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Porte Pago

Sairam da redaccdo

Lina Brunheira e Maria José Bdia deixaram de integrar a redaccio da revis-
ta Educacdo e Matemdtica. Com estilos diferentes, estas colegas muito con-
tribufram para a qualidade da revista, dedicando-lhe o seu trabalho durante
vdrios anos. A ambas queremos deixar o nosso grande obrigada.

Sobre o ndmero fematico

Este nUmero temdtico € dedicado ao tema Geometrias, © nome de Fran-
co de Oliveira para editor convidado surgiu com naturalidade, ndo sé por
ser colaborador permanente da EM, mas sobretudo porque sabiamos po-
der contar com o seu conhecimento & interesse pelo terma, e com a sua ex-
periéncia e qualidades enquanto matemadtico e enquanto professor — que
Antonio Fernandes tao bem descreve no artigo Augusto Franco de Oliveira:A
primeira dlitima ligdo de um Meste, na revista n® 93 (p. |16-18). Expressamos-
-lhe aqui o nosso agradecimento por ter aceite o convite e pela forma como
ajudou a construir esta revista.

Sobre a capa

Em 1936,s0b a influéncia de Man Ray realizou-se nas New Burlington Galle-
ries de Londres, a International Surrealist Exhibition. Man Ray deixou-se fas-
cinar pela beleza plastica dos objectos matematicos jd anteriormente notada
porAndré Breton, outro surrealista importante,

Nos laboratdrios de matemadtica de todo o mundo, € possivel observar lado a
lado objectos construidos de acordo com principios geométricos euclidianos e
nao euclidianos de aparéncia igualmente mitica para © homem comum mas que,
apesar de fudo se relacionam de modo equivaco e fascinante no espaco como
nos geralmente o concebemos,

André Breton—Crisis of the abject, in Cahiers d'Art

Max Ernst, que fez a capa do catdlogo da exposicdo, sofreu igualmente forte

influéncia das ideias de Breton e Man Ray, produzido diversas pinturas onde

as figuras matemdticas associadas a geometria ndo euclidiana marcam pre-

senca. Na capa deste ndmero reproduz-se uma dessas obras, trata-se de O
festim dos deuses de 1948,

Anfanio M. Fernandes

Nesfe niimero famb&m colaboraram

Cristina Loureiro, Eduardo Veloso, Filomena Leite Pinto, Helena Rodrigues,
Jodo Pedro Xavier, José Santos dos Santos, Manuela Ribeiro, Marisa Ferreira,
Paulo Almeida, Pedro Miguel de Oliveira, Pedro Pimenta.
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Reqresso ao fufuro da Geometria

Rugusto J. Franco de Oliveira

Para além da bela histéria da Geometria ao longo dos sécu-
los, de ser reconhecida com fonte de problemas e geradora
de desenvolvimentos em diversos ramos da matematica, e
do seu real valor formativo, é sabido e estabelecido que o
«pensamento geométrico» nio se reduz A utilizagio de ima-
gens e diagramas mentais. E, provadamente, também um
instrumento de descoberta, compreensio e até de demons-
tragio. Pode-se perguntar, portanto, por que razio é neces-
sdrio regressar tdo frequentemente ao assunto das geome-
trias nos diferentes graus de ensino, do bdsico ao superior.

A questdo é antiga. No capitulo O Futwro da Matemdtica
do livro Science et Méthode (Flammarion, 1908), comentava
eloquentemente Henri Poincaré:

“Pareceria que a geometria nfio pode conter nada que nao este-
ja contido na lgebra ou na anilise, e que os factos geométricos
néo sdo outros que factos da dlgebra ou andlise expressos noutra
linguagem. Poderia supor-se, entdo (...) que ndo ficaria nada
pertinente para dizer acerca da geometria. Mas isto implicaria
o falhango do reconhecimento da grande importancia de uma
linguagem bem formada, ou da compreensio do que as préprias
coisas ¢ acrescentado pelo método de expressio e, consequen-
temente de agregacio dessas coisas.

Para comegar, as consideragbes geométricas levam-nos a
colocar novos problemas. Estes sdo certamente, se quiserdes,
problemas analfticos, mas sio problemas de que nunca nos lem-
brarfamos no seio da andlise. A andlise, todavia, tira deles pro-
veito, como aproveita daqueles que é obrigada a resolver para
satisfazer os requisitos da fisica.

Uma grande vantagem da geometria reside precisamente
no facto de os sentidos poderem vir em auxilio do intelecto, e
ajudar a determinar o caminho a seguir, e muitas mentes prefe-
rem reduzir os problemas da andlise 4 forma geométrica.”

A linguagem da geometria, fonte de novos problemas, os
sentidos em auxilio do intelecto, ... Se Poincaré sente ne-
cessidade de dizé-lo hd cem anos atris, nés precisamos recor-
dd-lo, se outras razdes nio houvesse, porque anda por vezes
esquecido, especialmente por aqueles que, atingida a maio-
ridade intelectual e os pedestais do poder académico ou po-
litico, nunca souberam ou esqueceram o papel positivo que
a geometria podia ter tido ou teve na sua formacio, respecti-
vamente, ou ainda aqueles que tomam a aparéncia pela rea-
lidade referidas na primeira frase de Poincaré citada acima.

E ‘aqui marcamos presenca, com um ndmero espe-
cial dedicado s Geometrias, que ndo necessita de mais
justificacio.

Abrimos com um artigo dedicado ao ensino e aprendiza-
gem da geometria, de Paulo Almeida, dos primeiros passos
de exploracio do espaco circundante de uma crianca ao mé-
todo axiomdtico como instrumento de economia de pensa-
mento de esforgo de transmisso.

Eduardo Veloso presenteia-nos com um fresco na me-
lhor tradicio renascentista, literalmente, aproveitando bem
a oportunidade para falar de uma geometria que muitos de-
sejariam conhecer melhor (incluindo o autor destas linhas)
mas poucos se aventuram — a Geometria Projectiva. Mas
¢é bom nio esquecer outra licio implicita no artigo do Prof.
Veloso: € que, na geometria dos nossos antepassados como
na dos nossos contemporineos, nem tudo é divertimento,
ainda que seja susceptivel de nos dar um grande prazer.

O que tém de comum um baralho de cartas e um pro-
grama de computador? Pelo menos trés coisas, digo eu e di-
rio os leitores depois de ler os artigos do Pedro Pimenta e da
Marisa Ferreira: podem ser utilizados no ensino da geome-
tria, tém algo de lidico e sdo aparentemente fdceis de ma-
nipular. A geometria dindmica, como é de esperar, permite
dar & geometria uma dinimica que se contrapde A (mais real
do que aparente) concepciio estdtica ou contemplativa da
geometria de Euclides. Mas quando o cérebro estd a magi-
car num problema da tal geometria estdtica, estd certamen-
te num estado bem dinfimico. Quem ainda tiver ddvidas e
preferir sempre o cldssico pode entreter-se a manipular as
figuras geométricas dos Elementos na Internet. Acresce que
a apresentagio de Marisa Ferreira deixa alguns desafios ted-
ricos (do tipo “tal construgiio ou teorema pode justificar-se
com tais principios”, entre outros), matéria para aquecer as
témporas a qualquer incauto.

Por falar em contemplagdo vs. actividade mental ou de
exploraciio, temos os artigos da Manuela Ribeiro e do Pau-
lo Dias. Espantoso como hd tanta coisa interessante que se
pode dizer acerca de objectos e figuras que habitam no nosso
dia-a-dia. E temos as secgdes habituais desta revista, sensi-
veis ao enfoque geométrico pretendido.

Exceptuando as linhas que acabo de compor, editar este
nimero foi especialmente fcil, pela rapidez e qualidade das
respostas aos pedidos de colaboracio solicitados. E foi espe-
cialmente gratificante pelo ambiente que se respira e vive
nesta institui¢io dedicada 2 Educagio e Matemdtica. Obri-
gado a todos. :

Ruguste J. Franco de Oliveira
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0 espaco da crianca e do adulto

i base experimenfal

Deixemos cair uma gota de tinta num copo com dgua e olhe-
mos atentamente através do vidro transparente do copo: o
complexo espectdculo a que assistiremos tem como protago-
nista principal a geometria. A aprendizagem da geometria
comeca pela assisténeia asstdua a este tipo de especticulo,

no qual o espectador, mais tarde ou mais cedo, acabara por
envolver-se, participando, ora experimentando ora interpre-
tando & sua maneira. O psiquiatra infantil Jodo dos Santos
(1913-87) considerava que “a livre experiéncia estd na base
de toda a actividade simbélica ou linguagem”; essa base experi-
mental é condiciio sine qua non para aprender geometria.
Ao desenhar, pintar, modelar, cantar, “fazer de conta”, a

231

crianca “1&” 4 sua maneira tomando opgdes afectivamente e
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Figura 1. Um desenho de Hlee e de uma crianga.

compondo para si o seu “espaco de seguranga”, na termino-
logia de Jodo dos Santos; o espaco de seguranca € ressentido
como um porto de abrigo confortivel. Trata-se de uma teia
de relacdes onde certas coisas se transmutam em ohjectos
do seu afecto, permitindo a crianca percebé-los, sobretudo
e primeiro pelo tacto e sé depois pela vista. Essa teia é o seu
primeiro espago, esses objectos as suas primeiras figuras e o
seu agir e sentir — com o corpo todo — as suas primeiras
formas de pensamento geométrico.

Quantas formas atraentes para manipular, ver, ouvir, en-
tender, numa concha, num ritmo musical, num remoinho
de fumo, numa corrente de dgua, num monte de areia, numa
flor, numa lenga-lenga, na espuma, no saltitar de uma bola,
ou no voo de um pdssaro!

Que desejo nio ressentimos em crianca, de fixar mui-
tas dessas formas, particularmente interessantes por uma ra-
zdo ou outra, para melhor as entender! E como era feita a
nossa “leitura”! Alguns pintores, como Klee (1879-1940)
ou Picasso (1881-1973), que assim se interrogaram, quise-
ram mesmo em dado momento “pintar como quando se era
~ crianga”. .

Ao recorrer ao “espago” como lugar para entender as
coisas do nosso interesse € natural que ele difira consoante
os objectos predominantes a estudar e alterando-se os nos-
sos interesses altera-se em geral a nossa concepgio de espa-
¢o entendido este como o quadro que torna inteligivel uma
dada teia de relagdes. Isto vale quer do ponto de vista psico-
[6gico individual — da crianga ao adulto — quer do ponto
de vista do fluir histérico.

Breve histdria do espaco .

O conceito de espago varia, na crianga, da forma “espago
de seguranga” & aceitaciio da euclidianidade — cerca dos 9
anos — ou seja & integracio das ideias de pertenga, de orde-

nagio, de isometria entre figuras, de continuidade do movi-
mento, e de paralelismo.

Em qualquer dessas etapas trata-se sobretudo de um pon-
to de vista “operacional” ou seja a crianga apreende certas
regras de comportamento num espago sem que haja cons-
ciéncia de uma existéncia prépria desse espago até que se
questiona um dia sobre a natureza do palco em que se vé
agir.

A andlise histérica do conceito de espaco € muito elo-
quente mostrando como foi varidvel e pouco uninime. Fa-
remos uma breve alusdo ao assunto respigando uma ou outra
opinido significativa.

Antes de mais, a ideia de “lugar” precedeu qualquer
ideia de espaco; quer para Aristoteles (384-322 a.C.) quer
para o proprio Euclides (c. 330—c. 275 a.C.) o “lugar” das
coisas ou das figuras ¢ o bastante para fundamentar, no caso
do primeiro, uma teoria do movimento — cada coisa teria
um “lugar natural” para onde tenderia a dirigir-se — e no
caso do segundo uma grande ferramenta da fisica-matemati-
ca — aplicdvel ao estudo das figuras que ndo mudam ac mu-
dar o seu “lugar”.

A ideia de tempo é certamente posterior 4 de espaco
como atestam certos vestigios linguisticos onde o tempo se
subordina ao espago: dizemos “um tempo curto”, “um espa-
¢o de tempo”, “de aqui em diante”,

Ao explicar o movimento rectilineo da queda dos cor-
pos terrestres como resultado da existéncia de um “lugar na-
tural” comum fica claro que para Aristéreles hd lugares pri-
vilegiados e direcgdes privilegiadas ou seja esse conjunto de
“lugares” a que poderfamos chamar, abusivamente é certo,
o0 “espago de Aristételes” nfo seria homogéneo nem isotrd-
pico. Contendo-se o universo numa esfera, $egundo aquele
filésofo, todos os lugares af se conteriam e aquele “espaca”
seria fatalmente finito.
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Figura 2. 0 mundo finite de Aristateles.

A ideia de um “lugar dos lugares”, de raiz tipicamente
hebraica, confunde-se com o préprio “Deus” como revelam
intimeros textos religiosos: “Deus é o lugar de todas as coi-
sas”, “Deus é o espaco de si préprio”; a prépria lingua hebrai-
ca cldssica conota numa sé palavra — or — a ideia de luz,
espaco e Deus o que d4 um cunho particular a expressoes
como “luz de Deus”, ou, na boca de Deus: “Eu sou a luz". O
espaco seria nesta linha de ideias de raiz religiosa um atribu-
to de Deus, se nfio o préprio Deus.

O pensamento cristio medieval e renascentista vai atri-
buir diferentes propriedades ao espago procurando conciliar
a fé com a razio e a experiéncia, conduzindo pouco a pou-
co a uma concepcio que vird a ser partilhada ainda hoje pela
maioria das pessoas, embora ignorando o mais das vezes a sua
origem religiosa. A titulo de exemplo mencionemos alguns ar-
gumentos do tipo dos invocados por pensadores cristios: “o es-
paco € infinito porque uma causa infinita tem um efeito infini-
to”, “o espago é homogéneo e isotrépico porque na sua infinita
justica Deus nfio saberia privilegiar nem lugares nem direc-
¢des”; a homogeneidade e a infinitude € entdo expressa poeti-
camente: “o mundo nio tem centro nem circunferéncia”.

Sobre outros atributos do espago como o seu cardcter li-
mitado ou ilimitado — a ndo confundir com finito e infinito
— ou se é continuo ou descontinuo, se € real ou imagina-
rio ou qual a sua extensdo ou dimensdo, tdo pouco se pode

Figura 3. A ruptura com o mundo finito
numa imagem renascentista.

dizer que tenha havido unanimidade; sendo finita a dimen-
530 ndo seria isso uma limitacio divina! e porque ndo con-
ciliar “uma extensio a um tempo infinita e nula — como
Deus”? A tridimensionalidade, definitivamente aceite no
século XVII, ndo é também alheia a argumentagio religiosa.
A mecAnica newtoniana acabaria por consolidar uma con-
cepcio de espago em voga praticamente até ao aparecimen-
to da teoria da relatividade: um atributo considerado essen-
cial € o cardcter absoluto do espago, ou seja a sua existéncia
independente dos corpos, um espago-recepticulo, portanto,
mas mais do que isso pois segundo Newton (1642-1727): “o
espago € o sensorium — o sistema nervoso — de Deus”. Sem
corpos o que sobraria seria o espago; nio deixa por isso de
ser curiosa a opinido do inventor da mdquina para fabricar
o vazio ou seja da mdquina pneumdtica, conhecida na épo-
ca por “maquina filoséfica”; segundo aquele contemporineo
de Newton: “o espaco vazio nio é sendo o proprio Deus”.
O espaco absoluto de Newton é um espago coordenatizdvel
em que cada ponto fica descrito por uma sequéncia finita de
nimeros; para descrever a posi¢io de um ponto material se-
riam necessdrios apenas trés niimeros mas para a descrigio
do seu estado mecinico seriam apenas necessdrios seis: trés
para a posiciio e trés para a velocidade.

Mas a ideia de espaco absoluto viria a ser posta em cau-
sa; para Poincaré (1854-1912), um dos precursores da teo-
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ria da relatividade, “quem falar de espaco absoluto empre-
ga um termo sem significado”. Um pouco antes jd Riemann
(1826-66) se insurgira contra o “espago-receptdculo” sus-
tentando que “o espago nio € uma casa alugada 4 matéria”.
Para Einstein (1879-1955) a dependéncia do espago e da
matéria é tal que esta o pode “encurvar” e certas por¢des de
espago singularmente encurvadas — os buracos negros —
mais ndo seriam afinal do que matéria. Enfim, em que me-
dida ¢ o espaco independente do tempo? Para Isaac Barrow
(1630-77), professor de Newton e grande impulsionador do
cileulo infinitesimal “o espago € a expressdo da omnipre-
~ senca divina e o tempo, é a expressio da eternidade divi-
na". Esta visAo mistica do espago e do tempo nada tem a ver
com o ponto de vista de Minkowski (1864-1909) que em
1908 introduz nestes termos o conceito de espago-tempo:
“Dagui em diante os conceitos de espago e de tempo, con-
siderados como auténomos, vio desvanecer-se como som-
bras e somente se reconhecerd existéncia independente a
uma espécie de unido entre os dois”. Do que nfo h4 divida
é que se recorre a um conceito de espago, seja ele qual for,
para organizar um conhecimento, em sentido lato. O espago
e o tempo sao para Kant (1724-1804) intuigdes puras que
organizani as sensagoes e tornam possivel o conhecimento;
para Kant “o espago nfio € um objecto mas sim um modo
de perceber os objectos”. Afinal de contas quer o espago de

-
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Figura 4. Esqguema usual para figurar o espaco abselute tridimensional.

seguranga da crianga, o espago-lugar de Aristételes, o espa-
co-universo infinito do fim do Renascimento, o espaco-re-
ceptdculo de Newton, o espago-tempo de Minkowski e o
espaco-tempo curvo de Einstein conduzem todos a formas
de perceber a inteligibilidade das coisas. Talvez tenha sido
Leibniz (1646-1716) quem melhor que ninguém tenha sido
capaz de englobar numa s6 férmula todas as concepgdes de
espago: spatium est ordo coexistendi, ou seja, o espago € a or-
dem das coisas em si, nfio € substdncia mas fenémeno de re-
lagBes, ndo € sendo ordem e relagio.

E significativo que Leibniz d& como exemplo de espaco
uma drvore genealégica, na qual participariam os ascenden-
tes, os parentes mesmo longinquos e os descendentes mes-
mo futuros, todos coexistindo ndo no espaco e tempo fisicos
mas no “espaco da drvore genealdgica”. O espago fisico se-
ria, quando muito, mais um exemplo de espago, chegando
até Leibniz a referir-se & “quimérica hipétese da realidade do
espago [fisico] em si”. A falta de unanimidade na concep-
¢io de espago reflecte afinal a necessidade de adequacio do
quadro conceptual geométri‘co A natureza das questdes em
jogo. Nao é pois de estranhar que em geometria se estudem
espacos com diferentes propriedades liteis ora em estudos de
mecAnica, ora no estudo das particulas eleméntares ou quigd
até no estudo da lingufstica. Para o geémetra, o conceito de
espaco depende do tema em estudo.
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Os quatro
costados do Judeu

Figura 5. Arvore genealdgica do dramafurgo Antdnio José da Silva, conhecido por "o Judeu™. gueimado vivo pela Inguisicdo em Lishoa. em 1739,

A peometria como sistema dedufivo

fl importéncia do jogo

Ao observar as criancas a brincar concordaremos que em
geral intervém duas componentes: o “faz de conta” e as “re-
gras do jogo”. Deixando de parte o porqué da brincadeira, a
sua finalidade e utilidade; poderemos reconhecer naqueles
dois elementos como que os vestigios primitivos do método
axiomatico. O jogo é realmente um faz de conta voluntério
com regras provisoriamente aceites. Embora nfo seja apenas
isso, pois comporta em geral elementos aleatdrios ou seja o
factor “sorte” que lhe aviva o interesse e pressupde em ge-
ral “adversdrios” e consequentemente “luta” e “vencedores
e vencidos”. E certo que nenhum destes elementos ¢ total-
mente estranho & actividade matemdtica — como activi-
dade humana que é — mas interessa-nos agora aqui apenas

apontar para o cardcter embriondrio de um sistema dedutivo
que resulta da atitude do “faz de conta” e da aceitacio das
“regras do jogo”.

Se entendermos as “regras do jogo” no sentido lato —
“s6 pode falar um de cada vez” ou “o jogo comeca depois de
ele contar até vinte” — concluiremos que as mesmas regras
se aplicam a diferentes contextos mas isso continua mesmo
vilido entendendo-as no sentido estrito do “faz de conta™
“agora sou eu o rei” ou “vocés sdo os bandidos e nés os po-
licias” ou “hoje 0 meu paldcio € este canteiro e o teu aque-
le ramo de 4rvore”. Em geral o olhar indulgente do adulto
ao ver brincar assim tio sensatamente as criancas, deve-se
4 ideia que as dramatizagdes necessdrias ao “faz de conta”
ajudam ao desenvolvimentospsicolégico e fisico pelo enri-
quecimento que resulta das experiéncias vividas, e a con-
templacio do preceituado nas “regras do jogo” favorece o
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Figura 6. Jogos infantis.

desenvolvimento intelectual e social da erianca, obrigada a
tomar decisdes e a ajudar os outros ou a esperar ajuda deles.
E por demais evidente onde queremos chegar: as regras do
jogo siio o eshogo de uma axiomadtica e o faz de conta colec-
tivo constitui um esbogo de um seu modelo. Tal qual como
sucede em matemdtica sé o exercicio das regras do jogo em
diferentes modelos conduz a sua listagem abstracta. S6 brin-
cando “as lojas”, umas vezes comprando outras vendendo,
se descortinam as regras do “coméreio” tal como 86 depois
de operar com os nimeros inteiros e depois de calcular com
polindémios ou matrizes se alcanga o conceito algébrico de
anel. A interiorizacfio das regras de jogo faz-se jogando atra-
vés de modelos seus. As “boas” regras das estruturas mate-
midticas s6 surgiram depois de uma prolongada actividade
com modelos que a posteriori as ilustram; o mesmo se passa
nos jogos infantis. A aceitagio de uma proposta para jogar
um jogo novo depende do grau de confianga que inspira o
proponente ou da experiéncia dos que sdo convidados a jo-
gar; 0 mesmo se passa nos sistemas axiomdticos. De qual-
quer modo aceitar jogar com dadas regras de jogo num mo-
delo particular exige, quer se trate de um jogo infantil ou de
um sistema axiomético, uma forte capacidade de imagina-
Cio e imaginar € essencialmente abstrair: imaginar exige de
quem o faz, ndo ver tudo o que se vé e ver algo do que ndo se
vé. Esta € alids a caracterfstica principal da ciéncia moderna

Um grupe é determinado por um conjunto G ¢ uma operagdo =
em G de ral forma que:

* sgja associativa,

* possua um elemento neuno;

Todo o elemento de G tenha um oposto com relagdo a =.

Um espaco ropologico € determinado por um conjunto E e um
conjunto de partes de E chamadas abextos de tal forma que:
Toda a reunido de abertos s¢ja um aberto;
A intersecgdo de dois abertos seja um aberto;
O conjunto E ¢ o conjunto vazio sejam abertos.

Um plano segundo Euclides € determinado por um conjunto I1
cyjos elementos tém o nome de pontos ¢ por um conjunto de par-
tes de I1 chamadas rectas de tal forma que:

Dados dois pontos distintos A e B exizta uma imica recta
a qual pertengam A ¢ B;

Dados dois segmentos AB e CD exista um unico ponto E
tal que B esteja enmre A e E ¢ CD s¢ja congruente a BE:

Todos os angulos rectos sgjam congruentes entre si;

Para toda a recta r ¢ todo o ponte P ndo pertencente ar.
exista uma 1mica recta s passande por P e paralelaar.

Figura ¥. Axiomdticas da teorla dos grupos. da feoria dos espagos to-
poldgicos e da geomelria plana de Euclides.

que como se sabe teve o seu ponto de viragem com a mate-
matizacio do real feita por Galileu (1564-1642).

Pretender inculcar num jovem a capacidade de abstrair
tendo-lhe coarctado a possibilidade de imaginar durante a
sua infincia € pretender ensinar masica as pedras. De quem
se tolheu, em pequeno, o passo natural ao pensamento abs-
tracto, sé pode esperar-se em adulto pensamentos abstrusos.

0 ensino da oeometria e o méfodo axiomatico

Os Elementos de Euclides serviram durante séculos como pa-
radigma dos sistemas dedutivos e foram acima de tudo um
pretexto para ensinar légica, sendo a geometria sobretudo o
vefculo desse ensino e ndo, em geral, a finalidade em si. In-
vocava-se a geometria euclidiana pelo seu cardcter formati-
vo e pela sua ligagio ao real. Do ponto de vista axiomédtico
moderno faltava porém & geometria euclidiana uma carac-
teristica essencial para a valorizar como teoria axiomdtica: a
variedade dos modelos da teoria. O valor da obra de Eucli-
des residiu antes de tudo na elegincia e rigor de que se in-
vestiu aos olhos da histéria,”durante séculos. Mas a relativa
extensdo da lista de axiomas da geometria euclidiana res-
tringe a possibilidade de dispor de uma grande variedade de
modelos e faz com que os teoremas demonstrados sé possam
ser ilustrados num ou dois modelos realmente significativos
da teoria. '
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Fioura 8. Esbogos de grafices de fungdes.

Ora hoje em dia o valor de uma teoria axiomdtica mede-
-se sobretudo por um critério econdmico: como os teoremas
demonstrados em certa teoria valem para todos os seus mo-
delos, sdo as teorias com maior variedade de modelos as que
se traduzem numa maior economia de tempo no que & trans-
missdo do saber se refere. Ao desenvolver a teoria dos es-
pagos vectoriais, por exemplo, evita-se ter de repetir certos
resultados no quadro dos polindmios, das matrizes, das fun-
¢des ou dos vectores, na medida em que o que estd em jogo é
apenas a estrutura de espaco vectorial. Por outro lado desde
que a partir do século XIX se foram introduzindo sucessivas
teorias axiomdticas — teotia dos grupos, teorias dos espacos
topolégicos, vectoriais, métricos, por exemplo — algumas
delas foram parecendo de inclusdio mais vantajosa no ensino
do que a geometria euclidiana.

Os moldes em que se passou em todo o mundo a pro-
cessar 0 ensino da Anilise Matematica e da Algebra Linear
retiraram & geometria o papel quase exclusivo que chegou a
ter na formaciio do pensamento matemético na escola. To-
davia a tendéncia abstractizante que integra esses moldes re-
forcou a importincia da geometria como ponte para o real,
tornando-a a nivel elementar um verdadeiro corddo umbili-
cal. Na segunda metade do século XX a inclusio de temas de
geometria — nio s6 nem sobretudo de geometria euclidiana
— em cursos de nivel mais avancado deve-se antes de mais
a possibilidade de emprestar as fortes intuigdes que nela ra-
dicam 2 compreensdo da arquitectura de dreas abstractas da
ciéncia, jd sé relacionadas com o real de modo indirecto.
Nio se invoca ao incluir esses temas nem a questio da for-
magdo da mente nem a relagdo com o real, nem sequer o
acréscimo de informagdo resultante da consideracio desses
temas. Usa-se geometria em fisica das particulas ou em teo-
ria dos cédigos, ou em programaciio econdémica ora por ser
cémodo ora por ser imprescindivel pensar geometricamente
nessas dreas.

(#9) —> 3= ()

3 + > fR)= (2, y0k), 308))

Geomefria e pensamento geamelrico

Como aprender geomelria?

Como nunca é demais repetir, 0 mais importante em geo-
metria é 0 pensamento geométrico e é portanto sobretudo
no exercicio progressivo dessa forma de pensar que consiste
a aprendizagem da geometria. Mas seria errado confinar esse
exercicio aos contetidos tradicionais da geometria, em par-
ticular ao reportério da geometria euclidiana. Uma das ca-
racterfsticas da matemdtica axiomatizada e em particular da
geometria € o facto de se constituir em linguagem univer-
sal ou seja: é possivel usa-la, ganhando sentido, em terrenos
distintos, provocando um enriquecimento de perspectivas
e de métodos: na andlise funcional usam-se ideias geomé-
tricas, por exemplo no quadro dos chamados espagos de
Hilbert — espacos de dimensdo infinita fundamentais em
mecinica quintica. Para Dieudonné (1906-92), “as trans-
feréncias da intuicio” explicam o dominio universal da geo-
metria. O pensamento geométrico, assente em fortes intui-
coes espaciais da nossa infancia, desenvolve-se através de
certas estruturas que guardando a marca da sua remota ori-
gem, permitem um tu-cd-tu-l4 familiar embora consciente-
mente ficticio, que por vezes pode levar-se muito longe.

Ao pensar numa fungio continua f : R — R,z — f(x),
arbitrdria, quase mecanicamente desenhamos um gréfico
qualquer embora f possa ter um gréfico completamente di-
ferente. Ao pensar num conjunto arbitrdrio M imaginamo-
-lo como um espago cujos pontos representam os elementos
do conjunto embora, M possa ser um conjunto de rectas ou
de matrizes.

As estruturas geométricas ao poderem ser interpretadas
neste jogo de ficgio ajudam a “ver” ou como dizia Platdo
(427-347 a.C.), “a geometria conduz a alma 4 verdade”. Ra-
ciocinar geometricamente, é por assim dizer raciocinar so-
bre objectos abstractos como se eles fossem concretos; das
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Figura 9. Represenfacdo simbdlica de um conjunfo e de elemenfos Seus.

figuras que usamos em geometria, teoricamente dispensdveis
embora de grande ajuda, ndo podemos retirar porém o que
€ abusivo... Na realidade o mesmo sucede em toda a teoria
axiomatizada: dos objectos “concretos” apenas conservamos
as propriedades formalizadas nos axiomas, considerando as
outras irrelevantes — para certos fins em vista. O “concre-
to” €, neste sentido, apenas um grau do “abstracto”.

Ao cardcter mais “proximo” dos objectos de partida da
geometria nfo serd alheio o ter-se ela constituido na primei-
ra teoria axiomdtica, paradigma formal do pensamento geo-
métrico. Consideremos um exemplo simples: em fisica para
descrever o movimento de um péndulo simples recorre-se a
uma circunferéncia graduada para parametrizar as diferentes
posicdes através de um dngulo.

Em se tratando de um péndulo duplo articulado o me-
lhor € representar cada posi¢iio através de um ponto num
toro bidimensional visto que hd dois dngulos a referenciar
em simultdneo.

Figura 11. A posicdo de um pEndulo duplo & descrita por
um ponto sobre um fore.

Y

Figura 10. A posigdo de um péndulo simples & descrita por um ponto
sobre uma circunferéncia.

E claro que se apenas se considerarem pequenas osci-
lagdes que ndo envolvam rotagdes em torno dos pontos de
suspensdo, um simples rectingulo seria suficiente para assi-
nalar as posigBes.

Ao estar em movimento, as sucessivas posi¢des do du-
plo péndulo correspondem a uma trajectéria no toro. O es-
tudo do movimento do duplo péndulo corresponde, assim,
ao estudo de um sistema dindmico ou campo de vectores no
toro, de forma que partindo de um ponto no toro — ou seja
de uma posigio particular do duplo péndulo, todo o futuro
mecinico do sistema é descrito por uma linha de corrente
desse campo de vectores. Uma fungiio numérica da posigio
do duplo péndulo (a distAncia do segundo péndulo ao pon-
to de suspensdo do primeiro, por exemplo) corresponde a
uma fungiio numérica definida no toro. E claro que s6 uma
certa familiaridade com o toro nos permitird raciocinar com
as trajectdrias nele desenhadas e tirar conclusdes mecanicas
sobre 0 movimento do duplo péndulo. Vemos através deste

®

Figura 12. As peguenas oscilacdes do péndulo duple sdo descritas
por ponfos de um rectangulo.
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Figura 13: Representagdo de uma circunferéncia, de um foro bidimensional e de um fore fridimensional
através de um segmento, de um quadrado e de um cubo.

exemplo 0 modo como frequentemente se usam os objectos
geométricos: modelando situagdes do mundo real eles tém
o papel de sombras ou “duplos” que simulam a realidade —
isolando apenas o que se pretende estudar — e o estudo des-
sas sombras fornece dados sobre a realidade, em geral mais
complexa.

Aprender geometria, hoje, seria intitil para a maioria das
pessoas se elas se interessassem pelos objectos geométricos
apenas na medida em que eles aparecessem directamente no
mundo real. O estudo do toro e da sua geometria — qual é
a trajectéria mais curta (a geodésica) entre dois pontos ar-
bitrdrios do toro?, por exemplo — justifica-se, portanto, por
ser ele o espaco adaptado a indmeros problemas, que podem
ser bem mais importantes do que o fabrico de cimaras de ar,
que ndo exige certamente nenhum estudo profundo sobre a
geometria do toro. Para ilustrar melhor este aspecto consi-
deremos um triplo péndulo que é do ponto de vista mecéni-

co uma coisa bem simples; as suas posigdes sio porém des-
critas por pontos de um toro tridimensional que certamente
nunca ninguém viu na natureza, embora, nio seja dificil ao
gedmetra imagind-lo. Se pensarmos um pouco compreende-
remos que uma circunferéncia se pode interpretar como um
segmento — representado pelo intervalo de nidmeros reais
I = [0, 1] — cujos extremos sio identificados. Um toro bi-
dimensional interpreta-se como a superficie de um quadra-
do — representado pelo produto cartesiano I x I — cujas
arestas opostas foram convenientemente identificadas, e o
toro tridimensional é afinal um cubo sélido — representa-
do pelo produto cartesiano I x I x I — cujas faces opostas
foram convenhientemente identificadas. A evolugio meca-
nica do triplo péndulo &, pois, descrita por uma trajectéria
no toro tridimensional que nfio é preciso “ver” para imagi-
nar; ao fazé-lo estamos a penisar geometricamente no fené-
meno mecénico do triplo péndulg. Para aprender geometria

Educacdo e Matemdtica | nimero 95



é essencial desenvolver este poder de representagio: o triplo
péndulo — que se “v&” — simula-se comodamente com um
toro tridimensional — apesar de nio se “ver” — e para de al-
guma forma o “vet” simula-se de novo mas desta feita com

um familiar cubo.

Como ensinar geomefria?

Antes de mais: que geometria ensinar! De uma publicagio
da UNESCO — o erganismo internacional tutelado pela
ONU vocacionado para as questdes de educacio e cultura
— respigamos esta confissdo: “De todas as decisBes a tomar
no quadro de um projecto de ordenamento dos programas
escolares quanto as escolhas dos conteddos, a mais contro-
vertida e a mais dificil de defender é em geral a que respeita
a geometria”. E porqué? Pensamos que a maior unanimidade
na escolha e ordenaciio dos temas conducentes 4 transmis-
sdo de conhecimentos de aritmética, dlgebra e andlise a ni-
vel escolar se deve sobretudo a uma concepcio ultrapassada
do papel da geometria no pensamento cientifico.

Deve-se esta concepgio a divulgagio de uma imagem
da geometria ligada ao mundo cldssico e desligada do mun-
do actual. Vamos analisar brevemente esta atitude. Por um
lado, o excessivo volume de material elementar em geome-
tria, acumulado durante séculos, como resultado do papel
proeminente que ela teve no ensino, tornou-se em grande
parte obsoleto devido as inflexdes de rumo da ciéncia e da
técnica. Tornar-se-ia deste modo dificil proceder a uma se-
lecgo, curiosamente por excesso de oferta; qualquer esco-
lha desse material tenderia a parecer arbitrdria. Trata-se ob-
viamente de um falso problema pois o verdadeiro problema
reside em saber tirar partido de questdes de outras dreas —
dentro e fora da matemadtica — para pretextar a forma geo-
métrica de pensar. E hd que reconhecer que tal como sucede
a um bom médico ou a um bom mecénico de automéveis o
volume de conhecimentos necessério para nao ser surpreen-
dido na vida profissional é bem maior do que o necessdrio
— em geral pouco — para resolver cada caso pontualmente.
E por isso que h4 quem diga que aquele acervo de saber € lo-
calmente inttil e globalmente indispensavel. E o que suce-
de com a geometria. Os temas geométricos a ensinar podem
ser muitas vezes justamente considerados como jogos indteis
em si, mas se pensarmos neles como pretexto para o “pensar
geometricamente” compreenderemos por que sdo indispen-
sdveis. Por outro lado o poder politico € a comunicacio so-
cial, atribuem um cardcter mais indispensdvel, no dia a dia
da vida moderna, aos conhecimentos de aritmética, dlgebra
e andlise ou até de estatistica que aos de geometria; essa pos-
tura devendo-se 2 ideia de se entender por “geometria” ape-
nas o seu contetdo tradicional sem comprender a relevincia
do pensamento geométrico no pujante desenvolvimento da
4lgebra e da anélise, o que torna impossivel a sua compreen-
s80 a nivel escolar sem o recurso a fortissimas intui¢des geo-

métricas. Tal atitude, verdadeiramente caricata, € s6 com-
pardvel a atitude de considerar que jd ndo € tdo importante
saber ler ou saber andar porque hoje em dia dispomos de te-
levisdo e automével.

Nio temos dividas em afirmar que o apagamento, se ndo
a exclusio, da geometria no ensino da dlgebra e da andlise
remetendo-a a um corpo isolado de conhecimentos, estd na
origem de boa parte do insucesso escolar em matemitica,
tornando estupidamente dificil e contra natura a aquisicio
de conhecimentos de dlgebra e de andlise e tornando odiosa
a geometria.

Independentemente do contetdido dos temas que devem
configurar um qualquer programa de geometria a nivel ele-
mentar o mais importante € o uso da geometria como con-
traponto dos temas matemdticos mais dridos do ponto de
vista dos estudantes, porque menos intuitivos.

Em matemitica, dedugfio e intui¢io sdo insepardveis e
ndo ter em conta este aspecto ¢ caminhar para o fracasso.
Porém como é bem sabido a intuicio descontrolada con-
duz aos maiores abusos e frequentemente, quando erigida
em método dnico, sob o pretexto de ser uma fonte privile-
giada para inteligir as coisas esconde apenas uma incapaci-
dade para raciocinar dedutivamente. E € a deduciio que pelo
seu rigor, pde cobro aos desvarios a que pode conduzir a in-
tui¢do. A intuigio € a voz do atrevimento e da invengio e a
deducfio a da prudéncia e do controlo. Quando se pensa em
ensino ambas as coisas sdo necessdrias. Ao aluno que estu-
da tem de ser dada a ocasifo para tirar partido da intuicdo
sem que ela constitua um talisma e tem de ser dada a oca-
sifio para tirar partido da dedu¢fio sem que ela constitua para
ele um freio. E preciso, em conclusio, fazer entender ao es-
tudante que em matemdtica a intui¢io conduz ao verosimil
e daf a deduciio conduz ao verdadeiro, tornando possivel o
repto de fazer previsdes, sondando o ignoto e nele agindo
eficazmente.

Ora além de ser a geometria o terreno privilegiado para
desenvolver a intui¢io — nisto reside a forga do pensamen-
to geométrico — sucede que 0s excessos da intuigio sdo nela
o mais das vezes facilmente detectdveis. E por isto, mais do
que pelo seu contetdo programdtico que a geometria € in-
substituivel no ensino, embora os contetdos cldssicos da geo-
metria se revelem particularmente recomenddveis no plano
da formagfo estética e cultural do futuro cidadao, sendo tdo
insensato sonegd-los como o seria nfio lhe facultar o conhe-
cimento da cultura literdria cldssica, por exemplo.

Se ao ensinar geometria nunca, mas nunca, a dissociar-
mos do seu contetido humanistico, teremos sabido fazer des-
se ensino um meio formativo de cultura, dtil e indispensdvel
a todos.

Paulo Rlmeida i
Instituro Superior Técnico
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O ProfMat 2007, para além de ter constituido um contex-
to privilegiado para o meu enriquecimento profissional, foi
também uma grata oportunidade de concretizar um sonho
antigo: conhecer as [lhas de Bruma, os Agores! Foi com um
misto de muita curiosidade e algum receio (vulcdes, tremo-
res de terra, ...) que fiz a viagem de avidio — quase exclusi-
vamente lotado com professores de Marematica. A duragiio
da viagem, 2h e 30 minutos, deu-me a primeira nogio real
da insularidade. Na Ilha Terceira de Nosso Senhor Jesus Cristo,
seu nome completo de baptismo, fomos muito bem acolhi-
dos, com todos os apoios logisticos, transferes de e para os
hotéis, deslocagdes para as escolas e para os locais dos janta-
res a funcionarem com qualidade e eficiéncia.

Nos dias 5 e 6 de Novembro, que antecederam o
ProfMat, realizaram-se, na Escola Bésica Integrada de Angra
do Herofsmo, os Cursos (oito) promovidos pelo Centro de
Formacio da APM, envolvendo 173 professores, a maioria
deles oriundos do arquipélago dos Acgores. A referida Escola
recebeu-nos de bracos abertos e com todas as condiges e
materiais — salas, equipamentos, fotocépias, pastas — devi-
damente preparados. Os colegas da Comissao Organizadora
foram inexcediveis, em simpatia e em disponibilidade para
a pronta resolugio de qualquer problema. Nao posso deixar
de referir os magnificos arranjos florais espalhados pelas ins-
talacdes, o café excelente e a massa sovada deliciosa servida
nos intervalos das sessdes.

Educacio & Hutematica | nimero 95




i — g5 s
i O AXill ENCONTRO MACIONAL oy e
DE PROFESSORES DE MATEMATICA ——0:

O ProfMat propriamente dito teve lugar, entre 7 e 9 de
Novembro, na Escola Secundiria Jerénimo Emiliano de
Andrade, com as sessdes plendrias a decorrer nas modernas
instalacdes do Centro Cultural e de Congressos de Angra do
Herofsmo. O evento foi acolhido no arquipélago com gran-
de interesse pelos professores locais e também pelo Governo
Regional e Camara Municipal de Angra.

Um congresso deste tipo é o momento propicio para re-
ver colegas — académicos e profissionais — de outros luga-
res ou contextos, de fazer novos conhecimentos e com eles
partilhar ideias, saberes e experiéncias, cultivar relagBes e

159 | NOVEMEBRO
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aproximar conceitos e pontos de vista sobre temas comuns.
Este ano, o niimero de participantes foi menor, cerca de 500
professores, aqueles que acabaram por conseguir organizar-
se, em termos financeiros ou de gestdo de aulas, para estar
presentes. Recordo-me de outros ProfMat bem mais partici-
pados, com cerca de 1600 professores onde assisti a excelen-
tes comunicagies e animadas sessdes de trabalho com al-
guns associados de peso, desta vez também ausentes.

No discurso de abertura proferido pela Presidente da
APM, estes aspectos da dificuldade de mobilizagio dos pro-
fessores acabaram por merecer a principal atencio, em-
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bora eu tivesse preferido que o mote se centrasse nos te-
mas cientificos do Encontro, os temas actuais da Educaciio
Matemitica, razdes principais que levaram os professores em
marcar presenga nesta iniciativa.

Um congresso, enquanto espago de reflexdo e debate, é
naturalmente um lugar de movimento e alguma agitagdo e
frenesim. Nem sempre conseguimos assistir a tudo o que nos
interessa, existem opgoes dificeis de fazer entre diferentes
sessdes, vemos salas mais cheias e outras menos preenchi-
das, hd conversas animadas nos cotredores, registamos te-
mas que apreciamos mais e outros que Nos parecem menos
conseguidos, nalguns casos, escasseia tempo para o debate
apds comunicagdes ou, pelo contrario, outros ha onde falta
quem se disponibilize a intervir, questionando, completan-
do, contrapondo, debatendo... Enfim, um cenério sempre
vivo, animado e enriquecedor!

Os temas relacionados com o Plano da Matemdtica,
com os Programas de Formagio Continua em Matemitica

(medidas do PAM), a Inovagio Educativa, a Histéria da
Matemitica e o Reajustamento de Programas do Ensino
Basico foram debatidos sob diversos aspectos ao longo dos
3 dias. Neste ProfMat pudemos escolher entre 3 Sessoes
Plendrias, 8 Painéis, 15 Conferéncias, 3 Grupos Temdticos,
27 Sessdes Priticas, 6 Simpésios de Comunicagtes — num
total de 18, 2 DPosters, e 6 SessGes especiais. A opcio da
Comissio Organizadora em nfo fazer a pré-inscrigao nas ses-
sdes praticas e cursos pareceu-me acertada e ndo geradora de
confusdo, verificando-se que quem estava interessado apare-
cia & hora marcada e participava se houvesse lugar.

Gostaria aqui de realcar a sessdo especial SE2, onde es-
tive presente, subordinada ao tema: Os 20 anos da Revista
Educacio e Matemdtica. Apresentada pela redaccio da
Revista, foi com muito agrado que revimos e recorddmos,
através de spots das capas publicadas, a histéria destes 20
anos e ouvimos o discurso emocionado do editor da revista
tematica dos vinte anos, o colega Henrique Guimardes.

Em minha opinido, a revista continua a ser uma referén-
cia e um elo fundamental da ligacio dos sécios 8 APM.

Em jeito de sugestdo, gostaria de propor que se crie, no
ambito dos préximos ProfMat(s), um espago para um Painel
de blogs, disponibilizando a identificagio dos autores de mui-
tos dos blogs que ja frequentamos, permitindo alargar o es-
pago de reflex@io conjunta.

A organizacio deste ProfMat estd, por todas as razoes, de
parabéns. Se o sucesso de um Congresso se consegue a pat-
tir da disponibilidade e da qualidade dos convidados e dos
participantes na apresentacio dos seus trabalhos, ndo € me-
nos verdade que sdo elementos essenciais para esse sucesso,
a capacidade de concepcio e de concretizagio do programa
cientffico e do programa cultural, a par da eficdcia de funcio-
namento de toda a mdquina organizativa e de suporte (ba-
res, cantinas, bancas, estacionamentos, servico de cdpias,
ete). E, em todos estes aspectos, podemos fazer uma avalia-
o extremamente positiva dos resultados conseguidos pela
Comissio Organizadora.

No final dos 6 dias dos Cursos e Congresso da APM, sa-
boreada muita e boa comida acoriana, gravada na meméria
aquela paisagem tnica, ainda que bem salpicada de chuva e
vento (que tem o lado positivo de nos retirar quaisquer si-
nais de hafio...), fiquei com a firme vontade de um dia re-
gressar para conhecer as restantes ilhas.

Pelo discurso do representante do Secretdrio Regional
de Educaciio, ficdmos com a boa noticia de que o abando-
no escolar nos Acores diminuiu para os 2%, indicador de
que estarfio praticamente todas as criangas na escola. Outra
curiosidade que tive oportunidade de saber tem a ver com o
facto do cartdo tinico de cidaddo ja se encontrar em pleno uso
naquela Regido Auténoma.

H4, pois, que reconhecer, por um lado, que temos algo
a aprender com estes nossos compatriotas insulares motiva-
dos, simpdticos e afdveis e, por outro, que as autonomias tém
virtualidades.

Filomena Leite Pinto
ERB 2.5 0. Dinis
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Piero della Francesca e a Geomefria Projectiva’

Edvardo Veloso

Infroducdo

Embora a geometria projectiva, como teoria matemdtica, seja
resultado dos trabalhosde Jean-Victor Poncelet (1788-1867)
nos inicios do séc. XIX, é habitual afirmar-se que as suas ori-
gens remontam ao século XVII, quando Desargues publica
as suas ideias sobre novos métodos na geometria, em parti-
cular o estudo das secgdes cénicas como resultantes da pro-
jeccdo central de uma circunferéncia e a invengio do infini-
to: “quando, num plano, nenhum dos pontos de uma recta
estd a distdncia finita, dizemos que a recta estd a distAncia

infinita™.

No entanto, isto ndo significa que matemadticos anterio-
res ndo tenham tratado de questdes que mais tarde vieram a
enquadrar-se na geometria projectiva. Um exemplo € o teo-
rema de Papo (c. 290-c. 350) de Alexandria, o dltimo dos
matemdticos gregos do helenismo (ver caixa). Neste artigo,
pretendo mostrar como Piero della Francesca, nas instru-
cOes que dd aos pintores sobre a forma de construir a ima-
gem perspectiva de diversos poligonos, define uma transfor-
magio que ndo ¢ mais do que uma transformacio projectiva
de um plano sobre si préprio.
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Teorema de Papo

Se os vértices de um hexdgono ABCDEF estdo alterna-
damente sobre duas vectas, entdo os pares de lados opostos
encontram-se em trés pontos colineares.

Notas
1. Adopta-se uma definicio de poligono em que os lados
podem encontrar-se em pontos diferentes dos vértices.

2. A demonstragio baseada nos Elementos de Euclides é
muito trabalhosa. Na geometria projectiva este teorema
¢ uma consequéncia quase imediata do teorema funda-
mental da geometria projectiva.’

Figura 1. Detalhe de um fresco na lgreja de 5. Francisco, em Arezzo.

2 “‘hiﬁﬂtd-TP- i{._"-—- L

Figura 2.

Piero della Francesca (c. 1413-1492) foi simultanea-
mente um grande pintor — embora relativamente ignora-
do até ao fim do séc. XIX, devido ao cardcter moderno da
sua pintura (figura 1) — e um grande matemdtico. Nasceu
em Borgo San Sepulcro (a cerca de 100 km de Florenca), e
preencheu a sua vida a pintar e — presume-se, pois nfo se
sabe quais as fontes do seu conhecimento dos matemadticos
gregos — a estudar latim e geometria euclidiana pela edicio
latina dos Elementos. Escreveu em verndculo (isto €, em ita-
liano da época) pelo menos trés tratados que chegaram até
nas:

e Trattato d'abaco — uma espécie de manual escolar de
matemdtica comercial e técnicas priticas de geometria
para as chamadas “escolas de dbaco”; estas escolas ti-
nham aparecido em Itdlia, na segunda metade do séc.
XIII, com o objectivo de preparar jovens para o trabalho
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Figura 3. llustracdo da Prop. 1.19, Oe Prospectiva Pingendi.

na sociedade comercial que iniciava o seu rapido desen-
volvimento e eram uma alternativa s tradicionais esco-
las “latinas”, onde se ensinava gramdtica e retérica em
latim; a figura 2 mostra a ilustragdo de Piero que acom-
panha um problema sobre o cuboctaedro;

o Libellus de quinque corporibus regularibus (Tratado dos Cin-
co Sdlidos Regulares) — problemas .geométricos postos
em termos numéricos, que se referem em grande parte
aos poliedros regulares, mas que exigem conhecimentos
de geometria plana e do espago; este tratado foi usado
(plagiado, dirfamos hoje) por Luca Paciolli, um contem-
porineo e conterrdneo de Piero della Francesca;

e De Prospectiva Pingendi (Da perspectiva em pintura) — um
tratado sobre a perspectiva linear, que mostra preocupa-
¢oes de estabelecer uma relagio com a tradiciio da ma-
temdtica grega; o estilo é o de um livro para formagio

de pintores em perspectiva, com instrucdes detalhadas
sobre as diversas construg@es (figura 3), mas a0 mesmo
tempo segue claramente a tradicdo dos Elementos, apre-
sentando uma sequéncia de proposigdes (enunciados e
demonstragdes).*

Nio é possivel desenvolver aqui, mesmo brevemente, as ex-
periéncias pioneiras em perspectiva do arquitecto Filippo
Bruneleschi (1377-1446) — de que nio existem quaisquer
textos otiginais —, nem do humanista e arquitecto de Flo-
renca Leon Battista Alberti (1404-1472), o primeiro a fa-
zer uma exposigio escrita do método da perspectiva para re-
presentar a realidade tridimensional no plano do quadro do
pintor. Digamos apenas que Piero della Francesca foi o pri-
meiro a adoptar, embora num livro de instrugdes para pinto-
res — o tratado De Prospectiva Pingendi —, um ponto de vis-
ta verdadeiramente cientifico, nomeadamente geométrico,
na sua concep¢io da perspectiva linear. Vamos apenas re-
ferir as proposigdes desse tratado que nos permitem chegar,
o mais brevemente possivel, ao nosso objectivo: mostrar a
transformacio projectiva que Piero criou na segunda meta-
de do século XV, mais de trezentos anos antes de Poncelet.

Perspectiva de um quadrado horizonfal

Como sempre, na origem de tudo estd um problema. No
caso de Bruneleschi, Alberti e Piero, o que experimenta-
vam e procuravam eram métodos de desenho que permi-
tissem pintar rigorosamente num quadro, que suporemos
vertical e quadrado, o espaco e os objectos tridimensionais
que o pintor via enquadrados pelos seus lados. Diirer inven-
tou com esse objectivo o chamado perspectégrafo (figura 4)
(que qualquer de nés, gragas a Associagiid Atractor, pode
ver se quiser).” Pensemos num exemplo extremamente sim-
ples, que é o de um quadrado horizontal — o chio de um
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Figura 5.

quarto ou o tampo de uma mesa, muito frequentes em pin-
turas da época. Embora rapidamente possamos perceber que
tipo de figura iremos ver como representaciio do quadrado,
sem um auxiliar mecénico deste tipo teremos que encontrar
uma construgio rigorosa, no plano, para a tragar.

Mais concretamente, observemos a figura 5. O plano
vertical do quadro do pintor é ABEF e estd assente sobre
o bordo AB do tampo quadrado ABCD de uma mesa hori-
zontal. O ponto O é o ponto de vista do pintor (acrescentd-
mos as projecgdes ortogonais 0" e O desse ponto de vista,
respectivamente sobre o plano do quadro e sobre o plano
horizontal, para se ver melhor em perspectiva cavaleira a
posicio do ponto O). Note-se que se o pintor ndo pode uti-
lizar um processo mecénico, como o do perspectégrafo de
Diirer, apenas tem diante de si um quadro quadrado ABEF
e sabe que o tampo horizontal ABCD é um quadrado igual.
O problema — como obter a imagem do quadrado horizon-
tal no plano do quadro? — reduz-se portanto a saber onde
deverdo ser desenhados no quadrado ABEF as imagens dos
vértices C' e D do quadrado horizontal, (pois é 6bvio que
os pontos A e B se representam a si mesmos no quadro do
pintor). Para quem j4 tem alguma facilidade em visualizagio
espacial — como era certamente o caso de Piero —, é qua-
se 6bvio que C'D vai ser um segmento paralelo ao segmento
AB. Mas diversas posigdes sdo possiveis... e diversos com-
primentos também, como na figura 6! Como determinar a
imagem verdadeira de CD? '

Resumindo, temos agora dois problemas:

1. A que distincia de AB fica o segmento CD!
2. Qual o comprimento de CD?
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Piero resolve estes dois problemas nas suas proposices 1.12
e 113, com demonstragdes rigorosas de resultados ja desco-
bertos por Alberti.

Note-se que qualquer destes dois problemas sdo resolvi-
dos por Piero em geometria plana, sem mostrar quaisquer fi-
guras auxiliares em perspectiva cavaleira, desconhecida na
altura. Assim, apenas podemos imaginar qual era a visuali-
zacio espacial que Piero estava a ter como suporte das suas
demonstragdes no plano.

A solugio final englobando os dois problemas pode ser
descrita pela figura 7. O segmento KA tem por comprimen-
to a distdncia do ponto de vista ao plano do quadro do pin-
tor. O segmento OK é a altura do ponto de vista relativa-
mente ao plano horizontal. O ponto O situado no interior
do quadro representa a projecgio ortogonal do ponto de vis-
ta O no plano do quadro (a letra que designa o ponto é
a mesma, como era habitual em Piero della Francesca). A
posicio (em altura) da imagem do segmento CD, paralela
a AB, obtém-se unindo por um segmento o ponto de vis-
ta com o ponto B e determinando a sua intersecgio com
AF. Finalmente, o comprimento do segmento imagem CD
obtém-se por meio dos segmentos OA e OB, como indica-
do na figura. Assim, o quadrado ABCD no plano horizontal
transforma-se no trapézio ABCD no quadro do pintor (ver
simultaneamente as figuras 5 e 7). Antes de Piero o ponto
O (interior ao quadro) estava sempre situado a igual distan-
cia dos lados verticais do quadrado, mas esta demonstragio
mostra que isso ndo é necessdrio. Ou seja, esta construgio é
vélida para qualquer posigio do ponto de vista em relaciio
ao quadro (portanto ndo necessariamente central). Nao te-
mos espago para apresentar aqui as demonstragdes de Piero
das proposi¢tes 1.12 e [.13, mas o leitor pode recorrer a um
espléndido artigo no Mathematical Intelligencer (e ficar a co-
nhecer, se ainda nio conhece, uma estimulante revista so-
bre matematica, de leitura sempre muito acessivel).f

Perspectiva de um pavimento

Na proposigio 1.15 Piero dd instrugdes para a construgio
em perspectiva de um quadrado horizontal mas quadricula-
do, ou seja dividido num certo niimero de quadrados mais
pequenos, por exemplo 25 (5 x 5). E o problema da pers-
pectiva de um pavimento, elemento presente em tantas pin-
turas da época. Na figura que Piero utiliza como ilustragio
das suas instrug@es, o quadrado e o trapézio sdo representa-
dos numa mesma figura plana, que inclui ainda o ponto O
(projecgio ortogonal do ponto de vista sobre o quadro do
pintor) (figuras 8a e 8b). Piero traga as diagonais AC do
quadrado e do trapézio (figura 8a) e depois diz naturalmente
que o “quadriculado” do trapézio se obtém unindo os pontos
de divisdo de AB com O e tracando em seguida paralelas a
AB pelos pontos de intersecciio daqueles segmentos com a
diagonal (figura 8b). Como pode ver nesta dltima figura, ao
ponto  (vértice da quadricula no pavimento dado) corres-
ponde o ponto @' no pavimento em perspectiva.
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Sobre a visualizacio no espago que Piero estava a usar
para construir esta figura plana, nada sabemos. Mas pode-
mos imaginar (figuras 9a e 9b):

® que partia da situa¢fio de dois planos, um horizontal o e
outro vertical 7, onde estavam situados o quadrado e o
trapézio;

e que, dado o ponto de vista O, cada ponto @ do quadrado
(no plano @) ficava a corresponder um ponto @’ do tra-
pézio: imaginar a recta que passa por O e por Q; Q' serd
a intersec¢io dessa recta com o plano

¢ finalmente, procedia a uma rotagio de eixo A B e dngulo
90°, levando o plano a a coincidir com o plano , ob-
tendo assim a figura-plana que ilustra a sua demonstra-
¢ao.

Perspectiva de uma figura desenhada sobre um pavimento

Estando completamente resolvida na proposicio L15 a
questio do tragado de um pavimento em perspectiva, é um
pequeno passo para Piero fornecer um conjunto de instru-
¢des para obter a perspectiva de qualquer figura situada so-
bre esse pavimento. ;

As proprias linhas do quadriculado e da sua perspecti-
va servem de guias para fazer corresponder ao vértice @ do
quadriculado o vértice Q" do quadriculado em perspectiva
(figura 10); e sugerem como se pode fazer corresponder a

Figura 13.

qualquer ponto P do interior ou da fronteira do quadrado
o ponto P’ do interior ou da fronteira do trapézio que re-
presenta o quadrado em perspectiva (figura 11). Em termos
modernos, a correspondéncia P — P’ é uma aplicacio biu-
nivoca do quadrado ABCD (interior e fronteira) sobre o
trapézio ABCD (interior e fronteira). A aplicacio P’ — P
(cujo tragado ¢é evidente) é a aplicagio inversa da anterior.

Seguem-se, no tratado que estamos a percorrer, uma sé-
rie de proposigdes em que € aplicado o resultado anterior.
Em particular, Piero d4 instrugdes sobre os tracados em pers-
pectiva de diversos poligonos situados no interior do qua-
drado ABCD: tridingulo equildtero (1.18), hexdgono regular
(1.19), pentdgono regular (1.20), quadrado (1.25), octégono
(1.26). Damos como exemplo uma adaptacio da ilustracio
de Piero para o caso do quadrado (figura 12). No livro I,
Piero estende o seu método ao tragado perspectivo de pris-
mas tendo por bases poligonos situados no interior do qua-
drado ABCD (figura 13, caso do hexdgono).

Piero trata sempre da perspectiva de figuras limitadas,
nomeadamente de figuras contidas no quadrado que desi-
gndmos por ABCD. Nio sabemos, nem certamente vire-
mos a saber alguma vez, se Piero colocou a questio de saber
se a sua aplicacio se podia prolongar a todo o plano. Po-
demos apenas constatar que no seu tratado, ndo estd expli-
citamente considerada essa extensdo (de resto, o seu valor
pratico seria bem pequeno num livro de instrugﬁés para pin-
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tores...). Vamos estudar esse prolongamento no ponto se-
guinte, e veremos que € uma aplicaciio projectiva cuja pater-
nidade € justo atribuir ao geémetra Piero della Francesca.

Transformacdo projectiva de Piero

(Que problemas nos surgem quando pretendemos estender o
método de Piero a todo o plano? Um problema surge ime-
diatamente (figura 12): se o vértice G do quadrado, por
exemplo, estivesse um pouco mais para o lado direito, no
exterior do quadrado ABCD, ndo podiamos obter a inter-
secgio F nem, portanto, a imagem perspectiva de G, pois o
segmento KA ndo existia. Além disso, percebemos que na
construgio de Piero, além das intersecgdes com AB, sdo es-
senciais as intersecgdes com as diagonais. Assim, somos le-
vados a fazer as seguintes alteragdes 2 situagiio criada por
Piero (obtendo a figura 14):

e Substituimos o segmento AB pelarecta AB;

¢ substituimos as diagonais AC (resp. do quadrado e do
trapézip) por duas rectas (resp. ¢ e t'); note-se que a dia-
gonal do trapézio € a transformada da diagonal do qua-
drado pela transformacio de Piero; € intuitivo que para
obtermos um prolongamento da transformacfio de Piero
a todo o plano, a recta ¢, que substitui a diagonal do qua-
drado, deve ser transformada na recta ¢/, que substitui a
diagonal do trapézio; e é 6bvio, de tudo o que vimos, que
para que assim seja ¢ e ' devem ter um ponto comum so-
bre a recta AB;

® mantemos o ponto O como projeccio ortogonal do pon-
to de vista sobre o quadro do pintor.

Tendo em atengiio que AB, t e ' sdo agora rectas, a cons-
trugdo de Piero que faz passar de Ppara P’ parece ser possi-

Figura 15.

vel para todos os pontos P do plano (as intersecgdes funda-
mentais para a construcio parecem existir sempre!).

Notemos ainda que, se imaginarmos que a recta t estd
no plano v, que a recta ¢’ estd no plano 7 ortogonal a o, que
O € a projecgio ortogonal sobre 7 do ponto de vista, e que a
recta AB € a intersec¢io dos dois planos, caimos na situacio
espacial anterior, em que a transformagio de Piero nio era
mais do que uma projecgo central, com centro no ponto de
vista (tente o leitor compreender este facto fundamental,
observando a figura 15).

Em resumo: Dadas no plano tés rectas, AB, t e t', de tal
modo que t e t' t8m um ponto comwm sobre AB, e dado ainda
um ponto O, parece ficar definida uma transformagéao do plano
sobre si préprio que é um prolongamento da transformacdo de
Piero, que este apenas definiu para o interior e a fronteira de um
quadrado. Esta transformagdo pode imaginar-se, tal como a de
Piero, que foi obtida a partir de uma projecgdo central, como ex-
plicado anteriormente.

Escrevemos “parece ficar” porque nada nos prova ain-
da que a construcio € vilida para todo o ponto Pdo plano.
Nao h4 nada como experimentar, e o melhor meio de o fazer
é utilizar o Sketchpad. A figura 16 foi obtida no Sketchpad da
seguinte maneira:

e Tracimos as rectas AB, t e t' e marcdmos um ponto O
como indicado anteriormente;

® construimos uma circunferéncia @ e marcdmos um pon-
to Psobre ¢ela;

® pela construcio de Piero (usimos uma ferramenta ja
preparada) obtivemos o ponto P’;

e selecciondmos os pontos P e P’ e pedimos (no menu
construct) o locus (lugar geométrico de P’ quando Pper-
corre a circunferéncia a); o lugar geométrico, ou seja a
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Note que:

e Os paralelogramos a vermelho apenas servem para indicar as
posigdes dos planos « horizontal e 7 verrical;

e Arecta AB é a intersec¢io dos dois planos;

® A recta t estd no plano @ e a recta ¢’ no plano 7, tendo um
ponto comum na recta AB;

e O trifingulo azul, em parte escondido pelo plano 7, serve para
indicar o plano definido pelas rectas t e t';

e A ortogonal a w passando pelo ponto O de 7 intersecta o plano
das rectas ¢ e #' num ponto (bola vermelha) que é o centro da
projecgdo central, que faz corresponder ¢’ a t; vemos assim que
dadas num plano as rectas AB, ¢ e ¢ nas condigdes indicadas
anteriormente e ainda um ponto O, fica definida uma projec-
¢io central, como indicado nas figuras 9a e 9b; o que fazemos
aqui € partir da situacio da figura 9b para chegar i situacio da
figura 9a.

imagem da circunferéncia pela transformacio, é no caso
da figura a elipse a/;

® arrastdmos a circunferéncia para a posigio b e obtivemos
como imagem a hipérbole '...; que se passa?

Voltemos & situagiio espacial. Recordemos que tudo come-
gou com a procura de um método para representar no pla-
no 7 as figuras situadas num plano « quando vistas a partir
do ponto de vista O. Geometricamente, o que temos é uma
projecciio central de centro O: dado um ponto P do plano
@, a sua imagem em 7 por meio dessa projec¢io central ob-
tém-se encontrando a intersecciio da recta OP com o plano
7 (e a transformacéio de Piero, que nés tentdmos prolongar
a todo o plano, ndo é mais do que um processo de desenho,
num dnico plano — recordar as figuras 9a e 9b —, para en-
contrar essa imagem). O que acontece € que essa intersec-
¢io — da recta OP com o plano m — niio existe para ne-
nhum ponto de uma recta, designada por u na figura 17.
Esta recta pode obter-se intersectando a pelo plano que pas-
sa por O e é paralelo a 7} com efeito, as imagens de todos os
pontos de 1 nfo existem, pois as rectas definidas por O e por
um ponto qualquer da recta u sfo paralelas a 7! Arriscan-
do dizer em poucas palavras o que exigiria muitas pdginas, a
imaginaciio de Desargues conduziu-o ao seguinte:

® aimagem de qualquer recta de a (com excepgio de u),

por meio da projecgiio central, é uma recta em 7

® as imagens dos pontos de u deveriam “entfio” formar
uma recta, mas nenhuma dessas imagens estd a distAncia
finita; .

® entdoa imagem de u é arecta do infinito do plano 7. A rec-
ta u é a chamada recta de fuga da transformaciio P— P

Observacdes andlogas, relativas a transformacio inversa
(que faz passar de P’ em 7 para Pem «), levariam & consi-
deragfio de uma recta de fuga v no plano 7, que se obtém tra-
¢ando a paralela a intersecciio dos dois planos passando pela
projeccio ortogonal do ponto de vista sobre .

Vemos assim que:

e ¢ possivel prolongar a transformagio de Piero (e a sua
inversa) a todo o plano « (resp. m) se completarmos
cada um dos planos com a sua recta do infinito;

® em cada um dos planos fica definida uma recta (u em o
e v em 7) cuja imagem pela projecgio central é a recta
do infinito do outro plano;

® obtemos desta forma uma bijec¢io entre os planos ac e ,
completados com as respectivas rectas do infinito.

Podemos proceder depois como j4 fizemos para a transfor-
macio inicial de Piero e estd indicado nas figuras 9a e 9b,
e obter assim uma transformaciio de um plano sobre si pré-
prio (resultado da identificacio dos dois planos). Este é um
dos processos cldssicos de obter uma transformagio projec-
tiva de um plano (aumentado com a recta do infinito) so-
bre si préprio. Assim, a transformaciio, imaginada por Piero
num livro de instrucdes sobre perspectiva pata pintores, é
uma transformacfio projectiva. Como Desargues descreveu,
a projeccio central de uma sec¢io cénica ainda é uma sec-
¢io conica, e as imagens obtidas a partir de uma circunfe-
réncia pela transformacdo de Piero sdo agora naturais.

Figura 16. L
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Regressemos assim 2 figura 16 (agora chamada 17), a
qual acrescentdmos a recta de fuga u. Além disso, acres-
centdmos uma terceira circunferéncia ¢ e a sua imagem ¢'.
Constatamos que:

® a circunferéncia a ndo intersecta a recta u, e portanto
todos os pontos da sua imagem pela transformaggo pro-
longada de Piero estdo a distancia finita: @’ é uma elip-
se;

® a circunferéncia b intersecta a recta de fuga u em dois
pontos, e portanto dois pontos da sua imagem estdo no
infinito: &' é uma hipérbole;

® a circunferéncia ¢ é tangente i recta u, e portanto um
- - . . foe
dos pontos da sua imagem estd no infinito: ¢’ ¢ uma pa-
rabola.

“Moral da historia”

A geometria pode ser um tema apaixonante da mateméti-
ca escolar, nomeadamente porque apresenta multiplas co-
nexoes estreitas com temas da arte. Em particular, a geome-
tria projectiva elementar devia ser um tema da geometria
no ensino secundério, pois abre portas e revela factos que
nas outras geometrias ficam encobertos — por exemplo, a
invengio do infinito e a existéncia de trés tipos de seccBes
cénicas. E também importante na compreensio cultural —
¢ ndo exclusivamente técnica — da matemdtica e dos seus
processos, um desejivel objectivo central do seu ensino a
todos os cidaddos. Nesta época de reajustamentos conserva-
dores dos programas e de objectivos economicistas na edu-
cagdo dos jovens portugueses, espero que os leitores possam
descobrir, para |4 das minhas pobres palavras, um mundo di-
ferente e apelativo na educacio matemética.

Noras

1. Este artigo resulta de uma paixfo antiga pela pintura de Piero
della Francesca, da descoberta feita hd poucos anos do geéme-
tra Piero e do recente trabalho, em conjunto com Rita Bastos,
sobre transformagBes geométricas, em particular as transfor-
magdes projectivas. No entanto os disparates que porventu-
ra existam neste texto sdo meus, nio da Rita. Para acompa-
nhar melhor a leitura deste artigo, pode recorrer ao documento
Sketchpad de que pode fazer o download a partir do endereco

wiiw . apm. pt, na pdgina correspondente a este artigo on-line.

2. Girard Desargues (1591-1661), Brouillon project d'une atteinte
aux evenemens des rencontres du Cone avec un Plan, 1639.

3. Ver, por exemplo, Coxeter, Projective Geometry, pag. 38,

4. O presente artigo refere-se fundamentalmente a este tratado
de perspectiva, sendo extraidas dele as respectivas ilustracdes
de Piero. Ver na bibliografia duas ediges, uma em italiano e
outra em francés, numa traducéo a partir do latim.

5. Em Lisboa, no Pavilhio do Conhecimento, Exposicio Mate-
mdtica Viva. Endereco do Atractor: http://www.atractor. pt.

6. Ver Peterson na bibliografia.
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acessivel é o de Derrick Lehmer, e a seguir o Real Projective Plane,
de Coxeter.

Eduardo Veloso

Educacdo e Matematica | nimero 95




A Geometria na proposfa de ajustamento — algumas quesfaes

A geometria tem sido ao longo dos tem-
pos um dos assuntos menos trabalhados
no ensino bdsico. Torna-se por isso mes-
mo mais premente encontrar modos de a
propor e apresentar aos professores que
visem facilitar essa entrada e instalacio
na sala de aula. Para este breve aponta-
mento elegi dois aspectos que me pare-
cem cruciais e que,em meu entender; ain-
da ndo foram bem resolvidos na proposta
de ajustamento.

O primeiro ponto refere-se as capa-
cidades transversais que nesta proposta
de ajustamento assumem um papel fun-
damental muito destacado.

Uma das caracteristicas cruciais da
geometria, alids como em tudo na mate-
matica, € que ela ndo se limita ao conhe-
cimento de factos e procedimentos pois
sdo vdrias as capacidades que estdo en-
volvidas na sua aprendizagem.Visualizagao,
representagdo, raciociio e comunicagdo
sdo capacidades transversais presentes no
estudo da geometria. E, reciprocamente,
a geometria dd contributos tnicos e es-
pecificos para o desenvolvimento destas
capacidades.

Partindoassim da proposta organizativa
do ajustamento, em que estio separadas
as capacidades transversais dos tdpicos
temadticos, penso que deveriam ter sido
também eleitas como capacidades a de-
senvolver a visualizagdo e a representacdo.

Tal ndo acontece na proposta que es-
teve em discuss3o. E verdade que a repre-
sentagdo aparece como um sub ponto
da comunicagdo © que me parece muito
limitativo desta capacidade. No que res-
peita a visualizacdo, ela aparece referida
no desenvolvimento do tema geometria,
tanto no propdsito principal de ensino
como nos objectivos de aprendizagem.
Mas esta capacidade ndo estd exclusiva-
mente ligada a geometria e merece obvia-
mente um tratamento andlogo as outras,
isto €, com o devido destague no texto.
A visudlizagdo e a representacdo s3o duas
capacidades que, para além do seu valor
préprio, sao também capacidades de co-

nexdo muito fortes. Reconhego que talvez
ndo haja muitas experiéncias de inovaco
curricular em Portugal que se tenham de-
brucado sobre este assunto, mas hd muito
conhecimento didactico j& produzido so-
bre elas e que serd uma excelente orien-
tagdo para a producdo de materiais de
apoio aos professores.

Ndo aceito que a justificagdo para o

.destaque de uma capacidade seja o fac-

to de ndo haver trabalhos de inovacio
curricular realizados em Portugal. Ndo sdo
certamente as orientacdes deste docu-
mento sobre Resolugdo de problemas, Ra-
ciocinio matemdtico e Comunicacio ma-
temdtica que vdo ajudar os professores a
dar-lhes relevancia na sua prdtica. Terd que
haver bons documentos de apoio. Ora o
mesmo podemos dizer para as duas capa-
cidades que referi, a que sou muito sensi-
vel e as quais reconhego uma importincia
fundamental nos primeiros anos.

O segundo pento que questiono é a
opgdo sobre as op¢des de caracterizacio
dos tdpicos em geometria. O que deve-
mos valorizar nos primeiros anos, os ob-
jectos geométricos ou as acgbes sobre os
objectos? Facamos um paralelo com os
ndmeros. Hd alguém que esteja preocupa-
do em definir ndmero no ensino bdsico?
Ou definir adicdo, ...7 O que fazemos, e
bem, € ir trabalhando com nidmeros para
um dia olhar para todos eles e comegar a
organizd-los. E entdo até pensar que po-
demos construir ndmeros de outros tipos
sem limites para a nossa capacidade criati-
va. Mas quando é que isto acontece!

Por que é que para a geometria pro-
cedemos de maneira inversal A tendéncia
dominante € para comegarmos por dizer
o que € uma figura geométrica e depois
afinarmos logo o leque de figuras. Para
além de tridngulos e quadrildteros, prismas
e piramides, ndo haverd mais objectos ma-
temdticos interessantes para trabalhar nos
primeiros anos! E para eu saber o que €
um quadrado, haverd melhor estratégia de
aprendizagem do que trabalhar e actuar

. sobre quadrados de diversas maneiras?
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Nos niveis mais elementares, o que se
pode fazer com um quadrado? Dar um
nome!? Dizer o que €é! Poderfamos listar
uma série de ideias do que é interessante
fazer.

Em meu entender, o trabalho em Geo-
metria nos primeiros anos deve centrar
-se mais nos tipos de acgdes do que nos
objectos matemdticos sobre os quals es-
sas acgoes se realizam, sob pena das crian-
cas apenas aprenderem nomes de figuras
e comecarem a distingui-las apenas pelo
seu aspecto ou posicdo. As accdes como
classificagdo, composicio, decomposicio e
construgdo devem ter um destague espe-
cial, 2 semelhanga do que esta proposta
de reajustamento jd apresenta para orien-
tacdo e localizacdo. E evidente que estas
acgOes, ao ocorrerem sobre os objectos
da geometria, fazem esses objectos apare-
cer, serem manipulados, serem conhecidos
e designados. Mais tarde, sdo os objectos
matemdticos que vao ganhar identidade e
passar a ser objecto de estudo. Na pro-
posta apresentada sdo as figuras que dao
as entradas dos tdpicos e por isso s3o elas
que aparecem destacadas. Assim, a orien-
tacdo e o desenvolvimento dos tdpicos
deveriam ir no sentido de destacar es-
tas acgdes e ndo os objectos. Para refor-
¢ar ainda mais esta ideia € importante ter
em conta que os objectos a nossa volta
sdo das mais diversas formas. Para qué |-
mitar os objectos de estudo se € da rique-
za existente e acessivel que pode nascer
o interesse de estudar alguns objectos em
especial?

Poderd sempre argumentarse que
com esta proposta de reajustamento es-
tas orientagSes aqui defendidas serdo uma
op¢do diddctica que o professor pode se-
guir: Mas fico com alguma mdgoa que fal-
tem ou falhem algumas ideias chave que
me parecem facilitadoras destas opgbes
didacticas. Penso que a geometria vai con-
tinuar a ficar 4 porta das salas de aula.

* Cristina Loureiro

ESE de Lishoa
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A Geomelria perde peso?

Ao elaborarse um programa para o ensi-
no da matemdtica, é necessdrio tomar de-
cisbes com as quais, podermos concordar
ou discordar, Eu, pessoalmente, gosto mais
deste novo programa do que do anterior
e até aprecio o facto, de quando quiser
preparar aulas, bastar ler um documento.
Pode ndo ser ainda o documento pertfeito
(talvez nunca exista) por vezes até pou-
co claro, mas dd liberdade de decisio aos
professores sobre as sequéncias de apren-
dizagem a proporem aos alunos e até
onde essas aprendizagens podem ir
Focando a atengdo nas opgdes toma-
das quanto & geometria e ao seu ensino no
3° ciclo, e nunca me desassociando do fac-
to de pertencer hd uma década ao Grupo
de Trabalho de Geometria que tem de-
dicado anos a aprofundar vdrias questGes
relacionadas com os topicos presentes
neste reajustamento, impdem-se algumas

questoes, possivelmente j@ consideradas
pelos autores no periodo posterior ao da
discussdo publica: (i) Que notagao adop-
tar, urma vez que esta tem sido deixada um
pouco ao sabor dos autores dos manuais
escolares?, (i) Porqué limitar a experiéncia
geométrica dos alunos apenas a geome-
tria euclidiana?; (i) Porqué a eleicdo das
translagdes, separando-as da reflexdo e da
rotacdo no 3° ciclo? (iv) Estard claro neste
reajustamento que o ensino da geometria
ndo se cinge ao estudo de nomes e medi-
das? (v) Porqué a limitacio do estudo dos
objectos geométricos aos poligonos e sé-
lidos tradicionais e ndo ir um pouco mais
além, utilizando como ponto de partida
programas como por exemplo o Poly!

E visfvel que alguns dos tépicos geo-
métricos foram antecipados um ciclo em
relagdo ao actual programa. Terdo os alu-
nos maturagdo intelectual para apenas

0 reajustamento do programa de Geometria do 2° ciclo

O reajustamento do programa de Mate-
médtica do 2° ciclo, pecando pela ausén-
cia de avaliacdo do programa em vigor,
valoriza a drea de geometria, através do
tema Geometria e Medidas, e impulsio-
na o desenvolvimento da capacidade de
visualizacdo espacial do aluno.

O curriculo continua construido em
espiral, sem distingdo clara entre as novas
aprendizagens e as que os alunos deverdo
trazer do ciclo anterior. Por exemplo, hd
falta de clareza quando se diz que no 2°
ciclo "o perimetro ¢ trabalhado com ou-
tras figuras geométricés (circulo, poligonos
regulares mais complexos, ...)". Onde re-
side a maior complexidade dos poligonos
regulares! No maior nimero de lados!?
Sabendo o que sdo poligonos regulares
e o comprimento de um dos lados, em
que consiste o conhecimento acrescenta-
do para o cdlculo do perimetrol?

Pela positiva, destaca-se a énfase nas ex-
periéncias de aprendizagem, as notas que

2B

acompanham os topicos, a referéncia a im-
portancia do uso de instrumentos de me-
dida e desenho, de materiais manipuldveis
e de programas computacionais de geo-
metria dindmica, bem como a interligagdo
entre este e outros temas, como o dos
ndmeros racionais.

Porém, mantendo-se a carga hordria
semanal, ndo se afigura exequivel um pro-
grama de geometria (e ndo s6) assaz exi-
gente, com tdo diversificadas experiéncias
de aprendizagem, com a introducdo de
um nove tépico e o aprofundamento de
alguns outros.

Por fim, ndo deverd ser submestimada
a importéncia da formag&o de professores
nesta drea e a producdo de materiais de
apoio, particularmente para a abordagem
da nova temdtica de rotacBes e translactes
com alunos de 10/1 | anos.

MHelend Rodrigues
Escola E. B. 2.3 Vasco Santana
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(pois alguns ndo sdo referidos no 3° ci-
clo) os estudarem mais cedo! Existird mais
tempo nos horarios dos alunos do 27 ciclo
para ensinar matemdtica, ou alguns dos té-
picos de geometria, apontados para este
ciclo, avancardo para o 3° ciclo, engrossan-
do a lista dos que jd 14 se encontram?

Relendo uma vez mais os tépicos dos
quatro grandes temas temdticas do 3° ci-
clo parece que é a custa do empobreci-
mento da geometria que surgem assuntos
a serem tratados nos outros temas. O fac-
to de ndo existir referéncia ac peso relati-
vo que deve ser atribuido aos diversos te-
mas, poderd levar a que geometria tenha
perdido peso no programa de Matemdtica
no 3° ciclo? Talvez n3ol. ..

Huno Candeias
Escola €B 2.3 Vasco Santana

'AH Redaccdo reserva-se o direifo de editar os fextos

recebidos de forma a fornar possivel a sua inclusdo
na Aevista.



fis voltas com nocdes a apfiddes geometricas no cubo. .

Paulo Dias
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Figura 1

Vamos empilhar cubos

A figura | representa um conjunto de cubos empilhados,
quantos cubos sio necessdrias para a reproduzir? A questio
é simples e pode assumir varios graus de complexidade, com
mais ou menos cubos, consoante a faixa etdria dos alunos.
Este “monte” de cubos, expressio usada pelo Jodo (aluno do
10° A4), é facil de construir com material manipuldvel (po-
lidvons — figura 2) e pode ser colocado em posi¢ies distin-
tas. Depois de empilhar os vdrios cubos, representa no papel
o que vés quando te colocas na vista de cima. E do lado es-
querdo, observas o mesmo? (figura 3)

Esta capacidade de visualizacio, que estd relacionada
com a percepgio das relagdes espaciais (Matos & Gordo,
1993), pode ser trabalhada com os alunos do primeiro ciclo
ou do pré-escolar. No secunddrio, verifiquei que a generali-
dade dos alunos do 10° ano nio a detém. Por um lado, por-
que nio conhecem as diferentes perspectivas que os ajudam
a representar no papel o que se vé, ndo distinguem as regras
a que € necessario obedecer (por exemplo na perspectiva
cavaleira ou na perspectiva do ponto de fuga). No caso da
perspectiva cavaleira, os alunos tendem a desenhar o cubo
com todas as arestas em verdadeira grandeza, esquecendo
que “as faces de frente para o'observador sfo em verdadeira
grandeza e as arestas paralelas sio representadas por segmen-

Figura 2

tos paralelos” (Loureiro et al., 1997, p. 78). Por outro lado,
os alunos tém dificuldade em conhecer as propriedades que
permitem distinguir os diferentes objectos geométricos.

Planificacdo do cubo

Mas, afinal o que é um cubo? Disse-me o Miguel. E um po-
liedro regular, convexo, com 8 vértices, 12 arestas e 6 faces.
Desisto — disse o Miguel. Nio, espera! Sabes o que é um
quadrado? — disse. O Miguel responde que sim. Ah — re-
torquiu o Miguel — J4 sei, um cubo é um conjunto de 6
quadrados! Nio, ndo, ... Um cubo é ... um cubo. E fui ex-
plicando ao Miguel, — Nio ¢é verdade que qualquer dispo-
sicio de 6 quadrados adjacentes podem formar um cubo. As
disposicoes de 6 quadrados chamam-se hexaminés, existem
35 figuras nessas condicdes e com apenas 11 delas € possivel
obter o cubo. E entrdmos numa nova actividade de inves-
tigaciio: quais as disposi¢tes de seis quadrados que formam
um cubo! (figura 4)

A Neise resolve colocar a questio “fatal”, com a qual,
todos 0s anos, me confrontam: — para que € que isto ser-
vel A resposta surge através de um problema: “Uma formi-
ga estd no centro de uma face do cubo que tem 10 centime-
tros de aresta. A certa altura decide mudar-se para o centro
de outra face, passando por todas ds outras faces. Contudo,
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Figura 3.

a formiga tem receio dos vértices e por isso nunca passa a
menos de um centimetro deles. Qual é o trajecto mais curto
que a formiga consegue fazer? (O problema deste nimero,
Educagao e Matemdsica n® 41).

O caminho mais curto, sdo problemas de optimizagio
que podem ser usados com outros s6lidos, desenhar a pla-
nificacdo (figura 5) permite a visualizagio de possibilidades
que, no modelo ou na representagiio em perspectiva, podem

[ (111 |

Fla_urﬂ 4

ndo ser perceptiveis. — Porque usamos tanto o cubo? — O
Cubo é-nos mais familiar e é mais f4cil de desenhar, de com-

preender e de relacionar, é por isto que usamos o cubo tan-
tas vezes. Nio terds de saber qual o trajecto mais curto de

uma formiga, mas podes querer saber onde deve passar o fio,
numa sala, para ligar a lAmpada & tomada (sem que o fio fi-
que suspenso) e propus um novo problema.
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Tetraedro

Figura B.

Cubo Octaedro

Dodecaedro lcosaedro

fl formula de Euler

Em qualquer poliedro convexo, o niimero de faces F, o ni-
mero de arestas A e o nimero de vértices Vverificam a con-
dicio F + V- A = 2. A Marisa (aluna), que gosta de ter
definigtes para tudo: — Stor, Stor, eu posso escrever que to-
dos os poliedros que verificam a férmula de Euler sdo regu-
lares. — Nio, Nio. Todos os poliedros convexos verificam a
férmula de Euler, mas apenas cinco sdo regulares (figura 6).

O céptico do Pedro (aluno): — Como € que o professor
pode afirmar que existem apenas cinco? — Vamos iniciar
uma nova investigacio: Quantos poliedros regulares exis-
tem? (na mesma condicdo que o cubo) E porqué? Se voltar-
mos aos hexaminds, a concotrer num mesmo vértice temos
no méximo trés faces quadradas (figura 7), porqué! Para po-
der dobrar e construir o cubo. Ora, com quatro faces quadra-
das j4 ndo era possivel dobrar, a figura era plana e a soma dos
dngulos internos era de 360°.

Ana: — Entdo para poder dobrar temos de ter me-
nos de 360°. Logo, poliedros regulares com faces quadradas,
s6 existe o cubo. Vamos repetir com o trifingulo equildtero,
com o pentdgono regular, o hexdgono regular, o heptagono
regular, etc... o que verificam? Trés hexdgonos, a soma dos
angulos internos é 360°, logo ndo € possivel construir um
poliedro regular. Entdo, temos o Tetraedro, o Cubo, o Octa-
edro, 0 Dodecaedro e o Icosaedro. — O cubo néo estd sozi-
nho! Exclamou a Liliana,

Figura 7

Duais

s duais resultam de um procedimento fdcil de compreen-
der e que € acessivel & maioria dos alunos. Os duais envol-
vem figuras complexas ¢ atraentes, através delas os alunos
fascinam-se com a harmonia da geometria. Qual o dual do
cubo? E o que é um dual? Jorge: o octaedro encaixa perfei-
tamente no cubo. Com o auxilio de software de Geometria
ou de applets (figura 8) disponiveis na Internet foi possivel
explorar, com relativa facilidade, a intuicio geométrica dos
alunos a este nivel. No entanto, o desenvolvimento da no-
o de ponto central de uma face do cubo faz apelo a nogdes
que sfo assumidas como primitivas e que alguns alunos tém
dificuldades em apropriarem-se delas.

A representacio da figura 9 foi realizada pelo Jorge, a
propésito de uma investigacio dos duais, realizada numa
aula com computador.

0 cubo e @ medida

O que significa para um aluno dizer que o ponto central de
uma face é o ponto equidistante dos 4 vértices contidos nes-
sa face, ou das 4 arestas dessa face? No caso desta turma, a
preocupaciio da generalidade dos alunos foi a de saber quan-
to mede a aresta do cubo. Para eles, s6 era possivel saber se
a distancia & a mesma sabendo a medida.
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Figura 8.

.

A necessidade de ultrapassar questdes deste tipo impli-
cou a seguinte tarefa: Quais as medidas das diagonais de um
cubo de aresta 17 E de aresta 2! E de aresta a? A generali-
zacio pela intuigio é uma pratica corrente em determinada
faixa etdria, e com alguns contetidos. Assim, a informagfio
quantitativa passou a ser uma relacio métrica entre elemen-
tos de uma figura. A medida ajudou a compreender que, in-

Figura 9.

dependentemente do comprimento da aresta do cubo, o

ponto central da face existe e ¢ identificdvel. Mas, os cdlcu-

los foram importantes. Os alunos aprenderam que a medida
da diagonal da face (figura 10) é \/5:1_; a medida da diagonal
espacial é V/3a, o perimetro da face 4a, a 4rea da face a’ e a
4rea lateral... E a drea total... E o volume...
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Paralelismo e perpendicularidade

O tema que precedeu as secges no cubo (figura 11). Como
dizer aos alunos que a sec¢iio que se obtém no cubo por cor-
te, através de um plano paralelo a uma face, é um quadrado
— sem as nogdes de paralelismo e perpendicularidade. Ini-
cialmente, existe alguma confusio entre paralelismo e per-
pendicularidade, mas intuitivamente, verifica-se que os alu-
nos confundem os nomes e ndo as nogdes. Um exercicio
tipico, e que se pode encontrar em vdrios manuais, € o se-
guinte: Na figura ao lado est4 representado um cubo. Utiliza
as letras dos vértices para indicar, se possivel: dois planos pa-
ralelos; dois planos concorrentes perpendiculares; dois pla-
nos concorrentes nio perpendiculares; uma recta aposta a
um plano; uma recta perpendicular a um plano; duas rectas
ndo complanares; e duas rectas concorrentes ndo perpendi-
culares.

5eccdes no cubo

As seccies (figura 12), vulgarmente designadas por cortes,
permitem observar propriedades que na visualizaciio espa-
cial ou na representaciio através das perspectivas séo difi-
ceis de identificar. Eduardo Veloso, em 1993, identifica os

Figura 12.

{3 o
H S
Figura 11.

poligonos que resultam de cortes planos num cubo e as, res-
pectivas, propriedades dos planos. Os alunos tiveram opor-
tunidade de explorar estas secgdes em duas vertentes: usan-
do 0s cubos de enchimento e uma aplicagiio computacional,
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Figura 13.

Figura 14.

em ambiente de geometria dinimica. Esta metodologia es-
teve relacionada com a organizacio da aula: cinco compu-
tadores e cinco cubos em acrilico, para dezoito alunos. En-
quanto uns alunos viam as secgdes, pré-construfdas em GSP
(Geometer’s Sketchpad), onde podiam movimentar os pon-
tos A e B (figura 12) e assim responder a perguntas numa fi-
cha de acompanhamento, outros alunos, enchiam os cubos,
experimentavam as diferentes posi¢ies do cubo (do plano
de corte) e caracterizavam a secciio obtida.

Nos sélidos de enchimento, a maior dificuldade ¢ a de
colocar a quantidade certa de liquido para caracterizar o
pentdgono e o hexdgono. — Impossivel encontrar o hex4-
gono! Referiu o Miguel vdrias vezes. O Jodo, enquanto tra-
balhava com a aplicacio em GSP, afirmou: — Stor, isto tem
quadrildteros que nunca mais acaba... E quase verdade...
Os alunos colocaram o ponto A em muitas posig@es diferen-
tes e tiveram alguma dificuldade, no ambiente computacio-
nal, em distinguir trapézios, rectingulos e quadrados. O que
foi ultrapassado quando usaram os cubos acrilicos e através
do meu apelo para que os alunos escrevessem as proprie-
dades que permitem distinguir os diferentes quadrildteros.
Nesse dia, o entusiasmo dos alunos foi grande, mas eu repe-
ti vezes sem conta: — vamos mudar o cubo de posicio... a
seccio € a mesma’

Coordenadas no plano e no espaco

René Descartes (1596-1650) trouxe para o estudo da Geo-
metria Analitica os referenciais cartesianos. Qual é o ob-
jecto matemdtico que usei, com maior frequéncia, para
identificar as coordenadas dos vértices num referencial tri-
dimensional? O CUBO. O centro do cubo num referencial
do espago, um vértice a coincidir com a origem do referen-
cial, sei l4..., as intimeras posigdes que usei. A Geometria
Analitica abre, ao nivel do 10° ano, a possibilidade do es-
tudo dos lugares geométricos: plano mediador, esfera, esfera
inscrita no cubo, superficie esférica ( circuqscrita) e inscrita

Figura 15.

ao cubo, etc... Embora, em Matemitica B, este tema nio te-
nha sido aprofundado (figura 13).

Voltando-ao problema inicial, que relagio existe entre o
volume de um cubo com o do tetraedro cujas arestas sio as
diagonais faciais do cubo (figura 14)? Que poligonos é pos-
sivel obter cortando um tetraedro por um plano paralelo a
duas arestas! Qual o perfmetro e a drea dos poligonos que
constituem as secgbes!

Fez parte de uma actividade de investigagio e avaliacio
em que os alunos deveriam escrever um relatério. Os resul-
tados (figura 15) foram muito significativos, a generalidade
dos alunos concluiu que: os “cortes” s6 podiam ser trifingu-
los e quadrildteros (esquecendo o facto do plano ser parale-
lo a duas arestas do cubo); e o perimetro da secgio obtida é
sempre o mesmo (para quem aprofundou os quadrildteros).

No relatério do Gongalo lia-se:

v — —4
"ze:medm Va;ubo 4 x I/;ivﬁnu'dc

porque o tetraedro tem 4 vértices e o cubo tem 8 vértices,
logo ao cubo é necessério tirar 4 para obter o tetraedro. Este
aluno encontrou no cubo, através da sua intuicio, um tetrae-
dro e 4 pirdmides, que mais haverd no cubo?
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José Paulo Viana 0 problema desfie nomero

05 caminhos do parque

Um parque rectangular ABCD tem cinco entradas: uma em
cada vértice A, C' e D, outra no ponto médio F do lado AB
e a tltima no ponto médio £ do lado BC.

O parque tem quatro caminhos em linha recta ligando vé-
rias das entradas, tal como se mostra na figura. Os caminhos
FC' e AFE encontram-se no ponto G. O JoZo afirma que os
angulos EDF e FGH sio iguais. A Sénia acha que sé por
sorte isso acontecerd, tudo dependendo das dimensdes do
parque (que nenhum deles sabe quais s30).

Quem tem razdo!

(Respostas até |5 de Fevereiro)

05 mealheiros da Patricia e do Lus

O problema proposto no nimero 93 de Educacdo e Mate-
mdtica foi o seguinte:

A Patricia e o Luis tém cada um seu mealheiro, onde vdo jun-
tando as moedas de | € que lhes ddo. Quando as economias
se aproximam dos mil euros vdio o banco depositd-las.

No domingo passado verificaram que a Patricia tinha
uma quantia que era mdltipla da do Lufs. Como cada um t-
nha recebido um euro dos pais, colocaram-nos nos respectivos
mealheiros e o dinheiro da Patricia continuou a ser um muilti-
plo do Lus.

Na segunda feira, novamente cada um arranjou um euro,
continuando a quantia da Patricia a ser multipla da do Lus,

A situacdo foi-se repetindo ao longo de toda semana, até
hoje, domingo: todos os dias cada um colocou um euro no seu
mealheiro e a quantia da Patricia foi sempre mdltipla da do
Lufs. .

Quanto € que eles tém agora no mealheiro?

Recebemos 4 respostas, enviadas por Jodo Alves (Chaves),
Lufs Ferreira & Beatriz Barbosa, Pedrosa Santos (Caldas da
Rainha) e Sénia Abrantes (Portalegre).

A Sénia chamou a atencdo para o facto de o enunciado
do problema ndo indicar que a Patricia e o Luis tinham quan-
tias diferentes. Se os dois comegarem com o mesmo ndmero
de euros, qualquer solugdo entre 8 e 999 serve,

Vamos entdo admitir que eles tém quantias diferentes
nos seus mealheiros, Vérios pr*ocz?ssbs de resolugdo se po-

A F B
H
G
» |/
I
D (4

dem seguir, muitos deles jogando com algumas caracteristicas
da possfvel quantia da Patricia e depois fazendo tentativas.

O Luis e a Beatriz resolveram o problema por uma des-
tas maneiras mas depois, conhecida a solugdo, desenvolveram
uma segunda resolugao, muito mais expedita. O Jodo seguiu
também este caminho.

Os sucessivos valores no mealheiro do Luis terdo de ser
pequencs para que o dinheiro da Patricia ndo ultrapasse mil
euros. Vamos admitir que ele comega a semana com 1 euro
e acaba com &.

Seja z a quantia da Patricia antes de tudo comegar. Entdo,
terd de ser:

r + 1 miltiplo de 1
z + 2 multiplo de 2
x + 3 multiplo de 3

z + 8 multiplo de 8

Mas daqui podemos concluir que x é mdltiplo de todos os
inteiros de 1 até 8.

Q© menor valor de & é o miimo mltiplo comum desses
inteiros:

mm.c. (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) = 840.

O possivel valor seguinte para x seria 1680, que j4 ultrapassa
o limite dos mil euros,

Entdo, a Patricia comegou a semana com 840 euros e ter-
minou-a com 848. O Lufs comecou com 0 e acabou com 8.

.
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fiprocura dom
Usando apenas os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 0 exactamente por esta ordem,
os parénteses que se quiser, e as operacdes adi¢io, subtrac¢io, multiplicacio, divisdo
e raiz quadrada, obter o resultado mais préximo de .

De novo, a revista Educagdo e Matemdtica lanca um grande
concurso entre os seus leitores com os objectivos de criar
lagos mais dindmicos no interior da nossa Associagio e de
alargar o piblico leitor da revista.

O problema proposto pretende ser um desafio nfio s6 aos

professores de Matemadtica mas também aos seus alunos. To-
dos poderdo concorrer!

Regulamento

L.

Podem concorrer os sécios da APM, os leitores da revis-
ta e ainda 0s alunos dos ensinos bésico e secunddrio des-
de que indiquem a escola e 0 nome do respectivo profes-
sor de Matemadtica.

O concurso consiste na resoluciio do problema apresen-
tado. A resposta deve indicar apenas a sequéncia de ope-
ragdes e o resultado aproximado A milionésima (6 casas

" decimais).

Matemafica

. As classificagdes serfio divididas em duas categorias: Ca-

tegoria A para alunos dos ensinos bdsico e secunddrio e
Categoria B para os restantes concorrentes.

. O vencedor em cada categoria serd o concorrente que

apresentar o resultado mais préximo de .

. Os casos de empate serio resolvidos por sorteio, na pre-

senca da direcciio da APM.

. As respostas, com a identificacio do concorrente, deve-

rdo ser enviadas até 25 de Abril de 2008, por e-mail para
zepaulo@armail.pt com indicacio do assunto Grande
Concurso EeM ou por carta para Grande Concurso EeM,
Rua Dr. Jodo Couto, 27-A, 1500-236 Lisboa.

Os prémios serdo divulgados no préximo nimero da re-
vista Educacdo e Matemdtica e serdo entregues até ao fi-
nal do ano lectivo 2007-08.
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Desenvolvendo o Senfido do Nomero:
perspectivas e exigéncias curriculares, Volume I

Edicdio APM, 2007
Sécio 7,50€ | PVP 11,25€

Esta brochura, destinada a professores do 1° ciclo, segue-se
a uma primeira em que foram abordados aspectos iniciais
relativos ao sentido do nimero e 4 abordagem da adigio e
subtraccio. Aqui sdo apresentadas cadeias de tarefas experi-
mentadas na sala de aula que dizem respeito especificamen-
te 3 adi¢io e multiplicagio, & multiplicacfio (trés cadeias),
a divisdo e ao trabalho com decimais. Antecedendo a apre-
sentacfio destas cadeias de tarefas apresenta-se um texto que
contextualiza e fundamenta a construcio de tarefas.

EscorLAr

OLVENDO
DO DO HUMERO RACIONAL

5 DE PROFESSONES DE MATEMATICA

Desenvolvendo o Senido do Nimero Racional

Edicdio APM, 2007
Sécio 6,00€ | PVP 9,00€

Nesta brochura estdo apresentadas vérias tarefas cujo ob-
jectivo principal é proporcionar aos professores um recurso
para o ensino dos nimeros fracciondrios positivos. Este con-
junto de tarefas ndo pretendendo ser exaustivo, faz no en-
tanto uma abordagem a vdrios aspectos fundamentais a ter
em conta no ensino destes nimeros, tais como diferentes
formas de representacio (fracgdo, numeral misto, numeral
decimal), diferentes tipos de unidade (continua e discreta)
apresentando diversos contextos onde as fracgBes podem ter
diferentes significados.

Principios e Normas para a Matematica Escolar

Edicao APM, 2007
Sécio 18,00€ | PVP 27,00€

Na continuidade das orientacdes e propostas curriculares para o en-
sino da Matemdtica que tem vindo a elaborar nas décadas recentes,
o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) publicam
os Principles and Standards for School Mathematics, agora editados pela
APM. Os Principios descrevem caracteristicas de uma educacio ma-
temdtica de elevada qualidade; as Normas descrevem os contedidos e
processos mateméticos que os alunos deverdo aprender. Em conjun-
to, os Principios e Normas constituem uma perspectiva orientadora
dos educadores que lutam pelo continuo desenvolvimento da educa-
cio matemdtica nas salas de aula, escolas e Sistemas educativos.




i geometria dingmica no ensino basico e secundario

Pedro Pimenta

Sendo professor contratado, passei por 8 escolas diferentes
nos dltimos 7 anos (bdsicas, secunddrias e superiores), de
diferentes zonas, com diferentes alunos, de diferentes anos
de escolaridade, com diferentes formagdes e motivagdes. No
entanto, houve sempre uma caracteristica comum preocu-
pante: A falta de competéncia matematica na drea especifi-
ca da geometria. Néo sei se esta amostra de alunos ¢ repre-
sentativa. Espero que ndo...

Hoje ¢ fundamental, na minha opinifio, o trabalho num
ambiente de geometria dinfimica para se ensinar e aprender
geometria. Fui sentindo essa necessidade ao longo destes tl-
timos anos de trabalho com os meus alunos.

Quando, pela primeira vez, abordo com uma turma um
tema de geometria, coloco-lhes muitas vezes algumas ques-
tdes cujas respostas tém sido inquietantes. Quando lhes é
pedido o cdlculo da drea de um qualquer tridngulo, dadas
as medidas de uma sua base e da respectiva altura, as res-
postas sdo quase sempre rdpidas e correctas; no entanto, s6
uma minoria deles me tem respondido imediatamente que
um tridngulo tem trés alturas (dependendo do lado que se
considera como base); alguns alunos juram que um triingu-
lo tem apenas uma base, dependendo de como o “tridngulo
estd assente numa linha do seu caderno”, ou seja, segundo
estes alunos, “a base do tridngulo é o seu lado horizontal”).
Quando inicio o trabalho com uma turma do 9° ano, que es-
tudou o teorema de Pitdgoras no 8° ano, proponho aos alu-
nos que determinem a medida de um lado de um tridngulo
conhecidas as medidas dos restantes, muitos deles sdo capa-
zes de aplicar com mestria algébrica o teorema de Pitdgoras,
mesmo que o tridngulo seja acutdngulo ou obtusdngulo; ali-
gs, alguns deles juram que aprenderam dois teoremas de
Pitdgoras: um (il para determinar o comprimento da hipo-
tenusa (h? = ¢ + ¢3) e outro itil para determinar o com-

primento de um dos catetos (¢ = h? — ¢3). A geometria di-
namica pode contribuir para que se perceba efectivamente
geometria, para além de a usar como mais um pretexto para
efectuar cdlculos.

Par outro lado, em muitas aulas sobre isometrias vive-se
num mundo imagindrio:

e “Imaginem este trifingulo a rodar 180° em torno deste
vértice...”

e “Imaginem que se move a figura, sem lhe alterar o tama-
nho, do canto do quadro até ao centro do quadro...”

O problema é que muitas vezes ¢ dificil ao professor ter a
certeza que os alunos estdo a imaginar o mesmo que ele!

No ensino da geometria é fundamental que o professor
possa recorrer a uma componente visual e dindmica que per-
mita a mais facil percepcio pelos alunos das propriedades ge-
ométricas, variantes ou invariantes, o que implica que melhor
se identifiquem com a disciplina de Matematica, incremen-
tando o seu gosto por ela, o que naturalmente € sindnimo de
sucesso escolar. Desenvolvem-se, assim, no aluno as capacida-
des de interpretagiio, compreensao, CONStrucao, andlise, con-
jectura e aplicacio inerentes a aprendizagem de Geometria.

Muitos sdo os autores que nos mais diversos Ambitos re-
flectiram sobre as vantagens do uso das novas tecnologias
da informagiio na educagfio escolar, em particular no ensino
da Matematica e, ainda mais especificamente, no ensino da
geometria: ;

e “Uma iniciacio ao trabalho com a folha de célculo e
com programas de graficos de fungdes e de geometria
dinamica deve fazer parte da experiéncia de aprendiza-
gem de todos os alunos.” (A Matemdrica na Educagdo
Basica, ME, 1999).
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Figura 1. Construgdo de Figuras Semelhantes: Mefodo da Homolelia.

e “Muita da geometria deve ser aprendida através de ac-
tividades com modelos fisicos, desenhos e software di-
némico, como ferramentas de aprendizagem”. (Principles

and Standards for School Mathematics, NCTM, 2000).

® “Se a0 longo dos rempos os instrumentos disponiveis
sempre propiciaram o desenvolvimento de ambientes ge-
ométricos criativos e diddcticos, também o impacto das
novas tecnologias da sociedade actual se deve traduzir
em mudancas de conteiido, abordagens, métodos e pro-
cessos de pensamento no ensino e aprendizagem da geo-
metria, que poderdo ser protocoladas pela exploracio do
moderno software geométrico. (...) Utilizando o micro-
computador, o estudante pode “ver” com os seus olhos e
com os olhos da mente, os invariantes de uma forma que
sofre transformacBes dindmicas.” (Hershkowitz, 1994).

e “As exploragdes desenvolvidas em ambientes computa-
cionais fazem com que o aluno compreenda as relagdes
entre os conceitos geométricos de uma forma mais pro-
funda e levam-no a pensar de um modo mais geral e mais

abstracto.” (Olive, 1992).

A utilizacio de um ambiente de geometria dindmica, em
particular o Cinderella (como a seguir se ilustrard), como fer-
ramenta ao servico da investigacio, na construcio de con-
ceitos e na resolucio de problemas, numa perspectiva de
construciio de conhecimento pelo préprio aluno, num am-
hiente de auto-confianga, propicia a aquisi¢iio da competén-
cia matemdtica. A actividade matemdtica ndo deve ser roti-
neira e, no caso concreto do estudo da geometria, deve dar
prioridade a exploracfio, & conjectura e & experimentagdo.
E importante que os professores disponham de ferra-
mentas que possam contribuir para uma melhoria e diversi-
ficacio das suas praticas docentes, particularmente na drea
das novas tecnologias, para que seja possivel proporcionar

aos alunos condicdes para o desenvolvimento da sua com-
peténcia matemdtica. Deve haver uma consciéncia de que
cumprir o programa ndo ¢ leccionar todos os contetidos ali
discriminados, mas sim dar condigGes aos alunos para que
aprendam efectivamente todos os contetidos do programa,
cumprindo-se os objectivos ali descritos e aplicando-se as
metodologias recomendadas. Alids, actualmente ¢é “obriga-
tério” o recurso i geometria dindmica como se explicita nos
curriculos e nos programas de Matemadtica:

e “Os alunos devem desenvolver a aptiddo para reali-
zar construgdes geométricas e para reconhecer e anali-
sar propriedades de figuras geométricas, nomeadamente
recorrendo a materiais manipuldveis e a software geo-
métrico”. (Competéncias Essenciais de Matemdrica —
Currfculo Nacional do Ensino Bésico)

e “O ensino de todos os temas tem de ser suportado em
actividades propostas a cada estudante e a grupos de es-
tudantes que contemplem a modela¢iio matemitica, o
trabalho experimental e o estudo de situaghes realistas
sobre as quais se coloquem questdes significativas e se
fomente a resolucio de problemas nfo rotineiros. (...)
Nao é possivel atingir os objectivos e competéncias ge-
rais deste programa sem recorrer a dimensdo grifica, e
essa dimensido sé é plenamente atingida quando os es-
tudantes trabalham com uma grande quantidade e va-
riedade de grificos com apoio de tecnologia adequada.
(...) O computador, pelas suas potencialidades, nomea-
damente nos dominios da geometria dinémica, da re-
presentacio grafica de fung@es e da simulagdo, permi-
te actividades ndo s6 de exploracio e pesquisa como de
recuperaciio e desenvolvimento, pelo que constitui um
valioso apoio a estudantes e professores, devendo a sua
utilizacio considerar-se obrigatéria neste programa.”
(Programa de Matemdrica A — Ensino Secundério).
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0 ambiente de geometria dindmica

Por geometria dindmica entende-se o estudo da geometria
através do movimento de figuras geométricas. Ambiente de
geometria dinAmica designa o ambiente de trabalho de um
programa de geometria dinfmica.

Os programas de geometria dindmica (como o Cinderella,
o0 Cabri, o Geogebra e o Geometer’s Sketchpad, entre outros)
apareceram na tltima década e tém evoluido constante-
mente, com novas versdes, tornando-se ferramentas funda-
mentais para o ensinofaprendizagem da geometria nos dias
de hoje. Pensados originalmente para o ensino da geometria
nas escolas secundérias, estes programas incluem as cldssicas
construgdes com “régua e compasso”, bem como as isome-
trias e os lugares geométricos. As suas caracteristicas dina-
micas permitem que se obtenham infinitos exemplos com
a mesma construciio, movendo ou animando os elemen-
tos iniciais. Escolhemos o Cinderella para exemplificar a sua
aplicacio no trabalho com o0s nossos alunos.

0 Cinderella na sala de avla

QO Cinderella tem algurhas caracteristicas importantes que
o tornam uma ferramenta pedagdgica muito importante.
Por exemplo, € possivel exportar as construgdes ali elabora-
das na forma de ficheiro interactivo (ficheiro html conten-
do aplicacdes Java visualizdveis e explordveis em browser de
paginas de Internet), isto ¢, sem a necessidade de qualquer
programacio adicional, podemos transformar as construcdes
que preparamos pata as nossas aulas em ficheiros visualiza-
veis e explordveis no ambiente de uma pagina de Internet,
sem que seja necessdrio ter instalado o Cinderella no com-
putador onde trabalharemos com este ficheiro. Noutro 4m-
bito, h4 a possibilidade de partilhar estas construgdes com
os alunos (por exemplo, via plataforma Moodle ou e-mail),
para que os alunos as possam explorar, mesmo sem terem

o Cinderella. A possibilidade de o aluno testar os seus co-
nhecimentos de geometria num ambiente interactivo tem,
sem didvida, um grande potencial pedagégico. Com a uti-
lizacio do modo “criar exercicio” do programa Cinderella,
programam-se exercicios interactivos que podem ser resol-
vidos pelos alunos no ambiente de geometria dindmica, ten-
do acesso & correcgiio automdtica da sua tarefa. Partindo de
um elemento inicial, por exemplo construindo-se um trién-
gulo is6sceles, pode-se programar um exercicio que requei-
ra ao aluno a construcio do seu eixo de simetria. O progra-
ma reconhecerd a soluciio, desde que obtida por um método
geometricamente vilido, independentemente do caminho
percorrido (por exemplo, tragar a recta que contém o Verti-
ce da interseccio dos dois lados iguais e o ponto médio do
lado oposto, ou tragar a recta que contém esse mesmo verti-
ce perpendicular ao lado oposto).

Escolhemos trés exemplos que possam ser ilustrativos
das potencialidades deste tipo de trabalho.

Homotetia

Quando, no 7° ano, se ensina aos alunos o método da
Homotetia para a ampliagio ou redugiio de uma figura geo-
métrica, ao acompanhar este trabalho no Cinderella, pode-
mos, com uma s6 construcao, movimentando-a e alteran-
do-a, obter variados exemplos, para que se investiguem as
propriedades geométricas em causa. Pode-se por exemplo
mostrar aos alunos, rapidamente, que a semelhanca € inde-
pendente do centro da homotetia considerado, movendo o
respectivo centro (figura 1).

Podemos também exemplificar a semelhanca entre vé-
rias classes de figuras, 0 que demoraria muito tempo a de-
senhar no quadro, a giz, s6 sendo possivel fazer um nimero
limitado de exemplos. Em geometria dinAmica o limite € o
infinito.
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Figura 2. 0 ponto C & o circuncentro do fridnguio [SOL].

Angulo inscrito; BAC = 60°
Angulo ao centro correspondente: BOC = 120°

Figura 3.

Circuncentro de um frigngulo

Para o 8° ano, uma actividade interessante consiste na in-
vestigacio da relacfio entre a localizacio do circuncentro e
a classificagiio do tridngulo quanto aos Angulos. Marcando
o circuncentro de um tridngulo qualquer e alterando essa
construgio, os alunos concluem facilmente, e sobretudo
percebem que num tridngulo rectdngulo o circuncentro é o
ponto médio da hipotenusa, por exemplo (figura 2).

Este tipo de actividade pode ser um ponto de partida para
a posterior formalizacio ou demonstracio da propriedade.

fimplitude de um @ngulo inscrito na circunferéncia

No 9° anopode-se pedir aos alunos que conjecturem acer-
ca da relacfio entre a amplitude de um 4ngulo inscrito com
a amplitude do seu respectivo dngulo ao centro. Pode depois
pedir-se aos alunos que, fora do ambiente de geometria di-
némica”, provem a sua conjectura (figura 3).

Lichtenberg (flésofo, fisico e escritor alemio, 1742—
—1799) defendia que “O que se é obrigado a descobrir por si
préprio deixa um caminho na mente que se pode percorrer
novamente sempre que se tiver necessidade”. Kant (1724-
—1804), por sua vez, escreveu que “Todos os conhecimen-
tos humanos comegam por intuigdes, avangam para con-
cepgOes e terminam com ideias”. Trabalhar com os nossos
alunos com geometria dindmica pode ser uma das formas de
perpetuar as ideias de Lichtenberg e Kant.

Angulo inscrito; BAC = 24°
Angulo ao centro correspondente; BOC = 48°
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Consequir que as pessoas q’ueirnm aprender

Prémio Nacional de Professores — Arsélio
Martins é o titulo da noticia de Sandra Sil-
va Costa no jornal Piblico de 21 de No-
vembro de 2007. O artigo refere-se ao
Prémio Nacional de Professores, destina-
do a distinguir os edycadores de infincia
e professores do bésico e secunddrio que
contribuam de forma excepcional para a
qualidade do sistema de ensino.

“Eu ensino muito as pessoas, mas pas-
sa principalmente por eu conseguir que as
pessoas queiram aprender”. A afirmagdo
é de Arsélio Martins, professor de Mate-
mdtica na Escola Secundéria com 3° Ciclo
de José Estévio, em Aveiro, e vencedor da
primeira edicdo do Prémioc Nacional de
Professores.

Referindo-se ao seu trabalho ao servi-
co da educacdo, o juri do Prémio afirmou
que este professor é um "exemplo de ci-
dadania” mas também um "mestre, no
verdadeiro sentido do termo”, Professor,
matemdtico, poeta e cidaddo participativo,
sdo algumas das palavras que caracterizam
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“Quando perco um aluno é uma desgraga completa’

Tidada ™

Arsélio Martins. Destaco o seu espitito as-
sociativo e, em particular; a sua participa-
¢do activa na APM. A sua Uttima colabora-
cdo com a revista Educacdo e Matemdtica
foi o editorial da revista nimero 93,

A sua candidatura foi apresentada
pelo Conselho Executivo da sua Escola
que sentiu como uma obrigagdo "o reco-
nhecimento de 35 anos de trabalho ca-
paz como poucos’, Para este professor
ndo foi o Governo que o premiou mas
sim a sua escola e um juri nacional. Segun-
do ele “deve ter custado ao primeiro-mi-
nistro e & ministra da educagdo galardoar
um homem gue ndo se colbe de dizer o
que pensa (...) e de abandonar uma co-
missdo do plano de acgio da materndtica
por discordar do défice democrético de
quem gere os destinos da educagdo’.

Destaco ainda, em Arsélio Martins,
uma concepcao do que pade ser o ensino
da matemdtica, (centrada no aluno e aber-
ta a tecnologia); a atitude de permanente
disponibilidade para o saber e a preocu-

pacdo com a sua transmissdo. O reconhe-
cimento da sua excepcionalidade importa
mais pelo que a sua carreira representa
em termos pedagdgicos e do exercicio de
cidadania do que a atribuicdo de um pré-
mio de carreira ou o destacar que afinal
sempre hd bons professores e que estes
s3o um elemento crucial na educagao.

Para o conhecer melhor aconselha-se
urma visita ac seu blog (aveiro.blogspot.
com) e a leitura da sua autobiografia em
http://www.prof2800.pt/users/hjco/
hjco/Pg80E6@8b. htm.

Que o professor Arsélio Martins con-
tinue a "participar em todas as reformas
do ensino em vez de preparar a sua pro-
pria reforma’,

Os méritos e intengdes dos prémios
sdo sempre discutiveis mas que este estd
bem entregue ninguém duvida.

Claudia Fialho

e Professores Arsélio Martins

A escola esta “muito contente”,
ia percebemas. Ele, professor
£ de Matematica ha 35 anos, esta

“ sobretudo "honrada” por ter sido
distinguido no seio da escola de
José Pereira Tavares (18871983},
professor e reitor do entao Liceu de
Aveiro, "Ac pé deste tipo sinto-me
um nabe.” Nao ha quem confirme
esta informagio, Funcionaria de
olhos verdes escondidos atris de
uns dewlos: 0 professor Arsélio é
espectacular, Eum homem pequenco
mas uma grande pessoa” Ana
Santos, aluna do 109 B: °E diferents
de todos os professores que j4 tive.
Consegue tornar a Matematica mats
simples e explica que ela estd em
tudeo o que fazemos.” Maria da Lug,
professora de Matematica: "Nao
desiste enguante ndo faz os alunos
perceber o que ele estd a explicar”’
Alcino Carvalho, presidente do
conselho executivo: “Nao se esgola
na faceta de professor”

E agora, professor Arsélio? "Eu
sou basicamente um produto da
educa;io, Sou filho de camponeses
de Santo André, Vagos, fui criade
por uma irma. quis ser padre mas+
a minha familia nio deixeu, tentei
ser marinheiro porque achava que
era amelhor maneira de ser poeta”

Serd enfado? “Com esta coisa minha tralha

quase debxei tempnpara o

Mo égue ter jornali A perna

Talvez uma soma disto tudo oy durante uma semana nahorreca: s

Néosabe se foi por acasoque foi

[ deputada municipal pelo Bloco
de Esquerda), tem um blogue
faveiroblogspet.com/). No campo
da educacio. fol presidente do
conselho executive da José Estévao,
srientou estagios, dirigiu o Centro
de Formagfo de Escolas de Aveirg,
foi co-autor dos programas da
discipling, fundou o Sindicate dos
Professores do Morte,

Na sala de aula - "a parte mais
dificil, a relage directa com os
alunos, mas rambém a que mais me
realiza” - o gque mais lhe interessa
& "ndo perder nenhum aluna”,
“Quanda perco um & uma desgraca
completa”, diz. Eo segredo, se & que
& segredo, é "arranjar estratégias
que passam ir ac encontro das
necessidades de cada wm”

Defende gue a mether forma
de potenciar o sucesso numa
disciplina come a Matematicag
permitir que oz alunos tenham o
mesma professor ao longo de um
ciclo de estudos - "eu tenho de ter
persisténcia, respiragio e tempo’.
Maoda “nada em papel aos aluncs,
para eles se habituarem a tirar
notas”, constroi com as proprias
maos sélidos geométricos para
maostrar aos estudantes, mansja
com destreza o quadrs interactive
= "uma optlma ferramenta’. “Sou

parar a um ica

diz, referindo aosduwt_ulm\tes
que espalharam a sua cara por tudo
oque ¢ parede daescola - "Eslamos
muita contentes!”, Irania?“Se calhar
ganhel pargue o jliri reconheceu a

nada disto. Ha uma verdade e €
esta: a vida de Arsého Martins, 59
anes quase deixou de The pertencer
desde que foi anunciado como
vencedor da primeira edicio do
Prémio Nacional de Professores,

que ele tem cada vez menas tempo.
“E o que e mals preciso enguanto
professor é de tempe’”, explica,
depois de uma aula de 20 minules
o 102 B da Escola Secundaria Josd
Estévao, em Avelro.

Pura, “Nao era bom nem mau aluno,
mas nde houve nenbuma paixas
agsolapada”

Cem verdadeira paixae falada
sua intervengao civica, Foi dirigente
associativo, envalveu-se na politica
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um profs ue foi
:nm;mmﬂdo ludoo guehade
moderna.” Mas néo ¢ um professor
modelo. “Ninguém deve linitar-ime
Meti muita dgua. Mas fago o gpe
goste e melhor do que isso ndo ha
no mercada” Sandra Silva Costa
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0 papel que a geomelria poderia ﬂesempennar. .

fl escolna desfe excerfo dos Principios e Normas para @ Matematica Escolar, publicado pelo NCTM em 2000 e
fraduzido receffemente pela APM. trds @ luz algumas das ideias que f&m sido defendidas ao longo dos anos
por professores gue se fém dedicado ao estudo do papel que a geomefria pode desempenhar no ensino da
maremarica. "As ideias geomélricas revelam-se muito Oteis na representacdo e na resolucdo de problemas”,
quer denfro da matemalica. quer fora desfa, e poderiam fer um peso maior no ensino da propria matematica.

Normas para a geomefria

Os programas de ensino do pré-escolar ao 12.° ano deverdo
habilitar todos os alunos para:

* Analisar as caracteristicas e propriedades de formas ge-
ométricas bi e tridimensionais e desenvolver argumentos
matemdticos acerca de relagdes geométricas;

* Especificar posicGes e descrever relagdes espaciais recor-
rendo 4 geometria de coordenadas e a outros sistemas
de representacao;

*  Aplicar transformacdes geométricas e usar a simetria para
analisar situagbes matemadticas;

¢ Usar a visualizacdo, o raciocinio espacial e a modelacio
geométrica para resolver problemas,

Com o estudo da geometria, os alunos poderdo aprender as
formas e estruturas geométricas e o modo de analisar as suas
caracterfsticas e relagdes. A visualizagdo espacial — a constru-
¢do e manipulagdo de representacSes mentais de objectos bi
e tridimensionais e a percepcdo de um objecto a partir de
diferentes perspectivas — constitui um aspecto essencial do
raciocinio geométrico.A geometria constitui um contexto na-
tural para o desenvolvimento das capacidades de raciocinio e
de argumentagdo dos alunos, culminande ne trabalho de de-
monstragdo ne ensino secunddrio. A modelacio geométrica
e o raciociio espacial proporcionam formas de interpretar e
descrever ambientes fisicos, podendo ser ferramentas bastan-
te importantes na resolucdo de problemas,

As ideias geométricas revelam-se muito Uteis na repre-
sentagio e resolucio de problemas em outras dreas da ma-
temética e em situacdes do dia-a-dia, pelo que a geometria
deverd serintegrada, sempre que possivel, com outras dreas.

As representacdes geométricas poderdo ajudar os alunos a
dar significado a dreas e fraccBes, os histogramas e os diagra-
mas de dispersdo poderdo ajudé-los a clarificar a informagio
e os graficos de coordenadas poderdo estabelecer um elo
entre a geometria e a dlgebra. O raciocinio espacial revela-se
Gtil na utilizagdo de mapas, no planeamento de trajectos, na
construcdo de plantas e na criaco artistica. Os alunos pode-
rdo aprender a ver a estrutura e a simetria presentes no que
os rodeia. Através da utilizacio de modelos concretos, de-
senhos e programas informédticos de geometria dindmica, os
alunos poderdo envolver-se activamente com conceitos geo-
métricos. Com actividades bem concebidas, com ferramentas
adequadas e com o apoio do professor, poderdo formular e
explorar conjecturas e poderdo aprender a raciocinar cuida-
dosamente sobre as nogdes geométricas, logo desde os pri-
meiros anos de escolaridade. A geometria é mais do que um
conjunto de definigBes; consiste na descricio de relacdes e
no raciocihio. A ideia da construcdo da compreensdo em geo-
metria ao longo dos anos de escolaridade, transitando de um
raciocinio informal para um mais formal, é consistente com o
pensamento de tedricos e investigadores (Burger e Shaugh-
nessy, | 986; Fuys, Geddes e Tischler; 1988; Senk, [989;van Hie-
le, 1986).

A geometria tem sido considerada, desde hd muito, como
o contelddo do curriculo de matemdtica onde os alunos
aprendem a raciocinar e a compreender a estrutura axio-
mdtica da matemdtica. A Norma da Geometria privilegia o
desenvolvimento de um raciocinio cuidadoso e da demons-
trac3o, recorrendo 3 utilizacio de definicdes e factos jd co-
nhecidos. A tecnologia também possui um papel importan-
te no ensino e na aprendizagem da geometria. Ferramentas
como programas informéticos de geometria dindmica permi-
tem que os alunos trabalhem com modelos e que tenham
uma experiéncia interactiva com uma vasta gama de formas
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bidimensionais, Utilizando a tecnologia, os alunos podem criar
muitos exemplos como forma de formular e explorar conjec-
turas, mas € importante que reconhegam que o facto de cria-
rem muitos exemplos de um mesmo fenémenc ndo constitui
uma demonstracdo. A visualizagdo e o raciocinio espacial sio
igualmente melhorados pela interac¢do com animages com-
putorizadas e com outros tipos de meios tecnoldgicos (Cle-
ments et al, | 997, Yates, |988).

Analisar as caracteristicas e propriedades de formas
geom@tricas bi e fridimensionais e desenvolver argumentos
matemaicos acerca de relacdes geomatricas

Os alunos mais novos encontram-se naturalmente inclinados
para observar e descrever Uma variedade de formas e para
comegar a descobrir as suas propriedades. A identificacao de
formas € igualmente importante, mas as suas propriedades
e relagdes deverdo ser fortemente privilegiadas. Por exem-
plo, os alunos do pré-escolar ao 2° ano poderio observar
que os rectangulos se adequam a construgio de pavimen-
tos, porque tém quatro angulos rectos. Neste nivel, os alunos
poderdo aprender sobre formas geométricas, utilizando ob-
jectos concretos, observaveis, palpdveis e manipuldveis. Pos-
teriormente, o estudo das caracteristicas e propriedades das
formas tornar-se-d mais abstracto, Nos anos de escolaridade
mais avancados, os alunos poderdo centrarse e discutir as
componentes das formas, tal como os lados e os angulos, e
as propriedades das diversas classes de formas geométricas.
Por exemplo, utilizando objectos ou programas informaticos
de geometria dindmica para fazer experiéncias com vdrios ti-
pos de rectdngulos, os alunos do 3% ao 5% ano deverdo ser
capazes de conjecturar que os rectdngulos possuem sempre
diagonais congruentes que se bissectam.

Ao longo do 2° e 3° ciclos e no inicio do secunddrio, en-
quanto estudam temas como a semelhanca e a congruéncia,
os alunos deverdo aprender a utilizar o raciociio dedutivo
e técnicas de demonstracio mais formais para a resolucio
de problemas e para a demonstragdo de conjecturas. Em to-
dos os niveis de ensino, os alunos deverdo aprender a formu-
lar explicagdes convincentes para as suas conjecturas e solu-
¢bes, Por fim, deverdo ser capazes de descrever, representar
e investigar relacdes contidas no préprio sistema geométrico
e de as expressar e justificar recorrendo 3 Iégica. Deverdo
também ser capazes de compreender o papel das definigdes,
dos axiomas e dos teoremas, e de construir as suas proprias
demonstracdes.

Especificar posices e descrever relacdes espaciais
recorrendo @ geomefria de coordenadas e a oufros sistemas de
representacan

De inicio, os alunos mais novos aprendem os conceitos de
posicao relativa, tais como acima e atrds de, préximo e en-
tre. Mais tarde, poderdo construir e usar grelhas rectangulares
para posicionar objectos e medir a distdncia entre pontos si-
tuados ao longo das linhas verticais e horizontais. Experiéncias
com o sistema de coordenadas rectangulares serdo bastante
Uteis na resolucdo de uma série de problemas mais abrangen-
tes de geometria e dlgebra. Nos 2° e 3° ciclos e também no
secunddrio, o sistema de coordenadas poderd ser (til, & me-
dida que os alunos trabalham na descoberta e na andlise das
propriedades das formas, Determinar disténcias entre pontos
num plane, por meio da utilizacdo de escalas num mapa ou
das relacGes pitagdricas, revela-se bastante importante nestes
anos de escolaridade. Figuras geométricas, como rectas nos
2° e 3° ciclos ou tridngulos e circulos no secunddrio, podem
ser representadas analiticamente, estabelecendo-se assim um
elo essencial entre dlgebra e geometria.

Para analisar problemas e estudar matemadtica, os alunos
deverdo adquirir experiéncia na utilizacdo de diversos tipos
de representaces quer visuais quer através de coordena-
das. Nos primeires anos do ensino bésico, por exemplo, uma
interpretacdo da adi¢do com nidmeros inteiros pode ser de-
monstrada numa recta numérica. Nos anos seguintes, os alu-
nos poderdo utilizar a recta numérica para representar ope-
racdes com outro tipo de nimeros. Do 3° ao 5% ano, os
arranjos de abjectos, as grelhas e outros materiais podem
ajudar os alunos a compreender a multiplicacdo. Posterior-
mente, poderdo ser analisados problemas mais complexos.
Por exemplo, ao tentar determinar a distancia mais curta que
uma ambuléncia deverd percorrer; de um qualquer ponto da
cidade, até ao hospital, os alunos do 2° e 3° ciclos poderdo
usar as medidas dos comprimentos das ruas. No secundario,
poderse-d pedir aos alunos para determinar o trajecto aéreo
mais curto, entre duas cidades, que um avido deverd seguir e,
também, para comparar os resultados obtidos a partir de um
mapa com os resuftados obtidos a partir de um globo ter
restre. Se os alunos pretenderem determinar a distdncia mini-
ma percorrida entre vérias cidades, numa viagem de automa-
vel, poderdo utilizar grafos. Os alunos do secunddrio deverio
utilizar as coordenadas cartesianas quer como forma de re-
solver problemas, quer como forma de demonstrar os seus
resultados.
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Aplicar transformacdes geomélricas e‘usar @ simefria para
analisar sifuacoes mafematicas

As criancas chegam & escola com algumas nogdes informais
acerca de como se podem mover as formas. Os alunos po-
derdo explorar alguns desses movimentos, como transla¢des,
reflexBes e rotacBes, através da utilizagdo de espelhos, de
dobragens de papel e de representagdes graficas. Mais tarde,
os seus conhecimentos sobre transformactes deverdo tor
nar-se mais formais e sisteratizados. Os alunos do 3° ao 57
ano poderio ‘investigar os efeitos das transformagdes e co-
megcar a descrevé-los em termos matemdticos. Poderdo ini-
ciar a aprendizagem das caracteristicas essenciais que defl-
nem uma transformagdo, através da utilizacdo de programas
informéticos interactivos de geometria. Por exemplo, para ob-
ter a transformacdo de uma figura por rotacdo, os alunos pre-
cisardo de definir o centro da rotacdo, o sentido da rotagdo
e 0 ingulo de rotacdo, como se mostra na figura |. Nos anos
seguintes, os alunos deverdo aprender a compreender o que
significa, numa transformacdo, manter a distancia constante,
como se verifica nas translagdes, rotaces e reflexdes. No
secundrio, os alunos deverfio aprender diversas formas de
representacdo das transformacdes, incluindo o uso de ma-
trizes para indicar como as figuras sdo transformadas num
sistema de coordenadas no plano e a notagdo das fungdes.
Deverdo, ainda, comecar a compreender os efeitos das com-
posicdes de transformagBes. Em todos os niveis de ensino, a
énfase adequadamente atribufda ao tema da simetria forne-
ce aos alunos discernimente no campo da matemdtica e no
da arte e estética.

120°

®
Centro de rotacio

Figura 1. Rotacdo de 120° no sentido dos ponfeiros do reldgio.

Usar a visualizacdo, o raciocinio espacial e @ modelacao
geom@trica para resolver problemas

Desde o infcio dos primeiros anos de escolaridade, os alu-
nos deverdo desenvolver capacidades de visualizagdo atraves
de experiéncias concretas com uma diversidade de objec-
tos geométricos e através da utilizagdo das tecnologias, que
permitem rodar; encolher e deformar uma série de objectos
bi e tridimensionais. Mais tarde, os alunos deverdo sentir-se
3 vontade na andlise e no desenho de vistas, na contagem
das partes componentes das figuras e na descricdo das pro-
priedades que ndo podem ser vistas, mas apenas inferidas.
Os alunos necessitam de aprender a alterar, quer flsica quer
mentalmente, a posicio, a orientagdo e a dimensdo dos ob-
jectos de forma sistematizada, 2 medida que vao desenvol-
vendo os seus conhecimentos sobre congruéncia, semelhan-
¢a e transformacdes.

Um aspecto da wvisualizagdo espacial implica fazer
corresponder formas bi e tridimensionais as suas represen-
tacBes. Os alunos dos primeiros anos podem experimen-
tar construir sdlidos a partir das planificacdes — figuras
bidimensionais, geralmente feitas de papel, que podem ser
dobradas de modo a obter objectos tridimensionais — como
um passo no sentido de aprenderem a prever se determina-
das planificac@es correspondem a determinados sélidos. Nos
anos seguintes, deverdo jd ser capazes de interpretar e criar
vistas de topo ou laterais dos objectos. Esta capacidade pode
ser desenvolvida através de um desafio aos alunos que vise
a construcio de uma estrutura da qual s8o dadas apenas as
suas vistas lateral e frontal, como ilustrado na figura 2. Os alu-
nos do 3° ao 5° ano poderio verificar se é possivel construir
mais do que uma estrutura que satisfaca as duas condigdes.
Poder-se-a pedir aos alunos do 2° e 3° ciclos e do secunddrio
que determinem o nimero minimo de blocos necessarios a
sua construcao. Os alunos do secunddrio deverdo ser capazes
de visualizar e desenhar outras seccdes transversais das estru-
turas e de uma variedade de sdlidos geométricos.

Vista Lateral Vista Frontal

Figura 2. Uma estrutura de blocos [retirada de uma apresentacao
realizada por J. de Lange].
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- Jonando ds carfas

- Marisa Ferreira

Introducdo

René Descattes, Fildsofo e Matemidtico, nasceu em La Haye,
Franca, em 31 de Margo de 1596, e veio a falecer em Esto-
colmo, Suécia, a 11 de Fevereiro de 1650. Fez parte da no-
breza francesa do séc. XVII e foi educado em Matemdtica,
Fisica e em Filosofia Classica. Foi caracterizado como o ho-
mem que se esqueceu do que sabia para tentar encontrar a
causa do_que via, tal como Newton, tornando-se em ho-
mens que viram a necessidade de levar a‘Geometria para
a Fisica.

A figura de René Descartes domina largamente o pa-
norama das ideias no século XVII. Talento multifacetado,
dividiu por muitos ramos do saber a sua actividade, assim
um pouco ao jeito dos sabios antigos que, antes da diver-
sificacio ou da autonomizagao dos vdrios ramos das cién-
cias, tentavam, abarcando-as todas, uma sintese inteligivel
da realidade.

Descartes fez incursdes de mérito pelas matemdticas,
pela Geometria e pela Fisica. Hoje, o seu ‘contributo para
o desenvolvimento destas ciéncias apresenta também um
grande interesse histérico.
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Of the GEOMETRICAL

Blaying Cards,
As also a Discurse of the .

Mechanick Powers.

By Monsi. Descarfes.

Translated from his own Manuscript Copy,

SHEWING

What Great Things may be performed by
MECHANICK. ENGINES in removing
and raising Bodies of vast Weights with
little Strength or Force,

LONDON,
Printed and Sold by F Moo at the Adfs in
fﬂ_b.mu‘ck—lm. 16T,
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Figura 2. Cartas de Ouros 1. 11, 11 e 111,

Uma das suas obras, na drea da Matemitica e da Fisica,
foi Use of the Geometrical Playing Cards (figura 1). Nio se
sabe ao certo a sua data de publicagfio, no entanto, conhe-
ce-se uma traducfio, de uma eépia do manuscrito de Descar-
tes, impressa em Londres em 1697,

Esta obra é constituida por um baralho de cartas, com o
respectivo texto explicativo, vocacionado para o ensino da
Geometria através do jogo. As cartas estdio divididas pelos
quatro naipes de um baralho comum: ouros, copas, espadas e
paus. Os trés primeiros naipes tém como principal objectivo
o ensino da Geometria e o naipe de paus, um discurso sobre
os Poderes da Mecéanica.

Carfas de Ouros

As Cartas de Ouros servem como uma introdugiio a alguns
conceitos de Geometria, e nelas sio mencionadas algumas
defini¢des de entes matemdticos que poderdo ser compara-
das com as definigdes em Elementos de Euclides (Livro I):

¢ Definigfio de Ponto — o ponto é o que nfo tem nenhu-
ma parte.

¢ Definiciio de Linha — a linha é um comprimento sem
largura. (Tipos de Linhas: Rectas, Curvas e Mistas.)

* Definigio de Angulo — o angulo € o encontro indirecto
de duas linhas, num sé ponto, ou o espago entre o en-
contro indirecto, ou concorréncia de duas linhas num
ponto. (Tipos de Angulos: rectilineo, curvilineo e mis-
to.)

® Defini¢do de Superficie — a superficie € o que tem com-
primento e largura sem profundidade. (Tipos de Superfi-
cies: Convexa, Concava e Plana.)

Neste naipe também surgem sete Axiomas, com a respectiva
justificacio geométrica, alguns semelhantes as Nogdes Co-
muns de Euclides:

e Axioma [ — Duas coisas iguais a uma terceira sdo iguais
entre si.

e  Axioma Il — Se a coisas iguais adicionarmos coisas iguais,
obtemos outras iguais.

¢ Axioma Il — Se a coisas iguais retivarmos coisas iguais, os
restos serdo iguais.

e (...)
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Figura 3. Cartas de Ouros IX. X. Hing. Queen e Hnave.

Descartes contempla ainda, nas Cartas de Ouros, os seus
postulados, que poderio ser comparados aos postulados de Eu-
clides. Considera-se que estes postulados sdo a base da geo-
metria de Descartes, do mesmo modo que os Postulados de
Euclides sdo a base da sua geometria (euclidiana):

e Postulado I — Desenhe uma linha recta do ponto A4 até
ao ponto B.

e Postulado Il — Prolongue indefinidamente sobre o lado
do extremo D.

e Postulado [II — Desenhe uma circunferéncia a partir do
ponto A e de raio AB.

e Postulado IV — Dos pontos E a0 F, faca uma secgdo. (E
de salientar a definiciio de secciio, que para nds, hoje em
dia, ¢ a defini¢io de um qualquer ponto equidistante de
outros dois pontos.

Contudo, como se pode verificar Descartes define apenas
quatro postulados, enquanto Euclides define cinco. Além

disso, apenas os trés primeiros sdo semelhantes, sendo o
quarto, de certo modo, desnecessdrio, j4 que para construir
uma secgiio é preciso somente o Postulado I1I. Em relagao ao
Postulado 4! e Postulado 5?, de Euclides, Descartes ndo os in-
clui nos seus.

Nas dltimas cartas deste naipe, aparecem algumas pro-
posicoes com semelhangas as dos Elementos (Livro I). Des-
cartes, além da proposicio, faz a descricio da respectiva
construgio geométrica.

® Proposicio I — Elevar uma perpendicular a uma recta
por um dos seus pontos.

e Proposicio V — Desenhar uma linha paralela a uma
recta dada passando por um ponto dado.

e Proposicio VI — Cortar uma linha recta em duas partes
iguais.

e Proposicio VII — Cortar um angulo rectilineo em dois
iguais.

& o)
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Figura 4. Carkas de Copas 1. 11, 1100, VI, VI, X, Hino. Queen. Hnave.
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Carfas de Copas

As Cartas de Copas, numa primeira parte, dio continuida-
de as proposicdes estabelecidas inicialmente no naipe de
Ouros:

e Proposicio VIII — No extremo de um segmento de rec-
ta fazer um dngulo rectilineo, igual a um proposto.

e Proposicio X — De um ponto dado desenhar uma linha
recta, que toca um citculo proposto. '

e Proposicio XI — Desenhar uma linha recta que toca o
circulo num ponto proposto.

e Proposigio XIII — Descrever uma linha espiral sobre
uma linha recta dada.

(.0

Posteriormente, surge um novo conjunto de proposicdes

com vista & construcio de figuras planas, com as respectivas

instrugOes para a construgdo geométrica:

e Proposicio I — Construir um trifingulo equilédtero sobre
um segmento de recta.

e Proposicio Il — Tragar um quadrado sobre um segmen-
to de recta.

e Proposicio IV — Tragar um pentégono regular sobre
uma linha recta dada.

e Proposicio V — Tragar um hexdgono regular sobre uma
linha recta.

e Proposicio VIII — Sobre uma linha recta dada descre-
ver uma porgio de um circulo, definindo um éngulo
igual a um 4ngulo dado.

e Proposicio XI — Descrever uma circunferéncia por trés
pontos dados.

)

Nas tltimas cartas do naipe, surgem outras proposicoes e
respectivas orientagdes, que visam a construgio de poligo-
nos inscritos em circulos:

e Proposigio I — Num circulo dado, inscrever um trian-
gulo equildtero, um hexidgono e um dodecdgono.

e Proposicio Il — Num circulo dado inscrever um qua-
drado e um octdgono.

e Proposicio IV — Num circulo dado inscrever um hep-
tdgono.

e Proposicio VI — Num circulo dado inscrever um hen-
decigono.

(...)

Carfas de Espadas

A semelhanca dos naipes anteriores, as primeiras Cartas
de Espadas déo seguimento as proposicdes estabelecidas no
naipe anterior:

e Proposicio X — Inscrever um circulo num tridngulo

dado.

¢ Proposigio XI — Inscrever um quadrado num triangulo
dado.

e Proposicio XII — Inscrever um pentdgono regular num
tridngulo equildtero.

e Proposicio XV — Inscrever um quadrado num pentdgo-
no.

* (...)

__ J

Figura 5. Cartas de Espadas I, 11, 1L
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Figura 6. Cartas de Espadas I, V, VI, IX.

Depois, seguem-se outras proposi¢des também com indica-
¢des da construgio geométrica de como circunscrever um
poligono regular a outro poligono:

Proposicao 1 — Dado um tridngulo, circunscrever um
circulo.

Proposigio Il — Dado um quadrado, circunscrever uma
circunferéncia.

Proposi¢io IV — Num circulo circunscrever um qua-
drado.

Proposicio VI — Sobre um poligono regular circunscre-
ver o mesmo poligono.

Proposigio VIII — Sobre um tridingulo dado equildtero
circunscrever um pentigono.

(.0

Nas dltimas Cartas de Espadas, surgem novas proposictes
com algumas razdes proporcionais:

Proposicio Il — Dada a soma dos extremos e o meio
proporcional, discernir os fins e os extremos.

Proposigio IV — De uma linha recta dada cortar uma
parte, que serd meio proporcional entre o resto e outra
linha recta dada.

e Proposicio VII — Entre duas linhas rectas dadas encon-
trar dois meios proporcionais.

®  Proposi¢io X — Dividir um segmento de recta em pro-
porgio durea o meio e o extremo da razio.

¢ (o)

Cartas de Pavus

As Cartas de Paus fazem referéncia aos Poderes da

Mecanica.

E neste naipe que Descartes faz referéncia aos seus estu-

dos e descobertas na drea da Mecériica e aos seus Principios.
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Nas primeiras cartas consta A Explicagdo das maquinas, com

a ajuda das quais se podem levantar grandes pesos com pe-

quenas forgas. Dentro destas, podemos considerar: as rol-

danas, o plano inclinado, a cunha, a grua, a roda, a rosca, a

alavanca, entre outras. De seguida, surgem duas cartas: uma
_de Descartes a Mersenne e outra de Roberval a Fermat.

Conclusdo

Como se pode constatar, a analogia da geometria exposta por
Descartes com a geometria de Euclides ¢ notéria. No entan-
to, mais semelhancas poderiam ser investigadas, nomeada-
mente: identificar relagdes entre a geometria de Descartes, a
geometria de Euclides e a geometria moderna; comparar os
diferentes instrumentos utilizados, quer por Descartes, quer
por Euclides (por exemplo, o compasso utilizado por Descar-
tes ndo é o compasso de Euclides).

Ouitra situacio interessante a explorar diz respeito ao ca-
racter diddctico das cartas. Serd que Descartes utilizava as

cartas como mero divertimento? Ou como “uma cdbula”?

Figura 7. Cartas de Paus 1. 11 111, (11

No artigo néio hd qualquer referéncia a este aspecto, mas
julgo interessante, num trabalho futuro, atribuir um cardc-
ter didéctico a estas cartas, reproduzindo actividades que as
utilizem.

A titulo de curiosidade, as cartas foram reproduzidas in-
tegralmente e estdo disponiveis, em forma de baralho, na as-
sociacio LUDUS.

Notas
1 Postulado 4 — Todos os dngulos rectos so iguais.

7 Postulado 5 — Se uma linha recta cai em duas linhas rectas de
forma a que os dois dngulos internos de um mesmo lado sejam
menores que dois ingulos rectos, entfio as duas linhas rectas, se
forem prolongadas indefinidamente, encontram-se num ponto
no mesmo lado em que os dois dngulos sio menores que dois
dngulos rectos.

Marisa Ferreira
Externato Cooperafivo da Benedita %

’
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eqra de perspectiva
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n Figura 1. Proposicdo 32 do Livro de Perspectiva [BN. Cad. 3675, fol. 45v e fol. 461]

o

A proposigio 32 do Livro de Persp_;zctiua do Tratado de Arqui- Acompanhemo-los, actualizando a transcricio do tex-
tectura de Anténio Rodrigues!, de 15767 descreve o conjun-  to e do desenho original, e isolando cada um dos passos da
to de procedimentos a seguir para se obter a perspectiva de  construciio.?
um quadrado, cujos vértices se identificam com os niimeros

6,3, 7e2 (hgura 1).

i’
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E querendo escursar o quadrado 6.3.7.2,

1) tire-se a linha A.P

2) em cima da qual caia a linha A.M perpendicular,
3) tire-se a linha M.P

4) tirem-se todas as linhas dos angulos (vértices) do dito
quadrado ao ponto A

5) e havendo de se mostrar o escorgo do dito quadrado fa-
cam uma linha direira (recta) como a linha 7”.2" em
cima da qual caia a linha 17.1"

6) tomem num compasso o que hd do ponto 1 ao ponto 4
7) e com esta largura formem a linha ab

8) tomem o que h4 do ponto 1 ao ponto 1, tirem uma linha
paralela a linha 77.2", com esta mesma largura

9) tomem a quantidade que hd do ponto 1’ ao ponto 2/, po-
nha-se uma ponta do compasso no ponto 1" que € meio
do ponto 7" e do ponto 2"

10) tomem o que hd do ponto 1’ a0 ponto 3’ e ponha-se uma
ponta do compasso no ponto 1" que ¢ meio da linha
6.”.3"

11) tirem-se as duas linhas 2”.3" e 7".6"

12)a figura 7".2".6".3" € o que perdeu o dito quadrado sendo
visto do ponto A como se v pela presente figura.

Como a regra em causa, a primeira das duas apresentadas no
Liwro de Prespectiua’, é susceptivel de nos causar alguma es-
tranheza, vale a pena analisar, em pormenor, cada um dos
passos identificados ...

1] fire-se alinha A. P

A é 0 pé do Observador’ e, por conseguinte, parece estar de-
finida a relacio do Observador com o quadrado: posigio e
distAncia reciprocas. Parece estar, digo, porque na realidade
niio estd como adiante teremos ocasidio de comprovar.

De acordo com as definigdes iniciais do Livro de Pers-
pectiva, a linha A.P € a linha céntrica. Como a referida li-
nha passa por P, ponto médio do lado 6.3, é seguro afirmar
que o quadrado se apresenta simetricamente em relagio ao

Observador,

2] em cima da qual caia a linha A. A4 perpendicular

Esta operagiio corresponde, em linguagem actual, ao reba-
timento do Plano Visual Principal sobre © Plano de Terra.
Mas também se pode dizer, aproximando-nos mais do que
seria a linguagem da época, que passdmos a ter o perfil sobre-
posto & planta. Nesta projec¢io ortogonal de perfil a linha
A.Prepresenta o Plano de Terra e a linha A. M (que nela cai
na perpendicular) representa o Plano Neutro. M é o Olho?.
A medida de A.M ¢é a altura a que se encontra o Olho ou a
altura do Observador. O segmento 1. Prepresenta o quadra-
do visto de perfil. Como coincide com a linha A.Ppodemos
afiancar que a figura estd contida no Plano de Terra.

T

\

s ot
7” ]_ﬂ 2

5

Figura 2. Desenho acfualizado da proposicdo 32.

3] tire-se a linha AJ. P
A linha M. Péum raio visual tracado no perfil. Corresponde
3 linha de distdncia, de acordo com a definicio de Rodrigues.
Trata-se de uma definiciio peculiar, que procura relacio-
nar o Observador com o Objeécto, completamente estranha
ao conceito de distancia conforme a definigio original de
Alberti para a qual 0 que conta é a distdncia do Observador
a0 Quadro. Definicio esta que prevaleceu. -
Note-se que até ao momento o Plano do Quadro ainda
ngo foi mencionado. Nem serd. ’
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4] firem-se fodas as linhas dos angulos [vérfices] do dito quadrado ao ponfo A
Trata-se do tracado da projecgiio horizontal dos raios visu-
ais que unem o pé do Observador a cada um dos vértices do

quadrado: A.7, A.6, A3e A2, '

5] e havendo de se mostrar 0 escorco do dito quadrado fagam uma linha direifa
[recta] como a linha 7”.2" em cima da qual caia a linha 1.1

Passdmos, neste momento, para a perspectiva propriamen-
te dita com o pedido de tracar duas linhas perpendiculares
entre si: a linha 77.2" e a linha 1".1". Em linguagem actual
dirfamos que o pedido se refere ao tragado da Linha de Terra
(LT) e da Linha Principal (LP).

Optei por fazer coincidir o trago do Plano Visual Princi-
pal no Plano de Terra (a linha céntrica) com a Linha Princi-
pal fazendo, no fundo, o desdobramento da Linha de Terra.
No original, a perspectiva do quadrado est4 situada no qua-
drante inferior esquerdo do félio.

6] fomem num compasso o que hd do ponfo 1 o ponfo 4

Voltdmos ao perfil. O ponto 4 é a interseccio do raio visu-
al M. P com a linha coincidente com a projecciio horizontal
do lado 7.2 do quadrado. Embora o Autor nio o indique sa-
bemos que essa linha corresponde & posicio do Quadro no
perfil e, por conseguinte, o ponto 4 serd o trago do raio visu-
al M.P no Quadro. Como o ponto 1 € a projec¢do do lado
7.2 visto de perfil e o ponto Pdo lado 6.3, o segmento 1.4
serd, adaptando a linguagem de Rodrigues, o que perdeu a fi-
gura vendo-se do ponto A. Na verdade nio é de A que a figu-
ra € vista mas sim de M, que € o Olho, mas é evidente que é
isso que se quer referir.

7] com esta largura formem a linha ab
Limitemo-nos a seguir as instrugdes e tracemos, na planta,
uma linha ab paralela ao lado 7.2 do quadrado 2 distincia
correspondente 4 medida 1.4. Ou seja, em planta, 1.4 serd
iguala 1.1".

E evidente que o fazemos com alguma perplexidade pois
nfo conseguimos descortinar de imediato qual poders ser o
servico que a referida linha nos poderd prestar...

8] fomem o que ha do ponfo 1 a0 pantg 1/

O que hd do ponto 1 ao ponto 1/, a distdncia do lado 7.2 &
linha ab, sabemos nés que é também a distdncia que no per-
fil vai do ponto 1 ao ponto 4, ou seja, aquilo que a figura per-
deu vista de M.

tirem uma linha paralela d linha 7".2”, com esta mesma larqura

Perfeito. Voltdmos & perspectiva e af, com esta mesma me-
dida, tracemos uma paralela a linha 7”.2", Designemo-la por
linha 6".3" j4 que serd sobre essa linha que se ird situar, ga-
rantidamente, a perspectiva do lado 6.3 do quadrado.

8] tomem a quantidade que ha do ponfo 1' o ponlo 2/
Ficamos agora a perceber o que €, e para que serve a linha
ab. Representa o Quadro em projeccio horizontal e, por
conseguinte, a medida 1'.2" sobre ab € a projeccio da me-
dida 1.2 correspondente a metade do lado 7.2 do quadrado
representado em projecgio hérizontal.

Nio se descortina, para jd, o motivo que levou o Autor a
pedir para colocarmos a linha ab a distancia 1.4 do lado 7.2
do quadrado’...

ponha-se uma ponta do compasso no ponfo 17 que & meio do ponfo 7 & do ponfo 2"
Voltimos de novo a perspectiva. Com a medida 1'.2' toma-
da anteriormente, colocando a ponta do compasso no ponto
1", médio de 7.2", poderemos localizar o ponto 7" e o ponto
2" ¢ assim definir a perspectiva do lado 7.2.

Confirma-se que a linha ab é efectivamente a represen-
tacio do Quadro em projecgio horizontal, ou seja, LT.

10] tomem o que hd do ponfo 1 ao panfo 3'

Novamente na linha ab... o segmento 1'.3' sobre esta linha
€ a projeccio de P.3 metade do lado 6.3 do quadrado que se
encontra mais distante.

& ponha-se uma ponfa do compasso no ponto 1™ que & meio da linha 67.3"
De regresso & perspectiva para se definir o lado 6.3: com
centro no ponto 1" e raio igual a 1'.3', medida tomada sobre
ab, localizamos o vértice 6" e 0 3.

Desconcertante!...

O Quadro ndo tem no perfil a mesma posi¢io que apresen-
ta em planta!

Lembro que no perfil passava pelo ponto 1, intersecciio
de A.Pcom 7.2; em planta é a linha ab.

Pergunta-se: serd que isto pode serl...

Adianto que a resposta € positiva e serd isso que me pro-
ponho demonstrar a seguir. Mas, para j4, confiando na pos-
sibilidade do tracado, passemos 2 etapa seguinte...

11] firem-se as duas linhas 2”.3" e 7°.6"
Para concluir o escorco do quadrado basta tragar os lados
2”‘3H e 7”‘6”-

18] a figura 77.2".6".3" & 0 que perdeu o dito quadrado senda visto do ponfo A
como s v pela presente figura.

Note-se que o lado 7".6" e o lado 2".3" sdo prolongados in-
tersectando-se, naturalmente, no Ponto Principal — ponto
de fuga das rectas de topo (ou ortogonais ao Quadro). No
entanto, de acordo com a descrigiio, depreende-se que este
ponto nio foi utilizado na construcio.

Nem sequer se faz referéncia ao prolongamento dos la-
dos do quadrado. No entanto, em desenho isso foi feito e
poderd dever-se a uma certificaciio do rigor do tracado. Ade-
mais, a distincia do ponto 1, médio de 7.2, a este ponto, te-
ria de ser igual & medida A.M, correspondente 4 altura do
Plano do Horizonte. E, de facto, é. Verifique-se o original
(hgura 1). Isso constitui uma prova irrefutdvel de que o de-
senho € preciso.

Acompanhada que foi, a par e passo, a descri¢io constan-
te na proposicdo 32 para se escursar um quadrado ficaram,
como assinalei, duas importantes questdes por esclarecer:

® o condicionamento na colocacio da linha ab (represen-
tativa do Quadro em planta) indicado no 7° passo da
construgao;
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® o posicionamento distinto do plano do Quadro em plan-
ta e no perfil.

Abordarei, seguidamente, esta ltima questdo, sem divida
a mais essencial, porque sem a certificaciio da possibilidade
de operar com uma posi¢io varidvel do Quadro na projec-
¢ilo horizontal e na projec¢iio de perfil niio € possivel validar
a regra de Rodrigues.

Nio hé davida de que, & semelhanca da costruzione legit-
tima®, o caminho para a obtencio da perspectiva por via da
sua regra € feito con la pianta e profillo e per via della intersega-
zione® (figura 3).

S6 que o desencontro do posicionamento do Quadro em
ambas as projecgdes € um claro desvio em relacfio 4 esséncia
desta verdadeira regra. Com efeito, deixa de ser possivel a
articulacio das duas projeccdes ortogonais e, naturalmente,
0s raios visuais representados em projecgio horizontal ndo
se correspondem com os da projeccio de perfil e reciproca-
mente. Mas 0 que € notdvel é que apesar de ndo estarmos
em presenga de uma dupla projecgfio ortogonal sistematiza-
da, a construgio perspéctica exposta nio deixa de ser vilida,
ja que as distancias horizontais que se vio buscar & linha que
representa o Quadro na respectiva projecciio sdo passiveis
de ser combinadas com as distdncias verticais que se viio co-
lher na linha que o representa de perfil, como veremos.

Nio'se estranha, por isso, que os escorcos obtidos por
esta regra, presentes no Tratado, tenham verosimilhanca,

Figura 3. Perspecfiva de um octdgono regular segundo a
costruzinne legittima. Piero della Francesca, De Prospectiva
Pingendi. c. 1460. Teorema XLVI

Wea

apesar do processo poder ser considerado pouco candnico
se comparado com a construgio cldssica, a dita costruzione
legittima.

E como nio haveriam de ter se estdo correctos!?

Sempre utilizando como referéncia a figura da proposi-
¢do 32, generalizdvel a outros poligonos, verifiquemos entdo
se € ou nfo possivel fazer a sua restituigio perspéctica, ou
seja, comprovar se 0 seu escorgo corresponde ou ndo a um
quadrado.

Note-se que no novo desenho que agora apresento ac-
tualizei por completo a linguagem e a nomenclatura’® tendo
atribuido outras designagBes aos elementos geométricos em
presenca (figura 4). Tive igualmente o cuidado de fazer uma
translacio lateral da projecgio de perfil para clarificagdo da
leitura mas deixei-a, também, sobreposta a projecciio hori-
zontal tal como acontece no desenho de Rodrigues.

Primeiramente, confirma-se o que o Autor jd tinha ve-
rificado: os lados ortogonais do quadrado convergem para o
Ponto Principal (PP). Referi hd pouco que isso se poderia
dever a uma certificaciio do rigor do tragado. E podera. Mas
também pode ser um gesto que visa demonstrar a correcciio
da construgfo perspéctica em si mesma.

Determinado o PP pode tracar-se a Linha do Horizonte
(LH) e, se a figura é um quadrado, uma das suas diagonais
cruzard LH num Ponto de Distdncia (PD). A distincia do
PD ao PP dd-nos a distincia do Observador ae Quadro que
na planta confirmamos ser igual & medida do segmento PF
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Figura 4. Interpretacdoe da 1° regra de perspectiva [Froposicano 32)

e, por conseguinte, ficamos a conhecer com seguranca a po-
sicio exacta do plano do Quadro. Também se confirma no
perfil a altura do horizonte: a distincia de LH a LT é a medida
do segmento OP.

Como consequéncia do que acabei de referir conclui-se
que o quadrado escorgado ndo'é afinal o quadrado 4, B,C1.D,;

representado em projecgio horizontal mas sim o quadrado
ABCD (que 6 Autor nunca representa) homotético desse,
cujo lado C'D pertence a LT, sendo o centro de homotetia a
projeccio horizontal do Observador ou o seu pé — P.
Garantida que estd essa relagio de homotetia, e é exac-
tamente aqui que estd o segredo(!) desta construgio pers-
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Figura 5. Da semelhanca dos fridngulos PED e FEX e dos trigngulos PE(D e FiE,Y conclul-se que: FX = F1¥ = F'E°
péctica, constata-se que a escala de alturas correspondente Utilizarei agora, para o efeito, um desenho com um du-
ao afastamento das transversais paralelas ao Quadro, obtida  plo desdobramento da projecciio de perfil para destacar os
na projecgio de perfil, é sempre constante seja qual foralo-  dois pares de trifingulos semelhantes a que recorrerei no cur-
calizagiio do quadrado efectivamente representado em plan-  so da demonstracio (figura 5). :
ta. Vejamos, entfio, se estamos perante uin tedrema, ou seja, No caso vertente teremos entfio de demonstrar que,
tentemos por fim certificar a universalidade da regra. para qualquer posi¢do do quadrado A;B1C1 Dy, homotético
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de ABCD na homotetia de centro F, o segmento FXX serd
sempre igual ao segmento FY. é

Recorrendo ao Teorema® de Thales podemos afirmar
que o trifingulo PEQ é semelhante ao tridingulo FEX, pelo
que:

I
PO FX

Por outro lado, o trifingulo PE O ¢ semelhante ao tridingu-
lo FEY, donde:
) PE, _ F\E;

PO Y

Destas duas relacdes proporcionais podemos extrair a se-
guinte igualdade:

PE PE;
3)PO=— -FX = —-
) FE e T
Como, pela relacio de homotetia de centro P,
PE PE
(4) == = ——
FE FiF;

conclui-se a partir da expressio (3) que,

FX=FY
.. QED
E assim se confirmou a validade da 1* regra de perspectiva
de Anténio Rodrigues, na verdade uma regra inédita, algo
bizarra, mas, ainda assim, justa!

Notas
1 Tratado de Arguitectura. [Manuserito]. BN, Céd. 3675 (micro-
filme F-603).

2 A datagio e atribuigiio do Tratado deve-se a Rafael Moreira.
Moreira, Rafael — Um tratado portugués de arquitectura do séc.
XVI (1576-79). Lishoa: FCSH-UNL, 1982. Mestrado em His-
téria de Arte.

3 A notagfio apresentada na primeira parte deste artigo segue a
original apresentada no tratado de Anténio Rodrigues. Ape-

R Casa da Misica

O material aqui proposto foi retirado e adaptado de uma
proposta disponibilizada nas pdginas on-line Matemadtica e
Arte, da APM (www.apm.pt). )

A actividade A Casa da Miisica foi concebida por José
Santos dos Santos, em 2007, e tem por base um esquema
produzido pelo OMA, Office for Metropolitan Architecture
que gentilmente o cedeu e autorizou o seu uso. Esta institui-

nas se acrescentam plicas aos pontos para clarificaciio da leitu-

ra. Por exemplo: o ponto 1 aparece repetido em diferentes si-

tuagbes e para evitar equivocos € nomeado em cada uma delas
r " "

comol,1, 1% e 1™,

4 Para uma andlise extensiva do Liuro de Prespectiva de Anténio
Rodrigues ver: Xavier, Jodo Pedro — Sobre as origens da perspec-
tiva em Portugal. O Liuro de Prespectiva do Cédice 3675 da Bi-
blioteca Nacional, um Tratado de Arquitectura do século XVI.
Porto: FAUP Publicagaes, 2006.

5 Segundo a tradigo italiana este ponto designava-se por P de
Piedi.

6 Em italiano a letra reservada para nomear este ponto era o O

de Occhio.
7 Ver acima: passo 7) da construcio.

8 A primeira utilizagio explicita da costruzione legittima encon-
tra-se no De Prospectiva Pingendi, c. 1460 (Della Francesca,
Piero — De Prospectiva Pingendi. Org. por G. Nicco-Fasola.
Florenca: Casa Editrice Le Lettere, 1984 [1* Ed. in LIBRI, Gu-
glielmo — Histoire des Sciences Mathematiques en Italie. Paris:
sle, 1841; Reproduciio anastitica da edigiio Sansoni de 1942]).
E, porém, verosimil que esta construciio, que depende da rea-
lizaciio prévia de desenhos de extracgio arquitecténica, como
sd0 a planta e o perfil, tenha sido utilizada anteriormente por
Filippo Brunelleschi.

9 Vasari, Giorgio — Le wite de' eccellenti pittort, scultori ed architetti
seritte da GlorgioVasari, pittore Aretino. Ed. P. Barocchi. Floren-
ce: 1966, vol. 1, p. 279.

10 As notagBes actuais utilizadas sio as seguintes: O — Observa-
dor (centro de projecciio); Quadro — Plano de Projecciio; P—
Pé do Observador (projecciio horizontal de O); PP — Ponto
Principal (intersecciio do raio visual principal com o Quadro);
P — Ponto de Distincia (ponto de fuga de rectas que fazem
angulos de 45° com o Quadro); LH — Linha do Horizonte
(intersecciio do Plano do Horizonte com o Quadro); LT— Li-
nha de Terra (intersecgiio do Plano de Terra com o Quadro);
LP— Linha Principal (intersecciio do Plano Visual Principal
com o Quadro).

Jodo Pedro Xavier
Faculdade de Arquitectura da Universidade do Porto

Cio estd interessada em receber relatos do trabalho em aulas
onde o esquema seja usado. No verso da ficha encontra-se
a planificacio da figura que esteve na base da construcio da
Casa da Musica. A impressio da planificacio é fundamental
para a utilizagdo deste material.

Deixamos aqui o desafio: use a actividade e relate a
experiéncia. *
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A Casd da Misica

|
(e

Esta imagem € do edificio da Casa da Musica, desenhado pelo arquitecto Rem Koolhaas.

A planificacdo é a de um modelo comemorativo.

I
2

2.1
2.2,

2.3,

24.
2.5.

Usa a planificagdo para construires o modelo,

A partir da planificacdo e do modelo tenta responder as seguintes questées:
Qual o nimero de faces do poliedro sugerido pelo modelo do edificio?
Observa as faces do poliedro.

* Bxistem faces que sejam poligonos regulares?

¢ Quais sao as formas geométricas mais usadas pelo arquitecto?

¢ Qual é a forma associada a base do edificio?

Em algumas das faces do edificio existem aberturas.

= Que poligonos sdo usados nas aberturas?

* Todas estas aberturas estdo sobre o mesmo plano?

* Investiga qual é a razdo entre o comprimento e a largura associada as aberturas rectangulares.
E sempre a mesma? Encontras alguma abertura em que esta razao seja a razio durea’

Comenta a afirmago: no poliedro associado ao modelo, em cada vértice concorrem trés planos.

Investiga se existem, no poliedro associado ao edificio, faces contidas em planos paralelos.
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COMMEMORATIVE MODEL

CASA DA MUSICA, PORTO
© OMA / Arup
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Milfiplas perspectivas

Desenvolvi no ano de 2005/2006, no 4mbito do Projecto
Pencil (projecto dinamizado por Permanent Resource Centre
for Informal Learning), em duas turmas do 11° ano do Curso
Cientifico-Humanfstico de Ciéncias e Tecnologias, em sala
de aula e no Pavilhao do Conhecimento, um trabalho sobre
dois temas: As cénicas sob muiltiplas perspectivas e As suces-
sdes e os fractais. Trago-vos hoje o primeiro e numa préxima
oportunidade vird o segundo.

Embora o estudo das cénicas apareca, nos programas de
10° e 11° anos, sempre com cardcter facultativo e no 10°
ano jd tivesse abordado com os mesmos alunos:

® a elipse como circunferéncia deformada e como lugar
geométrico;

¢ apardbola como grdfico de uma fungio quadrirtica
pareceu-me pertinente aproveitar a abordagem da hipérbole
como grifico de uma fungiio homografica, no tema Introdu-
cdo ao Cilculo Diferencial [ do 11° ano, para fazer o estudo
comum das trés cénicas sob miiltiplas perspectivas:

® como secgdes de uma superficie cénica;
e como envolventes de familias de rectas;

® como lugares geométricos

e demonstrar que as curvas obtidas pelos trés processos sao
as mesmas.

Tal multiplicidade de perspectivas permitiu estabelecer
conexdes variadas com os temas: Geometria no Plano e no
Espago I tratado no 10° ano e Geometria no Plano e no Es-
paco I tratado no 11° ano. .

O trabalho desenvolvido ocupou trés blocos de 90 mi-
nutos, englobou uma visita 4 Exposicio Matemdtica Viva do
Pavilhio do Conhecimento e decompés-se em seis partes:

® na Parte 1 foram abordadas as trés cénicas como secgies
de uma superficie cénica, recorrendo a um cone de en-
chimento;

® na Parte 2 foram obtidas as trés cénicas como envolven-
tes de familias de rectas, recorrendo a dobragens;

® na Parte 3 foram abordadas as trés cénicas como lugares
geométricos, comegando por tragar cada uma delas com
um fio esticado e em seguida, desse tragado, deduzir a
propriedade caracteristica;

¢ na Parte 4 foi verificada a igualdade das curvas obtidas
com fio esticado e como secgdes de uma superficie céni-
ca, recorrendo aos cones com as esferas de Dandelin;

e na Parte 5 foi verificada a igualdade das curvas obtidas
com fio esticado e como envolventes de familias de rec-
tas, e encontrada uma justificagiio para a propriedade
reflectora de cada uma das cénicas, recorrendo ao Ske-

tchpad;

® na Parte 6 foi dado um cheirinho da histéria das céni-
cas, ligando estas ao problema da duplicacio do cubo e
abordando as sec¢Bes cénicas antes de Apolénio e com
Apolénio.

Os alunos trabalharam em grupos de quatro, tendo nas par-
tes 3,4 e5 cada grupo trabalhado apenas uma cénica. Na
Parte 5 0 uso do Sketchpad limitou-se a exploracio de ske-
tches previamente construidos. Em cada um dos trés blocos
de 90 minutos foram trabalhadas duas partes, tendo a visita
ao Pavilhdo do Conhecimento antecedido o dltimo bloco.
Para auscultar a reacciio dos alunos a todo o trabalho
realizado pedi-lhes que respondessem a um pequene ques-
tiondrio. Entre todas as perspectivas trabalhadas, a prefe-
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rida foi As cénicas como envolventes de familias de rectas, Se-
guindo-lhe de perto As cdnicas como secgdes de uma superficie
conica. ®

“Foi interessante ficar na expectativa, dobrar e dobrar para des-
cobrir o que iria aparecer”.

“Acho engragada a forma de como simplesmente com rectas é
possivel formar uma cénica”.

“Foi a forma mais divertida de aprender”.

“Como era a primeira vez que via de um cone tirar mdltiplas
secqoes, fiquei impressionada”.

“Porque é aquela que nos permite visualizar as cénicas traga-
das no espago”.

o ¢ 3 -

A adequacio dos materiais utilizados foi reconhecida pela
totalidade dos alunos e o maior interesse despertado foi para
os cones, seguindo-se-lhe o fio esticado.

“Porque variando a posicio do cone obtemos as trés cénicas”.
“Porque usar uma figura tridimensional torna mais fcil e agra-
ddvel o trabalho”.

“Fol uma maneira mais ficil de visualizar as seccdes definidas”.
“Deu para verificar que com uma haste e uma corda consegue-
se uma hipérbole”.

“Porque permitiu sermos nds a tragar a elipse”.

Dos comentarios a todo o trabalho realizado destaco:

“Foi diferente. Sem darmos conta demos uma parte da matéria
quase de uma maneira auto-diddctica”.

“Acho que contribuiu para perceber melhor o assunto jd que
foi realizado por etapas tornando mais acessivel apreender os
conhecimentos”.

“Gostei do trabalho apesar de nos termos atrasado algumas ve-
zes. Foi diferente daquilo que costumamos fazer nas aulas por
envolver virios tipos de materiais, a visita, ...".

“Algumas partes, em particular, as partes com uma representa-
Géo fisica provaram ser bastante mais faceis de atingir os objec-
tivos que nas restantes partes’.

“Penso que trabalhar em grupo € interessante pois podemos dis-
cutir os nossos pontos de vista e chegar de forma mais rdpida e
eficaz a uma solugio. Também considero interessante trabalhar
com diversos materiais de forma a aplicarmos os nossos conhe-
cimentos”.

O balanco final foi positivo embora tenha ficado aquém das
minhas expectativas. Porque eram alunos que eu acompa-
nhei desde o 10° ano e que jé estavam habituados a traba-
lhar muitas vezes em grupo e com materiais manipuldveis, e
algumas vezes com o Sketchpad, esperava encontra-los mais
autosuficientes. Tal sabor a pouco no entanto serviu-me de
estimulo para aproveitar todas as oportunidades que surgi-
rem para desenvolver trabalho do mesmo tipo, é preciso que
este tipo de trabalho seja cada vez mais um habito e nio
uma excepgao.

Trabalho desenvolvido em sala de aula

O trabalho desenvolvido em sala de aula assentou, para
cada aluno, em: seis fichas de trabalho, rantas quantas as

partes anteriormente referidas, ¢ no uso de materiais varia-
dos: papel vegetal, modelos acrilicos comercializados (cone
de enchimento e cones com as esferas de Dandelin), instru-
mentos artesanais de fio esticado e software de Geometria
Dindmica (Geometer’s Sketchpad).

Os alunos em geral aderiram bem ao trabalho, tendo ha-
vido no entanto alguns casos de desmobilizacio logo i pri-
meira dificuldade.

Embora o trabalho fosse muito dirigido, cedo me aper-
cebi da falta de autonomia de grande parte dos alunos pelo
que, nos dois primeiros blocos, desempenhei um papel ndo
apenas de observador e mobilizador mas também de auxi-
liar na descoberta e aprendizagem. Nestes dois blocos foram
trabalhadas as partes 1 a 4 e os materiais nelas manipulados
mostraram-se decisivos como auxiliares na compreensdo dos
conceitos envolvidos. No dltimo bloco resolvi ter um papel
menos interventivo, ja porque na Parte 5 tinham o auxilio
precioso do Sketchpad jd porque era a tltima parte do traba-
lho e como tal as falhas eventualmente havidas nio teriam
repercussdio em fases subsequentes. Mais uma vez ficou pa-
tente a falta de autonomia e foram muito poucos os que le-

* varam a bom termo as Partes 5 e 6.

Visifa ao Pavilhdo do Conhecimento

A visita ao Pavilhdo do Conhecimento teve por objectivo
a exploraciio dos mdédulos, existentes na Exposicio Mate-
mdrica Viva, intimamente relacionados com as cénicas e a
exploracio, no Cib@rcafé, de algumas animagdes em flash
construidas pelo Atractor.

A visita & Exposiciio Matemdtica Viva comegou logo no
exterior do Pavilhio com a exploracio da Hipérbole-Fen-
da, continuou com a exploraciio dos médulos: Hiperboléide
de fios, Bilhares eliptico, hiperbélico e parabélico e termi-
nou com uma passagem pelos restantes médulos.

Foi preparado um pequeno guiio com o objectivo de es-
timular a exploracio mais aprofundada dos primeiros mo-
dulos. Tal estfmulo, que por vezes precisou de ser renovado
oralmente, nalguns surtiu efeito, levando-os a procurar in-
formacio complementar e a tomar notas.

Seguiu-se um tempo no Cib@rcafé, igualmente apoiado
num pequeno guido, para a exploragio das animacBes em
flash: Cortes do cone, Elipse método do jardineiro e Cénicas
obtidas por um candeeiro.?

A reacciio dos alunos foi muito positiva, tendo sido as
Cénicas obtidas por um candeeiro a animacio sensacio, ja
porque numa mesma animagio se obtém as trés conicas, ja
porque viram estas evoluir de um modo continuo.

As diferentes partes do trabalho desenvolvido tiveram
como suporte as fichas As conicas como secgdes de wma super-
ficie cénica, As cénicas como envolventes de familias de rectas,
As cénicas como lugares geométricos, Igualdade das curvas ob-
tidas como sec¢des de wma superficie cénica e com fio esticado,
Igualdade das curvas obtidas com fio esticado e como envolven-
tes da familia de rectas, Propriedades reflectora e as Secgdes cd-
nicas antes de Apolénio e em Apolénio, publicadas nas paginas
seguintes.

s
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Pega em duas canetas e simula com elas duas rectas con-
correntes, r e s. Roda uma delas em torno da outra, que
figura obténs? Que papel desempenha nela cada uma das
rectas consideradas? E o ponto interseccio?

Tens na tua mdo um cone circular recto de enchimento,
deita-lhe um pouco de 4gua e simula com a superficie do
liquido um plano que intersecta o cone (figura 1).

ﬂ] Comeca por considerar planos que nio contenham o
vértice.

* Como colocar o cone de modo que o plano in-
tersecte todas as geratrizes?
Qual a seccdo determinada na superficie cdnica
pelo referido plano?

+ Coloca agora o cone de modo que o plano seja
paralelo a uma Unica geratriz.
Qual a seccdo determinada na superficie cdnica
pelo referido plano?

*  Por ditimo coloca o cone de modo que o plano
seja paralelo a duas geratrizes,

Qual a seccao determinada na superficie cénica pelo

referido plano?

|]] QOlha agora a vista de frente da superficie cénica. Seja
@ o dngulo formado pela geratriz e pelo eixo — semi-
abertura do cone. Entre que valores pode variar ol

Considera planos que passam por | e desenha a cores
diferentes (figura 2):
* avista de frente de um plano paralelo a uma Unica
- geratriz. Marca o dngulo 3 que o plano faz com o
eixo. ‘

Que relagdo existe entre 3 e al

o

Figora 1. Figura 2.

* avista de frente de um plano que intersecte to-
das as geratrizes. Marca o angulo /3 que o plano
faz com o eixo,

Que relagio existe entre 3 e a? E qual o maior
valor de 37

* avista de frente de um plano paralelo a duas ge-
ratrizes. Marca o dngulo 3 que o plano faz com o
eixo.

Que relacdo existe entre F e a? E qual o menor
valor de 37

E] Considera agora planos que contenham o vértice sa-
tisfazendo as trés relacdes encontradas entre e .

Qual a secdo determinada por cada um deles?

Acabas de investigar quais os diferentes tipos de seccées
determinadas numa superficie cénica por um plano, isto &,
as conicas degeneradas ou ndo (conicas degeneradas de-
terminadas por um plano que contenha o vértice e cé-
nicas ndo degeneradas determinadas por um plano que
nao contenha o vértice).

ﬂ] Faz uma sintese em que as enumeres e em que, usan-
do os angulos o e (3, identifiques a maneira de obter
cada uma delas.

']] Sabendo que a razdo cos f/cos a € a excentricidade
de uma conica, atendendo 2 relagic conhecida entre
B e a diz o que podes concluir quanto aos valores da
excentricidade de cada uma das ¢cdnicas.
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Ficha e

vinco

A, /|/ X V/

V'

l. Numa folha de papel vegetal, desenha uma circunferéncia 4. Acabas de obter as trés cénicas como envolventes de fa-
e no seu interior marca um ponto A. milias de rectas.

Dobra o papel de modo que o ponto A fique sobre a ﬂ]
circunferéncia, e faz um vinco. Repete esta operacio tan-

tas vezes quantas a tua paciéncia te permitir; procurando
percorrer todas as zonas da circunferéncia. O que € em cada caso o vinco em relagdo ao seg-
mento de recta [AP|?

Justifica a tua resposta.

Seja P o ponto genérico da circunferéncia/recta con-
sideradas.

Qual a linha envolvida pelos vincos do papel?

I]] Qual a posicdo relativa do vinco e da cdnica em cada

f. Procede de modo andlogo considerando o ponto A ex- B

terior & circunferéncia.
Qual a linha encontrada?

3. Procede de modo andlogo substituindo a circunferéncia
por uma recta e sendo A um ponto ndo pertencente &
recta,

Qual a linha encontrada?
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Ficha 3

1. Pega no placard, nos dois punaises, na haste e no fio.

Coloca sobre o placard uma folha de papel A4.
Prende a folha ao placard com um dos punaises,
Ajusta a haste a duas das tabelas do placard.

Prende uma extremidade do fio no punaise que pren-
de a folha, & distincia de 10 cm da tabela inferior do
placard, a outra no topo da haste, ponto A, com o ou-
tro punaise.

Estica o fio com o bico da tua lapiseira e encosta este
a haste,

Mantendo o fio esticado e o bico encostado & haste
e assente sobre o papel, desliza a haste ao longo das
tabelas do placard.

Passa agora a haste para o outro lado do punaise que
prende a folha e repete a operacio deslizando a haste
em sentido contrdrio (figura ).

L. Acabas de tracar uma pardbola recorrendo ao método
do jardineiro.

O ponto onde o punaise que prende a folha ests coloca-
do € o foco da pardbola — F,

i
0]

t]

Figura 1.

Identifica o vértice, V, e o eixo da pardbola.

Traca uma recta, d, perpendicular ao eixo que ndo
contenha o foco e tal que a distancia do Foco ao Vér
tice € igual 4 distincia do vértice 4 recta.

d — Directriz

Seja P o ponto corrente da pardbola.

Coloca a haste sobre o vértice e verifica que o com-
primento do fio € igual 4 distancia de A i directriz.

Que relacdo tem o comprimento do fio com a distan-
ciade Pa F'? E de Pa directriz!

Completa de dois modos diferentes
Fio = AP + «,

Figi= AP 4.

O que podes concluir?

Podemos entio definir a pardbola como o lugar geométrico
dos pontos do plano tais que ...............
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Ficha 4

J& trabalhaste as cdnicas como seccBes determinadas numa
superficie cénica por um plano, como envolventes de familias
de rectas, e jd tragaste uma pardbola recorrendo ao método
do jardineiro.

1.

Recorda a propriedade caracteristica da pardbola deduzi-
da desse tracado

A pardbola € o lugar geométrico dos pontos do plano tais

Verifica que a seccdo cénica com o mesmo nome satisfaz

essa propriedade (figura 1), Para isso pega no cone e olha

com atengdo tudo o que nele existe:

* um plano que secciona a superficie cdnica segundo
uma pardbola

* uma esfera inscrita no cone e tangente ao referido
plano. A esfera tem em comum com a superficie co-
nica uma circunferéncia e, com o plano um ponto —
Foco.

Estd assim identificado o foco da pardbola.

Para identificares a directriz considera:

.

a circunferéncia gue a esfera tem em comum com a su-
perficie cdnica

o plano ) que contém a circunferéncia anterior

o plano €, que contém a pardbola
2

Figura 1. |

i] A directriz d é a interseccio dos planos C; e C,. Preten-

b}

demos demonstrar que o ponto genérico da pardbola, P,
verifica a propriedade recordada em | (figura 2). Come-
¢a por ver uma propriedade das tangentes a uma esfera
tiradas de um ponto exterior. Para isso:

» Demonstra que, no plano, se PA e PB sdo tangentes
a uma circunferéncia C' em pontos distintos A e B,
entdo d(P, A) = d( P, B)

* Enuncia a propriedade correspondente para as tan-
gentes a uma esfera.

Olha agora o ponto genérico da pardbola, P, o foco Fa
geratriz PV e a esfera E.

* |dentifica duas tangentes a £ tiradas por P e os res-
pectivos pontos de tangéncia.

*  Aplicando a propriedade enunciada em a) completa
AP = s

* Tira por P uma perpendicular & directriz, seja D o pé
da perpendicular; uma paralela ao eixo do cone, seja
B o ponto interseccdo desta com o plano C|

= |dentifica os angulos a« — semi-abertura do cone (an-
gulo que a geratriz faz com o eixo) e 3— angulo que
o plano C, gue contém a pardbola faz com o eixo.

* Exprime PB em funcdo de a e da disténcia de Pao
foco, e PB em funcdo de 3 e da distdncia de Pa di-
rectriz.

O que podes concluir?

*  Atendendo a que, como jd viste, a excentricidade de
uma cdnica é cos 3/cos a e a excentricidade de uma
pardbola é 1, completa

71 T [ ——— d( P, directriz)

* Entdo as curvas obtidas pelo método do jardineiro e
como seccdo de uma superficie conica sd3o as mes-
mas?
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Ficha 5

| [Ponto recta

[[¥inco] P14

[|Ponta Tangéncial

[Pario]

- ’

" Mediatriz

Temos ainda duas questées por resolver:

I Mostrar que a curva obtida como envolvente de uma fa-
milia de rectas é a mesma que a tracada recorrendo ao
método do jardineira,

2. Encontrar uma justificacdo para a propriedade reflectora
da pardbola.

Proponho-te que as resolvas recorrendo ao uso do
Sketchpad,

. Abre o ficheiro Parabl. Nele tens uma recta r e um pon-
to A que ndo |he pertence. Faz sucessivamente click sobre os
botdes: Ponto recta: Vinco.

E em seguida arrasta Psobre a recta. Acabas de encontrar
mais uma vez a pardbola como envolvente de uma familia de
rectas. Para verificares que € a curva obtida com o método
do jardineiro recorda a propriedade caracteristica deduzida
desse tracado. ’

A pardbola € o lugar geométrico dos pontos do plano tais
g [ S ORE A

Em seguida faz sucessivamente click sobre os botdes: Pon-
to Tangencia; Parabola. _

Figura 1. Parab1

Apaga os tragos, arrasta P; sobre a recta e constata que:
* afamilia de rectas obtida envolve a pardbola;

* o ponto de tangéncia T} é o ponto corrente da pardbola.

Identifica o foco e a directriz da pardbola e traduz por uma
expressdo, a ser verificada por T}, a propriedade caracteris-
tica da pardbola. Procura por dltimo assegurar a sua verifica-
¢do. Para isso:

* Tem em atencio que:
Py é um ponto da recta r

O vinco feito para fazer coincidir A com P, intersecta o
eixo da pardbola no ponto I,

O ponto de tangéncia T foi marcado de modo que T}

estd sobreovincoe Ty A =1 A
* Identifica o quadrildtero [T} P I A].

* Procura assegurar a expressdo a ser verificada por 17.
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Figura 2. Parab2

Directriz

A T

Raio incidente

| [vectares velocidade]

|

Bissectti \
| % Raio reflectido
. ||Angulos| /'l 3
| £ 4 [
Foco  Eixo
‘Tangente

L. Abre o ficheiro Parab2. Nele tens uma pardbola, os seus
foco, directriz e eixo, um raio incidente, o ponto de incidén-
cia I e o respectivo raio reflectido. Arrasta o ponto I sobre a
pardbola. Como vés o sketch ilustra a experiéncia que efec-
| tuaste na exposicao Matemdtica Viva com o bilhar parabdlico
I — colocada a bola em qualguer ponto da mesa e lancada em
direccdo a tabela curva, paralelamente as laterais (paralela-
mente ao eixo), a bola caia no buraco (foco).

Se a pardbola for espelhada estds perante uma propriedade
tua conhecida da Optica — Quando um raio incide sobre
um espelho o dngulo de incidéncia 1 e o dngulo de reflexdo
2 s3o iguais (figura 3).

O dngulo de incidéncia/dngulo de reflexdo é o angulo forma-
do pelo raio incidente/raio reflectido com a tangente ao es-
pelho no ponto de incidéncia (se o espelho for plano com o
proprio espelho).

Entdo encontrar uma justificacdo para a propriedade re-
flectora da pardbola € encontrar uma justificagdo para a igual-
dade dos dngulos de incidéncia e reflexdo. Para isso:

ﬂ] Procura a tangente & pardbola no ponto I,

: Tendo presente que em Fisica, a direcgdo do movimento
de um corpo, em cada ponto da sua trajectdria, € definida
pela tangente a trajectdria nesse ponto procura a direc-
gao do movimento do ponto L

Arrasta o ponto I sobre a pardbola e repara que & medida
que se afasta do foco se afasta também da directriz.

Faz click sobre o botdo Vectores velocidade

Tens agora exemplificados os vectores velocidade de
afastamento do foco, Vs, e afastamento da directriz, V7.
Repara que atendendo a que d(I, foco) = d(1, directriz)
o afastamento do foco e o afastamento da directriz é fei-
to @ mesma velocidade.

Ora o movimento do ponto I € a resultante dos dois mo-
vimentos anteriores, logo definido pela soma dos vecto-
res V7 e V.

Como determinas essa somal
Faz agora click sobre o botdo Bissectriz

Ficaste com a direc¢do do movimento do ponto 1, tan-
gente a pardbola no mesmo ponto.

h] Faz click sobre o botdo Angulos e
* identifica os dngulos de incidéncia e reflexdo;

* procura assegurar a sua igualdade.

2 |

Espelho plano

Figura 3.
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As origens exactas da teoria das seccdes cénicas s3o um tan-
to ou guanto nebulosas, mas parecem estar ligadas ao proble-
ma da duplicacdo do cubo.

Q célebre problema da duplicacio do cubo teve origem
na Grécia Antiga e é também conhecido por problema de
Delos. e :

Diz a lenda que uma delegacio da cidade de Atenas des-
locou-se ao ordculo em Delos para perguntar como poderia
ser combatida a peste que dizimava a cidade.

Ainda segundo a lenda, o ordculo respondeu que o aftar
de Apolo, que tinha forma cubica, deveria ser duplicado.

Os atenienses terdo construido um novo altar com o do-
bro da aresta, mas daf resuftou um cubo oito vezes maior ...
e a peste ndo foi eliminada.

l. Identifica o erro cometido pelos atenienses e encontra a
solucdo correcta do problema da duplicacio do cubo,

O problema permaneceu para além da lenda e consistia em
determinar, geometricamente, a medida da aresta de um cubo
que tivesse o dobro do volume de um cubo dado,

Hipderates de Quios (séc.V A.C.) esteve entre os primei-
ros a atacar o problema, Descobriu que o problema pode ser
resolvido com dois meios proporcionais entre dois nimeros
a e 2a, ou seja com a determinacio de dois ndmeros x e y
verificando a condicio

L. Verifica que se for ¢ a aresta do cubo dado, z serd a ares-
ta do cubo de volume duplo,

Para isso completa:

e resolve o sistema das duas equacBes,

Como vés a solucdo do problema com Hipdcrates de Quios
estd na interseccdo de duas curvas, hoje por ti conhecidas
COMIS st

Como obrer essas curvas?
Estamos no séc.V A.C. e os gregos dispSem apenas de dois
processos para obter curvas:

— Composicdo-de movimentos uniformes
— Interseccdo de superficies geométricas conhecidas

56 mais tarde, séc. IV A.C,, Menecmo descobre uma famflia
de curvas, das quais aquelas duas fazem parte, cortando um
cone circular recto por um plano perpendicular a uma gera-
triz. Os diferentes tipos de curvas eram obtidas consoante a
abertura do cone.

Cerca de um século e meio depois Apolénio na sua obra
prima As cdnicas mostrou que de um Unico cone podem ser
obtidas todas as trés espécies de seccdes cénicas, simples-
mente variando a inclinagdo do plano da seccio. Aqui tens as
secgdes conicas tal como as estudaste.

3. Recorda mais uma vez como se podem obter as trés c6-
nicas a partir de um Unico cone circular recto.

e N T R L L r T T —

llofas

L. As fichas correspondentes s apresentadas para a elipse e a hipérhole, podem ser encontradas na pagina do Pavilhio do Conhecimen-
to-Ciéncia Viva em Projectos — Pencil. Uma vez aqui basta aceder aos links: mais — materiais produzidos.

2. Asanimagdes em flash podem ser encontradas na pagina do Atracror em
www.atractor.pt/stereoP/imgs/icons/menus/outros-flash.htm e WWW.atractor.pt/stereoP/descri/candeeiro-net.htm

3. Os ficheiros Parabl e Parab2 estio disponiveis na revista on-line.

Manuela Ribeiro
E53 Padre Anfanio Vieira
Grupo de Trabalho de Geometria da APM
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s TIC e @ Geometria na aula de Matematica: quatro festemunhos

Infroducao

Os artigos e estudos de inovagdo e investigagdo sobre a in-
tegrac@o das TIC no ensino e aprendizagem da Matemdtica,
tém vindo a crescer em quantidade e na diversidade de abor
dagens e apontam, de um modo geral, beneficios acerca do
seu uso. No entanto, a literatura reconhece simultaneamente
que a integragdo nas praticas da sala de aula caminha a um
ritmo muito vagaroso. Assim, para a presente Revista temdtica
da Educacdo e Matemndtica, fomos pedir alguns testemunhos
a um conjunto de quatro professoras do ensino bésico e se-
cunddrio, sobre usos recentes gue fizeram de software para
computadores, particularmente indicado para a abordagem
da Geometria,

Os limites do espago disponivel, levaram-nos a cortar al-
gumas partes e, para tornar a leitura mais coerente, optdmos
por ir organizando as questdes em trés sec¢des, a0 mesmo
tempo que as palavras das professoras as vio ilustrando, Ter-
minamos com uma pequena sintese e uma breve leitura das
alteracoes curriculares anunciadas para o ensino bdsico,

As professoras de Matemdtica que contribuiram para
este artigo foram, a Margarida Rodrigues (MR), professora
do OND da EB 2,3 de Bocage — Setubal, actualmente requi-
sitada na ESE de Setudbal, a Isabel Gorgulho (IG), professora
do QND da Escola Bdsica 2,3 de Arangués — Setuibal, a Ma-
ria Jodo Vieira (MJV), professora de do QND da Escola Se-
cunddria de Santo André — Barreiro e a Elvira Santos (ES),
professora do QND da Escola Bisica 2, 3 de Alvaro Velho
— Lavradio.

Que TIC, em que femas e que potencialidades?

Quando falamos das TIC, estamos a referir-nos as folhas de
cdlculo, as calculadoras gréficas, aos Ambientes de Geometria
Dindmica (AGD), aos CAS (Computer Algebric Systems) e a
aplicacdes especificas, como alguns applets, para a abordagem
de conceitos de matemdtica. No entanto, as experiéncias a
seguir descritas centram-se exclusivamente no uso dos AGD,
em particular, no Geometer’s Sketchpad.

Os temas de Geometria envolvidos nestas experiéncias
sao: tridngulos e soma das amplitudes dos angulos internos de
um tridngulo (5% ano); quadrildteros (6° ano); decomposicao
de poligonos, relagdes entre angulos verticalmente opostos e
angulos de lados paralelos (7° ano); lugares geométricos e se-
melhanga de tridngulos (8° ano); relacdo entre as amplitudes
do dngule inscrito e do dngulorao centro e arcos correspon-
dentes (9° ano); estudo das isometrias (9° ano).

A experiéncia da Margarida Rodrigues em sala de aulg,
leva-a a "realcar as potencialidades de programas de geo-
metria dindmica, como o Cabri ou o Geometer's Sketchpad'
(GSP), ac nivel da melhoria das aprendizagens e na promogio
da compreensdo matemdtica” (MR). Usando o GSP, a Isabel
Gorgulho propés-se investigar, entre outras coisas, “de que
modo este AGD facilita a exploracio de tarefas de cardcter
exploratério e investigativo e quais as suas potencialidades
ao nivel da aprendizagem da geometria, nomeadamente de
que forma os alunos descobrem propriedades geométricas
e como € que essas descobertas facilitam a compreensdo de
propriedades e relagdes geométricas” (IG).

& Maria Jodo Vieira, assume-se como uma fa do GSE por
védrios motivos, mas “pelo facto das construgBes ndo serem
imediatas, porque € preciso ter conhecimentos elementares
de Geometria para poder construir alguma coisa e pelas po-
tencialidades de exploracdo de conexdes entre a Geometria
e outros temas da Matemdtica” (MJV).

Finalmente, a Elvira Santos “incluiu a utilizacio do GSP
quando do estudo da circunferéncia inscrita e circunscrita
num tridngulo, no sentido de diversificar as experiéncias de
trabalho dos alunos. As caracteristicas deste software dd aos
alunos a possibilidade de experimentar, de uma forma rapi-
da para muitos casos e assim construir relacdes que de outro
modo, concretizada no papel com instrumentos de desenho,
demoraria muito tempo” (ES).

0 trabalho dos alunos na sala de avla

A Margarida refere que,“no 5° ano de escolaridade, as turmas
envolvidas deslocavam-se & sala dos computadores e podiam,
por exemplo, chegar, por si 56, & propriedade relativa & soma
das amplitudes dos dngulos internos de um tridngulo, O re-
curso as ferramentas de medicdo e de cdlculo do Sketchpad,
associado ao facto de o dinamismo do programa permitir
uma grande variagao de tridngulos, leva a que as propriedades
matemadticas surjam como aquilo que se mantém constante
no meio de tudo o que varia. Trabalhei ainda com turmas de
87 ano e 9° ano, em parceria com outra colega titular das re-
feridas turmas, em diferentes anos lectivos. No 8° ano, o tra-
balho incidiu nos lugares geométricos, com o Cabri, e no 9°
ano, incidiu essencialmente na descoberta da relaciio entre as
amplitudes do angule inscrito e do dngulo ac centro, e arco
correspondente, bem como no estudo das isometrias, com o
Sketchpad” (MR). _

O projecto de intervengio da Isabel incidiu em duas tur-
mas, uma de 6° e outra de 7° ano é para o seu desenvolvi-
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mento foram construidas tarefas de cardcter exploratério e
investigativo. “Os alunos participantes nunca tinham utilizado
o GSF ndo estavam habituados a desenvolver este tipo de
actividades para além de que nao era usual elaborarem rela-
tdrios, o que originou, no inicio, alguma dispersao até encon-
trarem um método de trabalho. Foram aplicadas quatro ta-
refas ao grupo do 6° ano e cinco tarefas ao grupo de 7° ano.
Na resolugdo das tarefas propostas, os alunos desenvolveram
conceitos relacionades com os tridngulos e os quadriléteros.
O grupo do 7° ano trabalhou ainda a decomposicio de po-
ligonos e as relacdes entre dngulos verticalmente opostos e
angulos de lados paralelos.

A actividade dos alunos passou pela construcio de algu-
mas figuras, pela medicao, pela manipulago, pela identificacio
de propriedades e relacdes geométricas e pela verificacio
das descobertas. Todo este processo se baseou na discussio
de ideias entre pares e na formulagio de hipSteses, até che-
garem a uma conclusdo, que foi apresentada por escrito em
forma de relatdrio.

Em todas as tarefas era solicitada a descoberta de pro-
priedades e relacdes geométricas. Os processos utilizados pe-
los alunos na procura de regularidades foram os usuais em
Ambientes de Geometria Dindmica, como sio a visualizacio
e a manipulagdo, processos estes que, por vezes, se comple-
mentaram" (IG).

A Maria Jodo trabalha hd muito tempo com os alunos,
com este software [GSP], onde “desenvolvem trabalho de in-
vestigacdo e exploracdo, quer a partir de construcdes previa-
mente elaboradas, quer pela criacdo das suas préprias cons-
trucBes, e dentro das condicionantes que todos sabemos e

contra as quais lutamas, como a escassez de material informé-
tico, o elevado ndmero de alunos nas turmas, etc.

No dltimo ano lectivo, por uma série de felizes coincidén-
cias consegui condicBes especiais de trabalho: um laboratério
equipado com |0 computadores e uma turma com reduzi-
do nidmero de alunos (treze), com a qual tem sido feito um
trabalho regular em contexto de sala de aula, Esta turma, do
ensino bdsico, é de percurso alternativo iniciado no 8° ano e
terminard no final deste ano lectivo e aposta num curriculo
rico em Geometria. Os alunos trabalham em pares e apenas
um trabalha sozinho, por opgio, Todos os temas da Geome-
tria foram leccionados recorrendo a actividades exploratérias
e de investigacdo e utilizando o computador;, com o GSP mas
também com a exploragao de applets interactivos para o en-
sino, existentes em sitios como, por exemplo, o luminations?,
do NCTM.

E um facto que a opgdo por esta metodologia de traba-
Iho em sala de aula se deveu ao facto dos alunos, devido ao
seu percurso formativo, ndo estarem minimamente motiva-
dos para a aprendizagem, nomeadamente da Matemética e
por revelarem muito pouca autonomia em relagio s tarefas
de aula, factor este que poderia ser, de alguma forma, impedi-
tivo do sucesso desta abordagem.

ApGs ter sido estabelecida a metodologia de trabalho a
adoptar durante as aulas, que passou pela existénda de um
pequeno manual de instrucdes do software e um guido de
trabalho para cada tarefa, parti para a primeira experiéncia
gue se revelou uma agradavel surpresa. No' final da primeira
aula, os alunos tratavam por tu os comandos e os, menus e ti-
nham conseguido concretizar todas as tarefas propostas —
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sobre semelhanca de tridngulos, em menos tempo que o que
lhes era proposto; tendo realizado, inclusive, apresentacdes
espontdneas dos seus resultados” (MJV).

A Elvira trabalhou com uma turma de 24 alunos do 9°
ano, num bloco de 90 minutos. “A turma organizou-se em
6 grupos de trabalho de 4 alunos e cada grupo tinha ao seu
dispor um computador portdtil, o GSE um guido elaborade
pela professora e os habituais elementos de trabalho numa
aula, como o caderno, elementos de escrita e o manual esco-
lar (...) O trabalho desenvolveu-se com os alunos a seguirem
um conjunto de instrugdes que lhes permitiu usar os menus
do GSF primeiro, para desenhar um tridngulo, seguido do tra-
cado das bissectrizes dos seus dngulos internos e posterior-
mente a circunferéncia inscrita nesse tridangulo. Apds a cons-
trucdo deste lugar geomeétrico, os alunos foram convidados a
observar a construcio obtida, descrever as suas caracteristi-
cas e a arrastar a figura para verificar as condicdes desse lugar
geométrico. Posteriormente repetiram o processo, mas desta
vez com a utilizacdo das mediatrizes dos lados de outro tri-
angulo que deu origem a construcdo de uma circunferéncia
circunscrita,

Depois de terminadas as construcdes e as experiéncias
necessarias o guido incentivava os grupos a pesquisarem no
manual os nomes adequados para o ponto de encontro das
bissectrizes, mediatrizes, bem como para as duas circunferén-
cias construidas’ (ES).

floumas ‘leituras’ e conclusdes

Segundo a Margarida, o seu trabalho pode resumirse assim:
“Em todos estes casos, ¢ facto de as propriedades no domi-
nio da geometria surgirem como sendo descobertas pelos
préprios alunos, e ndo ditadas externamente pela professora
como algo consumado que os alunos apenas terdo de acredi-

tar como certo e verdadeiro, contribui fortemente para que
essas mesmas propriedades sejam mais facilmente interioriza-
das pelos alunos, pois tornam-se especiamente significativas,
dada a experiéncia vivida. Lembro-me, em particular; como
os alunos daquela turma de 9° ano, com manifestas dificulda-
des a Matemdtica, se apropriaram tdo bem da relacdo entre a
amplitude do angulo inscrito e a amplitude do dngulo ao cen-
tro, e também do arco correspondente, ao trabalharem com
o Sketchpad. E todavia, este € um assunto que geralmente os
alunos tendem a confundir” (MR).

J& a Isabel referiu que "o processo desenvolvido pelos alu-
nos constou de uma primeira fase de identificacdo das regu-
laridades mais evidentes. Numa fase posterior, identificaram
regularidades que sobressafram com a manipulagdo, Verifica-
-se no entanto que a passagem para esta segunda fase teve
de ser, por vezes, incentivada.

Os alunos utilizaram a potencialidade do software, de ma-
nipular figuras para descobrirem propriedades que ndo eram
a partida evidentes através da visualizagdo, para verificarem a
veracidade de relagBes evidenciadas pelo feedback do progra-
ma e para validarem descobertas, apesar de esta dltima nao
se verificar em todas as tarefas. De uma forma geral pode-se
afirmar que os alunos utilizaram a manipulagdo, essencialmen-
te, para testar ideias e descobrir propriedades e relacdes que
se apresentavam de uma forma explicita ou implicita.

Os alunos desenvolveram o estudo das propriedades geo-
métricas utilizando numa primeira fase a percepgdo natural
(visualizagdo), pdra identificar regularidades. Essas primeiras
descobertas convergiram para a conclusio final através de
um processo de relacionamento com os conhecimentos an-
teriormente aprendides e com a manipulaggo das figuras. O
desenvolvimento e consolidagdo de conhecimentos fizeram-
se através de um processo reflexiva” (IG).
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Para a Maria Jodo, “os resultados, ac nivel das competén-
cias adquiridas, foram além das expectativas. Estes alunos, em
determinados momentos, conseguiram ir fnais além do que
os outros que frequentavam o curriculo normal, estabelecen-
do conjecturas, procurando conexdes, relacionando proprie-
dades. Por outro lado, passaram a encarar a Matemitica com
outros olhos e surpreenderam-se muitas vezes com o facto
de Ihes dizer que sabiam muito sobre Geometria, que consi-
deravam muito dificil.

Uma aluna, das mais preguicosas e com mais dificuldades,
dizia no final do periodo, quando Ihes foi pedida uma reflexio
sobre as tarefas propostas:

"Eu gostei muito destds aulas, aprendi muito a fazer estes exerc-
cios com jogos no computador: Foi divertido e aprendemos ao
mesmo tempo. Aprendi mais este ano do que nos outros que s6
fazfamos fichas e era aborrecido”

Este ano continuamos e estendemos esta metodologia a ou-
tros temas e a outras aplicaces e esperamos obter o0 mes-
mo sucesso” (MJV).

A Elvira Santos, refere que “os alunos sio muito recepti-
vos 4 utilizagdo do computador na aula de Matemdtica e con-
seguem utilizar qualquer software com bastante facilidade, por
iss0, 0 desafio n3o acaba na aula e é pedida a elaboracio indi-
vidual de um relatério sobre a actividade que desenvolveram,
O relatdrio entregue através de correio electrénico foi pos-
teriormente comentado pela professora e reenviado ac alu-
no com a indicacdo de refazer ou colocd-lo no seu portefdlio,
Quando da recepcdo dos relatdrios alguns alunos registam o
seu prazer por este tipo de trabalho, como se pode ver pelos
registos de estes dois alunos:

"Gostei da maneira que aprendi porque trabalhar com o compu-
tador portdtil dd mais vontade de aprender’”

"Com a realizacdo destes exercicios que foram feitos no compu-
tador portatil usando o software (GSP) a aprendizagem da maté-
ria & feta de uma maneira mais simples e interessante.” (ES)

Em sintese

Estes testernunhos sobre o uso das TIC no ensino da Geo-
metria centram-se sobre os AGD, em particular; o GSP, o que
corresponde & ideia de que se trata do tipo de software mais
usado para a abordagem da Geometria, embora algumas ve-
zes complementado com o usc de applets ou de programas
como o Poly Pro®,

Os aspectos da aprendizagem da Geometria parecem ca-
minhar a par dos aspectos de motivaco, presentes principal-
mente em turmas com percursos escolares mais irregulares.

O software permite a realizacio de um grande niimero
de experiéncias e as tarefas exploratdrias e de cunho investi-
gativo sdo privilegiadas, também devido ao cardcter aberto e
dindmico da aplicagdo GSP e a propriedade do arrasto, procu-
rando as invariancias, ou seja, aquilo que permanece constan-
te entre tudo o que varia.

Também é reconhecido que a actividade dos alunos ndo
passa apenas pela manipulacdo individual dos objectos geo-
métricos que o software permite para visualizar conceitos,

descobrir propriedades e relagdes, procurando regularidades,
mas integra a discussio de ideias entre pares, a formulagio de
conjecturas e a procura de explicagdes ou a respectiva vali-
dacdo das conjecturas.

O trabalho de grupo € usado como forma de organiza-
¢do natural devido ac ndmero de equipamentos disponivel,
mas também para facilitar a interaccio entre os alunos.

Aqui, como em toda a actividade pedagdgica, o papel do
professor é essencial no tipo de propostas e desafios que faz
para promover a aprendizagem, na passagem das fases mais
intuitivas e de descoberta, para as da prova e para o registo
de conclusdes que permite sistematizar as descobertas “atra-
ves de um processo de relacionamento com os conhecimen-
tos anteriormente aprendidos e com a manipulacdo das figu-
ras’, nas palavras da Isabel, um processo reflexivo essencial
para a consolidacdo dos conhecimentos. O registo sistemati-
zado, normalmente sob a forma de relatdrio, permite prolon-
gar o desafio para além da sala de aula.

Finalmente, os resultados parecem também ser animado-
res, ao nivel das competéncias adquiridas que nalguns casos
superaram as expectativas, levando os alunos a estabelecer
conjecturas e a procurar relagdes e conexdes e a ver a mate-
mdtica com outros olhas.

O cardcter dindmico dos AGD convida 4 exploracio e 3
descoberta, implicando directamente o aluno numa apren-
dizagem pessoal que assim se torna significativa, assumindo
este, muitas vezes, uma postura de questionamento que ultra-
passa os aspectos mais directamente ligados com as tarefas.

No entanto, vdrios autores e também uma das professo-
ras entrevistadas, levantam questfes para reflexiio sobre a
oportunidade e as condi¢des para a introducio desta tecno-
logia, com vista a promover a aprendizagem. Por falta de es-
paco, voltaremos numa proxima revista a abordar o uso dos
AGD, mas agora incidindo sobre algumas limitacdes e cons-
trangimentos que se identificam,

Oue relacdo com as alteracdes curriculares que se avizinham?

Finalmente, fomos ver até que ponto a proposta de reajus-
tamento do programa de Matemdtica do Ensino Bdsico con-
templava ou sugeria o uso das TIC e, em particular; dos Am-
bientes de Geometria Dindmica, aqui referidos.

Nas orientacdes metodoldgicas gerals, a proposta aponta
para que, “ao longo de todos os ciclos, os alunos devem usar
calculadoras e computadores — usualmente designados por
Tecnologias de Informacdo e Comunicagio (TIC) — na rea-
lizacdo de cdlculos, na representagdo de informacio e na re-
presentacdo de objectos geométricos” (p. 10).

J& ao nivel do 2° ciclo, nas indicagdes metodoldgicas relati-
vas ao tema Geometria e Medida, refere-se que “é fundamen-
tal o recurso aos instrumentos de medida e de desenho (...)
bem como a utilizacio de materiais manipuldveis (...) e de
programas computacionais de Geometria Dindmica e applets.
A utilizacio destes instrumentos, materiais e programas com-
putacionais, favorece a compreensio dos conceitos e relagdes
geométricas, € um apoio importante na exploracio, andlise e
resoluciio de situacdes de natureza geométrica e permite de-
senhos e construcBes com um rigor adequado” (p. 39).
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Também nas indicagdes metodoldgicas para o tema Geo-"

metria, no 3° ciclo, sugere-se que “os alunos devem recorrer &

software de Geometria Dindmica, sobretudo na realizacio de

tarefas exploratdrias e de investigacdo (...) Tanto os recursos
computacionais como os modelos geométricos concretos per-
mitem desenvolver a intuicdo geométrica, a capacidade de visu-
alizacdo e uma relagdo mais afectiva com a Matemética” (p. 54),
o que vem na linha de alguns testemunhos acima relatados. Os
usos dos AGD que acima se descrevem através das palavras

Est af um novo Logo mullim@dia?!

O Logo da década de 80 caiu em desuso. Porqué? Porque
acompanhou o movimento de desencanto que atravessou as
linguagens de programacio! Porque o esforco que se exi-
gia em termos de conhecimento da linguagem, ndo revertia
necessariamente em aprendizagens ao nivel de conceitos da
matematica? Porque as potencialidades técnicas eram limita-
das e a sua apresentacdo visual perdeu face aos produtos mul-
timédia emergentes?

O que é certo € que a linguagem Logo vestiu novas rou-
pagens e surgiu com novos interfaces, de que o MicroWorlds
(versdo 2.03, LCSI, 1997) foi um exemplo e mais recente-
mente, o Scratch (um écran do programa, ver figura). De-
senvolvido pelo grupo de investigacdo Lifelong Kindergarten
do Media Lab do Massachussets Institute of Technology (MIT),
pode ser descarregado livremente no website do Scratch, em
http://scratch.mit.edu.

Nofas

das professoras, constituem uma ilustragdo concreta daquilo
que as novas propostas curriculares jd v8m reconhecendo,
ainda que de forma muito ténue.

Talvez valha a pena aprofundar o debate sobre o uso
da tecnologia no que respeita & valorizacio e melhoria das
aprendizagens dos alunos, identificando alguns constrangi-
mentos e limitagdes & sua real integracdo na sala de aula de
matemdtica e a sua expressdo, ainda pouce explicita, nos do-
cumentos de orientagio curricular,

Basicamente, o Scratch € constituido por uma drea de co-
mandos e duas dreas de trabalho: a drea de construcio de
procedimentos e a drea de grdficos. Os projectos construidos
com o Scratch, podem ser histdrias interactivas, animagdes, jo-
gos, musica, etc. Estdo presentes, agora numa linguagem orien-
tada a objectos, os vethos comandos do Logo, que permitem:
a deslocagdo e orientacdo de objectos, mudar a aparéncia
das formas, usar estruturas de controle, trabalhar com nime-
ros e varidveis e a utilizacdo de sensores. Depois pode publi-
car o seu projecto directamente na Web e partilhd-lo com o
mundo.

Sabemos jd de professores e alunos que estio a utilizar o
Scratch. No préximo nimero da Revista contaremos novida-
des sobre os contextos em que estd a ser Usado e as mais va-
lias que esses utilizadores véem nesta recente aplicacio. Se, por
acaso, estd a usar o Scratch, envie-nos, por mail, as suas ideias.

!

| Para mais informacdes sobre o GSR visite o site da Keypress (http://wwiw.keypress, com)

2 Veremhttp://illuminations.nctm.org/
3 VMerem http://www.peda.com/polypro/
Josg Duarte
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A Casio possui a linha mais completa e acessivel do mercado, perfeitamente adaptada ao
ensino em Portugal. Prestamos apoio constante a professores e escolas, através de varias
accoes técnicas e pedagoégicas do programa educacional CASIO.

Muito fina e
leve

CASIO fe- 98506

A

Yoo
by |

FX 9860G Slim

—

FX 9860G

- Grande Visor gréfico de alto contraste

- Meméria Flash 1.5MB + 64K Ram (modelo SD expande
meméria)

-Grande velocidade de processamento e Rapidez de calculo
- Graficos com diferentes tracados.

- Numero de fungdes 1025 , 286 das quais cientificas

- Ndmero de programas dependente da capacidade de

memoria
- 64 Kbytes passos de programagao
” - 1,5 Mbytes de meméria Flash Ram
BELTRAO . - Introdug&o de expressdes em formato Natural
COELH - Folha de calculo e E-Actividades
: o - Ligacédo a PC via USB incluida
Lisboa, Porto, Braga, Aveiro, Coimbra, -Linguggem em Portugués o
Santarém, Setubal, Evora, Faro, -Actualizacdo pela Internet — possibilidade de introduzir a
Funchal e Agores geometria

hitp:/fedu.beltraccoelho.pt
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Notas sobre o Ensino da Geomelria

Serd o infinito um ponto?!

Pedro Miguel Oliveira

Os niimeros e a geometria desde h4 muito que revelam se-
gredos comuns apesar de nem sempre os associarmos ou tra-
balharmos em conjunto. Por exemplo, far sentido explorar
geometricamente o inverso de um nimero real? Que rela-
Gdo terd com a inversdo de um ponto num plano? E que pro-
priedades terd a transformacio que faz corresponder a cada
ponto do plano o seu inverso? E sobejamente aceite que um
determinado nimero multiplicado pelo seu inverso ¢ igual
a um. E, além disso, se pensarmos na sucessdo dos nimeros
naturais esta tende para infinito, ao invés da sucessdo dos
seus inversos, cuja sequéncia tende para zero. Mas poderio
estas nogdes implicar algo de tho extraordindrio na procura
de propriedades geométricas!?

Jacob Steiner, no século XIX, produziu uma interessan-
te descoberta desenvolvendo uma geometria que, com a sua

gt Geomeltia da AR 70,

H ¢

v

prépria concepgiio devidamente alicergada, permitiu resol-
ver problemas que até entdo eram considerados irresoliveis
pela geometria de Euclides. Um desses exemplos é o proble-
ma das trés circunferéncias de Apoldnio que consiste na de-
terminaciio da circunferéncia (ou das circunferéncias) tan-
gente (ou tangentes) a trés circunferéncias dadas. Também
problemas de dificil resoluciio no dmbito da geometria eu-
clidiana puderam ser demonstrados de forma mais simplifi-
cada como foi disso exemplo o Teorema de Ptolomeu, em que
se afirma que o produto das diagonais de um quadrilitero
convexo inscrito numa circunferéncia € igual & soma dos
produtos dos lados opostos. Para melhor entendermos estes
e outros problemas Steiner deixou-nos entdo como legado
as bases da geometria inversiva que.nos tém levado numa via-
gem, onde se apresentam outras perspectivas sobre o que é
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Figura 1.

a geometria, combatendo mesmo preconceitos firmados de
defini¢Bes estanques que limitam a capacidade de explorar o
conhecimento.

Vamos comegar por ver a condi¢iio inicial necessdria ao
entendimento desta geometria no euclidiana:

Dada uma circunferéncia de centro em Q e raio r, dize-
mos que a inversdo € a transformacio que faz corresponder,
a cada ponto P do plano, diferente de O, o ponto P’ que
se encontra sobre a semi-recta OF e que verifica o facto de
OP x OP' = r2,

A inversdo pode entdo ser comparada como uma espécie de
reflexdo onde a chamada circunferéncia de inversdo funciona
como um eixo de reflexdio. Mas para melhor entender esta
transformacio, identifiquemos geometricamente as condi-

Os trifingulos rectingulos OPA e OB P’ sdo semelhantes logo

o Ui x0B=0PxOF
. PP 0B

Como OA = OB = r entdo

OP x OP' = 2.

ges que nos permitem obter a localizacio de um ponto in-
verso de um dado ponto, diferente de O (figura 1):

1. Desenhar a circunferéncia de inversdo de centro em O e
raio r;

2. Marcar um ponto Pe desenhar a semi-recta OP:

Passando por O, tracar a perpendicular & semi-recta OP
e assinalar os pontos A e B de intersec¢iio com a circun-
feréncia;

4. Tracar a semi-recta A Pe assinalar o ponto C| outro pon-
to que intersecta a circunferéncia;

5. Tracar a semi-recta BC}

6. Assinalar o ponto P/, inverso de P, que resulta da inter-
seccdo das semi-rectas OPe BC.

Através da construciio apresentada verifica-se que é possivel
transformar um ponto no seu inverso em quase todo o pla-
no. Mais, verifica-se que o afastamento de um qualquer pon-
to do centro da circunferéncia de inversio leva a uma apro-
ximagio do seu inverso desse mesmo centro e vice-versa.
Neste particular, o Ginico caso que requer uma atengio es-
pecial é mesmo o ponto O cujo inverso nio é possivel cons-
truir. Se intuitivamente entende-se que o afastamento de
um ponto P leva a uma aproximacio do seu inverso, ambos
relativamente ao centro da circunferéncia de inversdo, en-
tdo levanta-se a questdo: serd o infinito um ponto? A resposta
€ um convencional sim para que possamos estabelecer uma
transformagiio biunfvoca e assim a inversdo ser uma verda-
deira transformacio geométrica segundo a definiciio mais
usual (ver, na mesma secco desta revista, o artigo de Rita
Bastos, Transformagdes Geométricas). Assim, ampliamos o
plano euclidiano com um ponto (£2), que designamos por
ponto do infinito, obtendo entio o chamado plano inversivo.
A inversdo torna-se entdo numa transformacio definida em
todo o plano e com valores em todo o plano, convencionan-
do-se que o transformado do centro da circunferéngia de in-
versdo, (J, é o ponto €2 e o transformado de €2 é o ponto O.
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Figura 2. Inversiao

Destaque-se aqui a possibilidade que a geometria nos ofere-
ce de criar e recriar uma teoria que, apesar de uma aparente
lacuna, com o simples acrescento de um ponto passa a ser
sempre vilida. O leitor podera ver uma situacio semelhan-
te a esta na geometria projectiva, onde uma recta é a solu-
Gdo necessidria para se poder construir uma projeccio sem
limitagGes.

Estamos agora em condicBes de enunciar um conjunto
de resultados que permitem descobrir e construir a geome-
tria inversiva, Contudo desafiamos o leitor, caso seja possi-
vel, a acompanhar esta descoberta usando em paralelo um
programa de geometria dindmica, como por exemplo o The

Geometer’s Sketchpad.

e A inversio é uma transformacio que faz corresponder a

cada ponto do exterior da circunferéncia um ponto do
interior da mesma e vice-versa.

® O transformado pela inversdo de uma recta que passa
pelo centro da circunferéncia de inversio é a prépria
recta.

!

o

\\ i

OB/o
\ G |
\1. Al

/
4

‘\\“ /
‘x_‘___‘
“-“"‘"-_._‘_______._-

O transformado pela inversio de uma recta que nio pas-
sa pelo centro da circunferéncia de inversio é uma cir-
cunferéncia que passa por esse centro. Além disso, o seu
didmetro que parte de O é perpendicular a recta consi-
derada.

Assim, um segmento de recta é transformado, pela in-
versdo, ou noutro segmento de recta ou num arco de cir-
cunferéncia, conforme a sua recta suporte passe ou nio
pelo ponto O.

Rapidamente se pode verificar que a inversio nio pre-
serva as distAncias logo ndo é uma isometria.

O transformado pela inversio de uma circunferéncia
que ndo passa pelo centro de inversio O é uma outra
circunferéncia que também ndo passa por O.

Uma circunferéncia ortogonal & circunferéncia de in-
versdo é transformada pela inversio nela mesma (duas
circunferéncias sdo ortogonais se as tangentes nos pon-
tos das suas interseccdes formam Angulos rectos).
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Figura 3.Inversdo de tridngulo

* A inversdo ¢ uma transformagio conforme, ou seja, pre-
serva os Angulos, contudo inverte o seu sentido. Particu-
larmente, se duas circunferéncias sio tangentes entdo as
suas inversas também o sdo e o mesmo se passa relativa-
mente A ortogonalidade.

Com base nestes resultados podemos agora explorar um
conjunto de desafios com diferentes graus de dificuldade.
Por exemplo: Como serdo as figuras transformadas, pela in-
versdo, de um tridngulo equildtero ou de um quadrado? Que
efeito geométrico terd a inversdo de uma pavimentagio de
trifingulos que se encontre no exterior da circunferéncia de
inversdo! Conseguird o leitor encontrar a solucio do pro-
blema das trés circunferéncias de Apoldnio? E do Teorema de
Prolomeu?

As potencialidades que a inversdo oferece sio alarga-
das e ndo se limitam apenas 4s construcdes geométricas no
plano inversivo. A projeccio estereogrifica ou os nimeros
complexos também se relacionam de forma directa com a

0O

inversdo. Como tal convidamos os leitores, em particular os
professores, a descobrir e a explorar a inversdo. E, para estes
tltimos, porque nfo tentar trabalhar algumas nogdes e pro-
priedades da inversdo em sala de aula e, em conjunto com
os alunos, conjecturar, negar ou validar resultados? Serd que
geometrizar com temas pouco vistos e trabalhados ndo serd
importante para estimular e formar o aluno na procura da
formalizacio de conceitos e propriedades geométricas!...

Nofas
1 Para melhor acompanhar este artigo pode fazer download dos
ficheiros de Sketchpad disponibilizados na revista on-line.

2 Pode ainda consultar as paginas:

http://www.atractor.pt/mat/inversao/index.html
http://whistleralley.com/inversion/inversion.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Inversive _geometry
http://www.mat.uab.es/departament/Varis/material/
inversions.pdf

Pedro Miguel Dliveira
Grupo de Geomelria da APH
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Encontros

XVII Enconfro de Investigacdo em Educacdo Matematica

fis Tecnologias e a Educacdo Matemafica

Este encontro, promovido pela Seccdo de Educagdo Matemdtica da SPCE, realiza-se
em 19 e 20 de Abril de 2008, em Vieira de Leiria — Praia. Os conferencistas convi-
dados confirmados sio Collete Laborde (Univ. Joseph Fourier, Fr), Kenneth Ruthven
(Univ. €ambridge, UK), e Jodo Filipe Matos (DEFCUL). Prevé-se o funcionamento
de trés grupos de discussio, sobre as seguintes tematicas:

* Calculadoras no ensino e aprendizagem da Matematica
¢ Software no ensino e aprendizagem da Matemdtica
« A lnternet no ensino e aprendizagem da Matemdtica

O prazo de inscricdo € |4 de Margo de 2008 e a submissdo de comunicacdes deve
ser feita até 25 de Fevereiro de 2008. Para mais informacdes, \{!'si'te

http://www.esel.ipleiria.pt/eiem2008/

v -2
213 4 FEV 2008

7 7 wmil em
Estudos da Crianga

Infancins Possiveis
Mundps Reads

| Congresso Infernacional em Esfudos da Crianca

Infancias Possiveis. Mundos Reais

Nos dias 2,3 e 4 de Fevereiro de 2008, o Instituto de Estudos da Crianca promaove
a realizacdo do | Congresso Internacional em Estudos da Crianca, em Campus de
Gualtar, Universidade do Minho. Para mais informacdes, consulte

http://ciec.iec.uminho.pt/

‘The Sth International Canferancn on
Mathematics Education and Society
Aibatnied, Pertugdl, Fobrasp (46 Bl 3080

5th Mathematics Education and Society
Conference

Este Congresso, promovido pelo CIE
— Centro de Investigagio em Educa-
¢do da Faculdade de Ciéncias da Uni-
versidade de Lisboa realiza-se entre 16
e 2| de Fevereiro de 2008 no Hotel
Baia Grande, Albufeira, Portugal, Para
mais informagdes, consulte

http://www.mes5.learning.aau.dk/

i

5th Internaional Colloguium on the
Didacfics 0f Marhematics

Realiza-se em Creta, Grécia, entre |7
e |9 de Abril 2008, Para mais informa-
cbes consulte

http://waw.edc.uoc.gr/
S5colloguium
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ICME 1 ].’\ulex]cn 2008

Efucation

ICME 11 — International Congress on
Mathemafical Education

Realiza-se em Monterrey, no México, de
6-13 Julho de 2008. Para mais informa-
¢Bes, consulte http://icmell.org/

s

%
t‘

FAERARROX

|
PME32 & PME-NA30 Mexico

Realiza-se em Morelia, Michoacdn, Me-
xico,de 17-21 Julho 2008. Para mais in-
formagoes visite http: //igpme.org/

YESS 4 — 4th YERME Summer School for
Young Researchers in ERME

Realiza-se em Trabzon, Turquia, entre
18-24 Agosto, 2008. Mais informacoes

em http://yessd . ktu.edu.tr




iPM — 2008

Modalidades de associado, precas de quolas e de assinaturas das revistas

A Associacdo de Professores de Matemdtica (APM) € uma instituigiio de utilidade piiblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemitica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matemtica, promovendo actividades de dinamizacio pedagégica, formagio, investigacio e intervenciio na polftica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matemitica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgagiio e utilizaciio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direifos

Publicacaes periodicas

Todos os associades tém direito aos cinco nidmeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica ¢ ao boletim informativo
APMinformagao. Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagies no nosso portal, todos os ou-
tros terdo direito também a receber pelo correio as edi¢des impressas. Todos os associados poderio usufruir de preco especial na
assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisigio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicao de materiais, exposicdes ou ouiro3 recursos
Todos os associados poderdio ainda requisitar materiais, publicagdes, exposigdes ou outros do Centro de Recursos.

Ourros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terfio ainda acesso aos contetdos privados do portal da APM na Internet, beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituigdes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educaciio, Associagtes da Federacio Iberoamericana das Sociedades de Educagio Matematica, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, participar da vida da associagiio através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou por ou-
tras formas e divulgar o seu trabalho através da APM.

fissociados instifucionais
Os associados institucionais terfio ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Preco da quota anual em 2008

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 50,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 70,70 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 65,50 €
@-sécio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 86,20 €
Residente no estrangeito 53,50 €

Para efectuar a sua inscrigiio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no endereco http://www. apm.pt

Rssinafuras das revistas para 2008

Educagdo e Matemdtica

(inclui actas ProfMat) Quadrante

Portugal 1150 €

Sécio individual
Estrangeiro 14.70€
Portugal 2230€
Instituighes 38,00 €
" Estrangeiro 26,70 €







