Eﬂucacﬁu%remﬁrica

Revista da Associacdo de Professores de Matemalica

2005

85

B Novembro << Dezembro Preco 7.50€

Periodicidade << 5 niimeras por ano




r

«
=
=
O
Q

ficha t

EDUCACAQ E MATEMATICA

Directora
Subdirectora
Redacgio

Colaboradores Permanentes
Matematica

Tecnologias na Educagdo Matemadtica

O problema deste ndmero

A matemdtica nos primeiros anos
Histdria e Ensino da Matemdtica

Educacao

Capa Anténio Margues Fernandes
Paginacdo Gabinete de Edicdo da APM
Entidade Proprietaria

Assaciacio de Professares de Matemdtica
Rua Dr, Jodo Couto, 27-A, 1500-236 Lisboa

Data da publicacio Novembro 2005

Tiragem 4000 exemplares

Periodicidade

Jan/Fev, Mar/Abr, Maifjun, Set/Out e Nov/Dez

Impressao

Gréfica Torriana

Fonte Santa, Paul
2580-250 Torres Vedras

Deposito Legal n® 7201 1/93
Registo no ICS n° 2405

Porte Pago

Sabre o nimero temafico

Este nimero da revista tem por tema Nimeros e Algebra. £ um tema
que considerdmos muito interessante mas diffcil,

Conviddmos Jaime Carvalho e Silva, professor na Universidade de
Coimbra, para nos ajudar a pensar no tema e a planear esta revista
tematica.

S0bre @ capa

A capa deste ndmero poderia denominarse A batalha do pi. Inicialmen-
te foram colocadas sobre um plano 100 repeticdes de uma mesma fi-
gura bdsica, formando uma matriz de 10 x 10.Usaram-se entdo os 300
primeiros digitos da expansdo decimal de 7, agrupados em sequéncias
de trés para obter uma matriz de rotacdes igualmente 10 x 10. Cada
triplo na posicao (i, j) desta matriz determina uma rotacio espacial da
copia do objecto basico na posicao (1, j) da matriz das cépias. O resul-
tado € esta mistura de caos e regularidade, (lembrando a famosa for-
macao militar, em quadrado, consagrada pelos romanos) que no fundo
traduz graficamente a dificuldade de caracterizar regularidades na ex-
pansio decimal do nimero 7.

finfanio M. Fernandes

Neste nimero lambém colaboraram

Ana Matos, Antonio Fernandes, Anténio José Mendes, Cecilia Monteiro,
Eduardo Veloso, Elvira Ferreira, Elza Santos, Fitima Mendes, Hélia Pinto,
Hugo Menino, lsabel Rocha, Isabel Vale, jodo Pedro da Ponte, José Ma-
nuel Duarte, José Manuel Matos, Lufs Rels, Manuel Lagido, Maria José
Costa, Marta Pratas, Neusa Branco, Nisa Figueiredo, Paula Botas, Teresa
Lucas, Teresa Pimentel.
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N1m3r0s para fodos

Jaime Carvalho e Silva

Os nimeros niio mentem, diz um conhecido provérbio popu-
lar. De facto, os ntimeros tém assumido, aos olhos de todos,
um papel fundamental na vida quotidiana. Quem sabe lidar
bem com os nimeros tem uma vantagem consideravel.

Lamentavelmente esta vantagem muitas vezes nio é re-
conhecida; ainda recentemente, um conhecido editorialis-
ta politico, a propésito de uma falha informdtica dos ser-
vicos da Seguranga Social exasperava-se deste modo: “j4
nem nos sobressaltamos por perturbarem com regularidade
as nossas vidas. Afinal, a informatica é coisa esotérica de es-
pecialistas que, para mais, lembra ... matemdrica.” Néo s6
a informadtica €, tal como a Matemadtica, um conhecimento
essencial nos nossos dias que estd muito longe de ser univer-
sal, como esta pedra maldosa atirada & Matematica faz com
que seja especialmente complexo lutar contra dificuldades
seculares que, ndo sendo sempre as mesmas, ndo se podem
ignorar.

Segundo se conta, no século XV os alemaes precisavam
de ir para uma universidade italiana para aprender a multi-
plicar e a dividir pois na Alemanha s6 se aprendia a somar
e subtrair. E em Itdlia aprenderiam provavelmente a multi-
plicar pelo método da gelosia e a dividir pelo método do ga-
ledio e aprenderiam a usar o dbaco. Hoje, a Aritmética e a
Algebra sio muito diferentes, j4 ndo se usa a numeracio ro-
mana, as letras sdo elegante e eficazmente usadas como vari-
dveis, a calculadora veio substituir o 4baco e, pelo menos na
sua vertente elementar, nio sdo ensinadas na universidade.
Contudo as dificuldades do seu ensino no serdo menores e
as dores de cabega dos alunos néo serfio certamente menos
agudas.

Os Numeros, o Ciélculo e a Algebra desempenham um
papel fundamental no curriculo e sdo dreas bésicas para mui-
tas outras como as Fungdes, a Estatistica ou a Geometria
Analitica. Na revista que tém nas maos encontrario exce-
lentes estimulos para reflectir e tentadores convites para co-
nhecer, desde o desenvolvimento do sentido do nimero até
ao estudo das fracgdes, desde o lugar da Algebra no curricu-
lo até as dificuldades recentes e menos recentes dos alunos
portugueses, desde a Algebra do tempo de Al-Khwarizmi até
aos desafios mais recentes da tecnologia com o cilculo algé-
brico simbélico. Parece-me assim que, se o ensino da Arit-

mética e da Algebra nio é fécil, ndo hd razoes para que o
nio consigamos efectuar em condicGes satisfatérias.

Nos diversos textos aparecem propostas importantes
que, independentemente de concordamos ou niio com elas
a priori, deveriam ser estudadas com especial atenciio. Na
impossibilidade de as apresentar todas, chamo a atenciio
para as seguintes: ensinar dlgebra de forma contextualizada,
estimular os alunos a usar os seus recursos intuitivos na reso-
lugdo de problemas, desenvolver uma visdo mais estrutural
das expressdes algébricas usando a tecnologia, estudar mui-
to cedo padrdes como preparagio para o estudo da élgebra,
estudar fracgtes logo no 1° ciclo. Em dois dos textos chama-
se ainda a atencfio para a necessidade de perceber melhor
como proporcionar aos alunos o desenvolvimento de aspec-
tos mais elaborados do pensamento algébrico e de reflectir
mais sobre o papel da Algebra no curriculo.

Permitam-me uma observacio paralela: ao folhear-
mos as pdginas desta revista, ainda por cima quando sdo
dedicadas apenas a um tema, o dos Niimeros e da Algebra,
reparamos que um professor precisa de dominar um vasto
conjunto de dreas cientificas, histéricas e did4cticas pelo
que a necessidade de reflexfio e actualizacio permanentes
sdo Gbvias. E as dificuldades actuais nfio podem ser ignora-
das: hd muitos engulhos na pratica escolar que vio desde
uma sobrevalorizagio dos cdlculos algébricos ou das funcdes
até a subvalorizaciio da procura das regularidades e dos pa-
drdes que se entrelagam com a Algebra, ou das conexdes en-
tre a Algebra e a Geometria.

A Matemitica nio se reduz aos Nameros e 2 Algebra e
estas nfo se reduzem aos cdlculos numéricos e algébricos; é
importante que todos, incluindo as autoridades responsdveis,
tentemos perceber como podemos e devemos colaborar para
que os cidaddos portugueses sejam realmente melhores a Ma-
temdtica, nas suas diversas componentes, nfio como especia-
listas esotéricos, mas como cidaddos completos!

Os nimeros nao mentem. Talvez, mas mais importan-
te do que isso € nds sabermos, todos, 0 que querem mesmo
dizer.

Jaime Carvalho e Silva
Universidade de Coimbra '
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V CIBEM — Conferéncias

Organiza¢do: Henrigue M. Guimaraes e Lurdes Serrazina
264 pp. APM, Julhe 2005
Sdcio 7,50€ PVP 15,00€

Este livro foi publicado no dmbito do V CIBEM realizado no Porto em Julho passado e
inclui os textos que a comissdo organizadora recebeu, relativos as conferéncias af profe-
ridas. Inclui treze textos sobre temas muito variados, cinco correspondentes a totalidade
das conferéncias plendrias e oito correspondendo a outras conferéncias.

O livro abre com a intervencio de Ubiratan D'Ambrdsio Sobre o CIBEM que nos dd
um relato da sua experiéncia pessoal relativa a criacdo do CIBEM, apresentando também
consideracdes sobre a educagdo matemdtica na América Latina desde o perfodo colo-
nial até “ao reencontro ibero-americano” em meados do século XX, Os restantes textos
sdo apresentados agrupados, juntando os que possuem alguma afinidade temdtica em
quatro seccdes: Panoramas na Educacdo Bdsica e na investigacdo na formagdo de profes-
sores, O professor de Matemdtica: desenvolvimento e accdo curricular, Ndmeros e Geometria:
propostas diddcticas e Matemdtica e cultura.

A primeira sec¢ao agrupa dois textos que tragam panoramas sobre educacio bésica,
um do Brasil e outro da América Latina, de Célia Carolino Pires e Fredy Gonzalez res-
pectivamente, e ainda um terceiro de Manuel Torralbo Rodriguez sobre a investigacdo na
formagdo de professores em Espanha. A segunda seccdo contém os textos das interven-
¢bes de Ana Paula Canavarro, Ftima Guimaraes, Pilar Azcdrate e Salvador Llinares, to-
das eles envolvendo o professor, e a seccio seguinte Ndmeros e Geometria: propostas
diddcticas inclui os textos de Encarnacion Castro Martinez que nos dd uma contribuicdo
na drea do pensamento numérico e os de Carlos Mansilla e Eduardo Mancera ambos
sobre Geometria. Encerra o livro uma secco com dois textos, um de Floréncio Villar-
roya que nos fala da arte mudéjor na peninsula ibérica e da presenca da Geometria nessa
arte e outro de José Manuel Matos para mostrar a influéncia da Matemdtica na cultura
com alguns exemplos encontrados em Portugal que relacionou com a Aritmética e com
a Geometria.

fictas — Educacdo Matematica: caminhos e encruzilhadas

Organizacao: Leonor Santos, Ana Paula Canavarro e Joana Brocardo
328 pp. APM, Julho 2005
Socio 10,00€ PVP 20,00€

Actas do encontro internacional Educagdo Matemdtica: caminhos e encruzilhadas, uma ini-
ciativa realizada em homenagem a Paulo Abrantes (1953-2003), que decorreu nos pas-
sados dias |4 e |5 de Julho na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa.
Reflectindo mditiplos aspectos da obra desenvolvida por Paulo Abrantes, as ac-
tas contém contribuicbes de diversos participantes em dreas como o desenvolvimento
curricular, experiéncia matemdtica, avaliacdo e a formagdo de professores.
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Figura 1. Uma das corfinas exploradas com os alunos

seguida, a tarefa era reformulada e colocada na pigina web a
que todos os membros da equipa tém acesso. Sé depois deste
processo concluido € que se pensava noutra tarefa.

Em 2004/05 alterou-se a metodologia de concepgio
das rtarefas. As etapas referidas mantiveram-se mas op-
tou-se por planear uma cadeia de 3 ou 4 tarefas com al-
guma sequencialidade. Foi nosso objectivo que os alunos
conseguissem aprendizagens conexas e sucessivamente mais
abrangentes, alicercadas umas nas outras. Pretendia-se que,
numa légica em espiral a competéncia matemdtica desen-
volvida a partir da primeira tarefa fosse mobilizada na se-
gunda e af ampliada.

Esta opcio fundamenta-se na ideia de trajectoria de
aprendizagem descrita por Simon (1995, citado por Dolk
e Fosnot, 2001) que compreende uma interligacio entre a
construgio, pela crianga, de novo conhecimento matemd-
tico com as estratégias que utiliza na resolucio de uma si-
tuacio problemdtica, cujo contexto deve ser delineado de
forma a estimular esse desenvolvimento progressivo do co-
nhecimento dentro de um determinado tépico matemdtico.

Somos uma das sub-equipas do projecto e este artigo tem
por objectivo explicitar o processo de producio de uma das
tarefas no Ambito da respectiva cadeia, sua aplicacio na sala
de aula com identificaciio de aspectos relevantes ao nivel
das aprendizagens dos alunos e reflectir sobre as opgdes to-
madas ao nivel da organizacio do trabalho com os alunos e
da exploracio e condugio da tarefa (discurso do professor e
interacgiio estabelecida).

Al cadeia de farefas: Caixas de frufa; Corfinas e 0 pafio do Jodo

O desenvolvimento de estratégias de multiplicacio era
a ideia principal para a construgio da cadeia, visto que
estdvamos a trabalhar com alunos do 2.° ano de escolaridade.
O reconhecimento de que sdo possiveis miltiplas estratégias
para resolver um determinado problema é um indicador
do desenvolvimento do sentido do nimero. Mas que
problemas/tarefas seriam facilitadores do desenvolvimento
das estratégias pretendidas?

Figura 2. 05 alunos reconsftruindo os empedrados.

Um dos principios orientadores do nosso trabalho estd
associado 4 ideia de que os problemas devem surgir em tor-

no de contextos conhecidos dos alunos, relacionados com

as suas vivéncias ou experiéncias e que exijam do aluno um
certo esforgo de organizacio e elaboraciio, resultante, por
exemplo, dos dados fornecidos ou forma de apresentacio, de
modo a que evoluam para estratégias mais elaboradas, mais
sofisticadas, que levem & construgiio de mais conhecimento
matemdtico.

No campo da multiplicaciio, para Dolk e Fosnot (2001),
a transicio entre o nivel de célculo por contagem e o cdlcu-
lo por estruturaciio € estimulada pela utilizaciio de modelos
rectangulares em situacdes contextualizadas. A transicio da
multiplicacio por estruturagio para a multiplicagio formal
serd auxiliada pela crescente capacidade dos alunos de ra-
ciocinar em termos das relagdes numéricas, das propriedades
das operagBes que surgiram dos modelos utilizados.

Partir da disposiciio rectangular de objectos (organiza-
¢do por linhas e colunas) que aparece, por exemplo, nas cai-
xas de fruta ou de vegetais, foi a nossa opgio de contexto
para a primeira tarefa Caixas de fruta. Prevendo-se que pe-
rante a questio “quantos estiio em cada caixa” alguns alu-
nos optariam pela contagem um a um (que nio ¢ multipli-
cagio), esperava-se que outros efectuassem a contagem por
conjuntos/agrupamentos (3 + 3 ou 2 colunasde 3ou?2 x 3;
242+ 2o0u 3 filasde 2 ou 3 x 2; ... .), o que se verifi-
cou. E com esta estratégia pdde iniciar-se a compreensio
de relacdes matemiticas importantes como a propriedade
comutativa (o resultado de 2 x 3 é o mesmo de 3 x 2). Na
verdade, a exploragiio gradual desta propriedade permitirg,
mais tarde ampliar o conhecimento das tabuadas (se jd co-
nhece o produto 3 x 2 da tabuada do dois, entfo passa a co-
nhecer o produto 2 x 3 da tabuada do 3).

Alids, nesta cadeia de tarefas, verificou-se que uma nova
estratégia multiplicativa trazia o conhecimento de uma
nova relacio matemdrica. 4

Na segunda tarefa As cortinas, é apresentada uma
sequéncia de janelas com cortina$ enfeitadas com padrdes
rectangulares.

Educacdo e Matematica | nimero 85
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Figura 3. Primeiro empedrado Figura 4. Segundo empedrado

A diferenca significativa em relaco a rarefa anterior é
que nessa os alunos podiam responder as questdes apenas
recorrendo 4 contagem um a um ou i contagem por filas
ou colunas pois os frutos estavam todos  vista, enquanto
que nesta tarefa os objectos a contar nio estdo todos
disponiveis.

Em cada janela uma das cortinas ou metade da cortina
ndo estd corrida o que estimula o aparecimento da estratégia
da duplicagéio, para contar os enfeites da cortina quando ela
estd toda corrida (figura 1).

Ao pensar nos possiveis caminhos a seguir pelos alunos
na tarefa As cortinas, surge como uma estratégia possivel na
contagem dos enfeites de uma cortina a seguinte: contando
o que estava a vista 4 filas de 3 flores cada, logo a outra me-
tade tem outras 4 filas, o que dd 8 filas de 3. Assim, surgem
como representagbes possiveis:

Bx3=2x(4x3)=4x3+4x%x3

Estamos perante outra ideia matemitica importante, ao se
perceber que 8 x 3 pode ser calculado adicionando 4 x 3
com 4 x 3 (uso implicito da propriedade distributiva).

Surgiu entdo a 3.* tarefa O pdtio do Jodo para apoiar o
desenvolvimento da utilizacio da propriedade distributiva
da multiplicacio em relagdo a adigio, em situacdes que
facilitam o cdlculo.

A esta tarefa dedicamos o ponto seguinte onde se
apresentam as suas especificidades no Ambito da cadeia
construida. Pretende-se fazer uma reflexio acerca do
trabalho colaborativo que conduziu 3 sua concepgio e
uma andlise da sua aplicagiio na sala de aula, em particular
ao nivel das interacgBes estabelecidas e as aprendizagens
conseguidas pelos alunos.

0 caso da farefa: 0 pafio do Jodo ,

Como foi referido, a tarefa O pdtio do Jodo é a terceira da ca-
deia elaborada com o intuito de explorar nogdes de multi-
plicagfio a partir de situagdes de disposicio rectangular. Esta
tarefa, em particular, permite desenvolver o uso implicito

| |
Figura 5. Terceiro empedrado

da propriedade distributiva da multiplicagio em relacio a
adicdo.

Antes dd sua aplicaciio as expectativas do grupo eram
diferenciadas. A maioria dos elementos apresentava
algumas reservas em relagio 4 adequagiio dos conteddos a
explorar para criangas de 2° ano. O processo de discussdo
acerca das questdes a colocar e da dindmica de sala de aula
a desenvolver foi por isso bastante participado. Depois
da aplicagdio os receios iniciais desapareceram. Alids foi
depois da aplicagio que verdadeiramente conseguimos
perspectivar as potencialidades da tarefa. Por isso decidimos
alargar a abordagem que inicialmente tinha sido prevista.

Dando um pouco ideia do processo de construciio da ta-
refa como agora se apresenta podemos dizer que ela foi apli-
cada aos alunos em duas fases. Numa primeira fase com a
duragfio aproximada de 1 hora foi feita a exploracio de cada
um dos empedrados que compunham o pétio. Foi distribuida
aos alunos uma folha A4 com uma representaciio do pétio
sem empedrados (figura 2) e sucessivamente os 4 recortes das
porgdes com empedrado (figuras 3, 4, 5 e 6), questionando os
alunos acerca do local onde estas encaixavam. Nesta explo-
racdo foram efectuadas as contagens das pedras de cada um,
recorrendo a estratégias diversificadas e foram estabelecidas
relagSes entre os empedrados (por exemplo o segundo
empedrado pode ser obtido a partir do primeiro juntando
uma coluna de 5, o que foi traduzido pelos alunos pela ex-
pressio b X 5 +5oud x b+ 1 x 5). Depois de reunirmos,
decidimos que seria proveitoso colocar questdes adicionais
aos alunos em relagiio ao contexto anteriormente explorado
e que possibilitassem um aprofundamento da compreensio
da propriedade distributiva, a0 mesmo tempo que estabeleci-
amos conexdes dentro da Matemadtica. Assim, numa segun-
da fase, solicitdmos aos alurios que desenhassem pitios rec-
tangulares em que o nimero total de pedras correspondesse
a uma dada expressio (situagio inversa daquelas que j4 ti-
nham sido exploradas no primeiro momento).

Em relaciio 4 aplicagio em contexto de sala de aula, o
tipo de interacgio estabelecida, a adesdo dos alunos  tarefa

i
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Figura 6. Quarto empedrado




e o tipo de respostas foram na generalidade semelhantes nas
3 turmas. ’

Depois de explorada a imagem do patio do Jodo que
gerou grande curiosidade da parte dos alunos (pelas perso-
nagens, pelos objectos, pelas acgbes) foi-lhes pedido que
colocassem na folha o primeiro empedrado (figura 2) e re-
gistassem O nimero de pedras e o processo de contagem.
Rapidamente os alunos responderam: “Sdo 25, porque
5+5+5+5+5= 25" ou “Sdo 25, porque 5 X 5 = 25",
Repardmos que parecem ter abandonado por completo estra-
tégias pouco tteis de contagem, 1a 1 ou 2 a 2, por exemplo.

Depois de distribuido o segundo empedrado (figura 3)
questiorfimos os alunos: “Pensem no primeiro empedrado e
no segundo empedrado, que relagio existe entre eles! A esta
questfio que recedvamos abstracta responderam:

“Tem mais 5 que o outro.”

“O primeiro foi 5 X 5 e o segundo foi mais uma vez o 5, é
6x5”

“Osegundoé5 x5+1x5=06x5"

Depois da exploragio desta primeira relagio, mais evidente
para uns alunos do que para outros, foi relativamente fécil
estabelecer relagtes para os empedrados seguintes (figuras
4 e 5), E o nivel de participacio de todos os alunos foi
aumentando.

Em relaciio ao terceiro surgem dois tipos de resposta:

“Tem menos uma coluna, é5 X 5 —1 x5 =4 x 5 = 20"
“Este mais uma vez o cinco dd o primeiro ... Explica a tua ideia!
Esteé 4 X H5mais1 x 5d45 X b que é 25."

No quarto empedrado os alunos encontram diversas rela-
coes. Alguns verificam relagdes de impossibilidade: “Se jun-
tar 5 X 5 com 6 x 5 fica 11 x 5, nfio d4 este, sio muitas
[pedras]!”. Mais tarde referem: “O primeiro com o tercei-
rodi 45,65 x 5com4 x 5,dd 9 x 5, as colunas todas”, e
também: “Este [4° empedrado] é 9 x 5, menos 4 x 5,dd o
primeiro [5 x 5]”.

Na exploracio dos 2°, 3° e 4° empedrados gostarfamos
de salientar a importincia que teve o facto de termos
questionado os alunos em relagio ao local onde estes
poderiam ser colocados no pétio do Jodo. Além de obrigar
os alunos a identificar um local onde os empedrados
coubessem, estimulou desde logo o estabelecimento de
relagSes entre os empedrados. Curioso verificar que numa
das turmas pouco depois de ter sido distribufdo o segundo
empedrado (6 % 5) um aluno diz:

“J4 sei como vai ser o tltimo professora.
Entio diz 14 como fizeste.

Eu pus e primeiro e o segundo em cima do tltimo espaco e ndo
d4 ... mas tem duas colunas a mais ...

Consegues explicar melhor?

Este [o primeiro] tem 25 porque é 5 X 5 e este [0 segundo] é
30 porque é 6 X 5, tenho de tirar duas colunas de 5 ... vai ter
45 pedras!”

Em relaciio i segunda parte da tarefa os alunos mostraram-se
entusiasmados com a construciio dos pétios a partir das ex-
pressdes apresentadas. Contudo foi visivel em alguns a difi-
culdade inicial em fazé-lo. Parece-nos por isso que esta com-
ponente do trabalho foi fundamental para conseguir uma
consolidaciio das aprendizagens, permitindo reforgar a com-
preensdo da propriedade distributiva em contextos de dispo-
siciio rectangular. Na reflexdo sobre a implementacio desta
tarefa, conclufmos que, ao solicitar que desenhassem pétios
rectangulares em que o nimero total de pedras correspondia
a uma dada expressio (situagio inversa: da expressio che-
gar  disposigio rectangular), j4 se estava a trabalhar a no-
cio de 4rea, sem que essa tivesse sido uma ideia principal a
desenvolver.

i Concluir

Parece-nos que a tarefa O Pdtio do Jodo oferece um
contexto motivador e desafiante para os alunos, ao
mesmo tempo que permite alargar a compreensio da
operacio multiplicagio. Uma mais valia da tarefa parece
estar centrada no desenvolvimento de capacidades de
visualizagio de esquemas de disposicio rectangular em
relagio & multiplicaciio de factores.

E importante referir que as criangas tiveram oportuni-
dade de dar os primeiros passos na compreensio de relagdes
numéricas na exploracio das tarefas Caixas de fruta e As
cortinas que j4 colocavam a enfése na operacio multiplica-
cdo. A nocio de cadeia que apresenta implicita a nogiio de
hierarquia ¢ fundamental quando se pretende que determi-
nada competéncia matemdtica v sendo ampliada & medi-
da que a experiéncia matemdtica dos alunos se torna mais
diversificada.

Gostarfamos de salientar a importincia que tem o
questionamento do professor na procura e justificacio de
procedimentos e estratégias de cdlculo pelo aluno. Aliado a
este questionamento parece-nos fundamental que diferentes
estratégias utilizadas sejam confrontadas, uma vez que isso
pode ajudar diferentes alunos a dar saltos qualitativos.
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Aprendizagens no Ciclo Preparatario de 1972

Um estudo sobre o sucesso na Matematica Moderna

José Manuel Matos

Em Portugal sabemos muito pouco sobre o que foi a esco-
la do antigamente. Frequentemente vemos referéncias, umas
vezes elogiando-a, glorificando os bons velhos tempos em que
se aprendia a sério, outras denegrindo-a, supondo que se tra-
tava de uma escola tradicional, propensa ae uso de metodos
pedagdgicos inaceitdveis e tetrogrados em CUE APENFS Se en-
sinava e aprendia através da memorizacio e da rotina.

E no entanto, quem se debruga sobre os documentos
(quer os escritos, quer os orais) que emergem desta escola
do passado nfo pode deixar de reparar como aqueles lugares
comuns sao desadequados. Por um lado, encontram-se, tal
como hoje, tecorretites querxas de pf_.'ofessores- 2 a_t: OUEEOS
responsdveis pelo ststema educative quanto a qualidade dag
aprendizagens, as condiges pedagogicas, ou aos programas,
0 que pde em causa a imagem de exceléncia artthuida por al-

Ried, € fol mais uma etapa do alarcamento da éseolaridade

abrigatrial bem como da progressiva inteoracao do ensino

dos liceus e do das escolas récnicas, que culminou na unifi-
cagaa destes dois ramos de ensino completada no final dos
anos 70, Aleuns dos seus PTOROSITOS, EXPIEssos em particil-
far naloting progiamas, reflectiam os prineipios ideoldgicos
afictais do regime, mas Gutresyespecialmente claros nas
metodologias de cnsing, preconizavam um ensing activo
¢ pratics, procurando despertar 0 espirito de ohservacio, a
imaginacao criadora, o senrido estético, o gosto do empre-
endimento e do estoreo pessoal, assim como o reconheci
mento do valor do trabalho.

Nufinal dos anos 60 e prineipios dos anos 70, o Ciclo Pre-
paratario e visto como uma das dreas de ponta antvel pedags-
gico. Trata-se de um ciclo com uma nova filosofia, para o qual
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no conjunto dos quatro anos do ensino primédrio. Mesmo
levando em conta o ndmero de alunos que frequentavam
sistemas paralelos (telescola, por exemplo), existe ainda
um forte abandono escolar nesta mudanga de ciclo, embo-
ra com tendéncia para diminuir. Em 1972/73, por exemplo,
a frequéncia de cada ano do preparatério é apenas cerca de
40% dos alunos que frequentaram cada ano do primdrio.

O Ciclo Preparatério vai ter uma selectividade mode-
rada para os padrdes da época, como pode ser observado no
Grifico 27 que apresenta a percentagem de alunos repeten-
tes nos dois anos que constituem o ciclo.

As percentagens de repetentes nos anos seguintes vio
manter-se préximos destes valores, com a excepcio de
1974-75 em que se verificaram condigBes excepcionais de
avaliacdo.

0 curriculo de Matematica

No desenho curricular do Ciclo Preparatério, a Matematica,
com 3 horas semanais nos dois anos, em conjunto com
as Ciéncias da Nartureza, constituem a drea de Iniciagio
Cientifica (depois de Abril de 74 a primeira passard para
a drea de Comunicacio). Os programas sfo aprovados em
Portaria de 9 de Setembro de 1968*.

A vontade de inovagio educativa que permeava o Ci-
clo Preparatério interliga-se com uma grande mudanca
curricular, esta especifica do ensino da Matemitica, e que se
encontra em desenvolvimento desde meados dos anos 60.
Refiro-me ao que é comummente conhecido como a refor-
ma da Matemdtica Moderna, ja implementada nos outros
ciclos, quer dos liceus, quer das escolas técnicas, e que vai
ser estendida a esta faixa erdria aproveitando a criacio do
preparatério. ‘

Podemos situar o inicio Matemdtica Moderna em Portu-
gal no ano de 1963, data em que se inicia uma experiéncia

pedagdgica em trés turmas do 6° ano dos liceus (actual 10°
ano). Nas escolas técnicas a experiéncia inicia-se em 1967/
68. Um ano depois é publicado o programa de Matemdtica
do Ciclo Preparatério, aparentemente da autoria de Sebas-
tifio e Silva, integrado na Portaria j4 referida e que determi-
na os programas deste ciclo.

Os dois primeiros pardgrafos do programa de Matemi-
tica do Ciclo Preparatério sdo elucidativos sobre o sentido
das inovagbes e das limitagdes pretendidas pelos autores do
programa. O primeiro deles refere-se aos contetidos do pro-
grama:

A actualizacio do ensino de uma disciplina terd de ser encara-
da sob um duplo aspecto: o da forma e o do contetdo. No que
se refere & disciplina de Matemitica do Ciclo Preparatério, a
introdugiio de novos conteiidos deverd ser feita, por enquanto,
com prudéncia e parciménia, atendendo a que é necessdrio, pri-
meiro que tudo, actualizar os agentes de ensino. Algumas no-
¢oes fundamentais da chamada matemdtica moderna, tais como
as de conjunto, elemento de conjunto, inclusdo, reunido, intersec¢do
e conjunto complementar, estdo j4 a entrar nos hdbitos de ensino
de grande nimero de professores. Trata-se de no¢des muito sim-
ples, que ¢ facil e conveniente introduzir desde j4 neste ciclo.
Mas ir muito além de tais nocdes, na inserciio de novos contet-
dos, ndo parece aconselhdvel, pela razdo indicada. (DG, L, 213,
p. 1395, itdlicos no original)

Pretende-se assim que o programa nfo contenha assuntos
novos (alguns tépicos de geometria sio mesmo retirados),
e vai-se optar por reescrever contetdos antigos utilizando
a linguagem da teoria dos conjuntos. Parciménia e cautela
sdo as palavras-chave, essencialmente devido 2 falta de pre-
paraciio dos agentes de ensino para integrar inovacbes mais
amplas nas suas aulas.

O programa, que sem grandes alterages vai prevalecer
até o final dos anos 80, inicia-se no 1° ano com conjuntos,
seguindo-se o estudo das operacdes aritméticas, o dos nime-
ros racionais, o calculo com decimais, a medigio de compri-
mentos, tempos e velocidades, e finalmente a geometria. O
2° ano, para além de um aprofundamento das nogdes ante-
riores, inclui ainda o estudo de proporcionalidades (directa
e inversa). O estudo de equagdes simples faz ainda parte do
programa dos dois anos.

Quando observamos os programas em detalhe, repara-se
que, apesar dos propésitos de parciménia e cautela, a teoria
de conjuntos se vai tornar no modo dominante como cer-
tos assuntos serio abordados. Assim acontece com o estudo
dos conjuntos numéricos (tema com que se iniciam os dois
anos), das operacdes aritméticas e da geometria. Os termos
a ensinar vdo muito para além das nogdes fundamentais refe-
ridas no pardgrafo que citei.

Os préprios autores dos programas devem ter sentido
que existia o perigo de se exagerar na énfase dada aquela
teoria e, logo no segundo nimero do Boletim da Direccao
de Servicos do Ciclo Preparatério do Ensino Secunddrio, sdo
publicados, pela médo de Joaquim Redinha, esclarecimentos
ao programa, recomendando que se destine apenas 15
dias a introducio da Teoria de*Conjuntos no 1° ano (A
programagdo de Matemdtica do 1° ano do Ciclo Preparatério,
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1969), pritica que ndo ¢é seguida, tornando-se corrente
a Teoria de Conjuntos ocupar todo o primeiro perfodo
lectivo.

A inovacio curricular introduzida pelos programas de
Matemdtica do Preparatério nio se limitou apenas 2 intro-
dugdo da linguagem da Matematica Moderna. Conforme j4
referi, existe uma forte intengdo de inovagio nos métodos
de ensino que atravessa todas as suas disciplinas. Disso mes-
mo nos dd conta logo o segundo pardgrafo do programa de
Matemitica:

Quanto ao problema da modernizacio da forma, a situacio j& é
diversa. Na realidade, tem-se vindo a registar, hd vérios anos,
nas escolas normais do nosso ensino secundério, uma atitude
critica construtiva e um esforco permanente no sentido de dar
novos rumos a forma por que deva processar-se o ensino da Ma-
temdtica, desde os primeiros anos, inclusive no que se refere 3
linguagem e as relagBes professor-aluno. Trata-se portanto, ago-
ra, de activar e, porventura, imprimir novos aspectos a esse mo-
vimento, cujo lema tem sido: non nova sed nove. (DG, 1, 213, p.
1395, itdlicos no original)

Palavras de entusiasmo que ainda hoje poderiam figurar em
programas e cuja inclusiio num documento oficial era not4-
vel no contexto politico da época. Afinal o ensino tradicional
ainda nos revela algumas surpresas e o leitor ficaria ainda
mais surpreendido se continuasse a ler os propésitos do pro-
grama que ndo transcrevo apenas por falta de espaco.

0 relatdrio Andlise das respostas. . .

Estabelecido o contexto, podemos passar agora a centrar a
atengdo em aspectos mais préximos do documento que me
propus estudar. Em Portugal é muito raro encontrar estudos
quantitativos de grande dimensdo dos desempenhos dos alu-
nos. Apenas a partir dos anos 90 tém sido efectuados traba-
lhos de investigagio nesta 4rea, muitos deles parte de estu-
dos internacionais de grande envergadura (SIAEP, TIMSS,
PISA), outros reflectindo o trabalho de investigaciio de
ambito exclusivamente nacional levado a cabo pelo GEP,
depois pelo IIE, mais tarde pelo GAVE e, ocasionalmente,
pela Inspecgio-Geral da Educacio ou algumas Direcodes-
Gerais.

A pouco e pouco, no entanto, vio emergindo dos ar-
quivos alguns documentos importantes e esse é o caso do
relatério Andlise das respostas dadas as questdes postas no exa-
me escrito, elaborado em 1972 por Paulo Crato, professor de
Matematica dos liceus e que 2 época exercia o cargo de ins-
pector, fun¢iio de onde, mais tarde se reformou. O trabalho,
apesar de nunca ter merecido honras de publicacio oficial,
sobreviveu até aos nossos dias e incide sobre as respostas dos
31.217 alunos do 2° ano do Ciclo Preparatério do Ensino
Secunddrio que efectuaram o exame nacional da 1* chama-
da em 1972’ ¢, tanto quanto me ¢ dado observar, é o mais
antigo estudo de 4mbito nacional centrado nas aprendiza-
gens de matemdtica®. O exame objecto de estudo constitufa
uma prova escrita obrigatéria com a duracio de 1h30m, e
que condicionava a progressio para os ciclos seguintes agora
jd no liceu ou na escola técnica.

Compdem a prova 10 perguntas, algumas com diversas
alineas. O relatério nfo indica a cotaciio, nem as classifi-
cagBes globais obtidas pelos alunos no exame, mas valoriza
antes uma andlise fina por pergunta da frequéncia de deter-
minado tipo de respostas. Assim, para cada questdio, para
além de serem descriminadas a percentagem de respostas to-
talmente correctas, de respostas totalmente incorrectas, e a
de auséncia de respostas, sio também indicadas as percen-
tagens de diferentes tipos de respostas que indiciam, quer a
frequéncia de determinados erros comuns na aprendizagem,
quer variagOes nas respostas totalmente correctas. Esta pre-
ocupagio de Paulo Crato ndo apenas com os desempenhos
globais por pergunta, mas sobretudo caracterizando diferen-
tes tipos de respostas correctas, de parcialmente correctas,
ou mesmo de respostas completamente incorrectas é precio-
sa. Ja na altura, assim o tivessem compreendido os respon-
sdveis, poderia ter constituido um instrumento importante
para detectar pontos fortes e fracos das aprendizagens mate-
madticas.

A analise das respostas ao exame

Desenvolverei a anilise das respostas comegando com aque-
las que tém que ver com a geometria, a que se seguirfio as da
atitmética e depois da dlgebra e da proporcionalidade.

A geometria estd representada por trés das dez questdes
do teste. A primeira (pergunta 1, com quatro alfneas) incide
sobre a classificacdo de s6lidos geométricos. As respostas re-
velam que mais de 80% dos alunos identificaram correcta-
mente cilindros e cones. J4 a identificacio de prismas (40%
de respostas correctas) evidenciou alguns problemas relacio-
nados com a exclusiio de cubos ou de paralelepipedos. Sus-
peito que hoje seria obtido um padriio de respostas seme-
lhante.

As outras duas questSes de geometria (perguntas 9 e 10)
envolvem o célculo de dreas e de volumes. Ambas requerem
duas fases de cdlculo, a drea de um semi-circulo e de um rec-
tangulo numa pergunta, e de paralelepipedos com particdes
de comprimentos na outra. Sdo questdes exigindo o recur-
s0 a estratégias de resolugiio complexas e as percentagens de
respostas correctas (8% e 13%) espelham isso mesmo. Mes-
mo assim, as percentagens de alunos que calcularam correc-
tamente algumas das dreas ou volumes exigidos & muito bai-
xa (drea de rectangulo, 60%; 4rea do circulo, 20%; volume
de paralelepipedo, 42% e 25%). Paulo Crato atribui estas
baixas percentagens a “deficiéncias em célculo simples” en-
tre outras razoes.

Cinco das questdes versavam temas de aritmética. A
pergunta 3 envolve a determinagiio de divisores e obteve
percentagens de sucesso de 60% e de 49% nas suas duas
alineas, possuindo 81% dos alunos o conceito de divisor
e 68% o de divisor comum. Os principais erros cometidos
centraram-se na ndo inclusdo do 1 ou do préprio ndme-
ro no conjunto dos divisores. Apenas 15% e 20% dos alu-
nos incluiram elementos estranhos. A pergunta 4 solicita a
comparagio entre dois numerais (fracgdes ou nimeros deci-
mais) e a resposta deveria ser escrita recorrendo®ao simbolo
adequado. Para cada uma das quatro alineas cerca de 60%
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Temas Tipos de competéncia Nimero de itens
ConheFer conceitos/ Racioctnio Resoluciio de Clomuiteagio
procedimentos problemas
Nimeros e cilculo 3a, 4a, 4b, 4c, 4d, 6a,6b,7 3b,5 2a, 2b 12
Proporcienalidade 8a, 8b 2
Geometria 1a, 1b, 1c, 1d 9,10 6
Nimero de itens 12 4 2 2 20

Quadro 1. Competéncias dominantes de cada item por frema

dos alunos respondeu apropriadamente, embora seja menor
(pouco mais que 50%) a percentagem que utilizou correcta-
mente o simbolo. As perguntas 5 e 6 (esta com duas alineas)
exigem a escrita e o cilculo de expressdes numéricas envol-
vendo fracgdes e nimeros decimais. Tratava-se de questdes
dificeis e que apresentaram percentagens de respostas cor-
rectas muito baixas, rondando os 20%, com elevadas taxas
de respostas completamente incorrectas ou mesmo sem res-
posta. Erros nas operagdes aritméticas intermédias tiveram
um papel importante nestes resultados. Falta referir a per-
gunta 2, e embora ela incida sobre aritmética, serd discutida
mais a frente.

A pergunta 7 podia ser resolvida através de uma equa-
¢io. Era colocado um problema (qual o nimero que multi-
plicado por 15 d4 240) que foi resolvido correctamente por
53% dos alunos. Percentagens significativas de respostas in-
dicaram o nimero cotrecto, mas incluem uma equagfio sem
relacio com o problema (15%), ou ndo escrevem nenhuma
equagio (28%), indiciando portanto o uso de métodos al-
ternativos ndo algébricos.

Por tltimo a pergunta 8 testava os conhecimentos em
proporcionalidade e percentagem. As respostas correctas fo-
ram em pequeno nimero (24% e 18%, respectivamente),
com muitas respostas completamente incorrectas (cerca de
40%), tendo muitos alunos optado por ndo responder (22%
e 33%).

Alguns problemas fransversais

Terminada esta andlise por tépicos matemdticos estudarei
agora alguns problemas que atravessam diversas perguntas
do exame. A primeira refere-se ao uso da linguagem ma-
temdtica, em especial na forma particular que ela assumiu
durante a vigéncia da Matemdtica Moderna. A linguagem
estd fortemente presente nas perguntas 1, 2, 3, e, em menor
grau, na 4 e merece por isso uma an4lise mais detalhada. A
segunda pergunta em particular centra-se no uso adequado
da linguagem da teoria de conjuntos:

2. Dados os conjuntos
A = {ntimeros inteiros menores que 6}
B = {niimeros inteiros maiores que 3 e menores que 8},

representa, utilizando chavetas e indicando os seus elementos:
a) ANB;
b) AUB.

A percentagem de respostas correctas foi desanimadora
(42% e 23%, respectivamente) e o problema pode residir
essencialmente no dominio da linguagem, quer por dificul-
dades de interpretaciio do enunciado, quer pela falta de ca-
pacidade de escrita matemdtica na redaccfo das respostas.
Paulo Crato também nio avanca uma explicagio e conjec-
tura que a inclusiio da sugestfio para que os alunos recorres-
sem 4 representagdo dos conjuntos em extensio contribuitia
para uma melhoria.

E consensual hoje que um dos problemas da reforma
da Matemdtica Moderna em Portugal, e que conduziu ao
seu descrédito durante os anos 80, foi a exagerada énfase
no formalismo. Entendiam os reformadores que o uso ade-
quado da linguagem matemadtica (quase exclusivamente en-
tendida como o aparato relacionado com conjuntos e suas
operagBes) seria garante de uma boa compreensio, isto é, 0
uso de uma linguagem adequada espelharia a clareza de ra-
ciocinio. Sabemos hoje que isso nfio se passa assim, isto &,
a relagiio entre compreensio e linguagem é bem mais com-
plexa do que entdo se imaginava. O caso da pergunta 2 é
paradigmdtico. Uma situacio que, se colocada em lingua-
gem corrente, numa situagio concreta, ou utilizando ma-
teriais, assumiria um determinado grau de facilidade de re-
solugiio, torna-se dificil apenas porque o veiculo usado para
a exprimir (a representaciio escolhida), em vez de ajudar &
clarificagiio das ideias matemdticas subjacentes, apenas a di-
ficulta. Mesmo que, para o versado nessa linguagem — o
professor ou 0 matemdtico — ela seja muito mais clara.

Paulo Crato também estuda a compreensio de conceitos
da teoria de conjuntos e do seu simbolismo. Neste dominio
os alunos manifestaram alguma facilidade e as percentagens
de sucesso no-conhecimento do conceito de subconjunto, o
uso de chavetas, e a separaciio de elementos por virgulas fo-
ram supetiores a 80%. Na compreensdo da interseccio, da
unifio e respectiva simbologia as percentagens de sucesso fo-
ram superiores a 70%. E no entanto de assinalar que, apesar
do uso correcto desta terminologfa por largas percentagens
de alunos, a compreensdo dos conceitos matemadticos nio
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Temas Tipos de competéncia Total
Conhecer conceitos/ N Resolucio de s
: Raciocinio Comunicacio
procedimentos problemas
Nimeros e célculo 51 33 33 45
Proporcionalidade 21 21
Geometria 68 11 49
Total 57 28 11 33 44

Quadro 2. Medias de percentagens de respostas correctas por tipo de compel&ncia por tema

o

melhorou, como vimos na pergunta 1, onde observamos er-
ros comuns nos dias de hoje, apesar de o uso de tal lingua-
gem estar muito esbatido.

Um outro aspecto que se prende com a deficiente execu-
Ao de operagBes aritméticas ¢ recorrentemente referido na
andlise de Paulo Crato. Tal acontece em todas as perguntas
que requerem a realizacio de algoritmos aritméticos (per-
guntas 5, 6, 8 e 9) e a percentagem de erros deste tipo é con-
siderdvel. Por exemplo na pergunta 6, 28% dos alunos er-
raram uma subtracgio, 20% uma multiplicaciio e 34% uma
divisdo.

Gostaria de salientar um dltimo aspecto transversal, A
metodologia escolhida por Paulo Crato, categorizando de
um modo amplo o espectro de respostas, permitiu identifi-
car o uso de métodos de resolugio préprios (por vezes desig-
nados de alternativos) correctos que apenas costumam ser
detectados utilizando métodos qualitativos mais finos. Tal
aconteceu, como referi, na pergunta 7 e na 8, questdes mais
complexas e que permitiam o uso bem sucedido destas alter-
nativas. E muito raro estas serem encontradas em estudos de
grande dimensdo e o facto de o autor do estudo o ter conse-
guido fazer é revelador da sua enorme sensibilidade para as
nuances de que se reveste a aprendizagem da matemdtica.

Jualidade das aprendizagens

Penso que o estudo de Paulo Crato nos pode ainda indi-
car algo mais sobre a qualidade global das aprendizagens
de matemdtica dos alunios que estudou. Dispomos hoje de
metodologias que nos permitem diferenciar a complexida-
de das questdes de uma prova e é isso que proponho agora
efectuar. Para tal decidi usar a separacio.em quatro tipos de
competéncia (conhecer conceitos/procedimentos, racioci-
nio, resolugdo de problemas e comunicacio) que tem vindo
a ser utilizada pelo GAVE" nos estudos sobre as provas de
aferi¢io, em que os trés primeiros tipos sio de complexidade
crescente e o tltimo se refere a uma competéncia distinta
que ndo respeita aquela hierarquia®.

O primeiro passo ¢ identificar para cada questdo o tipo
de competéncia dominante e o produto dessa identifica-
¢do estd indicado no quadro 1 descriminado por trés temas
curriculares.

Devo avisar o leitor de que a atribuicio expressa no qua-
dro 1 comporta algum grau de incerteza e é possivel que
outra pessoa efectue a atribui¢io do tipo de competéncia
dominante a cada item de um modo distinto daquele que
utilizei. Por um lado, porque se trata de uma competéncia
dominante, isto &, em alguns itens existe mais do que uma,
por outro, porque a valorizagio da complexidade de uma
pergunta pode variar.

A observaciio do quadro revela-nos que o exame tinha
algum desequiltbrio, sendo composto quer por um excessivo
nimero de itens relacionados com nimeros e clculo (12 em
20) que aparentemente ia para além da seu peso curricular,
quer por itens avaliando apenas a competéncia menos
complexa, Conhecer conceitos e procedimentos (igualmente
12 em 20). E revelador que 40% dos itens estejam
concentrados na avaliacgio de competéncias matemiticas
bésicas de aritmética.

Apds esta identificaciio, foram calculadas as médias de
percentagens de respostas correctas para cada tipo de com-
peténcia por tema curricular (quadro 2).

O desempenho parece-me fraco. Note-se que a média
das percentagens de respostas correctas na competéncia
mais simples de aritmética é apenas de 51%. Se observar-
mos os trés primeiros tipos de competéncia — os que cons-
tituem uma hierarquia — o desempenho diminui 3 medi-
da que a complexidade de competéncia aumenta, tal como
acontece em qualquer estudo efectuado com qualquer popu-
lagao em qualquer ponto do planeta. Mas mesmo assim, as
competéncias mais complexas apresentam resultados muito
desanimadores. Concluo que afinal as competéncias destes
alunos, quer as de cdlculo basico, quer as mais complexas,
ndo eram tdo famosas como por vezes ouvimos dizer.

Uma comparagio com quadros semelhantes produzidos
recentemente pelo GAVE em anilises de provas de afericio
revelam que a média das percentagens de respostas correctas
em cada competéncia ¢ inferior s correspondentes médias
obtidas nos tempos actuais, e a variaciio descendente des-
tas médias quando percorremos a escala hierdrquica é muito
mais pronunciada. Dever-se-d, no entanto, ter em conta o
nimero reduzido de itens disponiveis para algunfas compe-
téncias que pode afectar a fiabilidade da andlise.

/
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Conclusdo

Muito h4 ainda a fazer parascompreender o que se passava
nos idos de 70 em plena euforia da Matemdtica Moderna e
em meio de uma reforma educativa (a Reforma Veiga Si-
mio) que mobilizava muitos professores ¢ levantava o te-
mor da ala mais conservadora do regime. Se os documentos
oficiais sio conhecidos, 0 mesmo nfio se pode dizer das pra-
ticas pedagdgicas, nem da vida quotidiana das escolas des-
se tempo. O estudo de Paulo Crato permite vislumbrar al-
guns detalhes e com este artigo pretendo contribuir para um
aprofundamento desse conhecimento. Nio é, no entanto,
ainda altura para fazer um balango do movimento da Mate-
mética Moderna em Portugal.

Algo, no entanto, pode ser adiantado. Tal como j4 tinha
mostrado num texto sobre conhecimento matemdtico basico
dos anos 50 publicado no Educacdo e Matemdtica (Matos,
2002), aqui de novo observamos que a suposta qualidade de
que, segundo uns, o ensino dos bons velhos tempos estaria
dotado se revela cada vez mais um mito. Mas descobrimos
igualmente que a esclerose que outros lhe atribuem é
igualmente outro mito. A investigagio histdrica de temas
educacionais (tal como de outros temas) deverd fazer o seu
caminho sem se sentir condicionada por estas ideias feitas,
procurando antes um esclarecimento informado e apoiado
em documentos primdrios.

Desejo terminar reiterando os meus agradecimentos a
Paulo Crato, cujas preocupagdes com a qualidade das apren-
dizagens da matematica o levaram 3 produgfio de um docu-
mento notdvel que, devido a miopia dos tempos em que vi-
veu, ndo teve o efeito que mereceria. Fica, no entanto como
um testemunho precioso que nos permite hoje conhecer
melhor a educagio matematica de outros tempos.

Nofas

1 Decreto-Lei n® 47.480 de 2/1/1967 aprovado quando Galviao
Teles era Ministro da Educagiio e preparado jd pelo anterior
ministro Leite Pinto.

e @ & & @ @

Einstein!

2 Gréfico construido a partir de dados publicados em Silva e Ta-
men (1981).

3 Gréfico construido a partir de dados contidos em Fernandes

(1981).
4 Portarian® 23 601 de 9/9/1968.

5 O ntmero total de alunos, bem como a chamada estudada nio
se encontram referidos no documento, mas foram comunica-
dos pessoalmente pelo autor.

6 Existem outros estudos anteriores mas que incidem apenas so-
bre as notas de exames.

7 Ver, por exemplo Ministério da Educaciio. (2001).

8 Embora se pudessem utilizar instrumentos mais finos, a utiliza-
¢ao desta diferenciacio tem a vantagem da simplicidade e da
comparabilidade.
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O sistema educacional nio ensina a observar, nem a experimentar, nem a
reflectir, nem a raciocinar, nem a escrever, nem a falar: ensina apenas a repetir
mecanicamente, a imitar e, por conseguinte, a nao ter personalidade. Eum
sistema que reprime o espirito de autonomia e todas as possiveis qualidades
criadoras do aluno, nas idades decisivas em que essas qualidades deveriam ser
estimuladas ao mdximo: um sistema feito 2 medida da mediocridade obediente,
que acerta o passo enquadrada em legides de explicadores. E, portanto, um
ensino em regime de desdobramento: professor-explicador (e o mais grave é
que o professor j conta com o explicador). E, portanto, um ensino que favorece
0s passivos, os superficiais e os privilegiados economicamente, em prejuizo dos
auténomos, dos inteligentes e dos economicamente débeis. Em conclusio: é um
ensino capaz de atribuir 20 valores ao Conselheiro Acécio e orelhas de burro a

José Sebastido e Silva
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Escola; uma sequnda casa?

A construcdio de uma escola que estimu-
le a aprendizagem e a criatividade dos
alunos pressupde que se pense nio s
na qualidade do trabalho dos diversos
intervenientes no processo ensino-apren-
dizagem, mas também na arquitectura e
estrutura do edifigio e na organizacio dos
espacos escolares, Segundo a revista Visio
de 15 a2l de Setembro de 2005, a cons-
trucdo de um estabelecimento perfeito
obedece a um conjunto de regras funda-
mentais, nomeadamente “as salas de aula
t€m zonas interiores e exteriores, com
portas abertas para um pdtio ajardinado
que comunica, por sua vez, com dreas
lidicas; os alunos s3o dispostos em forma
de L, em grupos de trabalho, e o profes-
sor circula pela sala de aulas; as salas sio
agrupadas em pequenas alas facilitadoras
da interaccdo entre as criancas’. Nesta
ideia estd implicito que a escola ndo deve
ser um somatdrio de salas de aula, mas
incluir também outros espacos tais como,
Centro de Recursos, gindsio, refeitério, la-
boratdrios, jardins, dreas cobertas para
convivio como recurso em dias de chuva.
Estes espacos poderiam ser mantidos e
decorados com a colaboracio dos alunos,
constituindo, em alguns casos, momentos
de aprendizagem, como por exemplo, a
dinamizacdo da horta pedagdgica.

Estas idefas tornam-se mais relevan-
tes quando pensamos numa escola aber
ta durante mais tempo aos alunos, como
no caso do |° Ciclo em que se deseja
que estes permanecam nas escolas até as
[7h30m, em actividades de enriquecimen-
to curricular: Esta medida levanta algumas
questBes que se prendem com aspectos
préticos dos espacos que se nio forem
equacionados podem ser desmobilizado-
res. Por exemplo, o refeitério deve ser su-
ficientemente espacoso e organizado para
que a sua utilizagdo proporcione um mo-
mento agradavel, relaxante e educativo.
Por outro lado, uma maior permanén-
cia na escola exige mais recursos huma-

nos que mantenham uma boa limpeza

dos espacos. Para além desses aspectos,
€ também importante pensar na organi-
zagdo das actividades a realizar nesse pe-
rfodo, pois elas ndo devem ser pensadas
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Para construir um estabelec:memo perfeito,
que estimule a aprendizagem e

a criatividade dos alunos, nio

como um prolongamento da aula, mas
sim como algo que estimule a criatividade,
que desenvolva competéncias ao nivel das
linguas e da tecnologia, que promova o
desenvolvimento fisico e que possibilite
a interaccdo entre pessoas de diferentes
idades e dreas do saber. A criacio deste
ambiente que pensa integradamente nas
questdes afectivas, cognitivas, estéticas e
sociais contribui para que a escola seja
sentida como uma "segunda casa, onde
todos se sentem confortdveis”. Caminha-
mos assim na direccio de uma escola mais
democrética pensando nas criangas que
ndo tém possibilidades de frequentar ac-
tividades fora da escola. Apesar da falta de
condigBes presente em muitas das nossas
escolas, se Conselhos Executivos, profes-
sores, autarquias e Ministério da Educacio
acolherem estas ideias como prioritdrias,
pode conseguirse implementd-las gradu-
almente tendo sempre em vista a qualida-

* de do trabalho com os alunos.

Ao nivel do 2° e 3° Ciclos e Secundi-
rio, uma medida que consideramos mui-
to pertinente prende-se com o plano de
ocupagdo dos alunos no caso de falta de

algum professor. Este plano implica tam-
/
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ha uma tnica formula. Mas
existem regras fundamentais,

In Visdo, 15-21 Setembro 2005

bém a mobilizacio de espacos e a inter
vengdo de recursos humanos, tanto a nivel
de professores como de funciondrios. Por
exemplo, se tivermos um Laboratério de
Matemdtica bem equipado ou um Centro
de Recursos funcional e com professores
que apoiem o trabalho, estio criadas al-
gumas condigGes para que os alunos ocu-
pem e rentabilizem o tempo para traba-
lhos que tém em curso. Esta preocupacio
deveria também estar presente no |° Ci-
clo, visto que estes alunos t8m um nivel de
autonomia muito menor que os colegas
dos restantes ciclos. A prética de distribuir
0s alunos pelas restantes salas sempre que
um professor falta, ou a obrigacdo de ficar
em casa até que o professor seja substitu-
ido, levanta problemas tanto as préprias
criangas, como aos professores e aos Fn-
carregados de Educacdo.

Serd que comecamos a dar alguns

passos na direccio de uma escola onde

0s nossos alunos se sintam mais prepara-
dos para enfrentar os desafios com que se
deparam?

Rlice Carvalho
Helena Fonseca
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Padroes: um tema transversal do curriculo

Isabel Vale, Teresa Pimentel

Nos dltimos anos tem sido defendido por virios investi-
gadores que a aprendizagem matemdtica requer que o es-
tudante se envolva activa e reflexivamente em tarefas
diversificadas e significativas. E nossa conviccio que a ma-
temdtica perspectivada como a ciéncia dos padrdes, pode
contribuir para uma nova visdo desta disciplina por parte
dos professores e proporcionar contextos de aprendizagem
bastante ricos e motivantes para os estudantes, onde o seu
poder matemdtico possa ser explorado.

Padroes

Ao sermos confrontados com o termo padriio, somos leva-
dos a pensar em padr@es visuais tais como os que se véem
nos tecidos e no papel de parede. Estes sdo os padrdes geo-
métricos. Envolvem desenhos que ficam invariantes quando
sujeitos a transformagdes geométricas, incluindo ideias rela-
cionadas com o reconhecimento de formas, congruéncia e
semelhanga. Estes padrdes nfo serfio abordados neste traba-
lho pois além de serem bastante estudados, regem-se por re-
gras especificas. Iremos dar atencfio especial aos padrdes nu-
méricos entendendo o termo padrio numérico ligado a ideia
de algum tipo de regularidade (e.g. repeticiio, recursiva) na
qual se possa identificar uma lei que permita continuar a se-
quéncia numérica e chegar & generalizacio (Vale, Palhares,
Cabrita, Borralho, no prelo).

O reconhecimento de padrdes na natureza tem permiti-
do ao homenm fazer previsdes. Por exemplo, a mudanca das
estacBes € um padrio previsivel. Por outro lado tem-nos per-
mitido compreender o meio que nos rodeia, tendo enorme
influéncia no desenvolvimento da ciéncia. Por exemplo,
Mendeleev ao detectar padrdes nos elementos quimicos foi
conduzido 2 tabela periédica. Ou, Watson, ao detectar pa-
drdes em raios X de cristais, foi conduzido a identificagio da
estrutura molecular do DNA.

Podemos encontrar padrdes nfio sé no mundo fisico mas
também no mundo das ideias e dos pensamentos. Segundo
Devlin (2002), estes padrdes: podem ser reais ou imagind-
rios, visuais ou mentais, estdticos ou dindmicos, qualitativos
ou quantitativos, puramente utilitdrios ou nfio mais do que
recreativos.

Em relacio & matemdtica, vdrios investigadores referem
que o que os matemdticos fazem melhor é descobrir e revelar
padrdes escondidos, sendo o préprio objectivo da matema-
tica, em certa medida, descobrir a regularidade onde parece
vingar o caos, extrair a estrutura e a invaridncia da desor-
dem e da confusio. Definem assim matemdtica como sen-
do a ciéncia dos padrdes (e.g. Davis e Hersh, 1981; Devlin,
2002; Sawyer, 1955; Steen, 1990). Para Goldenberg (1998)
a procura de invariantes deve ser o fulcro do ensino da ma-
temdtica. Na medida em que a matemdtica é a ciéncia dos
padres, ela trata da procura da estrutura comum subjacente
a coisas que em tudo o resto parecem completamente dife-
rentes. Deste modo o uso de padrdes é uma componente po-
derosa da actividade matemdtica, uma vez que a sua procura
¢ indispensdvel para conjecturar e generalizar.

Padroes na matemalica escolar

Uma andlise dos curriculos permite observar que o estudo
dos padrdes atravessa todos os temas dos programas da ma-
temadtica escolar desde o ensino bdsico ao secunddrio.

O Curriculo Nacional do Ensino Bésico — Competén-
cias Essenciais (ME-DEB, 2001) destaca a especificidade da
matemdtica nomeadamente como a ciéncia das regularida-
des e da linguagem dos niimeros, das formas e das relages.
Em particular no dominio da Algebra e das Funcbes, a com-
peténcia matemdtica que todos devem desenvolver inclui:

A predisposicio para procurar e explorar padrdes numéricos em
situagdes matemadticas € ndo matemadticas e 0 gosto por inves-
tigar relacdes numéricas, nomeadamente em problemas envol-
vendo divisores e miltiplos de nimeros ou implicando proces-
sos organizados de contagem (p. 60)

A predisposigio para procurar padrdes e regularidades e para
formular generalizagdes em situagdes diversas, nomeadamente
em contextos numéricos e geométricos (p. 66).

No campo da Geometria inclui

A predisposicio para procurar e explorar padrdes geométricos
e o gosto por investigar propriedades e relagdes geométricas (p.
62).

!
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Por outro lado, se analisarmos os programas oficiais
de matematica dos diferentes anos do ensino basico (ME-
DGEBS, 1990, 1991) também detectamos vérias oportuni-
dades ao longo dos diferentes temas matemadticos para traba-
lhar os padrdes. A tftulo de exemplo, identificamos algumas
situagdes por ano de escolaridade.

No programa do 1.° ciclo h4 referéncia explicita aos pa-
drdes a partir do 2.° ano, onde se 1& que os alunos devem
descobrir regularidades nas contagens de 5 em 5, 10 em 10
assim como explorar e usar regularidades e padrdes na adi-
¢io, na subtracgfio, e no 3.° ano na multiplicacio. Também
¢ feita referéncia aos padrées geométricos em particular no
3.% €4.° anos onde é stigerido que os alunos devem desenhar
frisos e rosdceas e fazer uma composicio a partir de um pa-
drio dado.

Nos programas do 2.° e 3° ciclos podemos ler sucessiva-
mente o seguinte no tema Numeros e Cdlculo, do 5° ano,
“... melhor conhecimento dos nimeros e das operages,
para a descoberta de relagSes e propriedades ...” (p. 18); na
Geometria, do 6° ano, “Com base nos trabalhos realizados
e na andlise de figuras os alunos poder-se-fo ir aperceben-
do de algumas propriedades das figuras simétricas, devendo
ser estimulados a explicitar as suas descobertas.” (p. 36); no
Nameros e Célculo, do 7° ano, “... os alunos irdo trabalhar
com nimeros naturais, decompondo-os em somas ou pro-
dutos, procurando divisores, formando poténcias, associan-
do-os segundo propriedades comuns” (p. 19); no Niimeros
e Cileulo, do 8° ano, “... continuar ou inventar sequéncias
de niimeros ...” (p. 32) ou “A propésito de sequéncia de

ndmeros, poderfo colocar-se questdes tais como: procurar

O termo que vermn a seguir; tentar encontrar uma lei de for-
magio” (p. 38); na Geometria, do 9* ano, “... decoracio de
uma regido plana utilizando isometrias e semelhancas ...”
(p. 47).

Também no programa de matemdtica para o ensino
Secunddrio (ME-DES, 2001, 2002) pode ver-se como ob-
jectivos gerais da disciplina no dominio das capacidades/
aptiddes:

Formular hipéteses e prever resultados
Descobrir relagdes [...)
Formular generalizagBes a partir de experiéncias (p. 4)

Os temas, sobretudo no estudo das sucessdes (progressdes,
indugiio matemadtica) e fungdes, sio um universo para ex-
plorar problemas e investigagdes com padrdes.

Segundo os Principles and Standards for School Mathe-
matics (NCTM, 2000) os estudantes devem passar por ex-
periéncias com padrdes pois constituem as bases para a
compreensio do conceito de funcio e proporcionam os fun-
damentos para mais tarde trabalhar com sfmbolos e expres-
soes algébricas.

A procura e identificagio de padrdes utilizam e
enfatizam a exploracio, investigacio, conjectura e prova,
desafiando os alunos a recorrer s suas destrezas de pensa-
mento de ordem superior: fazem parte da resoluciio de pro-
blemas. Por outro lado, quer os padr&es quer a resolucio de
problemas sio actividades que os estudantes acham interes-

santes e-desafiadoras. Como vimos sdo vdrias as referéncias
a importéncia dos padrdes nas recomendacdes curriculares;
deste modo os professores tém vdrias oportunidades, ao lon-
go dos diferentes temas matemdticos assim como fora do
campo matemdtico, de explorar actividades problemiticas
que envolvam padrdes.

Como a procura de padrdes é uma parte crucial na re-
solugiio de problemas e no trabalho investigativo, é neces-
sdrio desenvolver essa competéncia nos estudantes, desde o
primeiro contacto com a matemdtica. E importante come-
¢ar com tarefas, que chamamos bdsicas, de reconhecimen-
to de padrdes de modo a que os estudantes se acostumem a
este modo de pensamento. Estas tarefas facilitarfio a abor-
dagem de novas tarefas mais complexas. Nos anos iniciais,
os alunos devem ser capazes de descrever padrdes como 2,
4,6, 8, ... dizendo como é obtido o termo a partir do ante-
rior — neste caso somando 2 — € o inicio do pensamento
recursivo. Além de contextos numéricos devem ser propor-
cionadas tarefas noutros contextos (concretos, pictéricos ou
geométricos). Mais tarde os alunos devem realizar pensa-
mentos recursivos mais complexos, como na sequéncia de
Fibonacci 1,1,2,3,5,8, ... .

As tarefas com padrdes sfio manifestamente tteis na in-
trodugdo a dlgebra. No caminho para a dlgebra, descrita
como uma expressdo da generalidade, a primeira fase pela
qual o aluno passa é sempre “ver” e isto significa compreen-
der mentalmente um padriio ou uma relagio (Orton, 1999).
“Ver” reveste-se de extrema importincia pois o professor
tem de estar atento a esta questdo para poder orientar o alu-
no e proporcionar-lhe situacdes alternativas.

Por exemplo, dada a sequéncia 1, 4, 7, 10, 13, ... “ver
envolve reconhecer que h4 uma diferenca constante — 3
— entre os termos da sequéncia constatando que qualquer
termo subsequente pode ser calculado adicionando 3 ao an-
terior.

Mas se a sequéncia for

“ver” é diferente. Pode ser baseado na sequéncia de figuras
ou na correspondente sequéncia numérica ou em ambas. E
este “ver” pode conduzir a modos diferentes mas equivalen-
tes. Deste modo, os alunos devem estar cientes de que h4
mais que uma representagio da mesma situacio e que deve-
mos ser capazes de passar de uma para outra compreendendo
que as regras sdo equivalentes. Neste exemplo, a abordagem
mais comum tem sido traduzir as figuras em niimeros, o que
muitas vezes € um problema, quando pretendemos genera-
lizar e obter expressdes polinomiais de grau superior ao pri-
meiro, sobretudo quando trabalhamos com alunos de nivel
mais elementar.

E, pois necessario trabalhar com padrdes na aula de ma-
temdtica porque como Goldenberg (1998) refere, o facto de
a invaridncia estar no centro da matemdtica significa que
qualquer conteddo pode ser usado para ajudar es alunos a
criar este hdbito de pensamento; ¢ no entanto o contetddo

{
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Nimeros quadrados

Considere a seguinte sequéncia

e o 0

@ @ e @ @

@ @ @ ® & @
Figural  Figura 2 Figura 3

1. Desenhe os dois termos seguintes da sequéncia

2. Descabra o niimero de pintas da figura de ordem 30.
Explique o seu raciocinio.

Exemplo 1

pode ser ensinado de um modo que ndo torne visivel para os
alunos este aspecto globalizante.

Assim, consideramos que as tarefas que envolvem a pro-
cura de padrdes permitem

® contribuir para a constru¢io de uma imagem mais posi-
tiva da matemdtica por parte dos alunos;

® experienciar o poder e a utilidade da matematica e de-
senvolver o conhecimento sobre novos conceitos;

s evidenciar como os diferentes conhecimentos matema-
ticos se relacionam entre si e com outras dreas do curri-
culo;

® promover o desenvolvimento do raciocinio matemético
dos alunos tornando-os bons solucionadores de proble-
mas e pensadores abstractos;

® melhorar a compreensio do sentido do nimero, da dlge-
bra e de conceitos geométricos.

Para isso os alunos devem ter oportunidade de

® transferir padrSes concretos, pictéricos e simbélicos de
uma representacio para outra;

® averiguar se uma lista de niimeros mostra alguma regula-

ridade;

descobrir o padrio numa sequéncia;

descrever o padrio oralmente e por escrito;

continuar uma sequéncia;

prever termos numa sequéncia;

generalizar; :

construir uma sequéncia.

Deste modo acreditamos que os padrdes podem contribuir
para uma maior motivacio dos alunos na aula de matemati-
€a e para aumentar a sua compreensio matem4tica.

flguns exemplos

Com base nos pressupostos anteriores temos feito algumas
pesquisas sobre a utilizacio de tarefas com padroes na Mate-
mdtica escolar e experimentagio em sala de aula, com alu-

nos da formagfio inicial, que propomos a seguir, que com
algumas adaptacdes podem ser utilizadas na sala de aula do
ensino bdsico e secunddrio.

Com os exemplos apresentados pretendemos ilustrar
algumas das potencialidades e fragilidades da resolucio de
problemas que envolvam a procura de padrdes, assim como
chamar a atengfio para a importancia dos diferentes tipos de
abordagem que a resolugio desses problemas envolve. Todos
contribuem, em particular, para o desenvolvimento do sen-
tido do niimero e do pensamento algébrico.

No exemplo 1 pretende-se evidenciar a importincia que
o processo de resoluciio adoptado — contexto pictérico, ge-
ométrico, numérico — pode ter no sucesso da tarefa. Veja-
mos alguns dos processos de resoluciio possiveis:

Processo 1. Ver quantos pontos precisa cada nova figura e usar
este niimero para ver as “diferengas” na sequéncia.

Processo 2. Contar os pontos em cada figura, convertendo deste
modo as figuras numa sequéncia numérica.

Processo 3. Descobrir o que ha de comum #s varias figuras (o
invariante € a forma) e continuar a sequéncia quer mental-
mente quer desenhando, antes de a converter em niimeros,
e relacionar a figura (quadrado) com a 4rea.

Esta actividade, que podemos classificar de bdsica, pode
conduzir contudo a tentativas frustradas de encontrar rela-
¢oes numéricas. Este problema também pretende evidenciar
a importancia que o processo de resolucio adoptado — con-
texto pictérico, geométrico, numérico — pode ter no suces-
so da tarefa.

0 super-chacolale

O super-chocolate € apresentado em caixas onde os cara-
melos estdo dispostos no centro de cada uma das filas de
bombons, como mostra a figura.

OO
@0 OO
oo 0000 o0 e e
o] (606 0 0 |0 8" <>o<>o

As dimensdes de cada uma das caixas dizem-nos quantas
colunas e quantas linhas de bombons tem cada caixa.
Descubra um método para encontrar o niimero de ca-
ramelos e de bombons em cada uma das caixas sabendo as
suas dimensdes.
Explique e justifique o método que usou para chegar
ao resultado.

Adaptado de Principles and Sandards, NCTM, 2000

Exemplo 2
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Processo 1. O mais comum € os alunos utilizarem uma aborda-
gem numérica em que preenchem uma tabela e depois ana-
lisam os dados numéricos dessa tabela. Partindo da andli-
se numérica da tabela dificilmente encontram um padrio e
consequentemente dificilmente chegario ao resultado. Tra-
ta-se de uma mera manipulagio numérica, que nada tem a
| ver com a “estrutura” inicial do problema.

Dimensaes Niamero Niimero

da caixa de bombons de caramelos
2x4 8 3

2x5 10 4

2x6 12 5

3x6 18 10

Pocess 2. Utilizam em simulténeo uma tabela que evidencie
_ diferentes tipos de caixa, que desenham e a traducio numé-
| rica dos dados comegando por variar em primeiro lugar uma
das dimensdes (bc — bombons por coluna; bl — bombons

' por linha).
! Dimensdes  Figura N° de N° de
da caixa Bombons caramelos
' - bexbl total
D :O: 4 1
253 :0:0: 6 2
2x4 :0:0:0: 8 3
2x bl bl-1
9.0 8 @
BRI % 1P *
0 v 0 @
3xbl 2% (bl-1)
4 © 0 8 0
x 4 .gog.g. 16 9
YOO
) AN
4xbl 3x(bl-1)
bexbl (be—1) % (bl-1)

Deste modo, o desenho pode ajudar a descobrir um padrio,
sendo mais ficil chegar 4 resposta, pois os dados numéricos
tém algum significado em relaciio & figura. A estrutura do
problema é mantida.

Processo 3. A abordagem mais simples consiste, em vez de pro-
curar o padrio a partir dos dados numéricos, em fazé-lo
olhando para os dados geométricos. Basta reparar que o nd-
mero de bombons e de caramelos sdo dados pelas dimensaes

dos dois rectangulos por eles formados.
O niimero de caramelos € (¢ — 1)(I — 1).

caixa ¢ x [

%

>
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2
i
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Apresentamos mais dois exemplos de tarefas do mesmo

tipo

-1

Escadas com fésforos

Desenhe a escada seguinte. Determine o nimero de fésforos
usados em cada uma as escadas. Generalize.

] []
I O 0
Cancelas com fdsforos

Desenhe a cancela seguinte. Determine o nimero de fésfo-

ros usados em cada uma das cancelas. Generalize.

" T TS
(uem quer ser deteclive?

Descobrir padrdes na tabela seguinte.

n i
1

16
25
36
49

81
100

—_
=

Exemplo 3
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n
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

ﬁ:‘#
121
144
169
196
225
256
289
324
361
400

21
22
23
24
25
2%
27
28

+ 29

30

441
484
529
576
625
676
729
784
841
900
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Nesta investigacio é dificil sistematizar processos de re-
solucio — o caminho é observar e “ver” e as conclusdes se-
tio diferentes conforme o ponto de vista do aluno. Para o
professor poderi ser surpreendente a diversidade de desco-
bertas dos estudantes. Apresentamos apenas um exemplo:
nas colunas dos quadrados o algarismo das unidades dos nd-
meros que nio sio dezenas inteiras evolui sempre do mesmo
modo: 14965694 1 mostrando um padriio de repeticio e
um padriio de simetria. Uma generalizacio deste comporta-
mento para todos os inteiros permitird concluir, por exem-
plo, que ndo h4 quadrados perfeitos terminados em 3. Esta
tarefa evidencia propriedades numéricas interessantes de-
senvolvendo o sentido do niimero.

A Moldura
A Moldarte faz molduras em espelhos rectangulares for-
madas por azulejos quadrados, como mostra a figura.

Explique por palavras, recorrendo a ndmeros, a tabelas,
etc., o nimero de azulejos que sdo necessérios para colo-
car 2 volta de um espelho com quaisquer dimensdes.
Formule uma conjectura baseada nos resultados en-
contrados. Tente chegar a uma generalizacfio.
Elabore um relatério escrito sobre o trabalho.

Adaptado das Normas, NCTM, 1989

Exemplo 4

Este exemplo permite estabelecer conexdes entre o niimero,
a geometria e a dlgebra. Para facilitar a descoberta do padrio
pode-se utilizar molduras de diferentes tamanhos e recorrer
a l4pis de cor para descobrir vdrios modos de contagem, tra-
duziveis em diferentes expressies.

Processt 1. Preencher uma tabela com o comprimento ¢, a lar-
gura [ e a moldura M e depois analisar os ndmeros na tabe-
la, obtidos com diferentes dimensdes, e tentar chegar a ge-
neralizagfio. Este processo pode falhar por tentar generalizar
partindo de um niimero reduzido de casos.

Processoe. “Ver” expressdes numéricas (p.e.c4 + 2 x 9+ 2 x 5)

em diferentes desenhos (a cor é essencial). Contar os
quadradinhos no “perimetro”.

Por exemplo:

(1 7 B =) I 0 T 6 2 = FEEEERET

B

TTTT

| e
209+2)+2x5

44+2x9+2x5 4+2(89+5)

O |

L
|
=
B
B

|
208+1)+2(5+1)

2(9+2)+2x5 2x9+2(5+2)

e a partir daqui descobrir o que hd de comum nas vérias fi-
guras chegando 4 generalizagiio, ou seja, a alguma das ex-
pressoes:

4+2c+21
44 2(c+1)
2c+1) +2(1+1)
2(c+2) + 21
2¢+2(1 +2)

Processa 3. Analisar o problema do ponto de vista geométrico,
e calcular a drea do rectingulo exterior descontando a drea
do rectingulo interior, chegando & expressio

(e+2)({+2)—dl

. c+ 2 R

1. c 1
T1] ) 1
~ | [ B
+ | ] i
V1] [ =i

Este problema oferece um modo natural de introduzir o con-
ceito de expressdes equivalentes. Todos estes processos ge-
ram regras equivalentes ou expressdes equivalentes, que re-
presentam modos diferentes de ver o problema. Quando a
equivaléncia ndo ocorre € porque a expressao estd errada.
Por outro lado, também permite que o aluno adquira o sig-
nificado de varidvel.

Esta tarefa permite estabelecer conexdes entre diferen-
tes contetidos e promove o desenvolvimento do pensamen-
to algébrico ao permitir que o aluno utilize diferentes repre-
sentacdes e analise as diferentes relagBes existentes entre as
vérias expressdes que vai determinando de um modo mais
concreto e sucessivamente mais geral e mais abstracto. O
problema oferece também um enquadramento geométrico
que ilustra como a dlgebra emerge de um modo de generali-
zar e representar estas ideias.
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n° de pontos 2 3

n° de regides 2 4

Figura 1.

A regido perdida

Marque 7 pontos sobre uma circunferéncia de modo que,
depois de se desenharem todas as cordas possiveis que os
unem dois a dois, ndo haja trés cordas concorrentes no
mesmo ponto no interior da circunferéncia.

Em quantas regites é que estas cordas dividem o cir-
culo?

Adaptado de Guzmadn, 1990

Este € um problema que se resolve, habitualmente, reduzin-
do a um problema mais simples. Torna-se mais ficil se se re-
correr a um desenho para cada um dos casos (figura 1).

Analisando a tabela e observando o padrio, nio temos
dificuldade em fazer uma conjectura: Para n pontos, teremos
27! regides.

Mas ... marcando um sexto ponto e contando as regides
obtidas, em vez de 25 regides tem-se apenas 31 regides.

A conjectura falhou!

Este exemplo ilustra um dos riscos de generalizar partindo
da procura de padrio em poucos dados.

Comenfdrios

Das propostas apresentadas, algumas sio tarefas basicas que
permitem reconhecer padrdes em diferentes representages
tais como pictérica ou geométrica, numérica e mista. Ou-
tras requerem mais do que um simples reconhecimento de
regularidades, envolvem generalizacio. No nosso trabalho
temos constatado que a maioria dos alunos, perante activi-
dades.desta natureza, que envolvem generalizacgio, utilizam
uma abordagem numérica. Os alunos que trabalham na for-
ma exclusivamente numérica manifestaram insuficiéncias
na resolugdo, ndo conseguindo obter uma generalizacio

completa ou obtendo uma lei de formacéio errada. De modo
geral os alunos que tém mais sucesso nas tarefas sio os que
recorrem a uma abordagem exclusivamente geométrica ou
mista. Neste sentido devemos incentivar os nossos alunos a
olhar para os problemas propostos de v4rios modos, e a mo-
bilizar todos os seus conhecimentos sejam eles de natureza
numeérica ou geométrica.

Os exemplos apresentados permitem que os alunos, &
medida que constroem novas figuras, comparem, discutam
€ procurem uma regra geral para descrever o padrio. Sao
exemplos que abrem caminho para a introducio do concei-
to de varidvel e de equivaléncia de expressdes numéricas e
algébricas.

Apesar de estas propostas poderem dar significado 2 in-
trodugiio de conceitos algébricos elementares podem apre-
sentar alguma dificuldade sobretudo se os alunos niio esti-
verem familiarizados em trabalhar com padrdes. Na nossa
prética temos verificado que um trabalho prévio de activi-
dades basicas de reconhecimento de padrdes de natureza di-
versa facilita a resolugio de problemas que envolvem a des-
coberta de padres e a generalizaciio, permitindo uma maior
sensibilizacdo para as regularidades, propriedades e relagdes
numéricas desenvolvendo o que é designado por sentido do
nimero e podendo ser facilitador para o estudo da 4lgebra
nos anos mais elementares.

A integracio deste tipo de actividades no curriculo da
Matemdtica escolar é uma das vias para que todos os estu-
dantes descubram conexdes entre varios tépicos, desenvol-
vam a sua capacidade de comunicar matematicamente e au-
mentem o seu desempenho na resolucio de problemas.
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Investigando padroes

Esta tarefa foi concebida para ser explorada com alunos da
formagao inicial de professores do |9 e 2° ciclo mas com al-
gumas adaptagbes poderd ser utilizada com alunos de qual-
quer nivel de ensino. No primeiro e segundo ciclo interessard
apresentar questdes que realcem a subdivisdo das figuras na
"cabeca”,"tronco” e "pernas’ desenvolvendo o poder de ob-
servacdo das criancas, a procura de relagdes e a descoberta
de um padrdo visual e geométrico, sendo de excluir eviden-
temente as questdes 6 e 7, e muito provavelmente a questdo
4 pois esta exige a descoberta de um padrao numérico ina-
cessivel & maioria dos alunos destas idades. No terceiro ciclo
jd poderd explorar-se a tarefa incluindo essas questoes, sen-
do a questdo 7 uma forma a nosso verinteressante de traba-
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Ihar a equivaléncia de expressdes algébricas, nomeadamente
envolvendo factorizacio de polindmios e utilizagdo de casos
notdveis da multiplicacdo, que sdo contetdos do 8° ano. No
ensino secunddrio o estudo das sucessdes fornece um am-
biente natural para o seu tratamento. A realizacdo da tarefa
evidencia, como jd referimos, a utilidade da diversificacdo de
abordagens de descoberta de padrdes, desde a puramente
numérica até a pictérica e geométrica, facultando um trajecto
que conduz naturalmente & identificacdo das duas. Esta tarefa,
sendo mais complexa, exige que previamente sejam apresen-
tadas aquilo que designdmos por tarefas bdsicas de reconhe-
cimento de padroes.
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Investigando robds: dos ﬁaurﬁes d algeh—ra |

12 syouE o

Observa a sequéncia de robds da figura:

RIMLIWLA|RLY 30 D00 6 &

robd | robé 3

. Desenha o robb seguinte.
2. Consegues ver algum padrio?

3. Regista na tabela ¢ niimero de sdis correspondente ac nimero de ordem de cada robé.

robé | robé 2 robd 3 robé 4 robéd 5 robd 6

ndmero
de sdis

4. Consegues, observando a tabela, descobrir uma lei de construcao que te permita dizer por quantos séis é formado
o robd de ordem n?

5. Procura agora outra forma de abordagem, olhando para cada figura e separando-a em componentes. Para cada um
desses componentes procura arranjar uma lei de construcdo. :
."

6. Escreve entdo uma expressio geral que se adapte ao robd de ordem n.

7. -Relaciona as expressdes encontradas em 4. e 6.,
L4

i/
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A flgebra nos seus primdrdios . .

Maria Josa Costa

"H ciéncia madica actual ndo vai muito além da Algebra. Endireita-se uma costela "
Lamilo Castelo Branco, Qualro Horas Inocentes

&

0 que & a filgebra?

Mas o que é a Algebra? Para responder a esta divida, um
leitor nfio matematizado mas escolarizado ou, pelo menos,
esclarecido, procurard num diciondrio de lingua portuguesa
o significado de tal palavra. Assim, poderd encontrar «Cién-
cia que generaliza as questdes numéricas. Medicina antiga:
ortopedia». Ficard assim informado que Camilo est4 a usar a
palavra na segunda acepgio, alids legitima!

O leitor poderd ndo ficar por aqui e outra consulta po-
derd, por muito estranho que pareca, cimentar esta ideia: tal
palavra tanto pode significar a “sciencia que se diz da regra
da cousa” como a “arte de restabelecer os ossos partidos ou
deslocados”. A mesma consulta esclarece: esta dupla signi-
ficdncia depende do étimo considerado. Assim, partindo de
um dos étimos drabes al-jabrd ou al-jabr, que significa “re-
dugio, reparacio” o latim medieval introduziu o vocsbulo
algebra. (sem acentuagdio), outra designacio da chamada
Ciéncia Caballa em oposicio 4 chamada ciéncia Almuca
Cabalha, esta com origem no verbo cheber ou no verbo ge-
bere e que conduzem a Arabigo, com esse mesmo significado;
por outro lado, partindo do étimo al-jubdrd nasce Algebra,
palavra agora acentuada e que significa “ortopedia”. A con-
fusdo entre ambas as palavras ndo deve ter sido dificil ...

A palavra Algebra entrou na lingua portuguesa em 1519;
e tanto pode significar “parte da Matemtica elementar que
generaliza a aritmética, introduzindo varidveis que repre-
sentam os nimeros” como “ciéncia matemdtica cuja finali-
dade principal consiste em, simplificando e resolvendo por
meio de férmulas problemas nos quais as grandezas sio re-
presentadas por simbolos, generalizar os resultados dos mes-

-mos”. Mais tarde dar-se-4 a separaciio.definitiva das duas
dreas: em 1858 ¢ introduzido o vocdbulo “ortopedia” refe-
rindo-se a “especialidade médica que se dedica ao estudo e
tratamento do sistema locomotor e da coluna vertebral (os-
sos, articulagGes, ligamentos, tenddes e masculos)”.

Impossivel falar em Algebra, no sentido matemtico do
termo, sem referir trés nomes, dois drabes e um portugués:
al-Khwirizmi, Omar Khayyam e Pedro Nunes.

O papel de cada um deles na criacio da Algebra estd
jd sobejamente divulgado em numerosas paginas; contudo,
ndo poderemos deixar de os referir neste trabalho. De mate-

miticos de outras civilizagdes, que também se preocuparam
a sua maneira, segundo a sua cultura e até de acordo com as
necessidades, os instrumentos, a mentalidade e o desenvol-
vimento da ciéncia na respectiva época, néio se poderd dizer
0 mesmo; procuraremos dar-lhes alguma visibilidade apre-
sentando alguns dos seus feitos algébricos.

Ouando comecou a Algebra?

E quem poderi ser considerado pioneiro neste assunto?

Muitos sdo, dentro da Histéria da Matemdrica, os au-
tores que consideram que a Algebra foi iniciada com al-
Khwarizmi.

Al-Khwiarizmi (c. 825) foi um dos sabios da Casa da Sa-
bedoria, casa criada em Bagdad pelo califa al-Mansur. Fs-
creveu, em drabe, dois livros de crucial importancia para o
desenvolvimento da Matematica. O titulo de um deles pode
ser traduzido por Cdlculo por Restauragdo e Reducio; o titulo
destaca as duas principais operacdes usadas na resolucdo de
equagdes: escrita da equaciio sem termos de coeficientes ne-
gativos (reunifio de termos no mesmo membro da equacio
todos com coeficientes positivos) e sem termos semelhantes
no mesmo membro.

Assim, 0 método apresentado neste livro aplicado 4 equa-
G0 2z + 5 = 8 — 3z permite escrever sucessivamente:

20 4+5+3r=8 e bx+5=28.

Até aqui, estd ilustrado o al-jabr, a dita reunido. Se houves-
se necessidade de multiplicar ambos os membros da equacgo
para obter apenas coeficientes inteiros, ainda seria uma apli-
cagio deste principio.

Teremos agora de nos libertar da parcela 5 existente no
primeiro membro. Para isso, aplicamos o al-mugabala, ou
seja, somamos a ambos os membros —5, obtendo 5z = 3.
Afinal os principios de equivaléncia que hoje utilizamos
para resolver equagdes do primeiro grau provém do século
IX e terdo sido criados por um matemdtico drabe de nome
al-Khwirizmi.

Mais tarde, o mesmo titulo foi traduzido para latim por
Liber algebrae et almucabola. i

Al-Khwirizmi considerou seis tipos de equagdes que
descreve de uma forma natural a partir dos intervenientes

/
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na prépria equacio. Apresentemos esses tipos, devidamen-
te acompanhados da traducio para a linguagem actual e na
qual & designa a incégnita, a que chamava “coisa” ou “raiz”,
e a, b e ¢ as constantes, 0s ndmeros naturais que na equagio
figuram e aos quais al-Khwirizmi chama “nimeros”:

Quadrados iguais Quadrados iguais Rafzes iguais a

a rafzes a nimeros ndmeros

az® = bz ar® =e by =
Quadrados e ra-  Rafzes e nimeros  Quadrados e ni-
fzes iguaisand-  iguais a quadra-  meros iguais a
MEros dos raizes

a’r+br=c bx + ¢ = ax?® az® + ¢ = bx

Para cada um desses tipos, que identifica de uma manei-
ra especial, providencia regras para a sua resolugio e opta
por uma resolugiio geométrica para o caso das solugdes se-
rem nimeros racionais. Veremos adiante a resolugiio geo-
métrica de um desses tipos, identificado como “quadrados
e rafzes iguais a ndmeros”, ou seja, do tipo ax”® + bz = ¢.
Repare-se que esta identificacio nfo € casual: “quadrados”,
que al-Khwarizmi designa por mal, & primeira parcela que
nés identificamos como um miltiplo do quadrado da raiz;
“raizes”, enquanto plural de “raiz”, refere-se a segunda parce-
la na qual estd um miltiplo da solugdo desejada; quanto ao
segundo membro ndo hd dividas quanto a interpretagao!

Al-Khwirizmi explica a resolugfio a partir de um caso
concreto, =2 + 21 = 10z, portanto, do dltimo tipo consi-
derado no quadro acima, deste modo: “Calcula metade do
ndmero de raizes. E 5. Multiplica-o por ele préprio e o pro-
duto é 25. Subtrai dele 21 somado ao quadrado e o resulta-
do é 4. Extrai-lhe a raiz quadrada, 2, e subtrai-a da metade
do ndmero de raizes, 5. Sobram 3.” E conclui: “Esta € a raiz
que queremos, cujo quadrado é 9.” Mas néo se fica por aqui:
“Alternativamente, podes somar a raiz quadrada a metade
do ndmero de raizes e a soma é 7. Esta é [entdo] a raiz que
queremos e o quadrado é 49",

A seguir, faz a discussio quanto a hipétese de se somar
ou subtrair a raiz quadrada do binémio discriminante da lin-
guagem actual a metade do coeficiente da incégnita, acres-
centado: “Neste caso, tanto a adigio como a subtrac¢io po-
dem ser usadas, o que nfio acontece em qualquer um dos
outros casos (...)"; referindo-se aos casos em que o produ-
to das rafzes é negativo; isto significa a rejeiciio da raiz ne-
gativa! Alerta, também, para a existéncia de equagdes im-
possiveis e para o caso em que a solugiio ¢ igual a metade
do coeficiente da incégnira: as condigdes em que ocorrem
coincidem, a menos da linguagem, com aquelas que hoje
consideramos.

Faz acompanhar as regras dé uma figura pois, no dizer do
préprio autor, “Agora é necéssdrio demonstrar geometrica-
mente a verdade do mesmo problema que explicimos nu-
mericamente”. Vejamos, entio, a solugio geométrica dada

por Al-Khwirizmi na resoluciio da equagio z* + 10z = 39;
sugere-se a extrac¢io da regra a partir da sequéncia de passos
que conduz 4 figura 1:

— tragar o quadrado [ABCDJ;

— no prolongamento de AD marcar o ponto E a 5 unida-
des de distincia de D;

— no prolongamento de AB marcar o ponto Fa 5 unida-
des de distAncia de B;

— determinar o ponto K de modo que o quadrilitero
[AFKFE)] seja um quadrado;

— prolongar DC' e BC' e designar por G e H, respectiva-
mente, os pontos de encontro desses prolongamentos
com os lados que lhes sio perpendiculares, FK e FK.

A drea do quadrado [A FK E] ¢ dada simultaneamente por

224102425 epor (z+5)%

Por isso, para o valor de 2 esperado, essas duas expres-
sdes coincidem. Ora, sendo =z + 10z = 39, entdo
(z+ 5)2 = 39 + 25. Daqui decorre o valor da raiz, 3, a
partir do valor de = + 5, ou seja de 8.

Mas serd este processo original? Poderd ndo ser, mas terd
sido al-Khwirizmi quem primeiro sintetizou todos os tipos
de equacdes de grau nfo superior ao 2°, bem como as respec-
tivas resolucdes e, consequentemente, estabeleceu os prin-
cipios de equivaléncia para as equagdes do 1° grau.

Outros inovadores

No século X, outro drabe de nome Omar Khayyam descobre
que a extraccio da raiz cibica de uma constante a é dada
pela interseccio de duas pardbolas.

Omar parte de quatro quantidades, designadas por a, b,
c e d, tais que

ble=c/d=d/a.
Daqui deduz:
1. ¢ = b%a, pois (b/C)2 = (¢/d)(d/a) (basta multiplicar

membro a membro as duas igualdades que se podem reti-
rar da condiciio que relaciona a, b, ¢ e d e nas quais apa-
rece b/c.

2. ¢® = bd, (basta considerar a igualdade entre a 12 ¢ a 2°
expresses da relagdo referida); na hipétese de b= 1,
entdo ¢ = d.

3. d? = ac (basta considerar a igualdade entre as duas dl-
timas proporgdes).

Admitindo ¢ e d como varidveis ¢ @ como uma constan-
te, considera as duas pardbolas definidas em 2. e 3., de ei-
xos perpendiculares um ao outro e com o mesmo vértice;
aplicando a linguagem curricular, na primeira parébola o
parémetro, é 1/2 e na segunda € a/2. Logo, desde que exis-
tam ¢ e d, cumprindo 2. e 3., a raiz ctibica de a serd dada por
¢, que é a abcissa do ponto de intersecciio dessas duas pard-
bolas (figura 2).

O contributo de Pedro Nuneg vem na esteira das ino-
vacoes de al-Khwarizmi, No seu Libro de Algebra, conside-
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ra seis tipos de “conjugagdes”, a saber, e seguindo a ordem
estabelecida no quadro anteriormente apresentado:

Coisas iguais a
nameros

Censos iguaisa  Censos iguais a
coisas niimeros

Coisas e niimeros  Censo e nimeros
iguais a censo iguais a coisas

Censo e coisas
iguais a niimeros

Comparando a terminologia, somos levados a concluir que
Pedro Nunes

®  designa por “coisa” a raiz da equagio e por “censo” o seu
o quadrado,

e faz o tratamento das equaces por nés ditas de comple-
tas com o coeficiente de 22 unitdrio (diz “censo” e nio
“censos”).

Faz distingio entre as conjugacdes escritas no quadro aci-
ma: &s da primeira linha, chama “simples”, e as que figuram
na segunda, chama “compostas”. Usa uma linguagem “sin-
copada” para escrever as equagbes, recorrendo, a abreviatu-
ras das palavras proferidas: encontramos, por exemplo, “co”,

!N

“ce” “p” e “m”, com o significado de, respectivamente, “coi-
sa”, “censo”, mais” e “menos. Usa “cifra” com o significado
de “zero”; ndio considera coeficientes negativos: daf a neces-
sidade das trés “conjugagoes compostas”.

Neste trabalho, e para cada uma das conjugacges,

® apresenta, em linguagem corrente e genérica, uma regra
para determinar a raiz em cada conj ugagio e aplica-a de
imediato a um problema a resolver, supostamente pro-
posto; faz, em geral, a verificacio da soluciio encontrada.
Estas regras, passadas para linguagem matemdrica, con-
duzem a férmula resolvente actualmente em uso;

® aplica novamente a regra a um outro problema, também
com a verificagiio da solucio;

® demonstra a validade das regras dadas por dois caminhos
diferentes; ambas as demonstragdes se apoiam em figuras
mas de natureza diferente, tal qual os argumentos utili-
zados.

Figura 2.

Além disso, procede a discussio das equagdes. No Capitulo
6 da Primeira Parte do referido Libro, intitulado “Como re-
conhecer se um caso ¢ necessério ou impossivel”, diz: “Da-
remos portanto alguns avisos para conhecer se o caso ¢ im-
possivel ou necessario, para que nio trabalhemos no vazio”.
Também alerta que nem sempre é possivel reconhecé-lo &
partida ...

Sigamos a proposta de Nunes para uma das conjugagdes
compostas, precisamente a 6® anteriormente enunciada,
adaptando a grafia mas procurando manter a estrutura ori-
ginal: “Quando um censo e o nimero forem iguais a coisas,
multiplicaremos em si mesmo a metade do ndmero das coi-
sas criando quadrado, do qual tiraremos o nimero propos-
to, e do que restar tomaremos a raiz. A qual juntando com
a metade do nimero das coisas, ou subtraindo se quisermos,
nos dara o valor da coisa”. A regra é, entio:

¢ elevar ao quadrado a metade do coeficiente da incdgni-
ta,

® subtrair ao quadrado obtido o termo independente,
calcular a raiz quadrada desta diferenca,

© somar ou subtrair esta raiz 2 metade do coeficiente da in-
cdgnita.

Qual é a diferenga entre esta regra e a anteriormente enun-
ciada atribuida a al-Khwarizmi? Fcil é constatar que coin-
cidem, a menos do 4mbito do seu enunciado: al-Khwirizmi
enuncia-a face a um exemplo; Pedro Nunes, opta pelo geral,
enuncia-a para qualquer “conjugacio” daquele tipo!

Nio ¢é dificil verificar a equivaléncia da regra aqui enun-
ciada a férmula resolvente actualmente em uso. apenas
neste tipo de equagdes que Nunes admite a soma e a dife-
renga da raiz do quadrado discriminante com a metade do
coeficiente de x; também € 6 tnico caso da equacsio de 2°
grau com termo independente negativo; mas isto nfo signi-
fica que aceitasse rafzes negativas: nos exemplos que inclui,
as solugBes sdo sempre ¢ s6 nimeros positivos.

Pedro Nunes avanga com um exemplo, no qual retira
ambas as solucdes, apds o que alerta paraa equacio com raiz
dupla: se o ndmero proposto for igual ao quadrado da meta-

i

Hovembro | Dezembro || 2005

25




ob

de do ndmero das coisas, entdio essa metade do niimero das
coisas serd o valor da coisa. Exemplifica, depois, este “alerta”
com z? + 9 = 6g; perante 4 diferenca entre 32 e 9, diz, em
jeito de justificagiio da sua afirmagio: é indiferente somar ou
subtrair & metade das coisas!

Nada falta no Libro de Algebra de Pedro Nunes para ser
considerado um tratado sobre as equagdes de grau nfo supe-
rior ao segundo: regras gerais, demonstragdes e discussdes,
tudo 14 estd! Mas também trata da resolugiio de equagBes do
3° grau.

E noulras civilizages ndo houve procedimentos algebricos?

Vejamos agora como outras civilizagdes lidaram com a ne-
cessidade de determinar quantidades desconhecidas.

Recuemos a Euclides, mais precisamente & proposi¢io
44 do livro I da obra Os Elementos, cujo enunciado é:

“Aplicar a uma linha recta dada, segundo um rectilineo dado,
um paralelogramo igual a um tridngulo dado™.

Talvez a interpretacio desta mensagem fique mais acessivel
substituindo

— “aplicar a” por “construir sobre”,
— “linha recta” por “segmento de recta”,
— “rectilinec” por “4ngulo”.

Poderi ainda levantar alguma divida, Euclides pretender
“um paralelogramo igual a um tridngulo”: por certo que esta
“igualdade” ndo é no sentido geométrico mas sim métrico,
ou seja; pretende que as duas figuras tenham a mesma drea.

Simplifica, e ndo reduz a generalidade, construir um rec-
tAngulo sobre um segmento de recta de modo que a sua drea
seja previamente fixada. Numericamente, pretendemos, da-
dos uma drea A e um comprimento s, determinar o compri-
mento z tal que

st=2A

Euclides resolve o problema geometricamente. Nio deixa,
porém, de resolver uma equagio!

Voltando a Euclides, mas agora ao livro VI dos seus Ele-
mentos, 4 encontramos a proposicio 29, que reza assim:

Aplicar a uma linha recta dada um paralelogramo igual a uma
figura rectilinea dada e excedente por uma figura paralelogra-
mica semelhante a uma dada.

Tal como na proposi¢io anterior, algumas substituigdes de
linguagem facilitam o entendimento da mensagem; as duas
primeiras antes indicadas, cabe agora acrescentar:

— “figura rectilinea” por “poligono”,
— “excedente por” por “cuja drea exceda”.

Trabalhar um caso particular, usando rectingulos, o que em
nada reduz a generalidade, permite entender mais claramen-
te o contetido desta proposigio.' Afinal a proposigdo preten-
de que se construa sobre um segmento de recta dado, um
rectingulo cuja 4rea seja igual & de um poligono dado acres-
cida de uma outra drea dada, por exemplo, da drea de um
quadrado. Recorrendo a simbologia, diremos: seja A a drea

de um dado poligono e seja s um dado comprimento: deter-
mine o comprimento z, de modo que

(s+z)z=A

Ora nesta expressio hd duas constantes, A e s, e uma varid-
vel, z: ndo é senfio uma equagio do 2° grau!

Com outra proposicio deste tipo, e a primeira propo-
sico que referimos, temos nada mais, nada menos do que
Euclides a dar processos geométricos para a resolucio de trés
tipos de equagdes de 2° grau e a partir de figuras da mesma
familia da que al-Khwérizmi apresenta. Entdo ndo se pode
atribuir a criagio da Algebra a Euclides? Os mais reputados
especialistas em Histéria da Matematica sdo peremptdrios:
Euclides ndo apresenta todos os tipos possiveis de equagtes
do 2° grau! Logo, Euclides estd apenas a fazer Geometria!

Nos tio célebres como antigos Os Elementos de Euclides
encontramos com frequéncia situagdes algébricas resolvidas
geometricamente e vem de longe a questfo: trata-se de uma
geometria algébrica ou de uma 4lgebra geométrica?

Em obras legadas por matemdticos chineses, que de al-

 gum modo chegaram aos nossos dias, somos levados a acre-

ditar que os processos algébricos mereceram a sua atengio.
Na recuperagiio da obra Chiu-Chang Suan-Shu, titulo tradu-
zido por alguns como Aritmética em Nove Seccdes e por ou-
tros como Nowve Capitulos na Arte da Matemdtica, levada a
cabo por Liu Hui, que viveu no século I, é contada a histé-
ria desta obra; porém, tanto a autoria como a data de elabo-
ragiio sdo desconhecidas, tudo apontado, contudo, para ter
sido escrita 213 anos antes de Cristo. Nesta obra, em cada
capftulo hd um conjunto de problemas sobre o mesmo as-
sunto e todos de indole pratica, centrados na actividade di-
dria do reino. Um dos problemas do 7° Capitulo, cujo titulo
é “Excesso e deficiéncia”, tem, em traduciio livre, o seguin-
te enunciado:

“Um grupo de amigos pretende fazer uma compra conjunta. Se
cada um deles der 9 moedas, sobram 3; se cada um der 7, faltam
4. Quantos amigos compdem o grupo e quantas moedas sdo ne-
cessérias para efectuar a compra?”

Dispensamo-nos de transcrever as instrugdes que, incidindo
sobre os nimeros dados, conduzem 2 solugio. O curioso é
que, seguindo essas instrugdes, que passam inclusivamente
pela disposicdo dos niimeros do enunciado em filas, e recor-
rendo a expressdes designatdrias para as quantidades, ca-
fmos na expressdo que hoje resulta da aplicacio da regra
de Cramer. Todavia, no ocidente atribui-se o conceito de
determinante a este matemdtico suico (1750)!

Um dos assuntos que mais prendeu a atengfio dos ma-
temdticos chineses terd sido aquele que hoje catalogamos
como Congruéncias, talvez por este assunto ter a ver com
a construcio do calenddrio. Numa dessas obras, datada do
ano 280, intitulada Sun Tsu Suan Ching que pode ser tra-
duzido pela A Aritmética do Mestre Sol e da autoria de Sun
Tsu, encontra-se o seguinte enunciado: “H4 um nimero de
objectos desconhecido. Quando contados 3 a 3, sobram 2;
quando contados 5 a 5, sobram 3: e quando contados 7 a 7,
sobram 2. Quantos sio esses objectos?” O livro d4 a respos-
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Figura 3. Nesta figura. o enunciado ocupa as duas primeiras linhas.,
que vem acompanhado da respecfiva solucdo. ambos em formafo

ariginal.
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ta (23) e também apresenta a resolucdio: “Se contados 3 a 3
sobram 2, pde 140. Se contados 5 2 5 sobram 3, pde 63. Se
contados 7 a 7 sobram 2, pse 30. Agora soma esses niimeros,
o que dé 233; subtrai-lhe 210 e obténs a resposta”. Obvia-
mente que a actual teoria de congruéncias resolve o proble-
ma e justifica a resolugiio. Mas o problema é indeterminado
e ndo € dito que se quer 0 ndmero minimo de objectos nes-
sas condicdes. Como chegou o autor a estes nimeros? Ora,
calculando o minimo maltiplo comum dos divisores toma-
dos dois a dois, temos 35, 15, e 21. Multiplicando cada um
destes nimeros pelo resto da terceira congruéncia, ou seja,
daquela cujo divisor nfo ests envolvido no minimo muilti-
plo comum, obtemos nimeros cuja soma nio € um miltiplo
de 105, isto ¢, do minimo maltiplo comum entre 3,5eT;
mas ji o € 210. Serd por isso que a resoluciio usa 1407

No século XIII, pelo menos, ja 0s matemaricos chine-
ses resolviam equagdes pelo chamado “método de Horner”.
Numa obra Tratado Matemdtico em Nove Seccdies, da autoria
de Ch'in Chiu-shao, aparece a resolucio de uma equacio
que na notacio actual se escreve:

—z* + 76320022 — 40642560000 = 0

Os matematicos chineses operavam com os “pauzinhos de
contar”, que dispunham em tabuleiros com um reticulado
rectangular, dedicando uma linha a cada expoente da incdg-
nita (aqui de 0 a 4) e um outro onde escreviam os sucessivos
valores ensaiados para a solucéio. Mikami salienta o facto do
autor abordar esta equaciio como uma equacio do 4° grau e
ndo como uma equacio biquadrada e de todas as equagdes
terem o termo independente negativo, termo a que chama-
vam shih, o que significa “absoluto”.

Sem nos determos especialmente na representacio dos
céleulos, atentemos no processo:

— multiplica 8 pelo coeficiente do termo de maior grau;

— soma o produto obtido ao coeficiente do termo de grau
seguinte, que neste caso é nulo;

— multiplica a soma obtida por 8 e soma ao coeficiente do
termo de grau seguinte, aqui 763 200 mas da esquerda
para a'direita; aqui € notdrio que o factor que estd a uti-
lizar ndo € 8 mas 800! Daqui em diante assumimos este
valor; '

]

— addiferenca encontrada é multiplicada novamente por
800 e somada algebricamente com o coeficiente do ter-
* mo seguinte, 0, neste caso;
~ asoma encontrado € novamente multiplicada por 800;
— 0 novo produto é somado algebricamente a0 termo in-

dependente: d4 38 205 440 000.

Deixando de lado este valor, recomeca este processo ainda
com o mesmo factor, agora com os coeficientes modificados
pelas operagdes descritas, o que leva a um novo “termo in-
dependente”: —826 880 000. Recomega novo ciclo, e mais
outro, ambos com o mesmo factor 800, o que leva, respecti-
vamente, aos nimeros -3 076 800 e -3 200. Aqui, muda de
factor passando de 800 para 40 e retoma o processo de so-
mas e produtos mas usando o coeficiente do termo de maior
grau, neste caso —1, e cada um dos niimeros que ia deixan-
do de lado, no sentido contrério aquele em que foram obti-
dos: =3 200, -3 076 800, 826 880 000 e 38 205 440 000.
Encontra, ento, —38 205 440 000 como dltimo produto, o
que equivale a encontrar 0 como soma final! Declara, pois:
a raiz € 840, o que facilmente verificamos com a ajuda da
Regra de Ruffini.

Aligs, usando esta regra, temos algum modo simples de
representar os nimeros e as operagies que descrevemos (ta-
bela 1).

Falta esclarecer de onde surgem os nimeros 800 e 40.
Joseph ¢ peremptério: indispensavel estimar o ndmero de
algarismos bem como o de maior ordem, feito, provavel-
mente por tentativa e erro!

O processo descrito, que posteriormente foi aplicado
para aumentar a precisdo no caso das raizes decimais ranto
na China como no Japdo, é considerado precursor do desig-
nado método de Horner, publicado em 1819. Nio h4, no en-
tanto, evidéncia de que este matemdtico tenha rido conhe-
cimento dos desenvolvimentos da Matematica na China.

Os egipcios também sentiram a necessidade de encon-
trar valores encobertos em condigdes, por vezes ligados a
problemas da vida real, mas ngo s6.

-1 0 763 200 0 —40 642 560 000
800 -800 —640 000 98 560 000 78 848 000 00O
-1 -800 123 200 98 560 000 38 205 440 000
800 —800 -1 280 000 -925 440 000
-1 -1600 1156800 -826 880 000
800 =800 -1 920 000
-1 -2400 -3 0.768 000
800 -800
-1 -3200
40 —40 —129 600 —128 256 000 -38 205 440 D00
-1 3240 -3 206 400 -955 136 000 0
Tabela 1.
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O enunciado do problema 72 do Papiro de Ahmes', em

traducio mais ou menos livre, é: “Quantos pdes de pesu 45
podem ser trocados por 100 pées de pesu 107"
[pesu: d4 informacio quanto 4 relaciio do grio empregue no
fabrico de pao. Para a mesma quantidade de griio, o pdo serd
de pesu tanto mais baixo quantos mais pdes forem fabrica-
dos].

O préprio Papiro apresenta a resolucio, que se baseia,
tal como noutros problemas de pesu, em apenas dois passos:
primeiro, determinar a quantidade de grdo gasto na confec-
¢do dos 100 pies de pesu 10 e, depois, o nimero de pies que
se podem confeccionar com igual quantidade de grio.

Porém, a resoluciio sugerida € a seguinte:

— determina o excesso de 45 sobre 10: d4 35.

— divide 35 por 10: d4 3 + 1/22

— multiplica esse ndmero por 100: d4 350

— soma 100 a 350: d4 450

— Conclusdo: 100 paes de 10 pesu sdo trocados por 450 de
45 pesu.

Porqué esta resolucio?
Ora, decalcando estes passos mas recorrendo a expres-
sOes designatdrias, por exemplo:

— pe @ as duas variedades de pdo, em pesu
— x e y: quantidade de pdes a receber, respectivamente a p
€ a q pesu

chegamos a uma resposta em fun¢io das expressdes designa-
térias escolhidas:

= @ Py +z
expressdo equivalente a
_ 4
Yy=—-x,
P
e que responde 2 determinaciio de y de tal modo que seja

y/z =q/p.

O préprio papiro refere a sua idade: terd sido copiado
cerca de 1650 anos antes de Cristo a partir de um outro do-
cumento escrito entre 2000 e 1800 a.C., sobre assuntos co-
nhecidos desde 2650 a.C.! Os 85 problemas que este papiro
apresenta, quase todos acompanhados das respectivas reso-
lugdes e todos com a sua solugdo, poderfo ser exemplos de
problemas tipo, portanto, ndo se tratard de situagbes pontu-
ais nem tdo pouco de resolugdes de acaso. Ndo poderemos
considerar esta resolugdo o exemplo tipo das resolugdes de
equagdes y/z = q/p! Perante uma resposta afirmativa, es-
tarfamos perante a resolugio mais antiga de uma equacio,
por processos mentais conducentes s regras que dominam
o0s processos actuais! Poder-se-a dizer: mas isso € um proble-
ma pratico, ndo é uma actividade puramente matemadtica! E
verdade: mas ndo deixa de exigir um raciocinio matemadti-
co!

Mas neste mesmo papiro existem exercicios numéricos
envolvendo incégnitas, no dizer de Robins & Shute, “re-
presentando uma aproximacio a Algebra”, sendo as quan-
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Figura 4. Na 1° linha. a versdo original do dito problema: 1/3 deve ser
somado 2/3 devem ser sublrafdos; depois, a resolucdo.

tidades desconhecidas enunciadas verbalmente; alguns des-

- tes exercicios parecem ter por objectivo uma diversdo do

tipo dos problemas “pensa num nimero”. Estes exercicios,
tinham, eventualmente, um cardcter pedagdgico: a aprendi-
zagem das criangas que nasciam livres era feita em ambiente
de jogo e entretenimento, com exemplos concretos e con-
cretizando as situagBes.

Vejamos um caso desses (Problema 28 do papiro), que
em traduciio livre reza assim: “A quantidade e dois tergos
dela sfo somados, e da soma a terga parte da soma é subtra-
ida, e sobram10. Qual é o nimero?”

Representando por & o nimero a descobrir, este enun-
ciado é traduzido em notacdo actual por:

&+ 2/3z—1/3(z + 2/3z) = 10.
Em Gillings encontramos uma possivel resoluciio:

— se fica 10, tomar a 10® parte, que € 1;
— ondmero € 9.

E segue-se a verificagio: cdlculo de 2/3 de 9, a sua soma
com 6, o cilculo da terca parte de 15, a diferenca para 15 e
a constataciio que se obtém o nimero 10 esperado!

Poder-se-4 pensar que é uma resolucio “tentativa e erro
ou ao acaso. Mas ela tem uma justificagio que pode ser en-
contrada por comparagio com a resolugio actual da mesma.
Da simplificagiio do primeiro membro da equagio resulta
10/92 = 10, ou seja: 1 /92 = 1 e dai decorre imediatamen-
te a solucio.

A agilidade de cilculo com as chamadas fracgses unita-
rias pode justificar que o escriba nfo tivesse necessidade de
registar mais passos na resolugiio deste problema.

Esta resoluciio contribui para mostrar que os egipcios ti-
nham processos matematicos para responder rapidamente a
questdes como a desta adivinha numérica que, neste caso,
exige resolver uma equacio doI 1° grau.

Um outro problema do mesmo papiro mostra uma actu-
acdo diferente perante as equagdes do 1° grau: a resolucgio

»

Educacdo e Matematica | nimero 85




pelo “método da falsa posi¢o”. Vejamos como era aplicado,
recorrendo ao enunciado de um outro, o problema n.° 27,
por exemplo: "Uma quantidade somada com a sua quinta
parte dd 21. Qual € essa quantidade?”. A resoluciio

— assume que a resposta é 5;

— soma a J a sua quinta parte: obtém 6;

— procura o nidmero que multiplicado por 6 d4 21: obtém
3.5

— multiplica 3,5 por 5: obtém 17,5, que ¢ a soluggo.

Ou seja: ao assumir que a solugdio é 5, verifica que o primei-
ro membro ndo d4 21 mas sim 6; faz, entdo, a proporcio
6/5=21/z. “ '

Este problema, tal como outros 10, e ao contririo da
maioria dos que figuram no papiro de Ahmes, nio tem qual-
quer interesse do ponto de vista do dia-a-dia: tudo aponta
para que visasse apenas a actividade matemdtica. A sua re-
solugdo apoia-se no método da falsa posigio: depois de en-
saiar um valor para a solucdio, corrige-0 em fungio do resul-
tado obtido e do desejado.

No papiro de Berlim, encontrado em muito mss condi-
¢Oes, hd indicios de um problema de equagBes simultine-
as, cujo enunciado reza assim: “Um quadrado e um segundo
quadrado, cujo lado é 1 /2 +1/4 do lado do primeiro, tém,
em conjunto, drea igual a 100. Mostra-me como calcular
isto”. Entende-se, neste enunciado, que se pretende calcular
a medida do comprimento do lado de cada um dos dois qua-
drados, conhecendo a soma das suas dreas e a relacio entre
os comprimentos dos seus lados. Em simbologia actual, pre-
tendemos resolver um sistema de duas equagdes, sendo uma
delas de 2° grau e a outra do 1°, a saber:

2+ =100 e 4z—3y—0.
A resolugio ¢ feita em linguagem geométrica, partindo de
um quadrado de lado unitsrio:

— conclui que o lado do outro quadrado é 1 /24 1/4 (bas-
ta considerar ¥ = 1 na segunda equagio e representar
3/4 em fracgdes unitarias), '

— calcula a drea deste quadrado: 1/2 + 1 /186,

— soma a drea dos dois quadrados: 1+ 1/2 + 1/16,

— toma a raiz quadrada deste valor: 1 + 1/4,

— toma a raiz quadrada da drea do quadrado dado: 10,

— divide 10 por 1 + 1 /4, ou seja, faz a proporcionalidade
entre o valor suposto (1), o resultado obtido (1+1/4),
a solugdo () e o valor total dado (10).

— afirma que a soluciio é 8.

Ou seja: aqui também ¢ utilizado o método da falsa posi-
cao!

Nio pretendiamos contribuir para uma nova defini-
¢do de Algebra, nem na sua vertente moderna nem na
sua vertente cldssica. Pretendiamos, isso sim, apresentar
contributos de matem4ticos de diversas civilizagdes e em di-
ferentés épocas para a sua construgio ou evolugio desse ca-
pitulo da Matemdtica. Muito ficou por dizer e muitos mais
nomes gostariamos de ter citado ...

Nofas*

1 Papiro com o nome do copista que o escreveu; é também co-
nhecido como papiro de Rhind, o antiqudrio escocés que o
comprou em Luxor, no século XIX. O papiro foi encontrado
no timulo do Faras do Egipto, Ramsés I e pensa-se que poderd
ser da autoria de Imhotep, Fisico e Arquitecto. O texto estava
escrito em linguagem hierdtica, uma das trés linguagens usadas
no Egipto.

2 Escrita com recurso a fracgBes unitérias. Do resultado obrido,
3,5, separamos a parte inteira da parte decimal que representa-
mos em forma de fracgio. Adiante voltard a aparecer notagiio
idéntica mas dispensar-nos-emos de prestar este esclarecimen-
to.
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Resolver problemas de sublrace

Elvira Ferreira, Fatima Mendes, Marta Prafas

Neste artigo, procuramos reflectir sobre o desenvolvimento
do sentido do ndmero e a aprendizagem do sentido das
operacdes dos alunos ao longo do 1° ciclo.

A nossa preocupaciio bascia-se, essencialmente, em
apoiar o desenvolvimento dos processos préprios dos alunos
e criar condigBes para que os alunos tenham oportunidade
de desenvolver o seu sentido de nimero, que inclui,
nomeadamente, o desenvolvimento de métodos e de
técnicas de célculo adequadas a resoluciio de problemas e
a descoberta da estrutura dos nidmeros e das suas relagdes.
Consideramos também importante, como referem Fosnot
e Dolk (2001), tornar os alunos capazes de olhar para os
nimeros e, partindo desse olhar, estabelecer as relacdes
adequadas e jogar com elas. Ou seja, para se ser capaz de
caleular usando o sentido do ndmero, ndo é suficiente dispor
de uma grande quantidade de estratégias, é preciso também
saber olhar para os niimeros envolvidos em cada situagdo.

Assim, planedmos um conjunto de tarefas com
um progressivo grau de dificuldade e que envolviam a
operacio subtraccio. Selecciondmos trés dos problemas
que aplicimos e apresentamos, neste artigo, a resolucio
realizada pelo Gongalo e pelo Roberto, dois dos alunos da
turma com que trabalhdmos, para, a partir dai, podermos
discutir e reflectir sobre as estratégias utilizadas e o modo
como vio evoluindo. Com estes exemplos, pretendemos
contextualizar a discussdo sobre alguns aspectos associados
ao sentido de nimero relacionados com a subtracciio e a
evolugio das estratégias proprias dos alunos na resolucio de
problemas que envolvem esta operaciio.

Exemplos de sala de aula

Os exemplos escolhidos foram retirados do trabalho
realizado pela Elvira numa turma de 2° ano de escolaridade.
Integrada desde o ano lectivo anterior num projecto de
desenvolvimento curricular sobre competéncias de cilculo
e sentido do nimero' desenvolveu um trabalho com os
seus alunos considerando as perspectivas pedagdgicas e
didéeticas veiculadas neste texto. Desde o 1° ano, procurou
que os alunos se habituassem a justificar, oralmente ou por
escrito, o seu modo de pensar, para além de tentar realizar
todo um trabalho que estimulasse e desenvolvesse nos
alunos o gosto pela Matematica.

No que diz respeito a subtrac¢io, desde o ano lectivo
anterior, os alunos foram confrontados com variados
problemas para resolver, primeiro com nimeros pequenos
e recorrendo essencialmente A contagem como estratégia
de resolucio. Gradualmente, os nimeros envolvidos foram
sendo maiores e as estratégias de resolugio foram sendo de
outro tipo. Os alunos podiam resolver o mesmo problema
utilizando procedimentos muito diferentes e sabiam que
todos tinham um espago para explicar aos colegas como
tinham pensado e feito, habituando-se, desde cedo, a
explicitar oralmente o seu modo de pensar e a ouvir a
explicagio dos seus colegas.

Muitas vezes, as vdrias resolugbes eram escritas no qua-
dro e assinadas pelo seu autor, de modo a se poder compa-
rar as diferentes estratégias, sendo o8 ptoprios alunos a iden-
tificar a mais eficaz, no sentido de mais ficil e rdpida. Este
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procedimento fazia com que alunos mais fracos ou menos
rdpidos pudessem observar outras estratégias e evoluir no
sentido das mais eficazes.

E de notar que os alunos ndo conheciam ainda o
algoritmo da subtracciio mas conseguiam resolver problemas
de subtracgio com empréstimo, utilizando as estratégias
veiculadas e trabalhadas com eles desde o infcio do ano.

1. 0 problema do autocarro

-29

No autocarro estédo 56 pessoas.
Saem 29 na paragem.
Quantas ficam no autocarro?

Este problema’ foi proposto aos alunos em Janeiro. Desde
0 inicio do ano, e no que diz respeito & subtracciio, j4
tinham resolvido bastantes problemas, embora com
nimeros menores. Também estavam habituados a resolver
problemas relacionados com 6 seu dia a dia. Muitas vezes,
eram eles préprios os protagonistas das situagdes propostas,
0 que muito lhes agradava. Podemos afirmar que, de uma
forma geral, nesta altura do ano, tinham, na sua maior
parte, desenvolvido um bom conhecimento da ordem e da
estrutura dos niimeros até 20, conseguindo fazer a passagem
gradual desse conhecimento para niimeros maiores. Estayam
também muito habituados a utilizar a linha numeérica, semi-
estruturada (com a indicacio das dezenas) como um modelo
de suporte ao cdlculo.

A situagiio proposta por este problema diz respeito ao
sentido da subtrac¢iio usualmente denominado de retirar
ou mudar tirando, correspondendo a retirar uma certa
quantidade a outra. Tipicamente, os problemas deste tipo
sdo resolvidos através de um procedimento subtractivo para
se caleular o resultado (Ponte e Serrazina, 2000).

Roberto
Analisemos a resolugio efectuada pelo Roberto (figura 1).
A situagdo € entendida como um problema de subtraccio e

56-24 =07
966> 56
Ho=7=uz.
YF-£=lp
o=41=%
o—1=2F

o

representada por 56 — 29. Parece-nos que, a primeira coisa
que o Roberto fez foi olhar para os nimeros envolvidos, o 56
e, especialmente, o 29,

Entdo, como tinha de retirar 29, ter4 pensado que
29 =20+ 9, optando por subtrair primeiro 9, usando o
facto conhecido de 9 ser 6 + 3. Assim, partiu do 56 e reti-
rou G e depois 3, chegando ao 47, Também, neste procedi-
mento, terd pensado na decomposiciio do 56 em 50 - 6. Pa-
rece-nos que a seguir, pensando na decomposiciio do 20 em
7410 + 3, tirou 7 e obteve 40. A seguir deu um salto de
10, chegando ao 30. Podemos conjecturar que, nesta altura,
deve ter adicionado o niimero de saltos, 7 + 10 para con-
cluir que o ltimo salto seria de 3, perfazendo o 20. Neste
procedimento final estdo implicitas outras relagBes numéri-
cas, que 7+ 10 € 17 e que 17 + 3 ¢ 20, logo, tem ainda de
se tirar 3, chegando ao 27.

Podemos afirmar que o Roberto fez este conjunto de
procedimentos encadeados de um modo sequencial e line-
ar, partindo do ndmero maior e chegando ao menor, usan-
do um conjunto de relagdes entre o0s ndmeros que envolvem
decomposigtes adequadas 4 situacio proposta. Somos ainda
levadas a pensar que, eventualmente, a utilizagdo da linha
com a marcagio prévia das dezenas, poderd ter influenciado
os procedimentos deste aluno, nomeadamente quando no
47 ndo deu um salto de 10 mas passou primeiro pelo 40.

Gongalo

Tal como o Roberto, 0 Gongalo (figura 2) utilizou, também,
um céleulo organizado de uma forma sequencial e baseado
no conhecimento que parece ter sobre as diferentes repre-
sentagdes dos niimeros. No entanto, as estratégias de célcu-
lo a que recorreu, diferentes das anteriores, parecem revelar
um conhecimento um pouco mais organizado e desenvolvi-
do sobre a estrutura do 10.

Comega por tirar 6 a0 56 (salto até a dezena mais pro-
xima), parecendo-nos que terd pensado primeiro que 56 se
pode escrever como 50 + 6, logo 56 — 6 ¢ 50. Como tam-
bém sabe que 29 é 20 4 9, a partir do 50 tira logo 20 de
uma s6 vez, chegando assim ao 30. Poderemos conjecturar
que usou o facto conhecido de 50 ser 30 + 20, logo 50 — 20
€ 30. Uma das justificagdes para este conhecimento poderd
ser o ter automatizado as decomposices diversas dos nime-
ros até 20, usando neste caso a adequada 5 = 3 + 2 e esten-
dendo-a para 30 + 20.

5{ 6+19=3+
T4-4=50

§0-3p=
7 -3-9.} Qge

s
=

1 a 1
__l ;;:o 3-&'22_-‘ U:g 4*1;10_ % és ?l-o % ‘1'56

Figura 1.

2

R: My addvcamne patir 22 z!.p;m.m .

Figura 2.
J
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3a

Qual a diferenca de preco destas mesas?
Explica como pensaste.

Flgura 3.

Parg retirar seguidamente apenas 3, terd de ter calculado
20 4+ 6 = 26 e saber que para 29 basta adicionar 3, perfa-
zendo 29 e chegando ao resultado pretendido, 27. Para além
das relacdes numéricas conhecidas e utilizadas por este alu-
no, os procedimentos usados levam-nos ainda a pensar que
consegue relacionar a adigio com a subtrac¢iio de uma for-
ma adequada.

¢. 0 problema das mesas

Este problema (figura 3) foi proposto aos alunos em
Margo. Nesta altura, os alunos j4 quase nio recorriam 2
linha numérica como suporte para o cdlculo, mesmo que
a professora o sugerisse, pois tinham um maior dominio e
seguranca no trabalho com os niimeros. De facto, os alunos
foram gradualmente adquirindo maior poder de abstracciio
e melhor conhecimento das imagens dos nimeros. Apesar
de nio se socorrerem da linha numérica continuavam a
usar procedimentos sequenciais de cdlculo. Também j4
trabalhavam com ntimeros maiores, conseguindo fazer a
passagem daquilo que sabiam com niimeros pequenos para o
cdlculo com niimeros grandes.

Este problema diz respeito a uma situaciio subtractiva do
tipo comparar, pois pretende-se comparar duas quantidades,
neste caso o prego de cada uma das mesas. Considerando
que estas situagdes sdo muitos usuais no nosso dia a dia, ¢
fundamental que os alunos as compreendam e desenvolvam
os procedimentos adequados 2 sua resolucio.

Roberfo

O Roberto consegue resolver o problema (figura 4) de uma
forma correcta, recorrendo a um procedimento aditivo. Uti-
liza novamente um conjunto de cdlculos sequenciais, par-

Moigo=1te
110 A45=116

R: ) 41

Figura 4.

tindo do nimero mais pequeno, 29 para chegar ao nimero
maior, 145.

Os cdlculos sdo feitos mentalmente, registando os passos
intermédios, sempre que necessdrio. Adiciona 1 ao 29 para
chegar 2 dezena mais préxima e, a partir do 30 d4 um sal-
to de 70, chegando ao 100. Provavelmente, para dar o salto
de 70, o Roberto baseou-se em relacdes que conhecia, tais
como 10 = 3 4 7, ampliando-a para 100 = 30 + 70.

Ultrapassando a barreiva dos 100 sem dificuldade d4, fi-
nalmente, um salto de 45. Para isso usou a relagio, sua co-
nhecida, que 100 + 45 & 145,

Posteriormente, adicionou os saltos sucessivos para ob-
ter o nimero pretendido. Esta adicdo, que corresponde a
1+ 45 + 70, foi efectuada de uma forma flexivel, nio se-
guindo a ordem das parcelas mas fazendo os cdlculos de uma
maneira mais rdpida e adequada, tendo em conta os nid-
meros envolvidos. Parece ter decomposto o 45 em 40 + 5
, usando apenas o 40 para adicionar 70, porque sabe que
4 4 7 s3o 11. Finalmente, de uma forma sequencial adicio-
nou o que restava, 1 + 3, obtendo 116.

Poderemos conjecturar que consegue passar eficazmente
a barreira do 100, recorrendo a relagSes entre niimeros que
conseguiu ampliar a partir dos conhecimentos sobre os nii-
meros até 20 e até 100. Por outro lado, é de realcar o proce-
dimento adequado e flexivel relacionado, de um modo im-
plicito com a propriedade associativa da adicdo, no caso em
que tem trés parcelas, 1, 45 e 70, adicionando-as da forma
mais conveniente.

Gongalo

A estratégia que adoptou (figura 5) revela que soube olhar
para os nimeros envolvidos. Apesar dos nidmeros serem
jd bastante grandes foi capaz de utilizar um procedimento
subtractivo e andar para trés a partir do aditivo, ou seja, cal-
cular a diferenga 145 — 29. Usando mais uma vez um pro-
cedimento sequencial, parece evidenciar um bom conheci-
mento da estrutura do sistema de numeragdo. Parte do 145 e
vai até & dezena imediatamente inferior, dando um salto de
5. Este cdlculo baseia-se no conhecimento de que o nimero
145 se pode representar através de 140 + 5 logo, 145 — 5 é
140. Seguidamente, d4 um salto de 20, obtendo 120. Pro-
vavelmente recorreu e ampliou a relagio sua conhecida
20 + 20 sdo 40 e, por isso 40 — 20 sdo 20.

Aus- 28211
1 4% -Ex 140
fyos Lp)=12e
120 ~1= 144
£riory =24

R~ l.u L

Figura 5.

o fo prago L 118 ¢,
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E preciso poupar dgua

1. Se todos os dias em tua casa 5 pessoas fizerem descargas
de autoclismo, quantos litros de dgua se gastardo sé com
o autoclismo?

R:

2. Todos os dias, em casa da professora 3 pessoas fazem des-
cargas de autoclismo. Quantos litros de dgua se gasta-
rio?

R: -]

3. Qual a diferenca de litros de dgua gastos em casa da pro-
fessora e em tua casa?

R:

4. Se em tua casa todos tomarem duche todos os dias,
quantos litros de dgua se gastario?

R:

5. Se tomares um duche todos os dias, quantos litros de
dgua gastards numa semana’

R:

Lavagem de louga e limpeza
Il 20

ALGUNS NUMEROS

Média de litros di4rios,

por pessoa: Consumos:

Agua utilizada Uma descarga de autoclismo
— 0 %210

Um duche

Descargas de autoclismo
4 [

Lavagem e banho Um banho de imersao
45 80

Uma lavagem na mag. lavar roupa
S T
Uma lavagem na magq. lavar loica
N 25 - 0

Lavagem de roupa
25

Bebida e cozinha
W15

i!ega de jardim e lavagem de carro
10

Figura 6. Ficha E preciso poupar dgua.

O dltimo salto € de 4, o que perfaz o total de 29. Pare-
ce-nos que podemos inferir que usou a decomposicio do 29
em 5 + 20 + 4, adequada aos calculos necessarios, revelan-
do um raciocinio bastante elaborado.

O Gongalo revela estar bastante familiarizado com a
operagio subtracgfio, para além de dominar muito bem
0s ndmeros envolvidos e as vérias decomposicoes a eles
associadas. Comparando com a sua resolugio do ‘problema
do autocarro’ pode observar-se que utiliza 0 mesmo tipo
de procedimentos, mostrando um raciocinio bastante
elaborado. E de referir que este aluno parece evidenciar
muito boas competéncias de calculo e, tal como Roberto,
regista apenas os passos intermédios, quando necessério.

3. E preciso poupar dgua

Esta ficha (figura 6) foi proposta aos alunos ja no final do
ano, com o inicio do tempo quente ¢ quando o problema
da falta de d4gua em Portugal comegou, mais uma vesz, a ser
discutido. A preocupacio do contexto do problema ser real
e préximo dos alunos esteve, mais uma vez, presente. Neste
artigo s6 iremos abordar a resolugio da questdo 3.

No que diz respeito ao sentido da subtraccio envolvido
nesta questdo, podemos afirmar que estamos perante umas si-
tuagio de comparar. E de notar que os nimeros envolvidos
no proeblema niio foram escolhidos ao acaso pois, apesar de
j4 serem nidmeros grandes, o facto de seremi multiplos de 5
pretendia facilitar os c4lculos considerando que os alunos

estavam muito habituados a trabalhar com as estruturas do
5edo 10.

Roberfo

Tratava-se de encontrar a diferenca entre 0 225 e o 135, as
quantidades de dgua gasta em casa do aluno e da professora,
respectivamente.

Nesta altura do ano, o Roberto revela bastante facilidade
no tratamento dos ndmeros e das suas propriedades.
Comega por representar o problema (fgura 7), fazendo uma
indicagdo do que precisa saber e parece ter comecgado por
escrever 2256—_ = 135. Os cilculos efectuados revelam
que parte do aditivo para chegar ao resto, usando os passos
necessdrios e que correspondem ao subtractivo, indiciando
que este aluno € capaz de utilizar estratégias subtractivas

R:

Fonte: Pragrama Nacional para o Usa Efeciente da Agua 2001

Figura 7.
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34

.{35} ap= 224
135

=~ 140
240 HpO\S 200
200\ ) =235

&tbo F3t=qgp

R: &t ‘b\aﬂl Ence, g

Figura 8.

recorrendo a propriedades da operacio em causa. Neste
procedimento estd implicita a relagio entre 225 — 135 =7
e 225—7 = 135.

Partindo do 225, retira 25, para chegar 4 centena mais
préxima. Apesar dos niimeros envolvidos serem bastante
grandes, parece que este aluno conseguiu fazer a amplia-
cdo do seu conhecimento sobre os niimeros, utilizando:
225 = 200 4 25 logo 225 — 25 = 200. Subtrai depois 65,
de uma s6 vez, para chegar ao 135. Como nfo se percebia,
através do registo, como foi efectuada a adicio 65 + 25,
a Elvira perguntou-lhe como tinha pensado. O Roberto
referiu que fez 65 + 20 = 85 85 + 5 = 90.

Goncalo

O Gongalo representa o problema (figura 8) partindo de
135+ = 9225, optando por recorrer a uma estratégia
aditiva. Aquele é entendido como uma adi¢do e nio como
uma subtraccio, visto que se parte de uma das parcelas e se
completa até obter o total. Assim, parte do 135 e adiciona
5 até a dezena mais préxima, pensamos que sem dificuldade,
considerando a contagem de 5 em 5, muito trabalhada an-
teriormente. Para chegar ao 200 adicionou 60, a partir do
qual lhe bastou adicionar 25 para atingir o 225. Usou a re-
lacio numérica 140 + 60 = 200 provavelmente a partir de
outras, tais como 4 4+ 6 = 10 ou 100 = 40 4 60, jd ante-
riormente muito urtilizadas.

E de notar que este aluno parece conhecer a relacgio en-
tre as operagGes adigiio e subtracgdo, aplicando esse conhe-
cimento para resolver este problema concreto. A barreira
dos 200 foi facilmente ultrapassada, estendendo as estraté-
gias de cdlculo que conhecia e usava com niimeros até 100.

Como nio se percebia, através dos registos apresenta-
dos, como foram efectuados os cilculos 5 + 60 + 25 = 90
para se encontrar a diferenga de litros de dgua, a Elvira pediu
a0 Gongalo que lhe explicasse como pensou e ele disse, “fiz
60 + 20 que sdo 80, 80 + 10 sdo 90, porque 5 + 5 sdo 10.

Subtrair com nDmeros maiores que 20: aspectos a ter em conta

Ao longo da andlise efectuada a partir das estratégias e
procedimentos utilizados pelo Roberto e o Gongalo durante
a resolugfio de alguns problemas, fomos dando indicagBes
do que consideramos fundamental trabalhar com os alunos
e que contribui fortemente para o desenvolvimento do
sentido do niimero e das operagdes, em particular no que se
refere & subtracgio.

Apesar dos exemplos de problemas analisados envolve-
rem nimeros maiores que 20, os procedimentos utilizados
pelos alunos assentam fundarmentalmente num conheci-
mento profundo sobre os niimeros até 20 e nas relagdes
entre eles. Trata-se de apoiar e desenvolver a tendéncia

natural que as criancas tém de contar quantidades e, gradu-
almente, de as agrupar, numa progressiva estruturagio. Por
outro lado, é essencial que este primeiro trabalho com os
nidmeros seja organizado de maneira que os alunos lhes atri-
buam significados associados ao mundo real e comecem a es-
tabelecer pontos de referéncia para as mediges, os precos,
as idades, etc.

Ao mesmo tempo, devem ser trabalhados os aspectos
relacionados com a ordem, contribuindo para que os alunos
sejam capazes de organizar e posicionar um conjunto de
ndmeros por ordem de grandeza. Um dos modelos que
pode contribuir para a aprendizagem dos nimeros enquanto
sequéncia, para além de actividades de contagem para a
frente e para trds a partir de um ndmero, € a linha numérica

“semi-estruturada (com as dezenas marcadas) ou vazia, onde

os alunos se habituam a posicionar os niimeros.

Na turma do Roberto e do Gongalo, o trabalho durante
o 1% ano assentou, entre outras, em actividades que
pretendiam ter em conta os aspectos aqui descritos. No que
diz respeito 4 aprendizagem da subtraccfo, todo o trabalho
associado a esta operagiio foi, por um lado, ligado a situagdes
da vida de todos os dias dos alunos e, por outro, muito
relacionado com actividades de contagem. Houve, desde
sempre, a preocupacio de apoiar as estratégias informais
e proprias dos alunos, tentando que, gradualmente, elas
pudessem ser mais formais mas também flexiveis, de modo a
serem adequadas a resolucdio dos diversos problemas.

Os problemas apresentados neste artigo pretenderam
exemplificar, contextos variados e proximos dos alunos e
também diferentes sentidos da subtracgio. As estratégias
usadas pelos alunos foram induzidas pelo contexto
apresentado, para além de se relacionarem fortemente com
os ndmeros envolvidos. Para estes alunos nfio constituiu
dificuldade de maior o resolver cada um deles, dado que
estavam habituados a olhar para os nimeros e a escolher a
estratégia que melhor se adaptava e com a qual se sentiam
seguros. No entanto, se a estratégia utilizada tivesse sido o
algoritmo, estaria em causa a subtracgiio com empréstimo
e o procedimento teria sido igual para todos. Assim, e
olhando para o problema das mesas, podemos observar que
o Roberto usou uma estratégia aditiva e o Gongalo uma
estratégia subtractiva. Ambos usaram o conhecimento e
as relagbes que conheciam sobre os ndmeros e fizeram
as decomposictes adequadas a cada caso. Considerando
os numeros envolvidos, muito afastados um do outro,
a estratégia mais inteligente seria a subtractiva, mas esta
questiio sé comegou a ser compreendida por quase todos
depois de terem sido confrontados com variados problemas
de subtracgio em que os nimeros estavam muito préximos
ou muito afastados um do outro.
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O céleulo com niimeros até 20 estd sempre presente
nas resolugGes apresentadas, pois ¢ a partir dele que os alu-
nos ampliam as relagdes numéricas entre nidmeros maiores,
Saber relagdes como 7 + 3 = 10 permite depois utilizar no
cdlculo com ndimeros maiores a relagio 70 + 30 = 100.
Também ¢ fundamental para a resolugdo deste tipo de pro-
blemas a ligacio entre a operagido adicio e a subtracgfio.
Com nimeros muito pequenos, estes alunos habituaram-se
a fazer a passagem de uma para a outra. Por exemplo, para
justificar que 7 — 3 ¢ 4 eles diziam “porque 4+ 3 é 7. O
tomar consciéncia da relagiio inversa entre estas duas opera-
¢Oes permitiu-lhes, mais tarde e com nimeros maiores, usar
esse conhecimento. = 4

Olhar para os nimeros e, a partir daf, decidir qual a sua
representacio mais adequada, ¢ vistvel, por exemplo na re-
solugdo dos dois primeitos problemas do Gongalo. Em am-
bos, o niimero 29 aparecia como subtractivo e, num caso,
foi decomposto em 6 4 20 + 3 e, no outro, em 5 + 20 + 4.
Provavelmente, o trabalho realizado no 1° ano a volta das
composigBes e decomposicdes dos nimeros até 20, serviu de
suporte para esta flexibilidade com os nimeros maiores.

A utilizagio da linha numérica como suporte ao cdlculo
também se revelou importante pois € um dos modelos mais
potentes no cilculo estruturado (APM, 2005 ). Como refere
Beishuizen (2003), ela ¢ apropriada para tornar explicitos
os procedimentos informais dos alunos, considerando
o seu cardcter linear. Nestes exemplos, apesar de s6 no
primeiro problema recorrerem 3 linha numeérica, os alunos
continuam a usar procedimentos sequenciais, ndo sé porgue
$a0 proximos das suas estratégias informais mas porque
foram reforcados pelo modelo da linha numérica.

Tanto o Roberto como o Gongalo foram evoluindo
nos procedimentos usados e, progressivamente foram
utilizando procedimentos mais sofisticados e formais. Se
analisarmos o modo de resolucio do 1° e do 3° problema
do Roberto, podemos afirmar que existe alguma evoluggio,
nomeadamente no nimero de passos necessirios e na
grandeza dos nimeros envolvidos em cada passo,

Reflexdo final

Iniciamos este artigo mostrando a nossa preocupacio com o
desenvolvimento do sentido do nimero e das operagoes dos
alunos ao longo do 1° ciclo. Mostrémos alguns exemplos
de problemas que podem desenvolver, em particular, os
aspectos relacionados com a subtraccgio, proporcionando
aos alunos situagdes que facilitam o desenvolvimento de
estratégias de célculo flexiveis e adequadas as diferentes
situagdes e nimeros envolvidos.

Deste modo, parece-nos que estaremos a contribuir
para desenvolver um conjunto de competéncias numéricas
associadas & subtracgio que lhes permitirdo resolver todo
o tipo de situagBes subtractivas, mesmo sem ter ainda
conhecimento do algoritmo. Tal como refere Beishuizen,
(2003) todo um trabalho baseado nos niimeros e nas
suas relagies ajuda mais os alunos na sua compreensio
do que a introduciio prematura dos algoritmos. De facto,

o desenvolvimento do sentido do ndmero pelos alunos
estd associado ao desenvolvimento de um conjunto de
competéncias numéricas que inclui o conhecimento e a
destreza com os nimeros, o conhecimento e a destreza
com as operagBes e ainda a aplicacio do conhecimento e
da destreza com os nimeros e as operagdes em situagtes de
cdleulo (Mclntosh et al., 1992).

O conhecimento e a destreza com os nimeros
significa, em particular, que os alunos compreendem as
regularidades dos nimeros, que um mesmo ndmero tem
miltiplas representages e que se podem usar nimeros
de referéncia para avaliar ou comparar com outros, O
conhecimento e a destreza com as operagdes que os alunos
devem construir implicam, nomeadamente, que percebam o
efeito das operaces, as suas propriedades e as relaces entre
elas. Finalmente, é fundamental que os alunos, perante
situacGes de cdlculo concretas, sejam capazes de mobilizar
o conhecimento que tém sobre os nimeros e as operacles
e 0 apliquem de uma forma flexivel e eficaz, relacionando o
contexto com as estratégias usadas,

Estes alunos frequentavam o 2° ano e, por isso, o traba-
lho com os nimeros e as operagdes ndo estd ainda completo,
precisando de ir evoluindo até ao cdleulo formal. No entan-
to, pensamos que, quanto mais tempo lhes for dado para po-
derem desenvolver e aperfeicoar este tipo de conhecimentos
e procedimentos de célculo flexivel, melhor serd o seu sen-
tido do nimero, o que lhes permitird resolver diversificadas
situagBes que surgem na vida de todos os dias.

Pensamos também que a anlise e reflexdo sobre as
estratégias usadas pelos alunos fornecem pistas muito
importantes ao professor, que lhes permite acompanhar
e identificar dificuldades sentidas por eles e, por outro
lado, perceber os seus modos de pensar, muitas vezes bem
diferentes daquilo que imaginamos.

Nolas
1 Ver APM (2005).
2 Adaptado de Beishuizen (2003).
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Na maioria dos pafses, a Algebra é um tema fundamental
do curriculo da Matemadtica escolar. Quem ndo tiver uma
capacidade razodvel de entender a sua linguagem abstracta
e de a usar na resolugio dos mais diferentes problemas e si-
tuagOes estd seriamente limitado na sua competéncia mate-
mdtica. No entanto, em Portugal, este tema tem merecido
pouca atencio da Educacio Matemdtica. Pouco se tem re-
flectido sobre o papel da Algebra no curriculo, as razoes por-
que os alunos portugueses mostram fraco desempenho neste
campo e o que poderia ser feito para melhorar as respectivas
aprendizagens.

1.0 que @ a Algebra?

Podemos situar as origens da Algebra na formalizacio e sis-
tematizacio de certas técnicas de resolucio de problemas
da Antiguidade — no Egipto, na Babilénia, na China e na
[ndia. O célebre papiro de Amhes/Rhind é um documen-
to matemitico cheio de técnicas de resoluciio de problemas
com um marcado cunho algébrico (ver Stanic e Kilpatri-
ck, 1989). A pouco e pouco vai-se afirmando o conceito de
equaciio e a Algebra passa a ser entendida como o estudo da
resoluciio de equacdes (“algébricas”). Diofanto (329-409),
por alguns considerado o fundador da Algebra, desenvol-
ve métodos aproximados para a resolugiio de diversgs tipos
de equacdes e sistemas dos 1.° e 2.% graus. O termo Algebra
& cunhado no século IX por al-Khwarizmi (790-840), para
designar a operacio de transposicio de termos, essencial na
resolucio de equagdes’. )

As equagdes gerais dos 3.° e 4.° graus mostram-se muito
mais dificeis de resolver que as dos 1.° e 2.° graus e resistem
a todos aos esforcos dos matémadticos até ao século XVI, al-
tura em que sdo brilhantemente solucionadas por Scipione

del Ferro (1465-1526) e Ferrari (1522-1565). Qutra ques-
tdo importante € a de saber quantas solugdes pode ter uma
equagio algébrica de grau n (ou, noutros termos, quantos
zeros pode ter uma fungiio polinomial). O primeiro mate-
mdtico a afirmar que uma tal equacio tem sempre 1 solu-
¢oes foi Girard (1595-1632) mas nio o demonstrou. Este
importante teorema foi sucessivamente provado e refutado
por diversas vezes, numa histéria interessant{ssima em que
intervém matemiticos famosos como Leibniz (1642-1727),
Euler (1707-1783), d’Alembert (1717-1783) e Lagrange
(1736-1813) e s6 foi resolvido por Argand (1768-1822),
em 1814, e por Gauss (1777-1855), em 1816.

Dois resultados essenciais marcam a etapa final do de-
senvolvimento da teoria das equagdes algébricas: (i) a pro-
va da impossibilidade de encontrar uma solugiio geral para
uma equagiio com coeficientes arbitrdrios de grau superior
a0 4.°, dada por Abel (1802-1829), e (ii) a formulacio das
condigdes necessdrias e suficientes para que uma equacio
de grau superior ao 4.° tenha solugio por métodos algébri-
cos, dada por Galois (1811-1832). E este matemdtico quem,
neste trabalho, estuda pela primeira vez a estrutura de grupo
que viria a ser fundamental no desenvolvimento posterior
da Algebra.

A partir de meados do século XIX, a Algebra conhece
uma evoluciio profunda. O estudo das equagtes (algébricas)
esgota-se com a demonstracio do teorema fundamental da
Algebra e com a demonstracio de que nfo existem métodos
gerais (algébricos) para a resolugio de equacdes de grau su-
perior ao 4.°. A partir dessa altura, a atenciio dos matemati-
cos comeca a voltar-se cada vez mais para o estudo de estru-
turas abstractas como grupo, espago vectorial, anel, corpo e
conjunto.

»
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Dado o modo como foi ensinada durante séculos, a Al-
gebra € usualmente vista como tratando de regras de trans-
formagdio de expressdes (monémios, polinémios, fraccdes
algébricas, expressdes com radicais) e processos de resolu-
¢io de equagdes e sistemas de equacdes. Isso ¢ testemunha-
do pela terminologia usada nos actuais programas portugue-
ses do 3.° ciclo do ensino bésico que, em vez de falar em
“Algebra”, fala apenas em “cdlculo” (referindo-se ao cdlculo
numérico e algébrico). Trata-se, claramente, de uma visio
redutora da Algebra, que desvaloriza muitos aspectos im-
portantes desta drea da Matemdtica, quer relativos & Anti-
guidade (onde como vimos, se destaca a ideia de resolucio
de problemas), quer actuais (onde se d4 atenciio a relagdes e
a diversas outras estruturas algébricas), quer mesmo do peri-
odo “cldssico” da Algebra (estudo de fungbes e da variagio
em geral).

Em termos epistemolégicos, a natureza de cada campo
da Matematica estd relacionada com os objectos com que
esse campo trabalha mais directamente. Podemos entiio
perguntar — quais sdo os objectos fundamentais da Alge-
bra? Ha duzentos anos a resposta seria certamente: “equa-
¢oes”. Hoje em dia, essa resposta jd ndo nos satisfaz, uma vez
que no centro da Algebra estio relagdes matematicas abs-
tractas, que tanto podem ser equagBes, inequacdes ou fun-
¢des, como podem ser outras estruturas definidas por opera-
¢Oes ou relaches em conjuntos.

2. 0 pensamento algébrico

A melhor forma de indicar os grandes objectivos do estudo
da Algebra, ao nivel escolar, ¢ dizer que visa desenvolver
o pensamento algébrico dos alunos. Este pensamento inclui
a capacidade de manipulagio de simbolos mas vai muito
além disso. Na verdade, segundo o NCTM (2000), o pen-
samento algébrico diz respeito ao estudo das estruturas, i
simbolizagio, & modelagiio e ao estudo da variaciio:

e Compreender padrdes, relagdes e funcdes (Estudo das
estruturas),

® Representar e analisar situagdes matemdticas e estrutu-
ras, usando simbolos algébricos (Simbolizacio),

® Usar modelos matemdricos para representar e compre-
ender relacdes quantitativas (Modelagiio),

e Analisar mudancga em diversas situactes (Estudo da va-
riacio). (p. 37)

O pensamento algébrico inclui a capacidade de lidar com o
cdleculo algébrico e as fungdes. No entanto, inclui igualmen-
te a capacidade de lidar com outras estruturas matematicas
(como as relagdes de ordem e de equivaléncia) e usd-las na
interpretaciio e resoluciio de problemas matemdticos ou de
outros dominios.

A capacidade de manipulagio de simbolos ¢ um dos
elementos do pensamento algébrico. No entanto, o pensa-
mento algébrico envolve também o “sentido do simbolo”
(symbol sense), como diz Abraham Arcavi(1994), ou seja, a
capacidade de interpretar e usar de forma criativa os simbo-

; l:n’ﬁ'li_nnandu

A figura mostra as pegadas de um homem a andar. O compri-
mento do passo, P, € a distincia entre a parte de trés de duas pe-

gadas consecutivas.
Para os homens, a férmula

8
»

estabelece uma relagio aproximada entre n e P, em que

n = nimero de passos por minuto, e
P = comprimento do passo em metros

Figura 1. Rdaptado do Pisa, p. 82.

los matematicos, na descrigio de situagdes e na resolucio de
problemas. Ou seja, no pensamento algébrico da-se atencio
nfo s6 aos objectos mas rambém s relacdes existentes entre
eles, representando e raciocinando sobre essas relacdes de
modo geral e abstracto tanto quanto possivel. Por isso, uma
das vias privilegiadas para promover este pensamento é o es-
tudo de padres e regularidades.

Kaput e Blanton (2005) sugerem que o pensamento al-
gébrico se deve tornar um4 orientaciio transversal do curri-
culo, a semelhanga do que j4 acontece com o pensamento
geométrico. Para estes autores, isso significa:

®  Promover hdbitos de pensamento e de representaciio em
que se procure, sempre que possivel, a generalizaciio;

i
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Padrdo em escada

Questdo 24: Padrao em escada

O Roberto constréi um padrio em escada, utilizando quadrados.
Aqui estdo as etapas que ele segue:

s

Efapa 1 Elapa 2 Efapa 3

Como pode ver, o Roberto utiliza um quadrado na etapa 1, trés
na etapa 2 e seis na etapa 3.

Quantos quadrados deverd utilizar na quarta etapal
Resposta: ............... quadrados

Figura 2. Rdapfado do Pisa. p. 89.

e Tratar os nimeros e as operacoes algebricamente —
prestar atengfio as relagdes existentes (e nfio sé aos valo-
res numéricos em si) como objectos formais para o pen-
samento algébrico;

e Promover o estudo de padrdes e regularidades, a partir
do 1° ciclo.

3. s dificuldades dos alunos em Algebra
No estudo internacional PISA 2003 (Ramalho, 2004), al-

guns dos itens referem-se a questdes de natureza algébrica.
Trata-se de questdes que envolvem relagdes e dependéncias
funcionais entre varidveis, padrdes e regularidades e aspec-
tos matemdticos da mudanca, e que surgem numa variedade
de representacdes, simbdlicas, algébricas, grificas, tabulares
e geométricas.

Neste estudo, duas das questdes de natureza algébrica
surgem com o titulo Caminhando (Figura 1). Uma delas,
pergunta
Questio 8 — Se esta formula se aplicar ao Pedro e ele der 70
passos por minuto, qual € o comprimento do passo do Pedro?
Apresente os cdlculos que efectuar.

A questdo pode ser resolvida substituindo o valor conheci-
do (n = T0) na férmula dada (numa equacio literal do 1.7
grau) e determinando depois o valor desconhecido P

? 14050 10
D P

A equagio € relativamente simples. O aspecto mais pro-
blemitico diz respeito ao facto da incognita P aparecer em
denominador. Acertaram nesta questao 36,6% dos alunos
portugueses, isto €, cerca de um tergo, o que corresponde a
média internacional. Uma percentagem quase idéntica de
alunos (32,3%) substituiu correctamente o valor de n na
férmula, mas deu uma resposta incorrecta (como P = 2) ou
nio respondeu.
Qutra questio pergunta:

Questdo 9 — O Bernardo sabe gue o comprimento do seu passo é de
0,80 metros. A férmula aplica-se ao caminhar do Bernardo.
Calcule em metros por minuto e em quildmetros por hora, a veloci-
dade que 0 Bernardo caminha. Apresente os cdleulos que efectuar,

Esta questdo € bastante mais complexa, pois pede a veloci-
dade, cujo valor nio se tira directamente da férmula dada.
O modo mais directo de resolver envolve a determinacio do
ntmero de passos por minuto dados por Bernardo:

T

(),_86 =140 — n = 112,

A partir daqui o problema poderia resolver-se recordando

que a velocidade é o espaco percorrido na unidade de tempo
e ainda que o espaco percorrido num minuto pode ser deter-
minado a partir do conhecimento do comprimento de cada
passo e do nidmero de passos dado num minuto. Designando
a velocidade por v, temos

v =112 x 0,8 = 89,6 (metros por minuto)
e ainda, como era igualmente pedido
v/ =112 x 0,8 x 60 = 5376 (metros por hora),

e portanto a resposta serd 5,376 k/h.

Responderam correctamente a questiio 4,6% dos alunos
portugueses, ou seja, uma pequena minoria, percentagem
abaixo da média internacional de 5,8% que, no entanto,
nio foi muito melhor.

A Questio 8, classificada como de nivel de dificulda-
de simples (reproducio) envolve, na verdade, dois proce-
dimentos que muitos alunos terfio treinado: substituir um
valor numa expressiio algébrica e resolver uma equagio do
1.% grau simples. J4 a Questdo 9, classificada de nivel de di-
ficuldade intermédio (conexdes) envolve a coordenaciio de
diversos passos:

e substituicio do valor conhecido na férmula,

e cilculo do ndmero de passos por minuto,

e recordar o conceito de velocidade e reconhecer como se
pode esta determinar a partir da informagciio dada,

e cilculo da velocidade em metros por minuto,

e ¢, depois, cilculo da velocidade em quilémetros por
hora.

Apenas 1 em cada 20 alunos portugueses, ou seja, aproxima-
damente um aluno em cada turma, conseguiu resolver tor-
rectamente esta questio.

i{
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Neste mesmo teste internacional surgem também ques-
tdes relacionadas com padrdes e regularidades, como é o
caso da questdo, Padrdo em escada (Figura2):

Questdo 13 — Quantos quadrados deverd utilizar na quarta etapal

Esta questio envolve o reconhecimento de uma regularida-
de relativa a0 ndimero de quadrados de sucessivas etapas:

1,3;6 .

Notando que da 1.% para a 2.% etapa aumentou 2 e da 2.2
para a 3." aumentou 3, o aluno deve deduzir que da 3.” para
a 4.* etapa haverd um aumento de 4, sendo portanto a res-
posta 10. Os alunos.portugueses que respondem correcta-
mente sdo apenas 46,9%, ou seja, menos de metade. Neste
item ficam significativamente abaixo da média internacio-
nal de respostas correctas, que ¢ de 67%.

Esta questdo sobre padrdes é de dificuldade relativamen-
te reduzida, sendo classificada como tal pelo préprio PISA
(reproduciio). A dnica coisa que se pede € o elemento se-
guinte de uma sequéncia, que é das perguntas mais simples
que se podem fazer sobre padres. E verdade que existem pa-
drSes mais simples, envolvendo repeticdes sem variacio ou
com variagdo constante. Neste caso, a prépria variacio va-
ria, mas fi-lo de um modo particularmente simples, seguin-
do a sequéncia dos niimeros naturais (a partir de 2).

Um outro tipo de questdes do PISA envolve nogdes de
variagdo, como se exemplifica no item Crescimento (Figura 3)

A propésito do gréfico da Figura 3 eram formuladas, en-
tre outras, as seguintes questdes:

Questdo 15 — Explique de que modo o grdfico mostra que, em mé-
dia, o crescimento das raparigas é mais lento depois dos 12 anos de
idade.

Questdo 16 — De acordo com o grdfico, durante que periodo da sua
vida as raparigas sdo, em média, mais altas que os rapazes?

A questdio 16 envolve a observacio do gréfico e a identi-
ficagdo das abcissas dos pontos em que as duas fungdes se
intersectam. E uma questdo considerada simples (reprodu-
Gao) que € respondida correctamente por 56,6% dos alunos
portugueses, um valor inferior & média internacional, que é
de 60%.

A questdo 15 envolve a produgio de uma explicagio,
fazendo referéncia 2 inclinaciio das curvas ou comparando
crescimentos num intervalo apropriado. Trata-se de uma
questdo que requer raciocinio e capacidade de comunicacio
desse raciocinio, sendo classificada como de nivel intermé-
dio (conexdes) pelo PISA. Esta questio é respondida cor-
rectamente apenas por 29,8% dos alunos portugueses, bas-
tante abaixo da média internacional de 45,2%.

Estas questdes do PISA ilustram algumas das dificulda-
des dos alunos portugueses no campo da Algebra: lidar com
(i) equagdes, varidveis e relacdes, (ii) com padrdes e regu-
laridades, e (iii) com mudanca e variacio. Nos itens cujos
resultados foram divulgados, os alunos portugueses tém pior
desempenho na questdo 9, mas nesse item a diferenca nio é
muito grande para a média internacional. As diferengas em

0 crescimento

Os jovens estio cada vez mais altos

No gréfico seguinte estd representada a altura média dos jovens

rapazes e raparigas holandeses, relativa ao ano de 1998,
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Figura 3. Adaptado do Pisa. p. 90.

relacdo a esta média sdo mais significativas nos itens 13, so-
bre padrdes, e 15, sobre variacio.

4. Investigacdo sobre as dificuldades dos alunos em Algebra

Ha alunos que conseguem um nivel de desempenho razod-
vel no trabalho com ndmeros e operagdes numéricas, mas
deparam-se depois com grandes dificuldades na Algebra.
As dificuldades dos alunos na transicio da aritmética para
a Algebra tém sido discutidas por numerosos autores, como
Booth (1994) e Rojano (2002). Alguns exemplos dessas
dificuldades tém a ver com o uso de letras para represen-
tar varidveis e incognitas, nfo conseguindo ver uma letra
como representando um nimero desconhecido e nio per-
cebendo o sentido de uma expressio algébrica. Outra di-
ficuldade esta em traduzir informacio da linguagem natu-
ral para a linguagem algébrica. Outra dificuldade, ainda, é

Lompreender as mudancas de significado, na Aritmética e
na Algebra, dos simbolos + e =, bem como das conven-
¢Oes adopradas; assim, em Aritmética, 23 tem um significa-
do aditivo (20 + 3), enquanto que em Algebra 2% tem um
significado multiplicativo (2 x x); em Aritmética 3+ 5
indica uma “operaciio para fazer” (cujo resultado € 8), mas
em Algebra x + 3 representa uma unidade irredutfvel (en-
quanto ndo se concretizar a varidvel 2). Estas dificuldades
dos alunos sdo compreensiveis tendo em conta a comple-
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xidade dos conceitos em jogo e também as subtilezas que
envolvem o uso da linguagem exemplificadas, como mostra
Rojano (2002), pelos diferentes significados do simbolo “="
em Algebra, que pode representar a equivaléncia entre duas
expressdes (como em 2(a + b) = 2a + 2b), uma equacio
(como em 7o — 4 = 28z + 15), ou uma relagio funcional
(como ¥y = 3z + 2).

Na educa¢io matemdtica ndo faltam “condenagdes’
do simbolismo. No entanto, o simbolismo € parte essen-
cial da Matemitica, que nfio podemos dispensar. Na ver-
dade, estamos perante um problema complicado. Por um
lado, os simbolos tém um grande valor. O simbolismo al-
gébricotem o poder de aglutinar as ideias concebidas ope-
racionalmente em agregados compactos, tornando por isso
a informagio mais ficil de compreender e manipular. Por
outro lado, o simbolismo acarreta um grande perigo para o
processo de ensino-aprendizagem. Como mostram Davis e
Hersh (1995), se perdemos de vista o significado do que os
simbolos representam e apenas damos aten¢fio ao modo de
os manipular, caimos no formalismo sem sentido. A solu-
¢fo ndo estd em banir o simbolismo ou atrasd-lo para o mais
tarde possivel (por exemplo, para a universidade). Também
nio estd em impor o simbolismo desde o mais cedo possivel,
obrigando os alunos a aprender a manipular simbolos e ex-
pressdes que para eles nfo tém qualquer significado. A solu-
¢do terd de passar por uma estratégia de ir introduzindo os
simbolos e o seu uso, em contextos significativos, no quadro
de actividades que mostrem de forma natural aos alunos o
poder matemitico da simbolizaciio e da formalizagiio.

]

5. A abordagem da Algebra no curriculo

O ensino da Algebra elementar tem conhecido mudan-
gas significativas através dos tempos. Fiorentini, Miorim e
Miguel (1993) distinguem trés grandes correntes: (i) a lin-
gufstico-pragmdtica, assumia que a Algebra constitui um ins-
trumento técnico mais poderoso que a Aritmértica para a
resoluciio de problemas, colocando a énfase no dominio das
respectivas regras sintdcticas para a transformagiio de ex-
pressoes (que os autores denominam de transformismo algé-
brico); o pressuposto era que se o aluno dominasse essas re-
gras, seria certamente depois capaz de as aplicar a situagdes
concretas; (ii) a fundamentalista-estrutural, caracteristica do
perfodo da Matemética moderna, dava especial atencio as
propriedades estruturais para fundamentar e justificar as
transformactes das expressdes; e (iii) a fundamentalista ana-
l6gica, que procura combinar as duas anteriores, recuperan-
do o valor instrumental da Algebra e preservando o cuidado
com as justificagbes, com base em modelos analégicos geo-
métricos (figuras, objectos) ou fisicos (como a balanga®). Es-
tes autores criticam o facto de que qualquer destas concep-
coes reduz a Algebra aos seus aspectos transformacionistas,
colocando a énfase na sintaxe da linguagem algébrica e nfo
nos significados representados pelos simbolos. Deste modo,
propdem um ensino da Algebra noutra perspectiva, que leve
os alunos a “pensar genericamente, perceber regularidades e
explicitar essa regularidade através de estruturas ou expres-

sdes matemdticas, pensar analiticamente [e] estabelecer re-
lagGes entre grandezas varidveis” (p. 87).

Pelo seu lado, Lins e Giménez (1997) distinguem igual-
mente trés grandes correntes nas abordagens didécticas para
o ensino da Algebra. A primeira corrente & o que designam
por visio “letrista”, que reduz a Algebra exclusivamente 2
sua vertente simbélica. Esta visio tem uma versio “pobre”,
em que o objectivo é aprender a manipular os simbolos (por
treino e prdtica) e tem uma versdo “melhorada” segundo a
qual o objectivo é aprender a manipular correctamente os
simbolos, recorrendo a apoios intuitivos (de novo com des-
taque para a balanca). A segunda corrente vé a Algebra
como Aritmética generalizada. A ideia central é que “a ac-
tividade algébrica se caracteriza pela expressio da generali-
dade” (p. 110). Procurando contrariar a tendéncia anterior,
procura-se agora valorizar a linguagem algébrica como meio
de representar ideias e nfio apenas como um conjunto de re-
gras de transformagio de expresses simbdlicas. A terceira
corrente corresponde a wvisdo “estruturalista” subjacente ao
movimento da Matemdtica moderna. Para esta tendéncia,

a atencio deve centrar-se nas estruturas algéhricas abstrac-

tas, ou seja, nas propriedades das operacbes numéricas ou
das transformacdes geométricas. Finalmente, Lins e Gimé-
nez (1997) discutem uma quarta corrente, em que a Alge-
bra ¢ encarada como uma actividade. Esta actividade pode
desenvolver-se sobretudo a partir de um contexto, mas pode
também assumir um cunho investigativo ou, de preferéncia,
englobar os dois aspectos.

As diferentes perspectivas enunciadas tanto por Fioren-
tini, Miorim e Miguel, como por Lins e Giménez, em dlti-
ma andlise, dizem respeito 4 actividade dos alunos. Temos,
por isso, que perguntar o que predomina nesta actividade:
exercicios, modelacoes, exploracdes, investigagbes? De que
modo se articulam estes diferentes tipos de tarefas? Disso de-
pendem em grande medida os resultados da aprendizagem*.

Para além dos tipos de tarefas, um aspecto muito im-
portante das abordagens diddcticas é o papel dos contextos,
nomeadamente das “situacdes reais”. Nos manuais de hd um
século tais situages praticamente nfdo surgem a NAo ser Nos
capitulos de “problemas” dos 1.7 e 2.° graus, sendo consi-
deradas como meras “aplicagdes”. Nos nossos dias, elas sur-
gem cada vez mais como ponto de partida da aprendizagem.
O papel destas situagées na aprendizagem é defendido, por
exemplo, pela educagiio matemdtica realistica’. Note-se, no
entanto, que ndo basta “partir de situagdes reais”, E preci-
so que seja o aluno a trabalhar activamente essas situagdes,
num processo de “re-invencio” guiada dos conceitos e ideias
matematicas.

Outra questdo importante diz respeito ao papel da
tecnologia, nomeadamente calculadoras e computadores.
Que software devem os alunos poder usar? Dois dos progra-
mas mais usados em Algebra sdo a folha de cdlculo (como o
Excel) e os programas de cilculo simbélico (como o DERI-
VE). A folha de célculo € relativamente simples de apren-
der, mas usa uma representagio algo distante da habitual na
Matemitica escolar (as férmulas ou expressées nio apare-
cem directamente visiveis nas suas celas). Os programas de
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céleulo simbélico envolvem uma aprendizagem mais demo-
rada e, muito possivelmente, s6 comecam a ter verdadeiro
interesse numa fase relativamente adiantada da aprendiza-
gem da Algebra por parte dos alunos.

Na verdade, a tecnologia tem muitas potencialidades
mas também tem os seus problemas. Por exemplo, uma
potencialidade importantissima da calculadora gréfica é que
liga expressoes e grdficos, o que pode dar aos alunos feedba-
ck visual ilustrando vérios aspectos de um mesmo objecto.
Outra potencialidade ndo menos importante é que a calcu-
ladora realiza o trabalho mecinico e favorece a realizacio
de exploracdes e investigages. Estas potencialidades tém o
reverso da medalha: as representagBes graficas nio sio trans-
parentes e compreendé-las e usd-las pressupde uma aprendi-
zagem ndo trivial.

6. 0 curriculo portugu@s e as propostas do NCTM

Em Portugal, tradicionalmente, a Algebra era a par da Ge-
ometria um dos temas fortes do 3.° ciclo e do ensino secun-
dario6. Com os programas de 1991, a Geometria mantém-se
e até reforca a sua posiciio, enquanto que a Algebra desa-
parece como grande tema. Parte dela, sobrevive no tema
Fungdes, que tem um destaque significativo, e outra parte
estd integrada no tema Niimeros ¢ cdleulo. Ou seja, a Alge-
bra é reduzida ao célculo algébrico e ao estudo das fungdes’.
Mais sintonizado com as actuais tendéncias internacionais,
o Curriculo Nacional (ME-DEB, 2001) valoriza a Algebra
como grande tema curricular e aponta vérios aspectos a dar
atencio. A secundarizaciio da Algebra observa-se igualmen-
te nos programas do ensino secunddrio em vigor (ME-DES,
2001-02). Na verdade, este tema nfo aparece em destaque.
Nos objectivos e competéncias gerais existe um grupo de
itens cujo contetdo € claramente algébrico, mas cujo titulo,
surpreendentemente, é “ampliar o conceito de nimero” (p.
4)® e, além disso, aparecem alguns assuntos de Algebra, mas
sempre numa perspectiva de fungdes’. Podemos dizer, por-
tanto, que tanto nos programas do ensino bdsico como nos
do ensino secunddrio, a Algebra desaparece como grande
tema da Matemitica, estando reduzida a um conjunto téc-
nicas (cdlculo algébrico) e ao estudo das funcdes. Nio se dd
a atengdo devida ao estudo de padrdes e regularidades, nem
ao uso do simbolismo em situagdes contextualizadas nem a
interpretagio da variagio em contextos reais, como clara-
mente se comprova pelos resultados dos alunos portugue-
ses no PISA.

Pelo seu lado, como vimos, as propostas do NCTM
(2000) valorizam quatro dimensdes na Algebra, que pro-
poem que sejam trabalhadas desde a pré-escola até ao 12.°
ano de escolaridade, envolvendo o estudo das estruturas al-
gébricas, a simbolizagio, a modelaciio e o estudo da variagio.
Estas posigdes do NCTM decorrem de um movimento que
se desenha desde o inicio dos anos 80 — a revalorizacio da
Algebra no curriculo da Matemética escolar. Isso passa por
enténder a Algebra de uma forma ampla e multifacetada,
valorizando o pensamento algébrico e tornando-o, como vi-
mos, uma orientagfo transversal do curriculo.

7. Conclusao

Estamos, pois, perante a necessidade de se repensar a abor-
dagem curricular da Algebra. H4 que voltar a colocar em
questdo as finalidades, objectivos, contetidos e métodos do
curriculo em Portugal no que respeita a este tema. Ha que
pensar no papel que deve ter o pensamento algébrico como
orientagdo transversal do curriculo. E notério que existem
sérias dificuldades na aprendizagem na Algebra, que de resto
tem sido bastante maltratado nos programas, quer do 3° ci-
clo quer do ensino secundirio. Entretanto, os curriculos tém
continuado a evoluir a nivel internacional, a tecnologia tem
posto a disposicio do ensino novos e mais interessantes ins-
trumentos, e a opinifo pdblica mostra-se cada vez mais cri-
tica sobre as aprendizagens dos alunos. Sdo motivos de sobra
para aprofundarmos a reflexio tendo em vista a elaboracio
de um currfculo mais coerente e ajustado as necessidades de
quem ensina e de quem aprende.

Nofas

1 Este artigo baseia-se parcialmente numa conferéncia feita no
XIV Encontro de Investigagio em Educagio Matemdtica, realiza-
do em Caminha, em 17-19 de Abril de 2005.

2 Literalmente, aljabr w’al mugabalah significa “completar e redu-
zir” (Bekken, 1994, p. 59).

3 Note-se que a balanga como modelo intuitivo para as equa-
Bes jd era usada no século XVI nos livros de Algebra de Pedro
Nunes.

4 Ver Fraga, Salvado, Mosquito, Santos e Ponte (2005).
Ver Jan de Lange (1993).

6 Nos anos 50 e 60 do século XX, nestes niveis, eram usados
Compéndios de Algeb‘ra, de autores como Jorge Calado, José Se-
bastifio e Silva e José da Silva Paulo.

7 No 3.” ciclo, sfo tratados temas como Equagdes numéricas e
literais do 1.” grau; Operagdes com mondmios e polindmios;
Sistemas de equages do 1.% grau, Equagio incompleta do 2.°
grau, Funcio afim, Proporcionalidade inversa, Equagio (com-
pleta) do 2.° graw; Inequag@es do 1.° grau (ver ME-DGEBS,
1991).

8 Aperfeicoar o cilculo em R e C e operar com expres-
sGes racionais, com radicais, exponenciais, logaritmicas e
trigonométricas; Resolver equagdes, inequagbes e sistemas;
Usar as nogdes de lgica indispenséveis a clarificacio de con-
ceitos.

9 Fungio quadrdtica (incluindo inequagfes 2.° grau), funcio
médulo, fungdes polinomiais (3.° e 4.°); Decomposigio de
polinémios em factores; e Fungbes racionais e com radicais.
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A Algebra e o estudo PISA |

José Manuel Duarfe

Quando queremos reflectir sobre o estado actual e perspecti-
vas para as aprendizagens matemdticas dos jovens, no cam-
po da dlgebra em particular, os dados referentes ao estudo
PISA! constituem, de virios pontos de vista, rico e ttil ma-
terial de trabalho, escassamente utilizado até agora, por nés,
professores de Matematica.

Levantarei aqui de forma sucinta algumas poucas ques-
toes, por razbes de espaco, com base em dados do PISA
2003, disponiveis em duas publicactes ME/Gave, Resultados
e Literacia Matemdtica, que citarei livremente.

Literacia Matemalica

O conceito de literacia remete para a capacidade de os alu-
nos aplicarem os seus conhecimentos e analisarem, racio-
cinarem e comunicarem com eficiéncia, & medida que co-
locam, resolvem e interpretam problemas numa variedade
de situagdes.

A literacia matemdtica no PISA ¢ definida como a ca-
pacidade de um individuo identificar e compreender o papel
que a matemdtica desempenha no mundo, de fazer julga-
mentos bem fundamentados e de usar e se envolver na re-
solugio matematica das necessidades da sua vida, enquanto
cidaddo construtivo, preocupado e reflexivo. Relaciona-se
com o uso mais abrangente e funcional da matemdtica; o
envolvimento requer a capacidade de reconhecer e formular
problemas matemdticos em vérias situagoes.

Os itens (questdes) de matemdtica do PISA baseiam-se
num texto ou num gréfico ilustrando uma situaciio concre-
ta tdo préxima quanto possivel de tarefas do mundo real. O
PISA procura, assim, medir a capacidade dos jovens de 15
anos para usarem os conhecimentos que tém, de forma a en-
frentarem os desafios da vida real, em vez de simplesmente
avaliar o dominio que detém sobre o conteddo do seu cur-
riculo escolar. Pode, no entanto dizer-se que, de uma forma
geral, existe uma adequagfio razodvel dos itens de matems-
tica do PISA 2003 ao programa vigente: pontuacio global
atribuida de 4,4 numa escala de 1 (nfio adequagio) a 5 (total
adequacio), pontuacio de 4,7 na mesma escala na drea das
Fungdes e Algebra.

Mudanca e relacoes

Uma das quatro dreas de contetido da parte matemdtica do
estudo PISA 2003 € mudangas e relagdes (as outras sdo espaco
e forma — geometria —, quantidade — aritmética — e in-
certeza — probabilidades e estatistica) e envolve manifesta-
¢Oes matemdticas de mudanga bem como de relaces e de-
pendéncias funcionais entre varidveis, estando pois muito
relacionada com a Algebra. Salienta-se que as relagdes ma-
temdticas tomam muitas vezes a forma de equacdes ou de
inequacdes, embora as relagdes de natureza mais geral (por
exemplo, equivaléncia, divisibilidade, inclusio) sejam tam-
bém relevantes. Nos itens as relacdes podem ser represen-
tadas de forma bastante diversa, incluindo representacdes
simbélicas, algébricas, grificas, tabulares e geométricas, di-
ferentes representagtes que podem servir fins distintos e ter
propriedades diferentes, pelo que a traducio das vérias re-
presentages € muitas vezes de importincia chave quando
se lida com situagdes e com tarefas.

Panorama

Segundo o que as respostas e os resultados revelam, Portu-
gal tem ainda um elevado nimero de estudantes com ni-
veis muito baixos de literacia matemdtica: cerca de 30%
dos nossos alunos tém um nivel de literacia matemdtica, no
PISA, igual ou infetior a 1 (o mais baixo), quando entre os
paises da OCDE esse valor é de 21%. Isto significa que quase
um tergo dos nossos jovens de 15 anos apenas consegue, na
melhor das hipéteses, responder correctamente a questdes
que envolvem contextos familiares, em que toda a informa-
¢do relevante para a resoluciio estd presente, ¢ s6 consegue
identificar informagéo e levar a cabo procedimentos de roti-
na de acordo com instrugdes, em situagies explicitas. Estes
jovens apenas obtém sucesso, na melhor das hipéteses, em
acgbes que se podem considerar ébvias e que decorrem di-
rectamente dos estimulos apresentados.

Ao se comparar, por outro lado, as percentagens de alu-
nos nos niveis 5 ou 6 (os mais altos) de literacia?, detecta-
se igualmente a seguinte grande disparidade: enquanto 15%
dos alunos do espaco da OCDE se encontram 'esses altos
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Conversar no chat

Mark (de Sidney, na Austrilia) e Hans (de Berlim, na Alemanha)
comunicam muitas vezes entre si, utilizando o chat na Internet.
Eles tém de estar ligados & Internet ao mesmo tempo, para pode-
rem conversar no chat. Para encontrar uma hora conveniente para
conversar no chat, Mark consultou uma tabela de fusos horarios e
descobriu o seguinte:

Greenwich 24h (meia-noite) Berlim 1h00min Sidney 10h00min
Q1

Quando sdo 19h00min em Sidney, que horas sdo em Berlim?
Bespostar o e i e e

Q2

Mark e Hans nfio podem conversar no chat entre as 9hO0min e as
16h30min, horas locais, porque tém de ir A escola. Também nio
podem conversar no chat entre as 23h00min e as 7h00min, horas
locais, porque estdo a dormir.

Quais sdo as melhores horas para Mark e Hans conversarem no
chat? Escreva as horas locais no quadro seguinte.

Local Hora

Sidney

Berlim

A Questdo 1, sobre uma situagdo qualificada de “pessoal”, pedia uma
resposta curta e fazia apelo a um nivel de competéncias intermédio ( “co-
nexdes”). Acertaram 39,5 % dos alunos portugueses, erraram 56,5 %,
ndo responderam 4,0 %, o que dd um quociente de acerto portugueses/

OCDE de apenas 0,73.
Na questdo 2, que pedia wma resposta curta e fazia apelo a um nivel
de competéncias alto (“reflexdo”), aceitava-se qualquer hora ou inter-

valo hordrio adequados. Responderam correctamente 13,6 % dos portu-
gueses, erraram 66,0 %, ndo responderam 20,4 %, o que dd um quo-
ciente de acerto portugueses/ OCDE de apenas 0,47.

niveis de proficiéncia, apenas 5% dos alunos do nosso pafs
se encontram na mesma boa situaciio.

No que a Algebra (mudangas e relagdes) diz respeito, a
percentagem de alunos identificados com baixo nivel de
literacia é ainda superior 2 média da OCDE: 31% versus
23%; e a percentagem de alunos com niveis elevados de
literacia matemdtica € ainda inferior 4 média da OCDE: 8%
versus 16%.

O relatério portugués do PISA 2003 afirma que é
preocupante a situagio média dos estudantes portugueses
nesta recolha de informagfo sobre a literacia matemadtica: o
valor da média portuguesa, tanto na escala global como nas
quatro subescalas de literacia matematica, situa-se abaixo da
média da OCDE e muito distanciado dos valores dos paises
que obtiveram as melhores classificagdes médias®.

Mais e menos favordvel

Numa primeira andlise interpretativa do desempenho dos
alunos portugueses de 15 anos nos itens, de que foi per-
mitida a divulgagio, da parte matemadtica do estudo PISA

2003 (de que se apresentam alguns neste ndmero da revis-

ta*), comparando-o com o grupo dos alunos da OCDE, pro-
curando detectar o tipo de tarefas em que os nossos jovens
obtiveram nessa comparacio sucesso relativo favordvel ou
desfavordvel, concluiu-se, em primeiro lugar, o desempenho
razodvel dos alunos portugueses quando os itens requerem a
aplicagdo directa de uma férmula, a leitura de informacio
simples a partir de um grifico ou a identificacio de proble-
mas na utilizagiio de um certo tipo de gréficos.

Em contrapartida, os resultados sdo comparativamente
muito desfavordveis quando o nivel de reflexio requerido é
mais elevado, quando se exigem processos de resolugio que
conjuguem informacdes diversas ou quando os conceitos
envolvidos sdo mais abstractos. Concretamente, a percen-
tagem de nAo-respostas € comparativamente muito elevada
e a de respostas correctas € comparativamente muito baixa
nos casos em que a informagio é fornecida sob a forma de
graficos e se trata de analisar esse mesmo gréfico para produ-
zir argumentagio ou para elaborar uma fundamentagio que
requeira conceitos mais complexos (taxa de variagio, por
exemplo), ou quando essa anélise exige a leitura conjugada
de dois graficos.

A contagem do nimero de objectos a partir da iden-
tificagio de uma sequéncia representada pictoricamente
(em que o processo de resoluciio mais simples poderia pas-
sar pela utilizagio do desenho) ilustra também o baixo ni-
vel de proficiéncia dos nossos alunos relativamente ao dos
seus colegas. Um sério obstdculo para os estudantes portu-
gueses é também a necessidade de utilizaciio de processos de
contagem que decorrem da identificacio de requisitos mini-
mos fornecidos, bem como de raciocinio combinatério. A
exigéncia de raciocinios que envolvem transformacdes en-
tre varidveis em que se torna necessdrio apreciar, de forma
conjugada, duas dessas transformacdes, vem associada igual-
mente a muitas nio-respostas e a um grande insucesso rela-
tivo.
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Uma presenca, muitas auséncias

Indmeros aspectos do relatério PISA 2003 sdo aqui omiti-
dos. Um h4, contudo, que nio quero deixar de referir: se-
gundo as declaragtes dos alunos portugueses participantes
no estudo

— alunos com melhor desempenho tendem a usar mais es-
tratégias de elaboracio e de controle do que os seus cole-
gas com pior desempenho; pelo contririo, estes tltimos
utilizam mais estratégias de memorizacio do que os pri-
meiros;

— melhores desempenhos acompanham um maior auto-
conceito académico, um maior sentido de eficicia e me-
nos ansiedade quando lidam com a matematica;

— melhores desempenhos estio associados a um maior sen-
tido de pertenca & escola e a uma atitude mais positiva
face a ela;

— melhores desempenhos acompanham uma maior moti-
vagdo para a matemndtica e um maior interesse pela dis-
ciplina.

Pistas para pensar

O relatério portugués PISA 2003 avanga algumas pistas,
sugeridas pelos resultados do estudo, para o enriquecimen-
to das préticas pedagogicas em sala de aula, pistas de refle-
xdo tteis para todos os interessados na matéria: sustenta-se
af que, sendo importante a aquisicio de competéncias bdsi-
cas na resoluciio de exercicios simples que requeiram a uti-
lizagdo de algoritmos aprendidos, é também essencial que
os alunos sejam chamados a mobilizar as suas aprendizagens
em situagdes problemdticas mais préximas da vida real e,
por outro lado, que é absolutamente necessdrio que os alu-
nos sejam chamados mais frequentemente a utilizar proces-
sos cognitivos de nivel mais elevado, na resolugiio de pro-
blemas que exijam a utilizagio simultinea de informacio
diversa e de conceitos complexos, bem como a avaliagio
da qualidade da informagfio fornecida e a produciio de argu-
mentacio vilida.

E acrescento eu: néo serd que desafios que remetam para
competéncias algébricas, sendo contextualizados, conferem
ao problema caracterfsticas apelativas, de ser apetitoso, de
ter bom potencial para dar ao estudante vontade de o ata-
car-(isto interessa) e res_olver? Nio serd verdade que a neces-
sidade do aluno em muitas tarefas desse tipo de seleccionar
os dados relevantes e de decidir a estratégia promissora (sem
essa papinha lhe estar & priori confeccionada pelo professor)
pede passos em frente em capacidades importantes? Nio
serd verdade que estes problemas da vida real impdem a de-
cisdo racional por parte do aluno de que resposta/conclusio,
€ necessdrio dar, e qual a forma melhor de a apresentar (em
vez do deixa cd ver como € que o professor diz que a resposta tem
de ser ...). Sdo, entretanto desafios dificeis de elaborar, mas
€ para isso que o engenho dos professores estd presente. Sem
se abdicar do trabalho rotineiro com mquagﬁés, etc, natural-
mente ...

Nos célculos algébricos rotineiros muito frequentemen-
te o aluno entra numa caixa negra de trabalho e s6 no fim
vé a luz ao fundo do tinel, quando obtém o resultado, a so-
lugio, tendo apenas a possibilidade de analisar criticamen-
te (quando o faz ...) a razoabilidade do valor encontrado (a
idade do avé do Zé nio pode ser 14 anos, a temperatura do
quarto da Maria ndo pode ser 250 graus centigrados, etc).
Ora em desafios contextualizados hd muitas vezes opor-
tunidades madltiplas no decurso do trabalho para aferir da
plausibilidade dos valores intermédios que véo surgindo.

Nofas

I Programme for International Student Assessment.

2 No nivel 5, os estudantes conseguem desenvolver e trabalhar
com modelos de situagdes complexas, identificando constran-
gimentos e especificando hipéteses. Sao capazes de seleccio-
nar, comparar e avaliar estratégias adequadas de resolucio de
problemas, para lidarem com problemas complexos relaciona-
dos com estes modelos. Os estudantes sdo capazes de trabalhar
estrategicamente, usando capacidades mentais e de raciocinio
amplas e bem desenvolvidas, representagies adequadamente
ligadas, caracterizactes simbélicas e formais e a perspicdcia (in-
sight) apropriada a estas situag@es. Conseguem reflectir sobre as
suas acgbes e formular e comunicar as suas interpretaces e ra-
ciocinios.

No nivel 6, os estudantes sdo capazes de conceptualizar, gene-
ralizar e utilizar informacio, com base nas suas investigacdes
e na modelacio de situagdes problematicas complexas. Con-
seguem estabelecer a ligacdio entre diferentes fontes de infor-
magiio e diferentes representagies e fazer transferéncias entre
elas com flexibilidade. Os estudantes dispdem de pensamento
e raciocinio matemadticos avancados. Sdo capazes de aplicar a
perspicdcia (insight) e a compreensio, a par do dominio de ope-
ragdes e relagbes matemdticas simbélicas e formais, no desen-
volvimento de novas abordagens e estratégias face a situacties
novas. Sdo capazes de formular e comunicar com exactidio as
suas acgoes e reflexdes no que respeita 3s suas descobertas, in-
terpretacdes, argumentos, bem como a adequacio dos mesmos
as situages originais.

3 Portugal ndo apresenta diferencas significativas relativamente
a Federaciio Russa e a [tdlia, na escala global; na subescala mu-
dangas e relagdes, os resultados dos estudantes portugueses nio
sdo diferentes dos da Espanha, Federacio Russa e [talia. Os re-
sultados dos alunos portugueses sio melhores que os alunos da
Grécia, da Turquia e do México, rambém paises da OCDE.

4 Nesta revista, para além do item Conversar no chat inserido
neste artigo, pode ainda ver no artigo Algebra no curriculo esco-
lar os items O crescimento, e Caminhando e Padrio em escada.

Jose Manuel Duarte
Escola Secunddria Fernando Lopes Graga, Parede
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Para uma melhor comprensao
da Matematica e Ciéncias

0 nosso objectivo é disponibilizar-lhe as methores ferramentas de forma a permitir
que enfrente, com sucesso, os actuais desafios da educagéo. Trabalhando em
conjunto com professores e educadores, a nivel mundial, desenvolvemos produtos
e servigos que melhoram a motivagao e'participagﬁo dos estudantes. Matematica e

Ciéncias tornar-se-8o mais acessiveis; concretas e interessantes. Hoje, disponibili-

zamos para professores um rico portfolio de produtos, que vdo desde calculadoras
graficas, sensores, ferramentas para sala de aula e servigos de apoio altamente
especificos. A nossa oferta integra-se perfeitamente nos requisitos necessarios
para uma melhor compreens@o e interactividade da Matematica e Ciéncias.
Para mais informag@es, por favor visite: education.ti.com/portugal
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s fraccaes e o desenvolvimento do senfido do nimero racional

Ceclia Monteiro, Helia Pinfo, Nisa Figueiredo

As fraceses sao um Jos temas do ensine hdsico em que os
alunos apresentam mais dificuldades. Os professores recla-
mam falea de estudo para justificarem o insucesso nesta par-
te da matéria, ndo parecendo reconhecer a complexidade
iherente a este assunto (Streefland, 1991). Analisemos, por
exemplo, os diversos significados que uma fracgio pode ter
dependend do contexto onde se imsere. 3/5 pode referir
Se a umia parte de um toda, 3/5 de um bolo, 3/5 da super-
ficie da terra, erc., ou pode representar ¢ quociente entie
dois niimeros naturais. Se tivermos 3 pizas a partilhar por 5
pessoas, 5/5 representa o quociente que resulta de dividir 3
POT 3 e que ¢ a parte de piza que cabe a cada um. Por outro
lado, 35 representa também, neste contexto, & razil entre
o nimero de pizas € o namero de pessoas: 3 pizas para 9 pes-
soas ecquivale & 6 pizas para 10 pessoas. Uma fraccio pode
ainda representar a razio entre duas partes de um mesmo
todo: a relacio entre o nimero de raparigas ¢ o nimero de
rapazes num conjunto de 8 jovens numa festa, por exemplo.
No caso de querermos saber quanto € 3/5 de meio milhao
de euros, por exemplo, ou 3/5 de meia piza, a fracgao fun-
ciona como um operador aplicado a um conjunte discreto
G continu,

Nolongo percurso em que as eriancas vao desenyolyvendo
o concerte de numero racianal, temos de considerat, por um
lado, ¢ conceito (mais precisamente a teia de conceitos),

¢ por outro s simbolos que o representami. Acontece as
criangas operatem com os simbolos sem terem ideia das
quantidades ¢ conceitos subjacentes, o que faz com que, por
exenplo, cheguem a respostas sem sentido. Assim, nio é
raro vermos alunos adicionarem nameros representados por
ftacces adicionando os numeradores e o5 denominadores,
evidenciando enormes lacunas na compreensao do canceito
defracedo ¢ das operagoes com estes nAmMeros.

Neste artigo iremos apresentar e discutir uma groposta
alternativa para a primeira abordagem as fraccoes, diferente
daguela que € tradicionalmente usada com alunes do 2°
ciclo, Discutiremos as esfratégias que alunes usaram na
resolucio de tarefas em contextos de partilha equitativa e
que foram usadas no dmbito de uma experiéncia de sala de
aula com alunos do 5° ane de escolaridade. Procuraremos
mostrar como é que, utilizando as estratéeias intormais dos
alunios come ponte de partida na aprendizagem, ¢ possivel
que 0s alunes construam de forma significativa o coneeito
de fraccio, ao mesmo tempo que ¢ valorizada @ compreensao
e a patticipacao activa do alune no seu proprio processo de
aprendizagem. Finalmente, apresentaremos também, de
forma breve, algumas das ideias diddeticas que serviram
de base a esta experiéneia e gue fiveram origem na
tearia de ensino e aprendizagem da Matemética Realista
(Freudenthal, 1973, 1991; Streefland, 1986, 1991).




0 ensino das fraccoes em Porfugal

Em Portugal, ¢ de um modo geral, a primeira (e por ve-
zes tinica) abordagem is fracgdes € feita através da relacio
parte/todo. Utilizando uma figura (um rectangulo ou um cit-
culo) dividida num certo niimero de partes iguais, e simboli-
zando a unidade, relaciona-se as partes com o todo da figura.
A figura simboliza, por exemplo, um chocolate dividido em
5 partes iguais, cada uma dessas partes sendo 1/5 do choco-
late. O conceito de fraccio equivalente é também explicado
recorrendo ao mesmo modelo, e os alunos devem visualizar
assim que 2/10 é a mesma quantidade de chocolate que 1/
5. Também as operactes adiciio e subtracciio sio abordadas
recorréndo ao mesmo suporte visual, havendo a preocupa-
¢éo de se estudar primeiro a adi¢io e em seguida a subtrac-
¢io como operacio inversa da adigfo. Isto significa que, na
abordagem tradicional, o ponto de partida para o ensino sio
de um modo geral, os conceitos matemdticos formais e nio
os fenémenos da realidade do dia-a-dia de onde estes con-
ceitos foram em tempos abstraidos. Assim, isto pode ser uma
das razdes pela qual haja alunos que representem a situagio
da figura 1 por 1/4, em vez de 1/5, que é o que o professor
normalmente quer que esteja representado na figura.

A verdade € que a figura também pode representar 1/4
se considerarmos, ndo a relagio parte sombreada/toda a fi-

Figura 1.

gura, mas sim a relacfio parte sombreada/parte nio sombre-
ada. Uma das origens de mal entendidos pode ser o facto de
serem 0s conceitos matemdticos, que os alunos ainda nio
dominam, e nfio o contexto do problema a dar significado a
actividades como estas. Qutra caracterfstica da abordagem
tradicional ¢ a auséncia do apelo 4 estimativa, dando-se pre-
feréncia ao cdlculo exacto com papel e ldpis. Deste modo,
a aprendizagem das fraccdes acaba por pér muita énfase nos
procedimentos, nas regras e nos algoritmos, funcionando,
do nosso ponto de vista, como um entrave ao desenvolvi-
mento do sentido do nimero.

i fraccao explorada em sifuacoes de partilha equitafiva

Na abordagem que aqui apresentamos, a fracgio surge em
situagBes de partilha equitativa. Os alunos desde 0 3° ano de
escolaridade que resolvem problemas de divisio deste tipo,
onde o dividendo é quase sernpre um multiplo do divisor.
No caso do quociente nfo ser um niimero inteiro, os alunos
apresentam os resultados na forma de numeral decimal.
Agora o dividendo é, numa primeira fase, um niimero menor

- que o divisor, 0 que pede que a unidade seja dividida.

Na experiéncia que levdmos a cabo no 5° ano*, os
alunos nunca tinham estudado fracgdes no 1° ciclo, o que
alids acontece com grande parte dos alunos portugueses
apesar destas fazerem parte do programa do 1° ciclo em
vigor!. Desde a primeira aula, os alunos trabalharam em
grupo  volta de variados problemas de partilha equitativa,
sem que lhes tivesse sido explicado como os podiam resolver.

Quadrao 1.
Primeiros problemas apresenfados aos alunos

Quadro 2. Estratégias apresenfadas pelos alunos na resolugao
da primeira parte do problema 1

Problema 1

Quatro amigos foram a um restaurante e pediram trés pizas.
Dividiram igualmente as trés pizas. Que parte de piza comeu
cada amigo!

Descreve o processo que utilizaste para responder a ques-
tdo. Podes fazé-lo utilizando palavras, desenhos, material,
esquemas ou cdlculos.

Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que
uma piza! Explica o teu raciocinio.

Problema 2 .

Se em vez de quatro amigos fossem oito amigos, pedissem
trés pizas e as dividissem igualmente, que parte de piza
comeria cada um?

Descreve o processo que utilizasté para responder 4 ques-
tdo. Podes fazé-lo utilizando palavras, desenhos, material,
esquemas ou cdlculos.

Cada amigo comeu mais que uma piza ou menos que
uma piza! Explica o teu raciocinio.

Problema 3

Em qual dos grupos anteriores, o de quatro amigos (proble-
ma 1) ou o de oito amigos (problema 2}, cada amigo comeu
mais piza! Explica o teu raciocinio.

f
Dividiram cada uma das 3 pizas em quatro partes iguais e deram 3 fa-
tias a cada amigo.

Responderam que cada amigo comeu trés fatias de piza.

B

Dividiram 2 pizas, cada uma destas em duas partes iguais e a terceira
piza em quatro partes iguais e deram metade de uma piza mais um quar-
to da outra a cada amigo. Responderam que cada amigo comeu metade
de uma piza e mais um quarto de outra.

[
Dividiram cada uma das 3 pizas em oito partes iguais e deram 6 oitavos
a cada amigo. Responderam que cada amigo comeu 6 oitavos.

I

Dividiram cada uma das 3 pizas em oito partes iguais. Contaram os pe-
dagos de uma piza obtidos e multiplicaram por 3 (temos 8 x 3 = 24) e
dividiram as 24 fatias pelos 4 amigos (24 + 4 = 6). Responderam que
cada amigo comeu seis fatias.

E
Dividiram 3 <+ 4 e obtiveram 0,75 e alguns responderam 75%
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A cada grupo era apresentado um conjunto de tarefas, numa

tnica folha grande de modo a promover a leitura simultinea

a todos 0s elementos do grupo, juntamente com materiais
de cartio simbolizando pizas, chocolates, etc., dependendo
das situaces dos problemas. O papel do professor durante
o trabalho de grupo era essencialmente o de promover a
discussdo entre os alunos e fazer com que todos os elementos
do grupo participassem na resoluciio da tarefa. O professor
solicitava uma resposta colectiva (producdo do grupo) que
era registada numa folha.

No quadro 1 encontram-se os primeiros problemas
perante os quais os alunos foram colocados. Apés a resolu-
¢io dos trés problemas, seguiu-se a apresentagio e discus-
sdo em plendrio das produgtes dos grupos, onde estas foram
comparadas e se reflectiu sobre o trabalho desenvolvido. As
estratégias apresentadas pelos grupos® foram as mais variadas
(veja quadro 2). Praticamente todas as produc@es apresen-
tavam desenhos ou esquemas, havendo em algumas delas re-
gistos de cdlculos.

Como podemos ver, algumas producdes dos alunos refe-
riam quartos, oitavos e metades, por extenso, mesmo nunca
tendo sido “ensinados” na escola a chamar-lhe assim. (figu-
ras 2).

Qutros alunos referiram-se a fatias, no entanto, os
desenhos elucidaram sempre se eram quartos, oitavos ou
metades (figura 3).

Na comparacio com a unidade, todos os grupos
referiram que cada amigo tinha comido menos que uma
piza, tendo um deles escrito “se uma piza tem quatro fatias,
cada um comeu menos, pois s6 comeu 3".

Na exploragio em plendrio de turma o professor
solicitou aos alunos que referissem como tinham chegado a
solugio e os diferentes modos de representagiio desta foram
registados no quadro. Durante a discussdo, o professor foi
chamando a atenciio para o facto de ser possivel representar
de diferentes modos o mesmo nimero e introduziu a
simbologia da fraccio. O apelo 4 conexdo com a divisdo
foi um dos aspectos realgados no didlogo que se manteve
na turma, e o professor acabou por registar no quadro a
eXpressao

As fraqgfaes unitarias surgiram e 3/4 apareceu igual a
1 e 1 " 1
4 4 4
e também igual a
1 4 1
2 4
Como houve alunos que dividiram a piza em oitavos, hou-
ve ainda a resposta 6/8, o que permitiu notar que afinal 3/4
de piza era a mesma porcio de piza que 6,8 de piza. A multi-
plicacio também surgiu quando um grupo resolveu dar 1/4
de piza a cada amigo:
O P
4 4 4 T4
Houve um aluno que referiu que tinha comido uma piza me-
nos 1/4, tendo o professor aproveitado para escrever

3 1

-7
No fim da segunda aula os alunos tinham, de um modo in-
formal, abordado j4 a nogio de fracgio, a decomposicio em
fraccdes unitdrias, e a comparacio e multiplicagio de frac-

¢des, o que seria impensivel na abordagem tradicional. Nos
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Figura 2. Producido de um grupo a propdsito do problema 3.
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Figura 3. Producies ‘e dois grupos a propdsito do problema 1
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seis problemas seguintes, surgiram temas como a equivalén-
cia de fracgdes, as fraccdes impréprias na forma de nume-
ral misto (5 criangas a partilhar 6 chocolates), as fraccdes
decimais (dois bolos de aniversario divididos em 10 fatias
iguais), as frac¢Bes aplicadas a um conjunto discreto, e a re-
construciio da unidade.

Mais tarde houve a preacupacio de avaliar até que ponto
as fracgGes sem contexto faziam sentido para estas criancas,
tendo sido pedido aos alunos para fazerem mentalmente o
cileulo de expressdes tais como

2 4
2 : +1 5
. ;
e para indicarem, de forma aproximada, o seu lugar numa
recta (com a unidade previamente determinada através de
alguns nimeros inteiros representados). Nenhum grupo ma-
nifestou diividas. Houve raciocinios do tipo, “2/5 mais 4/5
¢ maior que um portanto se 2 mais 1 d4 3, com mais 1 e pou-
co, assinalo um pouco & frente do 4”. Noutra situaciio, onde
se pedia para inventarem problemas que traduzissem expres-
sdes dadas, os alunos evidenciaram que os simbolos tinham
para eles significado, como mostra o seguinte enunciado de
um dos grupos para a expressio

1
o
3

“ Se o André receber duas unidades de chocolate e oferecer 1

unidade de chocolate & Vanessa e 1/3 4 Rita, quanto come o
André?”

Através da andlise que realizémos das produgdes dos alunos
verificimos que ao longo do tempo estes foram recorrendo
cada vez mais ao uso dos simbolos das fracgBes. Para além
disso, notdmos também que nenhum dos grupos apresentou
respostas sem sentido, o que revela que fizeram um trabalho
significativo. No caso das fracgdes decimais, as producdes
permitiram realgar a existéncia de diferentes designagtes
para o mesmo ndmero racional, nomeadamente os numerais
decimais, as fracgBes e as percentagens (por exemplo 3/4 =
0,75 = 75%). As produgbes permitiram ainda a abordagem
informal de algumas operagdes aritméticas. De resto, o fac-
to de partirmos das estratégias informais dos alunos, dando
espaco ao trabalho ao nivel de compreensio de cada grupo,
possibilitou que todos estes conceitos, que sio reconhecidos
como complexos, fossem trabalhados por todos os alunos.

Discussao da abordagem

Podemos dizer que esta abordagem se caracteriza pelo se-
guinte conjunto de aspectos intimamente relacionados. Um
primeiro aspecto a realcar tem a ver com o facto da reali-
dade dos alunos ser utilizada como ponto de partida para a
construciio do conceito de fracgio. Neste caso, a realidade
utilizada € uma série de situacdes contextuais do dia-a-dia,
onde as fracgbes surgem de forma natural. Na abordagem
tradicional, o ponto de partida‘para a aprendizagem é a pro-
pria Matemdtica, nomeadamente o conceito matemdtico de
fracciio concretizado em figuras, que funcionam como mo-
delos visuais da estrutura matemdtica. Freudenthal (1973,

1991) refere-se a este aspecto da abordagem tradicional
como “inversdo anti-diddtica”, observando que o ponto de
partida para a aprendizagem da Matemdtica ¢ o produto fi-
nal da actividade matemdtica que foi sendo desenvolvida
por matemadticos excepcionais.

Um outro aspecto que caracteriza a abordagem desta
experiéncia, e que estd extremamente ligado ao aspecto
anterior, € o facto do processo de construgio do conceito
de fracgio ter por base as préprias estratégias informais
dos alunos, e as suas produgdes préprias. E dada assim
a possibilidade aos alunos de participarem activamente
no seu préprio processo de aprendizagem. O aprender
Matemitica é assim, nesta abordagem, identificado com
0 ‘fazer Matemdtica’. Isto estd intimamente ligado com a
visdo de, por exemplo, Freudenthal (1973,1991), de que a
Matemdtica é primariamente uma actividade humana. E a
actividade de organizar, relacionar, estruturar, generalizar,
provar, formalizar o mundo & nossa volta.

Um terceiro aspecto tem a ver com o tipo de situagdes
problemdticas. Estas sdo apresentadas de forma aberta

_(no sentido de que ndo é ensinado & partida qualquer

processo de soluciio) e sdo rtais que permitem gerar
conhecimento matemdtico (que por sua vez servird de base
a producfio de novo conhecimento). O papel do contexto
¢ aqui fundamental. No estudo que realizdmos, utilizdmos
contextos de partilha equitativa como ponto de partida
para o estudo das fracgdes (Streefland, 1986). No entanto,
hd outros contextos igualmente ricos que deverdo também
ser usados numa fase inicial do estudo do conceito de
fracciio, como sendo contextos de medida (que convidem
ao refinamento da unidade de medida, fazendo surgir assim
as fraccBes). Neste caso as representacdes fracciondrias
aparecem com a necessidade de comunicar o resultado da
medigio de uma certa grandeza. Por exemplo na mediciio
de um comprimento, onde a unidade de medida fornecida
aos alunos (por exemplo uma tira de papel) ndo cabe um
namero inteiro de vezes no comprimento a medir. Hd
necessidade de fraccionar a unidade em partes tais que daf
resulte uma medida exacta, por exemplo

Fd

Sm ou 3.\4

As situagdes sdo tais que permitem a descoberta de relactes
e a construgio de modelos que vio gradualmente servindo
de ponte para a construcio de conhecimento matemdtico
mais formal.

Um outro aspecto € o papel e importincia que ¢ dada
a interac¢io na sala de aula. Uma vez que é dado espago
a construgdes proprias das criangas, baseadas no seu
conhecimento informal, surge na sala de aula uma grande
variedade de estratégias, solugdes e graus de compreensio da
situagiio problemdtica e da sua resoluciio. E necessdrio por
isso que haja um debate das ideias e descobertas feitas, o que
leva a justificacdo, reflexdo e comparaciio de estratégias, e
que por sua vez estimula a consolidacio das aprendizagens.

Finalmente, esta abordagem privilegia as conexdes
matemdticas. O facto das situagdes probleméticas serem do
dia-a-dia e de ser dada liberdade ao aluno para as resolver
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baseado no seu conhecimento informal (aquilo que sabe
naquele momento) faz com que estas conexdes surjam
de forma natural. De facto, em situacdes da realidade,
as fraccdes, os decimais e a razio, por exemplo, estdo
intimamente relacionados.

Esta ¢ assim uma abordagem que é centrada no aluno,
uma vez que privilegia a.participagio activa deste no seu
préprio processo de aprendizagem. O aluno tem liberdade
de resolver os problemas ao seu nivel, recorrendo ao seu
proprio conhecimento naquele momento, o que ndo s6
valoriza o seu esforgo e trabalho mas também permite a
diferenciaciio de raciocinios na sala de aula. Primeiro, a
possibilidade de construir ele préprio as solugdes,.e depois, a
possibilidade de argumentar e comparar estratégias, permite
ainda que possam ser os préprios alunos e nio o professor a
validar as respostas. Este tipo de trabalho transmite ainda
ao aluno uma outra ideia do que é fazer matemadtica: o
importante ndo € s6 chegar 2 resposta certa mas também e
principalmente o descobrir um processo de resoluciio e saber
argumentar sobre a sua correccio.

Nofas finais

Note que nio defendemos um trabalho exclusivamente em
contextos de partilha equitativa. Pretendemos exemplificar
uma primeira abordagem as fracgBes em contextos
significativos para os alunos. E importante proporcionar
as criangas um trabalho em diversificadas situacdes, onde
as fracgbes surgem com diferentes significados, de modo a
que explorem os conceitos de forma completa e integrada
possibilitando uma construgio gradual do sentido do
nimero racional. E preciso, portanto, dar tempo aos alunos
para irem integrando todos este conceitos e as suas relacoes,
assim como os novos simbolos, e nfo ter pressa em introduzir
regras e algoritmos, correndo o risco de os introduzir antes
de que estes possam ter significado para as criancas.

A abordagem que aqui apresentdmos foi inspirada
no trabalho de Streefland (1986, 1991) sobre o ensino
e aprendizagem das fracgBes e que se insere na corrente
matemdtica designada por Matemadtica Realista. Esta teoria
de Educagiio Matemdtica tem vindo a ser desenvolvida
nos dltimos 35 anos aproximadamente, no Instituto
Freudenthal na Holanda. E uma teoria em constante
construcio mas que teve o seu ponto de partida na ideia
de Freudenthal da Matemética como actividade humana.
Para ele a Matemdtica é em primeira instincia uma
actividade, tendo vindo a constituir um corpo organizado
de conhecimentos, no entanto a esséncia da Matemdtica
ndo sdo as estruturas matemdticas mas sim o processo
que conduz a essas estruturas. Segundo Freudenthal, a
Matemadtica deveria ser assim também para os alunos, uma
actividade. Estes deveriam aprender Matemitica, através
do fazer Matemitica, matematizando assuntos da realidade
do dia-a-dia e matematizando a sua prépria actividade’. No
fundo, através de um processo de matematizacio progressiva,
deveria ser dado aos alunos a oportunidade de reinventar a
Matemética. Assim como a actividade de matemsticos

]

excepcionais resultou na Matemdtica que conhecemos
hoje, a actividade dos alunos pode resultar na construcio
de Matematica (Gravemeijer, 2005). Esta ¢ também a visdo
de Fosnot & Dolk (2002), que se referem aos alunos como
‘pequenos matematicos’,

Finalmente, ¢ dado o exposto, gostarfamos de deixar
uma ideia no ar: porque ndo introduzir as fracges j4 no
1° ciclo? Utilizando esta abordagem, é possivel trabalhar
de forma informal, e muito naturalmente, muitos dos
conceitos que hoje sdo abordados apenas no 2° ciclo, o
que constituiria uma boa base para um trabalho posterior
mais formal no 50 e 6o anos. Se precisamos de dar tempo
aos alunos para construir os conceitos, descobrir relacdes,
antes de introduzir as regras e procedimentos, e sendo esta
abordagem téo intuitiva para os alunos, nio serd desejavel
iniciar o trabalho desta maneira mais cedo? Deixamos assim
aqui um convite a discussiio sobre este assunto.

Nofas

*  No émbito do Projecto Desenvolvendo o seniido do niimero:
perspectivas e exigéncias curriculares.

1 No programa do 1° ciclo em vigor as fracgdes aparecem como
operadores pattitivos aplicados a um conjunto discreto.

2 Esta experiéncia foi realizada em 3 turmas.

3 Note que ndo € necessdrio portanto que se parta sempre de
contextos reais, do dia-a-dia. A palavra realista tem a ver
com o papel essencial dos contextos reais, por um lado, mas
refere-se também ao facto do ponto de partida dever ser o que
¢ sentido pelo aluno como real, aquilo que sabe, podendo ser
portanto um contexto da Matemdtica, desde que seja algo real
para o aluno.
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Pense nislto

los nimeros para a ﬁluehm. Por onde vao 0s alunos?

Partindo da nossa curiosidade em com-
preender um pouco melhor como os alu-
nos analisam as regularidades numéricas
com vista a obtenclo de uma expressao
algébrica fomos ouvi-los,

Selecciondmos uma questido do PISA
2000, a das macieiras, e conviddmos alguns
jovens de |5 anos, no final destas férias, a
conversar connosco. Alguns tinham com-
pletado o 9° ano e outros o 10° ano. Pro-
curdmos que eles nos mostrassem a for-
ma como contavam as confferas e como
relacionavam essa contagem com o nu-
mero de ordem da figura. (Figura 1)

Todos eles compreenderam com rela-
tiva facilidade quer o padrao geométrico
quer o padrdo numérico a ele associado,
sendo capazes de fazer previsbes para as
figuras seguintes. Os processos de conta-
gem foram no entanto diversificados, e
nem todos foram capazes de chegar so-
zinhos a uma expressao algébrica que tra-
duzisse a regularidade identificada.

A Inés, aluna do 9° ano, contou pelo
processo ilustrado na figura 2 e previu
sem dificuldade o nimero de coniferas
nas figuras seguintes mas nao chegou so-
zinha a uma expressao algébrica que tra-
duzisse este nimero. O Miguel, aluno de
9° ano, também recorreu a este proces-
so de contagem e a partir da observagio
que na fila horizontal o nimero de co-
niferas se obtinha juntando n + 1 ao n,
concluiu que o ladg horizontal podia ser
representado por (2n+ 1) e o vertical’
por (2n — 1) tendo chegado & expressao
[(2n+1) x 24 (2n — 1) x 2] para tra-
duzir o ndmero total de confferas.

J& o Sandro, aluno do 10° ano, que
procedeu as contagens da mesma forma

Um lavrador planta macieiras num padrao quadrangular: A fim de proteger as drvores do

" vento, planta confferas & volta do pomar,

Esta situagdo estd ilustrada no diagrama abaixo representado, no qual se pode ver a
disposicdo das macieiras e das coniferas para um ndmero qualquer (n) de filas de ma-
cleiras:

n=1 = =3 n=4
X X X XX XXX XXX XXXKX XAEXAXXAKAKXAKXXX
X ® X X® OX X® ® eX X® ® @ @X
X XX X X X X X X
X® @X X® @® oX X® @® @ @X
XXX XX X X X X
X® ® @X X® @® @ @X
. XKAAXKXAXXX X X
X = conifera
_ = XxX® ® @ eXx
@ = macieira XX X X X XXX X
Figura 1.
3 7
1®¢‘Z§?1
XXX 3
3 5  Aseguir sera: 7+749+9

Figura 2. Inés, 9° ano, 15 anos

A seguir sera: 4x7+4

Figura 3. Pedro, 9° ano. 15 anos
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que os alunos anteriores, apds ter escrito a
expressao2 X (2n +1) +2 x (2n — 1)
Escreveu de seguida a expressio
4 % (2n 4+ 1) — 4. Perante a nossa estra-
nheza, sobre a relacdo entre as duas ex-
pressdes, ele explicou a nova expressio a
partir do desenho:

Mostrou que se fizesse 4 x (2n + 1) es-
taria a duplicar a contagem de algumas das
drvores (as dos cantos), Na verdade ele
ndo passou algebricamente de uma ex-
pressdo para outra equivalente, mas antes
afinou o seu processo de contagem.

X X X XXXXX

X @ X X® @X

X XX X X
X® @X
XXX XX X

e

X® ©® oxX
X

O Pedro, aluno do 9° ano, percebeu
logo que para ter um bom padrdo de con-
tagem o melhor era separar os 4 cantos.
Assim, poderia considerar quatro lados
iguais aos quais teria de acrescentar os 4
cantos. (Figura 3)

O padrio de repeticdo desta conta-
gem foi claramente compreendido ainda
que ndo tivesse chegado a uma expressdo
algébrica. Também o Jodo, 10 © ano, optou
por separar os cantos depois de ter verifi-
cado que conseguia emparelhar as conife-
ras com as macieiras (n), depois sobravam
sempre as do meio (n — 1). E assim che-
gou a expressio: 4 X (n+n—1) 44
(Figura 4)

A Juliana, 10% ano, considerou que em
cada lado do quadrado tinha duas conife-
ras para uma macieira. Na |® figura tinha 2
coniferas para cada macieira de cada um

Para a n-ésima figura n sera:
dx(n+n—1)+4

X® @ ex
XX X X x x[KX
4x(34-2)+4

Figura 4. Jodo, 10° ano. 15 anos

XX % x %)
X ® X X (@)
X X X X X X

X®e @eX
XAXXX X

X® ® exX

XAXKXXXXX
X® @ ex

X
Para a n-ésima figura n sera:

% 2n+2n+2n+42n

X® @ .@X

Figura 5. Juliana, 10° ano. 15 anos

P

HAXXXXX
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dos 4 lados do quadrado portanto teria
2 x 4 confferas. Na 2* figura continuava
a ter 2 coniferas para cada uma das duas
macieiras de cada lado, ou seja 2 x 2 x 4
(duas coniferas vezes duas macieiras vezes
4 lados). E assim sucessivamente. A par
tir deste processo de contagem a Juliana
concluiu que tem 2n + 2n + 2n + 2n
confferas em cada figura. (Figura 5)

Entendendo a dlgebra como uma ac-
tividade que tem a sua origem na genera-
lizagdo do trabalho com nimeros [ou na
generalizagdo da aritmética] deixdmo-nos
surpreender pela diversidade de proces-
sos de contagem e de algebrizacdo a que
estes jovens nos conduziram. Esse foi o
ponto de partida para o levantamento de
algumas questdes que gostarfamos de dei-
xar aqui:

* Que dificuldades podem surgir na
passagem do numérico para o simbd-
lico?

* Qual a importancia, para o desenvol-
vimento do pensamento algébrico, da
partilha, por parte dos alunos, de vé-
rias formas de visualizar e de contar
numa mesma situacao?

*  Queimar estas etapas n3o serd um
impeditivo para que os alunos atribu-
am um sentide aos simbolos?

* A sistematizacdo dos processos de
contagem destes alunos conduz a ex-
pressées diferentes mas, naturalmente,
equivalentes. Serd uma situacdo deste
tipo um bom ponto de partida para
discutir a equivaléncia de expressdes
algébricas?

Pense nisto!
fina Lufsa Paiva

Joana Brocardo
Manuela Pires
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; iversas perspectivas e as-
sumir maior ou menor visibilidade no curriculo. Em Por-
ugal, nos programas de Matemarica, para o ensino bdsic
(ME-DGEBS, 1991), a Algebra surge com maior incidén-
cia no 3° ciclo. No entanto, o Curriculo Nacional do Ensino
Bdsico (ME-DEB, 2001), para além dos objectivos especi-
ficos definidos para esse ciclo, estabelece um conjunto de
objectivos gerais de aprendizagem no domifnio “Algebra e
Fungdes”, a atingir ao longo dos trés ciclos de escolarida-
de. A importancia dada neste texto ao desenvolvimento do
pensamento algébrico vai ao encontro de discussdes que se
tém realizado em diversos paises, sugerindo que os alunos
podem e devern comegar bastante cedo a viver experiéncias
de aprendizagem que os preparem para um futuro contacto
com simbolos e expressdes algébricas.

Além disso, tem sido sublinhada a necessidade de pro-
porcionar aos alunos oportunidades que os levem a encarar
a Al.gebra, nfo sé como um assunto que é preciso dominar,
mas também como uma ferramenta que é importante saber
mobilizar em diferentes situacdes. Deste modo, a aprendiza-
gem da Algebra nfio deve fechar-se em si mesma, mas sim
habilitar os alunos a tirar partido dela, em diferentes con-
textos (Kooij, 2002). '

A discussio sobre o c{ue sdo os aspectos essenciais da
Algebra escolar e quais as formas adequadas de promover
o desenvolvimento do pensamento algébrico tem sido par-

ticularmente viva em muitos pafses e em diversos encon-
tros internacionais. O mesmo ndo tem acontecido em Por-
ugal, onde ndo tem sido dada uma atengio significativa 2
este tema. E tempo, no entanto, de comegarmos a participar
activamente neste debate. Este artigo pretende ser um pe-
queno contributo nesse sentido, relatando uma experiéncia
realizada com alunos do 3° ciclo.

0 pensamento alggbrico

Kaput (1999) defende que a Algebra deve ser entendida de
uma forma muito mais ampla, profunda e rica do que acon-
tece tradicionalmente. Do seu ponto de vista, o pensamen-
to algébrico pode tomar diversas formas que se interligam.
Assim, considera que os alunos devem realizar actividades
envolvendo a exploragio da Aritmética como um domi-
nio propicio para a expressio e formalizacio de generaliza-
coes (Aritmética generalizada) e a generalizagiio de padrdes
numéricos para descrever relacdes funcionais (pensamento
funcional). Sublinha, igualmente, a modelagiio como opor-
tunidade de exprimir e formalizar generalizagdes e a prépria
generalizagio sobre estruturas abstractas. Desta forma, ao
procederem a generalizagdes a partir das suas concepgdes e
experiéncias em vez de procederem a uma mera aplicagio de
regras de manipulacio simbélica, sem atenderem ao signifi-
cado dos simbolos, os alunos estardo a revelar alguns aspec-
tos do pensamento algébrico.

/
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Mochila Livro Livro

Figura 1. fis voltas com os pregos ...

Esta perspectiva inspira os Principles and Standards do
NCTM (2000), que indicam que o curriculo de Matemati-
ca, relativamente ao tema da Algebra, deve possibilitar a to-
dos os alunos: (i) a compreensio de padrdes, relagtes e fun-
¢Oes; (ii) a representaciio e anilise de situagdes matemadticas
e estruturas usando simbolos algébricos; (iii) a utilizagiio de
modelos matemdticos para representar e compreender rela-
¢oes quantitativas; e (iv) a andlise da variagdo, em diversas
situagdes. Entendida desta forma, a Algebra constitui uma
componente importante do curriculo que o unifica e The d4
consisténcia. Daf que esta organizacio defenda o lema “Al-
gebra para todos”.

A experiéncia

As tarefas' que aqui apresentamos, e s quais nos referire-
mos em detalhe, foram propostas em quatro turmas do en-
sino bdsico em 2004/05. Estas constituem uma forma de os
alunos tomarem contacto com situagdes ndo rotineiras e
desafiantes, susceptiveis de lhes proporcionar novas expe-
riéncias de aprendizagem. As tarefas proporcionam, nome-
adamente, a oportunidade de verificar relacdes entre vari-
dveis e férmulas e de procurar solugdes de equagBes, bem
como, de analisar relagdes numéricas em situacdes concre-
tas, explicitd-las em linguagem corrente e representd-las por
diferentes processos (ME-DEB, 2001). Note-se que as tare-
fas em causa nfio fazem, necessariamente, apelo a conheci-
mentos especificos e que os préprios alunos podem decidir
de que forma utilizar os dados fornecidos, explorando cami-
nhos diversificados. .

As tarefas foram resolvidas por 36 alunos de duas turmas
do 7° ano e por 43 alunos pertencentes a trés turmas do 8°
ano, de duas escolas da regido de Lisboa e Vale do Tejo, no
infcio do 3° perfodo. No 8° ano, pelo facto de ter ocorrido
uma situacio muito particular em que uma das trés turmas
realizou uma visita de estudo, as tarefas foram resolvidas, in-
dividualmente, por Rodrigo, o tnico aluno que nfo parti-
cipou nessa actividade. Os alunos do 7° ano, no momento
em que resolveram estas tarefas ainda no tinham estudado
o capitulo Equacdes, previsto para este ano de escolarida-
de, pelo que a sua exploragio constituiu o ponto de parti-
da para a aprendizagem deste tépico. Todos os alunos do 8°
ano tinham estudado na fntegra o capitulo Equacdes, inclu-

1. ofem que o5 objectos abaixo indicados [8m todos precos diferentes. Serd que os conseguem descobrir? Expliquem a vossa resposta com fodo o promenor.

L]

k1

Bola Mochila Bola

ido no programa deste ano de escolaridade, a excepcio de
Rodrigo.

Em todas as turmas, desde o inicio do ano lectivo, os alu-
nos trabalhavam, habitualmente, de forma colaborativa. Es-
tas tarefas foram resolvidas em grupos de dois ou trés alunos,
tendo sido, em todos os casos, fornecida apenas uma ficha de
trabalho a cada um dos grupos.

Inicialmente, tinhamos previsto a resoluciio das trés ta-
refas numa tnica aula de 90 minutos. No entanto, a sua
exploracio por parte dos alunos do 7° ano demorou mais
tempo. Assim, & maior parte destes alunos foram propostas,
apenas, a primeira tarefa e a questdo 2.1. da tarefa seguin-
te. Alguns grupos de alunos do 8° ano, pelo mesmo motivo,
também no resolveram a questdo 2.2. A discussdo colectiva
de cada uma das tarefas foi efectuada numa aula posterior.
Apés a sua resolugio, recolhemos os registos escritos dos
alunos e procedemos a sua andlise, com o intuito de identi-
ficar as suas estratégias e observar as suas reaccdes as tarefas
propostas.

Do nosso ponto de vista, estas tarefas poderiam pro-
porcionar aos alunos uma oportunidade para pensarem ge-
nericamente e para estabelecerem relages entre diversas
varidveis em simultineo, tendo em conta as condigdes a
satisfazer em cada caso. Através da sua resolugio de forma
colaborativa e da elaboragiio de um registo escrito pretendi-
amos levar os alunos a argumentar e comunicar, oralmente
e por escrito. Na nossa anélise procuramos verificar até que
ponto isso realmente aconteceu.

fis volfas com os precos . . .

Na primeira tarefa proposta existem trés montras diferentes,
cada qual com o prego total indicado na figura respectiva
(Figura 1). De cada montra fazem parte apenas dois objec-
tos, de entre os trés cujo preco desconhecemos: a bola, o li-
vro ou a mochila. Pretende-se que os alunos determinem os
precos de cada um deles. :

Quando iniciam a resolugio da tarefa, os grupos mani-
festam algumas dificuldades na interpretagio do enunciado
e tentam certificar-se de que estio a compreender exacta-
mente o que lhes é pedido. A sua primeira divida € se o ni-
mero indicado em cada figura ¢ o prego total da mdntra ou
o prego de apenas um dos objectos. Apés a clarificacfio des-

‘
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Figura 2. Jéssica, Nadia e Sandra. 7° ano®

te aspecto, os alunos iniciam o trabalho da forma que lhes
parece mais adequada. Logo nas primeiras tentativas surge
uma nova questdo, relativa ao prego de cada objecto poder,
ou ndo, variar de montra para montra. A professora esclare-
ce que, neste caso, o prego de cada objecto é sempre o mes-
mo, independentemente da montra em que esteja colocado.
Durante a exploraciio da tarefa, alguns alunos questionam,
ainda, se o preco de cada objecto pode n@o ser um nimero
natural, hipétese que se pde de parte.

No que diz respeito as estratégias desenvolvidas, pelos
grupos de trabalho, podemos estabelecer algumas distingdes
as quais nos referiremos de seguida.

Processo de fentafiva-erro influenciade por vivéncias prévias
Grande parte dos alunos comeca por atribuir um valor, mais
ou menos ao acaso, a um dos objectos numa das montras,
indo em seguida verificar se as restantes condiges sdo, ou
ndo, satisfeitas. Pela interacgfio gerada entre eles percebe-
mos que muitos grupos atribuem um valor, ndo pela and-
lise e comparaciio dos dados fornecidos, mas com base na
sua experiéncia pessoal, supondo que o objecto mais bara-
to é a bola, por imaginarem que assim sucede numa loja de
verdade.

Na resposta que apresentamos na figura 2 € nitida esta
estratégia:

Processo de tentativa-erro orientado pela andlise das condicdes

do problema

Noutros casos, os alunos, apesar de terem chegado a uma
solucfio através de tentativas partem de algumas relagdes a
que chegam analisando as condigdes indicadas no problema
e estabelecendo relagdes entre os pregos dos diversos objec-
tos. Nos exemplos que se seguem, os alunos tecem conside-
raghes quanto aos objectos de prego mais elevado.

Se a bola com a mochila é mais cara que a bola e o livro, entdio
a mochila é mais cara que o livro.
(Andreia e Lidia, 8 ano)

Estas alunas estabelecem comparages entre duas montras,
de modo a que o objecto comum nio interfira e seja possivel
retirar conclusdes acerca dos restantes objectos.

A diferenga da figura 1 e a fipura 2 é de 15 €.
A diferenca da figura 1 e a figura 3 é de 7 €.
A diferenca da figura 2 e a figura 3 é de 8 €.
A mochila é a mais cara.

A diferenca da mochila e da bola é de 15 €.

(Amélia e Marcelo, 7° ano)

Neste caso, os alunos, partindo da diferenca dos precos to-
tais das montras, conseguem determinar as diferengas entre
os precos de cada um dos objectos de um dado par.

Rodrigo apresenta também um processo de tentativas
orientado pelas condiges do problema, embora utilize ja
uma linguagem mais formal. A sua estratégia é constituida
por vdrias etapas:

M+ L =42
L+B=27
B+ M =35

“A mochila ¢ a mais cara porque somada com o livro d4 o valor

+ elevado portanto ela e o livro sfo os mais caros, como ela so-
mada com a bola € mais cara que o livro quando somado com a
bola também entdo a mochila é a mais cara.

A bola tem que ter um prego que seja menos de metade
de 35 e de 27.

A mochila tem que ter um preco que seja mais de metade
de 42 e de 35.

O livro tem que ter um prego que seja mais de metade de
27 e menos de metade de 42.

Bola >0€e< 13,56 9¢€ 10€
>0€e< 17 58

Mochila > 21 €e < 42 € 24 € 25€
>17,5€e< 35€

Livro >0€e< 21€ 18 € é &

>13,5€e< 21€
(Rodrigo, 8° ano)

Numa primeira fase, o aluno traduz os dados do problema
para uma linguagem simbélica, afirmando oralmente que
assim consegue uma melhor visualizacio e compreensio de
todos os elementos fornecidos’. De seguida, passa ao estabe-
lecimento de limites possiveis para os precos dos objectos.
Embora nfio o tenha explicitado por escrito, é notério que
os comparou previamente. Essa comparagio aliada a deter-
minaciio de metade do prego de cada montra, permite-lhe
enquadrar os diferentes pregos. A terceira fase da resolugiio
surge de um processo de tentativas que sdo orientadas pelos
limites inferior e superior ja estabelecidos. Em primeiro lu-
gar selecciona para preco da bola, o valor de 9 € e, partindo
da expressio L + B = 27, verifica que o livro tem que cus-
tar 18 €. Em seguida, recorrendo a expressio M + L = 42,
obtém o valor de 24 € para o prego da mochila. No entan-
to, usando estes valores, a condicio B + M = 35 nio é sa-
tisfeita, o que indica a necessidade de formular nova tenta-
tiva. Desta feita, fixa para o prego da bola o valor de 10 €,

-
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pelo que, por um processo andlogo, a solucio do problema
é encontrada.

llesempenho geral

De uma forma geral, nas turmas do 7° ano, a maior parte dos
grupos determina correctamente os precos dos trés objectos.
Amélia e Marcelo sdo os tinicos alunos que nfio o chegam
a fazer. Contudo, estabelecem virias relacdes entre os pre-
¢os dos objectos, ocupando grande parte do tempo da aula
com essa exploragiio. J4 no 8° ano, 17 dos 21 grupos conse-
guem resolver o problema. Apenas 4 grupos, apesar das mui-
tas tentativas que efectuam, ndo chegam, efectivamente, a
sua solucio.

Por ser uma tarefa com caracterfsticas pouco habituais,
alguns alunos dos 7° e 8° anos manifestam dificuldades ini-
ciais que s6 conseguem superar quando, por algum processo,
se envolvem na exploragiio da situacio proposta. No entan-
to, a descoberta da solugiio do problema, ou até de algu-
mas relacdes matemdticas interessantes relativas aos preqos
dos objectos, constituem momentos entusiasmantes de que
muitos dos alunos revelam gostar bastante.

Quanfo pesam os solidos?

A tarefa seguinte € constituida por duas situagdes que en-
volvem balangas, sendo pedido aos alunos que determinem
os pesos de cada um dos sélidos geométricos e que descre-
vam o raciocinio que sustenta a sua resposta (Figura 4).
Mais uma vez a tarefa suscita algumas dividas aos alunos,
que questionam, em primeiro lugar, se todos os sélidos do
mesmo tipo pesam o mesmo, nas diferentes balancas. Para
além disso, os alunos questionam-se se os pesos podem, ou
niio, tomar valores decimais. Uma vez esclarecidos sobre o
facto de s6 poderem utilizar nimeros naturais iniciaram o
seu trabalho.

Processo de fentativa-erro ;

No exemplo seguinte, relativo 2 questdo 2.2, a estratégia
adoptada pelos alunos baseia-se num processo de tentativa-
erro que lhes permite, por experimentacio, obtér os valores
que satisfazem todas as condigGes, em simultaneo.

?

£z

Balanga E Balanga F Balanga @
@ —_— gramas
@ s gramas
& o - gramas
O — o

Se a esfera pesar 2 gramas na balanca F duas esferas pesam 4
gramas por isso s6 sobram 4 gramas que sdo as do cubo. Na ba-
langa E o peso da esfera e do cubo d4 6 gramas por isso s6 sobra
1 grama que € o peso do cilindro. Na balanca G se somarmos o
peso do cubo e do cilindro é 5 gramas por isso s6 sobra 6 gramas
que sdo as da pirdmide. Na balanga H o valor do peso € 10 gra-
mas porque o peso dos cubos dd 8 gramas e o valor dos dois ci-
lindros da 2 gramas por isso o resultado é 10 gramas.

(Raul e Vasco, 8° ano, questio 2.2.)

Processo de esfabelecimento de relacdes seguido de fenfaliva-erro
Outra estratégia também usada por alguns dos grupos pas-
sa pela combinagfio entre o estabelecimento de relacoes e a
realizagdo de tentativas. Os alunos comparam algumas das
balangas e, baseando-se nessas comparacdes, estabelecem
novas relagGes entre os pesos dos sélidos, terminando com
novo processo de experimentaciio, como sucede no caso se-
guinte:

A esfera € o que pesa mais. A pirdmide pesa menos 3 gramas
que o cilindro [comparam as balangas A e DJ. Se o cilindro pe-
sar 4 e o cubo 2 a balanga D esta resolvida. Se a esfera pesar 5 e
a pirimide 1 entdo: 5 41 + 2+ 4 = 12 [Balanca C]
AbalancaBfica: 5+ 5+ 2 = 12
Abalanca Afica: 14+4+2=17.

(Andreia e Lidia, 8° ano, questiio 2.1.)

Processo de estabelecimento de relagdes

Uma terceira estratégia também usada envolve apenas o es-
tabelecimento de relagdes. Assim, no exemplo que se segue,
hd a salientar o facto de os alunos iniciarem o seu trabalho
de forma semelhante aos anteriores, embora a sua estraté-
gia se baseie, até ao final, nas relacdes que vio estabelecen-
do entre as varidveis, nunca recorrendo 2 experimentacio
(figura 5). &

Os alunos de um outro grupo apresentam um raciocinio
semelhante, embora tenham pontos de partida diferentes
para o seu desenvolvimento. Ao partirem de balancas dis-
tintas, as relagdes que comecam por estabelecer sio também
diferentes.

i
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Desempenho geral

Analisando o desempenho dos alunos do 7° ano nestas ta-
refas, de uma forma global, verificamos que a maior parte
dos alunos consegue solucionar o problema por processos
intuitivos. No entanto, trés dos grupos ndo apresentam a so-
lucio correcta, dado que a sua resposta nio satisfaz as con-
digdes expressas em todas as balancas, mas em apenas algu-
mas delas.

Quanto aos alunos do 8° ano, um grupo nfo respon-
de a questdo 2.1 e um outro grupo nio o faz de forma cor-
recta. Na questio 2.2, dos grupos que procuram responder,
apenas um ndo chega a solugio. Duas das turmas do 8° ano
que participam nesta experiéncia tém desempenhos bastan-
te distintos, apresentando uma delas, claramente, mais di-
ficuldades na compreensio e resoluciio das tarefas do que a
outra. O Rodrigo, tinico aluno da terceira turma envolvido
nesta experiéncia, demonstra também algumas dificuldades
iniciais relativamente 2 interpretacio das tarefas e ao modo
como pode iniciar a sua resolugfio. A reac¢io da generalida-
de dos alunos a esta tarefa é bastante positiva, sendo notério
o seu empenho na resolucio.

Comentdrios finais

Na tarefa Quanto pesam os sélidos?, os alunos manifestam
menos dificuldades iniciais do que na tarefa As voltas com os
precos, talvez por conseguirem aplicar alguns processos uti-
lizados com sucesso, na resoluciio da primeira tarefa. Apesar
de nem todos os alunos terem tempo suficiente para resol-
ver esta segunda tarefa, uma grande parte dos grupos que o
fazem, acabam por conseguir, de algum modo, solucionar o
problema. Da nossa observacio apercebemo-nos de que os
alunos interagem e argumentam oralmente, produzindo, de
acordo com o que lhes é pedido, um breve registo escrito,
que sistematiza os passos da sua exploragio.

Pensamos que a experiéncia efectuada constitui um mo-
mento positivo para os alunos, pelo desafio que lhes propor-
ciona, e que o seu desempenho global corresponde s nossas
expectativas iniciais. Em ambas as tarefas, os alunos explo-

Figura 6. Raul e Vasco, 8° ano. guestdo 2.1.

ram as situaghes apresentadas por processos preferencial-

- mente intuitivos, como a elaboracdo de tentativas e a ve-

rificacio experimental da satisfacio de todas as condigdes.
Em alguns casos, o processo de tentativa-erro € efectuado
de uma forma mais orientada, tendo em conta uma reflexio
sobre as condigfes indicadas no problema. No caso particu-
lar de Rodrigo, na resoluciio da primeira tarefa, € evidente
a andlise das condigBes do problema e o estabelecimento
de novas relagtes, que lhe permitem fazer tentativas mui-
to préximas dos pregos correctos dos objectos. O aluno usa
ainda alguns elementos da linguagem algébrica para ana-
lisar a situacdo, embora ndo os utilize na determinacio da
solugdo. O facto de ser persistente leva-o a superar as difi-
culdades iniciais e a desenvolver uma estratégia distinta das
utilizadas pelos alunos das outras turmas, revelando maior
estruturacio no seu raciocinio.

Na segunda tarefa, é de salientar o facto de apenas dois
grupos utilizarem estratégias que favorecem uma maior pos-
sibilidade de generalizacio, estabelecendo relag@es entre os
diversos pesos. Os alunos destes grupos revelam um tipo de
pensamento mais elaborado que, desejavelmente, deveria
ser acessfvel a um maior nimero de alunos.

Apesar de os alunos do 8” ano terem j4 estudado equa-
¢Des e, portanto, terem jd conhecimento da linguagem al-
gébrica, apenas um aluno, Rodrigo, a utiliza. De uma forma
geral, os alunos nfo recorrem as aprendizagens formais rea-
lizadas no Ambito da Algebra para a resoluciio de problemas,
ndo a encarando ou ndo a conseguindo utilizar como uma
ferramenta.

Esta experiéncia de ensino, concretizada no caso parti-
cular de quatro das nossas turmas, deixa-nos mais alerta para
o facto de os.alunos possuirem recursos intuitivos que lhes
podem ser muito tteis na resolugdo de problemas. Para além
disso, faz-nos sentir a necessidade de perceber melhor como
lhes proporcionar o desenvolvimento de aspectos mais ela-
borados do pensamento algébrico, de modo a que a Algebra
se torne, para eles, um novo recurto a mobilizar com sucesso
na resoluciio de problemas.
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Notas

1 Estas tarefas foram adaptadas de exemplos publicados on-
line pela associagio americana Annenberg/CPB, em http:
f/www.learner.org/channelfcourses/learningmathf
algebra/index.html, acedido em 10 de Fevereiro de 2005.

2 Ha respostas muito semelhantes em vérios outros grupos.

3 Tratando-se de um aluno do 8° ano de escolaridade, ¢ natu-
ral que nfo tenha dado seguimento  resolucgio do sistema de
equagbes, como seria possivel se j4 tivesse estudado este tema.
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As contas de dividir eram ensinadas como um conjunto de
regras de um livro de cozinha, sem qualquer explicagiio sobre
o modo como esta sequéncia particular de pequenas divisdes,

multiplicagBes e subtracgBes nos dava resposta certa. No
liceu a extracgfio de rafzes quadradas era-nos apresentada

com veneracio, como se fosse um método sagrado. Tudo o
que tinhamos a fazer era recordar o que nos tinham mandado
fazer. D4 a resposta certa e nio te rales se nfio percebes o que

estds a fazer. No 2° ano tive um professor de Algebra muito

competente com quem aprendi muita matemadtica; mas
também era um bruto que se comprazia em deixar as raparigas
lavadas em ldgrimas. O meu interesse pelas ciéncias manteve-
se durante todos estes anos por ler livros e revistas cientificos e
de ficcio cientifica.
Tudo comegou num domingo, tinha eu 5 anos, em que o
meu pai me explicou, com toda a paciéncia, o papel do zero na
aritmética, os nomes de som estranho dos grandes nimeros e
que nfo existe um ndmero maior do que os outros. De sibito
fui invadido por uma compulsio infantil de escrever em
sequéncia todos os niimeros inteiros de 1 a 1000, Nio tinha
folhas de papel, mas o meu pai ofereceu-me a pilha de cartes
cinzentos com que as camisas chegavam da lavandaria e que
ele costumava guardar; consegui atingir os 1000 um pouco
depois da hora em que habitualmente ia para a cama. Desde
entdo, a magnitude dos grandes nimeros nunca deixou de me
impressionar.

Carl Sagan
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0 friunfo da dloebra

Eduardo Veloso

Que construcdes geomefricas sdo, ou nao, fedricamente possiveis? [. . .] Um aspecto singular relafivo a esta questdo o facta da geometria elementar ndo fornecer
qualquer resposta a esfa questdo. Temos que recorver & dlgebra [ . .]. Este novo método de ataque fornou-se necessario devido ao facto da geomelria elementar nio

possuir um méfado geral, um algositmo, [coma & o caso da lgebra) -

A longa histéria da descoberta da impossibilidade de reso-
lugdo dos trés famosos problemas da antiguidade classica —
duplicagio do cubo, trissecgio do angulo e quadratura do
circulo —, constitui um tépico excelente para fazer compre-
ender a natureza da matemdtica e a riqueza dos seus proces-
sos de investigacio. Deveria fazer parte obrigatéria de todos
os cursos de formagio de professores, como ocasido privile-
giada para ilustrar a unidade da matemdtica e tornar signi-
ficativas as aprendizagens de algumas estruturas algébricas.
Nio é infelizmente esse o caso.

Trata-se de um tema extenso que poderia facilmente
e utilmente preencher uma cadeira semestral. Neste arti-
go apenas vou tentar despertar a curiosidade dos leitores da
Educagdo e Matemdtica, salientar alguns aspectos mais rele-
vantes e indicar futuras leituras. Os livros que irei referindo
serdo comentados na tltima secgiio do artigo.

O facto da impossibilidade de resoluciio dos trés proble-
mas geométricos ter sido demonstrada, por métodos algébri-
cos, mais de dois mil anos depois de terem sido enunciados,
¢ certamente um triunfo da dlgebra. Mas deve também aju-
dar-nos a reflectir, neste nimero dedicado a 4lgebra, sobre

0s Irés problemas classicos da geomelria orega

Felix Hlein. Famous Problems of Elementary Geomefry.

a necessidade de uma abordagem do ensino da dlgebra que
tome sistematicamente como ponto de partida problemas
interessantes e com significado.

Construcdo geom@frica e resolucdo alo@hrica: que conexdes?

Nesta longa histéria, o passo fundamental foi a compreen-
s3o de como era possivel traduzir, na linguagem da lgebra,
uma construgio geométrica. Tal exige uma apresentacio de-
talhada e um esforgo de leitura a que convido os colegas lei-
tores deste artigo. A isso serd dedicada esta primeira parte,
em que mostraremos essa conexdo através de um exemplo
simples: a determinago da bissectriz de um angulo.
Trata-se da proposi¢io 1.9 (livro I, proposicio 9), dos
Elementos de Euclides e tem o seguinte enunciado:

Proposicdo 1.9.
Dado um angulo, construir a sua bissectriz.

Sendo dado o dngulo AOB, pretendemos encontrar um
ponto X tal que a semirecta OX seja a sua bissectriz, ou
seja, que o dngulo AOX seja igual ao angulo XOB.

05 frés problemas referem-se a construgies na geomelria euclidiana, ou seja. admitem nessas construges apenas os dois instrumentos dos Clementos de Euclides — a régua
ndo graduada e o compasso euclidiano — e de acorde com os postulados de Euclides relativos a estes instirumentos'. Tendo em conta estas condicdes. que sao pressupostos, os

enunciados dos Irés problemas [em linguaogem moderna) sao os seguintes:

Trisseccao do dngulo Quadratura do circulo

|

luplicacdo do cubo

‘ T -
I a

Dado um cubo de aresta a. construir um segmento de Dado um &ngulo AR08 construic um ponto X tal que Dada uma circunferéncid de raio . construir um

comprimenta x fal gue o cubo de aresta x tenha o dobro o dngulo A0Y tenha uma amplitude igual a 1/3 da seqmenfo » fal que o gquadrada de lado » fenha a

do cubo dado. < amplitude AD8. mesma area que a circunferéncia.

i
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Figura 1.

Na figura 1, o dngulo dado é formado pelas semirectas
OA e OB. Para podermos por lado a lado a construciio geo-
métrica e a resolugiio algébrica do mesmo problema (deter-
minagio da bissectriz), “algebrizamos o plano” com dois eixos
coordenados, a'recta suporte da semirecta OA e a sua per-
pendicular no ponto O, e tomamos para unidade o segmento
OA. As coordenadas dos pontos dados serfio entdo O(0,0),
A(1,0) e B(p.,q), em que p,q sdo dois nimeros reais.

Construgdo geométrica. Como € sobejamente conhecido, as
construgdes geométricas euclidianas estdo sujeitas a regras
precisas:

e podemos utilizar dois instrumentos, a régua ndo graduada
e 0 compasso euclidiano, com os quais € permitido:
régua ndo graduada: dados dois pontos K e L, construir
a recta definida por esses dois pontos (bem como o
segmento KL e as semirectas KL e LK);

compasso euclidiano: dados dois pontos K e L, construir
a circunferéncia de centro K e passando por L;

e a construgio de novos pontos, para além do conjunto
dado inicialmente, é obtida pela interseccio de duas
rectas, de uma recta com uma circunferéncia ou de duas
circunferéncias (Euclides ndo assume explicitamente esta
Tegra, mas usa-a constantemente).

Na construgio pedida na preposigdo 1.9., o conjunto de

pontos inicialmente dado é formado pelos pontos A, O

e B. E os passos da construgiio geométrica sdo os seguin-

tes:

1. construcio da semirecta OB;
construcio da circunferéncia ¢y, de centro O e pas-
sando por A;

3. construgio do ponto D, intersecgdo da circunferén-
cia ¢ com a semirecta OB;

4. construgio da circunferéncia ¢, de centro A e pas-
sando por D;

5. construcio da circunferéncia cg, de centro D e pas-
sando por A;

6. construgdo do ponto X, uma das intersecgdes das
circunferéncias cs e ca.

7. construgio da semirecta OX, bissectriz do Angulo

AOB.

Como sempre, Euclides ndo termina aqui: tendo proposto
uma construgdo, € necessdrio provar que a construgio re-
sulta realmente na bissectriz. Aceitamos a demonstracio de
Euclides, mas aconselhamos vivamente o leitor a nio deixar
de ter o prazer de a ler’. Interessa-nos aqui fazer alguns co-
mentdrios aos passos da construcio:

¢ todos eles estdo conformes com as regras das construgdes
geométricas euclidianas;

® no fundo, o que se trata essencialmente é de, tomando o
conjunto de pontos A, O e B como conjunto de partida,
ir construindo sucessivos pontos — no caso os pontos D
e X — de tal modo que o dltimo responda ao problema
posto;

¢ narealidade, ao atingirmos o ponto X, a questio de tra-

car ou ndo a semirecta O X € claramente de somenos im-
portincia, a resoluciio do problema consistiu na constru-
¢do do ponto X;

® temos assim uma sequéncia de pontos — A4, O, C, D, X

— em que cada um ou faz parte do conjunto de partida

ou é obtido de pontos anteriores da sequéncia de acordo

com as regras que enuncidmos:

— D ¢ obtido pela intersecciio da circunferéncia ¢
(centro O, passando por A; A e O anteriores a D)
com a recta OB (O e B anteriores a D);

— X ¢é obtido pela interseccio da circunferéncia ¢g
(centro em A, passando por D; A e D anteriores a
E) com a circunferéncia c3 (centro em D, passando
por A; D e A anteriores a X).

Resolvido o problema geometricamente, passemos agora
para a resoluciio algébrica.

Resolucdo algébrica. Em linguagem de programacio, pode-
rfamos dizer que a andlise estd feita, agora € s6 programar.
Ou seja, a geometria serviu para perceber como se resolve o
problema da determinacio da bissectriz (fundamentalmen-
te, como vimos, através da sequéncia de pontos A, O, B,
D, X). O que vamos agora fazer (nfio porque seja necessdrio
para resolver o problema, pois estd completamente resol-
vido pela geometria) é traduzir aquela construcio geomé-
trica na linguagem algébrica. Para que vamos fazer isto, se
o problema estd resolvido geometricamente? Porque a geo-
metria parece ser muito potente a resolver problemas mas
tem dificuldade, ndo parece ser capaz de mostrar que certos
problemas, nomeadamente os famosos problemas que refe-
rimos no principio deste artigo, ndo admitem solugio! Por-
tanto o que pretendemos € perceber como a dlgebra resolve
os problemas de construgdes geométricas, nfo para resolver
os resoltiveis ... mas para detectar os insoliveis recorréndo
a dlgebra ...! 5

{
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A geometria analitica, iniciada por Descartes e Fermat,

permite-nos colocar claramente o problema em termos algé-
bricos:

dados os pontos A, O e B, construimos um modelo do
plano euclidiano através de um sistema de eixos coorde-
nados cartesianos, com a origem em O e com a unidade
igual ao segmento O A;

designamos as coordenadas de B por (p,q), e pretende-
mos determinar as coordenadas do ponto X;

sabemos traduzir em equagdes as figuras (rectas e circun-
feréncias) usadas na construciio de D e de X;

e sabemos também que, sendo os pontos D e X obtidos
por intersecgio de uma recta com uma circunferéneia e
de duas circunferéncias, respectivamente, em termos al-
gébricos o que hd a fazer é resolver dois sistemas de equa-

coes.

Maos & obra, portanto...

recta OB
®  equagdo: Yy = g.’:{:
p
circunferéncia ¢; (centro O, passando por A)
®  equacio: % + ¥ =1

ponto D (intersecciio da recta e da circunferéncia ante-
riores)

® sistema de equagdes

y=1z
p
:1:2_’_92:1

e resoluciio

q o= PVP2HE
{yzga': - P2 + g2

;}32—|—y2=1 y:qvpz+f}2

p2+q2

e coordenadas de D

(P\/p +¢ /P’ +q )

P+qe® T pP+g?

® raio das circunferéncias ¢ e ¢y

2 2
VS e G W LY/ T
p‘2+q‘2 p2+q2

" \/W A e N )

p2+q2

® equagBes das circunferéncias ¢; e 3

2 ('pz +q* —py/p?2 + q2)

e (w—1)2+y* =

92_’_‘;2
2 2
o | BVEAAY y_';'\/:fs'hrq'2 _
'3' P+ P+

2 (392 +¢* —pyp? + 92)

p2+q2

® coordenadas do ponto X
® as coordenadas de X sio as solugdes do sistema de
equagdes formado pelas equagdes das circunferén-
cias ¢z e ¢3; obtemos (depois de cilculos laboriosos
., de preferéncia feitos com um programa de célcu-
lo simbélico, por exemplo o Derive®), dois pontos;
® escolhemos neste caso aquele que corresponde ao
ponto X da figura
e abcissa de X:

(p+qu) T E
2

2002 + @)
e ordenada de X:

V3 V3
T AP

Observagdes em relagio aos resultados anteriores

® Geometricamente, o ponto X & construtivel ou
euclidiano, ou seja, pode ser obtido através da constru-
¢3o com régua ndo graduada e compasso euclidiano de
uma sequéncia finita de pontos 4, O, B, D, X, em que
na construgio de cada ponto se utilizam apenas pontos
anteriores da sequéncia.

* Algebricamente, as coordenadas de X sdo obtidas a par-
tir das coordenadas de A, O e B mediante operacdes
racionais (adig@es, subtracgbes, produtos e divisdes) e
extracgbes de raizes quadradas. Essas operacdes e ex-
tracgdes sdo naturalmente em ndmero finito e envol-
vem nimeros racionais e eventualmente nimeros nio
racionais. Com efeito, mesmo nos dados, neste caso, as
coordenadas de B podiam n#o ser racionais. Mas mes-
mo partindo apenas de pontos com coordenadas racio-
nais podemos ter que extrair raizes quadradas de raizes
quadradas de nimeros que nao sejam quadrados perfei-
tos, dado que as coordenadas do ponto solucio, X, vdo
depender da resolucio de sistemas de equactes em que
uma ou duas das equagdes podem ser do segundo grau.
Note-se que neste exemplo os valores da abcissa e orde-
nada do ponto X envolvem v/3 e /p? + g?. Se a de-
terminagio da bissectriz fosse apenas um passo intermé-
dio da construgio, e nos passos seguintes houvesse que

/
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a-+b a-b b

[
[
L

P

Notas:

1. Nos esquemas (iii) e (w os segmentos Ca, Ob, ete tém por comprimentos

a, b, ete.

2. (i) e (ii) sdo ébvios, (iii) e (iv) provam-se recorrendo ao teorema de Tales;
(v) (que mostra como se constréi a raiz quadrada de um segmento dado a)
prova-se recorrendo a semelhanca dos tridngulos PIQ) e QTH.

64

Figura 2.

determinar interseccGes de circunferéncias com rectas
ou circunferéncias, como nas equagdes destes objectos
haveria coeficientes envolvendo V3 e /p? + ¢2, as

coordenadas do ponto solugiio envolveriam muito pro-

vavelmente
'\a‘ V P 4 2.

A teoria dos corpos numérlcos, desenvolvida no inicio

do século XIX, e das suas extensdes quadrdticas — por

exemplo, a extensdo quadrdtica Q(\/E) ¢ o conjunto

(corpo) dos nimeros reais da forma a + bv/3, em que a

e b sio nimeros racionais — desempenha como é previ-

sfvel um papel fundamental no tema que estamos a tra-

tar. Para uma descri¢io completa das questdes algébricas
que sdo necessdrias para as demonstragdes de impossibi-
lidade, ver por exemplo o livio de George Martin.

e Podemos analisar a conexdo que estamos a estudar em
dois sentidos:

e Da geometria para a dlgebra: como a resolucio geo-
métrica da construgio euclidiana de um ponto im-
plica apenas um nitmero finito de interseccGes de rec-
tas com rectas, de rectas com circunferéncias ou de
circunferéncias com circunferéncias, as operacdes

necessdrias para a obten¢io algébrica das coorde-
nadas desse ponto siio em ndmero finito e apenas as
descritas anteriormente (operages racionais e ex-
traccdes de raizes quadradas).

e Da dlgebra para a geometria: Descartes introduziu,
no inicio da sua Geometria, a chamada 4lgebra dos
segmentos (melhor dizendo, dos comprimentos dos
segmentos). Como diz Lebesgue, € na realidade uma
dlgebra dos nimeros reais que prova que as opera-
¢Oes racionais e as extracgdes (mesmo sucessivas)
de raizes quadradas de nimeros reais podem ser fei-
tas por régua nfo graduada e compasso euclidiano
(ver figura 2).

E precisamente esta conexdo, esta equivaléncia entre um
tipo especifico de construgfes geométricas e um conjunto espe-
cifico de operacies algébricas que permitiu resolver, pela ne-
gativa — ou seja, pela demonstragiio da sua impossibilidade
— 0s trés famosos problemas da geometria grega. Um modo
de exprimir esta equivaléncia, cuja demonstracio rigorosa
se pode encontrar, por exemplo, no livro de Lebesgue, é o

" seguinte:

Seja dado um conjunto inicial finito de pontos A, B, ... E,
cujas coordenadas sdo p, p,, .-
as duas afirmagdes sepuintes:

, P, Existe equivaléncia entre

® o ponto X é construtivel, com régua nfo graduada e com-
passo euclidiano, a partir dos pontos dados;

e as coordenadas de X podem ser expressas algebricamente
num nimero finito de operagBes racionais e extracgdes de
raizes quadradas, a partir das coordenadas py, p,, ..., P,

Como aplicagiio concreta, verifique o leitor que as coorde-
nadas de X, ponto construtivel no exemplo anterior, verifi-
cam as condigdes indicadas neste enunciado.

fis [rés impossibilidades

Limitamo-nos a breves referéncias histdricas sobre as de-
monstragdes de impossibilidade. Ver a secco final para in-
dicagdes bibliograficas.

i duplicacdo do cubo

Seaaresta O A do cubo dado fora unidade [O(0, 0), A(1, 0)],
e pretendemos determinar com régua nio graduada e com-
passo euclidiano o ponto X (z, 0) que resolve o problema
da duplicagio do cubo, a abcissa @ serd obtida resolvendo
a equacao

g —2=0

Pierre Wantzel (1814-1848) demonstrou em 1837 que a
equagfio anterior ndio nem nenhuma raiz que possa ser obti-
da por operag@es racionais e extracgdes de raizes quadradas
a partir dos seus coeficientes, provando assim a impossibili-
dade da problema da duplicagio do cubo.

Trissecdo do angulo
No mesmo artigo em que demonstra a impossibilidade da
duplicacio do cubo, Wantzel demonstra também a impossi-
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Figura 3.

bilidade da trissecgio do angulo. Mas neste caso eu aconse-
lho o leitor a ler a demonstragiio apresentada por Robert Ya-
tes no seu aclamado livro sobre o problema da trisseccdo.

Ouadratura do circulo

Este problema tem um cardcter diferente dos dois anterio-
res. Para compreender este facto, devemos comecar por dar
uma definicio:

Niimero algébrico é qualquer nitmero que seja solucao de uma
equagdo
az” +be" e P4 4tk +l=0 (a#£0)

emaquea,b, ¢ ...,k | sio inteiros.

No problema da quadratura do circulo é dado um segmento
7, que podemos tomar como sendo a unidade. Entio todos
as coordenadas dos pontos construtiveis a partir desse par de
pontos pertencem a uma iteracdo de extensdes quadraticas
do corpo racional, e prova-se que os nimeros destes con-
juntos sdo nimeros algébricos*. Portanto, para provar que
7 ndo € abcissa de um ponto construtivel, basta demonstrar
que 7 ndo € um ndmero algébrico. ou seja que é transcen-
dente. Charles Hermite (1822—-1901) demonstrou em 1873
que e é um nimero transcendente. Utilizando ideias andlo-
gas, E Lindemann (1852-1939) demonstrou em 1882 que
7 é transcendente’.

fi frisseccao pela conchdide de Nicomede

A trissecgio € impossivel, em geral, utilizando apenas os ins-
trumentos euclidianos, mas foram inventados muitos outros
instrumentos — ver o livro de Yates — com os quais € pos-
sivel dividir qualquer dngulo em trés partes iguais. O mais
antigo € o tragador de conchéides (figura 3) imaginado pelo
gedémetra grego Nicomede, que viveu no séc. 11l a.C.

Figura 4.

Na figura 3, a haste horizontal é chamada a base, e na
sua ranhura central b desloca-se um pivé D fixo numa ou-
tra haste que tem uma ponta seca P, com a qual se traca a
conchdide. A haste DP tem uma ranhura que desliza no
pivo O, denominado pélo e fixo numa terceira haste perpen-
dicular & base. Para cada posicio do pélo O sobre esta haste
(ver pontos sobre a haste) e cada posicio de D sobre a haste
DP, e respectivo intervalo D P, obtemos uma conchéide di-
ferente.

A utilizagio da conchéide na trisseccio e a correspon-
dente demonstragiio — de que o problema fica realmente
resolvido —, sdo muito simples.

O éngulo a trissectar ¢ AOB. Constréi-se, com régua e
compasso, a perpendicular AC' a OA, o rectingulo OACFEF
e a semirecta FC. Depois traga-se, com a base AC, o pélo C'
e o intervalo DP — igual ao dobro do comprimento de OC'
—, arespectiva conchéide. O ponto X que resolve a trissce-
¢do € a intersecciio da conchédide com a semirecta FO.

Demonstragio. Constréi-se M, ponto médio de DX Os tri-
dngulos CMX e OMC sio is6sceles. Portanto, se a ampli-
tude de ZC'M D for 6, a amplitude de ZCOD, igual a de
ZCM D, angulo externo do tridingulo C'MX, € 26. Entio
a amplitude de ZAO X, alterno internode ZCX M, é1/3
dade ZAOB.

Note que uma régua com duas marcas, cuja distAncia
tosse o dobro do comprimento de OC, resolvia também a
trisseccio: bastava deslizar a régua, mantendo-a sempre a
passar pelo ponto O, até que as duas marcas estivessem uma
sobre AC' e outra sobre a semirecta FC' (determinando as-
sim 0 ponto X). Como diria George Martin, isso seria ainda
outro jogo com outras regras, nfo as de Euclides, em que a
régua a usar € expressamente nao graduada ... ’

/
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A conchéide de Nicomede pode ainda servir para resol-
ver o problema da duplica¢iio do cubo, como pode ver no li-
vto de Henri Lebesgue.

Leituras

Como seria de esperar, a literatura matemdtica sobre os trés
problemas cldssicos é muito extensa. Seguem-se alguns co-
mentdrios para facilitar a escolha dos leitores deste artigo
que ficaram motivados para desenvolver as suas leituras re-
lativas a este tema. As referéncias completas dos livros sdo
dadas na bibliografia, sendo a ordem adoptada aqui nio re-
levante.

Gomes Teixeira. O volume sétimo das obras completas con-
tém um suplemento ao seu bem conhecido Tratado sobre
Curvas Especiais (publicado em francés). Esse suplemen-
to tem um apéndice intitulado Sur les Problemes Célebres
de la Géométrie Elémentaire non Résolubles avec la Regle et le
Compas. O capitulo IV deste apéndice trata das demonstra-
¢Oes algébricas da impossibilidade de resolugio com régua e
compasso dos trés problemas, de um modo claro e bastante
acessivel.

Felix Klein. Numa nova edigio da Dover de 2003, este pe-
queno mas célebre livro de Klein contém os textos de um
ciclo de conferéncias de verdo (fins do séc. XIX) sobre o
tema deste artigo, dirigidas a professores do ensino secun-
ddrio, com a intenciio de “mostrar o que a ciéncia moderna
tem a dizer sobre a possibilidade de construgdes geométricas
elementares”.

Courant e Robbins. O livro What is Mathematics? é em mi-
nha opinido o melhor livro de iniciagiio & matemadtica de to-
dos os tempos, e foi revisto por lan Stewart e reeditado em
1996, a partir das esgotadissimas edigdes dos anos 40 do sé-
culo passado. O capitulo 111, Geometrical Constructions. The
Algebra of Number Fields, constitui talvez a exposi¢io simul-
taneamente mais clara e completa do tema para que preten-
di chamar a atengiio neste artigo.

Henri Lebesgue. Em 1941 Lebesgue, jd muito doente, esco-
lheu o tema das Constructions Géométrigues para o que viria
a ser o seu tltimo ciclo de conferéncias no College de Fran-
ce. O livro editado a partir dessas conferéncias é um teste-
munho exemplar de um matemdtico que revela na sua expo-
sicdo permanentes preocupagies pedagdgicas.

George Martin. Para quem pretenda mesmo aprofundar o
tema das construgBes geométricas, ndo apenas euclidianas
mas tambhém “sé com compasso”, “sé com um compasso en-
ferrujado™, “s6 com régua graduada”, “s6 com dobragens de
papel”, etc., e compreender como a dlgebra permite atacar
de modo completo estas diferentes situagdes, deve aceitar o

desafio de ler o livro muito estimulante deste autor.

Robert Yates. O livro de Yates sobre a trissec¢io, da colec-
cdo Classics in Mathematics Education, do NCTM, é extre-
mamente acessivel e certamente um dos primeiros livros a

consultar sobre o problema da trisseccio do dngulo. Con-
tém, além de uma introducio tedrica, intimeros exemplos
de trissectores.

Histéria da Matemdtica. O tema das construgdes geométricas
estd naturalmente associado a questdes da histéria da geo-
metria e da matemdtica em geral. Felizmente jd temos em
portugués o livro da Universidade Aberta que pode ser um
bom auxiliar. Obviamente um livro a consultar sobre a geo-
metria grega € o livro de Heath.

Nofas

1. Sobre a histéria destes problemas e solugiies “ndio ortodoxas’
ver Geometria: temas actuais, pag. 41-55.

1

2. Um modo pritico de ter sempre & méo os Elementos de Euclides,
ainda por cima numa edi¢io anotada e com figuras interacti-
vas, é colocar nos seus bookmarks ou favoritos o espléndido site
http://aleph®.clarku.edu/~djoyce/java/elements/
elements.html

3. A solugiio apresentada foi obtida no Derive (obrigado, Adelina
Precatado!) e confirmada no Mathematica (obrigado, Arala
Chaves!).

4. Ver, por exemplo, o livro de Courant, pag. 133.
5. V. Katz, History of Mathematics: An introduction, pag. 598-99.
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Josg Paulo Viana

Piscinas especiais

0 Problema deste nimero

Tanto a piscina da Branca como a do Luis sdo rectangulares, tém igual perfmetro e as suas dimensdes sdo um ndmero inteiro
de metros. O nimero que representa a drea da piscina da Branca (em m?) ¢ igual ao triplo do ndmero que representa o pe-
rimetro (em metros). Por sua vez, o nimero que representa a drea da piscina do Lufs € igual ao dobro do nimero que repre-

senta o perimetro,
Quanto mede cada uma das piscinas?

A grande final

O problema proposto no nimero 83 de Educagdo e Mate-
madtica foi o seguinte:

No meu grupo de amigos entusiastas do futebol hé adeptos
do Porto, do Sporting e do Benfica. No dia daquela grande final
transmitida pela televisdo convidei-os a assistir ao jogo em minha
casd.

Ora, hd pelo menos 3 portistas, os ndo benfiquistas séio me-
nos de |0, hé mais de 9 que ndo sdo do Porto e os ndo sportin-
guistas ndo excedem 7. 4

Quantos amigos de cada clube tenho eu?

Recebemos |3 respostas: Alberto Canelas (Queluz), Augusto
Taveira (Faro), Edgar Martins (Queluz), Eduardo Diniz (Viseu),
Fétima Cardoso (Moimenta da Beira), Graca Braga da Cruz
(Ovar), Jodo Barata (Castelo Branco), Paula Gomes (Braga),
Paula Portela (Torres Vedras), Pedrosa Santos (Caldas da Rai-
nha), Valter Carlos (Alenquer) e ainda Elisabete Rodrigues
(Amadora) e Francisco Martins (Charneca da Caparica), cada
um com duas resolucdes diferentes.

Os métodos de abordagem ao problemas sdo bastante
variados:

I} por tentativas, testando todas as possibilidades.

2) analiticamente, estabelecendo as inequacdes que definem
as condicdes impostas e combinando-as entre si,

3) misturando a dlgebra e as tentativas,
4) por raciocinios I6gicos a partir das condicdes impostas,

5) graficamente, a trés dimensdes.

O Francisco seguiu 0 método 4), imaginando um interessante
didlogo na sala de aula, onde os alunos e o professor vio ra-
ciocinando e tirando concluses até chegar & solucio.

4
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(Respostas até 28 de Fevereiro)

A proposta de resolugdo gréfica tridimensional surgiu
do Eduardo. E diffcil representar as inequagbes do problema
no papel e & mao mas talvez com a ajuda de um programa
de grificos a trés dimensdes isso seja possivel. Alguém quer
tentar?

O segundo método € o mais conciso e facil de seguir. As
resolucdes mais curtas s3o as da Paula Portela, Graga, Edgar,
Francisco, Jodo, Augusto e Alberto, que seguem esta via,

Se representarmos por RS e B o ndmero de adeptos do
Porto, do Sporting e do Benfica, respectivamente, as condi-
¢bes impostas sdo as seguintes:

(HP=3

2)P+S<10
(3)B+S>9

(4B+P<7

De (1) e (2) concluimos que
(5)S<é6

De (1) e (4) resulta que

(6)B<4

De (5) e (6), juntamente com (3) vem que
B=4eS=6

Substituindo o valor de B em (4):

(7) P<3

De (1) e (7) resulta que

P=3

Conclusdo: hd 3 portistas, 4 benfiquistas e 6 sportinguistas.




flgebra — Um porfall Uma barreiral Um misteriol

ruma certa diversi

JImM Qs 'I'J'.'}!I

y.um férum

Algebra para fodos? Porqué?
Nel Noddings

Muitas escolas secunddrias exigem que todos os alunos fa-
¢am disciplinas e mesmo, por vezes, testes estandardizados
de Algebra‘ Um dos argumentos a favor desta exigéncia estd
relacionado com a igualdade de oportunidades; um outro ar
gumento que a defende estd relacionado com o facto de a
Algebra ser amplamente necessdria no mundo do trabalho.
Ambos os argumentos sdo questiondveis e as minhas objec-
¢Bes prendem-se com o requisitc das disciplinas de Algebra
tradicionais, e ndo com o ensino de tépicos especificos da Al-
gebra, habilmente seleccionados.

Em termos gerais, com o argumento que se baseia na
igualdade, defende-se que todas as criancas devem ter aces-
so a oportunidades educacionais, outrora reservadas a muito
poucos. E dificil opormo-nos a um gesto tio generoso, mas
devem ser levantados alguns contrapontos. Em primeire lu-
gar, esta exigéncia suscita questSes educacionais fundamen-
tais: Por que é que a Matemdtica académica se constitui como
um requisito para a entrada na universidade? Por que ndo po-
dem os estudantes americanos escolher um percurso de hu-
manidades, como fazem os estudantes de outras partes do
mundo?! Em segundo lugar, podemos afirmar que estamos a
oferecer uma oportunidade através de coergao! Muitos estu-
dantes ndo irdo passar a Algebra devido a falta de preparagio
conveniente ou devido a falta de interesse; muitos estudantes
que poderiam obter um diploma do ensino secunddrio ndc o
poderdo obter se se elevarem os padrdes de avaliagio.

pelo NCTM que tem como obje

as actuais e complexos em educaci

o matematica. Os texios apresen-

P
de vista sobre o tema em debate e
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A atitude de zelo com que procuramos dar a todos uma
oportunidade para entrar na universidade faz com que este-
Jamos a tolerar, ou até mesmo a encorajar, disciplinas que tém
pouco a ver com a verdadeira /—(\Jgebra‘ Os mais novos conse-
guem obter a nota nos seus relatdrios de avaliagdo, mas vém
a descobrir que ndo estdo de todo preparados para trabalhar
a nivel universitdrio. Esta prética aproxima-se da fraude e é
muito pouco representativa de igualdade de oportunidades.

Na maior parte dos Estados Unidos, estudantes que nio
vdo para a universidade sdo tratados de forma vergonho-
sa. Em vez de lhes oferecermos disciplinas interessantes, bem
estruturadas e divulgadas convincentemente, estamos a em-
purrar toda a gente para disciplinas que sé se encaixam em
algumas opgdes de carreira futuras. Em vez de democratica-
mente demonstrarmos respeito por todo o trabalhe legitimo
e por todos os alunos que irdo realizar esse trabalho, trata-
mos toda a gente como futuros estudantes universitdrios. Os
alunos que vdo para empregos sem frequentar a universida-
de fazem-no por falta de atternativa, porque sao considerados
ndo suficientemente bons para a universidade.

Mas talvez hoje em dia toda a gente precise de um pouco
mais de Matemadtica. Talvez esta exigéncia sirva um fundamen-
to genuinamente educacional. Duvido. Embora algumas acti-
vidades relativamente novas utilizem, de facto, muita Matemd-
tica, muitas outras, mais antigas, utilizam-na menos do que hd
cinguenta anos atrds. A Matemdtica pode ser a base de muito
do que se faz nessas actividades, mas os trabalhadores em si
utilizam-na muito pouco. Os argumentos a favor do uso ndo
ligado & actividade profissional, como a cidadania, a contabili-
dade pessoal e por ai em diante contém também falhas, Estes
argumentos podem oferecer como fundamento a propulsdo
das habilitacbes matemadticas, mas ndo fundamentam a exi
géncia das tradicionais disciplinas de A,Igebra.
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Uma disciplina verdadeiramente Util para muitos dos
alunos de Matemdtica do ensino secunddrio incluiria, além das
inquestionavelmente Uteis aptiddes matemdticas, algo sobre
as politicas da educacdo matemdtica: sobre o que significa
viver num mundo matematizado; sobre como a Matemdtica
tem sido utilizada como guardid; sobre saber que diferenca
hd entre compreender uma disciplina e ter um certificado;
sobre como os testes avaliam de forma justa ou injusta; sobre
a forma como os testes s3o elaborados; sobre a forma como
os alunos, através de uma irreflectida resisténcia a disciplinas
da Matemdtica, estdo a contribuir para o decréscimo do seu
proprio estatuto econdmico; e sobre como se identificaria
um tipo de resisténcia inteligente. -

Os alunos deveriam poder optar por curriculos universi-
tdrios ou ndo universitdrios com orgulho e confianca de que
as suas escolhas de ensino seriam genuinamente valorizadas.

No refardar: consruir e falar sobre experiéncias
ricas desde o inicio

Sydney Schuwartz e David Whitin

A medida que ponderamos sobre o conhecimento e as im-
plicacdes da Algebra com o simbolismo retardado na escola ele-
mentar, deparamo-nos com a questio do que fazer em alter-
nativa. O conceito de retardar a utilizacio de simbolos parte
do principio de que a crianga desenvolve o nivel de abstrac-
¢do necessdrio sem precisar de ser ensinada. Saberemos o su-
ficiente acerca da forma como se desenvolve o pensamento
simbdlico em Algebra para podermos reconhecer e apoiar
este processo! Se assim for, como devemos preparar os pro-
fessores do ensino primdrio para o fazer?

No tema principal da Teaching Children Mathematics de
Fevereiro de 1997, os colaboradores debateram quer sobre
0s processos observados, quer sobre processos induzidos
com que as criancas desenvolvem o pensamento algébrico.
Dando sobretudo énfase ao raciocinio algébrico, os artigos
ilustraram estratéglas que pretendiam levar as criancas a ex-
plicar as suas ideias através de formas grdficas, sobretudo sim-
bolos pictéricos. E fundamental compreendermos o processo
através do qual uma crianca estrutura os conhecimentos des-
tes contetidos para podermos escolher estratégias de ensino
que promovam a evolugdo para a generalizacdo a partir de
uma Unica representacao de uma relacio.

Quando pedimos a vinte e cinco professores com
mestrado para definir Algebra, a maioria das respostas incidiu
sobre calcular um valor de = ou de uma incégr‘:'rta. E necessd-
rio abter um conhecimento mais abrangente da Algebra para
podermos ajudar as criancas a traduzir o seu pensamento de
modo a poderem criar representacdes simbdlicas de relacdes

numeéricas, de padrbes e de generalizaces. Se pretendemos
modificar a nossa abordagem de ensino para sermos guiados
pelas criancas, em vez de sermos nds a guid-las, esta visdo li-
mitada da Algebra ndo ¢ suficiente. Através da actual énfase
conferida & construcdo do conhecimento da crianca, ilustra-
da no tema principal [da revista], sublinha-se a importincia da
base de conhecimentos do professor para conseguir estimu-
lar as criancas a utilizar o seu emergente raciocinio algébrico
e a conseguir ilustra-lo gréfica ou simbolicamente.

Por exemplo, quando uma crianca de infantdrio foi ob-
servada a fazer uma construcio de comboios de cubos utili-
zando pares de cores que se alternavam uma Unica vez, pdde
concluirse, através de uma observagdo mais atenta que ela
estava a desenvolver uma compreensio da relacio abab. A
crianca comentou que os seus dois comboios eram iguais
porque “continuavam a mexer-se de trds para a frente e de
frente para trds". Multiplas experiéncias que constroem pa-
drdes ab de forma visual, tictil, sonora e motora criam um
contexto propicio para o conceito se consolidar como uma
generalizacdo,

Se pretendermos considerar uma abordagem evolucional
do ensino da Algebra com introducio atempada de simbolos,
devemos preparar os professores, ndo sé para conseguirem
reconhecer o pensamento algébrico & medida que este
surge, mas também para estruturarem situacdes auténticas
que estimulem as criancas a utllizar simbolos para representar
padrbes e relagbes. A hipétese de retardar a utilizacio
de simbolismo no ensino da Algebra implica saber como
promover o simbolismo emergente das criancas, Precisamos
de ir além das exploracdes que as criancas espontaneamente
fazem em dreas como as relagdes funcionais em geometria,
razbes usuais entre unidades de medida, transformacdes
de problemas computacionais em nlmeros apropriados
e igualdades e desigualdades numéricas. Precisamos de
criar situagbes quotidianas que motivem as criancas para o
raciocinio algébrico e para representacdes. Para nds, a palavra
de ordem ndo € esperar, mas antes, alicercar; isto &, estimular
a construcdo de pontes do concreto para o abstracto.

Algebra no 3° ciclo? Sim, aqui estd como comegar!
Angela F. Allen

Sou defensora da Algebra no terceiro ciclo do ensino basico.
Se for convenientemente ensinada, a Algebra ajuda os alunos
a raciocinar, a identificar padres e relagdes e a fazer previ-
sOes e generalizagSes. Ou seja, motiva os alunos para a apren-
dizagem activa que se encontra no seio constitutivo da Mate-
matica. A chave é ensinar Algebra convenientemente!

Se a Algebra for apresentada aos alunos como uma colec-
¢do de algoritmos e métodos a decorar sem quiisquer rela-
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¢Bes que tenham significado, entdo ndo serd apropriada para ,

alunos do terceiro ciclo do ensino bdsico. No entanto, se for
ensinada de modo a envolver os alunos na busca de padroes
e relagdes e a estabelecer generalizagBes sustentadas por um
raciocinio plausivel, a Algebra pode ser uma oportunidade in-
telectualmente estimulante e produtiva.

Todos os alunos da minha escola tiveram Algebra no oi-
tavo ano, durante todo o ano lectivo. Ao reflectir sobre a ex-
periéncia de ensinar estes alunos, verifico que seleccionei ta-
refas com trés caracteristicas diferentes: legitimidade para os
alunos, alinhamento com o raciocinio matemdtico dos alunos
e inclusio de importantes conceitos ou métodos matemdti-
cos. Por exemplo, no inicio, utilizei o. problema dos quadra-
dos na fronteira de A Collection of Maths Lessons from Grades
6 through 8, de Marilyn Burns e Cathy McLaughlin (New York:
The Maths Solutions Publications, 1990). Este problema pede
aos alunos que encontrem o numero de quadrados 1 x 1
dos lados de uma grelha 10 x 10.

Em ambiente de aula onde se sentiam 2 vontade para expri-
mir as suas opinides e métodos, os alunos tomaram a tarefa
em maos a medida que criavam e partilhavam as suas ideias e
métodos para desvendar o desconhecido, ou seja, o ndmero
de quadrados dos lados, Os alunos recorreram a vdrios mé-
todos para contar os quadrados. Por exemplo, alguns alunos
acharam o nimero de quadrados de um dos lados da gre-
Iha (10 quadrados); multiplicaram por 4; e subtrairam entdo
4, tendo percebido que os cantos contavam duas vezes, para
chegarem aos 36 quadrados. Testaram as generalizagGes dos
métodos em grelhas de outras dimensdes. Depois de terem
chegado a uma generalizacdo correcta, pedi-lhes para preve-
rem e para testarem as suas generalizacdes numa grelha de
100 x 100. Alguns alunos queixaram-se do tempo de que
iriam precisar para contar tantos quadrados.

Pedi-lhes, entdo, que traduzissem os seus métodos para
linguagem algébrica para descrever os seus procedimentos.
Sugeri que comecassem por trocar as palavras das suas des-
crigbes por letras ou varidveis, explicando que os valores des-
conhecidos se alterariam em quadrados diferentes,

Apés alguma confusdo e consternacdo, os alunos tradu-
ziram os seus métodos para linguagem algébrica. Por exem-

- plo, os alunos que tinham utilizado '© método anteriormente

descrito, substituiriam as letras G e L pelo ndmero de qua-
drados da grelha e do lado, respectivamente, e escreveram

L x 4 —4 = G.Claramente, esta tarefa ndo exige requisitos
cognitivos de grande nivel ou o dominio de conceitos bési-
cos, mas ajudou os alunos, ainda assim, a ver como a Algebra
€ uma extensdo natural da aritmética.

Assim como outras, esta tarefa que usei com os meus
alunos mudou a maneira como eles viam a Matemdtica. Eles
viram que a Algebra do terceiro ciclo ndo era uma confusio,
mas antes uma maneira de pensar sobre Matemdtica e fazer
Matemdtica que implicava encontrar padrbes e fazer genera-
lizagdes. Ficaram sobretudo entusiasmados por perceber que
a Matemdtica era mais do que a aritmética que tinham feito
no sexto e sétimo anos. Recorrendo a boas tarefas e a um
ambiente de aula motivador, os meus alunos adquiriram con-
flanca matemdtica e viram como a Algebra se relaciona com
as suas experiéncias de aprendizagem anteriores, como pro-
porciona uma nova maneira de abordar e resolver problemas
e como constrdi os alicerces da Matemdtica mais avancada.

Nio! Algebra ndo!
Shirley T. Baguell

Ndo € preciso saber como se constrdi um carro para o po-
der conduzir, nem tdo pouco é preciso saber programar um
computador para o poder utilizar, Estd a ser produzido mui-
to software que ajuda as pessoas a gerir as suas vidas e a re-
solver problemas. Qualquer pessoa que use uma calculado-
ra, uma folha de cdlculo, instrumentos de medicio, ou outras
tecnologias consegue resolver problemas do quotidiano sem
saber Algebra. H4 alguma Algebra que entra para as nossas
vidas sob a forma de férmulas. Se isto acontecer naturalmen-
te, até o aluno mais reticente aceitard e utilizard férmulas. No
entanto, esperar que todos os alunos se interessem por, ou
tenham aptiddo para, Algebra é estar a criar um ambiente de
fracasso e de frustracdo para alguns.

Muitos alunos ndo conseguem compreender a natureza
abstracta dos tdpicos algébricos. Depressa ficam frustrados
e desligam-se de todas as tentativas de ajuda. Alguns alunos
tornam-se  problemdticos disciplinarmente. N3o estio
preparados academicamente para passar do concreto para o
abstracto. Alunos do ensino especial sdo encorajados a fazer
disciplinas do curriculo normal. A Sue, por exemplo, depois
de ter progredido lentamente em Aritmética, comecou
a perceber o significado dos nimeros no terceiro ciclo
e aprendeu a resolver problemas concretos utilizando a
calculadora. Quarido foi para uma disciplina de Algebra no
secunddrio desistiu. Mesmo com a ajuda de um professor e
de um explicador, ndo conseguiu perceber as equacdes. Se
alunos como a Sue sdo colocades numa turma de Algebra;
depressa se sentem desintegrados e desistem de tentar. Se
forem ensinados a utilizar tecnologia péra resolver problemas
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que encontram no dia-a-dia, desenvolvem o conhecimento
da matemdtica. _

A Algebra nio & para todos, tal como a universidade ndo
€ para todos. No pedimos que todos os alunos facam Qui-
mica, Fisica, ou uma lingua estrangeira para acabar o secun-
dério. Se for exigido a alunos que ainda n3o dominaram a
pré-Algebra que facam Algebra, muitos irio reprovar: A re-
provagdo ndo faz nada pelo aluno mais fraco, a ndo ser di-
minuir a sua auto-estima e reafirmar a conviccio de inca-
pacidade de aprendizagem. Pretender que todos os alunos
dominem os objectivos da Algebra ndo é razodvel e fard com
gue mais alunos abandonem o secundario. Por exemplo, o
Jack, um aluno médic®na maioria das disciplinas, consegue fa-
zer aritmética utilizando uma calculadora mas precisa de mui-
to auxilio para resolver problemas com dois ou mais passos.
Repetiu Algebra no nono ano porque era uma disciplina com
aprovacdo obrigatéria para a conclusio do ciclo de ensino.
Nunca conseguiu desenvolver a capacidade de traduzir de in-
glés para dlgebra e nunca conseguiu compreender as equa-
coes. Comegou a ficar desmotivado e conseguia esquivar-se
durante as aulas dormindo. N&o havia motivagdo que chegas-
se para o manter acordado.

Toda a gente precisa de Aritmética para resolver proble-
mas e toda a gente devia desenvolver aptiddes matemdticas
para compreender, organizar, e resolver problemas que en-
contra no dia-a-dia. Muitos alunos sio empurrados para uma
disciplina de Algebra quando nio sabem usar aparelhos e uni-
dades de medicdo, movimentar um livro de cheques, pedir
um empréstimeo ou contar o troco depois de fazer uma com-
pra. Estes alunos precisam de saber utilizar tecnologia para re-
solver os problemas de uma maneira concreta que se aplique
directamente as suas vidas.

Pretender que todos os alunos facam Algebra obriga a
que as aulas sejam dadas num nivel mais bdsico. Enquanto
os alunos mais fracos e desinteressados se debatem e ficam
desmotivados, os alunos melhores e interessados aborrecem-
se e ficam irrequietos. Nem as estratégias de ensino mais ino-
vadoras conseguem ultrapassar uma distncia tdo grande en-
tre o rendimento do aluno e o seu interesse. Alguns alunos
desinteressados da Matemdtica vivem toda a sua vida sem
encontrarem qualquer utilidade para a Algebra. Outros en-
contram muitas aplicagBes em muitas dreas. Os alunos de Ma-
temdtica que decoraram e fizeram as disciplinas de Algebra
obrigatdrias com uma nota minima irfio para sempre evitar a
Matemtica e recordar a Algebra como um pesadelo. Se fo-
rem encorajados a utilizar tecnologia para explorar proble-
mas que |hes despertem interesse, poderao mais tarde que-
rer estudar Aigebra

Pensar que todos os alunos estio preparados para estu-
dar Algebra no secunddrio é ingénuo, e contrasta certamente
com a realidade da nossa sociedade, na qual os alunos t&m
interesses e capacidades diferentes. Temos de ter em conside-
racao os interesses e pontos fortes do aluno quando estamos
a desenvolver o percurso escolar desse aluno.Embora toda a
gente precise de aptiddes para resolver problemas, nem toda
a gente precisa da Algebra para os resolver.

Tornar 2 Algebra do ensino secundario acessivel a fodos
Helly Hodges

A directiva chegou: fazer Algebra ¢ agora requisito obrigato-
rio para conclusdo do ensino secunddrio. A exigéncia é bem
intencionada. Condicionando o acesso i Algebra de alguns
estudantes, as escolas perpetuam uma caracteristica de de-
sigualdade que vai contra os seus objectivos. Mas os profes-
sores desesperam-se: “Entdo e aqueles que ndo vdo para a
universidade? Entdo e aqueles que t&m dificuldades de apren-
dizagem?". Colocar simplesmente todos os alunos em discipli-
nas convencionais de Algebra n3o vai colmatar a desigualda-
de.A tradicional disciplina de Algebra nunca esteve preparada
para responder as necessidades de todos os alunos.

Quando estdvamos a tentar preparar uma disciplina de
Algebra dirigida a todos os alunos, eu e os meus colegas co-
megdmos por clarificar os conteddos da mesma. Esta deve-
ria expandir os horizontes matemdticos do aluno para ver o
mundo. A Aritmética resulta bem no que diz respeito a des-
crever imagens estdticas do mundo, mas a Matemdtica pode
fazer mais do que isso, A nossa disciplina deveria deixar os
alunos preparados para continuar os seus estudos Matemd-
ticos. No entanto, os contelidos ndo podem ser elaborados
apenas em fungdo das disciplinas dos anos seguintes. Final-
mente, a estrutura da disciplina deveria ajudar os alunos a
aprender a colocar e a responder as suas préprias questdes
matemdticas,

Temos tido algum sucesso no cumprimento destes objec-
tivos através de uma disciplina que estruturdmos em torno
do conceito de fungdo, Nesta disciplina introdutdria, a varid-
vel representa uma quantidade que se altera, em vez de um
numero desconhecido, e uma funcdo é uma relacio entre
duas varidveis. Os alunos estudam vdrias representacdes de
fungdes, sobretudo funcdes lineares, e preocupam-se com os
seus pontos fortes e fracos a resolver diferentes tipos de pro-
blemas. Resolver equaces é um ponto focado, mas é dado
mais tarde na disciplina, e a manipulacio de simbolos constitui
apenas uma das muitas estratégias possiveis consideradas. A
sensacdo de haver uma multiplicidade de dados e de méto-
dos desconexos, comuns a outras disciplinas de Algebra, é eli-
minada. A perspectiva de fun¢do na nossa disciplina possibilita
uma mudanca de “estdtico para dindmico” que uma perspec-
tiva “aritmética generalizada” ndo permite. A disciplina nova
serve aos alunos nas suas disciplinas futuras, mas tem também
sido acessivel e motivadora para estudantes que nunca teriam
passado a uma disciplina convencional de Algebra.

A integracdo de tecnologia no ensino do dia-a-dia torna
acessfveis conceitos mais complexos. Além do mais, ajuda a
proporcionar acesso igualitdrio a alunos com deficiéncias de
aprendizagem computacional, bem como a outros com defi-
ciéncias visuais ou fisicas que limitem a sua capacidade de es-
crever ou desenhar: Para os nossos alunos, as fup¢des trans-
formam-se em Matemdtica que eles encontram no mundo
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que os rodeia — as fungdes sdo maneiras poderosas de mo-,

delar situaces que se alteram. Embora o tratamento que a
disciplina dd a fun¢do tenha trazido uma perspectiva que nos
permite abordar os objectivos da Algebra para todos, a pe-
dagogia que se tem desenvolvido a par do curriculo tem-se
revelado igualmente importante.

Temos considerado que os conceitos devem primeiro ser
integrados em contextos do quotidiano para permitir que
um conceito abstracto tenha uma metdfora na experiéncia
do aluno. O ensino deve entdo desenvolverse a partir das
questes dos alunos para garantir que os conteldos se re-
lacionem uns com os outros na sua mente. Aprendemos a
estruturar tarefas que, tanto incentivam a questdes por parte
dos alunos, como também sustentam a generalizagdo, de ma-
neira a que as técnicas obtidas a partir de um contexto pos-
sam ser adaptadas e reafirmadas para uma forma de aplica-
¢ao mais abrangente,

Avaliamos os alunos pelas suas capacidades de aplicar no-
vas técnicas e generalizagdes a contextos diferentes daqueles
dos quais surgiram. Ao verificar que os alunos transportam os
conceitos para novas situacdes desconhecidas, constatamos
que eles aprenderam.

Enquanto sociedade, somos obrigados por ideais demo-
crdticos a oferecer a todos os estudantes uma disciplina de
/\Igebra que seja rigorosa, importante e acessivel. No que diz
respeito a este aspecto, as aulas de Algebra convencionais
ndo tém sido bem sucedidas. A nossa abordagem centrada
nas fungdes conduziu ao desenvolvimento da disciplina des-
crita, que satisfaz estas condicdes.

Tradugdo: Leonor Silva
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Aconteceu quando um primo meu, trés anos mais velho e que j4 andava no
liceu, precisou de explicador em dlgebra. Deixavam-me ficar sentado a um
canto, enquanto o explicador tentava ensinar dlgebra ao meu primo. Ouvia-o
falar de x e perguntava-lhe:

— Que estds a fazer?

— Estou a tentar descobrir o valor de x, como em 2z + 7 = 15.

Ao que lhe respondia:

— Queres dizer 4, ndo é!

— Sim, mas chegaste |4 pela aritmética, e tens de o fazer através da dlgebra.
Felizmente aprendi dlgebra, nfio a ir &s aulas, mas por ter encontrado no
sétdo o velho compéndio da minha tia e compreendido que tudo se resumia a
descobrir o valor de x — nfio importa como se chega l4. Para mim nfo havia
nada dessas coisas de o fazer “pela aritmética” ou “pela dlgebra”. “Fazé-lo pela
dlgebra” era um conjunto de regras segundo as quais, se as seguisse fielmente,
teria de “subtrair 7 de cada lado; se x tem um coeficiente, dividir ambos os
membros por ele”, e assim sucessivamente — uma série de passos que nos
levam 2 solugiio se nio compreendemos o que estamos a fazer. As regras foram
inventadas para que as criangas consigam passar. E foi por isso que o meu
primo nunca conseguiu fazer dlgebra.

Richard Feynman
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EOU.CAS?

Antdnio Josg Mendes, Luts Reis, Manuel Teles Lagido

“fs ferramentas tecnoldgicas devem Ser intearadas de forma consistente nas actividades lecfivas, proparcionando a0s alunos verdadeiras e significativas aprendizagens matematicas”.

CAS

Sistemas de Clculo Formal ou de Calculo Algébrico Sim-
bélico (CAS) sdo programas informticos que executam
cdlculos algébricos e manipulaciio de férmulas. Por exem-
plo, simplificam expressdes algébricas, resolvem equacdes de
forma exacta e derivam fungdes analiticamente. Tais pro-
gramas vém com opgdes de cdlculo numérico e grifico e es-
tio disponiveis tanto em computadores (por exemplo, De-
rive, Maple, Mathcad, Mathematica, Scientific Notebook
e Tl-Interactive) como em calculadoras: é o caso das Casio
(Cassiopeia e ClassPad 300), Hewlett-Packard (40G e 200
LX) e Texas Instruments (TI-89, TI-92 e Voyage 200).
Apesar da larga utilizacio do CAS no ensino secunds-
rio em diversos pafses, nomeadamente europeus, as experi-
éncias em Portugal ainda sdo escassas ¢ pouco difundidas

(figura 1).

Na sala de aula

Em Novembro de 2004 foi realizada uma experiéncia em
duas rurmas do 12° ano de utilizaciio do programa Derive,
para explorar a férmula do Binémio de Newton e o Tridn-
gulo de Pascal.

Uma das turmas pertencia ao Agrupamento 1, na ES/3
José Régio, em Vila do Conde e tinha 28 alunos. A activi-
dade foi realizada com computadores e os alunos entraram
em contacto com o programa Derive no momento de reali-
zagio da ficha de trabalho. A duragio da aplicagiio foi de 2x
45 minutos, nas aulas de turno. Havia no maximo 2 alunos
por computador.

A segunda turma era formada por 31 alunos dos Agru-
pamentos 1 e 3, na ES/3 de Valbom, em Gondomar. Foram
usadas calculadoras T1 92 Plus e os alunos tinham tido um
contacto com a calculadora antes da realizaciio da ficha de
trabalho. A duragiio da aplicagio foi de 90 + 45 minutos. Os
alunos trabalharam em grupos e havia uma calculadora por
cada par de alunos. |

Os objectivos principais do CAS nesta actividade con-
sistiram na descoberta e conjectura de regularidades nos co-
eficientes e nas poténcias do desenvolvimento de (a + b)™ e
na verificagio de propriedades do Triingulo de Pascal usan-
do combinacdes (ver caixa).

Posicdo da APN sobre Tecnologias n Educacan Matematica, Janeiro de 2001

Em termos diddcticos, a abordagem seguiu o principio das
caixas pretafbranca: o CAS foi usado para gerar exemplos
numa situagio nova (fase de caixa negra), conduzir & desco-
berta de regularidades e propriedades que estariam na base
do novo conceito, que por sua vez o CAS ajudaria a confir-
mar e consolidar (fase da caixa branca).

Nesta situaciio de introducio de uma nova ferramenta
tecnoldgica houve trés preocupacies: utilizé-la num assunto
acessivel em termos dos conhecimentos matematicos pré-
vios dos alunos, introduzir as funcionalidades CAS estrita-
mente necessdrias e ndo por de lado o trabalho de papel e
lapis. Pretendia-se que os alunos mantivessem a compreen-
sdo e o controlo da actividade, sem se dispersarem em por-
menores (nomeadamente técnicos).

0 que acharam os alunos?

Num questiondrio escrito colocado aos alunos no final da
realizagio da actividade, as vantagens mais apontadas para o
CAS foram, por ordem decrescente: interaccdo (professor <
aluno e aluno «saluno), autonomia, favorecimento da apren-
dizagem (mais e mais rdpido) e envolvimento do aluno. Nas
desvantagens a mais apontada foi, curiosamente, a de ndo
favorecer a aprendizagem (demora-se mais tempo e apren-
de-se menos), seguida de perto pela perturbaciio do funcio-
namento da aula e pela acentuacio de diferencas no ritmo
de aprendizagem. Algumas respostas referiam ainda que era
mais cansativo e que se perdia tempo com tecnologia nio
permitida no exame. Curiosamente, 6 alunos responderam
que ndo encontravam nenhuma desvantagem (idéntico nd-
mero de alunos nio respondeu a esta questio).
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Figura 1. Célculo algbrice na Tl Voyage 200
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Uma questiio que dividiu os alunos foi a visualizacdo
dos cdlculos: para uns, ver a resposta (sob a forma simbdli-
ca) constituiu uma vantagem; para outros, ver uma resposta
final, sem os passos intermédios, constituiu uma desvanta-
gem. Um dos grandes receios manifestados pelos alunos foi
o da dependéncia da calculadora.

Potencialidades

Na experiéncia descrita acima, o potencial do CAS foi o da
exploracdo algébrica. Serviu de ambiente de experimenta-
¢fo, gerando exemplos que podiam ser alterados facilmente.
Desta forma, os alunos foram estimulados a fazerem genera-
lizagBes e a descobrirem o geral no particular.

A exploragio € uma caracteristica comum a outros am-
bientes tecnolégicos, sé que o CAS tem uma distingdo 6b-
via: acrescenta a dlgebra. As funcionalidades algébricas do
CAS permitem uma abordagem flexivel dos problemas de
uma forma que nfo é possivel em ourros ambientes. As
consequéncias sdo profundas. Por exemplo, as notacdes e os
resultados do CAS sfio matematicamente correctos, o que
dd confianca aos alunos; obtém-se solugdes exactas; o repor-
tério completo de procedimentos algébricos permite mais
do que uma estratégia para a resoluciio de um problema, pos-
sibilitando diferentes abordagens; as representactes e mani-
pulagBes algébricas podem ser integradas com as representa-
¢Bes e manipulacdes numéricas e grificas, promovendo uma
visdo mais integrada dos conceitos matemdticos; pode-se
trabalhar problemas algébricos mais complexos, nomeada-
mente com dados reais.

Uma potencialidade apontada ao CAS tem a ver com
a possibilidade dos alunos se concentrarem na estratégia de
resolugdo dos problemas e na construcéo de conceitos, uma vez
que se podem libertar dos cdlculos, ou seja, h4 aumento da
eficiéncia e reducio do tempo gasto em célculos algébricos,
situaciio que no ambiente de papel e ldpis poderia requerer
toda a atengfio e conduzir a erros perturbadores. No ensi-
no secunddrio, porém, em que-o CAS ¢ usado por alunos
inexperientes, esta € uma questiio controversa: aos alunos
falta tanto o conhecimento matemético como a experiéncia
de utilizagio do CAS de modo a serem capazes de o usar efi-
cientemente.

Significado de varigvel

Uma potencialidade importante diz respeito ao aprofunda-
mento da compreensio do significado de varidvel. Num am-
biente CAS os simbolos literais vao além da concepciio de
pseudo-nimero (letra que substitui nimeros). Por exemplo,
€ possivel substituir a varidvel por outra expressio literal
(ver figura 2).

O papel de incdgnita aparece também reforgado. Por
exemplo, numa equagdo literal é necessirio reconhecer qual
¢ a incognita se quisermos resolver a equaciio (ver figura 2).

De facto, num ambiente de CAS todos os stmbolos lite-
rais sdo iguais. [sto permite trocar os papéis atribuidos pelo
utilizador de modo que, por exemplo, um pardmetro funcio-
ne mais tarde como incégnita na resolucio de um proble-
ma. Estas caracteristicas do CAS facilitam a compreensdo
dos papéis mais avangados de varidvel e a flexibilidade para
lidar com eles.

Reificacdo

Qutra oportunidade concedida pelo CAS diz respeito a reifi-

" cagdo das expressdes e formulas algébricas, isto &, ao seu ca-

rdcter de objectos (“coisas”) em vez de processos (“accoes”).
Este aspecto é da maior importéncia, pois é af que reside um
dos grandes obstdculos na aprendizagem da dlgebra.

Um conceito matemdtico tem frequentemente duas fa-
ces: 0 processo operacional e a estrutura de objecto. Os alu-
nos dificilmente se apercebem desta dualidade processo-ob-
jecto, sendo o cardcter de processo que domina o conceito.

Apesar da dlgebra ser, por vezes, considerada como arit-
mética generalizada, existe uma diferenca substancial: a vi-
40 como processo, que domina a aritmética, é ampliada
com a visio de objecto na dlgebra. Contrariamente 2 situ-
agio na aritmética, nas expressdes algébricas muitas vezes
nio hd nenhum processo para executar. Todavia, é frequen-
te os alunos sentirem-se desconfortdveis enquanto uma ex-
pressdo ndo tiver valor numérico ou contiver operadores.
Para eles, o processo ndo parece estar concluido.

De modo a permitir a flexibilidade entre processo e ob-
jecto, a notagio algébrica é por vezes ambigua, o que nio é
o caso da aritmética. Por exemplo, em aritmética o sinal +
¢ procedimental. Em dlgebra, j4 pode ter outros significa-
dos. Calcular z + 3 ou @ + b ndo € possivel, a menos que

1 Fe Fav Y Fyv FE F6
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sejam conhecidos os valores das varidgveis. Como resultado,
a + b s6 terd sentido se significar um objecto algébrico para
o aluno. Nesse caso, adicionar (a + b) e (a + 2b) j é pos-
sivel. Podemos fazer consideragdes andlogas para o sinal =.
Pode significar um processo, por exemplo, desembaracar de
parénteses em (z + 5) - (x + 3) = ou resolver a equacio
(z+5) - (z+3)=0. No entanto, em a +b=b+a o
sinal = indica uma equivaléncia.

A transigdo da aritmética para a dlgebra envolve, pois, a
reificaciio de processos em objectos ou, por outras palavras,
a extensdo da visdo processual de férmulas e expressdes com
a percepcdo destas entidades algébricas como objectos. O
CAS, ao forcar o utilizador a tratar as férmulas e expressdes
como objectos, favorece o desenvolvimento de uma visdo
mais estrutural das expressdes algébricas, em vez da visdo
operacional mais limitada.

Ouestdes

E habitual manifestar optimismo quando se pretende inte-
grar uma nova tecnologia na educacio matemdtica. Porém,
apesar de tantos anos decorridos de larga experiéncia em di-
versos paises, ainda hd muitas questdes a colocar. O docu-
mento de discussfio para o 12° Estudo ICM], intitulado The
Future of the Teaching and Learning of Algebra (2000) levan-

tava, entre outras, as seguintes questoes:

— Para que alunos e quando é apropriado introduzir CAS?
Quando ¢é que as vantagens de usar tais sistemas ultrapas-
sam o esforco em aprender a usd-los? Existem actividades
utilizando esses sistemas que possam ser usadas com proveito
por alunos mais novos?

— Que “insights” algébricos e sentido simbdlico necessita um
utilizador de CAS e que” insights” traz o seu uso?

— Um ponto forte do CAS é o apoio a miltiplas representacoes
dos conceitos matemdticos. Como é que isso pode ser bem
usado? Pode haver sobre-utilizacao?

— Como deverd ser um curriculo de dlgebra num pafs onde o
CAS estd disponivel gratuitamente? Que competéncias “a
mdo” devem ser mantidas?
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CAIXA

Ficha de frabalho: algumas das questdes propostas aos alunos para
Uso da calculadora

L.I. Desenvolve o binémio (42°y —3y)® com recurso ao
CAS.

1.1, Utiliza a tua calculadora para desenvolver as poténcias de

(a + b)" e regista apenas os coeficientes de cada termo na ta-
bela [...]

2.1. Se conseguires reconhecer um padrio de preenchimen-
to, acrescenta os coeficientes dos desenvolvimentos do
binémio para n = 7 e n = 8. Em seguida verifica, com re-
curso ao CAS, se o teu palpite estava correcto.

4.1. Recorrendo a calculadora, observa as diversas poténcias de
a e de b do desenvolvimento do binémio (a + b)", para
n=234eb.

4.2. Desenvolve (a + b)ﬁ, sem recurso a calculadora. Confirma,
em seguida, a tua resposta.

4.3. Observando os resultados anteriores, desenvolve cada um
dos seguintes binomios (utiliza a calculadora apenas para
confirmar a resposta):

(2z+3y)°=... (4z+1;i)6=.“

4.4. Desenvolve o binémio (2z — y)®. Verifica a correccio da
resposta através da calculadora.

5. Relaciona os valores do tridingulo de Pascal com os diferen-
tes valores de "C, (0 < p < n) [...]

5.1. Em cada linha do tridngulo de Pascal, sdo iguais os niimeros
equidistantes dos extremos, i.e. , na n-&ima linha

= ,ecom0<p<n
Confirma a igualdade na calculadora.

5.2. Traduz, através do calculo combinatério, o processo de
construcio do trifingulo de Pascal:

Adicionando dois niimeros consecutivos de wma linha, obtém-se
o niimero colocado abaixo, na linha seguinte,

Confirma a tua conclusio na calculadora.

6.2. Desenvolve, os seguintes binémios. Compara os resultados
com os obtidos na calculadora CAS.

(3-v3)° (Vox—V3)°

Antdnio José Mendes, E5/3 de Valbom

Lufs Reis. Cenfro de Comper&ncia Nonio ESB-UCP
Manuel Teles Lagido, £5/3 José REgio. Vila do Conde
[todos] Grupo de Trabalho T°
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Factorizar . . . & facil?

Numa revista em que os Nimeros e a Algebra s3o os prin-
cipais temas, talvez fosse interessante tentar enquadrar de al-
gum modg, esta secc@o no tema da revista. Resolvi interrom-
per o texto em que estava a trabalhar e tentar responder a
esta sugestdo da Redaccdo. Como o tempo era muito limita-
do conversei com um colega nosso®*, para quem a teoria de
nidmeros é uma das principais dreas de interesse, que muito
amavelmente, me sugeriu e me deu indicagdes sobre o tema
dos nimeros primos e da factorizagio de nimeros inteiros
e consequentemente a criptografia, assunto que sé abordarei
muito ligeiramente, limitando-me a indicar apenas alguns sites
onde o assunto é tratado.

Factorizacdo e numeros primos porqué? Porque sdo as-
suntos muito comuns nas aulas.

A factorizagdo € um tema que os nossos alunos tratam
desde muito cedo;de um modo necessariamente muito bé-
sico, mas que a outro nivel apresenta uma enorme complexi-
dade.

Com toda a tecnologia disponivel hoje em dia, saber se
um dado nimero inteiro € primo ou ndo, € uma questio rela-
tivamente fdcil de responder. Se o nimero ndo € primo entdo
pode decompor-se num produto de pelo menos dois nime-
ros primos. Este problema, j& ndo € tdo fdcil e € mesmo um
problema em aberto o de encontrar qual o melhor algoritmo
para fazer uma factorizacdo, Claro que isto se passa quando
nos estamos a referir a grandes ndmeros.

Para ter uma ideia do grau de dificuldade basta navegar
um pouco pela pdgina da RSA Laboratories. Esta empresa,
especialista em codificagdo de dados tem na sua pédgina um
desafio em que propde a factorizacdo de oito nimeros a
que chama ndmeros-RSA. Atribui prémios muito interessan-
tes, que vdo dos |0.000 ddlares e podem chegar a 200.000
ddlares, que dizem ser apenas prémios simbdlicos, tendo em
conta todo o trabalho envolvido na sua resoluggo.

Esses nimeros-RSA sdo do tipo utilizado pela empresa
nos seus codigos e cada um deles € o produto de apenas dois
ndmeros primos.

No site diz-se que, com a tecnologia existente e os
algoritmos que se conhecem, factorizar ndmeros com |00
algarismos, € bastante fécil. O mesmo jd ndo acontece para
ndmeros com 200 algarismos. O desafio que a empresa pro-
ple serve apenas para a propria empresa verificar quais os
avangos que estdo a ser feitos nesta arte da factorizagdo, para
estar um passo a frente de possiveis quebras das suas chaves
de codificaciio. '

O dltimo ndmero-RSA que foi factorizado (Dezembro
de 2003) tem |74 digitos. A empresa prevé que o oitavo nu-
mero-RSA proposto, constituido por 617 algarismos, demore
ainda décadas a ser factorizado.

Quando um numero € factorizado isso ndo significa que
se percam as chaves de seguranca e que estas tenham logo
de ser substituidas por outras maiores. Tudo depende do
tempo gasto, do nimero de computadores envolvidos nesse
trabalho e da finalidade do cédigo.

Porqué um ndmero que é um produto de apenas dois
ndmeros primos?

" Para quem jd leu alguma coisa sobre criptografia ndo é es-
tranho este facto nem esta sigla RSA.

RSA € um algoritmo criado em 1978 por Ron Rivest, Adi
Shamir e Leonard Adleman destinado & criptografar dados. E
muito utilizado em protocolos de comércio electrénico e é
bastante seguro, com chaves relativamente longas.

O algoritmo ndo é muito complicado de entender. Baseia-
se essencialmente num par de nimeros que constituem a
chave publica e num terceiro nimero que é a chave privada.
Escolhem-se dois nimeros primos muito grandes (P e @)
e comega-se por calcular o produto PQ). Segue-se a esco-
lha de um inteiro fmpar E, menor que PQ e primo com
(P—-1)(Q—-1).

O par (PQ, E) constitui a chave publica.

A chave privada é um ndmero D, tal que (DE — 1) é di-
visivel por (P — 1)(Q — 1).

A funcio de codificaciio é C' = (T'"E) mod PQ), sendo
(' o resultado da codificacio e T o nimero a codificar T'terd
que ser inferior a PQ).

A descodificaciio é feita por T' = (C" D) mod PQ.

Nao se conhecem métodos simples para calcular D, Pe
() partindo apenas do par (PQ, E), por esse motivo a cha-
ve é publica, ndo hd qualquer problema em ser conhecida. O
segredo estd no valor de D que ndo poderd ser revelado.

Se visitar a pagina http://world.std.com/~franl/
crypto/rsa-guts.html encontra uma explicagdo simples
dos passos a seguir para fazer uma codificagdo e a respecti-
va descodificacdo, seguindo este algoritmo, assim como um
exemplo prético onde tudo se torna mais claro.

Pode encontrar também a explicac@o do algoritmo RSA
consultando a Wikipedia em:

http://en.wikipedia.org/wiki/RSA
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Para ganhar alguns ddlares basta consultar o site http: //
WWwW.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
e tentar factorizar um dos nimeros-RSA. Porque ndo o mais
simples? o RSA-640?

3107418240490043721350750035888567930037346022
8427275457201619488232064405 1808 150455634682967
17232867824379162728380334154710731085019 195485
2900733772482278352574238645401469 1736602477652
346609

Tem apenas |93 digitos!

No site desta empresa encontrei alguns dados que achei
interessantes, pelo menos para uma pessoa que nio tem co-
nhecimentos nesta drea, como € o meu caso.

Por exemplo, na secgdo dos boletins, o boletim nimero
|3, tem entre muitas outras'coisas, uma tabela dos records
de factorizacdo desde 970 até 1999 e o gréfico que relacio-
na o nimero de digitos do nimero factorizado num deter-
minado ano com o respectivo ano. Chamam a atencio para
uma certa linearidade deste gréfico e para as razdes possiveis
para isso acontecer, uma vez que dado os grandes avancos
tecnolégicos seria de prever uma relacio exponencial.

#* Antdnio José Machiavelo, professor no Departamento de Mate-
matica Pura da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Navegando na Infernet

Os sites sobre criptografia s3o imensos, uns bastante com-
plicados para quem quer fazer uma primeira abordagem ao
assunto, mas alguns tém, indicagdes bem mais simples como
por exemplo o site:

: mr;;togm'phy World ;

http://www.cryptographyworld.com/index.htm

- destinado essencialmente a quem quer iniciar o estudo des-
te tema, tratando conceitos bdsicos, chaves e os diferentes
algoritmos.

No site da World Wide Web Virtual Library em:

http://world.std.com/~franl/crypto.html
encontra ligagdes para muitos sites sobre a criptografia, in-
cluindo artigos, organizacBes, perguntas frequentes, etc, além
da descrigdo do algoritmo RSA, jd indicado no texto.

No site da Revista da Armada

http://www.marinha.pt/extra/revista/
ra_jan2004/pag_10.html

encontra-se um artigo onde € feita uma sintese histérica da
criptografia, desde o antigo Egipto até aos nossos dias.

E chega de cdlculos complicados, que exigem supercom-
putadores ou um grande nidmero de computadores a traba-
Ihar em simultineo. Vamos fazer célculos mais simples, Que
tal utilizar uma maquina de calcular que efectua cdlculos em
numeragdo romana’

Estd em:

“math.com.

The World of Math Online

http://www.math,com/students/
calculators_pre_ti/roman/
compvterromanvs.html
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0 que ha de nafural acerca dos nimeros naturais?

Aintanio M. Fernandes

A nogfio de mimero, mesmo no caso aparentemente sim-
ples da de mimero natural, permaneceu insatisfatoriamente
caracterizada até finais do século XIX. Foi apenas em 1889
que Giusepe Peano publicou Arithmetices Principia nova me-
todo exposita, um panfleto escrito em latim, contendo aque-
la que ficou conhecida através da designaciio de axiomdtica
de Dedekind-Peano dos mimeros naturais. O facto de entre-
tanto terem decorrido mais de dois milénios de histéria da
Matemadtica sem que tivesse surgido uma conceptualizacio
satisfatéria daquela nogio revela que, ao contririo do que
seria de supor o0s nimeros, em particular os niimeros natu-
rais, nfo constituem um conceito que se imponha clara-
mente ao espirito humano, isto tendo em mente um concei-
to matematicamente itl. Antes pelo contrério, o conceito de
nimero foi sendo alvo de intenso debate maremérico-filosé-
fico, situando-se no cerne de algumas das mais importantes
modificagdes metodoldgicas e ontolégicas operadas no seio
da Matemitica.

A concepcdo cldssica

Introduzindo o método axiomdtico, os Gregos marcaram o
curso da Matemadrica. Eles desenvolveram especialmente a
geometria em detrimento da aritmética e do conceito de

nimero. Isto deveu-se, por um lado, ao facto de a geome-
tria euclidiana ser uma teoria logicamente bem estruturada,
da qual se extrairam inicialmente muitas (e importantes)
consequéncias. Por outro, a uma concepgiio grega de niimero
particularmente limitadora, nfo permitindo um tratamento
abstracto desta nociio impedindo, consequentemente, que a
aritmética se pudesse desenvolver até um nivel satisfatério.
De acordo com Euclides (livro VII dos Elementos), um nd-
mero é uma multiplicidade de unidades. Procedendo desta for-
ma os gregos revelaram-se incapazes de dissociar a nociio de
nimero dos processos de contagem. As dificuldades filoséh-
cas contudo, nfo se ficariam por aqui. A unidade vista como
causa ou origem dos niimeros no era considerada como um
nimero, entrando em cena uma distingio metafisica entre a
causa ou origem e a coisa.

Ainda assim, enquadrado por este cendrio limitativo, os
pitagérios atribufram aos nimeros um papel central na
sua cosmologia, consubstanciada no dictum “tudo é nime-
ro”. Isto, até ao momento em que eles préprios se depara-
ram com o fenémeno da incomensurabilidade (ver caixa 1)
— nfo é possivel encontrar.um segmento do qual, amhos, a
diagonal e o lado de um quadrado sejam muiltiplos. Esta situ-
agdo obviamente arruinou um postulado central da doutri-
na pitagérica e, marginalmente revelou dificuldades entdo
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incontorndveis, envolvendo o conceito de niimero, que de-
terminaram o curso da matemdtica grega que passou, como
ja se referiu, a desenvolver-se em torno da geometria eucli-
diana.

Muito provavelmente a tnica tentativa séria para en-
frentar a questdo da incomensurabilidade terd sido a que de-
senvolveu Eudoxo na sua Teoria da Proporgio (descrita no
Livro V dos Elementos de Euclides). Dados dois segmentos
[AB] e [C'D] existe entre eles uma determinada proporcéo.
Modernamente, sendo & = AB e 3 = CD, essa propor-
Gio € descrita pelo nimero real /3 e, em certo sentido,
esse nimero real é uma abstracgio do par ([AB], [CD]). A
teoria da proporcio de*Eudoxo incide precisamente sobre
estes pares e sobre as proporgdes que eles determinam. Re-
correndo a uma construgio muito imaginativa e engenhosa,
Eudoxo conseguiu caracterizar em que circunstincias essa
Propor¢io € maior ou menot num par que NOutro, Ou quan-
do sdo iguais (ver caixa 2). No entanto, uma concepcio de
nimero assente em pressupostos e distingdes marcadamente
metafisicas, impunha uma forte distingio entre objectos geo-
métricos e niimeros que, uma vez caracterizados pela sua na-
tureza intrinseca, tinham que se considerar distintos. Pela
forca desta distingiio nunca esteve no horizonte de Eudoxo
encarar estes pares como nimeros. Se o tivesse feito esta-
ria muito préximo de antecipar em mais de dois milénios a
construgiio dos nimeros reais, s obtida em moldes rigorosos
por Richard Dedekind mesmo no final do século XIX.

Dedekind e a aritmelizagdo da andlise

A emergéncia da andlise, impulsionada sobretudo pelos tra-
balhos de Newton e Leibniz, acabaria por expor as deficién-
cias da geometria euclidiana enquanto sistema fundacional.
Newton levou ao extremo os métodos geométricos mas, de
facto, tanto estes como os préprios fundamentos do caleulo
diferencial acabariam por ser alvo de importantes (e justas)
criticas. A principal das quais incidia sobre a nocio de mo-
vimento. Tal facto constitufa, para muitos, a violacio de um
principio de prioridade l6gica, j4 que estabelecer uma teoria
do movimento requer um prévio desenvolvimento da geo-
metria (a teoria do espago). Como consequéncia, o emprego
de argumentos da teoria do movimento para demonstrar re-
sultados geométricos era logicamente insustentdvel.

Esta ideia ganhou crescente importncia e a aritméti-
ca, aparentemente livre deste tipo de defeito, foi ganhando
preponderincia como substracto fundamental. Dedekind,
consciente da falta de rigor da andlise e das virtudes da arit-
mética, iniciou um programa fundacional tendo em vista a
fundamentaciio do cdlculo em termos da no¢io bésica de
ndmero natural, Na sequéncia desse programa, Dedekind
acabaria por descrever os denominados nimeros redis (o
conceito basilar da anlise moderna) a partir dos niimeros
naturais. :

Evidentemente, Dedekind ndo podia proceder a aritme-
tizagdo da andlise utilizando a nogio cldssica de niimero. Ele
romperia com a tradigio cldssica procedendo a uma carac-
terizagio estruturalista da no¢io de ndmero. Para ele, o que
caracteriza essencialmente essa nocio, nio € a sua materia-

Caixa 1

de generalidade que mdc(m, n) = 1.
Ter-se-ia entdo que

2
2= 22 (x)

tem-se

(=]

Z= (3;) (%)

n sdo pares.

lidade mas a forma como a nogio se adequa, enquanto abs-
tracgio, a uma enumeragio arbitrdria. Por outro lado, existe
uma certa circularidade na definiciio clédssica de ndmero que
€ necessdrio evitar através de uma nova formulacio. Essa
circularidade pode ser observada através da andlise dum
caso particular: o nimero dois, por exemplo, obtém-se pro-
gredindo a partir de 0 ao longo de duas etapas (ou seja, o nii-
mero é usado, de certo modo, na sua prépria definicio).

E a altura para trazer & cena um novo actor — a no-
¢io de conjunto. As consideractes de Dedekind envolvem
de modo mais ou menos directo este conceito que podemos
considerar informalmente, adoptando a concepgio de Ge-
org Cantor, o fundador da teoria de conjuntos. Segundo ele,

Por conjunto deve entender-se uma colecciio, vista como um
todo, de objectos bem definidos e distintos que sdo concebi-
veis através da nossa imaginagio ou pensamento. Estes objec-
tos sio designados de elementos do conjunto, que por eles fica
determinado.

Se um elemento x integra um conjunto X, escrevemos
x € X e dizemos que @ pertence a X. Se X e Y'siio conjun-
tos de tal modo que todo o elémento de Y € igualmente um
elemento de X dizemos que Y'é um subconjunto ou uma par-
te de X e escrevemos ¥ C X.

Cantor, que era contemporineo de Dedekind, tomou
a nogfio de conjunto (ao contririo da de niimero natural)
como a nogdo mais fundamental da matematica. Néo deixa
de ser curioso, no entanto, que adoptou a postura cléssica

/
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A incomensurabilidade entre o lado e a diagonal do quadrado tra-
duz-se em notagio ¢ linguagem moderna no facto de v/2 nio ser um
niimero racional. A demonstraciio deste facto, aparentemente obti-
da por Pitdgoras ou por algum membro da sua escola usa o método
de redugiio ao absurdo. Suponhamos que existem nidmeros naturais
m,n tais que V2 = m/n. Uma vez que qualquer fracciio pode ser
escrita na sua forma irredutivel (em que o médximo divisor comum
entre o numerador e o denominador é 1), podemos supor sem perda

donde se concluiria que 2n? = mz, ou seja, m?e portanto m sao
nimeros pares. Entdo m = 2r para certo r. Substituindo em (¥)

donde se conclui que n® = 2r2, ou seja, n2 e, consequentemente,

Mas, entdo, mde(m, n) > 2 o que contradiz o facto de inicial-
mente termos suposto que mde(m, n) = 1 e estabelece a contradi-

¢lo. Assim, V2 nio pode ser um nidmero racional.

79




80

Caixa 2

A teoria da proporcio, atribuida a Eudoxo, surge descrita no Livro V' dos Elementos de Euclides. Devido ao fenémeno da
incomensurabilidade, a proporcio entre certos segmentos de recta ndo pode ser descrita em termos dos niimeros racionais.
Eudoxo contornou o problema evitando responder a questdo: qual € a proporgio?, substituindo-a pela possibilidade de com-
parar proporgdes entre segmentos. De facto, ele concebeu um dispositivo que permitia aproximar essas proporgGes por um
ndmero racional, isto com precisdo arbitrariamente grande. Se marcarmos duas semi-rectas paralelas (ver figura abaixo) e as
dividirmos segundo os comprimentos de dois segmentos de comprimentos R e S, respectivamente, a respectiva propor¢ao
entre esses dois segmentos pode ser aproximada por um niimero racional com precisdo arbitrariamente grande. Por exem-
plo, consultando a figura facilmente se constata que 125 < 3R < 135 pelo que a propor¢io entre os segmentos R/S ve-
rifica 12/3 < r/S < 13/3. Se avangarmos na figura, podemos também constatar que se tem 485 < 12R < 495, pelo que
se obtém uma nova aproximacfio 48/12 < R/S < 49/12 esta tltima mais precisa uma vez que

’ ' 49 48 1 13 12 1

2 @ 128 § %

Usando estas aproximagdes racionais ¢ agora possfvel, dados dois pares de segmentos ([AB], [CD]) e ([EF], [GH]), com-
parat as respectivas proporgdes, j4 que, sendo diferente essa proporgdo isso pode verificar-se, desde que se considerem apro-

ximacdes racionais suficientemente finas.

relativa aos niimeros, definindo a materialidade da nogao de
conjunto. Isso revelar-se-ia inconsistente via o paradoxo de
Russell e seria remediado através de uma conceptualizacio
estruturalista do conceito de conjunto. Mas, para j4, pode-
mos adoptar a nociio informal de conjunto & Cantor.

Regressando a Dedekind e ao modo como evitou a circula-
ridade da definiciio cldssica de nimero, assim como todos os
outros problemas conceptuais a ela inerentes, deve dizer-se
que ele se centrou no processo de contar em si mesmo e ndo
nas entidades que o podem descrever. Ele comega por intro-
duzir & nociio de operagdo sucessor. Dado um conjunto X,
uma operagiio sucessor em X ¢ simplesmente uma funcio
o : X — X, satisfazendo as seguintes condigBes: (1) existe
um elemento e em X, que se designa elemento inicial tal que
para nenhum x em X se tem o(z) = e (o elemento € ndo
é sucessor de nenhum elemento de X); (b) s é injectiva ou
seja dados dois elementos = # y de X, tem-se igualmente
que o(z) # o(y).

Um triplo (X, 0, ¢)em que ¢ : X — X é uma operacdo
de sucessor diz-se um conjunto o-indutivo. Um subconjunto
Y C X é o-indutivose € € Y e se para qualquery € Y se
tem o(y) € Y (se Y tem um determinado elemento, tem
igualmente o seu sucessor como elemento). Como De-
dekind notou, o conjunto formado por todos os elementos

{

de X que estio presentes em qualquer subconjunto de X
que é o-indutivo, é ainda o-indutivo e, consequentemente,
é o menort subconjunto o-indutivo de X, que denotamos
por N(X, g, €). Os elementos de N(X, o, €) sdo designados
de niimeros naturais.

Claro que se considerarmos um ponto de partida diferen-
te, ou seja, um conjunto (X', o', €’) que é o’-indutivo en-
td0, serd de esperar que se tenha N(X, 0, €) # N(X',¢’, ¢')
mas, como o préprio Dedekind constatou, as estruturas sio
essencialmente cépias uma da outra, pelo que a estrutura
obtida por este procedimento € essencialmente dnica. Omi-
timos aqui os detalhes e o formalismo associados a esta ob-
servacio, notando apenas que existe uma correspondéncia
natural que permite identificar (estruturalmente) € € X e
e’ € X’ com o nimero 0 (no sentido cléssico do primeiro
elemento de uma progressdo), os elementos o(e) e o(e’)
com o nimero (cldssico) 1, e assim sucessivamente ... .

Perante esta unicidade estrutural qualquer uma das es-
truturas N(X, 0, €) descritas acima ¢ essencialmente uma
sequéncia infinita do tipo

0, o(0)=1, o(a(0)=0c(1)=2,
que abreviadamente denotamos por (N, o, 0).

Esta operaciio de sucessor,é suficientemente poderosa
para permitir definir as operagdes de adigio e multiplicacio
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dos nimeros naturais. Ambas as operactes podem ser defi-
nidas através das relagies de recorréncia seguintes:

m+0:=m
m+a(n) =a(m+n)

mx0:=0
mxo(n):=(mxn)+m

(Note-se que das relagbes acima se obtém imediatamente
que o(n) =n+ 1) A relagio de ordem em N também se
pode agora definir: =

m < nse e s6 se existe um k tal que m + k = n.

Apesar de elegante, a solucio de Dedekind apresenta um
problema ébvio, de resto reconhecido pelo préprio De-
dekind, a demonstracio da existéncia da estrutura dos nu-
meros naturais, bem como a existéncia das operacdes + e x
anteriormente descritas, sé podem ser estabelecidas numa
teoria mais geral como a teoria intuitiva de conjuntos de
Cantor, arredando assim a possibilidade de considerar a arit-
mética como uma teoria basilar, pelo menos nos moldes pro-
postos por Dedekind.

fl proposta de Peano

Como j4 se mencionou, na parte inicial, em 1889, Giuseppe
Peano publicou uma caracterizacio axiomdtica dos ndmeros
naturais. Essa axiomadtica, agora conhecida como axiomdtica
de Dedekind Peano, introduz os nimeros naturais como siste-
ma bdsico, usando o processo utilizado pelos gregos quando
descreveram a geometria euclidiana.

Os axiomas sdo fortemente inspirados nas proprieda-
des basicas dos niimeros naturais de Dedekind, mas como
a existéncia é postulada axiomaticamente, esta aborda-
gem ndo enferma das deficiéneias da abordagem de De-
dekind, por ndo requerer uma outra teoria subjacente. Ten-
tativamente, os axiomas de Peano descrevem uma estrutura
N = (N, +, x,0,1) onde N é um universo cujos elementos
se designam nudmeros naturais, + e x denotam duas opera-
¢Oes bindrias, ou seja, duas fungdes que fazem corresponder
a cada par (m,n) de elementos de N, elementos de N que
se denotam por m +n e m X n que sdo respectivamen-
te a soma de m e n e o produto de m e n; finalmente 0, 1
s3o dois elementos fixos de N. O sistema é governado pelos
axiomas que s3o os seguintes:

Al paraqualquer z € N temos x + 1 5 0;

A2 sex+1=y+ 1 entio necessariamente x = y;

A3 se X C N, contém 0 e se, sempre que 2 € N se tem
igualmente que & + 1 € N entdo X = N;

A4 z<yseesésey=x+ kparacerto k € N;

A5 m4+0=m ]
m+(n+1)=(m+n)+1

mx0=0
mx(n+1)=(mxn)+m

Note-se que os axiomas 1 e 2 descrevem a funcio que faz
corresponder a cada x o nimero 2 4 1 como uma funcio
sucessor. Deste ponto de vista, o axioma 5 introduz as ope-
ragdes bdsicas como no caso da formulacio de Dedekind,
usando as relagdes de recorréncia. O axioma 4 descreve
a relaciio de ordem e o axioma 3 descreve o denominado
axioma de indugfo. Este dltimo nio é mais que uma descri-
¢do alternativa da condigio de minimalidade de Dedekind.
De facto, as hipéteses sobre X no axioma revelam que X é
o-indutivo, onde se considera o(z) = = + 1. A conclusdo
revela que X ndo pode ser mais pequeno que o préprio N, o
que mostra que N € o menor conjunto o-indutivo.

Em certo sentido a axiomdtica proposta por Peano tem
em vista sobretudo o sistematizar das propriedades funda-
mentais da estrutura descrita por Dedekind em detrimento
da procura de um conjunto de propriedades intuitivamente
evidentes. No entanto, ao introduzir os niimeros axiomati-
camente, seguindo a tradicio grega relativa 4 geometria h,
contudo, algo que se modifica relativamente & nocio origi-
nal de axioma. De facto, o cardcter de evidéncia dos axio-
mas, aparece aqui substancialmente diluido, antevendo uma
concepgio moderna do termo, segundo a qual o cardcter de
evidéncia ¢ desprezado em detrimento da consisténcia 16gi-
ca da axiomdtica.

Assim descritos, os niimeros naturais tém de facto um
certo valor fundacional, na exacta medida em que, a par-
tir deles Dedekind foi capaz de descrever finalmente os ni-
meros reais, a base da andlise moderna (ver caixa 3). A ra-
zdo pela qual ndo podem, os niimeros naturais descritos pela
axiomitica de Dedekin-Peano, constituir um verdadeiro sis-
tema fundacional reside no facto de construcdes mais sofis-
ticadas, transcendendo a andlise elementar, requererem um
sistema mais poderoso que a aritmética. Foi por esta razio
que se adoptou a nogdo de conjunto como nogio basilar e
fundamental da matematica, em detrimento da nocio de
nimero.

Nimeros como conjuntos — a concepgao actual

Em geral, teorias e resultados sio em matematica resulta-
do dos esforcos de vérias pessoas, ndo raras vezes trabalhan-
do ao longo de séculos. Desta perspectiva o caso da teoria
de conjuntos € singular, trata-se da obra de uma s6 pessoa
— Georg Cantor. Esta teoria introduz a nocio de conjunto
como a mais bésica e fundamental de todas as nocdes mate-
miticas. No entanto, apresentando uma definicio material
da nogiio de conjunto, Cantor acabou por descrever um sis-
tema inconsistente, jd que nele se pode descrever o denomi-
nado paradoxo de Russell (ver caixa 4).

Nio obstante este tremendo e decisivo obstdculo, a Ma-
temdtica parecia ndo poder prescindir desta nociio, ao ponto
de David Hilbert ter afirmado que “ninguém nos expulsard
do paraiso que Cantor criou para nés.”

A soluciio para o problema passou uma vez mais pela
apresentagio da nociio de conjunto em termos estruturais
através de uma axiomdtica — a axiomdtica de Zeremelo-
Fraenkel. *

i
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Caixa 3

Considerando uma estrutura (N, 4, x, <,0, 1) onde sdo ver-
dadeiros os axiomas de Dedekind-Peano, o conjunto dos ni-
meros racionais pode ser descrito como o conjunto constitui-
do por todos os triplos ordenados (1m, 1, k) de elementos de N,
em que k é diferente de 0. (Este triplo tenta representar o ob-
jecto (m — m)/k.) Dois triplos (m,n, k) e (r,s,t) sio consi-
derados como representantes da mesma entidade (ndmero ra-
cional) se

(mt + sk) = (rk + nt).

Neste conjunto, denotado por ), definimos uma soma e uma
multiplicagio através de

(m,n, k)+(r,s,t) = (mt+rk, nt+sk, kt)

(m,n, k)x(r,s,t) = (mr+ns, ms+nr, kt)

Giuseppe Peano

Podemos considerar que N C (@ se identificarmos N C @ com
o triplo (n, 0, 1). Finalmente, uma relagio de ordem pode ser
introduzida em Q se considerarmos:

(m,n, k) < (r,s,t) se e s6 se (mt + sk) < (rk + nt).

Os elementos de ) correspondem aos nimeros fracciondrios,
que apesar de Gteis em muitas circunstincias sio insuficientes
para caracterizar os pontos de uma recta. Sendo possivel iden-
tificar cada frac¢fio com um ponto da recta, marcando um seg-
mento de comprimento unitério e usando procedimentos geo-
métricos bdsicos para dividir um segmento em n partes iguais,
a verdade é que alguns pontos da recta nio correspondem, por
este processo, a nenhum nidmero racional. (Isto é apenas mais
uma manifestagio do fenémeno da incomensurabilidade. )

Isto revela que os nimeros racionais sio inadequados para
uma completa caracterizacio do continuo. Da sua andlise das

A nogio de nimero natural é actualmente descrita
(como qualquer outra nogiio matemética) em termos da no-
¢io de conjunto. Os axiomas garantem a existéncia de um
conjunto (designado por conjunto vazio, e que se representa
por 0), e que € caracterizado por nio ter elementos. Certas
operagdes bdsicas sio igualmente garantidas pela axiomati-
ca, neste caso encontram-se, em particular a unido de con-
juntos e a formagio de conjuntos singulares. A unido de dois
conjuntos X e Y, que se denota por X UY caracteriza-se do
seguinte modo: € X UY sex € X ouz € Y. Enquanto
que o conjunto singular {x} se caracteriza pot: y € {z}see
s6 se y = x. Apesar de bdsicas estas operagdes sdo suficien-
tes para possibilitar a descri¢iio de uma operaciio sucessor tal
como anteriormente caracterizada. Essa operacio associa a
cada conjunto X o respectivo sucessor o(X) = X U {X}.

De modo a podermos definir 0s nimeros naturais ao
estilo de Dedekind temos que garantir a existéncia de um
conjunto o-indutivo. Isso é garantido igualmente por um
dos axiomas — o axioma do infinito. Esse axioma garante a
existéncia de um conjunto A que contém ) como elemen-
to e é fechado para a operagio o. Usando uma vez mais
as potencialidades da teoria podemos considerar o menor
subconjunto de A que é o-indutivo, conjunto este que de-
notamos por w. Note-se que o conjunto w contém os ele-
mentos da sequéncia:

0, o@={0}, o({0})=1{0.{0}},

que naturalmente se identifica com os elementos da sequén-
cia seguinte:

Qa 1={0}, 2= {0,1},

que sdo entdo considerados como os nimeros naturais, com
a particularidade de cada niimero natural n ser identificado

como o conjunto {0,1,2,,...,n—1}. A relagio de or-
dem em w é definida de modo muito simples, através do se-
guinte, ’

m<nseesdsem="mnoum € n.
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nogdes envolvidas, Dedekind chegou & conclusio que o que ca-
racteriza o continuo é o facto de que, quando dividimos uma
recta em duas semi-rectas, essa divisio € determinada por um
ponto da recta, algo que nio sucede na recta racional. De fac-
tose A={z€Q:2° <2} e B={z € Q: 2% > 2} entio
A e B correspondem a duas semi-rectas da recta racional que
unidas formam toda a recta racional. (A e B constituem, deste
modo, aquilo que se denmina de corte.) O corte (A, B) nio &,
contudo, determinado por nenhum ponto racional.

A ideia de Dedeking ¢ engenhosa. Ele decidiu promover es-
tes cortes & condicdo de ndmeros. Deste modo, o conjunto dos
niimeros reais ndo € mais que o conjunto R constituido por to-
dos os cortes (A, B) na recta racional. Tem-se que Q C R se
identificarmos a frac¢iio m/n com o corte

({zeQ:z<m/n},{z €Q: x> m/n})

Mas Q # R, depois desta identificagiio pois, por exemplo,
V2=({z€Q:2*<2},{zcQ:2?>2})

¢ um corte que nfio corresponde a nenhum racional.
As operagdes de adicio e multiplicacio em R estendem as
cotrespondentes operagBes em () e sdo definidas por

(AaB) + (XY) = (KsQ\BP};
onde K ={a+8:acAepe X}

(4,B) x (X,Y) = (K,Q\ K);
onde K={axf:acdefe X}

onde consideramos Q\ K = {r € Q: 2z ¢ K},
e a relacio de ordem,

(A,B) < (X,Y)sees6se A C X.

A descrigio dos nimeros naturais enquanto estrutura aca-
bada, invoca o conceito de infinito actual, algo que foi en-
faticamente rejeitado por Aristételes e permanecia por es-
clarecer na época em que Hilbert a ele se referia como o
conceito que em matemdtica mais necessitava de clarifica-
¢do. Essa clarificagio foi finalmente obtida com o advento
da teoria de conjuntos, que ainda hoje constitui o sistema
fundacional no qual qualquer nogio matemdtica pode ser
em tltima andlise descrita. Em particular, o conceito de
ndmero, encontra finalmente uma descricio rigorosa nes-
te contexto.

Ao longo desta jornada em que nogdes bdsicas como a
niimero natural foram resgatadas 2 intuiciio pelo rigor 16gi-
co, foram operadas no seio da matemética muitas e profun-
das modificagdes metodoldgicas e ontolégicas. O método
axiomdtico foi preservado muito embora a nogao de axioma
tenha sofrido uma alteragfio conceptual extensa. De nogio
intrinsecamente verdadeira aos axiomas passou a exigir-se
consisténcia e riqueza de consequéncia. Em certo sentido é
como se a Matematica deixasse de dizer respeito a uma re-
alidade objectiva e passasse a considerar todas as possiveis
realidades. Por exemplo os axiomas da teoria de conjuntos,
longe de serem intuitivos, foram escolhidos de modo a que
toda a realidade matemitica se pudesse descrever em termos
da nogfio fundamental de conjunto.

Os axiomas da geometria euclidiana, tendem a
descrever a realidade material dos conceitos bésicos que
constituem aquela teoria, Os modernos axiomas descrevem
estruturas, ou seja, muito embora continuemos a dar nomes
aos objectos matemadticos, nio conhecemos (e de facto nem
fazemos nenhum esforgo para conhecer) a sua esséncia ma-
terial. Os axiomas descrevem relacdes entre esses individuos
e ndo os individuos em si mesmos. Estamos perante aquilo
que se designa uma visdo estruturalista da Matemarica,

A formalizaciio rigorosa dos niimeros naturais teve que
aguardar por todas estas enormes ¢ complexas alteracdes
que introduziram na Matemdtica um elevado grau de abs-

Richard Dedekind '

¢
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Caixa 4

O famoso paradoxo de Russell foi originalmente concebido por Ber-
trand Russell, para demonstrar a inconsisténcia do sistema aritméti-
co de Frege, associado a um programa fundacionista conhecido como
logicismo. Em todo o caso a teoria intuitiva de conjuntos, concebida
por Cantor, é vulnerdvel ao mesmo argumento.

Olhando para a defini¢io de conjunto fornecida por Cantor, é pos-
sivel considerar o conjunto A = {z : & & x}, que € constituido por
todos os conjuntos que ndo sio elementos de si mesmos. Com este
conjunto & agora possivel obter uma contradicio. De facto,se A € A
entfio A ndo ¢ um dos x tais que & & x e, consequentemente A ndo é
elemento de A, ou seja A ¢ A. Por outro lado, se A € A, entido A é
um dos x tais queﬂ‘.fz: # x, pelo que A € A. Acabdmos de estabelecer
que

Ac Aseesése A A,

uma evidente contradicio que, em dltima andlise, revela a inconsis-
téncia da teoria intuitiva de conjuntos.

d luz de Einstein, 1905—2005

tracciio e sofisticacio Muitas dessas alteracdes foram mesmo
determinadas pela tentativa dessa descri¢io precisa. Nesse
sentido ¢ pertinente a questio: o que hd de natural acerca dos
niimeros naturais?
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Durante o ano 2005 a revista Educagdo e Matemdtica associou-se a celebragiio do Ano Internacio-
nal da Fisica. PublicAmos artigos, propostas para a sala de aula, relatos de experiéncias e de activi-
dades de divulgacio. Trouxemos a Fisica e a sua relagio com a Matemadtica para as pdginas da nos-
sa revista.

Neste dltimo niimero destacamos a exposicio & luy de Einstein, 1905-2005 na Fundacfio Calous-
te Gulbenkian até 15 de Janeiro. Num dos folhetos de divulgaciio refere-se “A Fisica estd por toda
a parte e ajuda a entender o que se passa A nossa volta. Explica muitos dos fenémenos naturais que
observamos, como o arco-iris, as trovoadas ou as marés, e também permitiu a invenc¢iio de muitos
equipamentos e objectos que usamos no dia-a-dia. E, no entanto, muitas vezes nfio nos damos conta
disso ...

Albert Einstein, que foi um fisico prodigioso, quis entender as leis que regem o mundo. Desco-
briu o fotdo, inventou a teoria da relatividade e ajudou a mostrar que a matéria ¢ feita de dtomos.

Vem descobrir a Fisica para melhor compreender o mundo em que vives.

Vem olhar o universo com as novas luzes que a Fisica descobriu no século XX".

E, dizemos néds, quem sabe se nessa visita descobre também alguns sinais da tal relaciio de grande
intimidade entre a Fisica e a Matematica de que nos falou o Fisico Catlos Fiolhais no artigo Relagdo
da Fisica com a Matemdtica que abriu a seccio 2005 Ano Internaciona da Fisica da EM!
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Sim, e como ilustragio tomemos a linguagem da geometria Euclidiana e da dlgebra.
Elas manipulam com um pequeno ndmero de conceitos introduzidos de forma
independente, respectivamente simbolos, tais como o nidmero inteiro, a linha recta,
0 ponto, assim como com sinais que designam as operagdes fundamentais, isto &,
as conexdes entre esses conceitos fundamentais. Isto é a base para a construgiio, e
respectivamente a defini¢iio de todas as outras afirmagBes e conceitos. A conexfo entre
conceitos e afirmagBes por um lado e os dados sensoriais por outro lado € estabelecida
através de actos de contagem e medida cujos resultados estfio suficientemente bem
d determinados.

Albert Einstein

i
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Mais perto da APM

A Associagdo de Professores de Matemdtica (APM) é uma instituicio ligada ao Ensino da Matemitica, abrangendo todos os niveis de
escolaridade. Um dos seus objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovagdo do ensino da Matematica, promovendo
actividades de dinamizagao pedagégica, formacdo, investigacio e intervencao na vida politica educativa. A APM disponibiliza aos
professores de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacdo e utilizacao pretendemos alargar
cada vez mais. Descrevem-se, de seguida, as condicoes de ades3o 3 APM:

Quadro 1
. Sécio residente ; g L.
Sécio . Socio Estudante Soécio Aposentado @-Sécio*
no estrangeiro
| 44,50€ 48,50€ 31,50€ 35,00€ 35,00€
Revista Fducacdo e Matemitica impressa e on-line Revista Fducacgdo e
(saem 5 ndmeros por ano e uma delas é temdtica) Matematica on-line
“‘APMinformacao impresso e on-line (5 nGmeros por ano) APMinformacdo on-line

Opgao de assinatura da revista Quadrante impressa (2 nimeros por ano -10,50 €)

Acesso a zona on-line para sécios

Beneficiar de desconto nas inscricées para os Encontros promovidos pela APM (30 a 40%)

Usufruir de desconto na aquisicdo das edi¢des APM: 50% sobre o preco de capa
Usufruir de desconto na aquisicdo de publicacdes de outras editoras: 15% sobre o preco de capa

Beneficiar dos acordos resultantes dos protocolos da APM com outras instituigoes

Ter acesso prioritdrio a todo o material do Centro de Recursos de acordo com o seu regulamento

Poder recorrer a APM para divulgacio de iniciativas no ambito
‘da Educacao Matematica, através de propostas enviadas a Direccio

* O estatuto de @-sécio oferece muitos beneficios, mas ndo inclui acesso  informacdo impressa.

Para efectuar a sua inscricio como sécio da APM, faca download da ficha no endereco www2.apm.pt/porfal/index.php?id=19336

Instituicoes

Quadro 2

Opcoes Valor
Opcao 1 Assinatura anual da revista Educacdo e Matemética (5 nimeros) 33€
Opcao 2 Assinatura anual da revista Quadrante (2 ndmeros) 20€

Assinatura anual da revista Educacao e Matematica (5 nimeros); APMinformacio (5 nd-
meros); Requisicio do material do Centro de Recursos da APM; Aquisicio de materiais

A 44€
Opcio 3 e publicactes a preco de sécio; Actas do ProfMat (Encontro Nacional de Professores de
Matematica)
B . Assinatura anual da revista Quadrante (2 nimeros) 15€
Assinatura anual da revista Educagdo e Matemdtica — 2 exemplares de cada nimero (5
A nimeros); APMinformacao (5 nimeros); Requisicao do material do Centro de Recursos da o
Opcao 4 APM; Aquisicao de materiais e publicaces a preco de sécio; Actas do ProfMat (Encontro
Nacional de Professores de Matematica)
B Assinatura anual da revista Quadrante (2 ntimeros) 15€

Para efectuar a sua inscri¢do como sdcio da APM, faga download da ficha no endereco www2.apm.pt/portal/index.php?id=19336

Publicacbes — Loja on-line i
Agora ja pode encomendar as publicagdes da APM na nossa loja virtual, no endereco http://loja.apm.pt/index.asp, onde tem todas as
informagdes sobre as modalidades de pagamento. A sua encomenda ser-lhe-3 enviada pelo correio.







