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Sobre a capa

Certos mecanismos basicos podem produzir formas altamente complexas. Consideremos, por exemplo, o mecanismo
basico que permite obter a curva plana designada por epicicléide, que esta descrito na figura 1. O centro da circunferéncia
mais pequena, a circunferéncia b percorre a circunferéncia maior, a circunferéncia a. Ao mesmo tempo o ponto B, roda em
torno do centro A e o seu trajecto no plano, descreve a curva e, que se pode observar na figura 2. Se voltarmos a colocar
a circunferéncia pequena sobre a linha entretanto obtida, obtemos uma curva ainda mais complicada (Figura 3).

O processo pode ser iterado e parametros adicionais podem ser introduzidos no processo, de modo a tomar este meca-
nismo mais versatil, obtendo-se deste modo imagens como a que surge na capa do presente nimero.
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APM — A atracgio (fatal)
tem de continuar
Lsabel Rocha

n°79
Setembro/
Outubro
de 2004

Decorria o ano lectivo de 1988/89, quando recebi na escola o folheto que
anunciava o ProfMat de Viana do Castelo. Desafiei os colegas do grupo, mas
acabei por me inscrever sozinha. No entanto, em Setembro, chegou & escola
uma nova colega para o grupo de Matematica, a Manuela (Pires) e, logo neste
primeiro contacto faldmos da APM e, constatei que ja néo ia sozinha para Viana
do Castelo para aquele Encontro que seria o meu primeiro ProfMat. E esta foi a
nossa primeira caminhada conjunta.

Mas as surpresas continuaram porque afinal diversos caminhos iam dar a Viana
do Castelo onde reencontrei varios colegas e conheci muitos outros.

Que significado, que impacto teve esse primeiro ProfMat na nossa vida pes-
soal e profissional? Sem duvida, a criagédo de novas amizades e o surgir de uma
maior capacidade de iniciativa e um protagonismo diferente na nossa actividade
e desenvolvimento profissional. Basta dizer que, logo ali, nos intervalos das
sessoes de trabalho, dos almogos e dos jantares, os muitos colegas da zona

de Leiria reuniram e alguns acabaram por serem indigitados (eu propria, a Joana
(Castro) e o César (Viana)) para constituir o que seria uma comisséo instaladora
do Nicleo de Leiria da APM.

Foi tal o desasossego causado por este Encontro (e claro, pela APM), que re-
gressamos a Leiria muito convictos de que o Nicleo iria ser uma realidade, o
que se concretizou a 12 de Janeiro de 1990.

Claro que esta atracgdo fatal foi sentida por muito mais colegas.
E continuara a ser assim?

Os tempos séo outros, varios estudos séo reveladores do baixo nivel de auto-
-estima dos professores e, os colegas em inicio de carreira (bem como os pro-
fessores do 1.° ciclo com menos de vinte anos de servigo) tém preocupagdes
que, em finais dos anos 80, a grande maioria de nés néo tinha, como seja a ins-
tabilidade profissional em que vivem, situacéo que este ano adquiriu contornos
mais graves, com as falhas do sistema de colocagédo de professores. Todos os
anos se interrogam se lhes sera dada a possibilidade de continuarem a exercer
a sua actividade profissional e, de poderem adquirir um protagonismo crescente
no desempenho da sua profisséo. Por isso, em cada ProfMat, me questiono se
esta luta pela sobrevivéncia lhes tiraré a disponibilidade para se deixarem sedu-
zir pelo estilo APM, ou se, pelo contrario, na Associagéo eles encontram o porto
de abrigo para se manterem atraidos pela profisséo que escolheram e para néao
desistirem de todos os anos recomecar tudo de novo noutra escola, com outros
alunos, mas sempre com grande empenho, entusiasmo e determinacéo para se
assumirem como decisores do curriculo para os seus alunos, papel que assume
maior relevancia nestes momentos de instabilidade que mudangas curriculares
pouco discutidas e ndo fundamentadas (sai area de projecto, entra TIC; o mal
amado 3.° ciclo; ....) sempre originam.

De certa forma, a APM pode ser olhada como a construgéo de um estilo de
atracgo para os professores de Matematica que tem de continuar a ser refor-
' gada. ; .

E esta é, também, uma causa de todos nés.

Isabel Rocha
Escola Superior de Educacgéo de Leiria
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Reflectir sobre a nossa prépria pratica
de formagéo foi o mote geral de um
semindrio para formadores de profes-
sores de Matematica promovido pelo
Centro de Formagao da APM que
fomos convidados a dinamizar. Este
artigo descreve um pouco o que esta
experiéncia representou para os par-
ticipantes e também para nés como
formadores.

De acordo com os objectivos espe-
cificos enunciados, este seminario
propunha-se partir das préticas de
formagéo desenvolvidas pelos forma-
dores para identificar pontos comuns
e distintos e analisar as suas poten-
cialidades e limitagdes. Propunha-se,
igualmente, reflectir sobre as dificul-
dades encontradas pelos formadores
e sugerir formas de as ultrapassar.
Pretendia, ainda, analisar modalidades
e dispositivos de formagéo adequados
para promover a inovagao curricular e
o desenvolvimento profissional e orga-
nizacional do professor. E, finalmente,
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pretendia contribuir para delinear pers-
pectivas de futuro para o trabalho do
Centro de Formacéo.

O seminério decorreu durante dois
dias, em regime intensivo, e nele par-
ticiparam 25 formadores de diversos
niveis de ensino e dos mais variados
pontos do pais. As metodologias de
trabalho usadas envolveram discus-
soes em plenério, trabalho em grupo
e duas apresentagdes pelos dinami-
zadores, uma sobre a problematica da
formag&o e outra sobre a avaliagéo da
formagéo.

Actividades

Na primeira manha, com base num

_breve questionério previamente pre-

enchido pelos participantes, fez-se
uma reflexdo sobre as caracteristicas
principais da formagéo realizada no
Centro. Notou-se a presenga forte de
diversos objectivos curriculares actu-
ais, como o uso de novas tecnologias
e de materiais didacticos. Mas

também se notou em varias acgoes
uma grande disperséo de objectivos,
dificultando o processo da sua ava-
liagéo, bem como uma relagéo algo
indefinida com a prética profissional
do professor. Na verdade, em muitos
casos, a pratica profissional parece
constituir mais um pano de fundo

do que uma realidade directamente
visada pela formagao.

Para os participantes, este modo de
usar os seus questionarios constitui
uma surpresa generalizada. Foram
véarios os que indicaram que a analise
das respostas de outros formadores
os tinha ajudado a reflectir sobre as
suas proprias respostas, aperce-
bendo-se agora da importancia de
varias questées relativas ao seu pro-
prio trabalho.

Na parte da tarde, trabalharam-se
temas actuais da formagéo de profes-
sores, em grande medida com base
na experiéncia dos EUA. Neste pais,
o movimento de implementagao dos




Standards levou ao reconhecimento
da necessidade de novos tipos de
formagéo. Assim, assume-se que,
para transformar a prética profissional
do professor a formagéo deve ter por
base essa mesma prética, encarada
tanto quanto possivel de forma holis-
tica (Smith, 2001). Isso permite ver,
por exemplo, como é essencial a con-
sideragao da comunicagao e do dis-
curso da sala de aula, através do qual
se reconhece o curriculo em acgéo,

e que, como se verificou das discus-
sbes, esta muito ausente no trabalho
de formacéo realizado entre nés.

Discutiu-se, ainda, uma experiéncia de
formag&o na modalidade de projecto

e que deu uma atencgéo especial &
reflexdo e colaboragéo entre profes-
sores (Canavarro e Abrantes, 1995).
Reconheceu-se, também, a grande
escassez actual de formagao realizada
nesta modalidade, sem divida uma
das modalidades mais interessantes
pelo seu potencial formativo'.

No segundo dia, abordou-se o tema
da avaliagdo da formacgéo. Todos os
participantes reconheceram que este
aspecto do trabalho é mais realizado
por rotina do que com a sensagéo que
pode ser uma fonte de aprendizagem
profissional. No entanto, a avaliagdo
da formagéo é essencial como pro-
cesso regulador desta actividade, do
mesmo modo que a avaliagdo dos
alunos é essencial como processo
regulador do seu ensino-aprendiza-
gem.

A avaliagdo ndo deve assumir um
cunho tecnicista, mas sim dirigir-se

a compreenséo das situagbes para
servir de base a uma actuagéo funda-
mentada. Deste modo, a avaliagéo e
a formagéo interrelacionam-se (Bélair,
1996). Os diversos grupos trabalha-
ram entdo em estratégias e instrumen-
tos de avaliagéo que pudessem ajudar
a reflectir sobre os seus resultados
e a melhorar as suas actividades de
formagéo. Esta actividade teve por
base, uma vez mais, os questionarios
previamente preenchidos pelos parti-
cipantes.

De tarde, os grupos fizeram uma
anélise do trabalho do Centro de
Formagéo da APM e apresentaram
diversas iniciativas que consideravam
essenciais para o futuro proximo. Um
dos grupos sugeriu a pertinéncia da

realizagdo de seminarios tematicos,
sobre questoes actuais da educagéo
matematica, com um maximo de dois
dias, dos quais poderiam resultar pagi-
nas Web, e que poderiam envolver
tanto os formadores do Centro como
convidados exteriores. Outro grupo
salientou a selecgéo e divulgacao de
materiais de formacéao, a realizar por
uma equipa a definir pela comissao
pedagogica, encarregada de recolher
e validar esses materiais. Um terceiro
grupo sugeriu que se poderia trabalhar
para relancar a formagéo na modali-
dade de projecto, tendo por exemplo
como publico-alvo ex-formandos das
acgdes de formagao da APM. Poderia
ser um trabalho a realizar durante um
ano, com cerca de 30 participantes,
divididos em varios grupos, e que
comegaria com um encontro geral,
trabalhando a partir dai sobretudo

em rede virtual com momentos de
regulacéo presencial e uma fase final
de divulgacéo da sua experiéncia.
Finalmente, outro grupo sugeriu a cria-
¢&o de grupos de estudo no Centro
de Formagéo sobre temas como a
gestéo curricular ou a comunicacgéo na
sala de aula, promovendo a leitura e
discussédo de textos e a organizagéo
de acgbes de formagéo, que poderiam
culminar com um encontro ou uma
publicagéo.

Avaliagio

No final do seminario foi feita uma
breve avaliagdo, tanto escrita como
oral. Das respostas a um pequeno
questionério escrito verificamos que
diversos formandos consideram que
esta formacao os ajudou a identificar
certos aspectos da formagéo que até
a data ndo tinham consciéncia:

Alertou-me para questdes que néo
tinha colocado e ficaram levan-
tadas questoes que me poderdo
ajudar a néo ficar pela simples
identificagédo de dificuldades.

Nesta formagéo abordei, discuti e
reflecti sobre aspectos da forma-
¢ao de professores aos quais ndo
dava importancia devida.

Foi atil esta formagéo pois abor-
dou aspectos importantes a ter
em conta na organizagéo de uma
acgdo de formacdo. Chamou a

atengéo para alguns aspectos que
tenho trabalhado menos e a que
provavelmente darei mais atencéo
no futuro.

A grande maioria dos participantes
reconhece o valor da reflexéo reali-
zada sobre as suas praticas de forma-
¢éo e indica ter vontade de continuar
essa reflexdo no futuro:

Foi importante reflectir sobre a
avaliagdo das acgdes de formagéo
pois permitiu perceber melhor que
tipo de trabalho se pode desen-
volver e dos seus efeitos nos
formandos.

Ao longo das sessdes de traba-
lho fui levada a reflectir sobre a
minha pratica como formadora,
tendo detectado varios aspectos
aos quais nunca havia prestado
grande importancia, e que neste
momento me parecem essenciais
para um desempenho sério do
meu trabalho.

Identifiquei dificuldades especifi-
cas. A reflexdo que foi proporcio-
nada durante o seminario permitiu
encontrar pistas de possivel reso-
lugéo.

O [seminériol permitiu reflectir
sobre determinados aspectos da
acgdo como formador, nomeada-
mente a avaliagéo, o que implicara
um posterior aprofundamento
do modo como desenvolver esta
tematica [...] Foi importante ouvir
e analisar relatos concretos,

A formagéo [...] contribuiu para o
meu desenvolvimento profissional,
mas levantou-me muitas questbes
que eu ndo consegui solucionar.
Vou ter que investigar. Penso que
também era esse um dos objecti-
vos do seminario.

A grande maioria dos participantes

_mostrou-se também muito sensivel

a ideia que é necessario fazer uma
avaliagéo aprofundada das acgdes de
formagdo, o que passa, necessaria-
mente, por uma adequada definigéo
de objectivos de formacéo para os
formandos: :

A forma que foi encontrada visou
essencialmente aspectos teédricos
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da dificuldade de formulagdo de
objectivos e em termos do pro-
cesso de avaliagéo a partir da ana-
lise de questionarios preenchidos
pelos formadores acerca da sua
experiéncia de formacao.

Maior  consciencializacdo  de
algumas debilidades existentes
na minha pratica de formador
(nomeadamente na necessidade
de formular de forma mais precisa
os objectivos da formacédo e de
organizar melhor a avaliagdo).

Foi muito rica a actividade de pla-
neamento da avaliagdo para uma
dada formagéo. Neste momento
pude perceber a necessidade de
se ter objectivos bem definidos
e operacionalizaveis, facilitando
deste modo o planeamento da
avaliagdo.

A formagéo levantou questbes
pertinentes sobre a definicdo de
objectivos e a forma de avaliagao.

Tornou mais claras algumas
questbes, tomei consciéncia da
importancia de formalizar alguns
aspectos nomeadamente em
relagdo a avaliagdo das acgdes
e a definicdo dos objectivos das
ac¢des de formagéo.

Outro dos aspectos que se preten-
dia salientar neste seminério era a

relagéo da formagéo com a inovagéo
curricular. Em particular, era dada uma

especial importancia a relagcéo entre
a formacéo e as praticas lectivas

dos formandos, tendo em vista a sua
transformacéo no sentido das actuais
orientagbes curriculares. Este dltimo
aspecto néo foi muito visivel nas res-
postas dos participantes, embora haja
alguns que lhe fagam referéncia:

[O seminario levou-mel a reconhe-
cer a proximidade da relagéo que
cada formagao (acgao) tem com a
préatica pedagdgica.

A discusséo de experiéncias [...] |
contribuiré para a mudanca de pra-

ticas lectivas.

Outro aspecto apontado em algumas
sessobes foi o interesse do trabalho
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colaborativo entre formadores no pla-

neamento, realizacdo e avaliagéo da
formagéo. Na avaliagdo escrita final
este aspecto foi notado apenas por
um dos participantes:

O trabalho colaborativo e coopera-
tivo que esteve subjacente a este
seminario reforgou a importancia e

praticas e foram varios os que afirma-
ram que devia haver novos seminérios
deste tipo.

Ficamos, também, com a nogéo que
existe uma experiéncia rica dentro do
Centro de Formagéo da APM e que
esta experiéncia pode ser desenvol-
vida com o reforgo do trabalho de

deu a conhecer potencialidade de
uma formagéo cooperada, em que
acredito.

O alcance do trabalho colaborativo

na formagéo e a relagdo da formagéo
com as préaticas lectivas sao, certa-
mente, questdes gue serd necessario
aprofundar em futuros momentos de
trocas de experiéncias e de reflexdo.

Conclusoes

Dinamizar este seminario foi para nés
um grande desafio. Temos a nogéo
que ndo existe no nosso pais muita
tradigéo de reflexao sobre as prati-
cas de formacéo. Alguns formadores
podem achar que isso é desnecessa-
rio, constituindo apenas uma perda
de tempo. E, no entanto, devemos
perguntar se a formagao por nos rea-
lizada tem atingido os objectivos pre-
tendidos. Nao basta o formador achar
que tudo correu bem e os participan-
tes afirmarem que gostaram muito da
formagéo. Como dizem Loucks-Hor-
sley, Hewson, Love e Stiles (1998),
mais importante do que gostar da for-
magéao, é sair dela incomodado, com
coisas para pensar e com vontade de
experimentar outro modo de trabalho
na sala de aula. E isso, convenhamos,
nem sempre acontece.

A forma empenhada como os partici-
pantes neste seminario se envolveram
nas actividades e discussdes propos-
tas ultrapassou as nossas expectati-
vas. Para nds, confirmou-se o alcance
de uma formagao que parte da pratica,
isto &, que procura reconhecer na situ-
agao pratica vivida pelo formando os
problemas existentes e perspectivar a
sua resolugdo a luz da teoria (Smith,
2001). Ter partido de um questionario
previamente preenchido que retratou
uma actividade de formagéo desenvol-
vida pelo proprio, permitiu dar especial
significado as discussoes realizadas.
Os formadores reconheceram que
haviam muitas coisas para pensar e
muito campo para melhorar nas suas

equipa na organizagéo e na avaliagdo
da formacéo e na partilha de materiais
€ recursos.

As ideias propostas na dltima sesséo
podem constituir um ponto de partida
para a estratégia do Centro de Forma-
cdo da APM num futuro proximo. Mas
o mais importante deste seminario
tera sido o reforgo da ideia que, para
melhorar a nossa pratica, & necessé-
rio reflectir e investigar sobre ela (GTI,
2002). S6 dessa forma os formadores
poderao adequar cada vez mais as
acges que realizam ao grande objec-
tivo de contribuir para transformar a
prética profissional do professor tendo
em vista a aprendizagem da Matema-
tica por parte dos alunos.

Nota

Houve experiéncias anteriores nesta
modalidade de formacédo que nao terdo
corrido tdo bem como se esperava, mas
a falta de uma avaliagdo adequada nao
permite perceber bem quais as causas
dos problemas que eventualmente exis-
tiram.
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Cinco pontos, um problema e cinco resolugoes

Antdnio Bernardes, Cristina Loureiro, Eduardo Veloso, Florinda Costa,
José Paulo Viana, Maria Dedo e Rita Bastos

Depois de nos termos divertido (o Antdnio Bernardes, a Cristina Loureiro, a Florinda Costa, a Rita Bastos e eu) a
resolver um magnifico problema proposto pelo José Paulo Viana, vérias vezes conversamos sobre a hipétese de
transformar as diferentes resolugdes num artigo para a Educagdo e Mateméatica. No entanto, as circunstancias fize-
ram com que esse artigo fosse publicado sob a forma de um capitulo de um livro de homenagem a Paulo Abrantes,
na sequéncia de um amavel convite de Joaquim Giménez, dirigido a diversos autores portugueses. Como na altura
o titulo do livro dizia respeito a resolugéo de problemas, lembrei-me de pedir a colaboragio dos resolvedores desse
problema, incluindo Maria Dedd, e escrevemos assim o projectado texto. Com autorizagéo da editorial Grad, é aqui
reproduzido em portugués. O livro de que é extraido € o seguinte:

Actividad matematica en el aula. Homenaje a Paulo Abrantes
Coordenadores: Joaquim Giménez, Jodo Pedro da Ponte e Leonor Santos
Editorial Grad. Barcelona, Octubre 2004. Coleccién Biblioteca de Uno, nimero 209

No dia 13 de Setembro de 1999
recebi o seguinte e-mail:

Caro Eduardo

Deu-me um enorme gozo resolver
este problema. Se ndo o conhece-
res (do que duvido ...J julgo que
também o apreciards.

Séo dados cinco pontos A, B,
C, D e E. Estes pontos s&o os
pontos médios dos lados de um
pentagono PQRST desconhecido.
Reconstruir o pentagono.

Um grande abraco

Zé Paulo

José Paulo Viana é professor de
matematica e gosta naturalmente de
encontrar problemas novos, tanto
mais que é autor de uma coluna
semanal de problemas num jornal
diario portugués. Tem o bom hébito de
desafiar amigos seus que sabe serem
amantes de problemas, e foi o que
fez com este. Por um outro e-mail de
resposta da Cristina Loureiro para o
José Paulo, de 17 de Outubro, fiquei
a perceber que a Cristina e o Ant6nio

Bernardes ja o tinham resolvido ( "Eu
e o Antonio j& resolvemos o problema
do pentagono. Obrigado por nos pro-
pores desafios téo estimulantes ).
Pela mesma mensagem fiquei também
a saber que outro grupo o tinha resol-
vido (“Sei que a Rita e a Florinda
também ja resolveram "). Entretanto
eu proprio tinha encontrado uma
resolugéo do mesmo problema. Uns
tempos depois, veio a Portugal Maria
Dedo, professora de geometria na
Universidade de Mildo. Resolvi colo-
car-lhe também o problema, e surpre-
endeu-me com uma resposta imediata
que se resumia a duas ou trés frases
curtas.

Em conversas posteriores, comunica-
mos uns aos outros as nossas reso-
lugdes, percebemos que seguiam,
pelo menos aparentemente, caminhos
diferentes e pensamos na hipétese
de escrever um artigo. Mas fomos
adiando, pressionados por outros
afazeres. Agradecemos aos colegas
espanhdis a hipétese que nos dao
agora de escrever um texto sobre

Eduardo Veloso

essa histéria e sobretudo de o fazer
num livro de homenagem ao nosso
grande amigo Paulo Abrantes. Nada
mais apropriado! Paulo era um apai-
xonado resolvedor de problemas de
matematica. Foi um /eader e inspira-
dor para todos noés, em muita coisa

e também na resolugéo de proble-
mas. Escreveu um interessantissimo
livro, Viagem de Ida e Volta', em que
mostra como a mesma questdo mate-
matica lhe apareceu disfargada em
multiplas ocasides e problemas. Apre-
ciaria certamente este texto que lhe
dedicamos, em que diferentes estra-
tegias e matemdticas sdo empregues
para resolver o mesmo problema.

José Paulo Viana: o prazer de
experimentar e descobrir ...

Quando encontrei este problema,
pensei imediatamente em experi-
menta-lo no Cabri Geométre.

F

Os pontos dados 4, B, C, De E
séo os pontos médios dos lados do
pentagono.
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Se conhecessemos um s6 vértice
P do pentagono, o problema ficaria
resolvido. Isto porque:

® o vértice seguinte () € o simétrico
de Pem relacéo a A,

e o vértice R é o simétrico de () em
relacdo a B,

® o vértice S é o simétrico de R em
relacéo a C,

e o vértice T'é o simétrico de S em
relagdo a D.

No final, o simétrico de Tem relagéo a
E tem de ser P.

Resolvi, usando o Cabri, colocar os
pontos dados e escolher um ponto
qualquer P para primeiro vértice. Fiz
as diversas simetrias e é claro que,
no fim, o simétrico de T'em relacéo

a E nao foi P mas um outro ponto P’
(figura 1). Teria sido uma sorte imensa
ter acertado logo ...

Comecei a deslocar P. A figura
PQRST alterava-se e o que havia a
fazer era deslocar Paté que ' coinci-
disse com ele.

Estava encontrada a solucéo arfe-
sanal. Mas como encontrar a posicéo
exacta do primeiro vértice?

Tendo unido por um segmento os dois
pontos Pe P' (figura 2), verifiquei
que, ao deslocar P, esse segmento
se alterava mas mantinha sempre

um ponto fixo, o seu ponto médio M.
Pronto, era la que tinha de colocar o
vértice inicial P (figura 3).

Estava encontrada a solugéo.

A demonstracéo de que o vértice
inicial tem de ficar na posigéo M pare-
ceu-me pouco dificil de fazer mas,
confesso, depois ja néo tive paciéncia

pE

Figura 1.
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para avangar por ai. Pareceu-me tudo
tdo claro e evidente ... (eu sei, eu sei,
nao € uma atitude muito matematica
mas que querem? Sou assim.).

Forinda Costa e Rita Bastos: do
fim para o principio ...
Resolvemos o problema com a ajuda
do Skelehpad. Comecgamos por tentar
encontrar uma estratégia de resolugéo

que tivesse em conta o conhecimento
de que os pontos médios dos lados

' de qualquer quadrilatero séo sempre

os vértices de um paralelogramo.
Né&o conseguimos! Decidimos, entéo,
procurar descobrir relagbes entre

um qualquer pentagono com o que
se obtém tomando como vértices os
pontos médios dos seus lados, isto
é, seguir uma estratégia do fim para
o prineipio. Inicialmente, néo desco-
brimos nada que pudesse servir para
fazermos conjecturas que nos aproxi-
massem de uma resolugdo. Até que
construimos o pentagono estrelado
com vértices nos pontos medios do
original e ainda um outro pentagono,
neste caso convexo, cujos vértices
eram os pontos meédios dos lados

do pentagono estrelado. Este dltimo
parecia ter lados paralelos com o pri-
meiro! (figura 4).

Com o Sketchpad verificamos que
tinha e observamos que o pentagono
menor estava invertido relativamente
ao primeiro. Sem efectuarmos qual-
quer calculo pareceu-nos que os lados
do pentagono original deveriam ser o
quadruplo dos seus correspondentes
no pentagono invertido. De facto, aca-
bamos por verificar com o GSP que
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Figura 2. ;

os dois pentagonos sao homotéticos
de razéo —4.

A demonstragao que fizemos na altura
utilizou caleulo vectorial, mas che-
gamos posteriormente a concluséo
que basta duas aplicagbes sucessi-
vas do teorema de Tales (figura 5).

O segmento CD é paralelo a RT'e
mede metade do seu comprimento,

e o segmento TR’ é paralelo a CD

e mede metade do seu comprimento.
Como T'R’ tem sentido oposto a

RT, concluimos que a diagonal 'R’

é homotética de TR e a razdo é 4.

O mesmo acontece com 0s outros
pares de diagonais dos pentagonos
P'Q'R'S'T' e PQRST. Tendo em
atengdo que os pontos Ple P'), Qle
Q'), etc., pertencem a duas diagonais
homotéticas em cada pentagono, os
dois pentagonos sao homotéticos de
razéo —4.

Quanto ao centro da homotetia, aca-
bamos por conjecturar, ja na altura

em que escrevemos este texto, que
esse ponto & o centro de gravidade,
ou baricentro, comum aos dois
pentagonos homotéticos. Ainda néo
encontramos uma demonstracéo, mas
a experimentagéo que fizemos com o
GSP fez-nos adquirir a convicgéo de
que a conjectura é verdadeira.

Quando resolvemos o problema
através da homotetia, tentamos gene-
ralizar para poligonos com qualquer
ntmero de lados e concluimos que a
situagéo ndo é a mesma para todos.
Se o nimero de lados é um nimero
impar, existe uma solugéo, se excluir-
mos as situagdes de colinearidade.
Se o nimero de lados é par, s6 em
condigbes particulares havera uma
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Figura 4.

solugéo. Por exemplo, para um quadri-
latero seré necesséario que os pontos
dados sejam os vértices de um para-
lelogramo.

Embora na altura ndo nos tenhamos
preocupado com esse aspecto, pen-
samos agora, ao escrever este texto,
que a existéncia de solugdo pode
estar relacionada com a existéncia
do poligono estrelado definido pelos
pontos médios alternados —1°, 3°, 5°,
etc. De facto s6 existe esse poligono
estrelado quando o nimero de vérti-
ces e impar.

Em conclusdo, um algoritmo que nos

conduz a solugéo, de acordo com a
nossa resolucéo, sera (figura 4):

Sé&o dados cinco pontos A, B, C,

D e E e pretende-se determinar o
pentagono PQRST, sendo A o ponto
médio do lado PQ, B o ponto médio
do lado QR e assim sucessivamente.

Determinam-se os pontos médios
dos lados do pentagono estrelado

Figura 7.

Figura 5.

ACEBD, respectivamente 1", @',
8. PekR.

Sendo A’ e B’ os pontos médios de
P'Q" e de Q'R/, o ponto de intersec-
cdo dos segmentos AA’ e BB' da-
nos o centro de homotetia O.

Depois, é s6 determinar o pentagono
PQRST, homotético de P'Q'R'S'T",
relativamente ao centro O e & razéo
o1

Nota: embora as figuras 4 e 5 mos-
trem pentagonos ABCDE e PQRST
convexos (e de lados que néo se
intersectam), as consideragoes que
fazemos aplicam-se a quaisquer 5
pontos dados ABCDE (ver exemplo
na figura 6).

Anténio Bernardes e Cristina
Loureiro: dividir para conquis-
mr LE R

Como nédo estavamos a ver nenhum
processo que nos conduzisse a

Figura 8.

Figura 6.

solugéo, resolvemos construir no
Sketchpad dois pentagonos convexos
quaisquer tais que os vértices de um
deles fossem os pontos médios dos
lados do outro e comegamos a fazer
algumas experiéncias no sentido de
tentar descobrir relagbes entre os
dois poligonos. E a certa altura repa-
ramos que a solugéo podia ser encon-
trada usando um resultado bem nosso
conhecido.

Tragando por exemplo o segmento
PS, uma das diagonais do pentagono
PQRST, este fica dividido em dois
poligonos, o quadrilatero PQRS e o
trigngulo PST (figuras 7 e 8).

O triangulo PST é semelhante ao tri-
angulo EDT e o segmento PS é para-
lelo ao segmento ED.2

Se tragarmos uma recta paralela a BC
passando por A e uma outra paralela
a AB passando por ' obtemos o
paralelogramo ABCB' em que B’ é o
ponto médio da diagonal PS® (figura
9).

Figura 9.
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Figura 10. Figura 11(a). Figura 11(b).

Figura 14.
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Figura 11(c).

somados, subraidos, ete.). Em parti-
cular, se PQRST' é o pentagono cujos
lados tém por pontos médios A, B,
C, D e E (A ponto médio de PQ, e
assim sucessivamente), dado que

o ponto médio do segmento PQ)

— em termos de nimeros complexos
— quer dizer média (numérica) dos
nimeros complexos Pe Q. teremos
sucessivamente

A=(P+Q)2 B=(@Q+R)/2
C=(R+8)/2, D=(54+T)/2
e E=(T+P)/2

Mas como temos agora a nosso

favor a forga visual da geometria e o
poder operatério da algebra, a intuigdo
algébrica sugere-nos que, nestas 5
equagdes a 5 incagnitas, subtraindo

e somando alternadamente os pontos
A, B, C, D e E eliminamos 4 incogni-
tas e ficamos com o valor da quinta ...
na realidade, teremos

A-B+C-D+E=P/2+
+Q/2-Q/2-R/2+R/2+
+8/2-8/2-T/2% T/2 + P/2 =
=P/2+P/2=P.

Ou seja, efectuando uma certa suces-
séo de operacdes a partir dos pontos
(ou seja, dos nimeros complexos)
dados, asaber A - B+ C - D + E,
obtemos o nimero complexo P, isto
€, um vértice do pentagono pre-
tendido e, a partir deste, todos os
outros, como ja vimos nas resolugoes
anteriores. Naturalmente, fiz as opera-
¢cbes com auxilio do micromundo dos
complexos, obtendo assim P (figura
16), e depois utilizei meias-voltas com

iy

Figura 12.
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Figura 16.
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Figura 17.

centros nos pontos dados para obter
os outros vértices (figura 17). Esta
resolucéo também funciona para qual-
quer tipo de pentagono.

Maria Dedo: o poder das trans-
formacdes geométricas ...

Como disse na introdugéo deste
texto, quando coloquei o problema do
pentagono a Maria Dedo, de passa-
gem em Portugal, a resposta surpre-
endeu-me pela brevidade. Tenho pena
de néo a ter escrito na altura, mas foi
qualquer coisa do tipo:

“Bom, o produto das cinco meias
voltas em tormo dos pontos dados

Figura 18.
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ABCDE é uma meia-volta, e um
vértice P do pentagono procurado
é o ponto fixo dessa meia-volta, ou
seja o seu centro.”

Como os outros vértices se obtém
de modo ébvio a partir de um deles,
estava o problema resolvido com esta
frase ...

Como a frase nao estava escrita,
escrevi agora a Maria Dedo pedindo-
lhe que a escrevesse. Néo se lem-
brando ja do que teria dito ha cinco
anos, respondeu-me da seguinte
forma, (trata-se na verdade da mesma
resolugdo, na minha adaptagéo do seu
texto em inglés):

Figura 19. '

Se os pontos médios dados séo
A B, C, DeEesePéo vérti-
ce do pentadgono adjacente aos
lados contendo A e E, entiao P
é um ponto fixo para a isome-
tria obtida compondo a, b, ¢, d. e
(onde « é a rotacéo de 180° — ou
seja, como dizemos entre nos, a
meia-volta — em tomo de A, ...
e assim sucessivamente). Por-
tanto o que ha a fazer é encon-
trar esse ponto fixo. A meia-volta
a composta com b da uma trans-
lagdo (e podemos tragar o res-
pectivo vector). O mesmo aconte-
ce com as duas meias-voltas se-
guintes, c e d, ou seja, as primeiras
quatro meias-voltas resultam numa
translagao t. Portanto temos que
compor t com a meia-volta e. O re-
sultado é ainda uma meia-volta e
podemos obter o seu centro (que
sera o vértice P procurado) por in-
tersecgdo de duas rectas (ver ex-
plicagdo mais abaixo).

A razéo da surpresa de muitos de
nos perante esta resolugéo deriva

do facto de Maria Dedo estar aqui a
utilizar resultados relativos as trans-
formagoes geométricas que infeliz-
mente néo séo conhecidos de grande
parte dos professores portugueses,
apenas porque, inacreditavelmente,
tém estado ausentes da sua prética
— dado que as transformagées séo
apenas tocadas ao de leve no ensino
basico e completamente ignoradas no
ensino secundario — e também nédo




fazem sequer parte, em muitos casos,
da sua educagao matemética univer-
sitaria. Isto justifica também que nos
detenhamos um pouco na explicitagdo
da resolugéo de Maria Deds.

Suponhamos o problema resolvido
(figura 18), e sejam A, B, C, De E
os pontos dados e P¢é o vértice (do
pentagono a determinar PQRST)
adjacente aos lados contendo A e E.
A composicéo das meias-voltas a, b,
¢, d e e, por esta ordem (sto &, pri-
meiro a, depois b, e assim por diante)
transforma P em si proprio (P é trans-
formado em @, depois em R, depois
em S, depois em T e finalmente de
novo em P). Ou seja, Pé um ponto
fixo para a composicdo das 5 meias-
voltas.

A partir daqui, a resolugéo de Maria
Dedo consiste em (i) determinar a iso-
metria composicédo das cinco meias-
voltas e depois em (i) determinar P
como ponto fixo dessa isometria.

M Que tipo de isometria serd essa
composicdo? A composigéo de duas
meias-voltas & uma translagéo, e
portanto temos duas translagbes

(t;, composicéo de a com b e to,
composicédo de ¢ com d). Logo, a
composicdo das quatro meias-voltas,
a, b, ¢, d é a translagdo composta de
ty com t5. Note-se que o vector da
translacéo ¢; é paralelo a AB e o seu
madulo € igual ao dobro do compri-
mento do segmento AB e o vector
da translagéo ¢, ¢ paraleloa CD e o

L&

Figura 20.

seu modulo é igual ao dobro do com-
primento do segmento.CD. Foi essa
construgdo que fizemos no Sketchpad
(figura 19), em que partimos agora
dos cinco pontos A, B, C, D,E. Obte-
mos assim ¢y, {5 e a sua composigdo
t. Resta agora compor ¢ com a meia-
volta e. Sera ainda uma meia-volta,
como veremos na parte (ii).

(id A translag&o ¢ pode ser interpre-
tada como a composigdo de duas
reflexdes paralelas, com eixos de
direcgéo perpendicular ao vector

de translagéo e distando metade

do médulo do vector da translagéo.
Escolhemos como um dos eixos (r5) a
recta que passa por E e é perpendicu-
lar a ¢, daqui resulta que o outro eixo
€ a recta 4, paralela a r e deslocada
(de metade do médulo de #) no sen-
tido contrério ao de ¢ (figura 20).

Por sua vez, a meia-volta e pode ser
interpretada como a composigéo

de duas reflexdes em que os eixos

73 @ 74 passam pelo ponto E e sio
ortogonais. Escolhemos para r3 uma
recta coincidente com r, e dai resulta
que 74 sera a recta passando por E e
paralela a t. A composigéo de £ com e
€ entdo equivalente a composicéo de
quatro reflexdes, primeiro a reflexéio
de eixo 1y, depois a reflexio de eixo
o, depois a reflexé@o de eixo r3 e
finalmente a reflexdo de eixo ry.
Como r; e r3 séo coincidentes, a sua

composicéo e a identidade, e portanto
concluimos que a composicéo de #

com e é equivalente a composicéo
das duas reflexdes de eixos ry e 7.
Ora ry e r4 s@o ortogonais, e portanto
a composigao das duas reflexdes

€ uma meia-volta, e tem um ponto
fixo que é o seu centro, ou seja a
interseccdo de ry com r,. Esté encon-
trado o ponto P e a partir dai todo o
pentagono procurado.

Algumas observagoes

1. Sobre a utilizagdo de programas de
geometria dindmica

Em quatro destas cinco resolugbes

o recurso ao Cabri ou ao Sketchpad
foi importante. Naturalmente, como
tantos outros professores de mate-
matica e como seria desejavel que
acontecesse também com um nimero
crescente de alunos, quando confron-
tados com um problema de geometria
uma atitude ja habitual, em muitos de
nés, € partir para uma experimentagéo
num ambiente de geometria dina-
mica. Sinceramente, s6 uma atitude
primaria, provocada pela ignorancia
ou pelo preconceito, pode recusar
por principio este tipo de utilizagdo da
tecnologia na aprendizagem da mate-
matica, Néo é necessario estar aqui a
repetir o que esta demonstrado abun-
dantemente em investigacoes e escri-
tos recentes, e que é exemplificado
tambeém neste texto. Remetemos
apenas para uma tradugéo recente em
portugués de um repositério notavel
de experiéncias com software de
geometria dinamica*. Aquela atitude
primaria, infelizmente ainda presente
em muitos matematicos das nossas
universidades que preparam futuros
professores, tem tido consequéncias
graves no que diz respeito a introdu-
géo dos computadores no ensino da
matematica.

2. Um ensaio de caracterizagdo e
possivel agrupamento das diferentes
resolugoes

E muito interessante comparar as
resolugbes propostas por José Paulo
Viana (JPV) e por Maria Dedd (MD).
Existem evidentes relagées entre as
duas. A meia-volta descoberta expe-
rimentalmente por JPV néo é mais
do que o resultado da composigdo
das cinco meias-voltas, em torno dos
cinco pontos dados, prevista teorica-
mente por MD. E a conclusio, 6bvia
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— com razédo — para JPV, de que o
ponto médio do segmento PP’ seria
a solugéo (na determinagédo de um
vértice do pentagono pedido) corres-
ponde a afirmagéo de que o vértice P
a encontrar seria um (mais tarde se
veria que era o) ponto fixo da isome-
tria resultante dessa composigédo. No
fundo, estamos a ver aqui em jogo
duas intuigbes, a intuigdo geométrica
resultante da visualizagéo e da expe-
rimentacgao frequentes num contexto
de geometria dindamica — no caso de
JPV — e a intuigdo de quem tem uma
experiéncia prolongada no estudo
das isometrias e da algebra das suas
composigdes, ou seja a intuigéo (do
que & habitual acontecer) no dominio
especifico das transformacées geo-
métricas — no caso de MD. Podemos
dizer que as duas resolugbes mos-
tram um caminho didactico no ensino
das transformacgdes geométricas

— o nivel de conhecimento estrutural
revelado pela resolugéo de MD exige
a passagem anterior por experiéncias
e aquisigdo de intuictes do tipo reve-
lado pela resolugéo de JPV.

Também, num certo sentido, é possi-
vel associar as resolugdes de Florinda
Costa e de Rita Bastos (F+R) e de
Antoénio Bemardes e Cristina Loureiro
(A+C). Em ambas € possivel encon-
trar uma estratégia velha de séculos,
senéo de milénios, na resolucao de
problemas de geometria: supor o pro-
blema resolvido e procurar relagées
entre os varios objectos geométricos,
esperando-se que dai resultem indi-
cagoes para a resolugao do problema
posto. Essa estratégia resultou em
ambos os casos, e é evidente como a
utilizagéo inteligente de um programa
de geometria dindmica contribuiu para
isso. No entanto, os caminhos e as
resolucdes sdo diferentes, e é peda-
gagico ver em qué. F+R procuraram,
e encontraram, um padréo na pas-
sagem de um pentagono para outro
pentagono (no caso estrelado) em
que os vértices sdo os pontos medios
dos lados de primeiro. A matematica
como ciéncia dos padrdes ... Por seu
lado, a dissecgao do pentagono num

trifngulo e num quadrilatero, feita por

A+C, pode sugerir que, conscien-
temente ou n&o, recorreram a uma

Educagio e Matematica n® 79 * Setembro¥ Outubro de 2004

ideia cara a Polya ( “conheces algum
problema relacionado-.com este?”)

e se lembraram do paralelogramo
que resulta sempre da consideracéo
dos pontos médios dos lados de um
quadrilatero qualquer. Dividiram o
pentdgono para o conquistar ...

No que diz respeito a resolucéo que
utiliza a aritmética dos niimeros com-
plexos, ela parece afastar-se, por essa
razéo, das outras. No entanto, essa
distingao é mais aparente do que real,
como se poderia esperar numa ciéncia
como a matemética, com uma unidade
tdo profunda. Em particular, a tradu-
¢éo em termos de operagdes com
niimeros complexos das isometrias do
plano euclidiano é extraordinariamente
simples. Por exemplo, se pensarmos
na isometria meia-volta, de centro na
origem O, a sua tradugéo, em termos
de nimeros complexos, é o produto
por —1! Isto é, se z € um nimero com-
plexo, o transformado de z pela meia-
volta de centro na origem & simples-
mente —z. Se o centro ndo € a origem
mas um ponto qualquer U, o trans-
formado obtém-se com uma espécie
de sanduiche de transformagoes
(primeiro deslocamos z para perto

da origem por meio da translagéo

UO, depois multiplicamos por -1, e
depois desfazemos a deslocagéo ini-
cial por meio da translagdo OUD. Isto
¢, embora ndo tenha feito ainda esse
trabalho, & minha profunda convic-
¢éo que a aritmética dos complexos
que resolveu o problema poderia ser
inteiramente traduzida em termos de
meias-voltas e translagdes, a maneira
de JPV e de MD.

Ja depois de ter escrito estas linhas,
recebi de MD uma mensagem em que
comentava que a solugéo pelos com-
plexos é no fundo a mesma que a sua,
dado que a tradugdo em operagdes
com complexos da meia-volta em
torno do (afixo do) complexo A néo

€ mais do que z —> 24 — z e portanto
a composigéo das 5 meias-voltas se
traduz por

z—>2A-2B+2C-2D +2E-z.
Ora o ponto fixo desta composigéo
é A- B+ C- D + E, precisamente
a expresséo utilizada por mim para
resolver o problema.

3. Possiveis extensées

Como é referido por F+R, e também
por MD na mensagem que me
enviou, o facto de ser um pentagono
(sobretudo de ser um poligono com
um ndmero impar de vértices) tem
influéncia decisiva no facto de poder-
mos encontrar sempre uma solugéo.
Acrescenta MD, numa mensagem
mais recente, que na solugéo F+R a
condigdo para existéncia de solugéo é
o facto de existir o pentagono estre-
lado intermédio, e isso depende do
facto de se tratar de um nimero impar
de lados no poligono pedido. Ora
isso também relaciona a solugdo F+R
com a de MD, dado que os lados do
pentagono estrelado néo sdo mais do
que os vectores das translagdes que
resultam das composigbes das meias-
voltas. O leitor que ficou apanhado
por este problema podera investigar o
que aconteceria as resolugoes descri-
tas aqui no caso do poligono néo ser
um pentagono.

Notas

1 Abrantes, Paulo. Viagem de ida e Volta.
Lisboa: Associagdo de Professores de
Matematica, 1987.

2  Osdois trigngulos tém um angulo comum
e os lados que o formam proporcionais
ja gque E e D sao, respectivamente, os
pontos médios dos segmentos PI'e T5.

3 Os pontos médios de um quadrilatero
qualguer definem um paralelogramo.

4 APM. Geometria Dindmica. Seleccéo de
textos do livio Geometry Tumed On, ed.
James R. King e Doris Schattschneider,
MAA. Lisboa: APM, 2003.
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José Paulo Viana

O problema deste nimero

Pedras através do aro

Quatro mitidos inventaram um jogo. Penduraram um velho aro metélico bem alto num ramo de arvore. Todos tém
igual nimero de pedras e véo atiré-las uma a uma, tentando fazé-las passar através do aro. O sistema de pontuagéo
€ o seguinte:

* Se a pedra passar pelo interior do aro sem lhe tocar: 2 pontos.

* Se passar pelo interior mas tocar no aro: 1 ponto.

* Se néo passar pelo interior do aro mas lhe tocar: 0 pontos.

* Se passar por fora do aro sem |he tocar: desconta 1 ponto.

Feito o jogo, a classificacéo final foi a seguinte: 1° Daniel; 2° Joana;.3° Francisco; 4° Catarina

Reparei que, se o que contasse fosse apenas a pedra atravessar o aro sem lhe tocar, ndo marcando nem descontan-
do nada nos outros casos, a classificagdo teria.sido precisamente a inversa. E mais: isto seria impossivel de aconte-
cer se eles tivessem menos pedras. No total, 12 pedras bateram no aro. Que pontuagéo tiveram os quatro amigos e

como foram os langamentos de cada um?

(Respostas até 31 de Dezembro) |

As cartas mal distribuidas

O problema proposto no nimero 77 de Educagéo e
Matemética foi adaptado de um, muito mais simples, publi-
cado no nimero de Abril de 2003 da revista Mathematics
Teacher. Era o seguinte:

O Augusto pegou num baralho de 52 cartas. Entregou

um montinho delas a Berta, outro & Cristina, mais um ao
Domingos, ficou com algumas para ele e deixou as restan-
tes em cima da mesa.

— Néo temos todos o mesmo numero de cartas — re-
clamou a Berta.

— Néo faz mal — retorquiu o Domingos. — Se o
Augusto dividir igualmente metade das suas cartas en-
tre a Berta e a Cristina, depois a Berta fizer o mesmo
com a Cristina e o Augusto e, finalmente, também a
Cristina dividir igualmente metade das suas cartas entre
o Augusto e a Berta, todos ficaremos com o mesmo
numero de cartas.

Quantas cartas tinha cada um inicialmente e quantas esta-
vam em cima da mesa?

Chegaram-nos seis respostas: Alberto Canelas (Queluz),
Domingos Rijo (Castelo Branco), Edgar Martins, Eduardo
Cunha, lola Mara Ribeiro (Estarreja) e-Luisa Andrade
(Angra do Heroismo).

O método seguido por quase todos foi o mesmo: repre-
sentar o nimero de cartas que cada um recebeu no inicio
por respectivamente A, B, C'e D, e depois ir determinan-
do, para cada fase do problema, a expresséo que dava o
numero de cartas que cada um tinha na mao. No final, o
nimero de cartas de cada um seria:

41A + 20B + 16C 134 + 368 + 16C
.64 Berta: 64

Augusto:

5A+ 4B + 16C

Cristina:
ristina 39

Domingos: D

Estes quatro valores s&o todos iguais, pelo que obtemos
um sistema de 3 equagdes a quatro incognitas, com a res-
tricdiodeser A+ B+ C+ D < 52

Resolvendo-se o sistema de modo a obter trés das incog-
nitas em fungéo de uma delas e fazendo algumas tentati-
vas, rapidamente se chegava a solucéo.

No entanto, a lola e o Alberto (este, numa segunda abor-
dagem), usam o processo, muito mais simples e menos
trabalhoso, de partir do fim para o principio. Veja-se como
eles fizeram.

Seja N o nimero de cartas com que todos ficam no fim.
Como o baralho tem 52 cartas, tera de ser:
4N <52 ouN <13

Fagamos agora uma tabela com a evolugéo, a partir do fim,
do nimero de cartas de cada um.

N° cartas: | Augusto Berta Cristina | Domingos
3% troca N N N N
N N
2 = = N N
troca 5 2 2
N TN
£ — N — N
1% troca 1 ) 1
i3 N TN 13N -
C —
nicio TR 3 3 I

Como, na dltima linha, todas as expressées tém de dar
numeros inteiros, N tem obrigatoriamente de ser multiplo
de 8. Como vimos que N < 13, a unica hipotese é ser
N=8. -

Concluséo: o Augusto recebeu 4 cartas, a Berta 7, a
pﬁstina 13 e o Domingos 8.

Em cima da mesa ficaram as restantes cartas: 20.
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APM

Publicacoes

Geometria Dinamica

Selec¢do de textos Geometria Dinamica

do lLivro Geometry Turned O0On!

149 PP - A’PM, 2003 seleccao de textos do livro

Geometry Turned On!

S6cio: €8,00 i
PVP: €16,GD James R. King

Doris Schattschn

Este livro contém a tradugdo de 13 textos incluidos no livro
Geometry Turned On, publicado em 1997 pela Mathematical
Association of America (MAA). A maior parte dos textos
da edicio americana sdo extensbes de comunicagoes
apresentadas num encontro anual do MAA, no ambito de uma
sessao especial dedicada a geometria dindmica.

A publicacao desta colectdnea em portugués € uma iniciativa
do Grupo de Trabalho de Geometria (GTG) da APM e tem por
objectivo tornar mais acessivel aos professores de Matematica
em Portugal um excelente conjunto de relatos e analises sobre

a utilizacdo do software de geometria dindmica nos ensinos Associacao de Professores de Matematica
basico, secundario e superior.

Para mim a Matematica é

144 pp. APM e ESE Braganga, 2003
Socio: €6,00
PVP: €12,00

Esta edicao apresenta uma colectanea de textos sobre a matematica
na escola recolhidos ao longo dos anos de 2000 e 2001. Os autores
dos textos sdo pessoas do distrito de Braganga, incluindo alunos,
educadores e professores, das mais diversas idades, percursos
escolares, tipos de escolas e dreas disciplinares (linguas, ciéncias
sociais, ciéncias da natureza, educacdo fisica, educacdo musical
e plastica), que se exprimem em prosa, poesia, ilustracdo e
fotografia. i

A edicdo deste livro é um contributo para que se tenha uma melhor
visdo social da matematica e resulta da parceria entre a APM
(através do seu Nucleo Regional de Braganga) e da Escola Superior
de Educacao de Braganca. f



Nos dias 14 e 15 de Julho de 2005
vai realizarse na Faculdade de Cién-
cias da Universidade de Lishoa o
encontro internacional Educacdo
Matematica: caminhos e encruzi-
lhadas, em homenagem a Paulo
Abrantes. O primeiro antincio deste
encontro ja comegou a ser divulgado
e & possivel ir sabendo todas as infor-
magdes sobre ele a partir da consulta
do site www.apm.pt/emce_pa. Este
encontro, que conta com o apoio da
Associagao de Professores de Mate-
matica (APM), tem como principal
objectivo analisar a situagéo presente
na Educagéo Matematica e discutir
perspectivas actuais nesse dominio,
adoptando como temas dessa analise
e discussao as principais linhas de
ofientagdo do trabalho desenvolvido
por Paulo Abrantes como investi-
gador, como lider no movimento de
renovacgdo do ensino da Matematica
em Portugal e como iniciador de um
projecto nacional de desenvolvimento
curricular envolvendo professores e
escolas

Os temas a discutir durante o encon-
tro serdo quatro: desenvolvimento
curricular, formagéo de professores,
avaliacao e experiéncias de aprendi-
zagem. Neste nimero da Educacéo e
Matemética publicamos o texto que a
Comisséo Cientifica do encontro pre-
parou sobre eles.

: Educagao Matemdtica:
caminhos e encruzilhadas

Os temas do Encontro Internacional em homenagem a

Desenvolvimento curricular

Hoje em dia é possivel identificar um
conjunto de finalidades que resumem
as tendéncias curriculares que se
foram precisando nos ultiimos anos
— camo, por exemplo, promover uma
educacdo matematica para todos os
alunos, dar énfase a actividade mate-
matica, aos processos matematicos,
as aplicagtes da Matemética. No
entanto, & reconhecida a dificuldade
na definigéo dos caminhos que as
permitam alcancar, sendo cada vez
maior a consciéncia de que nfo basta
um bom curriculo oficial — o processo
de desenvolvimento curricular é com-
plexo e envolve muitos actores, em
especial, os professores, principais
responsaveis pelo curriculo em accéo,
nas escolas, junto dos alunos. Como
conseguir deixar para tras uma légica
de listagem de tépicos matematicos
e entender o curriculo como um con-
junto integrado e coerente de objecti-
vos, contetidos, métodos e avaliago?
Que margens de flexibilidade deve

o curriculo prever? Como evoluir da
I6gica do professor como transmissor
de contelidos para uma atitude de
desenvolvedor curricular, que exige
tomada de decisGes e resolugéo de
problemas?

Paulo Abrantes

A formagao de professores

A formagao de professores é reco-
nhecidamente um dominio central

na Educacéo Matemética, lugar de
discusséo e controvérsia, quer ao
nivel das perspectivas e politicas de
formagéo, quer ao nivel dos modelos
e das praticas. Quais os principais
problemas ou questdes que hoje se
colocam na formacao de professores,
seja ao nivel da formagéo inicial, seja
ao nivel da formagéo continua? Que
especificidade deve ter a formagéo
em Matematica nos cursos destina-
dos a futuros professores? Que expe-
riéncia e conhecimento matematicos
devem estes cursos proporcionar?
Justifica-se diferenciar essa formagao
consoante o nivel de ensino a que se
destinam os professores? Que lugar
e que papel tem a pratica pedagégica
na formacéo inicial de professores?
Quais as principais dificuldades que
levanta a integragao desta compo-
nente neste nivel de formagéo? Que
modalidades de formacgao se tém
revelado particularmente conseguidas
nesta integragéo? Como percepcio-
nam os professores em servigo a sua
formag&o ao longo da carreira e que
necessidades e interesses prioritarios
manifestam? Tém sido identificadas ‘
particularidades relevantes a este
nivel nos professores nos primeiros
anos de exercicio profissional? Qual
o papel da escola e das instituicoes
de ensino superior neste dominio e,
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de um modo mais geral, na forma-
gdo continua dos professores? Que
estratégias e experiéncias se tém
revelado particularmente adequadas a
este nivel de formagao? Na formagéo
dos professores e, nomeadamente,
no seu desenvolvimento profissional,
como equacionar a formagao ao nivel
da pés-graduacéo e que papel lhe
pode ser atribuido?

A avaliacdo

A avaliacdo das aprendizagens em
Matemética tem vindo nas Gltimas
décadas a constituir uma érea de
particular atencéo de forma a acom-
panhar as restantes tendéncias e
orientagdes curriculares. De uma
perspectiva essencialmente selectiva
e certificativa, procura-se orientar a
avaliacé@o para a regulacdo das apren-
dizagens e do ensino. De um enten-
dimento de avaliagdo como medida,
ela é hoje essencialmente encarada
como um acto de comunicagéo social.
Como pressupostos orientadores dos
processos avaliativos podemos, entre
outros, destacar a intencionalidade
das praticas de acompanhamento

e compreensao do trabalho que se
desenvolve no dia a dia da sala de
aula de Matematica, o papel central
do aluno enquanto principal agente
regulador das suas aprendizagens e
da auto-correcgéo dos seus erros,

e o recurso a instrumentos diversifi-
cados de avaliagéo. Se é certo que
inovar em educacéo é, no geral, um
processo exigente e complexo, certa-
mente que no que respeita a avaliagéo
as dificuldades se redobram dada a
visibilidade social de que a avaliacéo
sempre se reveste. Como mudar as

praticas avaliativas sem enfrentar a

resisténcia da sociedade em geral
e dos pais, em particular? Como ter
uma viséo critica face a crenga cega

da objectividade? Como conciliar.

processos de avaliagdo formativa e
sumativa? Que instrumentos usar e
como os usar de acordo com aquilo
que se pretende em cada momento?
Em que medida as actuais orientacoes,
curriculares estéo a ser levadas a
prética? Quais as principais dificulda-
des com que se defrontam os pro-
fessores? Que nos diz a investigagéo
recente em diversos paises sobre a
realidade nas escolas? Que atengéo
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tem sido dada a avaliacéo na forma-
cao inicial de professores?

Experiéncias matemdticas
® Resolucéo de problemas

O trabalho de George Polya transfor-
mou a resolugéo de problemas num
conceito fundamental da Educagéo
Matematica. Desde os anos 80 é
também um conceito chave do curri-
culo de Matematica, que continua a
merecer o interesse de muitos pro-
fessores e educadores matematicos.
Que diz a investigagéo recente sobre
os processos cognitivos dos alunos
nesta actividade? Que factores podem
favorecer ou dificultar o desempenho
dos alunos na resolugao de proble-
mas? Que estratégias bem sucedidas
tém sido identificadas para os pro-
fessores integrarem a resolugéo de
problemas na sua pratica lectiva? Que
novas perspectivas tém sido avanga-
das para a integracéo da resolugéo de
problemas no curriculo?

» Exploragdes e investigagbes mate-
maticas

No livro A Renovagado do Curriculo
de Matematica, da APM, fala-se
profusamente nas exploracées e
investigagées matematicas. Trata-se
de tarefas problematicas, de natureza
aberta, que se apresentam com gran-
des potencialidades para servir de
base a situagbes de aprendizagem.
Em que medida este tipo de trabalho
é valorizado no curriculo dos diversos
paises? De que modo ele tende a ser
visto pelos professores dos diferentes
niveis de ensino? Que dificuldades
tém sido registadas para a sua divul-
gacédo? Em que medidas as poten-
cialidades apontadas a estas tarefas
se tém vindo a confirmar na pratica
pedagogica? Existem diferencas signi-
ficativas de nivel de ensino para nivel
de ensino? Como se pode perspec-
tivar a sua integragao curricular? Que
experiéncias existem neste campo na
formagéo inicial de professores?

e Trabalho de projecto

Ha pelo menos duas boas ordens de
razbes para a realizagéo de projectos
exclusivamente matematicos ou com
uma grande componente matematica.
Sao os contributos Unicos que os
projectos d@o & matemaética escolar,

uma componente de interpretagéo e
leitura do mundo que sé a matematica
permite. E a metodologia de caracter
investigativo que permite compreen-
der como se aprende numa perspec-
tiva de desenvolvimento. A realizagéo
de projectos parece ser assim uma
das experiéncias de aprendizagem
indispenséaveis, mas € também umas
das menos conhecidas. Que experi-
éncias existem e o que poderemos
aprender com elas? Como pode ser
encarada a realizagéo de projectos
nos diversos niveis de ensina? Que
implicagbes tem no curriculo e na
maneira de organizar o curriculo?
Como é que os professores os enca-
ram? Que tipo de dificuldades lhes
traz? Que necessidades acarretam?
Como € que a tecnologia potencializa
a realizacéo de projectos? Que papel
deveréo ter os projectos na formagéo
inicial de professores? Como é que a
investigagao tem trabalhado sobre a
realizacdo de projectos?

e A Matemética e a realidade

A relacdo da matematica com a
realidade constitui uma importante
orientag&o curricular que tem vindo a
ganhar cada vez mais destaque nos
curriculos de matematica, nomeada-
mente no que diz respeito ao desen-
volvimento da modelagdo matematica.
Representa uma grande oportunidade
de tornar a Matematica significativa
para os alunos, contribuindo simul-
taneamente para o desenvolvimento
de uma atitude mais informada e
critica sobre o mundo que os rodeia.
No entanto, a concretizacdo desta
ideia na sala de aula tem as suas difi-
culdades. Como escolher situagbes
reais adequadas para explorar com
os alunos? Que grau de realismo é
desejavel e possivel preservar? Como
pode a relagdo matematica-realidade
ser desenvolvida nos diferentes niveis
de ensino? Quais as potencialidades
dos diversos tipos de tarefas (pro-
blemas, investigagdes, projectos) no
desenvolvimento desta actividade?
Que lugar para a interdisciplinaridade?
Quais os contributos dos recursos
tecnologicos actualmente ao dispor?
Que dificuldades enfrentam os profes-
sores?

.




Actualidades

Uma estreia atribulada

Sempre que fazemos esta secg@o, nds ou quaisquer outros
colegas da redacgéo da Revista, comegamos pelo mesmo:
olhar para as noticias da imprensa e escolher uma sobre um
assunto que nos pareca relevante e, claro, actual. Ha altu-
ras em que hé véries assuntos e alguma indeciséo na es-
colha, h4 outras de algum vazio em que & preciso procurar
bastante... Mas este momento é diferente. Hoje, dia 1 de
Setembro, o assunto é Sbvio e as noticias sobre ele estéo
em toda a imprensa: o concurso de colocagdo de professo-
res. Na verdade, o assunto até néo é novo, “praticamente
desde o inicio do ano que n&o houve um més em que o
novo concurso de professores néo tenha sido noticia”.

Os problemas comegaram logo com o aviso da abertura do
concurso que sofreu um atraso de um més sobre a data
estipulada pelo Ministério da Educag&o. Sabendo que o
concurso estaria sujeito a novas regras e se iria processar
noutros moldes, a ansiedade natural de muitos professores
inevitavelmente fez-se sentir. As suspeitas sobre a fiabili-
dade do novo sistema expressas na fraca adeséo dos pro-
fessores a candidatura electrénica revelaram-se plausiveis
aquando da publicagdo da lista em que as falhas foram para
além dos limites do razoavel, tal como admitiu o Secretario
de Estado da Administragdo Educativa. Numa segunda
tentativa, mantém-se erros inaceitaveis que geram 30 mil
reclamagées, correspondendo a cerca de 1/3 dos candida-
tos. Os dirigentes assumem a responsabilidade politica das
falhas e *prometem assumir as consequéncias que vierem
a ser apuradas pelo inquérito” externo entretanto solicita-
do. Mas que dirigentes? Os responséveis de entéo ja estéo
afastados. Que responsabilidade cai sobre os actuais?
Afinal sobre quem véo recair os danos deste processo mal
conduzido?

Consequéncias existirdo certamente, mesmo que se acele-
re o processo ao maximo, mesmo que s6 se admitam can-
didaturas pela intemet e n&o se aceitem reclamagdes, mes-
mo que as aulas se iniciem dentro dos prazos estipulados.
Temos de ter consciéncia que estamos a falar de um univer-
so de 109595 candidatos a professores, que correspondem
aproximadamente a 2/3 dos professores efectivamente em
fungdes no nosso sistema de ensino. Além das vidas pes-
soais de muitos professores que ficaram irremediavelmente
afectadas, néo se pode pensar que o trabalho nas escolas
se inicia maquinalmente com a chegada dos professores.
Ha uma integragéo a fazer, trabalho a preparar, uma cultura
de escola a reconstruir. Que espaco estamos a atribuir as
preocupacoes que consideramos fundamentans no sistema
de ensino?

Helena Amaral
Lina Brunheira

ESTREIA DO NOVO REGIME

DE CONCURSOS

COM ATRASOS

E MUITA POLEMICA

Praticamente desde o inicio do ano que nSo houve um més em que o
mmummmmmnmmmw

$iv0s, 8rros nas fistas

quanto &

da lei, chamadas da equipa mini:

i ao P emmn

tim mercado a estreia das noves regras. Todos os sindicatos deram o

seu acordo ao nova diploma, mas

mas a operacionalizagio tem-se revelado

problemitica. mmmmmhnnmmmuu

Yaaal aci "

27 de Feveraire Com um més de
atraso face ao previsto na lei, &

publicado em “Dikrio da Repibli- | definitivas

apenas dez por cento fazem-no
através da Intemet.

piiblico — o que obriga a um inves-
timento de 600 mil euros.

uuamc-muum
il

fidveis” e resiga que %2 por cento
das £ gl

munﬂdmn.hlnmdus
trein da

Aummummzmm

apenas dez por cento fazem-no
através da Internat.

3 de Maio 0 Ministério da Edu-
cagio (ME) divulga as primeiras
listas provisdrias de ordenagiio
lucluﬂmmhmudnﬂia ot

15 2 21 de Junho Mais de 30 mil
candidatos miqm das listas

dequnuhtnlﬂlnpm!uw

ou 5eja, quase
mr;odomwepmfmnmq't‘m

emradas.
todos os candidatos dmAwu
eda Illdun mpn:dlnmw
mal_pontados udae faltas

Governo mantem que o inicio do
ano lectivo se faré tempo e horas, jie |
ou seja entre os dias 16 e 17 de

Setembro. o 21

b dis

0 secretario- de Estadu
da Administragdo Educativa, Abi- f¢scssioD
lio Morgado, diz que as falhas véio }iem assumir sz
“para além dos limites do razoé- |,
vel”, assume a responsabilidade =
politica e anuncia a realizagéo de Jdo ME iy |
uma auditoria externa aos ser- fudioriasopro-

vigos.
L

:I:f_l_nm:iun que, sinda r‘:
iria divuigar uma nova

Gde Maie Um “caos”, apontam o
sindicatos. Para além dos erros
nas listas pﬂwlldﬂli o5 verbe-

Direcgio-Geral dos Recursos

ﬂnalﬁmmuamo
Bovemo mantem que o inicie do
ano lectivo se fard tempo e horas,
ou seja entre os dias 16 e 17 de

tes - uma espécia de recibo que
confirma sd0 emi

ﬁdmm'ﬂmm

Setombro, s sindicatos garantem

R

\gosto Os professores que viram 8

N‘nnuim consegue mi:uls
tuaglo,

tificados pelo ME, mesmo depois de
expirados 0s prazos previsto na lel.

recomer

terpiem
obrigando o ME a admitir os candi-
datos que tinham sido excluides.

' 20 do Agesto Sio publicadas em

Didrio da Repiblica alteragbes
transitirias aos concursos para
tomar o processo mais célere.
Acabam-se com as dilagBes de
mpsmnmmm

caglio divulga as fistas definitivas
de | do de

riodo de reclamagBes e cbriga-se &
candidatura pels Intemet.

31 de Agosto O Ministério da Edu-

qualquer ||t‘n'l|_hmp!o'.

In Pablico, 1 de Setembro de 2004.
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As apostas no Euro 2004

José Paulo Viana

nga matematica do jogo tem de
0. Assim, se uma pessoa jogar mi
vezes, no final o que ganhou é igu
ao gue pagou.

Se essa média ou esperanca
matica for positiva, o jogo é v
(mas ndo ha jogos desses .
média for negativa, o jogo
joso (todos séo ...). No a

os casinos, saido na Eag
Matematica n® 77, vin

ranga matematica

—-0,027. Ou se




néo conhego jogo mais desonesto
que o Totoloto. E por isso que me
sinto obrigado a usar as aspas quando
escrevo o nome da entidade que o
organiza, a “Santa" Casa da Miseri-
cordia ...

A propésito deste jogo, Monique
Lloyd tem uma frase que acho deli-
ciosa:

O Totobola é um imposto sobre
quem nédo sabe Matemaética,

O sistema inglés *

Neste sistema, ao contrario das
apostas mutuas, a aposta de cada
jogador é feita contra a casa organi-
zadora. Assim, o eventual prémio nao
depende da forma como os outros
jogadores apostarem.

Vejamos, com um exemplo, como
isto funciona. Quando eu abri as
apostas entre os meus amigos, a
cotacéo da Grécia era de 1/40. Quer
isto dizer que, quem apostou nesse
dia na Grécia, recebeu no final uma
quantia 40 vezes maior. Ou seja, no
momento da aposta o jogador j& sabe
quanto recebera se acertar, indepen-
dentemente da forma como os outros
apostadores jogarem: apostando 5€
tera direito a 200€ em caso de vitéria
(e foi o que aconteceu com um dos
meus amigos ...).

Claro que as cotagbes vao evoluindo
com o decorrer do tempo. Por exem-
plo, a da Grécia foi sendo sucessiva-
mente 1/40, 1/30, 1/20, 1/15, 1/10,
1/12 e 1/4. Claro que, quando alguém
aposta, a cotagéo valida € a desse
momento. Por exemplo, quem apos-
tou quando estava a 1/10 recebeu

10 vezes o valor da aposta, embora
quem apostou no inicio recebesse 40
vezes e quem apostou a seguir rece-
besse 12 vezes (quando estava a 1/4
ninguém apostou na Grécia ...).

Que os ingleses gostam de apostar

e que as apostas fazem parte da
cultura inglesa ja eu sabia. Mas néo
deixei de me surpreender quando, em
Marco passado, depois de organizar
as minhas cotagées para o Euro 2004,
resolvi ir & pagina da Internet da Lad-
brokes, uma famosa casa de apostas
inglesas. Na pagina de abertura ha
logo umas dez opgdes diferentes

de tipos de acontecimentos. Escolhi

desporto e, depois, perante mais uma
dezena de possibilidades, fui para o
futebol.

Era uma segunda feira, ja se tinham
realizado quase todos os jogos das
principais ligas europeias de futebol.
E qual era o primeiro jogo que apare-
cia para se apostar? Nem mais nem
menos que o Academica—Porto! Fiquei
de boca aberta. Que em Inglaterra
soubessem quem & o F.C. Porto nao
me admirou (até iria ser Campeéo
Europeu dois meses depois) mas que
conhecessem a Académica, isso é
que me deixou perplexo ...! E, mais
ainda, que houvesse quem estivesse
disposto a apostar em tal jogo!

Além disso, era possivel apostar, ndo
s6 em quem ganhava ou se empata-
vam, mas também no resultado final
em golos, se havia algum golo nos 3
primeiros minutos de jogo, em quem
marcava o primeiro golo, em quem
marcava o Ultimo, em qual era o resul-
tado ao intervalo e no fim, e sei la que
mais.

Andlise matemadtica

Vamos alids aproveitar o jogo Acadé-
mica—Porto para, com as cotagbes da
Ladbrokes, fazer um estudo de como
isto funciona do ponto de vista mate-
matico.

Nesse dia, as cotagdes eram:

e \/itoria da Académica: 1/8
® Empate: 1/4
® \itéria do Porto: 3/4®

Recapitulando, quem apostasse 1€
na Académica, receberia 8€ em caso
de vitéria dessa equipa (e teria um
lucro de 7€). Quem apostasse 3€ no
Porto, receberia 4€ (tendo um lucro
de apenas 1€ — acreditava-se muito
na vitéria do Porto e com razdo ...).

Repare-se que, como é natural,
quanto menos provavel é o aconte-
cimento maior € o lucro caso ele se
verifique.

A primeira pergunta que se poe é:
como aparecem estes nimeros?

Néo é facil responder. Para o tentar,
fagamos o seguinte.

Comecemos por somar as trés cota-
cOes:

| L

L3809
8

W= =

-+

ol =

Obtemos um nimero maior do que 1
(veremos adiante porqué).

Vamos dividir cada cotagao por este
ndmero:

| e N |

démica: — = —
Académica 5 5T
Empate: 1+g=g
A SR AR

2.0 8

Porto: Z"*g—g

Agora, a soma destes trés ndmeros ja
da (tinha de dar ...) 1. Podemos admi-
tir que cada um destes resultados

€ a probabilidade do acontecimento
respectivo.

Aqui temos de parar por momentos.
E impossivel saber qual é a probabili-
dade de a Académica ganhar o jogo.
Essa probabilidade existe mas néo
existe qualquer hipétese de a deter-
minar. No entanto, para o organizador
das apostas, o que interessa néo é a
verdadeira probabilidade do aconte-
cimento mas sim a maneira como os
apostadores, na globalidade, estéo a
colocar o seu dinheiro. E eles estdo
apostar muito no Porto e pouco na
Académica. Ou seja, 0s nlimeros

1.2 6

_} -— e —-

99 g
séo as frequéncias com que as apos-
tas estéo a ser feitas em cada uma
das trés possibilidades de resultado.
Ou seja, por cada 9€ apostados, 6€
séo no Porto, 2€ no empate e 1€ na
Académica. Portanto,

-2 6

T e

9°9 "~ 8
séo as probabilidades que os apos-
tadores atribuem, colectiva e incons-
cientemente, aos trés acontecimen-
tos.

E veja-se agora o que acontece do
ponto de vista do organizador, por
cada 9€ apostados:

® 1€ foi na Académica — se ela
ganhar, paga-se 8 e tem-se 1 de
lucro, v

® 2€ no empate — se isso aconte-
cer, paga-se 8 e tém-se 1 de lucro,

® 6€ no Porto — se ele ganhar,
paga-se 8 e tem-se 1 de lucro.
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QOu seja, por cada 9€ apostados, a
casa tem 1€ de lucro, qualquer que
seja o resultado ...

Mas esta é a situacéo ideal, porque as
cotagdes sdo definidas a priori. Nada
garante que os futuros jogadores
apostem com estas frequéncias rela-
tivas. Se, por exemplo, comegarem a
aparecer mais apostas na Académica
do que o previsto, a casa ganha mais
em caso de empate ou de vitoria do
Porto mas tem prejuizo se a Acadé-
mica ganhar. Entéo, para evitar esse
risco, € preciso passar a pagar menos
a Académica e mais as outras duas
hipéteses: ha que alterar as cotagoes.
' S6 que as apostas entretanto feitas,
foram-no as cotagbes antigas e por-
tanto os lucros ndo séo garantidos ...

No entanto, para uma casa de apos-

_tas que recebe milhares de apostas
e vai fazendo regularmente as actu-
alizagbes das cotagdes, € claro que
o lucro esta praticamente garantido
(embora haja sempre o risco de, a
Ultima hora, aparecer uma grande
aposta que ja ndo seja possivel con-

* “trabalangan. '

Voltemos ao caso do Académica-
Porto, em que a soma das cotagdes é

9

8
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ou 1,125. Agueles 0,125 que exce-
dem a unidade representam a margem
de seguranga do organizador: se ndo
houvesse flutuagdes nas frequéncias
com que os apostadores jogam nos
trés resultados possiveis, a casa teria
um lucro de

0,125 1

1,125 9 g

ou 11%. Devido a essas flutuagoes,
o lucro esperado vai ser inferior a
11%.

Uma dltima questéo: e no inicio, antes
de haver qualquer aposta, como séo
as cotacdes? Comegardo no principio
as cotagdes por ser todas iguais?

Nao, isso seria um enorme risco para
o organizador. As cotagGes iniciais
séo definidas pelo organizador em
fungéo daquilo que ele pensa que os
apostadores irdo fazer. E depois, de
acordo com a forma como as apostas
forem feitas, as cotagées véo sendo
corrigidas.

As cotagoes do Euro 2004

Veja-se agora quais eram, naquela
casa de apostas, as cotagbes antes
do Euro 2004 comecar.

/

Repare-se que a Ladbrokes estava a
pagar melhor do que eu pela Grécia,
mas eu na Bulgéria e na Suica pagava
mais ...

Se somarmos estas cotagdes todas
obtemos 1,3001. A margem de segu-
ranga era, nesta altura, de 0,3001.
Ao longo do tempo, fui voltando a
esta pagina da Internet e reparei

que, devido ao afluxo de apostas, a
Ladbrokes foi diminuindo a margem
de seguranca.

No meu caso, a margem de segu-
ranca teve de ser maior porque o meu
ntimero de apostas é muito pequeno:
apenas tive 116. E nunca consegui

o equilibrio que me assegurasse, a
partida e independentemente de quem
fosse campedo, um lucro garantido.
Houve trés paises que me estiveram a
dar prejuizo enquanto nao foram elimi-
nados. Felizmente nenhum deles foi a
Grécia ...

Nota

(1) Na realidade, a forma de apresentar as
cotagoes & diferente desta. O que la apa-
recia era: Académica 1/7, empate 1/3,
Porto 3/1. Isto significa que, se apostar
1€ na Académica e ganhar, recebo esse
euro de volta e um prémio de 7€. No
caso da vitdria do Porto, por cada 3€
apostados recebe-se 1€ de prémio, além

do reembolso dos 3€ da aposta.

f José Paulo Viana

Esc. Sec. de Vergilio Ferreira, Lisboa




Dois jogos para o tabuleiro deste nimero

Propomos dois jogos para o mesmo
tabuleiro, ambos tradicionais do sul
da India e do Sri Lanka. Sao ambos
jogos de guerra mas o primeiro tem
a caracteristica pouco comum de ser
disputado entre forgas desiguais,
com objectivos e poderes diferentes,
pertencendo por isso & categoria dos
jogos de caca.

Vacas e Leopardos

Material: Tabuleiro formado por uma
grelha de 5x5 pontos ligados na orto-
gonal e diagonal, a que se acrescen-
tam tridangulos em cada lado da grelha,
de acordo com a figura.

24 pegas para representar as vacas; 2
pecas para representar os leopardos.

Nimero de jogadores: 2

Objectivo. As vacas ganham se
encurralarem os leopardos e estes
ganham se matarem todas as vacas.

Regras: Os jogadores jogam alterna-
damente, comegando os leopardos.

Nas duas primeiras jogadas cada joga-
dor coloca uma pega num ponto livre
do tabuleiro.

Nas jogadas seguintes, as vacas ter-
minam a sua colocagéo no tabuleiro,
uma a uma, e os leopardos efectuam
movimentos ou capturas,

As vacas s06 se podem movimentar
depois de estarem todas colocadas
no tabuleiro (entretanto algumas

podem ja ter sido capturadas pelos

leopardos). Os movimentos das pecas-

devem efectuar-se para pontos adja-
centes livres, sobre as ligagdes traca-
das no tabuleiro.

Um leopardo mata uma vaca saltando
por cima, na mesma linha, até ao
ponto vago imediatamente a seguir

a vaca. A vaca morta é retirada do
tabuleiro.

As vacas ndo podem matar os leopar-
dos mas devem tentar encurrala-los,
de modo que um leopardo ndo se
possa deslocar.

Variantes. Como o0 jogo é vantajoso
para as vacas, podem inventar-se
variantes, por exemplo:

® diminuir o niimero de vacas para
20;

® impor a regra adicional “as vacas
ndo podem ser colocadas em
nenhum dos 12 cantos do tabu-
leiro™.

Dezasseis Soldados

Material: Tabuleiro; 16 pecas brancas:
16 pecas pretas

Numero de jogadores: 2

Objectivo. Tomar todas as pegas do
adversario ou conseguir uma posicéo

em que o adversério seja incapaz de
se mover.

Regras: Colocar as pegas no tabuleiro
de acordo com a figura.

Os jogadores jogam alternadamente,
podendo mover uma pega para um
ponto adjacente vago, numa das
direcgGes inscritas no tabuleiro, ou
capturando uma pega adversaria, sal-
tando-lhe por cima para o ponto livre
imediatamente a seguir.

Pode haver mais do que uma captura
na mesma jogada.

Vence o jogador que:

¢ conseguir tomar todas as pecas do
adversério ou

® possuir mais pecas quando for
aparente que néo vai haver mais
capturas ou

® impossibilitar o movimento das
pecas do adversério.

Regra adicional: um jogador pode
comer a pega do adversario quando
reparar que ela ndo fez uma captura
possivel, sem prejuizo da sua prépria
jogada.

Notas. O quadrado central deste tabu-
leiro serve para jogar os jogos Alguer-
que e Bagh Chal (o jogo nacional do
Nepal). Se usarmos a zona central

e dois tridngulos opostos, podemos
jogar o Kungser, um jogo tibetano
entre 2 principes governantes e 24
monges budistas (lamas).
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Teoria de Jogos: Jogos de Dois
Jogadores de Soma Varidvel

Os jogos que estudamos ate agora
eram de soma zero, ista &, 0s ganhos
de um jogador equivalem as percas
do seu oponente. No presente tra-
balho vamos analisar jogos de soma
variavel. Os jogos de soma variavel
séo muito mais complicados que os
jogos de soma nula e apresentam
situagBes que néo se verificam em
jogos de soma nula. Na teoria dos
jogos de soma nula é sempre pos-
sivel encontrar uma solucéo optima.
No entanto, séo os jogos de soma
variavel que melhor representam os
conflitos da vida real que diariamente
se encontram. Nesta classe de jogos
ndo podemos afirmar esta € a melhor
estratégia que se deve usar uma vez
que ndo possuem uma solugao uni-
versalmente aceite, isto €, ndo existe
uma unica estratégia 6ptima que é
preferivel a todas as outras. Os jogos
de soma variavel também néo séo
estritamente competitivos, em oposi-
¢&@o aos jogos de soma nula, porque
tais jogos possuem, geralmente, ele-
mentos competitivos e cooperativos.
Os jogadores que se confrontam em
jogos de soma variavel possuem inte-
resses complementares e alguns inte-
resses completamente opostos.

Nos jegos de soma variavel € cru-

cial distinguir jogos cooperativos e
jogos néo cooperativos. Entende-se
por jogo cooperativo um jogo onde

é possivel o planeamento de estra-
tégias em conjunto pelos jogadores
— por exemplo o piloto de avido e um
controlador de Arafego aéreo estdo

Maria Cristina Peixoto Matos e Manuel Alberto Martins Ferreira

empenhados num jogo com um objec-
tivo comum: conseguir uma aterragem
segura. Nos jogos ndo cooperativos
néo e possivel o planeamento de
estratégias em conjunto — um vende-
dor de automoéveis a negociar com um
cliente, ambos desejam consumar a
venda, ainda que discordem do prego.
Saliente-se que, mesmo néo havendo
cooperacao, os objectivos de cada
jogador orientam o resultade do jogo
para uma situagéo estavel.

Dilema dos prisioneiros

A fronteira entre Teoria de Jogos pura
e aplicada é vaga; alguns desenvol-
vimentos na teoria pura foram moti-
vados por aplicagdes. E o caso do
exemplo que A. W. Tucker apresentou
numa audiéncia dirigida a psicélogos
na Stanford University (1950) com o
objectivo de ilustrar a dificuldade da
analise de certo tipo de jogos. Este
exemplo salienta a racionalidade exi-
gida quando dois individuos se encon-
tram numa posigéo onde a deciséo de
um depende da deciséo do outro.

Dois individuos, supostos criminosos,
Zé e Tony, séo presos. O problema
para a policia ¢, partindo do principio
que existe envolvimento dos dois, e
na auséncia de provas, a necessidade
de confisséo. Presos em celas indivi-
duais e distantes, ndo havendo comu-
nicacéo entre eles, a cada um sao
explicadas as regras deste caso:

® Se nenhum dos dois opta por con-
fessar ambos sdo acusados de um



delito menor que implica uma pena
simbdlica de apenas um més de
priséo.

e Se ambos confessam assumindo
a participagdo no crime, entéo, os
dois sdo condenados a seis meses
de priséo.

e Por fim, se um confessa e o outro
ndo, entdo aquele que confessa é
libertado imediatamente, e o outro
é condenado a sentenga méxima
permitida pela lei: nove meses de
cadeia (seis meses pelo crime e
mais trés por obstrugdo a justiga).

As estratégias neste caso sdo: con-
fessar ou néo confessar. Os payoffs
séo as sentengas. Podemos expres-
sar este exemplo usando a seguinte
matriz de payoffs:

Tony

o Confessa

confessa
Nao

& confessa {1.1) @

Confessa 09 | 66

Chegados a este ponto ja sabemos
que Zé escolhe uma linha enquanto
Tony escolhe uma coluna. Os dois
nimeros de cada célula exprimem a
sentenca de cada prisioneiro e cor-
respondem ao par de estratégias por
eles escolhidas. O ndmero a esquerda
corresponde ao payoff do prisioneiro
que escolheu as linhas (Zé) enquanto
que o nimero da direita corresponde
ao payoff do prisioneiro que escolhe
as colunas (Tony). Assim, lendo a pri-
meira coluna no sentido descendente,
se nenhum dos dois confessar, cada
um é condenado a uma sentenca de

1 més, mas se Zé confessar e Tony
ndo, Zé sai em liberdade enquanto
que Tony é condenado a uma sen-
tenca de 9 meses.

Como se pode verificar este jogo ndg
é um jogo de soma zero. Os payoffs
dependem da estratégia escolhida
por cada prisioneiro. Por esta razdo
o Teorema Minimax nao se aplica.
Entdo, como vamos resolver este
jogo: “Quais serdo as estratégias
racionais de forma que cada um dos
criminosos minimize o tempo que ird
passar na prisdo?”. Uma forma de
abordar o problema, que anterior-
mente nos deu bons resultados, con-

siste em contemplar o jogo do ponto
de vista de um dos jogadores.

Analisando o jogo do ponto de vista
do Tony, duas coisas podem aconte-
cer: Zé confessa ou Zé néo confessa.
Ora, se Zé confessa, temos:

Tony é conde-
Tony ndo nado com uma
g| confessa | pena de 9 meses
2 8 de priséo
g Tony é conde-
& Tony nado a uma pena
confessa | de 6 meses de
prisdo

Por outro lado, se Zé néo confessa,
vem:

Tony é conde-
o 8 Tony nao nado com uma
W @1 confessa |penade 1 mésde
L o
s priséo
“ Tony Tony sai em liber-
confessa dade

Observando as duas tabelas anterio-
res, concluimos que, em ambos os
casos, o melhor para Tony é confes-
sar.

Invertendo os papéis de Zé e Tony,
também sera melhor para Zé confes-
sar. A solugéo do jogo implica pois
que os dois prisioneiros confessem o
crime, a racionalidade dos dois prisio-
neiros faz com que os mesmos esco-
lham a estratégia de confessarem o
crime.

Esta situagéo deve-se ao facto dos
dois criminosos se encontrarem
perante uma estratégia de equilibrio
dominante; independentemente das
combinacbes de estratégias que
cada um dos criminosos faz, a melhor
escolha é sempre a mesma, confes-
sar e por isso se chama estratégia
dominante. Como os dois jogadores
jogam a estratégia dominante, caem
na estratégia de equilibrio dominante.
Desta forma, podemos pois concluir
que todo o jogo no qual um jogador
tem uma estratégia dominante tem
uma Unica solucéo que consiste em
jogar essa estratégia dominante.

Competicdo de precos

Como vimos anteriormente, se num
jogo um jogador possui uma estraté-

gia dominante a sua solugéo implica
que essa estratégia seja a escolhida
para se encontrar a solugéo do jogo.
Mas, e no caso de jogos que ndo pos-
suem estratégias dominantes? Como
encontramos a respectiva solugéo?

Tomemos o seguinte exemplo de duo-
polio, baseado em W. Nutter.

Duas empresas, VILEC e HIPEREL,
vendem pegas pelo preco de 1€, 2€
ou 3€ por peca. Pressupbe-se que:

® Os payoffs sdo os lucros, retirados
todos os custos fixos; a companhia
que praticar pregos mais baixos
tem mais clientes; a companhia que
praticar pregos mais baixos rece-
bera mais lucros, com limites, que
a companhia que praticar o prego
mais elevado.

A matriz de payoffs associada a este
exemplo é:

VILEC
e 2€ 3€
- 1€| OO |G0-10)| (40-20)
g 2€ | (-10,60)| (20,20) | (90,100
. 3€ | 20,407 | (10,90) | (50,50)

Comeo se pode verificar este jogo

ndo é um jogo de soma zero. Os
lucros poderdo ser de 100€, 40€,
20€ ou 0€, dependendo da estraté-
gia escolhida por cada empresa. Por
outro lado, podemos verificar que nao
existe nenhuma estratégia dominante
atendendo ao seguinte raciocinio: se
VILEC escolhe um prego de 3€, entdo
para HIPEREL o melhor prego é 2€,
mas, para este prego de HIPEREL, 1€
serd o melhor prego para VILEC.

Uma vez explorados os conceitos de
equilibrio estudados até agora pode-
mos constatar que nenhum nos solu-
ciona o problema. De facto torna-se
necessario definir um novo conceito
de equilibrio para solucionarmos este
tipo de jogos — Equilibrio de Nash
— conjunto de estratégias tal que
rienhum jogador pode melhorar o seu
payoff através de uma mudanga unila-
teral da sua estratégia.

Apliquemos esta definigdo ao nosso
jogo. Examinando, por exemplo, a
estratégia relativa a escolha de prego
de 3€ para cada uma das empresas,
concluimos que cada empresa pode
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beneficiar reduzindo o prego desde
gue a sua concorrente mantenha a
sua estratégia inalterada. Conside-
rando agora a estratégia correspon-
dente ao prego de 3€ para HIPEREL
e 2€ para VILEC, pode fazer-se um
raciocinio andlogo ao anterior: HIPE-
REL pode beneficiar reduzindo o seu
prego para 1€. Continuando esta
analise eliminamos todas as estraté-
gias excepto o par em que ambas as
empresas colocam o preco em 1€.

Assim conclui-se que o equilibrio de
Nash neste jogo corresponde ao par
de estratégias de menor prego.

E dificil jogar jogos que repre-
sentam a vida real

Um dos elementos mais importantes
do jogo é a personalidade dos parti-
cipantes, e € evidente que duas pes-
soas ndo reagem sempre da mesma
maneira perante uma situagéo idén-
tica. Portanto, se queremos ter uma
probabilidade de acertar nas nossas
predicbes, para além de analisarmos
as regras formais de um jogo, é
necessario que estudemos as atitudes
dos jogadores. Esta é, de facto, uma
tarefa realmente complicada.

Olhando de novo o Dilema do prisio-
neiro, por exemplo, constatamos que

a solugéo a que chegamos pode nao
ser a mesma se ndg partirmos do
pressuposto que os jogadores agem
racionalmente ou se suposermos
que os prisioneiros podem comunicar
entre si. Por esta razéo, nesta classe
de jogos ndo podemos afirmar esta é
a melhor estratégia que se deve usar
uma vez que néo existe uma estra-
tégia que seja claramente preferivel
as outras, nem existe um resultado
unico, definido e previsivel.

O modo Uutil de pensar em jogos de
soma variavel é entendé-los como
alegorias. As alegorias sao Uteis na
medida em que nos ensinam a aplicar
o que aprendemos numa situacéo
simples a situagcbes mais complicadas
como as que encontramos na vida
real.

Qual das caixas fortes assaltar?
— Solugio

O vigilante deve dirigir-se 90 vezes
em cada 100 vezes a caixa forte que
contém 90.000€ (que & a mais ape-
tecivel para o ladrdo), mas o ladréao
tentara roubar 90 vezes em cada 100
vezes a caixa forte que contém os
10.000€ ( que é a que supbe menos
vigiada). Logo payoff esperado para o
assaltante sera 9.000€.
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Materiais para a aula de Matematica

Métodos de apoio a decisio — Plinio, o Jovem

A actividade apresentada faz parte

do conjunto de materiais utilizados
nos Circulos de Estudo realizados
no ambito do Acompanhamento do

' Programa Ajustado de Matemética

do Ensino Secundaério, para apoiar a
implementagao do programa da disci-
plina de Matematica Aplicada as Cién-
cias Sociais (MACS).

Foi construida por um grupo de acom-

panhantes e adaptada de: Steen, L.
A. (coord). For all Practical Proposeés
— Introdutions to Contemporary
Mathematics. COMAP. W. H. Free-
man and Company. New York. 1991.
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Esta proposta esté formulada para
alunos, como actividade possivel de
ser trabalhada em sala de aula. Nao
foi ainda experimentada. A mesma
situag@o pode originar tarefas diferen-
tes. Por exemplo, pode ser interes-
sante explorar as seguintes questdes:

1a. Que aconteceria se as trés hips-
teses fossem votadas em simulta-
neo’?

1b. E se as trés situagbes fossem
voadas duas a duas? Que poderia
acontecer?

2. O que seria de esperar que acon-
tecesse se houvesse uma primeira
votagao inocente vs culpado, even-
tualmente seguida de outra para
decidir qual a pena a aplicar?

3. Se se optasse por votar preliminar-
mente qual a pena a aplicar no caso
de culpa, que seria de esperar para
o réu?

4. Que comentario te sugere este
conjunto de cenarios e suas
consequéncias?

Ana Vieira LBpes e Otilia Moreirinha



Métodos de apoio a decisao
Plinio, o Jovem

Quase dois séculos atras o historiador Gaius Plinius Caecilius Secundus (61 ou
62—-113) — conhecido como Plinio, o jovem — debatia-se com um dilema em torno
de uma questéo de votagdes:

Tudo comegara quando o consul Afranius Dexter foi encontrado morto e as suspei-
tas recairam sobre os seus escravos libertos.

De acordo com uma mogéo colocada ao Senado, Dexter poderia ter morrido ou
pelas proprias méos ou pela méo dos seus ex-escravos e, neste caso, poderiam té-
lo feito em obediéncia aos desejos do proprio Dexter ou néo.

Se, apds o inquérito, se pensasse ser caso de suicidio, 0s ex-escravos seriam con-
siderados inocentes e consequentemente libertados; caso contrario seriam conde-
nados ou ao desterro ou a morte conforme a morte tivesse sido ou ndo a pedido do
proprio Dexter.

Supondo que as opinides dos senadores se distribuiam desta forma,

libertagao desterro execugao

40% 35% 25%

discute os diversos cenarios possiveis para a votacdo no Senado e descobre o
qgue pode ter acontecido aos escravos libertos. Comenta.

Adaptado de materiais da Fonnagé’o de Acompanhantes

Locais dos novos Programas de Matemaética, Dezembro de 2001

{
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Programa de Empréstimo B Texas
INSTRUMENTS

education.ti.com/portugal

A Texas Instruments disponibiliza empréstimos de calculadoras e acessérios aos professores de matematica e ciéncias. Os empréstimos terdo uma duragio

méxima de duas semanas, estiio sujeitos a disponibilidade do material e tem como objectivo principal a realizagio de acgoes de formagio e workshops.

Os seguintes produtos estio disponiveis:

« TI-83 Plus s CBL2™

= TI-89 * Calculator-Based Ranger™ (CBR™) System
» T1-92 Plus * Cabri Geometry II™

* Voyage 200™ * Tl Presenter™

¢ Calculator-Based Laboratory™ (CBL™) System

Poderi pedir sensores para a sua acgio com o CBL. Pode pedir posters, transparéncias e literatura para distribuir aos participantes durante a sua acgio.

Lista de Sensores Ref # Lista de Sensores Ref#
Acelerémetro até 25g ACC-DIN ] Sensor de pressdo de 0 a 2.1 atm GPS-BTA
Acelerémetro de 3 eixos 3D-BTA Detector de batimentos cardiacos HRM-DIN
Barémetro BAR-DIN : Microfone MCA-CBL
Colorimetro COL-DIN Sensor de PH PH-DIN
Conductividade CON-DIN Sensor de humidade relativa RH-DIN

2 amperimetros e 2 voltimetros CV-DIN Monitor de radiaces SRM-DG
Temperatura DCT-DIN Termopar tipo K-temperaturas de -200a 1400°C  TCA-DIN
Sensor de forga de duplo alcange DFS-DIN Sensor de luminosidade Tl CBL/CA/C
Sensor de electrocardiograma EKG-DIN - Sensor de voltagem Tl CBL/CA/G
Monitor de batimentos cardiacos para exercicio EHR-DIN Sensor de campo magnético MG-DIN
Sensor de fluxo da dgua FLO-CBL _ Detector de movimento por ultrasons MD-CBL

USUFRUIR DOS NOSSOS EMPRESTIMOS E GRATIS E FACIL!

As calculadoras e o ViewScreen™ (caso seja pedido), serio entregues pela nossa transportadora em mala prépria, um dia ou dois antes do comego
da sua acgdo. No fim, apenas terd de arrumar as calculadoras na mala, colar a etiqueta fornecida e telefonar para o servico de entregas para fazer o
levantamento.

Nio se esquega de nos contactar pelo menos com um MES DE ANTECEDENCIA.

CSC (Centro de Suporte ao Cliente) Clo Sitel Belgium VWoluwelaan 158-1831 Diegem — Belgica i

800 832 627 (numero gratuito} | 21 424 51 30 | ti-loan@ti.com | http:/feducation.tl.comiportugal/apoio/pemprestimoy/

Se quiser fazer o pedido por fax ou carta, por favor preencha o formuldrio seguinte:

Nome: Escola e cursos ensinados:

Data do inicio da formacgao: Data do fim da formacgio:

Telefone (escola): : Telefone (casa):

Morada: fas Fax: -y :
E-mail: £

Produtos Necessarios 5 Quantidade { ‘C/ Viewscreen (Sim ou Nao)
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A Mateméatica Aplicada as Ciéncias
Sociais (MACS) é uma disciplina

do novo plano curricular do Ensino
Secundario. A partir deste ano lectivo,
as escolas vao poder oferecé-la na
formacéo especifica (como disciplina
bienal) do Curso de Ciéncias Sociais
e Humanas e na formagéo tecnolégica
(como disciplina trienal) do Curso
Tecnolégico de Ordenamento do Ter-
ritorio.

Em Portugal néo ha tradicgo de coe-
xistirem diferentes disciplinas de
Matematica no ensino secundario.
Os Métodos Quantitativos, disciplina
anual de frequéncia obrigatdria para
todos os alunos que néao tinham no
seu plano curricular Matematica,
podem, talvez, ser considerados
como uma primeira experiéncia para
diversificar a oferta em termos da
aprendizagem da Matematica. Nesta

d
-
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dltima revisao curricular do Ensino
Secundario surgem trés disciplinas
diferentes — Matematica A, Mate-
mética B e Matematica Aplicada as
Ciéncias Sociais. Sao disciplinas que
se dirigem a publicos diferenciados
segundo os cursos de opgéo, com
programas diferentes apesar de apre-
sentarem finalidades e objectivos
gerais semelhantes.

Numa primeira leitura do programa
de MACS o que salta a vista, logo

na introdugéo, € o conjunto de temas
propostos. O primeiro tema, Métodos
de Apoio & Deciséo, é um tema novo
que suscita curiosidade pois envolve
a Matematica no estudo de aspectos
da vida social e politica até agora
néo abordados de forma sistematica
neste nivel de ensino. Por exemplo,
os sistemas eleitorais séo estudados
na disciplina de Histéria, do ponto de

“Ao definir o curtfculo de uma disciplina desta indole, também se tem
em vista propositos de Educagao para a cidadania e o papel importante
assumido pela Escola, para esse fim. (...)

De entre inlimeros assuntos interessantes que ligam a Matemética &
vida de todos os dias, foram seleccionados alguns que sdo potencial-
mente mais aliciantes, nomeadamente:

1. Métodos de Apoio & Deciséo
* Teoria Matematica das Eleigbes (médulo inicial)
¢ Teoria da Partilha Equlllbrada
2, Madelagao Matemética
¢ Modelos de Crescimento Populacional linear e ndo linear)
" & Modelos Financeiros
* Modelos de Grafos
3. Estatistica (e Probabilidades)"
(in Programa de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais) )
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vista da sua evolugéo e diversidade,
ligados ao estudo dos varios regimes
sociais e politicos mas sem qualquer
referéncia aos aspectos matematicos
envolvidos. E um tema importante na
area das Ciéncias Sociais e que habi-
tualmente s6 é abordado no ensino
superior, em contextos especificos.

Os Métodos de Apoio & Decisdo sao
uma area da Matematica Discreta

que envolvem o estudo de problema-
ticas que nos séo familiares, como
por exemplo os sistemas eleitorais,

a partilha de bens, a constituicéo

de comissoes representativas, os
jogos, etc. mas cujo estudo néo faz
habitualmente parte dos programas
das disciplinas curriculares. Utilizar
ferramentas matematicas para analisar
e comparar sistemas eleitorais, para
resolver problemas de partilhas ou
para definir critérios de representativi-
dade em comissées ou ainda para dis-
cutir problemas cléssicos, como o da
divisio dos camelos de Malba Tahan,
é um dos desafios que este programa
coloca. A Matematica envolvida no

Educago e Matemadtica n® 79 » Setembro/Outubro de 2004
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“Desenvolver a capacidade de
utilizar a Matematica na interpre-
tagéo e intervencéo no real:

— Analisar situacbes da vida real
identificande modelos matemati-
CcOos gue permitam a sua interpre-
tacao e resolugéo

v :

— Seleccionar estratégias de re-
solucéo de problemas

— Formular hipoteses e prever
resultados

— Interpretar e criticar resultados
no contexto do problema

S '

(n Programa de Matemética Apli-
cada as Ciéncias Sociais)

“As provas escritas (ou testes)
tradicionais de questionamento
sobre os conceitos matemati-
cos em si mesmos (...) perdem
sentido e oportunidade como
instrumentos privilegiados para
as tarefas de avaliagéo”

(in Programa de Matematica
Aplicada as Ciéncias Sociais)
“(...) como os temas né&o
sdo habituais e como as
metodologias envolvem  pro-
blemas reais e projectos que
intersectam naturalmente outras
areas disciplinares, poderao sur-
gir novas dificuldades. Tem-se
consciéncia de que a implemen-
tagdo deste programa s6 podera
ser feita gradualmente, devendo
os professores esforgar-se por
cumprir mais cabalmente os
objectivos propostos de ano
para ano."”

(in Programa de Matematica
Aplicada as Ciéncias Sociais)

tratamento destas questdes é de nivel
elementar, mas a sua abordagem, tal
como € preconizada no programa, €
exigente do ponto de vista das capa-
cidades e aptidées que os alunos véo
ter que mobilizar. O programa refere
estas capacidades, na introdugéo,
quando define os objectivos gerais e
as competéncias a desenvolver.

O programa valoriza o tratamento
matematico de “problemas da vida
real, mais numa perspectiva de for-
macéo cultural do que de formagéo
estritamente técnica”, refere que

Educagio e Matematica n” 79 # Setembro/Outubro de 2004

“os estudantes devem usar correc-
tamente o vocabuldrio.e simbologia
especificos da Matematica " mas
esclarece que estes ndo devem ser
o centro da aprendizagem, secundari-
zando o desenvolvimento de “rigores
formais "

Em relagéo ao tema Estatistica e
Probabilidades o programa propoe
que os exemplos a trabalhar sejam
significativos no ambito das Ciéncias
Sociais. Na Estatistica é retomado

o trabalho desenvolvido no 3° Ciclo,
tendo como ponto forte “a elabora-
¢do de alguns pequenos projectos
com dados recolhidos na Escola”
abrindo caminho para trabalhar com
modelos de regressio linear. S6 mais
tarde, depois de algum trabalho de
modelagao, se voltara ao tema Esta-
tistica (e Probabilidades) para abordar
alguns modelos de Probabilidades e
entrar na Inferéncia Estatistica.

Um outro tema do programa é a
Modelagdo Matematica. Os alunos
véo trabalhar em diversos contextos,
analisando fenomenos como o cres-
cimento de populagées — modelos
de crescimento populacional — estu-
dando a rentabilizagao de recursos,
desde os financeiros — modelos
financeiros — a organizagdo de redes
de venda e distribuigdo — modelos de
grafos. Com este tema “pretende-se
mostrar como alguns modelos mate-
maéticos, ainda que simples, podem
ser uteis”.

E um programa de natureza dife-
rente daqueles com que temos tra-
balhado, que exige na sala de aula
metodologias diferentes das tradi-
cionais e um sistema de avaliagdo
articulado com a pratica desenvolvida.

As propostas de trabalho devem
explorar situagdes o mais reais possi-
vel, devem proporcionar o debate de
ideias, momentos de reflexdo escrita
e oral. Como se pode ler nas suges-
tées metodologicas gerais o maior

ou menor aprofundamento dos temas
deve depender das opgoes de cada
professor tendo em conta as carac-
teristicas das turmas e os recursos
disponiveis, pressupondo que existe a
possibilidade de usar materiais e equi-
pamentos diversificados. A avaliagédo
tem que ser pensada em fungéo do
trabalho desenvolvido.

Sendo um programa que, a partida,
parece ter condigdes para ser interes-
sante e permitir envolver alunos que
normalmente sao afastados da mate-
mética sem terem adquirido uma for-
magéao bésica nesta area, representa
também um desafio para nés profes-
sores. A par de expectativas naturais
perante uma situagio nova muitos de
nos sentiremos provavelmente alguma
inseguranca até porque em muitos
casos a exigéncia do programa podera
colidir com factores adversos como

a insuficiéncia de recursos e apoios.
Em muitas escolas, s6 um professor
ird leccionar este programa, o que néo
é, a partida, uma situagdo confortavel,
nem favorece um trabalho conjunto
com outros professores. Por outro
lado, sabemos que tem havido alguma
formagéo, que ha alguns materiais

e que existe alguma bibliografia em
portugués (apesar de predominar a de
lingua inglesa). Nao temos uma situa-
céo ideal, temos mais um desafiol ...

Ana Vieira Lopes

E. 8. Passos Manuel

Otilia Moreirinha

E. S. Seomara da Costa Primo

Algumas paginas de Internet que podem ter interesse para além das referi-

das na bibliografia do programa:

www.cne.pt — Pagina da Comissao Nacional de Eleigbes com acesso a
legislagdo referente aos varios actos eleitorais existentes em Portugal, publi-

cacoes, ..,

www.stape.pt — Pag. do Secretariado Técnico dos Assuntos para o pro-
cesso Eleitoral com acesso a legislacéo, dados sobre recenseamento eleito-

ral, resultados de eleigées e referendo, ...; simulagéo do Método d' Hondt e

motor de busca.

www.sci.wsu.edu/math/Lessons/Voting/ — Pagina sobre diversos Métodos
de eleigao com exemplos e nalguns casos permitindo simulacées do Depar-
tamento de Matematica da Washington State University.



Investigando com cdlculos

repetidos

Celina Pereira

Cilculos repetidos (1)

Quando se coloca um calculo simples
no computador ou na calculadora

e em seguida se faz a repeticdo do
mesmo céiculo varias vezes, podem
acontecer coisas aparentemente
estranhas. Vais investigar algumas
delas recorrendo & calculadora.

1. Escolhe um nimero e insere-o
na calculadora. Regista-o no
caderno.

2. Pressiona a tecla

3. Pressiona:

+ (verifica que surgiu ANS+)
2

X

3

ENTER

4. Continua a pressionar [ENTER]

5. Regista os novos nimeros.

- Descobre uma lei de formacéo.

6. Faz variar o valor que introdu-
ziste inicialmente e repete o
processo. Confirma se a tua lei
de formag&o confinua vélida e se
constitui um bom processo para
calcular um termo de qualquer
ordem.

Educagio & Matemética n® 79 » Setembro/Outubre de 2004
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Cdlculos repetidos (2)

Modificar levemente as coisas pode
fazer uma grande diferenca no que
acontece. Esta experiéncia utiliza os
mesmos nudmeros e sinais, mas a
ordem é diferente. O que é que achas
que acontecera desta vez? Pensa
antes de fazeres.

Cdlculos repetidos(3)

Os matematicos querem sempre
descobrir mais acerca da matemética.
Por isso, continuam a mudar as coisas
para descobrir o que acontecera.
Desta vez fez-se outra alteracéo.

Sé como um verdadeiro matematico.

Experimenta, olha, pensa.

1. Escolhe um ntimero e insere-o na
calculadora. Regista-o.

. Pressiona a tetla
3. Pressiona:
* (verifica que surgiu ANS)
3
+
2

4. Continua a pressionar [ENTER]. Se
continuasses a pressionar
durante muito tempo o que é que
achas que aconteceria?

5. Faz variar o valor inicial que
introduziste e repete o processo.
Confirma-se a tua previsao ante-
rior ou n&o?

6. Cada um dos novos niimeros
que te aparecem € um termo de
uma sucesséo. Regista, de uma
forma organizada, o processo de
geracédo de nimeros feito pela
calculadora (Sugesté&o: Se indica-
res as operagbes sem efectuar
os célculos perceberas melhor o
processo de geragéo).

7. Compara os teus resultados com

os dos teus colegas. Sdo seme-

Ihantes ou diferentes? Em qué?

Porqué?

n

Contextualizando a tarefa

No ano lectivo 2003/04, leccionei
Matematica a trés turmas do 11° ano.
No inicio de Maio, quando me pre-
parava para iniciar o Ultimo tema do
programa, Sucessoées, decidi realizar
com os alunos uma tarefa de investi-
gacao que me tinha cativado desde o

primeiro momento — foi mesmo amor

a primeira vista.

Em tragos gerais, trata-se de efectuar,
com a calculadora uma determinada
sequéncia de célculos, repetir as
vezes que for necessario e observar

Educagio & Matemética n® 79 ® Setembro/Qutubro de 2004

1. Escolhe um nimero e insere-o
na calculadora. Regista-o no
caderno.

2. Pressiona

3. Pressiona:

/ (verifica que surgiu ANS /)
2

+

3

ENTER

4. Continua a pressionar

5. Faz variar o valor inicial que intro-
duziste e repete o processo. Es
capaz de fazer uma conjectura
para o que aconteceu?

6. Experimenta com outros nime-
ros. Confirma-se a tua conjec-
tura?

7. Discute os resultados com os
teus colegas.

e analisar os nimeros obtidos. Esses
niimeros constituem sequéncias ou
sucessoOes que podem ser analisa-
das de forma diferente quando se
conhecem e dominam os conceitos
relacionados. Mas eu decidi propor

a tarefa aos alunos antes de iniciar o
novo tema. Penso que nessa altura os

' seus raciocinios néo estéo viciados

em novos conceitos e procedimentos
e, dai, a minha curiosidade em relagao
a forma e a linguagem com que os
resultados iriam ser apresentados.

A tarefa foi realizada numa aula de 45
minutos, em grupos de 3 ou 4 alunos,

com indicagéo para todos registarem
as notas que julgassem convenientes,
pois na aula seguinte deviam entregar-
me os correspondentes relatérios indi-
viduais, podendo, por isso, continuar
as investigagbes em casa, se assim o
entendessem. Por condicionantes de
horarios, numa das turmas, os ditos
45 minutos eram a primeira parte de
um bloco de 90. Como jé estavamos
em contagem decrescente para o final
das aulas e havia um tema inteiro para
leccionar, aproveitei a segunda parte
desse bloco para introduzir alguns
conceitos relativos as Sucessoes.
Como era de esperar, alguns alunos
incorporaram no seu relatério alguns
desses conceitos. Na totalidade das
outras duas turmas, apenas uma aluna
apresentou alguma notacéo especifica
das sucessoées (ainda nao apresen-
tada na aula) apés consulta efectuada
ao manual escolar, o que, alias, € seu
habito.

Durante a realizagéo da tarefa nao
surgiram dificuldades na interpretagéo
das instruges contidas no enunciado.
Foi gratificante observar as reacgdes
de satisfagéo dos alunos quando
faziam alguma descoberta significa-
tiva, me solicitavam no sentido de

se assegurarem de que iam no bom
caminho e eu os incentivava a conti-
nuar, colocando, eventualmente, ques-
tdes que os ajudassem a prosseguir.

Os relatérios

A sequéncia obtida na primeira explo-
ragéo consistia num conjunto de
termos de uma progresséo aritmética
de razéo 6 (2x3).

A maioria dos alunos referiram que se

T
Ans+2%3

Y | o Lt e
OOy =

iam obtendo nimeros de 6 em 6 e,

como lei de formagao, indicaram, sim-
plesmente,  +6' ou y = = + 6.
Houve, no entanto, respostas mais
completas:

e z=y+z(2x8),emqueyéo
nimero escolhido e z o nimero de
vezes que a operacéo foi repetida
(Joni, 11°C)



e y=zr+bxnsy=x+6n
Em que:
x: € o numero escolhido
y: € o resultado obtido quando se
repete o processo
n: n° de vezes que se repete o pro-
cesso (Ana [sabel, 11°B)

* ‘qualquer que seja o numero, é
igual ao seu anterior adicionado de
6 unidades " (Inés Prata, 11°F)
(Jodo Nobre, 11°C)

t1=15 (sendo b um mimero qualquer);
th =tp—1x+6 n>1

Em relagéo a segunda investigagdo
dos célculos repetidos, a maioria dos

alunos registou a lei de formagéo de
forma correcta.

Eis alguns exemplos:

13
i3
Ans+®3+2
41
125
K
1133

"A lei & o numero anterior multiplicado
por A (neste caso é 3) e s6 depois

Ihe & somado B (neste caso 2)" (Jodo
Nuno, 11°B)

*... tendo um niimero qualquer na
operagao inicial, o resultado do
ndmero seguinte vai ser sempre a sua
multiplicagdo por @ mais a soma de y"
(Ana Moita, 11°B)

“... os resultados obtidos servem de
ponto de partida para a repetigéo do
processo, o qual pode ser traduzido
pela expressdo = x 3+ 2, onde x
representa um termo qualquer da
sucessdo, ao qual é aplicada aquela
operagdo” (Diana, 11°B)

*... 0o modo de formag&o & multipli-
cando o resultado anterior por 3 e

somando 2, pelo que se pode con-
cluir uma definigao por recorréncia

tn =(tn—1x3)+2,n>1, emque
ty =x." (Pedro Silva, 11°C)

Quanto a concluséo relativa as
sequéncias obtidas, a maioria dos
alunos referiu que se obtinham

189?962281

o4 23586845
1.62?16655451@
4.821498161 el
1.464449445e11
4. 3933483451 1
1.3180684584 €12

“nimeros cada vez maiores”, mas
também houve quem concluisse que
nao era bem assim:

“... para nUmeros iniciais positivos, os
resultados obtidos sdo sempre supe-
riores ao resultado anterior e que para
numeros iniciais negativos, os resul-
tados obtidos sé&o sempre inferiores
ao resultado anterior” (Ana Fajardo,
11°C)

“Ao pressionarmos continuamente a
tecla Enter, o nimero tornar-se-a cada
vez maior (...), pois ao fim de algum
tempo comegam a ser escritos sob

a forma de poténcia. Se o nimero
inicial for negativo, o resultado é exac-
tamente ao contrario, uma vez que
quanto mais pressionarmos a tecla
Enter, o resultado serd um nimero
cada vez mais pequeno.” (Nddia,
11°F)

A terceira investigagéo era a mais
desafiante. E as relagées descobertas
pelos alunos foram também as que
mais me surpreenderam.

=1E]
=1
Ans-2+3
28
17
11.5
8.7

Os alunos descreveram, com mais ou
menos pormenores o que observa-
ram:

“Ao variarmos o valor de x, con-
cluimos que o resultado continuava
a tender para 6. Ex.: 7 /2 + 3 x 6;
5/2+3x6;10/24+3 x6.

Contudo, observamos uma pequena
diferenca, quando estudémos por-
menorizadamente os nimeros 5 e
10. Quando = > 6, o resultado inicial
maior que 6. Ao longo das vezes que
pressionamos no Enter, esse nimero
diminuia e tendia para 6. Por outro
lado, quando 2 < 6, acontecia o
oposto, isto é, o resultado comecava
menor que 6, até que tendia para este
valor. (Ana Marguerf{a 1o

5. BEEEAEEZ
6. HEEAEEH 1
£. BRBEEEEES
&. BABEREOAS
6. BEEREREE 1
& . BRERARGE {

&

[ |

Quando a aluna escreve, por exemplo,
5/2 + 3 x 6, quer dizer que ao con-
siderar 5 o nimero inicial, dividindo-o
por 2 e adicionando 3 ao quociente e
repetindo o processo algumas vezes,
obtém-se uma sequéncia de nimeros
que tendem para 6

“Tal facto acontece apenas quando o
numero pelo qual se divide néo € 1,
pois, deste modo, estarfamos apenas
a adicionar o nimero que lhe seguia,
nunca obtendo um niimero que néo
mudasse mais” (Sandra, 11°B)

Qu

“Quando a = 1, a sequéncia nunca
atinge um valor constante, pois a
operagéo é reduzida a uma simples
adicao" (Diana, 11°B)

Os alunos formularam conjecturas e
testaram-nas:

“Basta agora determinar uma maneira
de chegar a esse nimero, estudando
a sua origem. Sera que o 6 provém de
2 x 37 Ao experimentar com outros
numeros conclui que ndo." (Ana
Isabel, 11°B)

Uns tentaram compreender o que
acontecia:

“Ora, aqui veio uma surpresa. Apa-
rentemente, qualquer que seja o

valor de x, quanto mais se avanga

na sucesséo, mais esta se aproxima
de 6. Porqué? Para descobrir isso,
constatéamos que 6 era o nimero que
néo se alterava aplicando a operagéo,
pelo que o tomamos como referéncia.
Se o nimero inicial fosse maior que

a referéncia, dividi-lo por 2 faria com
que se cortasse mais que 3, metade
da referéncia, pelo que ao somar 3
isto iria criar uma aproximacéo a 6 que
deixaria o resultado mais proximo de
6que antes, repetindo-se o processo.
Se o valor inicial fosse menor que a
referéncia, dividi-lo por 2 iria cortar
menos que 3, pelo que ao adicionar 3
o resultado se aproximaria de 6 e por
ai adiante” (Pedro Sfva, 11°C)

Alguns dos alunos que encontraram
uma expressao para o valor do limite
da sucessao, justificam-na como

Educagho e Matematica n® 79 * Setermbro/Outubro de 2004

31




resultado de v rias tentativas. Essa
expressao assumiu diferentes formas
(equivalentes):
y Xz Y
y—1Mz-1

+y

Mas houve quem pormenorizasse
essas tentativas:

Outro padrao encontrado foi 0 modo
como se obtém os nimeros para que
o resultado tende. (...) No caso do 2 a
dividir, foi facil perceber a relagéo: era
sempre a multiplicar: 2 x 3 = 6,
2x4=8,2x5=10, etc. Nos
outros foi mais dificil pois obtinhamos
os niimeros na forma decimal e néo
encontravamos padréo. S6 aquando
de uma dica da professora para
pormos os numeros em fracgéo é
que reparamos que o modo era igual,
era também a multiplicar. No entanto,
era s6 para o numerador. Todos os
resultados em fracgéo davam para o
denominador o mesmo nimero. Esse
nimero com o 3 a dividir era sempre
2, parao4era3, parao5,era4(..)
sempre um nimero abaixo do nimero
que estava a dividir na expressao ini-
cial. Uma formula para descobrirmos o
numero para o qual vai tender o resul-
tado é: (tendo em contaque oz é o
nimero que esta a dividir e y o que
esté a somar) z xy/(z —1)." (Ana
Moita, 11°B)

Depois das tentativas iniciais houve
quem encontrasse um raciocinio
l6gico que justificasse o limite obtido
em cada caso:

“... depois de pressionarmos o Enter
varias vezes, o resultado ia-se aproxi-
mando cada vez mais de um ntimero,
até chegar a ele e néo passava de la.
Assim, cheguei a concluséo que podi-
amos obter esse nimero

% +B==z
com a férmula , pois havia um nimero
que dividido por A e somado B iria dar
a ele préprio” (Jodo Nuno, 11°B)

Diferentes relagées foram descober-
tas por alguns grupos:

“... os resultados seguintes iriam
findar em apenas um nimero, com

a expressao inicial foi o nimero 6.
Assim experimentdmos com outros
numeros, por exemplo 2 + 4 e por ai
adiante (com o 2 a dividir) com o fim
de descobrir uma sequéncia. E no
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final descobrimos. O nimero para que
tende era sempre par.e sempre mais
2 que o anterior. Resolvemos experi-
mentar com outros nimeros a dividir:
3.4, 5, ... e continudmos a achar uma
sequéncia, no entanto sempre dife-
rente de numero para nimero, com o
3 a diferenga entre os nimeros para
que tende o resultado era de 1,5 (3/2)
para o 4 era de 1,33333... (4/3) e para
o5 erade 1,25 (5/4). Como é visivel,
o resultado vai diminuindo (...): 2/1,
3/2,4/3, 5/4. (...) Se quiséssemos

-arranjar uma formula para este padréo

(a diferenga entre os nimeros para o
qual tende o resultado), poderiamos
considerar z o numerador que vai
dividir, esta seria assim: /2 — 1. (Ana
Moita, 11°B)

De todos os relatorios que analisei
(66, no total), o que mais me sur-
preendeu foi o da Nadia, do 11°F.

E uma aluna de nivel suficiente com
alguns deslizes a niveis negativos, que
acabou o ano com 12 a Matematica
quando comegou com 9. O grupo com
que trabalhou néo fez nenhuma des-
coberta relevante durante a aula, mas
ela, em casa, continuou a investigagao
e fez algumas generalizagbes impor-
tantes, ainda que parcelares:

“Ao dividirmos um nimero por 2 e
somando outro ndimero z, a sucessao
tenderia a aproximar-se de nimero 2z.

600/2+3=303
=154,5
=80,25
=43,125

=6
600/2+4=304
=156

=82
=45

=8
600/2+5=305
=157,5

=83,75
=46,875

=10
Se substituirmos a expressio
y=x/2+3 pory=ux/z+2, emque
z & um nGmero positivo impar, maior
ou igual a 3, o y tende a aproximar-se
sempre de z/k, em que k & o nimero
de ordem de z, rélativamente & sua

posigéo na sequéncia dos nimeros
impares positivos, maiores ou iguais a
3. Assim, o nimero 3 corresponde ao
1, onimero 5 ao 2, o nimero 7 ao 3 e
assim sucessivamente.

200/3+2=68,667
=24,889
=10,296

23 @/D

400/3+2=135,333
=47,111
=17,703

=3 (G3/1

600/3+2=193,667
=66,556
=24,185

=8 «8/1)

172/5+2=36.4
=9,28
=3,856

=2,5 (5/2)

236/5+2=49.2
=11,84
=4,368

=25 (5/2)

423/5+2=86,6
=19,32
=5,864

=é,5 (5/2)

78/7+2 =13,1428
=3,8775
=2,5539

=233 (7/3)

314/7+2=46,8571
=8,6938
=3,2419

233 (7/3)

507/7+2=74,4285
=12,6326
=3,8046

233 (7/3)

x/9+2=(..),2.25 (7/3)
x/11+2=(.), 2,22 (11/5)
(Nadia, 11°F)

Para completar esta exploragéo



apenas faltaram duas situagées:
considerar z um nimero par qual-
quer e z impar mas k qualquer, em
y=ulz+k.

Durante a realizagao do trabalho

de grupo, foi necessario explicar a
alguns alunos que aquilo que a calcu-
ladora nos mostra nem sempre esté
correcto. Quando, apds sucessivos
Enter, aparece no visor o niimero 6,
num primeiro impulso todos os alunos
aceitaram esse valor como um valor
exacto dado pela expresséo com que
trabalhavam. Foi uma oportunidade
para lhes lembrar que a calculadora
faz arredondamentos e que esse 6
néo era mais que isso, devido ao
nimero de algarismos significativos
que a maquina usa nos resultados que
apresenta no écran principal.

A avaliagdo dos relatérios

E quanto a avaliagdo? Como avaliar
um trabalho deste tipo? E ébvio que
ndo tenho uma resposta Unica, per-
feita,'que seja a mais justa.

Ha alguns anos atras, quando come-
cei a pedir aos alunos trabalhos que
envolvessem redacgéo (composigdes,
relatorios, ...), senti algum descon-
forto em relagdo a sua avaliagéo. Na
altura, eu e outras colegas com quem
trabalhava em conjunto e que pediam
os mesmos trabalhos, comegavamos
por fazer uma leitura de todos os
trabalhos e depois classificavamo-los
qualitativamente, usando a compa-

racdo como aspecto importante na
atribuicéo da classificagdo. Com o
decorrer do tempo e apds alguma
experiéncia, comecei a definir critérios
mais especificos, de modo a obter
uma classificacdo quantitativa. Foi

o que fiz com esta tarefa de investi-
gacéo. Tentei que ndo fossem muito
penalizadores, de modo a permitir
que um aluno fraco ou médio que
descrevesse alguns aspectos com um
minimo de clareza e correcgao obti-
vesse classificagdo positiva.

Assim, num total de 200 pontos,
reservei 140 para a apresentagéo dos
resultados obtidos nas investigagées:
40 para os célculos repetidos (1),
outros 40 para os (2) e 60 para os

(3). Os restantes 60 pontos dividi-os,
30 para os aspectos matematicos
envolvidos e 30 para os aspectos
linguisticos e a organizagéo da expo-
si¢do. Depois de classificados os tra-
balhos, ao analisa-los e as respectivas
classificagdes, ndo senti que destes
critérios tivessem resultado injusticas.
Mas claro que os resultados poderiam
ter sido outros se os critérios tives-
sem sido diferentes.

Apesar deste processo de classifi-
cacao destes trabalhos ter sido algo
penoso pelas horas que me levou

. (foram 66 relatérios, que tinham entre

1 e 6 paginas cada um), foi um pro-
cesso enriquecedor, valeu a pena.

Foi interessante descobrir o que os
alunos séo capazes de descobrir e

perceber as formas que usam para
comunicar os resultados. O facto da
investigagéo ter sido feita em grupo
pouco condicionou os relatérios indivi-
duais, apenas no que diz respeito aos
processos utilizados e as descobertas
feitas em conjunto. Pude, também,
aperceber-me da forma de funciona-
mento dos grupos. Houve dois grupos
em que aquele ou aqueles que des-
cobriram algumas relacées, nomeada-
mente na terceira investigacéo, nao
conseguiram que todos os restantes
elementos do grupo as compreendes-
sem. Suspeitei disso durante a reali-
zag&o da tarefa e constatei-o ao ler os
respectivos relatorios.

A concluir

Com esta tarefa de investigagéo, os
alunos fizeram, de facto, matematica.
Formularam hipéteses e previram
resultados, estabeleceram e validaram
conjecturas. Ao apresentarem concei-
tos e raciocinios por escrito, usando
linguagem corrente, vocabulario ou
simbologia especifica da Matema-
tica, desenvolveram a capacidade de
comunicar. E também ¢é importante
referir que na realizagdo desta tarefa
estiveram presentes dois aspectos
que considero indispenséaveis no
ensino da Matematica: o trabalho em
pequenas grupos e g, utilizagéo da
tecnologia. i

Celina Pereira
Esc: Sec. Eng. Calazans Duarte
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A tecnologia na escola de
hoje: exclusao feminina?

Nas Ultimas décadas temos assis-
tido a uma constante evolugao da
tecnologia, principalmente na area dos
computadores. Cemecou-se por ter
um computador em casa e acabou-se
na leccionagéo de disciplinas informa-
ticas nas escolas.

Hoje, mais do que pertencer a uma
disciplina de informatica, os compu-
tadores tentam entrelagar-se com
outras éreas da Educacéo, invadindo
ainda mais as escolas, exigindo muito
mais dos professores.

Fala-se em integrar os computadores
na sala de aula de modo a permitir
uma melhor aprendizagem e motiva-
¢éo da disciplina. Este € um assunto
bastante fragil e que aborda diversos
aspectos. Inicialmente, podemos jul-
gar que os alunos irdo gostar mais de
uma aula com os computadores, pela
novidade, pela tecnologia e por todos
os recursos que nos da e ajuda a uma
melhor aprendizagem do aluno.

Contudo, experiéncias provam que
nem sempre € assim. Apesar de vi-
vermos num mundo onde a tecnologia
parece reinar, ainda héa jovens que néo
possuem um computador em casa

e, as vezes, mesmo tendo-o, nédo
sabem trabalhar com ele. Ora, com-
preende-se assim que alguns alunos
se sintam atrapalhados durante a
realizacéo de aula com computadores,
como afirma uma aluna 9° ano “Senti
dificuldades pois nao sei usar muito
os computadores, prefiro uma aula
normal”. Esta aluna era uma aluna‘de
nivel 4, com quem juntei, na aula, um
aluno de nivel 2, esperando que a alu-
na o ajudasse. Surpresa! Aconteceu
exactamente o contréario. O aluno
terminou a tarefa sozinho, além de ter
compreendido os conteldos.
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Pontos de vista, reacgdes e ideias...

De facto, houve uma barreira entre a
aluna e o computador: a sua utiliza-
¢ao. Note-se que lhes foi fornecido
uma ficha-guia com todos os passos a
usar no computador e, mesmo assim,
a aluna teve dificuldades. O mesmo
aconteceu a uma aluna de nivel 5.
Alias, tinha mesmo alunas que se re-

‘cusavam a utilizar o rato, demonstran-

do um certo medo e desconhecimen-
to. Reparei que os rapazes realizavam
a ficha com maior compreenséo e
rapidez, mostrando um certo fascinio
e dominio da tecnologia.

Se analisarmos bem, desde criancgas
que os rapazes brincam com jogos,
inclusive — e cada vez mais — nos
computadores. Parece que ha uma
tendéncia social, e até mesmo cul-
tural, de fazer vincar essa relagdo
homem/tecnologia. Alids, pode-se
reflectir pelo nimero de rapazes e
raparigas que escolhem éreas tecno-
logicas.

Eventualmente, em criancas de sexos
diferentes, entre os 6-10 anos, ndo
se evidenciam muitas diferengas face
a visdo, uso e interesse pelos compu-
tadores. E na pré-adolescéncia que as
diferengas comegam a sentir-se, mui-
tas vezes associadas a esses factores
sociais e culturais, fazendo com que
as raparigas se distanciem, desinte-
ressem e se sintam frustradas.

Na verdade, a sociedade ja quase
exclui as raparigas da tecnologia,
desencorajando-as para esta area.
Deste modo, ndo admira que estas
atinjam a adolescéncia dotadas de
um medo face aos computadores e a
todo o seu mundo. Alias, muitas das
raparigas associam os computadores
aos jogos que os rapazes utilizam,
nao verificando nenhuma verdadeira
utilidade, muito menos aprendizagem.
Assim, é normal as raparigas de hoje

, ficarem hesitantes quanto a vantagem

da aprendizagem através de um com-
putador. Elas préprias ja criaram um
mito dentro delas, que nesta idade é
ja dificil quebrar.

Os factores sociais e culturais em que
vivemos hoje séo, sem duvida, muito
influentes e responsaveis por toda
esta diferenca de ideias e visGes por
parte de jovens de sexos diferentes.
Mas, e também sendo reflexo desses
factores, néo terdo os pais muita cul-
pa nisto? Se um casal tiver uma filha e
um filho, a quem daréo eles um com-
putador com mais facilidade? Ser4 a
rapariga? Né&o. Salvo raras excepgoes,
0s proprios pais associam 0s seus
filhos a tecnologia, defendendo que
ndo sdo assuntos para raparigas. Os
pais sdo os primeiros a vincar estas
diferengas, criando nas suas filhas um
preconceito face aos computadores e
uma ideia de que nao é material para
elas.

No ano passado presenciei uma situ-
agdo que revela um pouco esta ideia.
Uma aluno do 9° ano tinha dito que
tinha pedido um computador aos pais
para o Natal. De facto, a aluna estava
muito entusiasmada com o assunto,
0 que € éptimo e revela que, passo a
passo, vai-se derrubando esta ideia
tradicional de que os computadores
s@o para os rapazes. Ora, a verdade é
que, depois das férias, perguntei-lhe
se tinha recebido o computador que
tanto desejava e ela simplesmente
respondeu “Nao, teve o meu irméo,
eu tive outras coisas”. Isto remete-
nos para essa ideia de que os pais
defendem a ideia homem/tecnologia.
Mais do que nés, professores, ten-
tarmos combater estas diferencas,
permitindo a todos os alunos a com-
preensao da utilizagdo destes mate-
riais, cabe aos proprios pais trabalhar
nesse sentido. Se ndo comegar em
casa, como poderdo os professores
fazer milagres?

No entanto, mesmo sem a ajuda dos
pais, tentemos lutar pelos nossos
alunos. Numa era em que o futuro
parece igualar-se a tecnologia, é
importante que os professores aju-
dem os seus alunos numa melhor
preparacédo. Daqui poucos anos, ja
quase nao existirdo empregos em



Pontos de vista, reaccdes e ideias... .

que ndo sejam exigidos conhecimen-
tos informéticos. Nesta perspectiva,
cabe a nos, professores, trabalhar no
sentido de mostrar a estas raparigas
a importéncia e as vantagens do uso
(moderado) do computador. Mais do
que isso, é responsabilidade nossa,
PROFESSORAS, dar o exemplo,
encorajando-as para esta area, mos- -
trando-lhes que somos capazes e que
a informética nao foi criada em fungéo
dos rapazes.

Assim, talvez seja importante, numa
aula com computadores, tratar todos
os alunos do mesmo modo, néo real-
cando dificuldades maiores que alguns
alunos/alunas possam ter.

Para evitar que haja estas discrepan-
cias face ao uso de computadores por
parte dos alunas/alunas, dever-se-ia
comecar a fazer esta abordagem des-
de a escola bésica, fazendo com que
as meninas se sintam seguras. Deste
modo, essa seguranga seria trans-
portada para a adolescéncia de uma
maneira mais solida.

A tecnologia deve ser vista como
uma ferramenta que podemos utilizar
para ensinar os alunos. Devemos
fazer sempre o melhor uso dela, sem
os/nos prejudicar. No deixemos que
a sociedade estrague o futuro dos
nossos alunos. Mesmo com compu-
tadores, continuemos a lutar por um
ensino PARA TODOS!

Mariana Mendonga
Grande colégio universal, Porto

A Redacgéo reserva-se o direito

de editar os textos '

modo a tornar compativel a inclu-
- sBo de todas as tontribuicbes no
~ espaco disponivel da revista.
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Branca Silveira

Tecnologias na educacio matematica

Formagao a distincia

Os cursos de formacéo a distancia,
ndo sendo uma coisa nova estéo a
surgir cada vez com mais frequéncia
em todas as éreas.

O que se pretende de um curso des-
te tipo?

Pretende-se essencialmente utilizar os
meios tecnoldgicos disponiveis para
permitir uma maior acessibilidade a to-
dos.

Como tudo se passa via Internet fica
eliminada a necessidade da presenca
fisica dos formandos num determina-
do local, o que da possibilidade a pes-
soas de regides muito diferentes po-
derem frequentar o mesmo curso. Os
materiais sdo disponibilizados pelo for-
mador e os trabalhos a realizar séo
feitos ao ritmo de cada formando.

Ha normalmente grande contacto com
o formador, via correio electrénico, na
maior parte dos casos sdo marcadas
sessoes de chat e pretende-se que a
discusséo de questdes langadas pelo
formador ou pelos formandos sejam
feitas em foruns.

O Centro de Formacgéo da APM reali-
zou o primeiro curso on-line, que de-
correu entre Janeiro e Maio.

Tratou-se de uma primeira experiéncia
deste tipo e a opinido que apresento é
de alguém que esteve de algum modo
envolvido na sua organizagdo, mas
tento ser o mais objectiva possivel.

O:primeiro facto a salientar foi o ele-
vado numero de inscrigbes. Devido
as restrigbes impostas, mais de me-
tade dos inscritos néo foram seleccio-
nados. Ficou-me a ddvida se esta res-
posta dos colegas se ficou a dever

ao interesse que o tema despertou, a
vontade de experimentarem uma mo-,
dalidade diferente, ou a possibilidade
que lhes era oferecida de seguirem o
curso a partir de casa ou do local de
trabalho.
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A primeira sesséo e a ultima foram
presenciais e todas as restantes on-
line.

Foi necessario satisfazer algumas
condi¢des impostas pelo CCFCP
como, por exemplo, a existéncia das
duas sessdes presenciais e a obriga-
toriedade da presenca nas sessoes
on-line. Note-se que esta modalidade
ndo esta contemplada na legislagdo
e portanto houve que fazer algumas
concessoes para que um curso des-
tes pudesse ser creditado.

De um modo geral o curso correu
bem. Houve uma boa participagéo da
maior parte dos formandos nas ses-
soes de chat e os trabalhos apresen-
tados excederam em muito aquilo que
lhes foi pedido.

A Escola Superior de Biotecnologia da
Universidade Catélica disponibilizou,
sem qualquer custo, a utilizagao da
plataforma (TWT) assim como o es-
paco no servidor para a colocagéo do
site.

Tivemos possibilidade de ter partici-
pantes de varias zonas do pais (Porto,
Lisboa, Agores, Castelo Branco, etc,
ete.), o que constitui uma mais valia
de qualquer curso deste tipo.

Inicialmente houve uma grande falta
de disciplina de participagédo nas ses-
soes de chat, que foi sendo resolvida
e surgiram alguns problemas técnicos
com a utilizagao da plataforma que
também se resolveram.

Alguns dos participantes naoc tinham
grande experiéncia na area de infor-
mética, o que nao constituiu obstacu-

. lo. O meu papel neste curso foi preci-

samente o de dar apoio técnico sem-
pre que necessario.

Ha alguns aspectos que gostaria de
salientar (uns foram contemplados
nesta formagao mas outros néo) e

{

gue gostaria de implementar se algu-
ma vez tiver oportunidade de voltar a
estar envolvida num préximo curso.

As sessbes marcadas, ditas presen-
ciais (chat) devem ser de dois tipos.
Algumas, de discusséao alargada em
gue todos estéo presentes e outras
facultativas em que o formador esté
obrigatoriamente presente para ti-
rar dividas e prestar esclarecimen-
tos apenas aqueles que necessitam
de ajuda.

Uma das vantagens da formagéo a
distancia & permitir que cada forman-
do tenha a possibilidade de frequen-
tar o curso segundo o seu ritmo e ge-
rindo o tempo da melhor maneira, por-
tanto a obrigatoriedade da presen-

¢a em todas as sessées (como foi o
caso) néo é compativel com esta ca-
racteristica importante.

O formador deve colocar uma série de
questdes para serem trabalhadas du-
rante um determinado periodo de tem-
po e para isso a utilizagéo do forum
deve ser mais aproveitada do que foi
neste curso. Penso que o forum é o
local indicado para discutir as ques-
tées colocadas pelo formador ou por
qualquer dos formandos. As interven-
¢oes de todos no forum séo muito
mais reflectidas do que no chat.

Deve haver sempre grande contacto
por e-mail entre o formador e os for-
mandos, sendo estes avisados sobre
a colocagdo de novos textos ou de
novas contribuigbes para o forum.

O apoio informatico é indispensavel e,

' se possivel, estar a cargo de alguém

com grande envolvimento no curso
para ndo assumir um caracter pura-
mente técnico. N&o tenho dividas que
o apoio resultard melhor, se o dito téc-
nico estiver de algum modo dentro do
assunto do curso para perceber exac-
tamente as dlvidas dos formandos,
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mas tenho perfeita consciéncia que
isto 80 sera possivel num nimero mui-
to reduzido de casos.

A elaboragéo do site tem de ser muito
cuidada de modo a toméa-lo, principal-
mente, funcional.

Num workshop a que assisti sobre
concepgao de cursos de e-learning
(que néo é precisamente a mesma
coisa que ensino a distancia, ou for-
macéo a distancia, embora estejam re-
lacionados), foi apresentada uma defi-
nicéo de ensino a disténcia como “um
processo planeado em que o ensino e
a aprendizagem ocorrem em sitios di-
ferentes. Em consequéncia exige téc-
nicas pedagogicas especiais e & su-
portado por plataformas tecnoldgicas
de comunicagéo, bem como proce-
dimentos de gestéo e administra-

céo particulares” (Michael Moore).
Penso que este conceito se podera
aplicar a formagé&o a distancia e como
tal apresento algumas ideias coloca-
das pelo orientador (Doutor Carlos V.
Carvalho) nessa sesséo, sobre a con-
cepgéo de contelidos de um site para
este tipo de formacéo:

® Mensagens concisas

* Gréficos e imagens com boa apre-
sentagdo mesmo a baixas resolu-
¢oes e apenas os necessarios. Os
grafismos excessivos séo de evi-
tar, assim como muitas animagbes,
muitas cores, etc)

® Principais paginas do site com tem-
pos de download pequenos

e Facilidade de navegacéo (links fa-
ceis de entender, as paginas ante-
rior e seguinte devem estar facil-
mente acessiveis, ligagdo perma-
nente & pagina principal)

e Utilizagao de botdes de navegagéo
consistentes em todas as paginas
do site j

® Atengdo a detalhes como, por
exemplo, o titulo corresponder ao
contelido da pagina, todas as pagi-
nas com barra de navegacéao, veri-
ficag@o e re-verificagdo dos erros
de ortografia, consisténcia dos ele-
mentos do design, etc)

Muito se poderia dizer sobre este as-
sunto e provavelmente voltarei a ele;
mas néo sou especialista nem tenho

préatica suficiente, portanto as minhas
observacges resultam apenas de al-
guma leitura e de grande convicgao da
importéncia que este tipo de trabalho
pode vir a ter em termos de formagao.

Navegando pela Internet

A viagem de hoje comeca por um site
destinado a professores, alunos e en-
carregados de educacéo:

SITEY FOR TERCHERS

http://sitesforteachers.com/
index.html

Sitesforteachers é uma lista de recur-
sos e de sites educacionais, para va-
rias disciplinas.

Através deste site pode seguir, por
exemplo para uma pagina com uma
colecgao de mais de 2000 planos de
aula, a maior parte dos quais para
os primeiros niveis de escolarida-
de, desenvolvido por K. Yamnitz na
Universidade de Missouri.

-
Lesson
lans

Page.,com

http://www.lessonplanspage.com/
Math.htm

Este link leva-o directamente para a
area da Matematica do site referido

ﬁ The Triangles Web

http://www.xtec.es/
-gcastell/ttw/ttweat/portada.html

E um site de geometria (em cataldo e
agora em inglés) que se dedica espe-
cialmente ao estudo da geometria do
tridngulo, que nas palavras do autor
da pagina “nos leva para um espanto-
so e inesperado nimero de proprieda-
des de uma forma téo elementar e ao
mesmo tempo para as suas multiplas
conexdes internas”

http://primes.utm/edu/

Este & mais um site dos iniimeros
existentes scbre nimeros primos.
Contém informagées, resultados da
investigacéo, records, artigos, conjec-
turas, numerosos links para outras pa-
ginas sobre nimeros primos

g Cartograma & um site em lin-

gua espanhola onde encontra infor-
magoes sobre a origem dos mapas, a
evolugéo desde o mundo classico até
a idade moderna. Contém ainda um di-
cionario de termos mais usados em
cartografia e uma lista de nomes que
de algum modo ficaram ligados a este
assunto, com uma breve descricdo da
sua contribuigdo para a elaboragéo e
estudo dos mapas.

http://www.cartograma.com

Na ja habitual visita a museus indico:

expl

ra_t_o_rium

http://www.exploratorium.edu

Este museu, fundado em 1969, fica
em San Francisco, no Palace of Fine
Arts, tem uma coleccéo de mais de
seiscentas exposi¢des sobre ciéncia,
arte e percepgao humana e € lider na
promogéo dos museus como centros
educacionais.

http://www.old-computérs,com/
museum/default.asp

Museu sobre computadores antigos.
Tem uma boa colecgdo de imagens

e dados sobre estes computadores,
além da historia muito completa sobre
a sua evolugéo.

Educagio e Matemdtica n® 72 ® Setembro/Outubro de 2004




c AS I OI”CALCULADORAS PARA O ENSINO

A Casio possui a linha mais completa e acessivel do mercado, perfeitamente adaptada
ao ensino em Portugal. Prestamos apoio constante a professores e escolas,
através de varias acgdes técnicas e pedagogicas do programa educacional Casio.

CASIO CREOESRGE PLUS

Wissin ¥ 3 # L .

XA fgﬁ s e Visor a cores

S U EESE |« 32Kb Ram + 28 Kb Rom

He A s e, o Estatistica Avancada

L e b e Calculo Financeiro

TR | © Matrizes
F@\ : : ; g o Complexos

ot . © Raizes Reais e Complexos
psaw © Derivados

PO0ODD o Conicas

et eo ©® e Video/TV
ODODO®E - Modelo com Painel
- e para Retroprojector

ACESSORIOS P/ GRAFICAS

Yy .—,3_!

Ligagdo a PC das gréficas CASIO
com software FA123
g

Ligacéio a TV e Video projector
da CASIO CFX 9850 Gb Plus

Conjunto Méquina + Data Display +
cartdo emulador :

Recolha de Dados vérios com sondas
incluidas e ligagdio das gréficas CASIO;
Andlisador EA-100, Sensor de Movimento EA-2,

2 e

GRAFICAS

POOGBOO | ) podelos de Regressiio

ooe ocd @ o Biblioteca Incorporada
DOODD | -ligaio a PC, Analisador de Dados,

e ainda: FX 7450 G, FX 9750, Algebra FX 2.0 (download do Internet)

 Memaoria Flash 768K + 144K Ram
(cerca de 1 Megabyte) '
o Excelente Visor Monocromatico
® Funcoes Graficas de Alto Nivel
© Rapido Acesso aos Menus
e Diversas Opcoes
® Graficos DinGimicos e Duplas -
~ Conicas — Complexos
o Estafistica — Equacoes
até 30 Incognitas
° Matrizes ~ Integrucdo ~ Calculo

BEL g Diferencial :
o Operacdes Logicas ~ Programaciio
Tipo Basic
e Actualizaciio pela Internet
B =l BE com Programas e Aplicacdes

* Linguagem de Trabalho e Aplicacgo
da Linguagem Portuguesa

< i0 356"

Cientificas de alto nivel,

 Robustas
Simples, Economicas, © Economicas
Poderosas ® Modelos ER
o Visor com 2 linhas com cilculo de EUROS

Sensores da Vernier

c]

BELTRA
COELHO

Lisboa, Porto, Barreiro, Braga,
Aveiro, Coimbra, Santarém, Setdbal, -
Faro, Funchal e Sintra
www.beltracc.pt

P.E.C. Programa Educacional CASIO

Apoio Técnico e Pedagégico - Programa de Emprésfimos - Cursos de Formacéio
O PEC - Programa Educacional CASIO, numa das suas vérias verfentes, desenvolve cursos
de formagée (graluitos], fendo como objectivo familiarizar o classe docente com a tecnologia
das calculadoras gréficas e a sua aplicacdo aos novos programas de matemdtica,
O programa de cursos de formagdo desenvolvido pela CASIO, conta com o apoio de uma Equipa
de Professores de Mateméica o nivel nacional, que néo sé realizardo os cursos como também
responderéo a qualquer solicitacdio técnica e/ou pedagégica.

CONTACTOS

APOIO PEDAGOGICO
; POR TELEFONE: 213 122 868
E-MAIL: ana.margarida@beliraoc. pt

FELIR ", cr1vipaoss bownLoADS |

: www.c.asic.oo.ip/edu_e/



A todo instante de nossa vida nos uti-

lizamos algum metodo para quantificar

e ordenar determinados objetos quie
manuseamos. E e exactamente essa
necessidade de acumular quantidades
e ordena-las de maneira gue possam
representar coisas materiais gue
surgiu a necessidade de se contar.

ou seja, surgiu a necessidade de

criar um sistema de numeragao gue
represente qualquer quantidade de
abjectos.

Assim como Urma crianca utiliza seus
dedos para contar é de se esperar
gue inicialmente as povos antigos
também utilizaram essa téchica, pois
segundo as normas da Sociologia

e da Etnografia, 0s povos, em seu
conjunte, partem de um estado ini-
cial comum, e vao socializando seus
conhecimentos, isto €, presume-se
gue os grupos humanos evoluem cul-
turalmente sempre da mesma forma,
transmitindo aos posteros os conheci-
mentos acumulados.

O mais simples e primitivo dos pro-
cedimentos equivalentes a contagem
parece ser o gue Taylor, na Primitive
culture, chservou em Uso entre as
indigenas da Australia, Malasia e
Madagascar, que davam aos filhos os
mesmos nemes segundo a ordem do
nascimento, processo que converte
cada nome em um niamero. Neste
estagio de evolucdo néo ha ainda
nomes de nimeros, mas equivalentes
concretos da numeragao.

Numero: Esséncia da Matematica

Lévy-Brihl, em seu trabalho Les fone-
tions mentales dans les socistes infe-
rieures, afitma que nas ilhas Murray,
situadas no estreito de Torres, os indi-
genas so tinham linguagem numerica
para os seguintes nimeros:
netat — um
neis — dois
Na operagao de contagem, procedem
por associacao e repeticao dessas
palavras, coma por exemplo:
neis nelat — trés
neis neis — quatro
neis neis netat — cinca
neis neis neis — seis
No Alto Xingu. Estade de Mato
Grosso, vive o pove kuikidro, indige-

nas do tronco linguistico karib, estuda-

dos por Scandiuzzi da UNESP — Sao
José do Rio Preto — SP-Brasil. Seu
trabalho com esse povo é de assaz
importancia pois ele com muita difi-
culdade coletou as primeiras informa-
coes de eontagem na aldeia kuiklro.
Seu sistema de contagem segue uma
ordem especffica: eles contam a partir
do polegar da mae direita passando
por todos os dedos e depois vao para
aimao esquerda também comecgando

pelo polegar e apos passar por todos

os dedos das maos eles utilizam os
dedos dos pes seguinde e mesma
esquema. Baseado no sistema quina-
rio veja como eles centam de O ate
10:

Adiano Fonseca

Inhalii — zero
Aetsi — um

Takiko — dois

Tilake — trés
Takakegeni — quatro
Nhatii (mao) — cinco

Aetsiingugeteho (um da outra mao)
— seis

Takiko ingugetoho (dois da outra mao)
— =i

Tilake ingugetoho (trés da outra méao)
— oite

Takakegeni ingugetoho (guatro da
outra mao) — nove

Timtiho (duas maos) — dez

No mundo ocidental o sistema de
numeracao mais usado € o sistema
indo-arabico ou sistema decimal.
Nesse sistema existem dez simbolos
gue guando combinados representam
qualquer gquantidade. Mas ao contratio
do que a maioria das pessoas pensam
existem varios outros sistemas de
numeracaoc que pao o decimal, como
foi visto acima. Nesta maioria estao
enquadrados os alunos, pesscas da
sociedade em geral e pessoas da
area de humanas e bielogicas que so
tiveram acesso ao sistema decimal.
Existem sistemas com apenas dois
simbolos, trés simbolos, quatro sim-
bolos e assim por diante. O sistema
binario e hoje em dia muito utilizado
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mesmo que indiretamente: é a lingua-
gem oficial dos computadores e das
etnias indigenas do tronco linguistico
macrojé, habitantes do Brasil. A velo-
cidade com que eles processam as
informagdes, tanto os computadores
quanto os indigenas, € em parte
devido ao uso do sistema binario.

Segundo relatos histéricos, a utiliza-
¢éo do sistema de numeracao deci-
mal pelos povos ocidentais ocorreu
devido a aspectos politico-econo-
micos, pois no século XV, durante

o Renascimento, houve a difuséo
desse sistema — criado pelo mate-
matico hindu al-khwarismi — pelos
comerciantes arabes por toda Europa
e Inglaterra sendo trazido mais tarde
ao continente americano. Durante
esse periodo do Renascimento, houve
uma grande evolugéo na arte e na
cultura dos povos e com a criacao

da imprensa, houve a predominancia
dos algarismos indo-arabicos, por
esse sistema ser mais pratico do

que o sistema de numeragao romano
em uso na eépoca, que por ser muito
complicado, s6 podiam ser efetuados
os calculos no abaco. Como estamos
habituados a utilizar o sistema na base
10, quando nos deparamos com sis-
temas em outras bases, parece nao
ter significado, mas na verdade séo
simbolos do sistema indo-arabico de
forma reduzida, ou seja, sistema na
base 2: simbolos 0 e 1; na base 3:
simbolos 0, 1 e 2; na base 4: simbolos
0. 1,2 e 3, e assim por diante.

Seja usando pontos, tracos, figuras
inanimadas ou outros simbolos, todo
sistema de numeragéo obedece
sempre a uma correspondéncia e a
uma ordem. Segundo pensa Piaget,
duas condigoes se fazem necessarias
para que exista abstracao do conceito
de numero: a conservagao do todo
(correspondéncia) e a ordem.

A representagao gréfica dos niimeros,
que precede a escrita como meio de
transmissao de mensagens, surge
muito tempo depois do homem ter
aprendido a contar. Logo por que néo
utilizar materiais concretos para traba-
Ihar o conceito de nimero na crianga?

O material concreto é uma ferramenta
muito importante que auxilia o pro-
fessor na sua tarefa diaria. Ubiratan
D'Ambrosio sempre nos lembra que
o conhecimento cotidiano da crianca
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Material Fichas Multibase.

deve ser levado em consideracéo e
trabalhado em sala de aula.

No que diz respeito a simbologia, a
matematica implica uma linguagem
diferente da falada e escrita habitual-
mente pelos alunos, com significados
e leituras especificas e precisas, o
que exige capacidade de abstracdo
para a sua compreensdo e manipula-
¢ao. Essa abstragéo é muitas vezes
responsavel pelos insucessos ou
experimentagdes progressivas de difi-
culdades na matematica,

Tomando como base as ideias de
Piaget de que as operacdes mentais
devem ser consideradas como formas
interiorizadas das operagdes con-
cretas, justificam em parte o uso de
materiais concretos em sala de aula.

Um material de grande potencial para
trabalhar esse conceito abstrato de
numero na crianca de maneira con-
creta & o material fichas multibase,
confeccionado por mim, que é uma
combinagéao dos blocos logicos e do
material multibésico. Esse material
além de mostrar como se dé o pro-
cesso de construgao de um sistema
de numeracao, trabalhando com
outras bases numéricas alem da
decimal, também pode ser utilizado

para trabalhar as operagées funda-
mentais em qualquer base, fragtes,
conceito de area e volume de figuras
geométricas planas e tridimensionais,
conceito de poténcia, proporgéao, jogo
das quatro cores, despertando no
aluno seu raciocinio légico e ludico,
podendo ser trabalhado em todos os
niveis do ensino fundamental. Esse
material & constituido de 4 qua-
drados verdes, 8 retangulos laran-
jas, 16 quadrados amarelos, 32 retén-
gulos vermelhos, 64 quadrados azuis,
40 retangulos violetas, 10 trapézios
vermelhos, 10 trapézios castanhos

e 80 triangulos isosceles brancos,
podendo ser confeccionados em
cartolina ou papel cartao, que quando
manuseados, explicam os conceitos
matematicos de forma concreta.

Em 2001, trabalhei constantemente
com este material, sempre o anali-
sando e melhorando, junto com o pro-
fessor Scandiuzzi da UNESP, apresen-
tando-o em congressos locais e no
Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional realizado *
em Belo Horizonte.

Trabalhei também esse material com
professores da FEBEM (Entidade
Publica que trabalha com menores
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Extractos do trabalho de dois alunos.

infratores, em regime fechado) —,
em forma de iniciagéo cientifica, ensi-
nando a eles como trabalhar com

o material fichas multibase, sendo
finalizado esse estagio, com trabalho

realizado com os detentos da unidade.

Também, trabalhei esse material com
alguns educadores de Mato Grosso
e Goias (dois Estados brasileiros),
cujo'interesse pelo material foi muito
grande devido ao enorme auxilio que
esse material pode trazer ao profes-
Ssor.

Em 2002, uma experiéncia recente
feita com esse material em duas 5°
Séries do Ensino Fundamental Regu-
lar, da EMEF Professora Darci Helena
Delgado Januario mostra o potencial
desse material. .

O assunto foi fragées: inicialmente
organizei a classe em grupos de no

méximo quatro alunos e distribui o
material fichas multibase para cada
grupo. Fazendo perguntas do tipo:
“Se eu dividir o inteiro em duas partes
iguais e tiro uma parte, quanto fica?
Como eu represento a parte que
ficou?" e ainda “Qual é o dobro de
1/2,1/3, 1/47 E a metade desses
numeros?”, verifiquei que automatica-
mente eles usavam as fichas coloridas
do material para dar as respostas das
perguntas. Percebi também a facili-
dade de manuseio e raciocinio que
eles tiveram com o auxilio do material.
O impressionante & que todos os
alunos queriam participar da brinca-
deira com as fichas coloridas.

Todo o trabalho com esse material,
ou seja, a representacédo das frages
de maneira concretg; foi registrado no
caderno dos alunos.

Concluindo, o material fichas mul-
tibase, contribui com a conceitua-
céo, abstragéo e sistematizagao do
numero, possibilitando uma aprendi-
zagem dindmica, com dialogo, sociali-
zando o conhecimento.

O professor enquanto educador deve
fazer com que o aluno usufrua do/a
tempo/aula com motivagao renovada
principalmente quando consideramos
os aspectos socioculturais, infor-
mando-os dos fatos historicos que
ajudaram para o desenvolvimento do
conhecimento dos nimeros.
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A Matematica
Recreativa
e o Centendrio do
Almanaque Bertrand
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Introducio

Em 2000, visitando a Biblioteca da Universidade Catélica
Portuguesa, encontrei uma colegdo completa do Alma-
naque Bertrand. Lembrei-me, entéo, de como gostava,
quando crianga, de ler edigbes antigas que pertenciam a
meus pais, com tao saborosa escrita da época, divertindo--
me especialmente com os quebra-cabegas matematicos.

Descobri que seu primeiro nimero foi o referente a 1900 e
lembrei-me que 2000 era o Ano Internacional da Matema-
tica. Pareceu-me interessante essa coincidéncia e decidi
propiciar, ou relembrar, aos leitores de Educagéo e Mate-
matica, as delicias dos problemas do Almanaque Bertrand
e, ao mesmo tempo, homenagear este, pelo seu contributo
na divulgagdo da Matematica como interessante e ludica.

Almanaques

Embora muitos néo saibam, o almanaque é o antecessor
das modernas revistas de sociedade. De facto, Augusto
de Castro parece estar falando das atuais revistas de
sociedade quando descrevia em 1953 o almanaque como
“o brevidgrio das pequenas curiosidades humanas " conce-
dendo, todavia, que “evidentemente, ndo é indispensével
para a seguranga ou para a felicidade humanas saber até
que ponto Hitler detestavas os pijamas ou quantos dentes
tinha Vitor Hugo em Guernesey. ™

Actualmente, os poucos almanaques que ainda se editam
s&o principalmente fontes de dados geograficos, astro-
némicos ou religiosos. Esta forma de almanague existe
desde as mais antigas civilizagbes que conheceram a
astronomia, sendo que o exemplar mais antigo conhecido
data da época de Ramsés, o Grande, do Egipto (1200 a.
C.) e abrange um periodo de seis anos, indicando as datas
festivas e dias propicios. Com a imprensa, a produgéo

de almanaques teve um grande impulso, tendo o primeiro
almanaque impresso sido publicado em Viena em 1457,
por Purbach. Em Portugal destaca-se o célebre Almanach
Perpetuum, de Abra&o Zacuto, impresso em Leiria em
1496 e do qual sairam as tabelas com as declinagtes sola-
res que foram usadas na marinharia portuguesa da epoca.
Os primeiros almanaques dos paises cristaos ligavam-se
estreitamente com os devocionarios e incluiam as datas
das festas e dias feriados, além dos ciclos solar e lunar,
letra dominical, epacta, dureo numero, etc. A partir do
século XVI, comegou a ser frequente o aparecimento de
obras de cunho muito diferente, visando um publico muito
mais vasto e que vieram a dar origem aos almanaques
como os conhecemos hoje.

Seu contetdo variava de ano para ano, consoante o gosto
e as necessidades dos leitores a que era destinado. Con-
tinham elementos de cosmografia, tabuas de fases da lua,
de marés e de eclipses, regras Uteis para a navegacéo,
conselhos sobre a agricultura e a pecuéria, prognosticos
duvidosos sobre o bom ou o mau tempo e predigdes astro-
I6gicas. De tal forma esta parte dedicada a astrologia era
apreciada que ditou o sucesso dos almanaques, sendo
caracteristica comum a todos os livros congéneres, ate os
nossos dias. Mas podiam incluir também breves tratados
de teologia, notas referentes a historia da Igreja, os dias



de despacho e audiéncias reais, os horérios dos servigos
publicos, estatisticas Uteis e receitas para o tratamento
das enfermidades mais comuns. Constituiam-se, assim,
numa enciclopédia préatica para uma populagéo que em sua
grande maioria morava e vivia do campo. Quase todos os
seus redactores eram astronomos e médicos e nao hesi-
taram em publicar almanaques autores de renome desde
Benjamin Franklin (Poor Richard's Almanack, 1732) a Ber-
told Brecht (Kalendergeschichte, 1949).

Se, inicialmente, os almanaques competiam pela preci-
séo dos seus calendérios e previsdes meteoroldgicas e
astrologicas, Benjamin Franklin com seu Poor Richard's
Almanack em 1732 muda completamente as regras, consi-
derando astuciosamente que ‘embora o calendario fosse
necessério, era o material adicional que faria o almanaque
vender ™. Franklin considerava-o, também, um ‘veiculo
apropriado’ para a educacéo das pessoas comuns, que
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raramente compravam outro livro senéo o almanaque e,
com esse objectivo incluiu seus famosos aforismos “pro-
curando inculcar a inddstria e a frugalidade como meios de
obter riqueza e garantia da virtude ™.

Assim, embora composto a partir de compilagées, plagios
e imitagbes mutuas, os agricultores, marinheiros e pes-
cadores consideravam o almanaque fonte de informacéo
muito necessaria, assegurando-lhe um mercado, e tor-
nando-o uma forma de literatura folclérica muito apreciada
onde a leitura era escassa e que parece representar um
fenémeno europeu®.

No século XIX, ao lado dos almanaques de caracter mais
popular, que se mantiveram mais ligados a tradicéo astro-
I6gica de que provinham e ao gosto do seu publico prin-
cipalmente dos meios rurais, apareciam outros com um
caracter astrologico e divinatorio muito reduzido, enquanto
estendia-se muito a parte informativa. Tais almanaques
desempenharam um papel educativo e moral, procurando
melhorar a agricultura e a condigéo dos camponeses.

Surgiram, assim, almanaques que visavam, sobretudo, os
interesses de um sector de publico especializado, como os
almanaques agricolas, astronomicos, genealdgicos, nauti-
cos, militares, etc.; os almanaques relativos a certas povo-
agbes, como como o Almanach de Fafe, o Almanak da
Cidade de Braga; almanaques de publicaces periddicas,
como os do Século e do Diario de Noticias; e almanaques
ilustrados, para um publico visivelmente da classe média,
com pequenos artigos sobre factos histéricos e geogra-
ficos, poemas e pequenos contos frequentemente ofe-
recidos por leitores, anedotas, provérbios, curiosidades,
recreagoes cientificas, adivinhas e passatempos, como

o Almanach Hachette e os publicados em Portugal pelas
livrarias Bertrand, Ferin e Palhares. O almanaque teve até
mesmo um papel peculiar no renascimento da lingua d'Oc
em Franca, tendo havido mesmo em 1922 um Almanach
occitan mantido pelos colaboradores da revista Oc’.

Saborosamente, Augusto de Castro descreve o alma-
nagque como ‘o brevidrio das pequenas curiosidades
humanas "8, com as quais, “espreita-se pelo buraco da
fechadura, decifram-se palavras cruzadas, desvenda-se

a melhor maneira de escolher os meldes, quantas cami-
sas tinha Maria Antonieta, e ensina-se a melhor forma de
guisar um coelho sem que ele dé por isso. " Por outro lado,
parece estar a descrever as actuais revistas de sociedade:
“Evidentemente, néo é indispensavel para a sequranca

ou para a felicidade humanas saber até que ponto Hitler
detestavas os pijamas ou quantos dentes tinha Vitor Hugo
em Guernesey. " Mas defende sua utilidade pois que essas
pequenas curiosidades “séo por vezes mais lteis ao pobre
fantoche, escravo dos seus habitos e das suas inquieta-
¢bes, que & o homem de hoje. "

O Almanaque Bertrand

A primitiva Livraria Bertrand, fundada na primeira metade
do século XVIIl pelos franceses irmédos Bertrand, apos
uma série de percalgos econémicos em maos de seus

. sucessores, esteve para fechar em 1893, quando José

Gregorio Mamede Campos Bastos, seu ex-director, fez
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um esforgo para salvar a firma Bertrand e a cultura que
nela se havia formado, ponto de encontro e discusséo
dos intelectuais durante geractes. Conseguindo a posse
da casa e do fundo editorial, transforma virtualmente a
Livraria José Bastos na Livraria Bertrand. Talvez, entdo,
para comemorar tal sucesso, langou um almanaque, o
Almanach Bertrand, em 1899, que sobreviveu até 1969.
A tiragem do Almanaque Bertrand foi, no seu primeiro ano
de publicagdo de cinco mil exemplares, que passaram em
1908 a quinze mil exemplares até 1969, ano do seu ultimo
numero’. O Almanaque teve “recepgéo festiva™ por parte
de toda a imprensa do pais, embora tenham sugerido,
“com a mais lisonjeira das intengées ®, tratar-se de uma
imitagao da franceésa Hachette, a qual, todavia o editor
dizia parecer tanto com o Almanaque Bertrand “como um
cysne se pode parecer com um canario ™'° e afirmando,
por outro lado, que “nem o Hachette, nem ninguem, nos
substitue. """

As recreagbes matemdticas do Almanaque
Bertrand

Tal como seus congéneres, o Almanaque Bertrand esfor-
gou-se sempre por ser obra “muito noticiosa, muito
variada, muito encyclopedica, e sobretudo apenas sugges-
tiva, tocando em tudo com ligeireza, saltando de assumpto
para assumpto, sem carregar muito a méo em nenhum "2,
entatizando “o deleite, a distracgédo e a utilidade "'*. Uma
forma de deleite e distracgdo que ministrou, foram os
problemas e curiosidades matematicas, no que seguiu o
exemplo do Almanach de Lembrangas Luso-Brasileiro,
criado em 1851 por Alexandre Magno de Castilho, escritor
e matematico, muito apreciado pelos charadistas'. Assim,
dizia o editor do Almanaque Bertrand que os problemas,
enigmas e jogos, ‘que, em avultado numero, propémos

& sagacidade dos nossos leitores, visam a dar-lhes uma
distracgdo intellectual de ordem elevada, e procuram ser
dignos de occupar intelligencias que se ndo comprazem
em descer a absolutas frivolidades. "'® Elevado nimero, de
facto, que, de meia centena no seu lancamento, chegou a
uma centena em 1910, voltando curiosamente para meia
centena em 1970, ano da ultima edigéo.

Vejamos alguns exemplos de problemas matematicos de
dificuldade variada, extraidos do Almanaque Bertrand para
1900. A grafia origihal foi mantida em beneficio dos saudo-
sistas e para a curiosidade dos leitores actuais:

Enigma

digo que 4 séo 6,

E que 6 séo 4, digo.

Em 1 ha 2, e prosigo.

Que 5 em 13 vereis.

Se acaso néo entendeis,
Discorrei com mais afinco;
Pois em todos vereis 5,

Como3e 1 séob.'®
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Problema popular

Nem todos séo capazes de dizer, immediatamente, em
quanto importam sete sardinhas e meia, a real e meio sar-
dinha e meia!'’

Problema facil

Achar um numero que esteja tanto acima de 50 como o
seu quadruplo esta acima do mesmo numero 50.'®

Curiosidade arithmetica
Tome-se qualquer dos numeros-digitos:
1,2,3,4,5,6,7,8 9.

Multiplique-se o numero tomado por 2, e junte-se-lhe 4.

A somma resultante mutiplique por 5, e junte-lhe 12. Esta

ultima somma multiplique por 10 e tire-se-lhe 320, O resto
divida-se por 100. Encontra-se, sempre, 0 numero que se

tomou.

Effectuando este conjunto de operagoes, sucessivamente
com todos elles, encontra-se, tambem sucessivamente, a
serie natural:

1,2,3,4,5,6,1,.8,9"

A Escola de Pythagoras

O gloria do Hélicon, Pythagoras, dilecto das Musas! Dize-
me quantos discipulos frequentam a tua escola ; quantos
proximo de ti, escutam atenciosos a palavra do Mestre,
deglutindo a sabedoria?

— Eu te esclarego, Polycrates , grava no teu espirito o que
te vou dizer :

«Metade d'elles estudam as mathematicas, a sciencia

da luz e da verdade ; a quarta parte trabalha no desco-
brimento das leis immortaes que regem a natureza ; um
setimo do numero total reflecte sobre tudo o que ouve, e
conserva-se sentado e em silencio ; mas, ao lado d'elles,
ha tres mulheres tambem.»2°

Um multiplicando mysterioso

Procure-se, e encontre-se, um numero que, multiplicado
por3, 6,9 12,15, 18, 21, 24 ou 27, dé, em cada caso,
como producto, o mesmo digito tres vezes repetido.?'

Problema

Decompér o numero 100 em quatro partes inteiras, de
modo que juntando 4 a primeira, tirando 4 da segunda,
multiplicando por 4 a terceira e dividindo a quarta por 4,
resulte sempre a mesma quantidade depois de effectuadas
as operagdes.*

Problema

Tres bolsas contéem dinheiro. Nas duas primeiras estao
160S000 réis ; na primeira e na terceira estao 170S000
réis ; finalmente, na segunda e na terceira estao 2005000
réis. :

Que dinheiro esta em cada bolsa??®



Uma transacdo complicada

Manuel da a Pedro tantos
tostdes quantos os gue
Pedro tem. Pedro da entdo
a Manuel tantos tostbes
quantos aquelles com que
elle ficara.

Feito isto, Manuel acha-se
com 35600, e Pedro com
48200 reis.

Quanto era o dinheiro que
tinha cada um d'elles antes
da transacao?*

O problema da escada

Quantos degraus tem uma
escada que, paraser des-
cida ou subida, galgando os
degraus a dois e dois, resta
um ; a tres e tres, restam
dois; a quatro e quatro,
restam tres; a cinco e cinco,
restam quatro ; a seis e seis,
restam cinco ; e, finalmente,
a sete e sete néo resta
nenhum??

Bomen e Julieta... im de =eculo

) ; Problema difficillimo

Um vintem a oito pobres
Hoje, di se um vintem de esmola a um
pobre, e nem sempre elle fica satisfeito.
Pois d’antes, e ainda ndo ha muito, era
ssivel repartir min vintem por oito po- T . .
g::s, dandopesn:ola a todos! » : d!v!d!do por 4, da de resto 3 ;
Como se fazia isto? dividido por 5 da de resto 4 ;
o= dividido por 6, da de resto 5 ;
dividido por 7, dé de resto 6 ;
dividido por 8, da de resto 7 ;

Qual é o menor numero que,

dividido por 9, da de resto 8 ;

e dividido por 10, da de resto 97%

Contas certas

Dizia um rapazito para outro: «Se me desses um vintem,
ficava com o dobro do teu dinheiro».

«Isso nédo deve ser assim, respondeu o outro. Tu é que
devias dar-me um vintem, para ficarmos com a mesma
conta.

Quanto tinha cada um?7%’

Um resultado exiguo

Com os nimeros 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 e 0, compdr duas
fracgdes, cuja somma seja egual & unidade, Deve empre-

gar-se cada algarismo uma vez somente, e devem empre-
gar-se todos.?® -

Uma familia numerosa

Um lavrador e sua mulher teem quinze filhos, nascidos
com intervallos regulares, sendo a differenca, de uns para
outros, de anno e meio.

dividido por 2, da de resto 1 ;
dividido por 3, da de resto 2 ;

O mais velho tem oito vezes a edade do mais novo.

Qual é a edade d'este ultimo??®

Quantas libras?

No tempo em que as havia entre nos, perguntaram a
alguem quantas libras levava na bolsa. E esse alguem res-
pondeu:

«Se & conta das que levo juntasse metade do seu numero,
e ainda mais dois tercos, e ainda mais tres quartos, e ainda
mais quatro quintos, e ainda mais cinco sextos, e ainda
mais nove, levaria exactamente 100.»

Pretende-se saber, em resumo, quantas levava.®

Quebra-cabecas

Achar um ou mais numeros de cinco algarismos que, mul-
tiplicados por 7, déem um producto constituido todo pelo
mesmo algarismo.

Dizer com quantos numeros de cinco algarismos se pode
dar este caso.”

As gracas e as musas

As tres Gracas, levando cada uma seu ramo, composto do
mesmo numero de rosas, encontram um dia com as nove
Musas. Cada Graga deu a cada Musa a decima oitava
parte do seu ramo, e finda a distribuicdo viu-se que cada
Musa tinha menos doze rosas do que cada uma das tres
Gracas.

Quantas rosas tinha cada Graga, primitivamente?*?

Uma divisdo difficil mas que pode ser feita de duas
maneiras

Um negociante de vinhos tem na sua adega 21 cascos.
Sete cheios de vinho ; sete meio-cheios, e sete vasios.

Como péde elle dividil-os (sem transvasar nenhuma gotta
de liquido de casco para casco) entre seus tres filhos —
Guilherme, Henrique e Thomaz, — de maneira que cada um
d’elles tenha ndo sémente a mesma quantidade de vinho,
mas ainda egualmente o mesmo numero de cascos?

Como dizemos que o problema tem duas solugbes, espe-
ramos que o leitor tera a curiosidade de procurar ambas.*

Pergunta arithmetica

Quanto vem a ser um terco e meio de cem?**

Problemas de Caramuel

Os tres problemas, que em seguida publicamos, traduzi-
dos pelo coordenador d'este Almanach, foram inventados
pelo celebre bispo hespanhol Jodo Lobckowitz Caramuel,
o qual floresceu no seculo xvii, entre os annos de 1606 e
1682.

Caramuel era altamente versado em mathematicas, e tdo
predilectos lhe foram sempre estes estudos, que as pro-
prias questdes theologicas era pelas mathematicas, que
intentava demonstral-as e resolvel-as. [...]

/
Foram elles propostos pelo seu auctor n'um certamen
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mathematico, e encontram se no Tratado elemental de «Péde a conta total saber agora.»
Matematicas, escrito por orden de S. M... por D. Jose
Mariano Vallejo, 4% ed., Madrid, 1841, in-4°, e n'uma nota

as Adivinanzas colligidas por Francisco Rodriguez Marin.

Mover a clava, porém néo a penna,

Era o saber do filho d'alcmena.

46

1° problema

Um dia, perguntava Diodéro
Embaixador do principe do Egypto,
Que edade tinha o Macedonio invicto?
E logo, Artemiddro

Lhe responde engenhoso:

«Tem sé dois annos mais o bellicoso

«Rei, que o seu predilecto Ephestiéo,

«Cujo pae, quatro mais que os dos contava.

«Quando o pae d'Alexandra ennumerava,
«(Elle, o Nestor dos reis),

«—No percurso d'Apollo fugitivo,—
«Gyros noventa e seis.

«Tinha a somma dos tres, e estava vivol»"

2° problema

Hercules, um dia, visitou Augeu,

Rei opulento, como mais ninguem,

E a si proprio, na mente, prometteu

De lhe roubar as vaccas, cem a cem.
Comecga a perguntar-lhe, com cuidado,

O numero, e as pastagens do seu gado:
«Eu c4, responde o velho 4 boa fé,

«Nao tenho a conta certa aqui presente,
«Mas ja vou responder, e brevemente:
«Do Alfeu pelas campinas, mesmo ao pe,
«Orladas d'ouro, em fundos d'esmeralda,
«Do meu gado, metade anda pastando.
«Anda, d’elle um oitavo, junto a falda

«do monte de Saturno, o velho deus
«Com seus longos bramidos atroando.
«E na linha, onde a terra une aos ceus,
«Descubro a parte decima-segunda,
«Que, por sua braveza desusada,

«Nos campos, que o Alfeu ja ndo fecunda,
«Precisa andar das outras apartada.

«A vigesima parte, mansa e lenta,

«Na Elida segura se apascenta;

«E na Arcadia a trigesima demora.
«Cincoenta, feita a conta, inda me ficam.

«Quem fizer o que os calculos lhe indicam,
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Hercules ficou sem perceber, portanto,
O que ao principio desejava tanto.
Mas o leitor, que é muito mais esperto,

Descubra o que deixamos encoberto.

3° problema

Entre liquida prata,

Descobri ndo sei quantas Galatheas,
E, mais longe, no ponto onde remata
A selva escura, um coro de Napéas:
Thétis a todas com amor retrata;

Mas formosas aquellas, estas feias,
Na especie deseguaes, ou tanto monta,
Eram, tambem, deseguaes na conta.
Nao podendo contal-as,

Apodllo consultei, que ali vivia,

E c'roas e collares, para ornal-as,

De perlas desatadas lhes tecia.

E o deus intonso, para mais honral-as,
N&o me quis ensinar o que sabia.
Porém, ao som das vagas indiferentes,
Estas palavras disse, tdo sémente:
«Se deixam seus crystaes,

«Tres nymphas bellas, que a floresta chama
«Uma filha dos deuses immorates

«De rosas adornada e nao de escama,
«Todas, na conta, ficaréo eguaes;
«Porém, se vendo que Tritdo as ama,
«Para as ondas partirem tres Napéas,
O dobro ficara de Galathéas.»*

Problema

Decompoér o numero 100 em quatro partes inteiras, de
modo que juntando 4 & primeira, tirando 4 da segunda,
multiplicando por 4 a terceira e dividindo a quarta por 4,
resulte sempre a mesma quantidade depois de effectuadas
as operagdes. "**

Um multiplicando mysterioso

Procure-se, e encontre-se, um numero que, multiplicado
por 3. 6,9, 12, 15, 18, 21, 24 ou 27, dé, em cada caso,
como producto, o mesmo digito tres'vezes repetido. "%’



O monte de pedras

Dois amigos passam ao lado de um monte de pedras; um
d’elles pergunta ao outro quanto tempo presume que tera
de empregar para disp6r 100 pedras, de 2 em 2 metros,
em linha recta, indo buscal-as ao monte, a uma e uma,
para de cada vez ir collocal-as no logar devido.

O interpelado julga o caso simpicissimo, ndo lhe parecendo
que o tempo exigido seja uma cousa por ahi além; e tao
convencido esta d'isso, que mette maos a obra, e comega
logo ali a resolver praticamente o problema.

Queremos saber se elle desanimou antes de concluir a
tarefa, por esta lhe ter sahido maior do que julgava, e
quanto tinha de andar, ao certo, para collocar as pedras
todas até a centesima?®

O creado infiel

Enviaram a um sujeito, muito cauteloso e methodico no
arranjo das suas cousas, e profundamente desconfiado,
uma caixa com 32 garrafas de vinho da Madeira. Desencai-
xotando-as, & vista de um creado, collocou-as na dispensa,
em uma prateleira quadrada, e fez-lhe observar que, de
cada lado d’esta, se contavam 9 garrafas. A disposicéo era
a seguinte:

e o
7 7
ol s e

O creado, estudando o assumpto, como o leitor (que o ndo
conhega ja) de certo vae fazer tambem, embora com fim
muito diverso do d'elle, tirou 4 garrafas, e arrumou as res-
tantes, por férma que se contavam 9 de cada lado, como
primitivamente.

Tendo se dado bem com a operagéo, voltou & carga e tirou
— para seu uso, bem entendido — outras 4 garrafas; e nova-
mente as arrumou com tal engenho que, de cada lado se
contavam 9, como das outras vezes.

Néao se resignou a parar logo em tdo bom caminho, e tirou
mais 4 garrafas. Quando o patréo, na forma do costume,
visitou a dispensa, ficou perfeitamente descangado. La
estavam 9 garrafas de cada lado da prateleiral

O creado, porém, entendeu ndo dever prosseguir na sua
habilidade, ou ndo poude, que € o mais certo.

Trata-se de saber quaes foram as disposi¢des imaginadas
pelo creado, para os differentes grupos de garrafas, afim
de se contarem sempre 9 por banda, depois de reduzidas
as 32, a 28, a 24, e a 20, finalmente.*®

O Almanaque Bertrand desenvolveu uma relagdo muito
especial com seus solucionistas. Havia-os até mesmo em
Angola, Cabo Verde, Brasil, ou nos EUA e em todo Portu-
gal de Régua e Caldas de Vizela a Settbal. Muitos usavam
curiosos pseudonimos tais como A Sobrinha do Envergo-
nhado, Andes, Berlogofer, Carolino, Hera, Jogofer, Marcus
Petrus, Velha Amiga do Betrand, Um alemtejano ou Um
Maduro®. Os editores declaravam ter em “muitissima

consideragdo” “as elevadas occupacées e recreagoes
intellectuaes de amigos do Almanach Bertrand. "' Assim,
logo incluiram uma péagina para reconhecer os solucionis-
tas que se destacavam pelo nimero de quebra-cabegas
resolvidos da edigéo anterior. Reconheceram, por exem-
plo, um solucionista que “distinguiu-se, como sempre,

na vanguarda dos nossos melhores decifradores”, tendo
resolvido cinquenta dos problemas do Almanaque para
1910 acrescentando: “Nunca deixe de nos visitar, porque
€ sinceramente estimado aqui. " Ou a outro que “foi um
dos primeiros de quem recebemos a lista das solugées "
“devemos cumprimentos e agradecimentos; aquelles pelo
avultado numero de solucbes exactas, que nos remetteu;
estes, pelos passatempos de sua lavra, que teve a amabili-
dade de nos offerecer. "

A Matemadtica Recreativa

E interessante que quebra-cabegas matematicos fossem
apreciados, a par das poesias, contos e anedotas, pelos
leitores de uma publicagao popular como um almanaque.
Polya, argumenta que o espago dedicado pelos jornais e
revistas populares a palavras cruzadas e outros enigmas
parece demonstrar que as pessoas apreciam passar algum
tempo a resolver problemas*, apenas pelo desafio, pelo
triunfo da descoberta®, tal como o comum das pessoas
gosta de um jogo de futebol. E qual lugar mais ébvio para
aprender-se a resolver problemas e a gostar deles, sendo
as aula de Matematica?

Lopes*, porém, denuncia que “o ensino de Matematica
ministrado nas escolas prepara alunos com alguma capa-
cidade de célculo, mas incapazes de resolver problemas.
Este facto ndo € de estranhar uma vez que, na prética, os
objectivos do ensino da Matematica se tém centrado na
aprendizagem de contelidos, sendo os alunos solicitados
a memorizar informagdo e regras para utilizar mecanica-
mente, dispensando-se muito pouca atengdo ao desenvol-
vimento de capacidades fundamentais a resolugdo de pro-
blemas. " O proprio Almanaque Bertrand cuidava para que
os problemas preservassem seu caracter ludico, fugindo
“discretamente, de cultivar apenas transcendencias, s6
accessiveis a poucos " e dirigindo-se a “quasi todos os
que los léem, ndo demandando mais do que uma certa
vivacidade cerebral, que o proprio exercicio attento péde
ainda desenvolver ou determinar. ™’

Assim, “a Matematica tem a duvidosa honra de ser a
matéria menos apreciada no curso ... Os futuros professo-
res passam pelas escolas elementares a aprender a detes-
tar a Matematica ... Depois, voltam a escola elementar
para ensinar uma nova geragéo a detesta-la. "®

Conclusio

Hoje, os quebra-cabecas séo o tormento dos estudan-
tes. Uma aluna minha, futura professora de Matematica,
em férias na aldeia em 1995, foi desafiada por um idoso
parente, senhor simples, do campo, comy uma série de
quebra-cabecas. Aparentemente, na época aurea do
Almanague Bertrand, os quebra-cabegas faziam parte da
" cultura popular, a par das adivinhas, cantigas e jogos de
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saldo. O préprio Almanaque Bertrand cuidava para que os
problemas preservassem seu carécter ludico, dirigindo-se
a “quasi todos os que los léem, ndo demandando mais do
que uma certa vivacidade cerebral, que o proprio exercicio
attento péde ainda desenvolver ou determinar. ™* O que
se passou entretanto? Qual a causa de tal mudanga de
cultura?
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