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Tendo como ponto de partida a representagéo artistica de um no (ver
figura) e usando um procedimento algoritmico que recorre a trans-
formages espaciais, obteve-se a composigéo gréfica da capa deste
numero. Trata-se de mais uma aluséo ao conceito de infinito, num
estilo que foi extensa e magistralmente explorado por M. C. Esher.
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Darlinda Moreira

Os resultados globais das provas aferidas fazem-me pensar, de imediato, na
percentagem significativa de jovens que, apesar de irem a escola, estéo afas-
tados dos saberes e das competéncias basicas para aceder de forma critica a

informacéao da sociedade global da actualidade. Ao projectar estes dados no

futuro, antevejo como gigantesca a tarefa de combater a iliteracia em Portugal,
fazendo com que todos tenham sucesso na sua escolaridade basica, sobretudo
se tivermos em conta que esta tende a ser alargada para doze anos.

Bem conhecemos os diferentes contextos humanos que subjazem a estes nd-
meros e que nos mostram as muitas familias que desejam e se esforgam para
que os seus filhos frequentem a escola com sucesso, embora na prética tenham
dificuldades, ou ndo saibam mesmo, como ajuda-los no percurso escolar, por-
que a sua experiéncia com a escolaridade foi ela prépria reduzida, ou esta es-
quecida. Estas realidades mostram-nos também que se a Matemética continua a
ser mencionada pela sua dificuldade, a sua utilidade &, igualmente, reconhecida,
apesar do repertério matematico para falar com os filhos ser praticamente ine-
xistente, sobretudo a partir do 4° ano de escolaridade. Assim, constatamos que
o sucesso escolar ndo pode contar com a ajuda das familias, nomeadamente,
por ndo encontrarem nas vidas do lar o que estudam na escola.

Em consequéncia, ndo € na corrida aos exames nacionais que se resolve o
problema da iliteracia nacional. Antes, a alteracéo desta situagao exige uma
politica educativa que aposte na criagdo de elos entre a instituicdo escolar e o
local social, por um lado, e, por outro, em encontrar novas formas de mostrar as
vantagens da literacia na sociedade actual, e muito especialmente, da literacia
matematica. A dificuldade dos jovens em se entusiasmarem com a escolaridade
e com a Matematica, em especial, € um problema que ndo se prende apenas
com o facto de saberem ou néo os contelidos escolares, mas também com a
possibilidade de os relacionarem com condicoes e experiéncias concretas, para
que possam definir os seus objectivos de vida de forma a optimizar a sua partici-
pagéo social e facilitar a abertura do imaginario a outros elementos que estrutu-
ram a vida do século XXI.

Os resultados das provas aferidas interessam a todos. Por isso, a sua divulga-
¢do para a opinido publica, sem os dados terem sido devolvidos as escolas e
comunidades — como aconteceu nestes dois Ultimos anos — é um acto que
marginaliza os agentes educativos locais da procura de solugbes para os seus
proprios problemas. A escola tem de se transformar numa instituicéo cujos
saberes sejam entendidos, por toda a populacédo, como aliados na procura de
alternativas crediveis de vida. Para isso, ndo so as préticas escolares tém de
ser renovadas com dindmicas bem informadas pelas concepgdes e tendéncias
contemporéaneas sobre o ensino e a aprendizagem da matematica, mas também
€ necessario uma intervengao sistematica da instituigdo escolar na procura de
novos parceiros sociais para ajudar nesta tarefa. O desenvolvimento de ac¢des

_de aprendizagem ao longo da vida e a construgéo de formas de familiarizar os

grupos sociais com a escola, como por exemplo, alargando as actividades e as
discussoes escolares a comunidade sao alguns dos exemplos daquilo que se
pode e deve fazer.

Darlinda Moreira
i Universidade Aberta
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Publicacoes

Geometria Dindmica

Selecgdo de textos
do livro Geometry Turned 0On!

149 pp. APM, 2003
Sé6cio: €8,00

PVP: €16,00

Este livro contém a traducdo de 13 textos incluidos no livro
Geometry Turned On, publicado em 1997 pela Mathematical
Association of America (MAA). A maior parte dos textos
da edicio americana sdo extensoes de comunicacoes
apresentadas num encontro anual do MAA, no ambito de uma
sessao especial dedicada a geometria dindmica.

A publicacao desta colectanea em portugués é uma iniciativa
do Grupo de Trabalho de Geometria (GTG) da APM e tem por
objectivo tornar mais acessivel aos professores de Matematica
em Portugal um excelente conjunto de relatos e andlises sobre
a utilizagdo do software de geometria dindmica nos ensinos
basico, secunddrio e superior.

144 pp.

fotografia.

APM e ESE Braganga,

Geometria Dinamica

seleccao de textos do livro

Geometry Turned On!
James R. King

Doris Schattschneider
Editors

Associacao de Professores de Matematica

Para mim a Matematica é ..

2003

Sé6cio: €6,00
PVP: €12,00

Esta edicao apresenta uma colectanea de textos sobre a matematica
na escola recolhidos ao longo dos anos de 2000 e 2001. Os autores
dos textos sdo pessoas do distrito de Braganca, incluindo alunos,
educadores e professores, das mais diversas idades, percursos
escolares, tipos de escolas e areas disciplinares (linguas, ciéncias
sociais, ciéncias da natureza, educacao fisica, educacdo musical
e pldstica), que se exprimem em prosa, poesia, ilustracio e

A edigao deste livro € um contributo para que se tenha uma melhor

visdo social da matematica e resulta da parceria entre a APM
(através do seu Nticleo Regional de Braganca) e da Escola Superior

de Educacao de Braganca.
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A educagéo, por boas e mas razbes,
continua na agenda politica. A pro-
posta e os projectos de lei presentes
na Assembleia da Repiblica que
visam substituir ou alterar a actual lei
de bases do sistema educativo séo
disso um exemplo. Sao midiltiplas as
questdes e reflexées que documentos
desta natureza suscitam. Aqui, cen-
tro a minha atengéo na proposta do
Governo, ndo sem referir que, de um
modo ¢ "era} os documentos em causa

tamos perante um texto menos exten-
so e menos regulamentador do que o
actualmente em vigor, a extensao dos
mesmos & maior, o que podera indiciar
o desejo de regulamentar mais a edu-
cagéo e o sistema educativo em sede
de lei de bases, retirando-lhe, assim,
dimenséo e significado politicos e
dando-lhe uma dimensdo mais técnica
ou tecnocratica, de natureza mais
regulamentadora do que orientadora.

A razéo de ser de uma proposta desta
natureza nem sempre assenta em
fundamentacéo que a justifique. Como
refere o propno Conselho Nacional
de Educagdo, “o Governo pretende

3 mstiﬁcar ainda, a sua proposta pela

dade de introduzir inovagbes
no ma educativo, fazendo uma
eferén éﬁa'-:expf[cifa & sociedade de

e de acesso e uzrllzagéo
de infe magm Gapamdade de adapo-

 José Brites Ferreira

juizo, sentido criador e capacidade de
organizagéo; competéncias e aptidoes
cada vez mais amplas e profundas;
assimilagédo auténoma, consciente e
orientada de conhecimentos, e desen-
volvimento pessoal para o exercicio
de uma liberdade auténoma, conscien-
te, responsavel e criativa ...".

Mas muitos males e insucessos
apontados na exposi¢ao de motivos
ndo se devem a constrangimentos
legais em vigor. Este quadro nédo tem
impedido os Governos, entre eles o
actual, de proceder & suspenséo ou
producéo de legislagéo sobre diversas
matérias, nomeadamente curriculares,
que esta proposta parece pretender
~enquadrar. Alids, o recente caso d
ensino secundario é um bom ex
plo disso, nomeadamente as




a divida: a apresentacéo desta pro-
posta sera para legitimar medidas ja
tomadas, sera para responder a desa-
fios que hoje interpelam a educagéo e
o sistema educativo, ou sera apenas
mais um ritual para marcar a agenda
politica, enunciando a primeira refor-
ma do século XXI ou, num imaginario
milenarista, a primeira reforma do
novo milénio?

A filosofia geral que enforma a pro-
posta ndo foge ao discurso das gran-
des reformas, quais rituais miticos
que parecem anunciar o inicio de uma
nova era. Alids o chamar a colagéo
outras grandes reformas, que ainda
por cima o nao foram ou s6 o foram
parcialmente (1923, 1973, 1986), s6
contribui para acentuar o ritual e a
retérica que acompanham estes actos
enunciadores, que as vezes escon-
dem mais do que mostram. Registe-
se, porém, que as reformas de 1923 e
1973 néo se concretizaram por razdes
bem diferentes. Entre elas estéo déca-
das que foram um periodo demasiado
negro para a educacéo, de que ainda
pagamos graves consequéncias.

Na exposigdo de motivos da proposta
do Governo diz-se: “com a aprovagdo
da presente proposta de lei sera, pois,
verdadeiramente, a segunda vez que
na histéria da nossa Republica se leva
a cabo uma reforma estrutural do sis-
tema educativo”. Depreende-se que a
primeira teria sido com a lei de bases
de 1986, o que estad muito longe de
ser verdade. Bastara, por exemplo, ter
em conta o que foi feito em matéria
de formacéo inicial de professores

e na reorganizagao dos grupos de
docéncia, isto é, praticamente nada.
Por outro lado, a autonomia das es-
colas, depois de enunciada em 1989,
ficou congelada, sendo retomada em
1991 mas s6 implementada a partir de
1998, isto & mais de 10 anos depois
da lei de bases de 1986. E mesmo

no caso da reforma curricular, a peca
de maior visibilidade no marketing
reformador, bastara ter presente as
logicas diferentes e contraditérias

que atravessaram os ensinos basico
‘e secundario e o atraso no desen-
volvimento da educagéo pré-escolar,
Como ja tive oportunidade de escre-
ver (Ferreira, 2001), a organizagéo
desenhada na propria lei de bases de
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1986 foi uma daquelas medidas que
acabou por facilitar mais a continui-
dade do que a mudanga. A estrutura
geral de ensino, entdo desenhada, em
nada mexeu com a anterior, limitando-
se a algumas mudangas de nome, e
foi acompanhada por outras continui-
dades em segmentos organizacionais
com forte impacto curricular, como foi
o caso da organizagio pedagogica e
escolar, a formagao de professores
(especialmente a inicial), a gestao

de recursos docentes. Mas vejamos
qual é a reforma estrutural que ora se
propoe.

No que se refere a educagéo pré-es-
colar, e depois de um desenvolvimen-
to significativo no final do século xx,
ela parece regredir. Ela é afastada do
ensino basico e da educagéo escolar,
tanto em termos conceptuais (passa
de educagéo pré-escolar a educagéo
infantil), como em termos espaciais
(veja-se o que se propde em termos
de rede e da tipologia de edificios).

A estrutura geral dos ensinos basico
e secundario, ndo obstante o discur-
so da proposta, traz pouco ou nada
de novo. Na realidade ela continua a
ser a mesma, ndo obstante as mu-
dangas de nome. Neste aspecto, a
matriz continua a ser a produzida pelo
Estado Novo, bem antes da reforma
de 1973. A prépria lei de bases de
1986 também néo tocou nesta matriz
estruturante do sistema, nédo obstante
o alargamento da escolaridade obriga-
toria e a enunciagédo de um ensino ba-
sico de 9 anos, que ficou por construir
(Ferreira, 2001).

A semelhanga da lei de bases de
1986, a proposta actual néo s6 ndo
toca na estrutura herdada como an-
tes a reforga, embora com algumas
alteracdes nas designagbes. Ao ler-se
a proposta verifica-se que o ensino
bésico volta a ser de 6 anos (dois
ciclos de 4 e 2 anos), passando o en-
sino secundario a ser de 6 anos (dois
ciclos de 3 anos). Tendo em conta o
texto da proposta, os niveis e ciclos
bem poderiam ter as seguintes de-
signagdes: ensino primario (4 anos);
ensino preparatorio do ensino secun-
dario (2 anos); curso(s) geral(ais) do
ensino secundario (3 anos); curso(s)
complementar(es) do ensino secunda-
rio (3 anos). /

Com a estrutura geral desenhada,
bem como com o que na proposta

se diz relativamente aos curriculos a
desenhar e aos recursos docentes,
nao parece que a sequencialidade
enunciada entre ciclos e niveis possa
vir a concretizar-se. A semelhanga do
que aconteceu com a lei de 1986, ndo
se toca em multiplos aspectos estru-
turais do sistema educativo o que,
desde logo, contribui para reforgar a
fungéo conservadora do mesmo e ndo
a fungéo inovadora frequentemente
enunciada na exposigao de motivos,
mas nao concretizada no articulado da
proposta. Como afirmava hé alguns
anos, no Porto, Garcia Garrido, “uma
caracteristica marcante das reformas
educacionais € a sua propenséo para
deixar absolutamente intactas as es-
truturas existentes, ou para as modifi-
car o menos possivel” (1996). E esta
proposta, neste aspecto, ndo foge a
regra.

Desiderato louvavel é a
universalizagéo dos ensinos basico e
secundario, que so peca por tardia.
Mas néo se vé& como possa vir a

ser implementada uma escolaridade
obrigatéria de 12 anos quando ndo

se foi capaz de implementar uma
escolaridade de 9 anos. Também &
louvéavel a implementagéo de percur-
sos diferenciados de formagéo de
nivel secundario. Importa, porém, que
estes percursos diferenciados de
formagéo sejam isso mesmo e ndo
formas de selecgéo e discriminagéo
negativas escolares e sociais, ou for-
mas encapotadas de apresentar como
sucesso aquilo que o néo é. Nao
basta dizer que a estrutura de ensino
nao superior se inspira nos paises A,
B ou C. Mais importante sera inquirir
e conhecer as razoes do sucesso que
0 mesmo tem nesses paises, contra-
riamente ao que tem acontecido em
Portugal. Sem duvida que o ensino se-
cundario (mas também o bésico) deve
ser uma aposta estratégica que, a ser
ganha nas suas midltiplas dimensoes,
muito pode contribuir para um salto
qualitativo da formacéo da populagéo
activa e do préprio ensino superior.
Mas esta aposta estratégica requer «
determinagéo, meios, discernimento,
sabedoria, ingredientes nem sempre
faceis de conseguir, pelo menos se
considerarmos o que (ndo) foi feito ou




o como foi feito na reforma de 1986
e que politicas recentes parecem nao
desmentir.

No que se refere ao ensino superior,
que cresceu de forma extremamen-

te desordenada apos a lei de 1986,
regista-se, entre outros aspectos, a
dificuldade em distinguir ensino univer-
sitério de ensino politécnico. Distinguir
apenas pelo nome da instituicéo que
o ministra € um modo de nada dizer
sobre um e outro — mas a agenda do
ensino superior é portadora de outros
conflitos e interesses (parte deles
desapareceriam — outros poderiam
surgir - se os institutos politécnicos
passassem a denominar-se universi-
dades politécnicas, ou a ter denomina-
¢Oes analogas).

Outro ponto a que é dada énfase

na proposta é respeitante a admi-
nistragé@o educativa. Enfatiza-se a
autonomia das escolas na definigéo
do seu projecto educativo, bem como
o primado dos critérios pedagogicos

e cientificos na gestéo das escolas.
Mas curiosamente o discurso da pro-
posta centra-se principalmente na di-
reccéo executiva, numa linguagem que
indicia um certo gerencialismo e uma
menor referéncia & democraticidade

e participagéo presentes na lei de
bases em vigor, 0 que n&o deixa de
ser bastante preocupante, numa altura
em que tanto se fala de cidadania, de
multiculturalidade, de aprender a estar
com os outros e de aprender a pensar
e aser.

A formagéo de professores é também
matéria merecedora de particular
atengéo no documento. Mas esta é
uma matéria em que tem havido de-
masiadas paragens e recuos. Bastara
pensar nos avangos, paragens e
recuos (incluindo normativos legais)
relativamente a formacéo inicial de
professores e aos grupos de docén-
cia, desde a lei de bases de 1986 até
& data. Praticamente, tudo ficou na
mesma e grande parte do insucesso e
das dificuldades da reforma curricular
dos ensino basico e secundario tam-
bém passou por aqui. Qualquer refor-
ma curricular, que néo tenha em conta
os professores e a sua formagéo,
esta votada ao fracasso. Nesta pro-

posta ndo se vé que esteja garantida
a necessaria e adequada articulagdo
entre estes importantes segmentos
do sistema educativo. Na proposta, a
formagéao inicial de professores pare-
ce ser equacionada mais na definicdo
de territrios para as universidade e
politécnicos, do que das necessida-
des reais de formag&o que o trabalho
curricular e pedagdgico implica, desde
a educagéo pré-escolar ao ensino
secundario. A propdsito, o primeiro
ciclo de estudos (apés a Declaragédo
de Bolonha) sera a resposta adequa-
da em termos de formagéo cientifica
e profissional? E no ensino superior
€ caso para questionar: existindo o
mesmo curso em universidades e
politécnicos (e ha muitos casos des-
tes) qual serd a razdo de se exigir
como habilitagdo cientifica o grau de
doutor para o leccionar na universida-
de e o de mestre para o leccionar nos
politécnicos?

Visando a proposta em causa todo

o sistema, ela ndo pode referir-se de
forma pormenorizada a todas as suas
dimensbes, nem é esse o objectivo de
uma lei de bases. Mas esta proposta
de lei apresenta demasiadas ambigui-
dades, inconsisténcias e sinais con-
traditérios. Trata-se de uma proposta
que, ao nivel da estrutura geral que
desenha para a educagéo pré-escolar
e os ensino basico e secundario, apre-
senta mais continuidades ou regres-
sbes do que mudangas inovadoras e
estratégicas voltadas para o futuro.
Trata-se de uma matriz que continua

a ter na base um ensino primario obri-
gatdrio, que néo se teve a coragem
de alargar hd muito tempo, e que para
uma parte significativa da actual po-
pulagéo portuguesa foi ainda de 3 ou
4 anos (3 para os individuos de sexo
feminino e 4 para os de sexo mascu-
lino). Trata-se de um matriz que tem
permanecido praticamente imutavel
nos seus aspectos essenciais. E para
a manutengéo desta matriz tém con-
vergido e contribuido outros segmen-
tos importantes do sistema educativo.

- Por sua vez, o ensino superior &, em

parte, ditado por uma agenda que se
decide no espago europeu, do qual
ndo podemos nem devemos alhear-

nos. Mas seria bom que este ndo
alheamento se verificasse também,
de forma sustentada e estratégica,
nos casos da educagéo pré-escolar e
dos ensinos e/ou formagodes de nivel
basico e secundario. Parente pobre na
proposta &, sem duvida, a formagéao
ao longo da vida, que acaba por néo
ter a visibilidade desejavel na proposta
de lei, 0 mesmo acontecendo com as
tecnologias de informagéo e comuni-
cacéo, dada a sua relevancia na socie-
dade do conhecimento.

A terminar ha ainda a referir que a
proposta em causa néo pode ser
descontextualizada de recentes dis-
cursos centrados na despesa e nos
recursos e meios afectos a educa-
¢édo, bem como de recentes politicas
educativas, que se traduziram em
documentos legais sectoriais, e que
indiciam (uns e outros), relativa-
mente & lei de bases de 1986, uma
crescente desresponsabilizagdo e
demissao do Estado em matéria de
educacgdo, numa logica de crescente
gerencialismo em matéria educativa.

Garcia Garrido, José Luis (1996) —
Principais desafios lancados aos siste-
mas educativos no alvorecer do sécu-
lo XXI: uma perspectiva internacional.
In Garcia Garrido, J. L. E Outros — A
Educagéo do futuro: o futuro da edu-
cagdo. Porto: Asa, p. 12-36.

Ferreira, José Brites (2001) —
Continuidades e descontinuidade no
ensino bésico. Leiria: Magno Edicées.

Conselho Nacional de Educagao
(2004) — Parecer n° 2/2004: a pro-
posta e os projectos de lei de bases
de educagdo/do sistema educativo.
Diario da Republica (l série), n.° 14,
18 de Fevereiro.

Assembleia da Republica (2003) —
Lei de Bases de Educacgéo e projectos
de alteragées. Digrio da Assembleia
da Reptiblica, Separata n.° 55/IX, de
10 de Dezembro.

José Brites Ferreira
Escola Superior de Educagéo de Leiria
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No inicio de Margo passado, o minis-
tro da Educagéo apresentou & comuni-
cagéo social os resultados das provas
de aferigdo realizadas em 2003. Esses
resultados foram considerados maus,
mas o que acabou por ser noticiado
com maior impacto foi o antincio, feito
exactamente nessa ocasiéo, da even-
tual realizagéo de exames no final dos
6° e 4° anos de escolaridade, a juntar
ao que ja esta determinado para o 9°
ano, embora sem o adiantar de certe-
zas nem a explicagdo pormenorizada
da sua organizagao e consequéncias.
Este episodio é paradigmético do que
temos vivido recentemente no do-
minio da educacéo e ilustra também
exemplarmente as tradicionais con-
cepgoes sobre o caracter dos exames
finais, considerados capazes de re-
solver, por si s, problemas gerais do
sistema educativo e um instrumento
inevitavelmente rigoroso.

A avaliagdo educativa é um dominio
complexo, sujeito a opinides dife-
rentes e que sdo apresentadas e
defendidas muitas vezes com paix&o.
Enquanto uns garantem que a nica
avaliagdo dos alunos digna desse
nome, nos ensinos béasico e secunda-
rio, existe apenas no final do 12° ano
de escolaridade, com a sua panoplia
de exames nacionais, outros chamam
a atengéo para a necessidade de se
ver a avaliagdo como parte integrante
do processo de ensino e aprendi-
zagem que deve estar presente em
permanéncia. Enquanto uns créem

na eficacia de um dado instrumento
usado isoladamente, outros apelam
para a diversificagio de formas de
avaliagéo. Enquanto uns acham que a
avaliagéo pode resolver os problemas
de aprendizagem dos alunos, e mes-
mo do sistema educativo em geral,
outros chamam a atengéo para a sua
relatividade e propdem uma utilizagéo
concertada com a actuagéo noutros
aspectos.

E claro que existem pressupostos aos
diversos discursos que nem sempre
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séo enunciados e que nos podem es-
clarecer sobre a forma como vemos
a avaliagdo. Em primeiro lugar, qual é
o grande objectivo da avaliagao? Sera
a sua fungéo de classificar e de se-
leccionar a populagdo que é avaliada,
normalmente os alunos, ou sera que
a avaliagio deve ser vista em perma-

' néncia como um meio de nos ajudar

a melhorar o nosso desempenho, en-
quanto professores, identificando os
inevitaveis erros cometidos e abrindo-
nos a possibilidade de os corrigirmos?
Em segundo lugar, era bom que se
esclarecesse qual a nossa opiniao so-
bre o que deve ser avaliado, tendo em
conta o objectivo da avaliagéo. Sera
que a avaliagdo do desempenho dos
alunos chega para podermos emitir
também juizos de valor sobre as es-
colas ou os professores? E uma prova
escrita de duragéo limitada, como séo
as actuais provas de aferigéo e os
exames, chega para avaliar a totalida-
de do espectro de competéncias que
os programas do ensino secundario
ou 0s programas € o curriculo nacio-
nal do ensino basico propdem?

Independentemente do modo como
respondemos as perguntas anterio-
res, ou seja a nossa opinido, existem
alguns aspectos reveladores das op-
¢oes de quem anuncia semelhantes
medidas e que vale a pena reflectir.
Nao me parece que nos devamos
alhear dessa reflexdo por mais de uma
razéo. Além de estarmos a empo-
brecer a ajuda que podemos dar aos
responsaveis directos das decisées a
tomar a nivel nacional estamos tam-
bém a demitir-nos da nossa fungéo
de professores, a qual a avaliagéo é
inerente, seja ela a dos alunos, a do
sistema ou a que tem por objecto o
nosso préprio desempenho enquanto
professores.

A substituigao anunciada das provas
de aferigado por exames € uma ndo
substituicdo: acaba-se com uma
prova que avalia o sistema e instaura-
se uma outra que avalia os alunos.
Apesar de ambas serem provas
escritas de duragéo limitada, o seu
objectivo é diferehte e, portanto, néo
se substituem. O exame aos alunos

¢ algo mais tradicional e que o nos-
so sistema praticou durante anos,

e pratica actualmente no 12° ano. A
novidade de ser instaurado noutros
anos também néo tem nada de novo.
O mais marcante & que estes exames
séo anunciados desligados de outras
formas de avaliagéo e do préprio pro-
cesso de ensino. Os professores, e o
publico em geral, desconhecem se o
exame vai impedir a progresséo dos
alunos para o ciclo seguinte, se é con-
digdo de obtencéao de diploma do ciclo
que frequentaram, quais os pesos que
os exames tém na nota final, em que
partes do(s) programa(s) incidem etc..
Estes aspectos, relativos aos exames
do 9° ano, anunciados em 2002 e

que se vao realizar j& em 2005, ainda
nédo foram devidamente esclarecidos.
Mais uma informacgéo que s6 tem a
alternativa de vir fora de prazo ou de
simplesmente néo existir!

Nao ha noticia que os exames, em
finais de ciclo, tenham sido a panaceia
de qualquer sistema educativo porque
estéo desligados do processo de
aprendizagem e nao permitem que a
avaliacdo cumpra o seu objectivo de
ajudar a corrigir os erros e, tal como
o sistema ¢ utilizado em Portugal,
inviabiliza a consideragéo de compe-
téncias, pelo menos téo importantes
como aquelas que s&o avaliadas por
uma prova escrita. Todos os aspectos
ligados & oralidade e ao célculo men-
tal ficam de fora, para ja néo falar do
trabalho cooperativo, da pesquisa de
informagao e de outras competéncias
fundamentais para a construgdo de
uma cidadania esclarecida e actuante.
Seréa que o desenvolvimento das vé-
rias competéncias gerais incluidas no
curriculo nacional do ensino basico é
cabalmente avaliado por uma prova
escrita de duracéo limitada? E natural
que sejam as competéncias que po-
dem ser avaliadas por exames que se
assumam como as mais importantes,
relegando para segundo plano outras
competéncias. Seré este um risco que
devemos correr?

Fernando Nunes
Presidente da Direcgdo da Associagéo
de Professores de Matemética




Em Maio de 2000, realizaram-se pela
primeira vez em Portugal, as provas
de afericdo de Matematica, a nivel na-
cional, no 4° ano de escolaridade, que
tinham como objectivo "fornecer & co-
munidade informag&o sobre aspectos
mais e menos conseguidos das apren-
dizagens dos alunos, com o propdsito
de contribuir para uma melhoria dessa
aprendizagem” (Provas de aferigdo do
ensino bésico 4.° ano — 2000, DEB),
Neste primeiro ano, as opinides dos
professores foram algo contraditérias,
uns revoltados porque "este tipo de
problemas ndo vinham nos manuais
escolares e os alunos néao os tinham
resolvido nas suas aulas”, outros, sa-
tisfeitos por verem provas onde uma
outra visdo da Matematica aparecia.

Foi grande a curiosidade e interesse
para, durante o ano lectivo de 2000/
2001, terem acesso a formacéo onde
este tipo de Matematica era traba-
lhado e valorizado e em prepararem
aulas onde a resolugéo de problemas
néo rotineiros tivesse destaque na
aprendizagem da Matematica. Sentia-
se, nas escolas, mais abertura para
trabalhar a Matematica de uma forma
mais dindmica, em que o aluno parti-
cipava mais, as suas estratégias eram
mais valorizadas e onde havia apelo a
comunicagao matematica ...

Na verdade, o terem aparecido nas
provas aferidas temas como a organi-
zagéo e recolha de dados e ter havido
grande incidéncia na resolugdo de
problemas e itens relativos a compe-
téncias de raciocinio, comunicagéo;
conhecimento de conceitos e proce-
dimentos, gerou algumas preocupa-
¢Oes nos professores, mas motivou
para um novo olhar sobre o curriculo e
as praticas. Foi um ano em que muito
se falou de Matematica e as escolas
ganharam outras dindmicas.

Em Dezembro de 2000, os relatorios
das provas chegam &s escolas com
a recomendacéo: "Apobs a anédlise e
interpretagéo dos resultados obtidos
pela escola e depois de concluida

a reflexdo sobre as causas e impli-
cagdes destes resultados a nivel

de escola e de turma, em Conselho
Pedagdgico devem ser encontradas
opcodes curriculares adequadas a cada
situagéo que contemplem estraté-
gias e metodologias a introduzir nos
projectos curriculares de escola e de
turma” (p.41). A eficacia destas reco-
mendagoes foi reduzida porque o ano
lectivo ja estava quase a meio!

Mas, no segundo ano de implemen-
tagéo das provas, houve um debate
mais profundo, mais interesse em
reflectir os resultados, comparando
as competéncias dos alunos da es-
cola com os resultados nacionais. No
entanto, talvez por ainda nao existir
uma grande cultura de reflexdo so-
bre a pratica, os avangos dados no
sentido de se pensarem estratégias
e metodologias que colmatassem

as falhas encontradas ainda foram
reduzidos. O facto de nao ter havido
obrigatoriedade de retorno como, por
exemplo, o envio de um relatério para
um orgéo competente, ndo contrariou
essa falta de habito e levou a uma po-
litica do deixa andar.

A partir do ano de 2002, contra o que
tinha sido estabelecido inicialmente,
as provas de afericdo comegam a re-
alizar-se por amostragem, mas os re-
sultados nao foram divulgados. Estes
factos levam a algum desencanto.

Recentemente, o Ministro da
Educagéo divulgou, através da comu-
nicagdo social, uma anélise compa-
rativa dos resultados das provas de
aferi¢do de 2001 a 2003. Apesar dos
dados apresentados serem manifes-
tamente insuficientes para analisar o
que os alunos aprenderam ou néo,
consigo ler com alguma evidéncia
que os niveis de desempenho no 1.°
ciclo, apos terem melhorado em 2002,
tém vindo a piorar. A percentagem
de zeros, em todas as competéncias,
aumentou. O nivel méximo diminuiu,

embora o nivel intermédio tenha me-

lhorado. Como considero que a prova
de 2003 nao apresenta alteragbes
significativas em relacdo as anteriores,
entdo a que se devem os resultados?

Um facto é inconto{mével, podia ter-se
feito melhor com maior responsabilida-
de de todos. Deste processo, saliento

como positivo o facto de muitos pro-
fessores terem ficado com uma outra
visdo da matematica, mais receptivos a
leitura do programa e a uma nova leitu-
ra do manual e mais interessados em
mudar as suas praticas apresentando
novas tarefas aos alunos.

No entanto, a reflexao por parte dos
professores sobre os resultados das
provas podia ser mais aprofundada,
passando pela a elaboragéo, pelas
escolas, de relatérios apontando
objectivos precisos e estratégias ade-
quadas tendo em vista a melhoria das
aprendizagens, nos quais podiam ser
apoiadas por estruturas intermédias,
préximas dos professores.

Em primeiro lugar, era bom que o
Ministério da Educacdo reconhecesse
que, num processo ainda nao consolida-
do de avaliagao, ao fazer as provas por
amostragem gerou uma tendéncia para
um desligamento do processo, pelo que
teria de devolver as escolas relatérios
completos com exemplos de respostas
e com questdes que permitissem a
reflexdo sobre as aprendizagens que os
alunos fizeram. Ao néo fazer nada, des-
perdigou tempo e dinheiro. Em segundo
lugar, era bom que os Conselhos
Pedagdgicos assumissem verdadei-
ramente a sua fungéo pedagodgica,
discutindo as questées de ensino-
aprendizagem, contribuindo para um
maior empenhamento e reflexdo dos
professores. Em terceiro lugar, era
importante que o Ministério conside-
rasse este processo Uutil e propiciador
de vantagens para o ensino, mas ha
alguma evidéncia de que jé partiu para
outra.

Em questbes de educagéo & importan-
te o factor tempo para que as inves-
tigagoes feitas possam produzir re-
sultados. Assim, continuo a defender

-que as provas de aferi¢éo se devem

manter e voltar & ideia inicial, ou seja,
fazerem-se durante trés anos a todos
os alunos, interromperem-se, e, pas-
sados trés ou quatro anos, depois de
se terem tomado medidas efectivas,
voltarem-se a fazer a todos os alunos.

Elvira Ferreira, EB1 Professor
Francisco Verissimo, Marinha Grande
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No ano lectivo de 2004/2005, realizar-se-ao pela primei-

ra vez exames nacionais do 9.° ano de escolaridade, nas
disciplinas de Matematica e Lingua Portuguesa, estando
ainda por definir os moldes de realizagdo destas provas,
nomeadamente no-que respeita ao peso na nota final do
aluno. Esté igualmente definido que, no presente ano lecti-
vo, todos os alunos deste nivel de escolaridade efectuarao
provas de aferigdo, andnimas e sem interferéncia na sua
avaliagéo.

De acordo com o jornal Publico do passado dia 4 de
Margo, o ministro da educagéo David Justino pretende
com a realizacéo destas provas, no préximo més de Maio,
“testar a logistica, os contetdos e dar indicagbes precio-
sas para a definicdo definitiva do regulamento dos exames
do 9.° ano de escolaridade” que se encontram “ainda num
processo de concepgédo”. Tendo em conta o inicio do ano
lectivo no dia 1 de Setembro préximo, e atendendo a que
os alunos nessa data ja dever&o ter conhecimento de to-
dos os aspectos que caracterizam o processo de avaliagdo
a que irdo ser submetidos, parece-nos muito reduzido o
periodo dedicado ac estudo dos vérios aspectos associa-
dos a implementacéo das provas de afericéo, & subsequen-
te concepgdo do novo regime de avaliagéo dos alunos, sua
discusséo publica e aprovagéo.

Para além da realizagdo de exames nacionais no 9.° ano
de escolaridade, o ministro da educagao anunciou, duran-
te a apresentacdo dos resultados das provas de aferi¢io
de 2003, a intengao de vir a criar provas nacionais de
Matematica e Lingua Portuguesa, no 6.° ano de escolarida-
de. Muito embora nao seja feita mais nenhuma alusao re-
lativamente a estas provas, hé algumas questdes que nos
surgem de imediato.

Que tipo de exames teremos? Provas com enfoque na me-
morizagéo e na mecanizagéo de procedimentos ou provas
que, a semelhanga do que tem acontecido nas provas de
aferigéo, valorizam de forma equilibrada os varios temas
matematicos, o conhecimento de conceitos e procedimen-
tos, o raciocinio, a comunicagéo e a resolugao de proble-
mas?

Que importancia terdo estes exames na avaliagdo do aluno
e até que ponto corremos o risco de passar para segundo
plano os aspectos que ndo poderdo ser avaliados numa
prova deste tipo? Esta questéo faz-nos pensar na influéncia
que os exames poderdo exercer sobre a prat:ca dos pro-
fessores.

Tendo como base a experiéncia vivida durante o periodo
de existéncia das provas globais, que implicacdes podera
a realizagdo de exames ter no funcionamento das escolas,
em particular no término antecipado das aulas?

Ministro da Educacéo
quer criar exames
nacilonais no 6° ano
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In Pliblico, 4 de Margo de 2004,

Quais serfo os objectivos que se pretendem alcangar com
a realizagéo de exames em diferentes momentos no per-
curso escolar dos alunos? Pretende-se apenas transmitir
uma imagem de credibilidade do sistema ou existe de al-
gum modo a ilusdo que os exames poderdo contribuir para
o desenvolvimento de competéncias nos alunos e reduzir o
insucesso escolar?

Ao longo da vida, é natural depararmo-nos com situagdes
em que somos sujeitos a provas, por exemplo, quando
pretendemos obter a carta de condugéo ou quando nos
candidatamos a um emprego. Nesta perspectiva, podera
eventualmente a realizagdo de exames, com um peso
pouco significativo na avaliacdo do aluno, constituir um
aspecto positivo, ao permitir-lhe alguma familiarizagdo com
situagbes em que € alvo de uma avaliagdo mais formal.
Contudo, ao ponderar alteragdes no sistema de avaliagéo,
devemos ter em conta que as vérias modalidades de avalia-
¢é@o devem ser implementadas de forma equilibrada, dando
maior preponderancia a avaliagao formativa. .

¢ Alice Carvalho

EB. 1 Orlando Gongalves
Helena Rocha

Universidade Nova de Lisboa
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gem se estdo a desenvolver, possibi-
litando a regulagéo da acgéo pedago-
gica e das aprendizagens. Saliente-se
que neste processo o aluno tem um
papel central, ja que a exceléncia da
regulagéo passa necessariamente
pelo desenvolvimento de capacidades
metacognitivas no aluno. Neste dmbi-
to, estamos a falar de auto-regulagéo,
como um processo interno ao aluno,
que se apercebe dos erros cometi-
dos procurando superé-los, e olha de
forma critica 0 modo como aprende,
durante a realizacdo das diferentes
actividades matematicas. O estimulo
ao funcionamento dos mecanismos
de auto-regulagdo devera passar pela
abordagem positiva do erro; pelo
questionamento; pela explicitagéo e
negociacéo de critérios de avaliagéo;
e, pelo recurso a instrumentos alter-
nativos de avaliagao (Santos, 2002).
Exploraremos, de seguida, o uso do
relatério escrito como instrumento
alternativo de avaliagdo, com base
numa tarefa proposta aos alunos.

A ‘tarefa que propomos na secgéo:
Materiais para a aula de Matematica,
foi elaborada para um grupo de

alunos do 6° ano de escolaridade.
Procurdmos construir uma actividade
de investigagéo simples envolvendo a
utilizagao de materiais manipuléveis. O
desenvolvimento das diferentes acti-
vidades do guido implica os alunos na
manipulagéo concreta de objectos ma-
tematicos, fundamental nos primeiros

anos. Na terceira actividade os alunos
manipulam objectos do plano, usando
a aplicagdo GSP, numa actividade
simples que permite a elaboragéo de
raciocinios indutivos.

Pretende-se que os alunos apresen-
tem um relatério das actividades reali-
zadas. A redacgéo do relatério escrito
estimula o aluno a pensar sobre o
modo como desenvolveu determinada
actividade matematica, favorecendo
uma atitude reflexiva acerca dos pro-
cessos usados na investigagéo. Além
deste aspecto, permite a incluséo de
elementos reflexivos relacionados
com as componentes afectivas do tra-
balho desenvolvido, nomeadamente o
modo como o grupo funcionou, as di-
ficuldades sentidas e a percepgéo das
aprendizagens realizadas. Esta activi-
dade de investigagéo, da qual resulta
um produto escrito, na forma de rela-
torio, faculta dados ao professor, que
permitem fazer uma avaliagdo muito
rica e pormenorizada do desempenho
dos alunos. Esta avaliagéo permite
obter dados relativos as atitudes de-
monstradas durante a actividade, aos
esquemas de raciocinio utilizados e
procedimentos adoptados, a comu-

,nicagéo de ideias, a compreenséao

dos contetidos e a apresentagéo dos
resultados. Mas, sobretudo, estimula
o aluno a pensar sobre as suas apren-
dizagens de modo consciente. Neste
aspecto reside o potencial auto-regu-
lador do instrumento.

Para a elaboracéo do relatério o aluno
necessita de indicagbes explicitas
acerca do tipo de desempenho espe-
rado. Para isso, na nossa perspectiva,
devem ser negociados com os alunos
os critérios de desempenho da tarefa.
Esta negociagdo deve constituir-se
uma oportunidade de interacgao, onde
o professor clarifica o pretendido e
onde os alunos tém oportunidade de
colocar as suas questoes. Além dos
aspectos relativos a estrutura, que
podem ser apresentados num guiao,
é fundamental que os alunos compre-
endam e se apropriem dos critérios
que serdo usados na avaliagéo dos
relatérios. Estes critérios devem ser
adequados aos objectivos da tarefa

e podem variar em fungéo dos con-
telidos e processos envolvidos. Em
termos gerais estes critérios podem
incidir em aspectos como: a apre-
sentagéo; a organizagéo e clareza de
ideias; descrigéo e justificagéo dos
procedimentos utilizados; dominio dos
conceitos envolvidos; elementos refle-
xivos incluidos. Pensamos que é mui-
to Util para os alunos que o professor
faga comentarios escritos ao trabalho

realizado pelos alunos, em funcéo dos

critérios estabelecidos, de tal forma
que o aluno se aperceba dos aspec-
tos que pode vir a melhorar. Um outro,
nivel de trabalho com este instrumen-
to pode ser organizado precisamente
em fungéo desses comentérios se o
aluno for convidado a reformular e me-
lhorar o seu trabalho.
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Para nés néo faz sentido falar de
avaliagao sem falar de aprendizagem.
Aliés poderiamos mesmo perguntar
qual o sentido de avaliar se isso nao
servir para que os alunos aprendam.
Quando aplicamos esta tarefa, na
sala de aula, foi possivel ver o envol-
vimento dos alunos em momentos

de aprendizagem significativa, em

que aprender matematica significou
fazer matematica, & medida das suas
idades. O desenvolvimento de compe-
téncias transversais foi também muito
marcado. Este tipd de metodologias,
centradas no aluno, permite que

este aprenda Matematica, sentindo-

a e explorando-a. As componentes
avaliativas estiveram imersas nas
experiéncias de aprendizagem do alu-

q

A aprendizagem da Matemética néo
se deve limitar apenas a aquisigdo de
conhecimentos e utilizagéo de proce-
dimentos. Desta forma, as actividades
que permitem investigar e explorar
conceitos matematicos levam os alu-
nos a adquirir competéncias matema-
ticas relacionadas com o raciocinio e
a comunicagéo; e ao desenvolvimento
de atitudes positivas em relagéo &
Matematica.

A tarefa Investigando objectos cilindri-

cos & uma proposta para ser explora-

da no 6° ano de escolaridade, que tem

como objectivos:

® Medir e registar as dimensdes de
cilindros;

e Esbogar a planificagéo do cilindro;

e Estimar, em casos simples, o peri-
metro do circulo;

® Resolver problemas utilizando dife-
rentes estratégias;

* Representar ideias matematicas,
usando esquemas e desenhos;

e Saber ouvir a opinido dos colegas;
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no, facultando dados fundamentais a
professor e alunos acerca do proces-
so vivido e acerca dos desempenhos
conseguidos.

Associagéo de Professores de
Matematica. (1998). Matematica 2001
— Recomendagdes para o Ensino
e Aprendizagem da  Matemaética,
Lisboa: Associagdo de Professores
de Matemética & Instituto de Inovagdo
Educacional.

Departamento da Educagio Basica. (2000).

Curriculo Nacional do Ensino Bésico,
Competéncias  Essencigis.  Lisboa:
Departamento de Educagéo Basica.

Leal, M. L. (1992). Avaliagdo da Aprendizagem
num Contexto de Inovagdo Curricular.
Tese de Mestrado: Departamento de

e Comunicar, discutir e defender
ideias proprias;

® Formular juizos elementares sobre
situagdes concretas;

e Formular argumentos validos para
justificar as suas opinies;

¢ Avaliar o desempenho individual e
dos outros elementos do grupo no
desenvolvimento da tarefa;

e Estruturar um relatorio.

O desenvolvimento das diferentes
actividades do guido implica os alunos
na manipulagéo concreta de objectos
matematicos, fundamental nos primei-
ros anos. Na terceira actividade os
alunos manipulam objectos do plano,
usando a aplicagado GSP, numa activi-
dade simples que permite a elabora-
¢ao de raciocinios indutivos.

Pretende-se que os alunos apre-

sentem um relatdrio das actividades
realizadas. Esta actividade de inves-
tigagdo, da qual resulta um produto
escrito, na forma de relatdrio, faculta
dados ao professgr, que permitiréo fa-

Educacéo da Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa. Lisboa: APM.

Perrenoud, P. (1999). Avaliagdo. Da Exceléncia
a Regulagdo das Aprendizagens. Entre
duas Logicas. Porto Alegra: Edigbes
ARTMED.

Santos, L. (2002). Auto-avaliagdo Regulada:
Porqué, o Qué e Como?. In: P. Abrantes
& F Araljo (Coord) Avaliagéo das
Aprendizagens, das Concepgdes &s
Praticas. Lisboa: Ministério da Educagéo
e Departamento da Educagéo Basica, p.
75-84.

Hugo Menino, ESE de Leiria

Claudia Pagaimo, Joana Cunha e
Sofia Varela, EB 2,3 José Saraiva,
Leiria

zer uma avaliagédo muito rica e porme-
norizada do desempenho dos alunos.
Esta avaliagéo permitird obter dados
relativos as atitudes demonstradas
durante a actividade, aos esquemas
de raciocinio utilizados e procedimen-
tos adoptados, & comunicagdo de
ideias, 2 compreenséo dos contetdos
e & apresentagéo dos resultados.

Quando aplicamos esta tarefa, na
sala de aula, foi possivel ver o envol-
vimento dos alunos em momentos

de aprendizagem significativa, em
que aprender matematica significou
fazer matematica, & medida das suas
idades. O desenvolvimento de compe-
téncias transversais foi também muito
marcado. Este tipo de metodologias,
centradas no aluno, permite que este
aprenda Matematica, sentindo-a e ex-
plorando-a.

' Cléaudia Pagaimo, Joana
‘Cunha e Sofia Varela

EB 2,3 José Saraiva, Leiria
Hugo Menino, ESE de Leiria



Investigando objectos cilindricos

Com este trabalho de investigagdo pretende-se que fagam um estudo mais aprofundado do
cilindro. Para apresentar e estruturar as vossas investigagdes devem ter em conta os seguintes
aspectos:

1. Devem explicar os passos que efectuarem e as conclusdes obtidas;

2. O relatdrio deve estar estruturado da seguinte forma:

. Capa principal — com o nome da escola, o tema do trabalho, o nome dos elementos
do grupo, do professor e a data (dia, més e ano);

o Desenvolvimento — contém a investigagdo que os elementos do grupo
desenvolveram, com os respectivos passos efectuados (recorrendo a palavras,
esquemas, ... J;

J Conclusdo — contém uma pequena sintese e uma reflexéo do trabalho desenvolvido
(o que mais gostaram, quais foram as maiores dificuldades, o que mais gostaram de
aprender)

Material: latas ou embalagens cilindricas; cordel ou linha, régua, tesoura, folhas A,, calculadora.

Actividade 1

° Escolham um dos objectos cilindricos que vos é fornecido e registem o seu niimero na

folha de rascunho.

o Com o material que vos é fornecido, apresentem um esbogo da planificagéo do objecto,
numa folha em branco.

o Como se pode ter a certeza que a planificagéo apresentada corresponde & realidade?
Justifiquem a vossa resposta tendo em conta a estratégia que utilizaram.
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Actividade 2
° Preenche a tabela com o que vos é pedido.

_Objgcngé (%) ' Perimetro da base (P) ! Diémetro da base (D_).-!. | P-D

|
Wi —

Nota: podem recorrer & maquina calculadora.

o Expliqguem a estratégia que utilizaram para preencher a tabela.

. Que conclusdes podem tirar? Justifiquem as vossas respostas.

Actividade 3

o No programa Geometer's Sketchpad abram o ficheiro circ.gsp. Obteréo na janela de tra-

balho uma imagem semelhante a esta:

m CB =3,80cm
Circumference ,AB=11,94 cm

Circumference, AB O
: el C
(m CB)
o Aumentem o didmetro da circunferéncia, arrastando o ponto B. O que verificam em rela-

¢ao ao quociente entre o perimetro e o didametro?

° O quociente entre o perimetro e o didmetro € um valor que se designa por Pi (). Pesqui-
sem um pouco na internet e no vosso manual e escrevam, por palavras vossas, o que € o

pi e um pouco da sua historia.

Sugestdes de sites:
www.hamt.hpg.ig.com.br/historia/pi.htm
www.apm.pt/apm/curiosidades/curio3.htm
- www.arlindo-correia.com/040901.html
. Elaborem o relatério tendo em conta os critérios que vos foram pedidos (capa. desenvol-

vimento, conclusao).

14
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As cartas mal distribuidas

José Paulo Viana

O Augusto pegou num baralho de 52 cartas. Entregou um montinho delas & Berta, outro & Cristina, mais um ao

Domingos, ficou com algumas para ele e deixou as restantes em cima da mesa.

— Nao temos todos o mesmo niimero de cartas — reclamou a Berta.

—Nao faz mal — retorquiu o Domingos. — Se o Augusto dividir igualmente metade das suas cartas entre a Berta e a

Cristina, depois a Berta fizer o mesmo com a Cristina e o Augusto e, finalmente, também a Cristina dividir igualmente

metade das suas cartas entre o Augusto e a Berta, todos ficaremos com o mesmo niimero de cartas.

Quantas cartas tinha cada um inicialmente e quantas estavam em cima da mesa?

O problema proposto no nimero 75
de Educagdo e Matemética foi o se-
guinte:

O ndmero 7 elevado a 7 elevado a
7 elevado a 7 é enorme. Quais sdo
os seus dois ultimos algarismos?
E quais sdo os dois Ultimos algaris-
mos de € elevado a 6 elevado a 6
elevado a 67

Que aconteceria se usdssemos
outros quatro numeros iguais, de
2397

Por onde andam os entusiastas da
resolugéo de problemas? E que para
este, sO recebemos trés respostas:
da Ana Neves, do Alberto Canelas
(Queluz) e do Anténio Lucas (Castelo
Mendo). Em compensagéo, todas le-
vam o problema ate ao fim, incluindo
as extensdes, e a do Alberto é um
verdadeiro tratado sobre este tipo de
problemas, generalizando-o em varias
direcgdes.

A primeira tentagéo é calcular o nime-
rO:iia

7 elevado a 7 € 823543.

7 elevado a 823543 é ja um nimero
muitissimo grande, com mais de 695
mil algarismos. Seria preciso um ca-
derno bem grande s6 para o escrever.
Calculé-lo, s6 com a ajuda de um bom
computador.

Finalmente, 7 elevado a este dltimo
nimero é de tal modo grande que,
actualmente, nem com os melhores
computadores se conseguiria. O re-
sultado é um nimero inimaginavel,
com mais algarismos do que o nime-
ro de dtomos do universo conhecido.
Mesmo que conseguissemos escre-
ver um algarismo em cada atomo,
néo haveria 4tomos suficientes para
o fazer.

Ent&o, como fizeram os nossos dois
leitores, vamos tentar descobrir regu-
laridades nas terminagées das potén-
cias de 7.

7 elevado a 1 termina em 07
7 elevado a 2 termina em 49
7 elevado a 3 termina em 43
7 elevado a 4 termina em Q1
7 elevado a 5 termina em 07

7 elevado a 6 termina em 49

(Respostas até 15 de Julho)

Né&o é preciso continuar. As termina-
¢Oes repetem-se de 4 em 4.

Imaginemos, por exemplo, que queria-
mos saber a terminacgdo de 7 elevado
a 2002. Como 2002 & um multiplo de
4 mais 2, a terminagao vai ser a mes-
ma de 7 elevado a 2, ou seja, 49.

Voltemos ao nosso problema.

Seja A = "7 elevado a 7", que ja sa-
bemos que termina em 43.

Mas, terminando em 43, A é um mlti-
plo de 4 mais 3, logo:

B = "7 elevado a A" vai ter a mesma
terminacéo que 7 elevado a 3. ou seja
43.

Finalmente, o nimero procurado é "7
elevado a B". Como B é também um

multiplo de 4 mais 3, a sua terminagéo
e igual & de 7 elevado a 3, ou seja, 43.

Para as poténcias de 6, o processo
a seguir € o mesmo. Rapidamente

descobrimos que as terminagdes se

repetem com periodo 5.
Expoente 5n 5n+1 5n+2 5n+3 5n+4
Terminagdo 76 56 36 16 96 *

!
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Logo, 6°termina em 56 (alids, podia- 65 termina em 56. valores de N até 100 ... Eis o que
mos mesmo calculé-lo: é 46656). obteve, sendo P o periodo e T a termi-

Faltam agora os restantes casos, as
. nagao. (Tabela 1)

Como este nimero é um multiplo de terminagbes dos niimeros do tipo

5 mais 1: NNN“ corm N de 2 a9, E ainda foi mais longe. Investigou tam-
66 ’ . ! S bém os trés ultimos algarismos destas
6 tambfen.ﬁ termina em 56 e é portan- Mas. o Alberto (?anelefs né&o ficou por poténcias para N até 10. (Tabela 2)
to um multiplo de 5 mais 1. Logo: aqui. Resolveu investigar todos os

N T[N TN o] T]N Tn]r|T]

BB ERERE B 41 | 61 61 | 81 81 |

| 2 36 | 22 06 | 42 56 | 62 16| 82 76 |

| 3 87 | 23 47 | 43 o7 | 63 67 | 83 27 |

| 4 96 | 24 76 | 44 56 | 64 36 | 84 16 |

[ & 25 | 25 25 | 45 25 | 65 25 | 85 25 |

6 56126 |1 |76 ] 46 96 | 66 16 | 86 36

| 7 43 | 27 83 | 47 23 | 67 63 | 87 03

| 8 56 | 28 96 | 48 36 | 68 76 | 88 16

9 89 | 29 69 | 49 49 | 69 29 | 89 09

10 00 | 30 00 | 50 00 | 70 00 | 90 00 |

| 11 11 | 31 31 | 51 51 | 71 71 | 91 91 |

| 42 16 | 32 76 | 52 36 | 72 96 | 92 56

| 13 53| 33 13 | 53 73|73 33 | 93 93

14 36 | 34 16 | 54 96 | 74 76 | 94 T Y bt
15 75]135 75 | 55 75| 75 75| 95 75 | N TN T
16 16 | 36 36 | 56 56 | 76 76 | 96 96 | 1 (1] 6 656
17 77 1 37 17 | 57 5¢ 171 97 | 97 57| "< 536) 7 343
18 76 | 38 16 | 58 56 | 78 96 | 98 36 | | 3 987) 8 856
19 79 | 39 59 | 59 39 | 79 19 | 99 99 | 4 096] 9 289
20 00 | 40 00 | 60 00 | 80 00 {100 00 | E 125] 10 000
e SRR TIN Pt ‘ " "~ Tabela2.

/
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Investigar a nossa prdtica profissional:
O percurso de um grupo de

trabalho colaborativo
Jodo Pedro da Ponte e Ana Boavida

Que interesse tem para
os professores a inves-
tigagdo? SO os especia-
listas a podem realizar
ou podera constituir uma
faceta do trabalho usual
de todo o professor?
Que significados pode
ter a expresséo profes-
sor investigador? Estas
e outras questdes foram
" ‘0 ponto de partida do
trabalho de um grupo de
estudos cuja experiéncia
se relata neste artigo.

Em Portugal, come em muitos ou-
tros paises, séo cada vez mais os
professores que se interessam pela
investigacéo educacional. Sentindo a
sua préatica como problematica, reco-
nhecendo as limitagbes de solugbes
faceis mas enganadoras, e ultrapas-
sando velhos preconceitos em relagéo
a actividade de investigacéo, revelam
interesse no que se tem feito neste
campo e envolvem-se, eles proprios,
em projectos de pesquisa e em pro-
gramas de pos-graduacao.

Desde a sua criagéo que o Grupo

de Trabalho de Investigagao (GTD

da APM definiu como uma das suas
preocupacdes principais a de pro-
mover a articulagcdo entre o ensino

da Matematica e a investigacdo em
educagao matematica. Em finais de
1998, considerou que seria importan-
te identificar novas perspectivas de
trabalho visando incrementar a relagéo
entre os professores e a investigacao
e decidiu levar a cabo varias iniciativas
para recolher ideias e sugestées nes-
se sentido, junto de professores com
experiéncia na investigacéo e junto de
todos os sécios da APM. Na sequén-

. cia da informacé&o obtida, o GTI con-

cluiu que seria interessante criar no

' seu seio um grupo de estudos, que,

apos algumas discussoées, se viria a
fixar em Abril de 2000, em torno do
tema O professor como investigador,
expressao introduzida pelo educador
inglés Lawrence Stenhouse (1984).

Neste artigo apresentar-se-ao algu-
mas facetas da experiéncia vivida por
este grupo com especial incidéncia
sobre o percurso que conduziu 4 ela-
boragéo do livro Reflectir e Investigar
sobre a Pratica Profissional (GT|,
2002), o principal produto do traba-
Iho realizado. Incluir-se-&, ainda, uma
reflexdo sobre esta experiéncia com
o objectivo de destacar as suas po-
tencialidades formativas e os factores
que, na perspectiva dos membros do
grupo, contribuiram para o sucesso do
trabalho.

Do grupo de estudos ...

O trabalho do grupo de estudos O
professor como investigador é, desde
o seu inicio, orientado por um duplo
objectivo: por um lado, recolher e
divulgar informacao sobre esta te-
matica e, por outro lado, promover a
(auto)formacéo dos membros do gru-
po. E de acordo com estes objectivos
que se definem as varias actividades a
realizar: analise e discusséo de textos,
identificagdo de bibliografia, explora-
¢éo de sites e preparagéo e edicéo

de uma colectanea sobre o tema. Até
Junho de 2001 mantém-se todas es-
tas actividades excepto a tltima. Esta,
na sequéncia‘do trabalho que ia sendo
realizado, comeca a assumir novos
contornos e evolui, como adiante se
relata, num sentido que, dificilmente,
poderia ser antecipado, enquanto pro-
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posta adequada, no inicio do funciona-
mento do grupo de estudos.

Durante este periodo, as reuniées
realizam-se normalmente com inter-
valos de cerca de um més e meio e a
filiagdo no grupo é relativamente flui-
da. Ao lado de membros com elevada
assiduidade outros ha que faltam com
frequéncia, e alguns a certa altura
deixam mesmo de participar. De vez
em quando, novos participantes vao
ingressando no grupo. O foco das dis-
cussbes do grupo de estudos nesta
fase é: Que tipos de questées podem
os professores estar interessados em
investigar? Que investigagao pode um
professor fazer? Que critérios podem
ser usados para tornar credivel tal in-
vestigagao? Empreender uma tal acti-
vidade é compativel com as restantes
responsabilidades de um professor?
Que formagao é necessaria para a
conduzir? A pouco e pouco, a énfase
vai-se deslocando do actor (o pro-
fessor que investiga) para o objecto

a investigar (problemas: relacionados
com a sua propria pratica). Deste
modo comega a falar-se, cada vez me-
nos, no professor como investigador
e cada vez mais na investigagdo sobre
a propria pratica.

Quando, na primeira reunido do gru-
pos de estudos, se incluiu, entre as
actividades a realizar, a edicéo de uma
colecténea sobre o tema, previa-se
que esta fosse constituida, funda-
mentalmente, por textos, alguns dos
quais em traducéo, escolhidos entre
aqueles que o grupo iria analisar e dis-
cutir. No entanto, na Gltima reunido do
ano de 2000, realizada em Dezembro
— ocasido em que se discute, mais
uma vez, a possivel estrutura desta
colectanea — comega a tomar forma
a ideia dela integrar ndo so a tradugao
de alguns textos seleccionados mas
tambem artigos originais elaborados
quer por membros do grupo quer por
outros professores e investigadores
portugueses que tivessem desenvolvi-
do trabalho que se pudesse enquadrar
no tema.

Nesta fase, a ideia da selecgéo e tra- '
dugédo de textos ndo €, desde logo,
abandonada. No entanto, os membros
do grupo, ao considerarem o desafio
de se envolverem na producéo de
textos originais sobre um tema que
tinham vindo a estudar, assumem a
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possibilidade de se langarem numa
aventura muito mais exigente do que
a mera selecgéo e traducéo de textos,
por muito critério e cuidado que se co-
loque neste trabalho. A aceitagéo des-
ta possibilidade, muito provavelmente,
ndo sera alheia ao aprofundamento

de conhecimentos sobre o tema em
analise e a capacidade de reflexdao
acrescida proporcionada pela leitura
dos textos, feita individualmente, e pe-
las discussdes no seio do grupo que
proporcionaram sempre um animado
confronto de pontos de vista.

.++ Ao grupo de trabalho

Na reunido de Outubro de 2001 da-se
um novo passo na identificagao do
contelido da publicagé@o que o grupo
almejava. Abandona-se, definitivamen-
te, a ideia de produzir uma colecténea
com textos ja existentes e decide-se
produzir um livro constituido, funda-
mentalmente, por artigos originais.
Esta mudanca em relacéo ao possivel
contelido da colectanea foi marcante
na vida do grupo, levando ao estabele-
cimento de uma dindmica de trabalho
inteiramente nova,

Define-se, nas suas linhas gerais, o
contelido, estrutura e método de ela-
boracgae do livro. Estabelece-se que
sera subordinado ao tema investiga-
¢do sobre a propria pratica e define-se
que os artigos a incluir poderdo ser
de natureza mais teorica, incidindo

em aspectos gerais do tema, ou re-
ferir-se a experiéncias realizadas ou
em curso em Portugal. Prevé-se que
todos os membros do grupo estejam
envolvidos no processo de elaboragéo
do livro, quer produzindo artigos quer
colaborando no aperfeicoamento dos
artigos produzidos pelos colegas.
Estabelece-se a dimensédo desejavel e
a estrutura dos textos contendo rela-
tos de experiéncias e combina-se que
cada participante indicara um titulo e
um resumo, relativos a sua contribui-
¢éo, que enviara a todos os membros
do grupo antes da reunido seguinte
de modo a que possam ser ai analisa-
dos. Comega, assim, a tomar forma

o processo de trabalho que viria a ser
adoptado ao longo da vida do grupo
dai em diante. E, deste modo, o grupo
de estudos transfarma-se num grupo
de trabalho que, embora sem perder
de vista o objec'rtivo da (auto)formacéo

dos seus membros, passa a ter como
eixo organizador da sua actividade a
publicagéo do livro numa data acorda-
da entre todos.

A partir de Novembro de 2001 inicia-
se a produgéo dos textos, trabalho
que assume um ritmo extremamente
intenso durante o primeiro semes-
tre de 2002. Varios professores de
Matemética e formadores de profes-
sores séo convidados a participar
neste processo uma vez que se sabe
que tinham realizado, recentemente,
investigagbes relacionadas com a sua
propria prética profissional.

Num primeiro momento, os resumos
de cada contribuigéo sao discutidos
pelo grupo. Desta anélise resultam
algumas sugestdes para a elaboragéo
da primeira verséo de cada artigo. E
acordado um calendario de trabalho
que permite que estas versdes provi-
sorias sejam analisadas individualmen-
te por cada um dos participantes e,
posteriormente, discutidas no grupo.
O objectivo destas discussoes é apre-
sentar sugestées que possibilitem a
elaboracéo de novas versées mais
aperfeicoadas. Estas s@o novamente
enviadas a todos, analisadas e discu-
tidas, e o ciclo repete-se até o artigo
assumir a forma definitiva.

Este processo, por um lado, ¢ algo
moroso e trabalhoso para todos e, por
vezes, um tanto frustrante, na medida
em que nem sempre é facil integrar
tudo o que & sugerido ou chegar a um
consenso sobre o que é importante
fazer em relag@o a cada texto. No
entanto, por outro lado, proporciona
momentos de discussao muito enri-
quecedores. Com efeito, & medida
que se vai desenvolvendo o trabalho
do grupo nesta segunda fase da sua
actividade, novas interrogacoes, mais
directamente relacionadas com o
tema da investigagéo sobre a propria
pratica, véo surgindo e o foco das
discussoes desloca-se para questoes
como: Que vantagens e dificuldades
pode ter um professor em investigar
sobre a sua prépria préatica profissio-
nal? Que relagéo ha entre investigar
e reflectir? Qual o possivel papel da
colaboragéo? O que nos dizem as
experiéncias em que temos estado
envolvidos sobre o alcance deste tipo
de trabalho?



O titulo definitivo do livro, s viria a
ser fixado ja perto do final do proces-
so, em Maio de 2002,

A publicacdo Reflectir
e investigar

Nos seus aspectos gerais, foi este
processo que presidiu a elaboracéo
do livro, cujo objectivo é dar a conhe-
cer aos profissionais da educagéo
matematica a problemaética da inves-
tigagéo sobre a pratica, ilustrando-a
com casos concretos de trabalhos de
investigacéo realizados em Portugal.
A relevéncia desta publicacdo decorre
do reconhecimento, cada vez maior,
pelos profissionais da educagéo

— onde se incluem nao so profes-
sores dos diversos niveis de ensino,
incluindo o superior, como também
formadores, psicologos escolares

e técnicos da administragdo — do
valor da investigac&o sobre a propria
prética, como um meio de promover
o desenvolvimento profissional e or-
ganizacional e como contributo para a
producéo de conhecimento relevante
sobre a area em questéo. Na verdade,
0s proprios profissionais séo os que,
muitas vezes, melhor conhecem os
problemas que se lhes colocam no dia
a dia e quem melhor pode avaliar as
potencialidades e os constrangimen-
tos das estratégias adoptadas para
lidar com eles.

Trés dos artigos do livro sdo ensaios
de natureza tedrica. Neles discute-

se o alcance da investigagéo sobre

a pratica, confrontando o significado
desta perspectiva com o significado
de reflexdo e de outras formas de
investigagcdo como a académica e a
investigagdo-acgao. Analisam-se, tam-
bém, possiveis critéfios de qualidade
deste tipo de investigacdo bem como
a possibilidade de ele vir a constituir
um novo paradigma de investigagéo,
ao lado dos paradigmas classicos

— positivista, interpretativo e critico.
Dé-se, ainda, atencéo ao papel da co-
laboragéao e da reflexao na actividade
do professor que procura investigar
sobre a sua pratica. Dois destes trés
artigos foram redigidos por equipas de
dois elementos.

A seguir a estes artigos, surgem, na
publicacéo, dez relatos de experién-
cias. Estes apresentam uma descrigéo

concisa, mas tanto quanto possivel ri-
gorosa, da respectiva-questéo orienta-
dora e da metodologia de investigagéo
adoptada, indicam os resultados ou
evidéncias obtidas e discutem as suas
implicagbes para a pratica profissional
do respectivo autor. As experiéncias
dizem respeito a trabalho realizado
em aulas do 2° e 3° ciclos do ensino
basico e do ensino secundério e em
programas de formagao inicial e conti-
nua de professores. No seu conjunto,
estes artigos revelam que realizar
investigacédo sobre a prépria pratica

€ uma actividade que pode despertar
grande interesse nos respectivos ac-
tores e que é susceptivel de propor-
cionar significativas implicagbes para a
sua pratica profissional.

O livro contém, ainda, dois textos
produzidos em 2001 e uma biblio-
grafia tematica organizada em quatro
categorias, que se consideraram ser
instrumentos liteis para documentar
a situagéo portuguesa do trabalho
existente neste campo e para apoiar
quem, no futuro, se pretenda iniciar
no tema. Inclui, além disso, no final,
uma pequena nota biogréafica sobre os
autores para que se possa perceber
quem sdo e conhecer, um pouco, o
seu percurso profissional onde se
enraiza o interesse que sentiram por
este tipo de trabalho.

As perspectivas teoricas fundamen-
tais elaboradas neste trabalho e
alguns exemplos dos relatos de expe-
riéncias foram apresentados por diver-
sos membros do grupo em encontros
nacionais e internacionais e em cursos
e seminarios em diversas instituigdes,
tendo sido recebidas, de um modo
geral, com muito interesse.

A reflexdo sobre a experiéncia

No final da sua actividade, o grupo
decidiu efectuar uma reflexéo sobre o
percurso por ele realizado. Essa refle-
xao — elaborada por escrito a partir
de um questionario previamente en-
viado a todos os membros do grupo

— evidencia que o processo seguido

se revelou fortemente formativo para
todos os participantes. Por um lado,
séo unénimes em reconhecer que
efectuaram novas aprendizagens re-
ferentes ao tema do grupo e a outros
temas que com elg se relacionam de

perto (investigacdo sobre a propria
prética, reflexdo, investigacéo-acgéo,
etc.) e que desenvolveram as suas
competéncias e o seu interesse em
trabalhar neste campo. Em particular,
varios séo os que indicam ter mobili-
zado, directamente, conhecimentos
e ideias discutidas pelo grupo para a
sua pratica docente e de investigagao
conduzida noutros contextos profis-
sionais. Por outro lado, séo também
varios os participantes que referem
ter este trabalho constituido uma
experiéncia profissional gratificante

e enriquecedora' em termos do seu
proprio desenvolvimento profissional,
contribuindo para se sentirem mais
seguros de si mesmos como profis-
sionais e para o desenvolvimento de
diversas capacidades, em especial ao
nivel da comunicacéo oral e escrita.

Na perspectiva dos membros do gru-
po. houve dois factores essenciais
que concorreram, de modo decisivo,
quer para as potencialidades formati-
vas que reconhecem existir no traba-
Iho realizado quer para o sentimento
de satisfacdo que experienciam: () o
ambiente de colaboracéo e as rela-
¢oes interpessoais estabelecidas no
grupo e (i) as metodologias de traba-
lho adoptadas pelo grupo, em particu-
lar, a énfase no processo de escrita

e de discusséo dos textos escritos
pelos seus elementos. A importéancia
do primeiro factor € bem evidente nos
seguintes testemunhos individuais:

O grupo foi formado por pesso-
as (que o incorporaram de livre
vontade) com experiéncias profis-
sionais diversas e provavelmente
expectativas bastante diferentes
em relacdo ao trabalho que se
iria desenvolver, o que poderia ter
constituido uma dificuldade para o
seu bom funcionamento. Contudo
essa diversidade foi liderada de
forma a potencializar os contribu-
tos de cada um, tendo contribuido
para criar um ambiente de trabalho
agradavel onde se desenvolveram
e fortaleceram relacées inter-pes-
soais. (Irene)

[Entre os ,factores que contri- .
buiram para que a experiéncia
de participagdc® no grupo fosse
positiva estal a qualidade das re-
lagbes inter-pessoais que fomos
conseguindo estabelecer que, do

Educagio e Matematica n® 77 ® Margo/Abril de 2004




meu ponto de vista, facilitaram que
me disponibilizasse, interiormente,
a ouvir criticas sobre as minhas.
ideias e trabalho e encarasse esta
experiéncia como fonte de cresci-
mento pessoal e profissional sem
recear que ela se viesse a revelar
dolorosa. (Ana)

Por outro lado, o papel das
metodologias adoptadas pelo grupo
transparece, claramente, nas seguin-
tes reflexdes:

Na base destas aprendizagens
[aprofundamento de conhecimen-
tos relacionados com o tema do
grupol estiveram tanto a leitura
de texios seleccionados, feita in-
dividualmente, como a discusséo
desses textos — com a associada
possibilidade de confronto de pon-
tos de vista — existente nas ses-
soes de trabalho conjunto. (Ana)

Esta aprendizagem derivou direc-
tamente da metodologia adoptada
pelo grupo: escrever, escrever,
escrever, e da insisténcia na pre-
feréncia de isso ser feito de forma
a poder ser efectivamente lido.
(Manuela)

Os caminhos percorridos pelo grupo
néo foram isentos de obstaculos para
os seus membros. De facto, nas suas
reflexdes, muitos sdo os que indicam
dificuldades que sentiram ao longo do
processo de trabalho. Algumas, pren-
dem-se com a gestdo do tempo: ndo
foi facil compatibilizar o tempo reque-
rido pelas vérias tarefas definidas pelo

a ’\? Seminario de

B 5 Investigacao em
W Educacao Matematica

grupo (que para além da participagéo
nas reunides envolvia bastantes horas
de trabalho individual, lendo e redigin-
do textos) com outros compromissos
pessoais e profissionais. Outras, tém
a ver com um sentimento de apreen-
s&o pela dificuldade da tarefa, para

a qual se sentiam pouco preparados
receando ndo a conseguir levar até
ao fim. No entanto, findo o processo,
vencidas as dificuldades e perante o
produto final (individual e colectivo) e
o balango pessoal do percurso feito,

* & unénime o sentimento de satisfacéo

com o trabalho realizado e as aprendi-
zagens efectuadas.

A concluir

No grupo, cujo trabalho se relata nes-
te artigo, colaboraram professores
do 1°, 2° e 3° ciclos do ensino basico
e do ensino secundério, formadores
de professores de universidades e
escolas superiores de educagéo, uma
orientadora de estagio, um docente
de Matematica do ensino superior e
uma professora do 1° ciclo requisitada
no Ministério da Educacéo. O funcio-
namento do grupo e os resultados

da sua actividade mostram bem as
potencialidades decorrentes de um
trabalho conjunto envolvendo profis-
sionais com formacoes, interesses,
experiéncias e conhecimentos diver-
sificados.

E um facto que este grupo néo & um
grupo qualquer. Tratava-se de pro-

fessores e formadores que estavam,
a partida, interessados na investiga-

¢ao. Muitos deles — mas né&o todos
— realizavam ou tinham realizado,
recentemente, estudos de mestrado
ou doutoramento que serviram de
base ao seu contributo para o grupo.
No entanto, as investigagoes sobre
a propria pratica podem ter uma ori-
gem muito diferente, tendo por base
professores integrados em equipas
de projecto, muitas vezes de natureza
multidisciplinar.

Estamos em crer que trabalhos des-
te tipo tender@o a intensificar-se a
medida que os profissionais da edu-
cacéo (sejam eles professores ou
actores com outros papeis no sistema
educativo), assumam, cada vez mais,
como sua a tarefa de lidar com os
problemas que afectam a sua prética,
no quadro de uma cultura profissional
marcada pelo dinamismo e pelo sen-
tido critico, e também pelo sentido
de responsabilidade perante os seus
alunos e a sociedade.
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O XV Seminario de Investigagdo em Educacdo Matematica, organizado pelo
Grupo de Trabalho de Investigagdo da APM, vai realizar-se nos dias 27 e 28 de
Setembro de 2004 na Covilha, nas instalagbes da Universidade da Beira Interior.

Este seminério pretende constituir um espago de divulgagéo e debate das princi-
pais linhas de investigagdo nacional e intemacional em Educacéo Matematica.

Para mais informagbes contacte através do enderego

sulte a pagina do XV SIEM em
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Este seminario, que se realiza nos
dias 23 e 24 de Abril de 2004 na
Escola Superior de Educacéo de
Lisboa, tem por objectivo analisar os
contributos da investigacdo em edu-
cacéo matematica sobre o ensino da
matematica em Portugal e confronta-
los com pontos de vista de outras
comunidades cientificas — matemati-
cos, cientistas e investigadores das
ciéncias da educacéo.

Para mais informagées consultar o
site: '

O Encontro realiza-se em Beja nos
préximos dias 2,3 e 4 Maio com o
tema Histéria da Educagao Matemé-
tica.

Para mais informagées consultar o
site:

Este Encontro realiza-se de 5 a 8 de
Maio, no Instituto Superior de Enge-
nharia do Porto.

Para mais informagbes consultar o -
site:

Este Encontro realiza-se de 3 a 6 de
Junho, ho Instituto de Estudos da
Crianga, Universidade do Minho.

Para mais informacées consultar o
site: o
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Este Congresso realiza-se de 4 a 11
de Julho de 2004, em Copenhaga,
Dinamarca.

Para mais informagbes consultar o
site:

Esta conferéncia internacional realiza-
se em Bergen, Noruega, no periodo
de 14 a 18 de Julho de 2004,

Para mais informagées consultar o
site:

O Encontro Nacional de Professores
de Matematica, ProfMat2004, ira rea-
lizar-se nos dias 29 e 30 de Setembro
e 1 de Outubro, na Universidade da

" Beira Interior, Covilha.

Localizacéo do sitio do Encontro:

Endereco electronico do Encontro:
/

Este Simposio terd lugar em Céaceres,
Espanha, durante os dias 16, 17 e 18
de Novembro de 2004.

Para mais informagées consultar o
site: (htip - : )

A conferéncia tera lugar em Platja
d’Aro, Espanha, de 17 a 21 de Feve-
reiro de 2005.

Para mais informagdes consultar
o site:

A conferéncia tera lugar na Universi-
dade Lusdéfona, nos dias 29 e 30 de
Abril de 2004,

Para mais informagbes consultar
o site: v

6, 7 e 8 de Maio de 2004
Aula Magna da UTAD — Vila Real

Teré lugar em Vila Real, na UTAD
— Universidade de Tras-os-

‘Montes e Alto Douro. No site

_efi [ & possivel
encontrar as informagées relativas ao *
evento. .
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acao da cSlculadoss |

algoritmos com sentido numérico

Cristina Louretio

Actualmente guando se fala da utilizagdo ou néo da calcu-
ladora reduz-se praticamente a discussao a oposicao entre 5 cada um pac
calculo algoritmico e galcula com. o recurso a caleuladora. somas e difereng or em guesiao

A meu ver esta dicotomia & falaciosa, nao esclarece as pensar bem sag poucas as outras situacdes em gue te

dimensaes da problematica subjacente e ndo oferece necessidade de obter valores de operac O mais fre-
pistas para podermos avangar. O caleulo tem, tanto na es quente e haver uma maguina que me da valo

cola como na vida de fodos os dias vérias dimensdes gue e o que eu tenho de fazer, e fago muitas vezes

importa conhecer melhor @ relacionar, para compreender a ordem de grandeza do resultado recorrendo a

realmente o que esta em causa e perspectivar formas de tiva e ao calculo mental com niimeras mais favorave
actuacao didacticas Esporadicamente vivo situacées de espanto, como por
No dia a dia, os comuns mortais, mesmo agueles gue se exemplo na padaria, por fe a mentalme
consideram eximios no célculo, recorrem tanto ao calculo g8 aonias do L >nhora da velha guarda que re
mental como & calculadora. Em situagées muito particula calculadora F\_“-’ ""I’l'i"'”: obtenho logo um

res recorrerao a um algoritmo. Penso em mim. Num res "“_”i_"':' ¢a .\mm”:"-.lm' veIRpin Hove e dlz.ﬂ,l.'
taurante, para saber quanto cabe a cada um num total de ""l"'”"if_”""-‘-' 'l_'-.""l & '.'-' F‘.' ‘?fé’-‘.’ [POT r_]'—“‘-‘- "' 'f.f”. fic Fage
75 euros para 9 pessoas, eu penso 72 da 8 euros, porgue ”_'”":"J'r uso algoritmos '-_-:f-"”""' recurso para calculo mental
8 x 9 = 72, mais meio euro para cada um, da mais 4.5, o E sei do que estou a falar. E ando sempre com uma calcu-
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ladora no bolso porque apesar da minha pericia em calculo
pode surgir sempre um problema interessante para explo-
rar em que os célculos de papel e lapis s6 véo perturbar.

Na escola as coisas ja néo séo téo simples. Embora a
expresséo mais vulgar seja as contas, devemos distinguir
célculo mental, célculo com algoritmos e célculo com o re-
curso a calculadora. E importa também considerar o que se
passa com os professores e com os alunos. Vou situar-me
no 1°ciclo e em Portugal.

Os professores, de uma maneira geral recusam usar a cal-
culadora, é uma espécie de ponto de honra, “Calculadora,
eu? N&o obrigada!". Nem sabem o que estdo a perder.
Quanto ao célculo mental sdo dominantes as tentativas de
o realizar fazendo os algoritmos de cabeca, sem recorrer
ao papel e lapis. Muitas vezes desconhecendo ou entéo
desvalorizando os processos e estratégias pessoais de
célculo mental, relacionados com os nimeros em questéo.
Quando os nimeros se complicam e os decimais intervém,
ha algum mal estar, aparecem alguns erros, e permanece a
recusa a calculadora. Nao é nada apetecivel calcular men-
talmente o total a receber de 176 alunos em que cada um
paga 2,35 euros. Entdo surge, para eles, a necessidade

de recorrer ao calculo de papel e lapis com recurso a um
algoritmo.

Quanto aos alunos, em meu entender, a situagéo compli-
ca-se. Calculo mental ndo existe. Entendendo o célculo
mental como o desenvolvimento de estratégias pessoais
de célculo que levem uma pessoa a gostar de calcular men-
talmente, dominando a aptiddo para calcular, aproveitando
as caracteristicas dos nimeros e o que ja sabe sobre eles,
e recusando pegar numa calculadora para saber quanto é
12 x 13, ou 156 + 34, ou 76 : 4. Célculo com a calculadora
néo ha, porque se receia que os alunos ndo aprendam a
calcular. E assim, todos os problemas desafiantes e inte-
ressantes, capazes de estimular os alunos para o gosto
por resolver problemas, por pensar, por conhecer e domi-
nar os ndmeros ndo podem estar presentes. Sem recorrer
a uma calculadora, ninguém se atreve a pedir a um aluno
que calcule quantos dias ja viveu, ninguém os desafia para
saber quanto pesam os alunos da turma todos juntos, ou
quanto rende um jogo no novo estadio do Benfica se cada
espectador pagar 15 euros pelo bilhete. A lista de proble-
mas e questdes desafiantes que podemos apresentar a
mitdos do 1° ciclo é interminavel, e eles estéo avidos de
desafios destes. Disto néo tenho qualquer divida porque
tenho passado muito do meu tempo em salas do 1° ciclo.
Mas pobres destas criangas, nédo lhes séo propostas situ-
acdes significativas e estimulantes porque os seus profes-
sores receiam que eles néo aprendam a tabuada, nem a
usar os algoritmos.

Em meu entender os algoritmos dominam da maneira erra-
da a matematica no 1° ciclo. Ha anos que defendo a utiliza-
¢ao da calculadora na aprendizagem da matemaética pelas
potencialidades de resolugéo de problemas e de investi-
gacéo que ela traz. Referindo sempre que a sua utilizagéo
deve ser associada ao desenvolvimento de capacidades de
estimativa e de célculo mental. E valorizando também o de-
senvolvimento do raciocinio algoritmico por ser intrinseco &
natureza do raciocinio humano e a natureza da matematica.

A via que escolhi para langar novas ideias nesta discusséo
passa por desmontar os algoritmos e € isso que me propo-
nho fazer.

Este texto é dedicado a todos os meus alunos que se
debatem com as dividas de quem se sente pressionado

a ensinar o que mal sabe usar e ndo compreende como
funciona e que experimenta, simultaneamente, a atracgéo
de querer ensinar pelo desafio, pelo desenvolvimento, pelo
gosto de aprender e de saber, pela criatividade, pelo esfor-
co e também pelo prazer. E dedicado também a todas as
criangas portuguesas que esperam avidamente nas escolas
do 1° ciclo que os seus professores os ensinem a usar a
matematica para pensar melhor e assim serem cidadéos
mais felizes e realizados.

Um algoritmo pode ser considerado como um procedimen-
to ou sequéncia de procedimentos, com um ndmero finito
de passos, destinado a executar uma tarefa que se deseja
realizar. (Usiskin, 1998, p. 7). Exemplos de algoritmos po-
dem ser encontrados através da histéria, desde os tempos
mais remotos dos antigos babilénicos. Considera-se que a
palavra algoritmo deriva do nome do matemético arabe do
século nono al-Khowarizmi. Os algoritmos mais conhecidos
e divulgados s&o os algoritmos para as quatro operagdes,
mas ha muitos, muitos outros algoritmos e o desenvolvi-
mento tecnoldgico esta intimamente ligado ao estudo e
construgéo de algoritmos.

Ha anos que estudo algoritmos, sozinha ou com os meus
alunos, que os procuro saber usar, dominar e compreender
do ponto de vista dos seus fundamentos mateméaticos e
das suas perspectivas didécticas. Vou analisar algoritmos
das quatro operagdes aritméticas basicas para depois reto-
mar o papel que eles poderéo ter na escola. Nesta discus-
séo chamarei algoritmo dominante para uma determinada
operagéo ao algoritmo cuja utilizagdo é mais comum em
Portugal. Os outros seréo algoritmos alternativos e, sem-
pre que possivel, serdo designados por uma caracteristica
significativa dos seus procedimentos.

Os fundamentos mateméticos dos algoritmos dominantes
das operagdes aritméticas séo as caracteristicas do pro-
prio sistema de numeracéo decimal e as propriedades das
operagdes. E é interessante perceber como estes aspec-
tos estéo presentes num algoritmo para compreender as
dificuldades que os alunos poderéo ter na sua utilizagéo e
compreenséo.

O reflexo do sistema de numeracgéo decimal num algoritmo
evidencia-se na decomposicéo dos niimeros que nele in-
tervém, na obrigag&o de trabalhar ordem a ordem e na re-
composigao ou reagrupamento das unidades de uma deter-
minada ordem quando o seu nimero é, ou precisamos que
passe a ser, igual ou superior a 10. Esta acgao matematica
do reagrupamento é informalmente reconhecida como o
transporte. Alids é comum ouvirmos os professores distin-
guir algoritmo com transporte de algoritmo sem transpor-
te. O algoritmo é o mesmo, os niimeros em causa é que
podem exigir, ou néo, a necessidade de reagrupamento.

' As propriedades das operagdes permitem justificar muitos
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dos procedimentos que constituem um algoritmo, como
veremos.

Um outro aspecto que também estara presente na discus-
séo que vou apresentar é o sentido da operagdo em jogo
no algoritmo. Sendo hoje reconhecido e estudado que para
uma operacéo aritmética pode haver mais do que um senti-
do (Ponte e Serrazina, 2000) é natural que discutamos qual
é o sentido que estd ou ndo presente na realizagdo de um
determinado algoritmo e, por isso, quais sdo as situagdes
e problemas que poderéo facilitar o trabalho com esse al-
goritmo.

Outra ideia que nunca sera demais reforgar, € que na utili-
zagéo de qualquer algoritmo ha sempre uma componente
de célculo mental. Imaginar que alguem podera desenvolver
o seu poder de célculo com algoritmos sem desenvolver,
previamente e depois em paralelo, as suas capacidades

de célculo mental & comparavel a pensar que um atleta se
prepara para o pentatlo sem praticar as varias modalidades
que o compoem.

Para discutir os algoritmos vamos partir de situagoes
descontextualizadas e, por isso, o sentido mais adequado
a dar a adigao é o de combinar. Porém, nesta discussao,
designarei uma das accdes realizadas por juntar visto este
termo me parecer bastante significativo para o que € real-
mente feito. O algoritmo dominante para a adicéo € simples
mas envolve na sua utilizagdo uma conjugagéo permanente
de juntar e reagrupar que interessa discutir.

reagrupar reagrupar
A
- — 7o
I.-'K \'I |,- / ll'l \ ;_./ 1 | 1
867 867 | | 8|6‘7 g8 =Y 8 ’|6 7
+ 453 +45)3 |[ 4 4l 513/ _Jraj53
b [ f | | [ }
10 // \12/70 13 /42 #o
SEIC I Bl o
juntar juntar juntar

A soma é 1320. Notamos que as unidades de cada ordem
foram juntas e imediatamente reagrupadas. As duas ac-
¢cbes matematicas fundamentais, juntar e reagrupar, foram
realizadas alternadamente. Esta sequéncia de procedi-
mentos exige que se trabalhe da direita para a esquerda.
Esta orientagdo de todo o trabalho, garante que, quando
se juntam as unidades da ordem maior, neste exemplo, as
centenas, tem-se o resultado final escrito correctamente
no sistema de numeragéo decimal.

Observemos agora a interpretagéo de um algoritmo de so-
mas parciais. S&o trés as acgdes matematicas que vao ser
executadas: decompor, juntar e reagrupar.

867 (800+60+7) 867 867 867
+ 453 (400+50+3) + 453 + 453 + 453
decompor 1200 1200 1200

: ) 110 110

juntar it m“,

juntar
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Neste momento acabei de juntar as unidades de cada or-
dem e tenho o resultado final, porém este néo obedece as
regras de escrita do sistema de numeragao decimal. Tenho
12 centenas, 11 dezenas e 10 unidades. O que ainda
tenho a fazer é reagrupar as unidades de cada ordem. O
reagrupamento tem de ser agora feito com a orientagéo da
direita para a esquerda. Explicitando o meu raciocinio men-
tal de reagrupamento ao lado terei uma apresentagéo tnica
deste algoritmo com o seguinte aspecto:

867

_+453
12004 (1 + 12 centenas, isto é 13 centenas)

110 | (1+ 11 dezenas, 12 dezenas, ou seja 1 centena e 2 dezenas)

10

1320

(10 unidades, que é uma dezena)

Nesta explicitacdo do algoritmo percebe-se que trabalhei
também ordem a ordem, tendo consciéncia em cada soma
parcial da ordem de grandeza que estava em causa. Na
primeira soma parcial juntei 8 centenas com 4 centenas,
obtendo 12 centenas, e assim sucessivamente. Trabalhei
da esquerda para a direita o que é mais coerente com a
nossa forma de escrita e mais coerente com o préprio
sentido da operacao. E reconhecida uma tendéncia intuitiva
para juntar comecando do maior para o menor.

A Unica, e ndo é pequena, diferenca entre este algoritmo
da adigéo e o algoritmo dominante € que aqui primeiro
decomponho, depois junto tudo, ordem a ordem do maior
para o menor e depois reagrupo. Esta caracteristica per-
mite-me trabalhar da esquerda para a direita porque o
reagrupamento apenas no final faz o controle adequado do
resultado obtido. A utilizagéo de material adequado para
compreender estes dois algoritmos, o Mab, ilustra mui-
tissimo bem a conjugacéo das duas acgdes matematicas
presentes, juntar e reagrupar.

O aspecto mais significative que importa evidenciar neste
algoritmo é que o sentido numérico, que inclui o sentido
dos nimeros e o sentido da operagéo, ndo se perde na
mecanizagdo, como aconteceu com o algoritmo dominante.

Comeco por registar que em Portugal quase toda a gente
aprendeu, e aprende ainda, um algoritmo da subtracgéo
que recorre a uma propriedade pouco intuitiva da subtrac-
¢ao, a propriedade da invariancia do resto. Incapazes de
explicar este facto inexplicével &s criancas, os professores
arranjam menmaonicas mais ou menos tolas para as crian-
cas decorarem os procedimentos do algoritmo. Registado
com mais informagao do que é habitual, a apresentagao
deste algoritmo seria:

— +100)
(+10) il
J= / o GTOD
435 4315 35 413 15
- 286 -296 LA 9ha
P 49 14 9
Vs -,
e




Este algoritmo é designado por algoritmo de compen-
sacdo. A sua interpretacgdo, a luz das propriedades da
subtracgo, é a de que realizamos a diferenga 545 — 396
em vez de 435 — 286, porque adiciondmos o mesmo nu-
mero, 10 + 100, ou seja 110, ao subtractivo e ao aditivo.
Sabemos que podemos fazer isto pela propriedade da
invariancia do resto que nos garante que se mantém a
diferenca quando adicionamos o mesmo niimero aos dois
termos de uma subtracgéo.

O algoritmo para a subtracgio que vou considerar como
dominante é o mais anéalogo ao dominante para a adigéo
e é habitualmente designado por algoritmo de decomposi-
gao. As diferengas vou atribuir o sentido de separar.

reagrupar
,f@gﬂfi,(i_hh“g=5—~3p2
435 43015 43‘15
- 286 - 25'6_} _-28! 6
Té 14/ 9
separar  gaparar e voltar a separar

Neste algoritmo, de forma anédloga ao da adigéo, recorre-
se alternadamente as duas ac¢bes matematicas, separar

e reagrupar. A diferenga é que o reagrupamento precede

a separagéo na medida em que preciso, para cada ordem,
de ter um nimero de unidades igual ao superior ac nimero
que quero separar para poder fazer esta acgéo. Se de 5
ndo posso separar 6, preciso de ir buscar uma unidade &
ordem seguinte, reagrupando, para ficar com 15 unidades
e entdo poder separar 6 e ver que ficam 9, o nimero que é
escrito no resto, na ordem correspondente. Este tipo de ra-
ciocinio prolonga-se por todas as ordens, da direita para a
esquerda, até chegar a ordem de maior valor. Esta sequén-
cia de procedimentos garante, como vimos para a adigao, o
resultado final escrito no sistema de numeragéo decimal.

Observemos agora a interpretagéo de um algoritmo de di-
ferengas parciais.

435 435
- 286 — 286
200 (de 4 centenas separo 2 e ficam 2 centenas)
-50 (faltam 5 dezenas porque preciso de
tirar 8 e s6 tenho 3)

-1 (falta 1 unidade porque preciso de
tirar 6 e s6 tenho 5)

Neste momento acabei de separar as unidades de cada
ordem e tenho o resultado final, porém este nao obedece
as regras de escrita do sistema de numeragéo decimal.
Passo entdo & acgédo de reagrupar e posso ter um registo
final do seguinte tipo.

435
— 286
200
-50 > 150
=1 149
149

Este algoritmo de diferencas parciais ndo estragou

os numeros de partida, porque ndo precisou de fazer
reagrupamentos das unidades de cada uma das suas or-
dens. Os nimeros ficaram intactos. O sentido da subtrac-
¢éo, neste caso mudar juntando, sobrepés-se e dominou

o raciocinio, em paralelo com o sentido numérico do valor
real de cada ordem. A semelhanga do que foi discutido
para o algoritmo das somas parciais, nédo é um algoritmo de
pura mecanizagdo porque a sua compreenséo é acessivel,
passivel de ser manipulada e muito significativa.

Ha um outro algoritmo alternativo para a subtracgdo muito
interessante. Em inglés é designado por adding up que
podemos traduzir por adigédo de baixo para cima. Este algo-
ritmo esté ligado ao sentido de tornar igual da subtracgéo.

286 4
290 10
300 100
400 + 35
435 149

Este algoritmo fundamenta-se na adigdo como operagéo
inversa da subtracgéo. O que fizemos foi obter o nimero
que somado com 286 dé& 435. Esta adigéo foi feita com
significado e grande sentido numérico. Este algoritmo € a
formalizagéo do procedimento antigo para obter trocos.

O que eu gosto particularmente nestes algoritmos de
somas e diferencas parciais, bem como neste Ultimo, € o
grande sentido do ndimero que esta presente.

Passemos entio a multiplicacédo. As coisas vao comegar a
ficar mais herméticas.

483 483
x 24 x 204
1932 1932
96610 6 600

Na utilizagéo deste algoritmo estéa totalmente ausente o
sentido da multiplicagéo. Trabalha-se com os dois factores
decompostos, calculam-se produtos sem qualquer signi-
ficado e vai-se reagrupando as unidades de cada ordem
obtida. Estas trés acgdes, de natureza totalmente diferen-
te, devem ser realizadas em cadeia e alternadamente, de
modo analogo ao que vimos nos algoritmos dominantes
anteriores. Nao ha qualquer apelo ao sentido numérico,
nem controle ou avaliagio dos vérios célculos intermédios
que sdo realizados. A parcialidade dos registos dos resul-
tados intermédios é uma dificuldade acrescida. O dominio
de célculo mental tem de ser grande, apesar de ser s6

o dominio da tabuada, porque eu calculo 4 x 3, mas néo
registo 12, registo apenas 2 e reagrupo as unidades numa
dezena que devo depois adicionar a 4 x 8 sem perceber
que passei a trabalhar com dezenas. E assim por diante.
Ao esgotar os produtos referentes as unidades do factor
activo, o multiplicador, fica completa uma linha. E passa-se
para a linha debaixo, deixando a ordem das unidades vaga
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porque se vai passar a trabalhar com dezenas. Mas quem
sabe este porqué? Se o factor activo fosse 204 teriamos
deixado duas ordens vagas porque passariamos a traba-
lhar com centenas. Depois destes registos de produtos, a
adigao destes produtos intermédios segue a orientagéo do
algoritmo dominante da adigao, com os devidos cuidados
de considerar as posigdes vagas das ordens como corres-
pondentes a zero unidades nessa ordem.

Analisemos um algoritmo alternativo de produtos parciais.

483 (400+80+3)
X 24 (20+4)
8000 {Z:Idezenas vezes 4 centenas sdo 8 milhares)
1600
60 (2 dezenas vezes 3 unidades sdo 6 dezenas)
1600

320 (4 vezes 8 dezenas sao 32 dezenas)

(2 dezenas vezes 8 dezenas sao 16 centenas)
(4 vezes 4 centenas sao 16 centenas)

12 (4 vezes 3 unidades sao 12 unidades)

A soma destas parcelas todas ndo oferece grandes
questdes. Ela pode ser abordada como adigdo com
reagrupamentos. A escrita do resultado final, 11592, pode
surgir numa linha final de uma vez s, ou, por partes se o
reagrupamento for feito ordem a ordem.

Este algoritmo também parte da decomposigéo dos facto-
res em causa. Porém, cada produto parcial obtido tem um
forte sentido numérico que esta ligado aos produtos por
poténcias de 10. Ha mais compreenséo e sentido numérico
do que mecanizagéo. E verdade que o sentido da multipli-
cagao também esta oculto, mas o valor do célculo mental
com poténcias de dez é uma mais valia. Do ponto de vista
de registos & muito claro e ndo recorre a cadeia célculo-
reagrupamento-célculo-reagrupamento, ... tdo exigente
no algoritmo dominante. Facilita o controle de célculo e
permite a compreenséo da influéncia das ordens na multi-
plicacéo.

Ha um outro algoritmo para a multiplicagéo, conhecido en-
tre nos por algoritmo de gelosia, que combina defeitos e
virtudes dos dois algoritmos que discutimos. A sua utiliza-
géo é hermética, nao se percebe logo porgue funciona, no
entanto permite o registo de produtos parciais sem neces-
sidade de fazer reagrupamentos mas também sem sentido
numérico. A forma de registo dos produtos parciais facilita
a obtengéo do resultado final como soma dos produtos
parciais obtidos. Vejamos as sua utilizag&o.

Constroi-se uma rede rectangular, neste caso de 3 por 2,
porque um dos nimeros tem 3 algarismos e o outro tem 2.
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Construida esta rede rectangular, em cada célula seré re-
gistado o produto dos niimeros da linha e da coluna corres-
pondentes. Como esse produto podera ter mais do que um
algarismo, mas nunca mais do que dois algarismos, divide-
se cada célula em duas partes.

Regista-se agora em cada célula o produto corrresponden-
te, sem qualquer preocupagéo de ordem de preenchimen-

to. No caso do produto ser inferior a dez, pode colocar-se

um zero na parte superior da célula. Também néo ha célcu-
los escondidos nem reagrupamentos.

Adicionam-se agora os nimeros que est&o em diagonal,
da direita para a esquerda, e fazendo os reagrupamentos
guando necessario.

Este algoritmo tem a virtude de ser muito simples de usar,
mesmo sem ser compreendido, e de os alunos gostarem
de o usar quase como um jogo.

Temos vindo a analisar algoritmos passo a passo, tentando
mostrar como, & medida que a operagdo é mais elaborada,
os algoritmos se complexificam, a sua compreenséo fica
mais dificil e fica mais obscurecido o sentido da operagéo.
Para a diviséo vou seguir uma orientagéo diferente. Até
aqui todos os célculos foram feitos no vazio, os nimeros
trabalhados foram apresentados despidos de qualquer
significado. Para discutir algoritmos da diviséo parece-me
mais interessante partir de situagdes muito simples mas
que permitem atribuir significado aos nimeros, as opera-
¢Oes e aos resultados obtidos.

Perante um problema do tipo “quero fazer equipas de 3
meninos com os alunos da turma, sdo 25 meninos, quantas
equipas posso fazer?", uma crianga do 1° ano sera capaz
de registar sem grande dificuldade uma coluna de niimeros,
depois contara quantos 3 escreveu e dira que séo 8 equi-
pas e que sobra um menino.

Outra crianga podera pensar de forma mais eficaz, fazendo
logo mais do que uma equipa de cada vez e registando o
numero de equipas que esté a fazer.

Qualquer crianga que faga um registo deste tipo revela um
raciocinio mental organizado e uma capacidade de comuni-
cagéo escrita do que esta a pensar muito rica. Esta a per-
correr pelos seus passos, e por isso com seguranga, um
bom caminho. Este € o percurso do algoritmo da diviséo
por subtrac¢ées sucessivas, também conhecido entre nés
por algoritmo americano e felizmente ja ensinado e aceite
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por alguns professores. Neste algoritmo, cuja compreen-
sdo esté ligada ao sentido de medida da diviséo (quantas
vezes o divisor cabe no dividendo), o utilizador trabalha
com o dividendo e o divisor sem os decompér e recorre a
multiplos conhecidos do divisor. Assim, a utilizagéo deste
algoritmo é pessoal e esté ligada ao dominio que cada um
tem dos miiltiplos e dos produtos por poténcias de 10.
Com ntimeros maiores este dominio torna-se mais eviden-
te como poderemos observar numa outra situagéo.

Os 1721 alunos do 1° ciclo da Vila Azul véo fazer uma
excursdo de autocarro. Cada autocarro leva 75 meninos.
Quantos autocarros séo precisos?

75 1.72:21
= F50 10
971
= @S0 10
221
= 1:5.0 2
71 22

Desafio-vos a usar este algoritmo para célculos com nime-
ros decimais. Mas com niimeros coni significado, ndo em
situagdes do tipo “vou dividir 2356,68 por 50,79 " sem que
estes nimeros sejam mais do que simbolos. Por exemplo,
com 374.,5 kg de améndoas quantos pacotes de 0,375
posso fazer? E ja estamos a ceder nos nimeros, quem
chega ao preciosismo de fazer pacotes de 375 gramas de
améndoas?

Analisemos agora o algoritmo dominante. A explicacéo do
tipo de acges em jogo complica-se agora e é muito dificil
apresenta-la sem qualquer apoio oral. Convido o leitor a

experimentar e a notar que se mantém a alterancia entre

a decomposigéo do dividendo e a sua divisdo pelo divisor.
Chamo atengé&o para o facto de que se trabalha todo o
algoritmo com o dividendo e o divisor decompostos e se
obtém também um quociente decomposto, tudo isto sem
qualquer sentido numérico dos nimeros em jogo. O pré-
prio sentido da divisdo, que esta presente no algoritmo
alternativo apresentado, esta aqui praticamente ausente,
aparecendo s6 ao de leve na obtencéo de cada um dos
algarismos do quociente.

1721 |75 1721 |75 1721 |75
2 156" 2 -150 22

221 221

~150

71

Cada algarismo do quociente foi obtido sem qualquer
sentido numérico. Nem sequer houve uma ideia inicial da
ordem de grandeza do quociente. O que poderia ter sido
obtido facilmente se tivesse sido feito uma andlise prévia
da relagao entre o dividendo e o divisor, 10 seria pouco
para o divisor, porque 10 x 75 = 750, 100 seria demais por-
que 100 x 75 = 7500. Assim se poderia ter imediatamente
concluido que o quociente seria um nimero entre 10 e
100, isto €, um nuimero da ordem das dezenas, ou dito de
uma maneira mais informal, um ntimero de dois algarismos.
Este tipo de andlise nunca é feito, mas ele é uma garantia
de seguranga, nomeadamente em situagbes mais criticas,
quando é preciso registar que ha zero unidades de uma
determinada ordem no quociente, como por exemplo em
20200 : 200.

20200 | 200 20200 [ 200 20200 | 200
1 -200 10 -200 101
20 200
\_\ -200
20 ndo chega -
para fazer um
Qupo de 200
-h,_‘___/

A maior parte das pessoas enganar-se-a se quiser obter
este quociente recorrendo ao algoritmo sem fazer ideia da
ordem de grandeza do quociente. Por isso, seja qual for

o algoritmo que se utilize, uma estratégia de seguranga

é obter previamente a ordem de grandeza do quociente
fazendo produtos por poténcias de 10 do divisor. Neste
caso ter-se-ia concluido rapidamente que o quociente seria
da ordem das centenas e estaria muito proximo de 100,
visto que 100 x 200 = 20 000. Esta estratégia de avaliagéo
prévia da ordem de grandeza do quociente pode traduzir-se
na marcagdo de casas na posigao do quociente ao iniciar o
algoritmo. '

20200 | 200

=S R A -

Estranhamente os calculos com poténcias de 10 estao
,explicitamente referidos nos programas do 1° ciclo, mas
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este tipo de andlise de resultados néo ¢ feito e néo é
desenvolvida a capacidade de célculo mental com estes
valores.

Quero notar que todos os algoritmos alternativos que
apresentei séo generalizéveis e utilizaveis com nimeros
decimais. Como a prética da sua utilizagdo esté associada
ao dominio do funcionamento do sistema de numeracéo
decimal e ao sentido do niimero, eles tomam-se de facto
eficazes e seguros quando trabalhamos com nimeros de-
cimais.

E se aliarmos a esta seguranga o gosto por trabalhar com
os nimeros e a confianga que advém de fazer coisas com
sentido, acho que podemos acreditar que criangas que
aprendam a trabalhar com os nimeros de uma forma aber-
ta desenvolverdo todas, ou pelo menos muitas das capaci-
dades numéricas que desejamos.

Nos dias de hoje € dificil defender a eficacia de um algo-
ritmo mais potente em detrimento de um algoritmo menos
eficaz, mas mais compreensivel.

Para ajudar esta discusséo, destaco algumas ideias im-
portantes ligadas & utilizagéo de algoritmos alternativos.
“Apesar de ser vantajoso para todos os alunos saber pelo
menos um algoritmo para cada uma das operagées, os
algoritmos standard ensinados na escola néo séo na maior
parte das vezes os mais apropriados ou mais compreensi-
veis. Embora sejam eficazes, o significado dos algoritmos
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standard é muitas vezes obscuro para os alunos que os
aprendem sem compreender” (Carroll e Porter, p. 107).

Estes autores apontam ainda que também os professores
poderéo vir a gostar mais de algoritmos alternativos na
medida em que séo mais compreensiveis e a sua utilizagéo
pode ser um factor de sucesso para os seus alunos. Como
Carroll e Porter, poderemos reconhecer facilmente que
estes algoritmos estdo mais proximos de procedimentos
inventados pelos alunos quando se lhes d4 a oportunidade
de construirem o seu raciocinio sobre as operagdes com
nimeros inteiros e decimais.

Kamii e Dominick (1998), que muito tém trabalhado sobre
a aprendizagem do célculo segundo uma perspectiva cons-
trutivista, apresentam evidéncias que as levam a afirmar
convictamente que ndo so os algoritmos dominantes nao
séo Uteis a aprendizagem da aritmética, como escondem
o desenvolvimento do raciocinio numérico dos alunos. E
apontam duas razbes para dizer porque consideram os al-
goritmos prejudiciais: estes encorajam os aluncs a desistir
dos seus préprios raciocinios e impedem as criangas de
desenvolver o sentido do nimero.

Penso que a exploragdo matematica dos algoritmos que
apresentei ajuda a compreender o valor destas afirmacées.
Todas estas ideias podem contribuir para reequacionar a
discusséo sobre a utilizagéo da calculadora colocando um
enfoque muito grande no ensino do célculo. Problematica
esta que precisa de mais atengéo e discusséo do que lhe
temos dado. Em Portugal, a investigagéo realizada, os
manuais utilizados, dados de formagéo de professores e



as provas de afericdo permite-nos concluir que ha uma
dominancia do célculo com algoritmos sobre todos os
outros tipos de célculo. E sabemos também que o ensino
precoce dos algoritmos dominantes enjeita muitas poten-
cialidades de valorizagéo e de construgao de processos
pessoais de célculo.

E urgente alterar o modo como o célculo esta a ser en-
sinado passando a valorizar os processos de célculo
algoritmico que se aproximam dos processos utilizados
com sentido pelas criangas na resolugédo de problemas e
dando destaque ao ensino e prética de célculo mental.

&

Néo tenho duvidas que um ensino cego dos algoritmos

80 pode conduzir a uma utilizagdo cega da calculadora
visto que a pratica dos algoritmos dominantes obscurece

a compreenséo do sentido das operagoes. Por outro lado,
os algoritmos alternativos apresentados podem ajudar a
reforgar o sentido de cada uma das operagdes e dao maior
relevo a pratica do célculo mental compreensivo.

Se aliarmos a esta perspectiva os resultados da inves-
tigacdo que ndo reconhecem a utilizagao da calculadora
quaisquer efeitos perniciosos no dominio do célculo, e que,
muito pelo contrério reforgam a ideia de que essa utilizagéo
ajuda a desenvolver capacidades e atitudes de resolugéo
de problemas e de realizagdo de investigacbes matemati-
cas, podemos concluir que o foco na nossa actuagdo deve
ser sobre a utilizagéo criativa da calculadora em paralelo
com a aprendizagem significativa do célculo.

Uma crianga que, depois de alguns anos de escola, pega
num calculadora para calcular 9:3 revela sanidade mental,
mas revela também que para ela os niimeros e as opera-
¢bes séo simbolos que nada significam. E digo que revela
sanidade mental porque se me pedem para fazer um calcu-
lo que ndo tem qualquer significado para mim e eu tenho &
minha disposigéo uma maquina que o faz, a lnica atitude

€ usar a maquina para o fazer. Para mim o que & grave é
perceber nesta atitude a total falta de conhecimento e inte-
resse pelos nimeros. Falta essa que é reveladora de uma
grande pobreza do seu universo numérico e de um entendi-
mento puramente mecénico do célculo.

Quando vejo uma crianga no 1° ano de escolaridade, ao fim
de dois meses de escola, escrever contente a descoberta
que fez

242=4+4=8+8=16+16=32+32=64

acredito que quando os professores conhecem os segre-
dos dos niimeros e trabalham para o seu desenvolvimento
podem fazer o que quiserem das criancas, levando-as a
gostarem de calcular com e sem calculadora, e o que é
mais importante, a saber decidir quando devem ou ndo
utilizé-la.
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Depois das Ultimas declaragbes do Ministro relativamente
ao uso das calculadoras nos primeiros anos de escolarida-
de tém sido vérias as reaccbes a este assunto.

Quase como uma resposta a estas declaragdes, o Nicleo

do Porto, em parceria com o Centro de Formagéo da Maia,
resolveu realizar uma sesséo de trabalho sobre as calcula-

doras no 1° e 2° Ciclos.

Nessa sesséo, depois de uma comunicagéo inicial (Luis
Reis) onde foi feita uma apresentagéo sobre o que cons-
ta dos programas oficiais de vérios paises da Europa acer-
ca da utilizagéo das calculadoras nestes niveis de ensi-

no, seguiu-se uma divulgacéo de casos praticos realizados
em ambiente de aula (Anténio Sa e Graga Zenhas — 2°
Ciclo, Manuel Linhares —1° Ciclo) e finalmente um debate
onde, além dos colegas j4 indicados, participou ainda Maria
Augusta Neves.

Assisti, com muito agrado, a esta tarde de trabalho e gos-
taria de salientar alguns aspectos do decorrer da sesséo.

As apresentacdes dos casos praticos, mostraram mais
uma vez que com questbes simples mas bem escolhidas
se podem obter os resultados mais surpreendentes.

Gostei especialmente de ouvir as reacgbes dos alunos e
de ver a imaginagdo com que responderam aos desafios
que lhes foram propostos por estes colegas.

Da andlise que fiz, posteriormente, das respostas dadas a
um questionario de avaliagéo da sesséo verifiquei que to-
dos os colegas presentes consideraram aquelas apresenta-
¢Oes como uma boa sugestéo para aplicarem nas suas au-
las, mas fiquei com a sensag&o de que uma grande parte
dos presentes, ou néo utiliza a méaquina de calcular ou ndo
o faz do modo mais conveniente.

Uma das apresentagées teve um caracter muito pratico, foi
pedido aos assistentes que resolvessem ali as propostas
que tinham sido trabalhadas pelos alunos.

A adeséo dos participantes a este desafio foi muito grande
e todos se empenharam na sua resolugdo com grande en-
tusiasmo. Isto remete-me para os modelos de formagéo.
Como habitualmente notou-se que os professores querem
exemplos praticos que possam utilizar de imediato e tém
necessidade de os experimentar. Aderem muito melhor a
uma formagéo em que se privilegia a reflex@o a partir de ac-
tividades praticas, com base na expefimentagéo das mes-
mas, do que uma exposigao dos aspectos mais tedricos
que suportam e fundamentam essas mesmas préaticas mas
que exclua um envolvimento activo.
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A titulo de exemplo escolhi uma actividade de cada um dos
intervenientes.

O Antonio baseou o seu trabalho no livro Numeros e algo-
ritmos Sallan, J.M.G; Rocher, J.S, Madrid (2002), adaptou
algumas actividades que realizou com os alunos, e que en-
volveram vérios aspectos, entre eles: a formulagéo e tes-
tagem de conjecturas, relagoes e efeitos das operagoes, a
criagéo de algoritmos, a resolugéo de problemas e a esti-
magao no célculo.

Em cada um dos seguintes casos, procura encontrar os
algarismos que desapareceram de modo a obteres afir
magoes verdadeiras:

93x8 =8 1
83 x_6=46816
4 658 =45

21 x4_x_7= 15351
Ix(2-2)=112

Os alunos da Graga utilizaram a calculadora apenas em
quatro momentos do ano lectivo. Foram essas as activida-
des que a Graga nos apresentou e os temas abordados fo-
ram: pesquisa de padrdes e regularidades e jogos numéri-
cos envolvendo estimativa e estratégia.

O motivo que me levou a escolher a proposta que se se-
gue nao foi tanto a questdo em si mas, sem duvida, a gran-
de criatividade que os alunos mostraram na sua resolugéo.

1. Usando a calculadora, transforma em dizima: 1/7, 2/7,
3/7,4/7, 5/7, 6/7
a) Notas alguma coisa especial nos seis primeiros digi-
tos da dizima correspondente a divisdo de um nimero
por sete?
b) Es capaz de estabelecer uma regra que permita pre-
ver o resultado de qualquer divisdo por sete?

2. Uma calculadora foi usada para investigar o perio-
do das dizimas que se obtém quando o divisor é 17,
mas a sua capacidade néo foi suficiente para mos-
trar o ciclo completo de digitos que se repetem. Os
diferentes calculos conduziram as sequintes dizi-
mas: 1/17 = 0,0588325; 2/17 = 0,1176471; 3/17 =0,
1764705; 4/17 =0,2352941; 5/17 = 0,2941176; 6/17
=03529411; 7/17 = 0,4117647



Sabendo que, neste caso, o periodo tem dezasseis digi-
tos, indica os vinte primeiros digitos das dizimas corres-
pondentes as fracgbes indicadas anteriormente.

O Manuel prop6s aos presentes a descoberta de caminhos
diferentes para a paftir de um nimero se chegar a outro re-
correndo & calculadora.

A partir do 6 chegar ao 100

1. Sem utilizar a adigéo

2. Apenas com trés adigbes

3. Utilizando a multiplicagéo e a subtracgéo
4. Carregando no menor nimero de teclas
5. Uttilizando a multiplicagéo e a diviséo

6. S6 com diviséo

Tl

Néo fago qualquer comentério ao debate final pois motivos
profissionais s6 me permitiram assistir a uma pequena par-
te.

De um modo geral todos os presentes consideraram esta
sesséo como uma boa tarde de trabalho.

Se quiser ver como desenhar figuras geométricas no qua-
dro, tendo como Unico material auxiliar ... um livro, ou
como estudar propriedades dos tridngulos, dos quadrila-
teros ou mesmo das pirdmides usando um pedaco de fio,
consulte o site

Encontra em

applets java envolvendo temas muito variados,
onde nao faltam as fungbes, o célculo, as se-
quéncias, os métodos numéricos, etc ...

A Association of Teachers of Mathematics (ATM) incluiu
estes applets num CD distribuido aos sécios com o nlime-
ro de Outono de 2003 da revista MicroMath.

Continuando com os nossos colegas ingleses ... no site da
ATM na seccéo Recursos tem acesso a alguns flash-films
em [l eja
agora veja uma pequena histéria feita com o Tangram.

Ao visitar o site | encontrei na
pagina de entrada o nimero 6174 em destaque. Achei es-
tranho pois até agora nunca este niimero tinha tido qual-
quer significado, para mim é claro!

Pois ... a 6174 da-se o nome de constante de Kaprekar

Na pagina comegam por apresentar uns dados muito bre-
ves sobre este matematico, dizendo que Shri Dattathreya
Ramachandra Kaprekar nasceu a 17 de Janeiro de 1905
em Dahanu, na India. Desde crianga tinha como hobby
efectuar célculos. Passava horas a resolver problemas e
puzzles matematicos. Trabalhou como matemaético e em
1946 descobriu a constante de Kaprekar, o nimero 6174.
Morreu em 1988.

Comecei a procurar informagdes sobre esta constante,
que resulta de uma sequéncia feita a partir de um nimero
com 4 algarismos e surgiram numerosos sites com referén-
cias a ela.

Encontrei depois este resultado comq fazendo parte da ro-
tina de kaprekar em:

Esta rotina &€ um algoritmo para nimeros com 4 algarismos
que pode ser generalizada para nimeros com k algarismos.
Consiste em: partir de um ndmero n; escrever os algaris-
mos de n por ordem decrescente (n’) e também por or-
dem crescente (n""); fazer n’-n"" e repetir o processo com
o nimero obtido.

O algoritmo termina em 0, ou numa constante ou entra em
ciclo.

Partindo de um nimero com quatro algarismos, se forem
todos diferentes chega-se sempre a 6174 num méximo de
oito iteragdes.

Apenas em alguns casos de nimeros com algarismos re-
petidos se chega a zero e nao a 6174/
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Em 1976, Kenneth Appel e Wolfgang
Haken, dois matematicos da Univer-
sity of lllionois, resolveram o problema
das quatro-cores apresentando uma
demonstracdo que contém partes
demonstradas pelo computador. Este
problema é origir ;;fe .852 quando

com fronteira (diferente de um ﬁonto)
tém cores diferentes. A pergunta de
Guthrie, Serd que esta conjectura
pode ser provada matematicamente?,
ficou no ar por mais de um século,
apesar de varias tentativas para lhe
responder.
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. nidmero de esferas ser metido no

Qutra grande demonstracao feita por
computador é sobre a conjectura

de Keppler, que foi apresentada em
Agosto de 1998. Keppler, em 1611,
descreveu este tipo de empilhamento
(Figuras. 1 e 2) e afirmou:

Este empilhamento é o mais com-
pacto possivel, de tal modo que em
nenhum outro arranjo pode um maior

mesmo recipiente. et

No congresso Internacional de 1900,
Hilbert incluiu esta conjectura no n.°

18 da sua famosa lista de problemas.
Para resolver este problema com 400
anos, Thomas Hales, da Universidade
de Michigan em 1998, necessitou de
trés gigabytes de disco. Quando esta

demonstracao foi divulgada houve
varios comentarios—ver o artigo

de Eduardo Veloso na Educacgéo e
Matemética n® 49—e apresento a
seguir um do célebre gedmetra John
Conway:

Existe um grande interesse em veri-
ficar esta demonstracéo ... uma
reunido vai ser convocada, de vérias
semanas, exactamente para isso,
quando a demonstracéo tiver sido
verificada, estou convencido que vai
ser aceite.

O uso de computadores neste tipo

de demonstracéo provocou muitas
controvérsias entre os matematicos

e levantou algumas questdes: Como
podemos saber que o programa, ou a
maquina, ndo se enganou? Esta prova
é na sua esséncia diferente da tradi-
cional prova de papel-e-lapis? Pode-
mos questionar se uma demonstracéo
€ uma prova matematica se ninguém a
conseguir verificar, com excepgéo da
maquina?

A demonstragéo tipica em matematica
deduz-se a partir de verdades aceites
ou demonstradas anteriormente. A
maioria esta escrita em algumas linhas
ou paginas. Qutras, poucas, séo muito
longas. Por exemplo, a demonstragao
de Walter Feit e John Thompson de
que todo o grupo de ordem impar é
soltvel, ocupa 251 paginas, enquanto
a prova completa da famosa conjec-
tura de Ramanujén ocupa & volta de
2000 paginas. Tradicionalmente, a
exposigao de provas em matematica
deve estar bem explicita, para que



Figura 2

qualquer matematico paciente e com-
petente possa ser capaz de verificar
que todos os passos estdo correctos.

Onde entram os computadores? Estes
ajudam-nos em muitos caminhos:
calcular, resolver, explorar e simular;
esbogar curvas e superficies. Por
demonstragao feita por computador,
muitas vezes, entende-se as que

néo se podem verificar com papel-e-
lapis pelo caminho tradicional. E se o
computador comete erros? Existem
varios tipos de erros: dados mal intro-
duzidos, erros de programagéo, bugs
néo detectados no compilador e erros
de hardware. Como sabemos que
néo existem erros de software ou de
hardware numa demonstracéo? A res-
posta é curta: ndo sabemos.

Como verificar a (in)validade duma
demonstragéo por computador? Uma
maneira de testar, mas ndo demons-
trar, é usar diferentes programas, ou
diferentes maquinas; isto foi feito no
teorema das quatro-cores por Frank
Allaire da University of Manitoba, no
Canada. Outra maneira é o teste do
tempo. E simples mas fundamental de
que com uma falsa premissa podemos
chegar a contradigbes. Se o teorema
das'quatro-cores é falso mas, acre- ~
ditando que é verdadeiro, o usamos
para provar outros teoremas, um
destes pode contradizer alguns factos
bem estabelecidos. Se tal contradigdo
nunca surgir, fortificara a crencga no
resultado do computador.

O uso do computador nas demonstra-
¢oes introduz um novo elemento de
incerteza para os mateméticos. Isto é
O prego que temos de pagar pela uti-
lizagéo de tdo maravilhosa ferramenta

de trabalho. Como dizia Lam, Assim
como os fisicos aprenderam a viver
com incertezas, também nés matema-
ticos deveremos aprender a viver com
demonstragdes incertas.

Uma grande preocupag&o numa
demonstragédo é a questdo do compri-
mento desta. Pode acontecer que a
demonstragdo mais curta ndo possa
ser verificada no periodo de vida de
um ser humano na sua totalidade, por
ser muito longa; ndo conhecemos
ainda nenhum importante ou inte-
ressante teorema nestas condigGes.
Por outro lado, pode acontecer que
para essas demonstragdes muito
longas haja uma demonstragéo curta
do tipo aqui esté uma demonstragéo.
Mas a possibilidade é que algumas
destas proposigdes (como o teorema
das quatro-cores) ndo tenham uma
demonstragéo do tipo tradicional.
Appel e Haken defendem a seguinte
ideia: A nossa demonstragdo do
teorema das quatro-cores sugere que
deve haver limites no que pode ser
demonstrado na Matematica apenas
com o método tradicional de papel-e-
l8pis. Se rejeitarmos as demonstra-
¢bes por computador, sujeitamo-nos
a rejeitar algumas verdades que so
podem ser demonstradas por meios
néo tradicionais.

E interessante ver que este tipo de
demonstragdes - envolvendo intensa-
mente computadores - ainda é olhado
de lado por muitos matematicos,
como John Conway—e até mesmo
rejeitado por alguns—né&o por des-
confiarem da sua validade, mas cer-
tamente por estaren} a compreender
que um certo estilo de fazer matema-

tica esta lentamente a ser substituido
por outro.

Segundo alguns criticos, ha o aspecto
tempo implicito na nogédo de prova:
uma prova sé é entendida como
sendo uma demonstragéo se apenas
se usar os meios aceites até 4 época.
Se, por exemplo, é introduzido um
novo axioma numa teoria e se este

se tornar largamente aceite, entéo o
conceito de demonstragéo tornar-se-a
mais extenso no sentido de podermos
passar a decidir mais questdes. O
uso de computadores pode, daqui a
uns tempos, tornar-se num destes
meios aceites. Ha quem ja pense que,
numa futura geragéo, nada sera aceite
em matemética a ndo ser que seja
demonstrado por computador(?).

1 Inserido no meu Relatdrio de uma aula
tedrico-pratica no ambito das Provas
de Aptidao Pedagogica e Capacidade
Cientifica, pela UMa em 1999, orientado
pelo Prof. J. Sousa Ramos do IST e com
o apoio do POPRAM [l e Citma.
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Programa de Empréstimo ® TExas
INSTRUMENTS

education.ti.com/portugal

A Texas Instruments disponibiliza empréstimos de calculadoras e acessérios aos professores de matematica e ciéncias. Os empréstimos terdo uma duragio

maxima de duas semanas, estdo sujeitos a disponibilidade do material e tem como objectivo principal a realizagio de ac¢bes de formagio e workshops.

Os seguintes produtos estio disponiveis:

= TI-83 Plus «CBL2™

* TI-89 « Calculator-Based Ranger™ (CBR™) System
* T1-92 Plus * Cabri Geometry II™

* Voyage 200™ * Tl Presenter™

* Calculator-Based Laboratory™ (CBL™) System

Podera pedir sensores para a sua acgdo com o CBL. Pode pedir posters, transparéncias e literatura para distribuir aos participantes durante a sua acgio.

Lista de Sensores Ref # Lista de Sensores Ref #
Acelerémetro até 25g ACC-DIN Sensor de pressio de 0 a 2.1 atm GPS-BTA
Acelerémetro de 3 eixos 3D-BTA Detector de batimentos cardiacos HRM-DIN
Barémetro BAR-DIN Microfone 3 MCA-CBL
Colorimetro COL-DIN Sensor de PH PH-DIN
Conductividade CON-DIN Sensor de humidade relativa RH-DIN

2 amperimetros e 2 voltimetros CV-DIN Monitor de radiagdes SRM-DG
Temperatura DCT-DIN Termopar tipo K-temperaturas de -200a 1400°C  TCA-DIN
Sensor de for¢a de duplo alcange DFS-DIN Sensor de luminosidade Tl CBL/CA/C
Sensor de electrocardiograma EKG-DIN Sensor de voltagem Tl CBL/CAIG
Monitor de batimentos cat;diacos para exercicio EHR-DIN Sensor de campo magnético MG-DIN
Sensor de fluxo da dgua FLO-CBL Detector de movimento por ultrasons MD-CBL

USUFRUIR DOS NOSSOS EMPRESTIMOS E GRATIS E FACIL!

As calculadoras e o ViewScreen™ (caso seja pedido), serdo entregues pela nossa transportadora em mala prépria, um dia ou dois antes do comego
da sua accdo. No fim, apenas tera de arrumar as calculadoras na mala, colar a etiqueta fornecida e telefonar para o servico de entregas para fazer o
levantamento.

Nio se esquega de nos contactar pelo menos com um MES DE ANTECEDENCIA.

CSC (Centro de Suporte ao Cliente) Clo Sitel Belgium Woluwelaan 1581831 Diegem — Bélgica

800 832 627 (numero gratuito) | 21 42451 30 | ti-loan@ti.com | http:/feducation.ti.com/portugal/apoio/pemprestimol

Se quiser fazer o pedido por fax ou carta, por favor preencha o formuldrio seguinte:

Nome: Escola e cursos ensinados:
Data do inicio da formacio: Data do fim da formagio:
Telefone (escola): ' Telefone (casa):
L= ;
Morada: . Fax: :
f
E-mail:

Produtos Necessarios | Quantidade t C/ Viewscreen (Sim ou Nio)




Albert Einstein é conhecido por ter dito que a imaginagéo é
mais importante que o conhecimento. Se assim &, porqué
esperar pelo mestrado ou doutoramento para comegar

a enfrentar problemas em aberto? Néo é a criatividade
prerrogativa dos mais novos? Em [6] mostrei como com
muito pouco conhecimento é possivel debrugarmo-nos
sobre algumas questdes actualmente sem resposta na
Teoria de Computagao. Aqui, e a propésito do ano 2003
ter sido escolhido pela APM como o ano da Matematica

e Tecnologia, vou procurar mostrar como o computador

e um ambiente moderno de computacéo algébrica, como
seja o Maple, podem ser excelentes auxiliares na aborda-
gem a quebra-cabegas que a matematica dos nimeros
actualmente nos coloca. A nossa tese € a de que para
compreender e lidar confortavelmente com conceitos e
métodos matematicos, é necessario fazer matematica.
Tradicionalmente, isso implicava o uso de cabeca, papel

e lapis. Nos dias de hoje junta-se mais um ingrediente: o
computador e respectivo software. O software de apoio

a Matematica pode ser classificado em duas grandes
familias: os de caracter especifico (e.g. Cabri-géomeétre,
Cinderella, Geometer's Sketchpad, etc) e os de caracter
universal (e.g. Maple, Mathematica, Maxima, Axiom, etc).
Os Sistemas Universais s&o ferramentas muito poderosas,
extremamente Uteis para matematicos, cientistas e profes-
sores. A minha escolha do sistema Maple prende-se com o
facto de ser este o programa informético actualmente usa-
do na cadeira de Computadores no Ensino da Matemética,
no Departamento de Matematica da Universidade de

Maple

Delfim E M. Torres '

Aveiro. Os meus alunos séo prova viva de que basta um
semestre de tecnologias na educagdo matemética, para
nos podermos aventurar por mares ainda ndo navegados.
O leitor que queira aprender sobre o Maple podera come-
car por consultar os sites de Computadores no Ensino da
Matemética, disponiveis a partir da minha home page:

Os que n3o tiverem acesso ao sistema comercial Maple,
mas quiserem fazer as suas proprias experiéncias e des-
cobertas, podem recorrer a um dos muitos sistemas de
computag&o algébrica disponibilizados em regime livre.
Aconselho o Maxima. Versdes do Maxima, para Linux e
Windows, com manuais de utilizagdo, podem ser encontra-
dos em

Um ndmero ¢ feliz se somando os quadrados dos seus
algarismos e iterando o processo for possivel chegar

ao nimero 1. Por exemplo: 72 = 49, 4% + 9% = 97,

9% + 72 =130,12+3*+02=10,124+ 0 = 1, peloque 7
é um ndmero feliz.

De modo mais formal. Seja . € N um nimero natural
com representacgéo decimal n = dj, ...dp, 0 < d; <9
(z=0,...,k), e denotemos por o(n) a soma dos quadra-
dos dos digitos decimais de n:

k
o(n) = (di).
i=0
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Dizemos que n € um ndmero feliz se existir um r € N tal
que

(co---o00)(n) =1
\__._v_/
r VeZes
Para o exemplo acima, vemos que 7 é um namero feliz
apos b iteragdes (r = 5):
o(7) = 49, 0(49) = 97, o(97) = 130,

7(130) = 10, o(10) = 1.

Um exemplo de um nimero que nao é feliz é o 2:
0(2) =4, o(4) = 16, 0(16) = 37,
o(37) = 58, o(58) = 89,
o(89) = 145, 0(145) = 42,
o(42) =20, 0(20) =4 ...
E possivel mostrar (vide [5]) que n € N néo é feliz se, e

somente se,

(co---00)(n)=4

para um certo nimero de iteracées.

Vamos definir em Maple a fungdo caracteristica Booleana
dos numeros felizes. Comegamos por definir a funcédo di-
gitos que nos devolve a sequéncia de digitos de um dado
numero n. Para isso recorremos as fungdes Maple iquo e
irem que nos dao, respectivamente, o quociente e o resto
da diviséo inteira.
> digitos := n -> seq(iquo(irem(n, 10A1),
10A(i-1)), i=1..length(n)):
> digitos(12345);
5,4,3,2,1
A funcéo ¢ é agora facilmente construida
> sigma := n -> add(iA2, i=digitos(n)):
> sigma(24);
20
O processo de composicéo da fungdo o é obtido usando o
operador @ do Maple:
> s 1= (n,r) -> seq((sigma@@i)(n),i=1..r):
> s(7,5);
49, 97, 130, 10, 1
> s5(2,9);
’ 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4
Para automatizarmos o processo de decisdo se um nimero

é feliz ou ndo, recorremos a alguma programacéo. O se-
guinte procedimento deve ser claro.

> feliz := proc(n)

Tocal L, vz

| e

v := sigma(n):
while (not (member(v,L) or
v=1)) do

VoV VoY

v
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L := L union {v}: /

> v = sigma(v):

> end do:

> if (v = 1) then true else
false end if:

> end proc:

Podemos agora questionar o sistema Maple acerca da feli-
cidade de um determinado nimero.

> feliz(7);
true
> feliz(2);
false
A lista de todos os nimeros felizes até 100 é dada por
> select(feliz, [$1..100]);
[1, 7, 10, 13, 19, 23, 28,

31, 32, 44, 49, 68, 70, 79,
82, 86, 91, 94, 97, 100]

Concluimos entdo que existem 20 nimeros felizes de entre
os primeiros 100 naturais
> nops(select(feliz,[$1..100]));

20
Existem 143 numeros felizes néo superiores a 1000; 1442
néo superiores a 10000; e 3038 nao superiores a 20000:
> nops(select(feliz, [$1..1000]1));

143
> nops(select(feliz, [$1..10000]));

1442
> nops(select(feliz,[$1..20000]));

3038
Estas ultimas experiéncias com o Maple permitem-nos for-
mular a seguinte conjectura.

Conjectura 1. Cerca de um sétimo de todos os nimeros
sdo felizes.

Uma questéo interessante é estudar nimeros felizes con-

secutivos. De entre os primeiros 1442 nimeros felizes

podemos encontrar 238 pares de nimeros felizes consecu-

tivos (o mais pequenc € o (31, 32));

> felizDezMil := select(feliz, [$1..10000]):

> nops(select(i->member(i,felizDezMil) and
member(i+1,felizDezMi1),felizDezMil));

238
onze ternos de nimeros felizes consecutivos, o mais pe-
queno dos quais é o (1880, 1881, 1882);

> select(i-> member(i,felizDezMil) and
member(i+1l,felizDezMi1) and
member (i+2, felizDezMi1),felizDezMil);

[1880, 4780, 4870, 7480, 7839, 7840, 8180, 8470, 8739,
8740, 8810] *

dois quaternos de nimeros felizes consecutivos, o mais
pequeno dos quais € o (7839, 7840, 7841, 7842);



> select(i-> member(i,felizDezMil) and
member(i+1,felizDezMi1) and
member(i+2,felizDezMi1) and

member(i+3,felizDezMi1), felizDezMil);
[7839, 8739]

e nenhuma sequéncia de cinco nimeros felizes consecuti-

VOS.

> select(i-> member(i,felizDezMil) and
member(i+1,felizDezMil) and
member(i+2,felizDezMil1) and
member(i+3,felizDezMil) and
member (i+4,felizDezMi1),felizDezMil);

[]

Sabe-se que a primeira sequéncia de cinco nimeros felizes
consecutivos comega com o 44488.

> feliz(44488) and feliz(44489) and feliz(44490)
and feliz(44491) and feliz(44492);

true

E também conhecida uma sequéncia de 7 nimeros felizes
consecutivos, que comega com o nimero 78999999999999
59999999996 (vide [71).

Uma outra linha de investigagao interessante (vide [2]) sur-
ge quando analisamos o nimero de iteragbes necessarias
até chegarmos a 1. Ao nimero de iteragbes chamamos
altura. A altura de 7 é, como vimos, 5. O nimero 356 tam-
bém é feliz, mas precisa de 6 iteragdes (tem altura 6). E
muito facil alterar o nosso procedimento feliz para obter-
mos a altura de um nimero feliz.

> altura := proc(n)

> Tocal L, v, a:

> L := {}:

> vV = n:

> a = 0:

> while (not (member(v,L) or
v=1)) do

> L := L union {v}:

> v = sigma(v):

> a :=a+ 1:

> end do:

> if (v = 1) then a else false
end if:

> end proc:

Agora ja podemos comprovar o que afirmamos acima:

> altura(?);

> altura(356);
6

As alturas dos primeiros 20 nimeros felizes séo facilmente
obtidas:

> seq(altura(i),i=select(feliz,[$1..1001));
0,5,1,2,4,3,3,2,3,4,4,2,5,3,3,2,4,4,3,1

Esta experiéncia pée em evidéncia um facto curioso: os ni-
meros felizes precisam de relativamente poucas iteragdes
para alcangar a unidade. De facto, se calcularmos a altura
de todos os nimeros felizes até 3789 x 10°™ — 2, verifica-
mos que a altura maxima é de 7. O seguinte procedimento
permite-nos mostrar que 78999 é o primeiro nimero feliz
com altura 7.

> primeiro := proc(alt)

> local 1i;

> for i while altura(i) <> alt
do od:

return(i);
end proc:

VoV

v

primeiro(7);
78999

Os primeiros nimeros felizes com altura 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
e 7 sdo, respectivamente:

> seq(primeiro(i),i=0..7);
1, 10, 13, 23, 19, 7, 356, 78999

O primeiro niimero com altura 8 é 03789 x 10°™® — 1 (vide
[2]). Este nimero tem 977 digitos:

> length(3789 * 10A973 - 1);
977

O conceito de numero feliz é facilmente generalizavel se
considerarmos a soma dos digitos elevados ao cubo ou a
poténcias superiores. Alterando a definicdo da fungdo sig-
ma, do modo 6bvio, convidamos o leitor a repetir as nossas
experiéncias e descobertas para os nimeros felizes cubi-
GOS8, ...

Dada uma sucessao de inteiros {uy, },
a correspondente sucess&o de Smarandache {s,,} é defini-
da por concatenacéo de inteiros como se segue:

81 = Ui, 82 = UjUz,

Viey S M
Estamos interessados na sucessdo de Smarandache asso-

ciada aos numeros felizes. Os primeiros elementos desta
sucesséo séo:

1,17, 1710, 171013, 17101319, 1710131923,
171013192328, 17101319232831, ...

Comegamos por implementar a concatenacgéo de inteiros
em Maple.
> conc := (a,b) -> a*10Alength(b)+b:
> conc(12,345); :
12345

Formando a lista dos niumeros felizes até um certo n, e
usando a fungéo conc acima definida, a eorrespondente
sucessdo de Smarandache é facilmente obtida.
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sh := proc(n)

doeals g Ry i

L := select(feliz,[$1..n]):

R := array(l..nops(L),L):

for i from 2 by 1 while i <= nops(L) do
R[i]:=conc(R[i-1],L[1]):

end do:

return(R):

end proc:

Y ¥V V¥V VYV VYV VY Y

Como
> select(feliz,[$1..31]);
[1, 7, 10, 13, 19, 23, 28, 31]
os primeiros 8 valores da sucessdo de Smarandache s3o
entéo
> print(sh(31));
[1, 17, 1710, 171013, 17101319, 1710131923,
171013192328, 17101319232831]

Existem muitas questdes em aberto associadas & sucesséo
de Smarandache dos nimeros felizes (vide [4]). Umas di-
zem respeito & existéncia de nimeros primos na sucesséo;
outras & existéncia de nimeros felizes. Fagamos agora al-
guma investigacéo a este respeito. Usando o Maple é facil
concluir que de entre os primeiros 143 termos da sucesséo
de Smarandache dos niimeros felizes, apenas 3 s&o pri-
mos.

> primos := select(isprime,sh(1000)):

> nops([seq(primos[i],i=1..143)1);

3

Se fizermos print(primos) vemos que os trés primos sdo
82 = 17, 55 = 17101319 e 843 (543 € um primo com 108
digitos decimais).

> primos[2], primos[5];
17, 17101319
> length(primos[43]);
108

Apenas séo conhecidos estes nimeros primos na suces-
séo de Smarandache dos nimeros felizes. Permanece por
esclarecer se eles serdo ou ndo em ntmero finito (vide [3]).
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Existem 31 nimeros felizes de entre os primeiros 143 ter-
mos da sucesséo de Smarandache dos nimeros felizes:

> shFelizes := select(feliz,sh(1000)):
> nops([seq(shFelizes[i],i=1..143)1);

31

Recorrendo ac comando print(shFelizes) vemos que
esses numeros séo o 51, 811. S14, 830, 531, 535, 548, S52. S58:
852, S67. 569, S71. 876, S77. 878, 582, 583, 585, 898, S104, S108, S1104
S114, 5115, S117. S118: 5119, S122, S139 € S14p. A titulo de curiosi-
dade, si49 tem 399 digitos:

> length(shFelizes[140]);
399

Muito existe por esclarecer relativamente a existén-

cia de numeros felizes consecutivos na sucesséo de
Smarandache dos niimeros felizes. Olhando para os resul-
tados anteriores vemos que o par mais pequeno de nime-
ros felizes consecutivos € o (s30, $31); enquanto o temo
mais pequeno € o (s, s77, s7s). Quantos termos consecu-
tivos sdo possiveis? E capaz de encontrar exemplos, diga-
mos, de seis nimeros felizes consecutivos? Estas e outras
questdes estdo em aberto (vide [3]). Ferramentas como o
Maple séo boas auxiliares neste tipo de investigagoes (vide
[1D. Fico a espera de algumas respostas da sua parte.

[11 P.D. F Gouveia and D. F. M. Torres, Smarandache Sequences:
Explorations and Discoveries with a Computer Algebra System,
Smarandache Notions Journal, Vol. 14, 2004, pp. 5-22 (see
online version at f

).

[21 H.G. Grundman and E. A. Teeple, Heights of Happy Numbers and
Cubic Happy Numbers, The Fibonacci Quarterly, Vol. 41, N° 4,

Agosto de 2003, pp. 301-306.

[31 S. 8. Gupta, Smarandache sequence of happy numbers,
Smarandache Notions Journal, Vol. 13, no. 1-3, 2002 (see online

version at : ).
[4]1 R. K. Guy, Unsolved problems in number theory, Second edition,
Springer, New York, 1994,

[5] R. Honsberger, Ingenuity in Mathematics, The Mathematical
Association of America, 1970.

6] D.F M. Torres, O Computador Matematico de Post, Boletim da
Sociedade Portuguesa de Matematica, N 46, Abril de 2002, pp.
81-94.

[71 D. W. Wilson, Sequence A055629 (Jun 05 2000) in the On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences,
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e jogou tudo no vermelho. A roleta
girou, saiu um numero vermelho e ele
ganhou. Abriu entdo a segunda mala,
que estava vazia, e disse: "Podem
enché-la”. E saiu do casino com as
duas malas.

Sempre me intrigou o que teria acon-

tecido na vida daquele homem para o

levar a fazer o que fez. E evidente que
nao se tratava de um jogador compul-
sivo, sendo teria continuado a jogar.

a bola & langada em sentido
0 na parede lateral do cilindro.
Depois de saltar vérias vezes ao bater
nas divisdes da roda, a bola imobili-
za-se num dos sectores. Quem tiver
apostado no nimero desse sector
ganha.

As apostas séo feitas previamente
com fichas coloridas que o jogador
coloca numa mesa especial, como a

‘que se vé na figura 1.

Ha varios tipos de aposta que permi-
tem apostar num s6 nimero ou em
varios ao mesmo tempo.

/
Na figura estao cinco fichas em dife-
rentes situagoes.

LUma 1ida ao casino

José Paulo Viana

Figura 1. Mesa
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Figura 2. Roleta:

Ficha A: aposta no nimero 8.
Ficha B: aposta nos nimeros 17 e 20.

Ficha C: aposta nos seis nimeros 10,
11,12, 13, 14 e 15.

Ficha D: aposta em quatro nimeros.

Ficha E: aposta nos dezoito nimeros
pares.

Um jogador pode fazer mais do que
uma aposta.

Os jogadores que tiverem apostado
no nimero saido ganham e o que re-
cebem & inversamente proporcional a
quantidade de nimeros em que apos-
taram. Por exemplo, numa aposta do
tipo A, recebe-se 36 vezes o valor da
aposta, numa de tipo B 18 vezes, de
tipo C 6 vezes, etc. Quem apostar no
par ou impar, no vermelho ou negro,
no maior ou menor, recebe o dobro
do que apostou, ou seja, tem um lucro
igual ao valor da aposta.

Se sair o nimero 0, todas as apostas
séo perdidas, excepto para quem
apostou no 0.

Analisemos o jogo do ponto de vista
matematico.

Comecemos pela aposta num sé nu-
mero (ficha A). Imaginemos que apos-
tamos 1€ no nimero 8.
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vermelho M negro M verde

A probabilidade de ganhar é 1/37 e se
ganharmos o lucro é de 35€ (recebe-
mos 36 mas pagamos 1).

A probabilidade de perder é 36/37
e o lucro é de —1 (perdemos o euro
apostado).

Para calcularmos o nosso lucro médio
L, ou aquilo a que podemos chamar

a esperanga matematica deste jogo,
temos de fazer o somatério dos pro-
dutos de cada lucro pela respectiva

probabilidade:
1 36
L=35x — — — &2
Xgp Tl x5

~—0,027ou —2,7%

Quer isto dizer que, em média, por
cada euro apostado, perdemos 2,7
céntimos. Ou, do ponto de vista do
casino, eles ganham em média 2,7%
do valor total das apostas deste tipo.

E o que aconteceria se apostassemos
€1 nos numeros pares (ficha E)?

+ Como na roleta o 0 nédo é par nem

impar, a probabilidade de ganhar é
18/37 e o lucro correspondente é de
€1 (recebemos 2 mas pagadmos 1).

A probabilidade de perder é 19/37 e o
lucro é de -1 (perdemos euro apos-
tado). :

O lucro médio é ento:
18

ol
* 37

19

=) X ==
—_1 ~_00270u —2,7%
S

Também aqui perdemos em média
2,7% do que apostamos.

O mesmo se passa para qualquer
outro tipo de aposta na roleta. Temos
sempre um prejuizo médio de 2,7%.

Claro que isto ndo quer dizer que,
se formos uma noite ao casino e fi-
zermos algumas jogadas, vamos ter
obrigatoriamente prejuizo. Podemos
ter sorte e ganhar. Podemos ter azar
e perder mais que 2,7% daquilo que
apostamos. O mesmo se passa com
os outros jogadores.

Mas vejamos isto do ponto de vista
do casino. Tem vérias mesas de roleta
a funcionar muitas horas por dia, cada
uma delas sempre com varios jogado-
res, quase todos a apostarem muitas
vezes. Ao fim da noite foram feitas
milhares de apostas. Agora a sorte

jé tem muito pouco a dizer: entra em
acgao a lei dos grandes niimeros e
portanto os lucros do casino vao,
quase seguramente, estar muito perto
dos 2,7% do total das apostas feitas.
E os lucros véo ser grandes! Uma
pequena vantagem a favor da casa
transforma-se, ao fim de muitos jogos,
numa grande vantagem...

Apesar de este jogo ser desfavoravel
para o jogador, tém surgido ao longo
dos tempos varios sistemas de apos-
tas que, acreditam alguns, podem dar
lucros garantidos. Séo as chamadas
martingalas.

A mais famosa é a Martingala de
D’Alembert e € extremamente sim-
ples:

Fazemos apostas nas que pagam a
dobrar: a cor (vermelho ou negro), o
par ou impar, © menor ou maior.

Comegamos por uma certa quantia,
por exemplo, 1€ no vermelho.

Se sair vermelho, ganhamos e temos
um lucro de 1€.’
-

Se perdermos, vamos duplicando a
aposta até sair vermelho. Quando isto
acontecer, temos um lucro de €1.



Vejamos um exemplo: sai negro 4
vezes seguidas e depois sai vermelho.
Fomos apostando sucessivamente 1,
2,4, 8 e 16 euros e o nosso saldo é:

-1-2-4-8+16 =1

O método parece infalivel e seguro.
Néo ha davida que ganhamos sempre.
Pouco, é verdade, mas sempre. Que
mais se pode pedir?

Bem, ha um perigo, e ndo & pequeno.
Se tivermos azar e sair bola negra
varias vezes seguidas, como os mon-
tantes das apostas crescem exponen-
cialmente, podemos ter de apostar
uma quantia que ultrapasse as nossas
posses. Se sair bola negra 10 vezes
seguidas, teremos de apostar 1024€
... E se perdermos? Ail Tudo para ga-
nhar 1€7

Mas podem argumentar: sair 10 vezes
seguidas uma cor é um caso muito
pouco provavel.

E verdade, mas ja viram?, o prejuizo
é enorme. E isso acontece de vez em
quando...

Por exemplo, para o casino de Monte
Carlo, o mais famoso de todos os
casinos do mundo, os recordes sao:

29 vermelhas seguidas na mesa 2, no
inicio do século XX,

38 vermelhas seguidas também na
mesa 2, em 1941,

Realmente, havendo vérios jogadores
a usar esta martingala, o casino pode
ter prejuizo com eles durante vérios
dias. Mas, um certo dia, surge uma
série grande e hé vérios jogadores
que ndo aguentam. Nesse dia, o lucro
do casino é muito grande e compensa
0s pequenos prejuizos dos outros
dias.

Mesmo assim, alguns casinos jogam
ainda mais pelo seguro:

—numas mesas nao ha limite de
aposta mas a aposta minima é ra-
zoavelmente alta e néo é preciso
uma série muito longa para que as
apostas duplicadas atinjam valores
muito altos;

— noutras mesas ha limite de aposta,
isto &, ndo se pode apostar mais
do que certa quantia, e novamente
ndo € preciso-uma série muito lon-
ga para que se atinja o limite maxi-
mo permitido.

Quando, um destes dias, fiz uma
incurséo pela Internet & procu-

ra de martingalas, encontrei a de
D'Alembert muito bem explicada numa
pagina, incluindo até um exemplo com
umas vinte jogadas reais com apostas
no vermelho e que davam lucro. E a
seguir perguntavam: e se estivesse a
jogar no negro? E |4 vinham as contas
para os mesmos niimeros saidos e
também se tinha lucro. A pagina ter-
minava dizendo: “agora que ja sabe
como ganhar seguramente, porque
nao experimenta? Aconselhamos-lhe
o casino XXX que merece toda a con-
fianca. E em vez de comegar com uma
aposta de 1€, comece com apostas
de 10 ou 20€ para ganhar mais. "

Achei isto um pouco estranho.
Investiguei melhor e descobri duas
coisas muito curiosas: esta pagina
pertencia ao site do tal casino e nesse
casino on-line a aposta maxima & de
150€....

Outro esquema de aposta simples e
com lucros “garantidos” tem o nome
de Bouchet. Consiste no seguinte:

— Comecamos por apostar 1€ (ho
par/impar, no vermelho/negro ou
no menor/maior).

— Se perdermos a jogada, aumenta-
mos 1€ na aposta seguinte.

— Se ganharmos a jogada, diminui-
mos 1€ na aposta seguinte.

— Paramos quando o valor a apostar
for 0.

Quer isto dizer que terminamos quan-
do o nimero de vezes que ganhamos
exceder em um o nimero de vezes
que perdemos.

Vejamos um exemplo. Representemos
por G ganhar uma jogada e por P per-
der. Se a série de resultados for P-P-

P-G-G-P-G-G-G, podemos represen-
tar num gréfico a evolugéo do jogo.

Nos vértices do gréafico estdo os valo-
res das apostas, com o sinal

+ ou — conforme se tenha ganho ou
nao e na linha horizontal esté o saldo
em cada momento.

Com esta martingala, o lucro é sem-
pre o valor do pico mais alto (4 neste
caso) mais o nimero de picos extra (1
neste caso).

Neste método o valor das apostas
cresce mais devagar mas, é claro,
tem um perigo bastante grande: ndo
se voltar tdo cedo ao 0. Ora qualquer
estatistico sabe que ha uma proba-
bilidade razoavel de haver um longo
periodo de desvio em relacdo & média
e nesse caso 0s prejuizos podem tor-
nar-se muito grandes,

Ha ja uns anos encontrei um livro de
Jérome Jean-Charles que se chama
precisamente Como ganhar ao jogo.
Claro que o comprei logo ...

Nele se analisam uma série de jogos
de todo o tipo. A respeito da roleta,
estéo |4 uma série de comentérios
que néo resisto a transcrever (em tra-
dugéo livre):

— Se nao for obrigatério jogar, a me-
lhor estratégia é: Nao Jogar.

— Se quiser experimentar, jogue uma
s0O vez e ndo volte, qualquer que
seja o resultado. Neste caso, co-
megar com um capital bem defini-
do, escolher um objectivo fixo e ser
totalmente intransigente.

Analisa entéo alguns exemplos de
situagdes e objectivos, chegando aos
seguintes resultados:

— Se comecgar com 10€ e quiser
ganhar 1€, seguindo a melhor es-
tratégia, tenho 89,94% de probabi-

Saldo: -1 -3 -6

=

+2 +4 +5

Exemplo da martingala de Bouchet

Educagio & Matematica n® 77 * Margo/Abril de 2004




lidade de o conseguir e 10,06% de
perder os 10€.

— Se comegar com 7€ e quiser
ganhar 1€, seguindo a melhor es-
tratégia, tenho 86,45% de probabi-
lidade de o conseguir e 13,55% de
perder os 7€.

A estratégia a seguir para alcancar
um certo objectivo é muito importan-
te. Por exemplo, para a situagéo de
termos 1000€ e querermos ganhar
1000€:

— se jogarmos 05 1000€ de uma so6
vez (no impar ou numa cor), temos
48,6% de hipoteses de o conseguir
e 51,4% de tudo perder,

— se jogarmos 10€ de cada vez, a
probabilidade de alcancar o objec-
tivo e praticamente nula, ou seja,
ficaremos sem nada (embora de-
more algum tempo ...).

Existem curiosas histdrias ligadas a
roleta.

No inicio do século XX, um navio de
guerra da Russia dos czares ancorou
ao largo de Monte Carlo e o coman-
dante foi jogar ao casino. No final da
noite tinha perdido tudo: o dinheiro
dele e também todos os fundos
monetéarios do navio. Foi ao barco e

E um jogo para dois jogadores, cada
um com 9 pecas, disputado num ta-
buleiro formado por 3 quadrados con-
céntricos, ligados entre si através dos
pontos médios dos lados, originando
24 pontos dispostos em 186 linhas de
trés.

Impedir o adversério de jogar, bloque-
ando o movimento das suas pegas ou
reduzindo-as a duas, através da for-

magéao de moinhos (3 pegas em linha).
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regressou pouco depois. Chamou

o gerente do casino e anunciou-lhe
que, quando os marinheiros souberam
que nao poderiam receber os seus
salarios nem havia mantimentos e
combustivel suficientes para voltar a
Russia, tinham decidido que dispa-
rariam os canhdes em direcgdo ao
casino caso este néo devolvesse o
dinheiro ao comandante.

E realmente os canhdes ja estavam
apontados na direcc¢éo do casino. O

. gerente percebeu que o comandante

estava desesperado e j& nada tinha

a perder — esperavam-no o fim da
carreira e a priséo — enquanto que

o casino tinha muito a perder. Assim,
devolveu aoc comandante os fundos
necessarios para que o navio pudesse
partir.

Outra historia passou-se no casino
de Baden-Baden, cidade alema famo-
sa pelas suas termas. Um grupo de
jogadores recolheu, durante vérios
dias, os numeros que foram saindo
numa das mesas de roleta. Analisaram
aquela enorme quantidade de resulta-
dos e verificaram que havia uma zona
da roda onde a bola parava com uma
frequéncia ligeiramente superior a
esperada. Com efeito, o cilindro onde

Inicialmente, o tabuleiro esta vazio.
Comega o jogador com as pegas de
uma dada cor (habitualmente come-
¢am as pegas brancas, se existirem).
Alternadamente, cada jogador coloca
uma das suas pegas num ponto vazio
do tabuleiro, até esgotar as 9 pegas.
Se um jogador construir um moinho,
isto &, se alinhar 3 pecas segundo as
linhas horizontais e verticais marcadas
no tabuleiro, pode retirar uma peca
qualquer do seu adversario, desde
que ela néo faga parte de um moinho.
A pega capturada nao volta a entrar
no jogo. Construir dois moinhos com
um so lance permite capturar duas
pegas.

rodava tinha uma ligeira excentricidade
fisicamente indetectavel mas suficien-
te para que a probabilidade de saida
de um certo grupo de nimeros fosse
ligeiramente maior. Esses jogadores
comegaram entdo a apostar sistema-
ticamente nesses numeros, ganhando
em poucos dias uma pequena fortuna.
A geréncia do casino apercebeu-se do
que se passava e substituiu a roleta.
Alids, como é impossivel garantir uma
roleta fisicamente perfeita, a partir
dessa altura todos os casinos passa-
ram a trocar as roletas entre as varias
mesas e a substitui-las regularmente.

Em concluséo: é possivel ndo perder

ou até ganhar a roleta. Mas, para

néo perder, temos de ter um navio

de guerra sob nosso comando e para
ganhar temos de descobrir uma roleta
imperfeita sem que o casino se aper-

ceba ...

H4, no entanto, uma maneira absolu-
tamente segura de ganhar a roleta: é
ser-se o dono do casino.

Jean-Charles, J. (1984). Comment Gagner
aux Jeux. Paris: M. A. Editions.

José Paulo Viana
Esc. Sec. de Vergilio Ferreira (Lisboa)

Depois de colocadas todas as pecas
no tabuleiro, cada jogador, a vez,
move uma das suas pegas, ao longo
de uma linha, para uma casa vazia ad-
jacente. Sempre que fizer um moinho,
o jogador captura uma pega do adver-
sério. E permitido desfazer um moinho
numa jogada e refazé-lo na jogada
seguinte (retirando nova peca).

Se um jogador ficar apenas com 3 pe-
cas, elas podem saltar para qualquer
ponto vazio do tabuleiro. O adversario
deve movimentar as suas pegas da
forma usual, a n@o ser que ambos os
jogadores possuam 3 pegas. Perde o
jogador que nao tenha a possibilidade
de mover as suas pegas ou que ficar
reduzido a duas.



Os jogos de alinhamento formam uma
familia verdadeiramente universal e
com um passado téo longo que os
coloca entre os jogos mais antigos
do mundo. Séo jogos de posigéo, tal
como os solitarios, os jogos de blo-
queio, o xadrez e as damas.

Da variedade 3 em linha, a verséo
mais popular entre nés é o Jogo do
Galo. Uma vantagem do jogo é o
facto de poder ser jogado com pouco
equipamento: precisa de papel e lapis
ou da areia de uma praia. O tabuleiro
consiste de quatro segmentos. (Figura
1

Cada jogador, alternadamente, coloca
uma marca numa das casas do tabu-
leiro — é habitual usarem-se X e O

— com o objectivo de fazer uma linha
(horizontal, vertical ou diagonal) com
as suas marcas.

O jogo foi informatizado desde 1860,
por Babbage (1791-1871) — apenas
teoricamente, porque ele ndo conse-
guiu construir a maquina.

Uma variante (isomorfa) moderna do
Jogo do Galo é o Jam, jogo inventado
em 1967 por John Michon, cientista
holandés (Utrecht, 1935-). A figura

2 representa 8 cidades ligadas por 9
estradas. (Figura 2)

Figura 1. Tabuleiro do Jogo do Galo.

Dois jogadores jogam alternadamente
e seleccionam uma estrada na sua
vez. Ganha o primeiro jogador que
tomar todas as estradas que atraves-
sam uma cidade'.

O Jogo do Galo (qual sera a origem
deste nome?) ndo é muito estimulan-
te: termina num empate, a nao ser
que um dos jogadores cometa um
erro. Existem versdes semelhantes
mas que requerem estratégias mais
avangadas. Nos tabuleiros da figura
3 ha nove pontos (ou buracos) nas
intersecgdes das linhas.

Cada jogador possui 3 pegas que vai
colocando, alternadamente, num dos
pontos livres do tabuleiro. Depois de
todas as 6 pegas estarem colocadas,
os jogadores, a vez, movimentam uma
das suas pegas para um ponto livre
adjacente, na vertical ou horizontal

— ou diagonal no segundo tabuleiro
— sem saltar por cima de nenhuma
pega. Ganha o jogador que alinhar
todas as suas pegas ou que impedir o
adversario de jogar.

Pode constituir uma surpresa para os
alunos saberem que estas versbes
tém sido apreciadas por povos de
todo o mundo desde ha muito sécu-
los. O segundo tabuleiro parece ser
o mais comum, o nome do jogo muda
consoante o pais e introduzem-se
algumas variagdes as regras bésicas

/
Figura 2. Tabuleiro do jogo Jam.

Luis Reis

descritas acima. Por exemplo, no
Ghana, o jogo Achi usa 4 pecas para
cada jogador; em Franga, o jogo tem
o nome de Marelle e o ponto central
ndo pode ser usado na primeira joga-
da de cada jogador (sem esta regra

o primeiro jogador tem vantagem se
colocar a primeira pega no centro); na
india, o jogo Tant Fant inicia-se com as
pegas de cada jogador posicionadas
nos pontos horizontais de cima e de
baixo, respectivamente; no sul da
China o jogo ainda é jogado com o
nome de Juk tsut k'i (xadrez de seis
homens) e parece que jé era conheci-
do no tempo de Confucio, c. 500 a.C.
O jogo também & muito popular nas
Filipinas, sob o nome de Tapatan.

Segundo Bell e Cornelius, encon-
traram-se exemplos deste tipo de
tabuleiros no Egipto, gravados nas
pedras do templo de Kurna (c. 1400
a.C.) e no templo de Kom Ombo (cuja
construgdo se iniciou no reinado de
Ptolomeu IV, c. 220 a.C.). Na Europa
estes jogos eram populares no século
XIV. Aparecem tabuleiros gravados
em diversas catedrais, como & o caso
dos claustros de Westminster Abbey,
em Londres (em Inglaterra o jogo

tem o nome de Three Men's Morris),
Existem registos antigos de tribunais
eclesiasticos castigarem homens por
escavarem os buracos para o jogo em
locais improprios.

Figura 3. Tabuleiros para jogos 3 em linha.
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Figura 4. Tabuleiro do Jogo do Moinho. Basilica Julia.

Uma variante interessante destes
jogos é a inverséde: cada jogador tenta
forgar o adversério a colocar 3 em
linha.

O jogo do Moinho & uma extensdo
dos jogos referidos no ponto anterior
(ver descrigao na péagina 42).

Ha provas arqueoldgicas de que o
Jogo do Moinho também é jogado
desde a antiguidade egipcia (tem-

plo de Kurna, mais uma vez), gre-

ga (Acropole de Atenas); romana
(Basilica Julia)? (figura 4) e ainda no
Sri Lanka (Ceilao)®. Na Europa, séo
numerosos os locais onde se encon-
traram vestigios do jogo: num barco
funerario viking®, em abadias, cate-
drais, castelos, igrejas e aldeias me-
dievais (Inglaterra, Franca, Alemanha).
Shakespeare referiu-se ao jogo em
Sonho de uma noite de verdo (1595)°.
A introdugdo deste jogo na Europa
podera ter sido feita pelos arabes do
norte de Africa ou pelos mercadores
fenicios, que chegaram a numerosos
portos. (Figuras 5 e 6)

Algumas notas acerca das regras do
jogo:

1. Na maioria dos casos ¢é absoluta-
mente proibido capturar uma pega
que forme um moinho, mas pode-
se acrescentar a excepgao a ndo
ser que ndo haja mais pegas dispo-
niveis.

2. Embora a maioria das regras per-
mita que se desfaca e refagca um
moinho na jogada seguinte (o que
fornece uma clara vantagem ao
primeiro jogador a construir um

"meinho), uma variante seré a de
requerer que se jogue um nimero
minimo de outras jogadas (ndo ne-
cessariamente com a mesma pega)
antes de uma dada pega poder
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voltar ao mesmo moinho. Pode ser
uma, duas ou trés jogadas. Nao se
aplica tal restrigdo se o moinho se
formar numa linha diferente ou se
forem usadas pecas diferentes.

Algumas regras impSem mesmo que
néo se possa repetir moinhos.

Apesar do Jogo do Moinho com 9
pecas ser o mais popular, a figura 7
ilustra os tabuleiros para 5, 7 e 11 pe-
cas, respectivamente.

A partir do terceiro tabuleiro da figu-
ra 7, Marcia Ascher propde novos
tabuleiros, de acordo com a tradigéo
da populagéo da Mongodlia (figura 8).
Cada configuragéo é um encaixe de 3
poligonos regulares concéntricos de n
lados (n = 3, 4, 5, 6).

Estes tabuleiros podem estimular al-
gumas questdes para investigar com
os alunos.

Quantos pontos de intersecgdo hd em
cada tabuleiro?

Os pontos de intersecgéo existem
no centro de cada lado e em cada
vértice. No caso dos pentagonos,
por exemplo, uma vez que cada um
tem 5 lados e 5 vértices e o tabuleiro
tem 3 pentagonos obtemos 3 x (5

+ 5) = 30 pontos de intersecgéo. O
mesmo raciocinio se aplica as outras
configuragdes: cada figura é repetida

Figura 5. Pormenores do Libro de los Juegos®.

trés vezes, tem o mesmo nimero de
lados e de vértices. Assim, para n = 3,
4, 5, 6 temos 18, 24, 30 e 36 pontos
de intersecgéo. No nivel adequado,
os alunos poderiam até descobrir
uma férmula para o caso geral de
poligonos de n lados: 3x (n + n) = 6n
pontos de interseccéo.

E se os jogos fossem do tipo 4 em
linha e a configuragéo fosse de 4
poligonos encaixados? Quantos pon-
tos de intersecgédo haveria?

Quantas pecas por jogador?

Tomemos o terceiro tabuleiro da figura
8: se cada jogador usasse 14 pegas
em vez de 11, que problemas surgi-
riam? O que acontece se cada jogador
tiver 12 pegas? Faz sentido que um
jogador tenha 12 pegas e outro tenha
117

Para que cada jogador disponha do
maior nimero possivel de pegas no
inicio — e igual nimero que o adver-
séario — enté@o o numero total de pe-
cas do jogo deve ser igual ao nimero
de pontos de intersecgéo do tabuleiro
menos 2, recebendo cada jogador
metade desse total. Assim, para a
configuragéo quadrada, cada jogador
deve receber (24 — 2) / 2 = 11 pegas,
gue & precisamente o niimero que 0s
mongdis usam. Para as outras confi-
guragbes, se usarmos 8, 14 e 17 pe-
cas paran = 3, 5 e 6, respectivamen-
te, entdo continuamos de acordo com

» 3 =

Figura 7. Tabuleiros para o Jogo do Moinho com5, 7e 11 pegas.



os mongois. Mais uma vez os alunos
podem tentar descobrir a relagéo ge-
ral, Gn-2)/2=3n-1.

Quantas maneiras de alinhar 3 pegas?

Temos de contar o nimero total de
lados dos 3 poligonos encaixados
(3n), somar o numero de linhas que
unem os vértices (n) e somar o nu-
mero de linhas que unem os pontos
médios (n): o total é de 5n, para cada
configuragao.

Naturalmente, estas e mais questbes
podem ser colocadas aos alunos (en-
volvendo nomeadamente nimeros e

a geometria dos poligonos), adequan-
do-as aos seus conhecimentos. Mas
o melhor, claro, € mesmo jogar para
responder & questao: Qual é o jogo da
familia que mais aprecias? Porqué?

Tal como existem diversas familias de
tabuleiros de jogos de estratégia en-
volvendo configuragbes geométricas
e ideias matematicas, talvez os alunos
se sintam encorajados pelo exemplo
dos pastores da Mongodlia para cria-
rem e desenvolverem, eles préprios,
novos jogos.

Ha mais jogos com a ideia de ser o
primeiro a obter k-em-linha além dos
que foram mencionados: Dara, Pente,
Go-Moku, etc.

O termo jogos-mnk designa a familia
de jogos de tabuleiro de informagéo
perfeita em que dois jogadores co-
locam alternadamente pegas num
tabuleiro rectangular com o objectivo
de alinhar um determinado nimero de
pecas da sua cor, na ortogonal ou dia-
gonal: o tabuleiro tem dimenséo mxn e
pretende-se alinhar k pegas. Assim, o
Jogo do Galo € um jogo-3,3,3 e o Go-
Moku tradicional € um jogo-19,19,5.

Prova-se que nenhum jogo-mnk é

vantajoso para o segundo jogador,
podendo ser vantajoso-para o primeiro
(mesmo que ndo se conhega a estra-
tégia vencedora) ou um empate (se
néo houver erros ... ).

Alguns resultados’:

® se o jogo-mnk é vantajoso para o
primeiro jogador, entdo também o é
o jogo-m'n’k, com m'zm e n'zn.

* se k=8, o segundo jogador pode
forgar um empate, mesmo num
tabuleiro infinito (por maioria de

* razéo, num finito); quer isto dizer
que jogado de modo perfeito um
jogo se prolonga indefinidamente
e que num tabuleiro finito termina
num empate.

® nao se sabe se o segundo jogador
consegue forgar um empate quan-
dok=60ou7.

¢ k =3 é vantajoso para o primeiro
jogador, excepto se m = n = 3.

® jogos-m,4.4 sao vantajosos para o
primeiro jogador se m=30 e empa-
tes se m=8.

® 0jogo-5,5,4 é um empate e o jogo-
6,5,4 é vantajoso para o primeiro
jogador.

® 0 jogo-6,6,5 € um empate.

Quanto ao Jogo do Moinho de 9 pe-
cas esta provado que € um jogo de
empate (Gasser).

1 Jogar  online:

2 Mandada edificar em Roma por Jilio
César, em 54 a.C., e terminada no tem-
po do imperador Augusto, poucos anos
antes de arder, no ano 9. Principalmente
um tribunal, era também um local de en-
contro publico e um centro comercial.

3 No reino de Mahadithika Maha-Naga

(anos 9-21).

O barco foi descoberto em 1880, na

Noruega e datado de 850; provavelmente

o timulo do rei Olav Gierstada —

E N

5 "The nine men's morris is fill'd up with

{

Figura 8. Variag&es do tabuleiro do Jogo do Moinho para 11 pegas.

Figura 6. Anénimo. Jeu de marelle et Ceuillettes des

fruits. C. 1500. Museu do Louvre. Paris.

mud” (Titania, 2° Acto, 1° Cena) que
poderia ser traduzido por "O jogo do
moinho estd cheio de lama”, podendo
significar a alusdo ao tabuleiro do jogo
marcado no largo da aldeia.

6 Também designado Libro de ajedrez, da-
dos y tablas, foi comissionado pelo rei de
Ledo e Castela Afonso X, o Séabio, entre
1251 e 1283. Tem 98 péginas e 150 ilus-
tragoes. Trata-se de um dos mais impor-
tantes documentos para o conhecimento
da histéria dos jogos de tabuleiro, muitos
dos quais importados dos reinos arabes.
O dnico original conhecido encontra-
se na biblioteca do Mosteiro de Séo
Lourengo do Escorial, perto de Madrid.

7 http://en.wikipedia.org/wiki/Mnk-games

Aroutcheff, P. "Les Marelles”. Jeux et
Stratégie n® 15. 1982.

Ascher, M. “Learning with Games of Strategy
from Mongolia”. Teaching Children

Mathematics vol.8, n.2. 2001.

Bell, R., M. Comnelius. "Board Games round
the World". Cambridge University Press.
1988.

Gasser, R. "Solving Nine Men's Morris". http:
//www.msri.org/publications/books/
Book29/files/gasser.pdf

http://nrich.maths.org/public/
viewer.php?obj_id=1183

http://www.ac-amiens.fr/chaalis/
nouvelle5.htm
http://www.ahs.uwaterloo.ca/~museum/
rowgames/index.html
http://www.gamerz.net/pbmserv/nmm.html
http://www.psychologie.leidenuniv.nl/cog/
index.php37c=27
http://www.tromboni.demon.co.uk/merrills/
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Como foi referido no nimero ante-
rior, a incurséo da teoria de jogos
continua com a analise de jogos de
dois jogadores de soma zero. Na vida
real, a maior parte das vezes os jogos
nédo sao deste tipo. Os jogadores,
geralmente, preferem aliar-se e dividir
resultados do que jogar individual-
mente com vista a receberem um
prémio melhor. Um jogo de soma zero
néo cria nada de valor. Os jogadores
atacam-se mutuamente.

No artigo anterior vimos que qual-

quer jogo com dois jogadores pode
ser representado por uma matriz de
payoffs. Futuramente representare-

mos qualquer jogo de dois jogadores
de soma zero como um jogo matricial,
isto é, através de uma matriz M do
tipo m x n identificando os dois joga-
dores como jogador linha e jogador
coluna. As m estratégias do jogador
linha serdo identificadas através das
linhas da matriz M e as n estratégias
do jogador coluna representar-se-ao
nas colunas da matriz M. Dada a defi-
nigéo de jogo de dois jogadores de
soma zero, é 6bvio que escolhendo o
jogador linha a estratégia i e o joga-
dor coluna a estratégia j, sendo m;
o payoffdo primeiro jogador entdo o
payoff do segundo jogador é exacta-
mente — 1m;;.

Foi von Neumann quem apresentou
um dos maiores resultados para este
tipo de jogos. Ele demonstrou rigoro-
samente que existe sempre um curso
racional de acgdo em jogos de dois
jogadores, desde que os seus interes-
ses sejam completamente opostos.
De forma tnica e inequivoca von Neu-
mann respondeu a questéo “como
pOsso maximizar os meus payoffs em
jogos de soma zero com dois jogado-
res?”.

SUNEC SUNEC
1T u.m. 2:u. m. 1 u. m. ou.m. :
0:0 5000; -5000 1u.m. 0 5000 ‘min: 0
SUMUS > SUMUS maximin: O
2u.m. | -5000:5000 | 0:0 , 2u.m. -5000 0 min: -5000
Figura 1 Figura 2 )

Educagdo e Matematica n® 77 * Margo/Abd| de 2004



Intuitivamente, a ideia de solugao para
qualquer jogo leva-nos a pensar em
equilibrio, entendendo-se este como
um n-uplo de estratégias onde cada
jogador joga o seu melhor face aos
outros jogadores.

No contexto de jogos de soma zero,

a ideia de equilibrio pode ser traduzida
através de um par de estratégias do
seguinte modo:

Seja (p, q) um par de estratégias em
equilibrio, entéo my, < myp,, Vi e
Mypj 2 Mpg, VJ-

Saliente-se que a segunda desigual-
dade é contraria da primeira uma

vez que o payoff do jogador coluna

é o simétrico do payoff do jogador
linha. Estas desigualdades motivam a
seguinte defini¢éo.

Definicdo: Seja M uma matriz real.
Um elemento my, de M é um ponto
sela se é simultaneamente um minimo
da sua linha e um maximo da sua
coluna.

Assim, se M é um jogo matricial,
entéo m,,, € um ponto sela se e s
se (p, ) € um par de estratégias de
equilibrio. Logo, se um jogo de soma
zero tem um equilibrio, tem uma solu-
¢go. No entanto, um jogo de soma
zero com dois jogadores pode ter
multiplos equilibrios. Porém, todo o
equilibrio de um jogo de soma zero
com dois jogadores tem o mesmo
valor e, portanto, podemos identificar
os payoffs da solucdo com qualquer
um desses equilibrios.

Tomemos um exemplo de duopdlio,
baseado em R. A. McCain, de duas
empresas que vendem sumos engar-
rafados. Para facilitar o estudo desig-
nemos por SUMUS e SUNEC essas
empresas. Cada companhia tem um
custo fixo de 5.000 u. m., independen-
temente da quantidade de garrafas
vendidas. As duas companhias com-
petem pelo mesmo mercado e tém
de escolher entre vender cada garrafa
por um prego de 1 u. m. ou por um
preco de 2 u. m..

Os pressupostos do problema s&o:

® por um preco de 2 u. m. por
garrafa, 5.000 garrafas podem
ser vendidas com um retomo de
10.000 u. m.; _

® porum prego de 1 u. m. pbr
garrafa, 10.000 garrafas podem
ser vendidas com um retorno de
10.000 u. m.;

® se ambas as companhias coloca-
rem as garrafas no mercado pelo
mesmo prego, dividem igualmente
as vendas;

® se uma empresa colocar o prego
mais alto que a outra, a companhia
com o pre¢o mais baixo vende
toda a quantidade enquanto que a
empresa que coloca o prego mais
alto ndo vende nada;

® 0s payoffs sao os lucros, depois de
deduzidos os custos fixos.

A figura 1 representa a matriz de
payoffs do jogo.

Para analisar o resultado do jogo do
ponto de vista da companhia SUMUS,
utilizam-se os conceitos de maximin e
minimax, que resultam num ponto de
equilibrio. Max sédo os maiores valores
das colunas e min s@o os menores
valores das linhas.

SUNEC

1 u. m. 2 u. m.

1 u.m. 0 -5000
SUMUS - SUMUS

2u.m. 5000 0

min: O min: -5000

maximin: 0 g
Figura 3 Figura 4

Suponhamos em primeiro lugar que
embora cada empresa seja capaz de
fazer uma previséo razoavel da matriz
de payoffs, ela ignora a estratégia que
o seu concorrente ird adoptar. Igno-
rando os planos da empresa SUNEC,
a empresa SUMUS podera proceder
da seguinte forma: determinar, em
primeiro lugar, o menor payoff que
pode receber em cada uma das suas
estratégias (minimo de cada linha da
matriz de payoffs). Em segundo lugar
escolher a estratégia que possui o
mais alto minimo (escolha da linha da
matriz de payoffs). Assim, empresa
SUMUS pode assegurar-se de que,
qualquer que seja a deciséo do seu
concorrente, ele ndo obtera o pior
resultado possivel ao evitar os resulta-
dos menos favoraveis (linhas de mini-
mos mais baixos). Da mesma forma
a empresa também nunca atingiréa o
melhor resultado possivel pois, pro-
positadamente, ignorou os melhores
resultados.

A figura 2 explicita a aplicagdo deste
procedimento a tabela representada
na figura 1, para a empresa SUMUS.

Examinando o resultado do jogo do
ponto de vista da empresa SUNEC,
adoptando os mesmos critérios, esta
empresa ira, também, procurar o seu
maximin.

A empresa SUNEC ira procurar o
méximo do conjunto de minimos nas
colunas na sua matriz de payoffs
(figura 3).

Entretanto, dado o conceito de jogo
de soma zero, a escolha do maximo
dos minimos das colunas matriz de
payoffs da empresa SUNEC deve
gerar a mesma estratégia que da o
minimo dos maximos nas colunas
da matriz de payoffs da empresa
SUMUS. Analisando a figura 4, con-
cluimos que se a empresa SUNEC

SUNEC
Tum. - 2u.m.
u. m. 0 5000
2um. | -5000 . 0
max: O max: 5000
minimax: 0
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tentar achar o minimax (minimo do
conjunto de maximos) na matriz de
payoffs da empresa SUMUS, ela

ird seleccionar a mesma estratégia
quando tenta encontrar o maximin da
respectiva matriz de payoffs. Mate-
maticamente temos que o equilibrio
do jogo se verifica exactamente num
ponto sela da matriz da payoffs e
portanto o maximin € exactamente o
minimax.

Generalizando este resultado obtém-
se o chamado

Teorema Minimax: Qualquer jogo de
soma nula com dois jogadores tem
uma solugéo onde o payoff maximin é
igual ao payoff minimax.

Assim, para duas pessoas, um jogo
de soma zero é racional para cada um
dos jogadores que escolher a estraté-
gia que maximiza o minimo payoff, e
o par de estratégias e payoffs tal que
cada jogador maximiza o respectivo
minimo & a solugédo do jogo.

Mediante o exposto o leitor ja pode
verificar que a solugdo do jogo pro-
posto: lll e B sdo as estratégias
adequadas e o seu payoff sera de 2
euros.

Vimos que um equilibrio & uma condi-
¢80 necessaria para que uma combi-
nagéo de estratégias seja a solugéo
de um jogo. Se uma combinagéao de
estratégias ndo é um equilibrio, entéo
pelo menos um dos jogadores tem
incentivos para alterar o seu jogo. No
proéximo artigo veremos que a melhor
maneira dos jogadores se protegerem
contra o insucesso é utilizarem estra-
tégias mistas. Se os jogadores se
munirem apenas de estratégias puras
correm o risco dos seus opositores
descobrirem qual a estratégia que vao
usar e, consequentemente, as perdas
nesse caso sdo maiores.

[11 Berck, Peter; Sydsaeter, Knut: "Manual
de Matemdtica para Economistas”,
McGraw-Hill de Portugal, 1993.

[21 Bicchieri, Cristina; Jeffrey, Richard;
Skyrms, Brian; “The Logic of Strategy”,
Oxford University Press, Inc., 1999,
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