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Sobre a capa

A capa pretende traduzir a dicotomia entre o mundo natural e a concepgéo humana desse mesmo mundo. O Homem
surge como polo dessa articulagéo de coisas distintas mas surpreendentemente compativeis. No meio de objectos
naturais como a Terra e a Lua, surge a representagao matematica da expansao do Universo depois do Big Bang (o
ponto branco, ao centro).

Sobre o nimero teméatico

Este nimero teméatico é dedicado & Matematica e Natureza, o tema proposto pela APM para trabalho nas escolas durante
este ano. Convidamos para editor o Antonio Bernardes por sabermos do seu gosto em relacionar a Matematica com a
realidade e com as outras ciéncias.

O Anténio foi um colaborador a tempo inteiro, integrando desde o primeiro ao ultimo momento a equipa que pensou e deu
forma a este niimero,e, participando energética e convictamente em todo o processo da sua preparagéo.

Alteracdes na Redaccgéo

Os colegas Henrique Guimaraes, Ana Vieira e Fernanda Perez deixaram de pertencer a redacgdo de Educacgéo e
Matematica. Aos trés agradecemos o empenhamento que sempre dedicaram & Revista. Recordamos que o Henrique
Guimaraes foi redactor de Educagdo e Matemética desde o seu primeiro nimero, para ele um agradecimento muito
especial.

Neste nimero também colaboraram

Ana Costa, Ana Maria, Antonio Pedro, Céandida Rosa, Carlos Braumann, Cristina Loureiro, Catarina Leal, Daniela Pires,
Fernando Nunes, Helena S4, Hugo Samuel, Isabel Cataldo, Jodo Caraga, Jodo Carneiro, Jodo Jorge Henriques, Jodo
Paixao, José Filipe, José Manuel Duarte, Ligia Rodrigues, Luis Reis, Manuel Beirdo dos Reis, Margarida Raimundo, Maria
Joao, Maria José Costa, Mercés Ramos, Paulo Almeida, Pedro Esteves, Roséario Selada, Sousa Ramos, Telma Sofia,
Teresa Tudela, Tina Gregério.

Capa

A capa é da autoria de Anténio Marques Fernandes.

Data de publicacao

Este nimero foi publicado em Outubro de 2001.

Correspondéncia

Associagao de Professores de Matemética

Rua Dr. Joéo Couto, n.° 27 — A, 1500-236 Lisboa
Tel.: (351) 21 7163690 Y

Fax: (351) 21 7166424

E-mail: apm@netcabo.pt

Nota

Os artigos assinados séo da responsabilidade dos seus autores, néo reflectindo necessariamente os pontos de vista
da Redaccéo da Revista. '
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Noticias Matematicas
da Natureza

Anténio Bernardes

De ha cerca de dez anos para ca tenho o habito de guardar artigos de jornais
e revistas que compro regularmente. Colecciono noticias sobre Matematica
e 0 seu ensino e noticias sobre todos os assuntos em que a matematica é
usada para modelar situagbes, organizar e comunicar dados e ilustrar ideias.
Nestas férias, ao organizar os recortes de 2001, o nimero e a natureza das
noticias sobre o ambiente, em parte devido ao rigor do Inverno e as cimeiras
sobre o Ambiente, deixou-me mais uma vez a pensar sobre os problemas

de relacionamento do Homem com a Natureza, sobre a forma como lidamos
com as quest6es ambientais e na forma como continuamos a contemplar,
indignadamente parados, a incapacidade politica na sua resolugéo. Aqui ficam
alguns apontamentos dos jornais dos primeiros meses do século XXI:

“O aquecimento que os cientistas observaram nos Ultimos cem anos foi de
0.6 graus Celsius. Mas ao longo do século que agora comega, o termémetro
devera subir muito mais — e este é outro dado importante do relatério do
IPCC (Painel Intergovernamental para as Alteragées Climaticas). Em 1995,
calculava-se que, até 2100, a temperatura subiria entre 1,0 e 3,5 graus Cel-
sius. Agora, os célculos apontam para um intervalo entre 1,4 e 5,8 graus.”

In Mais pessimismo sobre o clima, Publico, 23 de Janeiro de 2001

“Em Novembro passado, ainda durante a administragao Clinton, o confronto
de posi¢cbes entre os Estados Unidos e a Unido Europeia condenaram ao
fracasso a definicao das regras para a aplicagdo do Protocolo de Quioto —
segundo o qual os paises desenvolvidos se comprometem a reduzir as suas
emissbes em 5,2 por cento. Agora, porém, € o protocolo como um todo que
os Estados Unidos estéo a deitar para a lata do lixo, depois de o terem assi-
nado a quatro anos.”
In Bush subverte negociagées, Publico, 30 de Margo de 2001
“88 cm: E a subida maxima do nivel do mar, nos préximos 100 anos, prevista
pelo IPCC."
In Futuro do Protocolo de Quioto decide-se até domingo, Piblico, 19 de Julho de 2001
No plano local as noticias ndo sdo melhores:
"Ao longo do século XX, o territorio portugués registou um aumento das
temperaturas superior a 100% do valor do aquecimento registado a escala
planetéria pela Organizagdo Mundial de Meteorologia, de acordo com célcu-

los baseados num estudo do Expresso em colaboragdo com o Instituto de
Meteorologia.”

In Ardente século XX, Expresso, 20 de Janeiro de 2001
Sobre a forma como nés encaramos os problemas ambientais os resultados

do "Il Inquérito Nacional Os Portugueses e o Ambiente/Observapublicado no

Publico de 8 de Maio de 2001 revelam que:

e 47 % dos portugueses acha que Portugal é tanto ou mais poluido que os
outros paises europeus;

® 45 % dos portugueses gostariam de viver num espaco diferente daquele em
que vivem;

® 67 % gostaria de ter mais natureza a volta de sua casa;

® 61 % considera-se pouco ou nada informado sobre o ambiente.
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Sobre a sindroma NIMBY (*Not in My Back Yard") que
traduzido a letra significara qualquer coisa como “Nao no
meu quintal”, dos inquiridos:

® 5 % néo tem problemas em aceitar uma central de
tratamento de residuos industriais na sua freguesia;

® 30 % exigem uma comissdo de acompanhamento inde-
pendente;

® 29 % dizem que centrais do género devem ser implanta-
das nos concelhos que mais produzem residuos;

® 9 % concordam com a central, mas em outro concelho
ou distrito.

Ainda sobre a mesma tematica, o Expresso de 28 de Julho
de 2001 revela que:

“58 % dos portugueses néo identificam de forma cor
recta a causa do aquecimento global — a libertacao de
dioxido de carbono e gases com caracteristicas seme-
lhantes. Quase 40 % pensam que esta relacionado com
o buraco do ozono e 4% apontam o excesso de estu-
fas.”

Sobre aspectos mais especificos como o da energia e da
qualidade da agua que bebemos:

" Actualmente, existem perto de 220 mil metros quadra-
dos de colectores solares instalados. Um nimero irri-
sorio quando comparado com os quase 3 milhdes de
metros quadrados da Grécia — pais com a mesma radia-

cdo solar que Portugal."
In Portugal sem estratégia para as renovéveis, Plblico, 31 de
Margo de 2001

“Concelhos onde foram detectadas as situages mais
criticas — com teores méximos de organoclorados
superiores a 100 microgramas por litro de agua: Evora
(224), Castelo Branco (154), Loures (153) e Mortagua
(114,5)."

In Torneiras cancerigenas, Expresso, 3 de Fevereiro de 2001

Muitas destas noticias tém um caréacter periddico, quase
perigosamente rotineiras. Todos os verbes aparecem noti-
cias sobre as secas, os fogos e a qualidade das aguas

e todos os invernos se escreve sobre a chuva a mais

ou a menos e que tende a desviar-se cada vez mais da
média. As noticias sobre catéstrofes naturais j nao alar-
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mam, tornam-se habituais e inspiram filmes recheados de
efeitos especiais. E um facto que existem cada vez mais
associagbes e movimentos que alertam a sociedade para
os problemas ambientais e que a reciclagem e o tratamento
dos lixos tem avangado nos (ltimos anos. Existe também
uma crescente consciéncia ecoldgica, nomeadamente nas
faixas etarias mais jovens, fruto, em parte, do trabalho que
a escola tem desenvolvido nesta area. Mas ndo consigo
deixar de estar apreensivo em relagéo ao futuro e, mesmo
descontando o sensacionalismo de certos titulos dos jor-
nais, considero que as noticias ndo sé&o muito animadoras.

E continuo a pensar que, de um ponto vista educativo, néo
estamos a fazer tudo o que é possivel. As escolas e todas
as areas disciplinares tém responsabilidade na discusséao
das questdes ambientais. A Matematica procura incorporar
no seu ensino o estudo de aspectos diversificados da
Natureza. Desde os movimentos planetérios as estruturas
fractais existe um vasto conjunto de fendmenos e enti-
dades naturais que sao usados para ensinar contelidos
curricularmente interessantes. Existem, no entanto, vérias
razbes que me ocorrem para alargar o estudo da Natureza
a vertente ambiental.

Em primeiro lugar a Matemaética enquanto disciplina tem,

tal como as outras, um papel a desempenhar na formagao
global do aluno enquanto cidaddo atento, critico e interve-
niente, como tal deve fomentar a discussdo de questoes
que, a par com a formagéo cientifica, sejam relevantes para
a compreenséo do mundo em que vive e contribuam para
agir e decidir sobre o futuro em que quer viver. Em segundo
lugar, muitas destas questdes sdo realmente significativas
para os alunos; eles encontram-se na faixa etéaria mais
desperta para as questbes ambientais e tem genuino inte-
resse em as discutir. Terceiro, muitos dos estudos citados,
e de outros que facilmente encontramos na Internet, séo
susceptiveis de ser tratados de um ponto de vista matemé-
tico, na disciplina ou em projectos integrados que envolvam
outras éreas curriculares. Quarto, a Matematica enquanto
ciéncia tem uma participagéo activa na compreenséo dos
fenémenos globais e locais relacionados com o ambiente.
Essa intervencéo pode e deve ser discutida de acordo com
o nivel e a formagéo dos alunos.

O ensino da matematica néo pode apenas olhar a Natureza
de forma contemplativa, como se fosse algo que esté e

se mantera imutavel. Por este andar, daqui a uns anos, os
professores de matematica arriscam-se a ter que rever os
seus exemplos e ser obrigados a ensinar a sucesséo de
Fibonacci com coelhos clonados.

Ja depois de ter escrito este editorial fui ver o filme Os
respigadores e a respigadora, no original Les glaneurs et
la glaneuse. Recomendo-o vivamente, acho que tem a ver
com tudo isto que acabei de escrever...

Antonio Bernardes
Escola Secundaria de Gil Vicente

Les Glaneuses, Jean-Frangois Millet (1814 — 1875)



Naturezas” do Brasil

Figura 1.

O mundo das ideias
matematicas, com as
suas leis e a sua vida

propria imita maravilhosa-
mente o mundo natural:
tal € a imagem forte da
Natureza na Matematica
de sempre.

A imagem da Natureza
na matematica de sempre

inda um pequeno livroin-
{ Natureza na

en-
ndemos, de

— enfrada; sugesir e:caracter estavel do

mundo das ideias matematicas, con-
trastando com o caracter mais muta-
vel do mundo das ideias fisicas.

Os comentérios que seguem néo se
pretendem porém eruditos resultando
antes da propria vivéncia da experién-
cia.

Mas afinal o que é afinal a Natureza?
Teremos todos a mesma ideia do que
seja a Natureza?

O campo natural

Ao falarmos de paisagem natural
apontamos para uma ideia de totali-
dade que associamos a Natureza e ao
evocarmos o mundo natural imediata-
mente intuimos que ele se organiza e
gera segundo certas regras, principios
ou leis, também indissociaveis da ideia
que temos de Natureza e que dela
nos déo a imagem de um imenso
organismo vivo. Empregavam portanto
um termo cheio de sentido os cro-
nistas de viagem, quando referiam a
forma generosa como indios e indias
do Brasil expunha}m as suas "natu-

Todos temos

que e alcanga: S

dos estamos a falar da Natureza'e cer-
tamente que continuaremos a incluir
na Natureza o que possa ser alcan-
cado com as extensdes dos nossos
sentidos a que a técnica nos habituou,
como seja um microscopio, um teles-
copio ou um espectroscépio. Limitar
porém a Natureza a uma tal colecgéo
de coisas heteréclitas mais parece
confundi-la com uma imensa arca de
Noé, onde entre as galinhas e os
elefantes também aconchegassemos
espectros e galaxias.

Uma tal arca de Noé, uma espécie de
jardim zooldgico de tudo quanto existe
seria porém apenas uma forma primi-
tiva de conceber a Natureza. Numa tal
concepgao, em que a Natureza fosse
por assim dizer, tudo quanto existe, s6
nela ndo se incluiria uma hidra de sete
cabegas por ser ela apenas figuravel
através da nossa imaginagéo.

De modo algum, porém, devemos
ater-nos a figuras que s6 visualmente
sejam percebidas; acaso ndo & um
texto uma figura que se & e atraves
da qual reconstituimos todo o mundo?
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Figura 2. Arca de Noé segundo Athanasius Kircher

Porém nem todo o desenho, nem
todo o texto, € figura, representando
algo distinto de si mesmo: sédo bem
conhecidas as “figuras impossiveis”
de Mauritus Escher, que s6 se repre-
sentam a si proprias, ou os “textos
absurdos"” de Eugéne lonesco; ou a
hidra de sete cabecas.

Mas se néo cabe na Natureza tudo o
que se imagina ou prefigura, quais sao
afinal os limites do campe natural?

A lei natural

A ciéncia moderna, nascida por assim
dizer com Galileu, e ainda nao supe-
rada na sua esséncia, ensinou-nos a
ver além das aparéncias: o movimento
diurno do Sol afinal &€ uma ilusdo e

o movimento invisivel de rotagéo da
Terra é que afinal é real; o movimento
diumo do Sol, tal como a imagem

do espectro do ferro permitem-nos
aceder indirectamente ao mundo real
perscrutando indirectamente as suas
leis. O proprio da ciéncia moderna é
“nao ver tudo o que se vé e ver

além daquilo que se vé&". O acesso
indirecto ao mundo real — de que

o mundo revelado pelos sentidos é
apenas o reflexo através de um espe-
lho de feira que distorce — faz-se

em geral recorrendo a outras exten-
soes dos nossos sentidos, distintas
de microscopios e outra aparelhagem;
recorre-se naturalmente ao raciocinio
abstracto proprio da matematica. -
Desde Galileu que a ciéncia moderna
matematiza o real, substituindo-o
mesmo na sua inquirigio, por um
mundo ideal de natureza matematica;
ou seja que as leis mateméaticas
passam por assim dizer a ser as
“naturezas" geradoras do imenso
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organismo vivo que € a Natureza. Nao
se matematiza porém a partir do que
se imagina, mas a partir daquilo a que
0s nossos sentidos e todas as suas
extensdes nos permitem aceder. S6
por isso néo se debrugam os cientis-
tas modernos no estudo da hidra de
sete cabecgas. A hidra é convencional,
como convencional é todo o mito.

Os modelos mais primarios para
“explicar” o mundo sdo precisamente
os mitos, e os mitos suportam-se em
representacbes simbdlicas cuja mani-
pulagdo conduz a ritos de que a forma
mais primitiva € a magia. A ideia de
magia, amplamente aceite 4000 anos
antes de Cristo', est4 associada &
importante ideia de dominar a Natu-
reza, procurando ir portanto além da
sua mera descrigéo.

Exemplificando: manipulando um sim-
ples cabelo de alguém — seja quei-
mando-o ou perfumando-o — pen-
sava-se lograr um efeito, agir, sobre
esse alguém; alguém de quem o
cabelo seria um simbolo, ou seja,
afinal, um modelo simplificado, pre-
servando o simbolo uma relagdo orga-
nica com o simbolizado. Subjacente
a magia primitiva esté a ideia no so
de que o mundo é compreensivel mas
de que é possivel agir nele em nosso
proveito, tanto mais quanto mais se
conhegam alguns dos seus meca-
nismos. Foi assim sob a forma de
magia que nasceram as primeiras
teorias, atestando o elemento linguis-
tico “teo” a crenga numa racionali-
dade superior. “O mistério eterno do
mundo é a sua compreensibilidade”,
disse Einstein em 1936 e ja o pode-
riam ter dito os primeiros inventores
de verdadeiras teorias: os Gregos.

Figura 3. Ferro segundo espectroscopio.

Figura 4. Galaxia segundo telescépio.



Uma teoria € afinal um modelo sim-
plificado de uma parcela do mundo,
modelo em que se manipulam simbo-
los, tal como num ritual, preservando
porém esse ritual uma relagéo orga-
nica com o que a teoria modela, espe-
lhando em particular, as regularidades
e as relagdes de causalidade manifes-
tas no mundo real.

E importante assinalar que, ao simbo-
lizar e ao teorizar reduz-se numa pri-
meira fase a complexidade do mundo
real, simplificando-o numa verséao ima-
ginaria e substitui-se entdo esse
mundo por um mundo simbélico; este
é mais facilmente manipuléavel, per-
mitindo, além disso, atingir sentidos
inacessiveis de outra forma, sendo
depois possivel testar no mundo real
as articulagdes simbdlicas, interpre-
tadas estas em termos de articula-
¢bes reais. O simbdlico situa-se pois
entre o imaginario e o real e a
sublimagao da magia em teoria, cons-
titui um momento notavel e surpre-
endente na evolugdo humana, interli-
gando esses trés termos: imaginario,
simbdlico, real. Num postal endere-
cado a um amigo que se admirava de
néo ter a ciéncia tradicional chinesa
ido além de uma verséo descritiva e
empirica do mundo, dizia Einstein:

"o desenvolvimento da ciéncia oci-
dental apoiou-se em dois grandes
resultados: a invengdo do sistema
légico formal (na geometria eu-
clidiana) pelos filbsofos gregos e
a descoberta da possibilidade de
achar relagbes causais mediante
experiéncias  sistematicas (nho
Renascimento). Na minha opinido
ndo ha que admirar-se pelo facto
de os sabios chineses néo terem
dado estes passos. O surpreen-
dente ¢ que alguém tenha levado a
cabo estas descobertas.”

Tais séo os pilares da ciéncia ociden-
tal: a matematizagéao e a experimen-

tacéo, aspectos complementares de
todas as grandes teorias.

e =ana.| .

Figura 5. A Lei de Newton
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Figura 7. Projecto industrial de uma
peca impossivel

Figura 6. Hidra de sete cabecas

A matematizag&o do real, de que é paradigma a lei de Newton — relacionando
a forga F que age num corpo de massa m, com a aceleragéo a que lhe
imprime — permite uma manipulagéo mais coémoda do real, permitindo mesmo
fazer previsdes deterministicas, pois sendo uma lei matematica, reflecte uma
lei natural.

O jogo natural

O mundo simbodlico da matemética, ndo sendo uma mera imagem especular,
evoca o ausente, sem o reproduzir integralmente, ndo apenas o ausente simbo-
lizado, mas também o ausente imaginado e possivel. Configura-se assim um
espagco de liberdade apenas sujeito as regras internas de certas estruturas;
quanta margem de manobra, quanta liberdade ao evocar! Néo por acaso dizia o
mateméatico Georg Cantor que a “esséncia da matematica é a liberdade”; ou ndo
fosse ela o paradigma de todos os mundos simbélicos, onde os simbolos tém
um poder eminentemente evocador devido ao grande grau de abstracgdo dos
conceitos que simbolizam, tornando-os muito abrangentes na medida em que
séo simples. Todos os conceitos mateméticos sao feitos a partir de conceitos
simples e abrangentes, como abrangente e simples devera ser uma parabola
eficaz.

Os simbolos, por outro lado s6 valem quando no jogo de uns com os outros;

a relagéo dindmica entre os simbolos € mais importante que os préprios simbo-
los, libertando-os do que possam ter de mais convencional. Os simbolos em
movimento tém de adquirir novas qualidades; as palavras — que sédo simbolos
de conceitos e de sentimentos — s através do discurso fazem brilhar os seus
multiplos sentidos, fazendo circular as ideias; o ouro — que é um simbolo venal,
isto é representa valores que se podem vender — s¢ através do mercado ganha
sentido, fazendo circular os valores econémicos: como dizia Marx, “o ouro [...]
apenas representa o encadeamento das metamorfoses das mercadorias”.

Tal como a vida resulta de um fluxo permanente e intenso de energia e matéria
— atravessando os seres vivos, neles entrando ou saindo — assim sucede com
o "espirito matematico”. Pensando bem trata-se do que em termodindmica se
chama uma estrutura dissipativa; exactamente como o é o sistema de peliculas
que se forma numa garrafa de cerveja ao esvazia-la energicamente; insista-se na
necessidade desta energia, pois vertendo o liquido muito suavemente nada se
formaréa no interior da garrafa, que ficara apenas vazia e sem vida no interior.

E o mesmo se passa com outros dominios: sem um forte fluxo de informacéo
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Figura 9. Um campo magnético

Figura 10. O que & natural? (J. Estrela)
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Figura 8. Matematizando o mundo real: perspecfiva (A. Daren)

R

(veiculada por palavras) nao ha pensamento vivo, sem um forte fluxo de
valores econémicos (veiculados pelo ouro) ndo héa vida econdmica, sem um
fluxo dialéctico permanente entre os simbolos matemaéticos e o que eles
representam néo ha actividade matematica possivel.

Vimos que a vida dos simbolos tem que estar ligada a liberdade e a dindmica.
Mas donde vem a forga do jogo dos simbolos matematicos? Precisamente do
elemento criador que deles emana, garantida essa liberdade e essa dinamica.
Séo estes os elementos que lhe d&o vida e que lhes conferem a possibilidade
de ir além do que se vé&, mesmo se eliminando muito do que se vé. Dizia

o matematico Bertrand Russell, prémio Nobel da Paz e da Literatura, que

“a matematica pode ser definida como o assunto em que nunca sabemos o
que falamos, nem se o que dizemos & verdade”; nem podia deixar de ser
assim, visto que ela é por exceléncia um exercicio num mundo inteiramente
simbdlico. Mas entédo como podem ser justissimas estas palavras de Eugene
Wigner, um outro prémio Nobel, desta feita da Fisica?: "a linguagem da mate-
méatica revela-se efectiva para além do razoavel nas ciéncias da natureza";
como é possivel a incrivel harmonia entre as ideias simbdlicas da matematica
e o munda real, conferindo-lhe uma eficiéncia no concreto além do razoavel?
Todos os matematicos conhecem a resposta: o real é apenas uma parcela do
possivel mas néo todo o possivel; ora sendo criativo, o exercicio simbélico
conduz a novos possiveis no mundo simbdlico, para além do real e do ideal,
e a relagéo orgénica com o real que esse exercicio pressupde conduz a
novos possiveis ndo ja no mundo simbdlico mas no mundo real. E por isso
que nunca se pode prever para que serve uma teoria. Em 1791, o primeiro
ministro inglés visitou o laboratério do fisico Faraday, e ao ver todos aqueles
fios, pilhas, bobines, condensadores, que nada |he diziam, perguntou: e para
que serve tudo isto? ao que Faraday respondeu: "para que serve um bébé
quando nasce?”. Como poderia o grande fisico imaginar que o fenémeno

da indugdo magnética, que estava tratando de compreender, viria a tornar
possivel no mundo real, o motor eléctrico, o gerador de electricidade, a
transmisséo por radio, a televiséo, o computador? Faraday estava apenas a
mostrar que havia uma parcela de possivel que, chegado o dia, poderia ser
hipostasiada num concreto atil. A Natureza é afinal o porto de partida e o
porto de chegada da actividade matematica.

Que da crédito a um conceito cientifico? Que da crédito ao ouro? Que da
crédito a palavra? Que da crédito ao simbolo? Um conceito cientifico, o ouro,
a palavra, o simbolo, s6 pode ser algo de real se for algo de possivel: o
dinheiro s6 serd um bem real se for um bem possivel. Naturalmente que

ser simbolicamente possivel nao significa ser imediatamente possivel na
realidade. Os nimeros complexos, inventados no séc. XVI num exercicio livre
no quadro do simbolismo matematico, sé vém encontrar uma aplicacdo no
mundo real quando a eles se recorreu nas transmissdes de electricidade; a
primeira aplicagéo da relatividade geral, proposta por Einstein no principio do
século XX, foi o chamado sistema GPS (Geographical Positioning System)
concebido ha poucos anos para as comunicagdes por satélite usadas nos
telemoveis; a forca dos simbolos vivos pode ser tal que, por exemplo, hoje
em dia, os militares sabem ser mais temivel e incontrolavel a forga da vida
dos simbolos 0 e 1, utilizados nos cddigos, do que a poténcia dos misseis
de uma esquadra naval.

A forga do exercicio mateméatico — que pode ser imensa — néo hé que
procuré-la portanto, em geral, numa adequag&o prematura ao real; ha que



procuré-la sim na coeréncia interna,
de ordem légica racional ou de ordem
intuitiva, em ambos os casos havendo
fatalmente uma coeréncia vital; o dis-
curso simbdlico livre e dinédmico so
sera credivel se adquirir uma vida pré-
pria, mas vida, mesmo se apenas sim-
bdlica. Em todo o caso, o exercicio
simbdlico s6 conduzira aoc possivel
real, se for possivel, tout court, se for
uma abstraccéo hipostasiavel, e s6 o
sera se tiver vida.

A confianga na adequagéo do jogo
matematico ao mundo real fez dizer
ao fisico Dirac — outro "prémio
Nobel” pioneiro da mecanica quéantica
— estas palavras fortes em que o ité-
lico é do préprio Dirac™:

O mais poderoso método para
progredir sugerido pelo presente
consiste em empregar todos os
recursos da matematica para ten-
tando aperfeicoar e generalizar o
formalismo matemaético que forma
a base existente da fisica depois
de cada éxito nessa direcgéo,
tentar interpretar as caracteristicas
matemdticas em termos das enti-
dades fisicas®

O exercicio matematico assemelha-se
a um jogo de coeréncia vital, cujas
regras proprias se véo afinal conhe-
cendo pouco a pouco & medida que
se vai jogando. Seria incorrecto ver
porém no exercicio matematico um
jogo de regras conhecidas a priori, o
que ndo significa que a pouco e pouco
as regras do jogo ndo possam vir a
ser progressivamente codificadas. O
mundo das ideias matematicas, com
as suas leis e a sua vida propria

imita maravilhosamente o mundo natu-
ral: tal é a imagem forte da Natureza
na Matemética de sempre.

Motas

1 A astrologia é um ramo da magia e como é bem sabido muitos néo superaram, na compreenséo
do mundo, o nivel de hd 4000 anos.

2 Proc. Roy. Soc. (London) 7133 (1931), pp. 60-72.
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A musica ndo é mais que uma aritmética inconsciente
Gottfried Leibniz
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Materiais para a aula

de Matematica

Ao longo de 13 anos a revista Educa-
cdo e Matematica tem editado fichas
de trabalho na sua secgdo Materiais
para a aula de Matematica. Chegou a
altura de reunir estes materiais e res-
pectivos comentarios e sugestoes rela-
tivos a sua exploragédo e utilizagdo na
sala de aula. De forma a tornar a utili-
zagao das fichas mais directa, € distri-

buido com este livio um CD-BOM con-
tendo as fichas em formato Word.

Agenda do Professor 2001/2002

Ao longo dos Ultimos anos a APM
tem editado a Agenda do Professor.
Atendendo as sugestdes que foram
surgindo, poderé encontrar, a par
do plano mensal e diario, vérios pro-
blemas, ilusbes de optica e algu-
mas curiosidades, além do 13° més,
de forma a poder planear o préximo

ano lectivo.

APM

— Novas Publicacoes —

Adenda do 4° ano

MATERIAIS PARA

Completa a colecgéo de adendas para
cada um dos primeiros seis anos de esco-
laridade. Apresenta a mesma organizagéo
e concepcédo semelhante aos outros
volumes da colecgdo, com sugestoes
de actividades para serem realizadas em
sala de aula e abrangendo um leque alar-
gado de contelidos teméticos.

Geometria nos 2° e 3° ciclos
Lidar com dados e probabilidades

Mais dois volumes teméticos que séo tradugdes
das adendas do NCTM para os anos de escolari-
dade 5 a 8. Respeitando os temas referidos no
titulo, séo apresentadas propostas para serem rea-
lizadas em aula, devidamente comentadas e com
sugestdes de exploragao.

— Reedi¢oes —

Investigacdes na sala de aula

de Matematica

Segunda edi¢éo da obra edi-
tada em 1998 que é uma

colecgdo de propostas de
investigacdo ja experimen- |
tadas na sala de aula. Surge |
com nova apresentagéo, de |

r'd

Investigacies Matematicas

na Sala de Aula

Fropostas de irabailio

modo a melhorar a sua con- | .

sulta e utilizagao.
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Geometria com o Cabri-Géomeétre

Reedigdo deste titulo, primei-
ramente editada em 1999.
Elaborado no ambito do pro-
jecto T3, a obra é uma
colecgédo de propostas que
podem ser realizadas na aula,
acompanhadas por comen-
tarios e resolugoes.

(Geomelria

com Cabri-géométre
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Matematica

e Natureza:
O que pensam os alunos

Questionarmo-nos se existe algo que
ligue matematica e natureza é o
mesmo que procurar semelhangas
entre um sonho e um pensamento,

ou entre a razdo e os sentidos. Com
isto defendo que o (nico facto parti-
lhado por estes dois empecilhos ideo-
Iégicos é o de serem polos opostos
da mesma mente humana. E claro que
néo existe nada que os relacione! E

é inutil que os tentemos relacionar,
criando ciéncias de monstruosa imper-
feicdo como as fisicas ou as biologias.
Pois estas sdo como orfaos sem valo-
res, prontas a tudo para enquadrar a
arte divina em cubiculos matematicos.
Consola-me o facto de que nunca con-
seguirdo e que, por mais que sejam
as suas tentativas para romper o

véu da arquitectura universal. Hao-de
sempre cair no lodo religioso no qual
todos aqueles que ndo encontrem res-
postas (porque ndo existem) procu-
ram abrigo.

Mas minto quando digo que néo existe
relacdo; a relagéo esta aqui mesmo,
somos nos proprios. Somos, de facto,
um vil ser que (raros séo os que néo
o fazem) procura o prazer em todas
as suas actividades. Chamem a esta

atitude o que quiserem; para mim n&o
passa de arte; uma arte que vem
alimentando o homem desde o seu
nascimento; uma arte sempre rejei-
tada pela frente mas adorada religio-
samente por tras. Entdo, se é de arte
que é o Homem feito, porque néo
abandonar todos os devaneios cienti-
fico-filosoficos e admitir, humildemente
essa nossa sede de prazer.

Dediquem-se religiosamente & agricul-
tura e & arte pois séo tudo o que
alguma vez precisaro num mundo
que nunca vos daré respostas.

Jodo Paixao ( 11° ano)

4

A Matemaética é uma ciéncia pura, a
esséncia da vida, tudo neste planeta
gira em torno da matematica, nada se
pode fazer sem elal

Para mim a matematica tem um signifi-
cado muito importante porque apesar
de ser a pior aluna da turma a mate-
maética, reconhego que esta disciplina
é essencial para o nosso futuro.

Na natureza podemos encontrar
muitas forma geométricas e durante
/

0 ano essa comparacéo tem vindo a
acentuar-se, pois nunca pensei gue
uma simples alga na parede pudesse
ter tanta matematica.

Mas desde sempre se notou essa
proximidade desde as espécies vege-
tais, passando pelos elementos, aca-
bando nos seres vivos e nas suas
simetrias. A matematica é uma dis-
ciplina pesada, entéo para tornarem
esse fardo mais leve, os cientistas
sempre estabeleceram comparagéo
entre a matematica e algo tdo agra-
davel e pacifico como a natureza. E
bom falar de Matematica quando ouvi-
maos correr a agua das fontes cristali-
nas e acabamos por pensar em coisas
matematicas tais como: a velocidade
da queda da &gua, a profundidade

do charco, a temperatura a que se
encontra, enfim para tudo é preciso
matematica excepto para uma coisa
— a minha felicidade, pois a conta
desta disciplina, desta natureza, estou
mesmo a beira de chumbar!

Catarina Leal ( 11° ano)
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A Matemética sendo um dos percur-
sores ramos da ciéncia, sempre teve
um bonito compromisso com a Natu-
reza. J4 os matematicos gregos se
inspiravam no mundo natural para des-
cobrir relagbes entre angulos, nime-
ros irracionais, . ..

A relacéo existente entre a Matema-
tica e a Natureza néo se confina a um
mundo de formas e nimeros. O que
esta para além disso é um extenso
universo de poesia, arte e humani-
dade. O principal objectivo dos mate-
maticos deveria consistir em trans-
portar os nimeros para uma atmos-
fera metafisica, quase como se cada
nimero, cada fungédo, contasse uma
historia. Sendo este tema téo vasto
é dificil, num texto, divagar sobre as
relagbes entre a Matematica e Natu-
reza. Partindo do principio que a mate-
matica & uma ciéncia perfeita (o que
é discutivel), pois esté assente em
verdades inquestionaveis, esta néo
consegue representar a Natureza tal
como ela &, imperfeita. Mas o papel
que a Mateméatica desempenha é
fundamental na aproximacgéo entre o
espirito/matéria.

Jodo Carneiro ( 11° ano)

Claro que a Matematica tem uma rela-
ca@o com a Natureza e com o nosso
mundo. E a matematica a base da
ciéncia que por sua vez tenta explicar
o mundo. Numa arvore vemos um gra-
fico, num passaro uma equagdo. Em
cada pedago de natureza pode haver
um estudo de matemética e & muitas
vezes a natureza que inspira os mate-
maticos a criarem um novo teorema.
E ha uma expresséo que identifica a
natureza N = occ.

José Filipe ( 11° ano)

A Matematica ¢ um modelo cientifico
que tenta aproximar-se o mais possi-
vel do mundo. Mais do que uma ferra-
menta imaginéria & importante para o
desenvolvimento das outras ciéncias
que se queiram aproximar da verdade.

A matemética, sendo percursora do
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infinito ndo tem limite, o que permite
sempre o seu desenvolvimento (como
uma ferramenta que se molda perante
o problema). Um exemplo do infinito
em matemética reflecte-se na "ciéncia
dos fractais” que hoje em dia se
pensa ligada & propria natureza.

Hugo Samuel ( 11° ano)

A natureza tem um ritmo préprio, uma
sucesséo de acontecimentos, mais ou
menos previsiveis, mas sempre (ou
quase sempre) explicaveis através de
um fenomeno fisico. A regularidade
dos fenémenos naturais, a previséo (a
curto prazo) de outros acontecimen-
tos da natureza, o estudo do compor-
tamento dos seres vivos podem ser
estudados matematicamente. A me-
teorologia é a previsdo do com-
portamento do Tempo, sendo estu-
dado através da matematica. Ao per-
guntarmo-nos porque é que determi-
nado animal (ou qualquer outro ser
vivo) optou por determinado compor-
tamento, isso concerteza resultara de
uma adaptagéo para melhorar a capa-
cidade de sobrevivéncia, o que podera
ter como base um fenémeno fisico
possivel de ser estudado matematica-
mente (como por exemplo, a activi-
dade dos corvos).

O tal ritmo proprio da natureza e
também visivel na forma das coisas,
certos elementos naturais tém formas
que podem ser reproduzidas por com-
plexas equactes matematicas. Onde
comegam e acabam os paises? Que
dimensao podemos atribuir ao relevo
de uma montanha? Provavelmente a
matematica sozinha ndo conseguira
responder exactamente a estas ques-
toes, pois existem mdltiplos factores
que influenciam os fenémenos natu-
rais ( a imprevisibilidade da natureza),
mas pelo menos permitir-nos-a ver
uma ordem na natureza (considerando
os tais factores) revelar um ritmo mais
regular e compassado que a tornara
ainda mais bela e magica.

Ligia Rodrigues (11° ano)

Tudo na natureza tem Matematica.

Desde a mais pequena célula que se

multiplica para dar outras células até
/

as algas num laboratério que crescem
com a aparéncia de fractal. Quando
se estuda a quantidade de agua no
solo fazem-se contas para chegar a
uma conclusdo. Quando vamos as
compras fazemos contas para saber
quanto temos de pagar e quanto
receberemos de troco. Tudo na vida
nasce a uma certa hora, cresce

até certos metros, vive segundo

uma certa monotonia, desenvolve-se
segundo determinadas sucessoes e
morre passado z tempo. Bem vistas
as coisas a Matematica é os primeiros
tijiolos para a compreenséo de fodo o
resto.

Ana Maria (11° ano)

Acho que matematica e natureza
estdo intimamente relacionadas. A
Matemética & uma criagdo do homem
e o homem é parte integrante da natu-
reza.

Na minha opinido a matematica é
como um instrumento criado pelo
homem com o objectivo de com-
preender a natureza. Sendo vejamos
o exemplo do comportamento dos
corvos — compreendemos o seu
comportamento recorrendo & Mate-
matica. A Matematica é completa-
mente indispensavel, ndo consigo ima-
ginar um mundo sem ela. Num mundo
em constante mudancga e quando
digo isto penso no mundo natural,
onde nada é constante, tudo é muta-
vel, onde nada é ébvio por mais sim-
ples que seja . Para compreender o
mundo. na minha opinido, o homem
teve desde sempre necessidades,
talvez nédo so6 necessidades mas
era-lhe indispensavel criar um outro
mundo, o mundo matematico para
compreender o primeiro e poder viver
nele. Pois como poderiamos viver
num mundo que nao fizesse qualquer
sentido, numa confusao geral, sem
termos pelo menos, algumas verdades
relativas onde nos apoiarmos para
seguirmos a nossa caminhada?

A matematica € intrinseca ao proprio
homem, pois ser-nos-ia impossivel
viver sem ela. Assim na minha opinido
o homem criou um mundo, numa
esfera superior, que visa compreender
o real onde se possam atingir ver-
dades absolutas e se pode demons-



trar, atingindo uma certa estabilidade
normal indispensavel. A imagem de
que a matematica é um mundo onde
se pode atingir um certo grau de esta-
bilidade é porque através dela se pode
compreender o mundo natural, mas a
prépria matematica € também ela um
mundo instavel, em constante muta-
¢éo e que ndo tem apenas este papel
mas adquire caracteristicas proprias
também elas muito complexas e inex-
plicaveis.

Daniela Pires (11° ano)
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Nao sei se havera alguma relagao
entre a Natureza e a Matematica mas
até pode ser que sim. Acredito que

se possa relacionar porque existem
muitas coisas da natureza que tém

a forma de sélidos geométricos. E
muitos problemas do quotidiano s&o
resolvidos com exercicios de matema-
tica, de resto ndo vejo qualquer rela-
¢ao entre elas.

Telma Sofia (10° ano)

Eu acho que a matemética e a natu-
reza tém muito pouca coisa a ver
além de algumas formas que algo da
natureza possa ter parecido com as
formas de Matemética.

Anténio Pedro (10° ano)

A Matemaética € uma natureza abs-
tracta, logo cada um pode chegar a
uma concluséo por vérios caminhos.

Maria Jo&o (10° ano)

in Pablico, 31 Margo 2001

- Nenhuma investigacao pode ser considerada verdadeiramente ciéncia se ndo puder ser demons-
trada matematicamente.

M [ consido da Vingi /
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| Actualidades

E agora?

O més de Agosto e o inicio de Setembro foram férteis em artigos de opinido
sobre a divulgagao dos dados referentes as classificagbes dos alunos do 12°
ano. Para este nimero da revista escolhemos o artigo de Joaquim Fidalgo
com o titulo Enfim “a lista". E agora?... porque, quanto a nés, levanta um
conjunto de questbes sobre as quais vale a pena reflectir, independentemente
da posigéo que cada um tenha sobre os rankings.

Curiosamente, o artigo comega com uma imagem que muitos de nds conhe-
cemos e utilizamos no ensino da Estatistica:

A caricatura é velha e revelha, mas nem por isso deixa de nos alertar sobre
os limites da estatistica apressada: se eu comi um frango e tu ndo comeste
frange nenhum, cada um de nds comeu, em média meio frango. Estatisti-
camente claro.

No seguimento desta ideia aponta algumas razdées que podem justificar as
reservas a divulgacéo destes dados:

Um ponto parece hoje mais claro: quem, ao longo dos tempos foi manifes-
tando reservas a divulgagéao publica destes dados nédo o tera feito por ser
contra a transparéncia da administragéo publica, mas por recear leituras
apressadas e consequéncias perversas do tratamento meramente quanti-
tativo e bipolar — a légica dos melhores e dos piores, envolta numa capa
de aparente objectividade (...).

Mais a frente alerta para a imagem que pode ter passado para a opinido
publica face as diversas listas divulgadas pelos media e aos destaques dados
aos melhores e aos piores:

Na cabeca de muita gente, a Unica coisa que tera ficado é que a escola
do meu filho é melhor que a tua ou a escola da tua terra é pior que a da
minha.

Depois de analisar a forma como as estatisticas foram realizadas, apontando
outros critérios quantitativos que poderiam ter sido utilizados e que cer-
tamente originariam outras ordenacées, enumera uma séria de aspectos

que dificilmente podem ser mensuraveis, nomeadamente através de exames
nacionais:

E, esgotados todos estes qués de uma viséo (hoje téo na moda..) apenas
quantitativa, estatistica, mensuravel, seguem-se os comos e porqués de
uma andlise qualitativa, mais cuidada, que leve em conta as realidades
sociais, econémicas, geograficas, culturais, uma série de variaveis que
ajudam a fazer justica as escolas concretas, e que ndo langam sobre esta
ou aquela o precipitado estigma de mediocre ou mau.

Segundo o jomalista, & positiva a diversidade das contribui¢des, até como
forma de inibir aproveitamentos perversos:

(...) ja ha escolas a dizer que, sendo assim, sabem muito bem que expe-
dientes usar para fazer subir a sua posigdo em rankings futuros.
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in Publico, 2 de Setembro de 2001

Nés acrescentariamos algumas inter-

rogacdes as de Joaquim Fidalgo:

¢ O papel do Ministério da Educacao
podera limitar-se a divulgagéo de
uma base de dados sem quaisquer
preocupagdes analiticas?

* Que repercussoes podem ser
esperadas dentro e fora das esco-
las?

¢ Que iniciativas devem tomar pro-
fessores e escolas para promover
uma avaliagéo contextualizada do
seu trabalho?

¢ Que iniciativas devem ser desen-
volvidas pela APM?

E importante avaliar o sistema educa-
tivo mas, na nossa opinido, ela néo
se pode reduzir a um qualquer trata-
mento estatistico. Corremos o risco
de ficarmos todos razoavelmente con-
fortaveis (estatisticamente) sendo que
uns estdo com a cabeca no frigorifico
e outros com os pés dentro do forno.

Adelina Precatado
Esc. Sec. de Camoes

Anténio Bernardes
Esc. Sec. de Gil Vicente




Bento de Jesus Caraca
entendia a ciéncia como
“um organismo vivo,
impregnado de condigéo
humana, com as suas
forcas e as suas
fraquezas e subordinado
as grandes necessidades
do homem na sua luta
pelo entendimento e pela
libertacéo”.

A nocéo de que as disciplinas cienti-
ficas, e a matemética em particular,

se articulam e interagem entre si, pro-
vocando-se mutuamente transforma-
¢Oes radicais (ao assimilarem ideias e
modelos originados noutros campos)
e fecundando novas zonas até ai des-
conhecidas, perpassa toda a sua obra
de professor e de lutador pela ciéncia
e pela cultura. E o seu apelo constante
ao uso do conhecimento sobre a his-
téria da ciéncia é sem duvida o melhor
método que encontrou para o fazer
sentir e para o transmitir.

Desde logo, no prefécio aos Con-
ceitos Fundamentais da Matematica,
nos adverte que a atitude que toma
em face da ciéncia é a de quem “pro-
cura acompanha-la no seu desenvolvi-
mento progressivo, assistir & maneira
como foi sendo elaborada” vendo
“toda a influéncia que o ambiente da
vida social exerce sobre a criagéo da
ciéncia”.
Bento de Jesus Caraga entendia a
ciéncia como “um organismo vivo,
impregnado de condigdo humana, com
as suas forgas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades
do homem na sua luta pelo entendi-
mento e pela libertagdo”. Claramente,
/

A Matemética é geralmente consi-
derada como uma ciéncia & parte,
desligada da realidade, vivendo na
penumbra do gabinete, um gabi-
nete fechado, onde néo entram os
ruidos do mundo exterior, nem o
sol nem os clamores dos homens.
Isto, s6 em parte é verdadeiro.
Sem duvida, a Matematica possui
problemas proprios, que nédo tém
ligagéo imediata com os outros
problemas da vida social. Mas
ndo ha divida também de que
os seus fundamentos mergulham
tanto como os de qualquer outro
ramo da ciéncia, na vida real; uns
e outros entroncam na mesma
madre.

Mesmo quanto aos seus proble-
mas proprios, raramente acontece,
se eles s&o de facto daqueles gran-
des problemas que pdem em jogo
a sua esséncia e o seu desenvol-
vimento, que eles hdo interessem
também, e profundamente, a cor-
rente geral das ideias.

E qual é essa madre, da qual Bento
de Jesus Caraga vé entroncar os fun-
damentos das disciplinas cientificas?
Inegavelmente, a natureza.
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A Fogueira — fotografia da autoria de Bento de Jesus Caraga (1936)

E a natureza, ao meio exterior as
sociedades humanas, que ele vai
buscar as origens e as motivagbes
para a sobrevivéncia e para a transfor-
magéo constante de que as socieda-
des séo palco — o aparecimento dos
problemas da contagem, da medida,
do movimento, da mudanga social, da
incerteza, da complexidade.

Num laborioso processo evolutivo, o
homem foi “tornando a sua vida cada
vez mais segura e isso so foi possivel
por virtude do seu conhecimento cada
vez maior do mundo em que vive.

A experiéncia mostrou-lhe entdo que
s6 um caminho havia para assegurar
com éxito a sua conservagao — o
conhecer quanto mais perfeitamente
melhor”, disse Bento de Jesus
Caraca numa conferéncia realizada na
Universidade Popular de Settbal, em
Margo de 1931.

E continua, nesse texto pleno de
maturidade, que prenuncia o ciclo
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de grandes conferéncias que proferiu
durante as alturas “inquietas e fecun-
das” dos anos 1930: “Mas nem so
estas necessidades de ordem material
impulsionaram sempre o homem:;
desde que a sua existéncia se encon-
trou suficientemente assegurada para
Ihe néo ser necessario dedicar-lhe
todos os seus momentos de atengéo,
o homem virou-se para a contempla-
¢éo da natureza e dessa contempla-
¢ao nasceu no seu espirito o senti-
mento do belo, origem de todas as
suas manifestagdes artisticas.”

Como se vé, uma natureza concebida
como uma madre fecunda: dos sabe-
res Uteis & economia, as ciéncias que
interpretam a verdade experimental;
do sentimento do belo, as artes que
suscitam a experienciagao estética.

E muitos, muitos outros exemplos
encontramos ao longo da sua obra
que nos mostram a profunda con-
vicgdo que nutria pelas capacidades

Bento de Jesus Caraga com Jodo Caraga ao colo (1946)

da conjugagdo harmoniosa do génio
humano com a natureza — gostaria
de mencionar, a este respeito, a pro-
digiosa sintese que, no final do seu
luminoso Galileo Galilei, nos fornece
sobre as origens do pensamento cien-
tifico modemo.

De facto, a Bento de Jesus Caraga
adaptam-se como uma luva as frases
que escreveu sobre Galileo: “teve
tudo contra si — uma época mais
turva de transformagéo, uma estra-
tificagéo social menos definida, uma
enorme dose de rotina e incompre-
ensao contra que lutar”... mas “o
homem-em-si ndo existe. S6 tem rea-
lidade o homem em acgéo com o
meio”.

Por estes motivos, pelo seu amor
pela ciéncia, pelo conhecimento e pela
cultura, pela sua crenca profunda no
aperfeicoamento do ser humano, pela
sua devogéo ao desenvolvimento do
espirito de solidariedade, pela sua
batalha sem tréguas pela liberdade e
pela educagao para tados, ele foi, ver-
dadeiramente, "o herdi dum grande
drama que nos enternece” e que,

ao mesmo tempo, nos garante que

€ possivel construir um século XXI.
Basta nao deixar de o querer.

Jodo Caraga

Fundagao Calouste Gulbenkian
Instituto Superior

de Economia e Gestao



Figura 1. Stonehenge

Os ritmos da natureza
s6 comegam a ser
estudados, descritos e
explicados quando a
observacgéo rigorosa se
alia o rigor da descrigéo
matematica, da medida e
da experimentagéo.

A Matematica e a Natureza

Em resumo

Na Matemaética o homem busca a
forma, a ideia e joga com ela; no
estudo da Natureza o homem sente
0 seu ritmo e procura apropriar-se da
sua musica, da sua dinamica, do seu
caos.

Assim, vemos surgir a Geometria com
os Gregos e a Dinamica com Galileu
e Newton. A busca da forma perfeita,
do movimento regular e estavel tor-
nam-se o paradigma da Ciéncia.

Os conjuntos de Cantor (fractal) e

os pontos homoclinicos (caos) de
Poincaré, no final do século XIX levam
& mudanga de paradigma. Durante
todo o século XX prepara-se essa
mudanc¢a, mas s6 no final do século

a Geometria Fractal e a Teoria do
Caos se impbem como areas cienti-
ficas; seré preciso percorrer o novo
século para que a busca da forma frac-
tal e do comportamento cadtico se
tornem dominantes na actividade cien-
tifica.

Quanto a sintese entre a forma e o
ritmo, entre o fractal e o caos, entre

a Matematica e a Natureza sé se tor-
naréa possivel pel? forga das tecno-

A Forma e o Ritmo

Mercés Ramos
Sousa Ramos

logias. Assim, o caminho tecnoldgico
na direcgao do digital, do DNA e da
dominagéo da informatica leva-nos a
perceber a Matemética e a Natureza
através do computador, processamen-
tos ultra-répidos de sucessées de O e
ToudeA, C, GeTque modelam

a realidade em fluxos de palavras biné-
rias ou de 4 letras e impéem-nos

uma Matemética e Natureza discreta
e finita.

Em mais detalhe (mas realcando
apenas aspectos mais relevantes)

E da observagéo da Natureza, mas
sobretudo das necessidades sentidas
quer para controlar os fenémenos
naturais quer para prover a organiza-
¢éo social cada vez mais complexa,
que vao emergindo as formas (ou
objectos) matematicos.

As primeiras concepgdes de nimero
e forma datam de tempos remotos
como o0 comego do Paleolitico.

A representagéo de “objectos” foi
talvez a primeira actividade humana de
natureza matematica. As pinturas em
cavernas, com mais de. 15 000 anos,
revelam uma notavel compreenséo da
forma, isto €, uma compreenséo da
descrigdo bidimensional dos objectos
no espacgo. A ideia de nimero, uma
das ideias mais abstractas produzidas
pelo pensamento humano, foi ela-
borado lentamente, tendo tido uma
origem qualitativa (comega com a
distingdo entre um, dois e muitos).

15

Educagéo & Matemética n® 64 ¢ Setembro/Qutubro de 2001




¥ ¥

Figura 2. Pitagoras

Figura 3. Sextante utilizado por Tycho Brahe
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Enquanto a ideia de nimero evolui
tornando-se uma guantidade, desen-
volve-se também a simbologia, per-
mitindo a representacéo e operagdes
entre os numeros. Quando passou

de némada para agricultor, o Homem,
teve necessidade de dividir terrenos

e construir casas. E sobretudo nas
comunidades neoliticas, que se fixam
ao longo dos grandes rios da Africa

e Asia, nas regides tropicais ou pro-
ximo delas que as ideias mateméaticas
mais se desenvolvem. As terras situa-
das ao longo desses rios produziam
colheitas abundantes desde que as
cheias fossem devidamente contro-
ladas e os pantanos drenados. No
decurso dos séculos estes problemas
foram sendo resolvidos pela constru-
¢éo de digues, canais e represas. A
irrigagao exigiu a coordenagao de acti-
vidades entre localidades muito dis-
tantes. A medida do tempo passou a
ter enorme importancia e os ritmos do
movimento do Sol e da Lua, associa-
dos as estacGes do ano forneciam o
fundamento para essa medida; para

a construcdo de calendarios e para
fazer previsbes permitindo-lhe proce-
der s sementeiras de modo mais
seguro. A melhoria da agricultura con-
duziu a uma produgéao excedentéria,
melhorando os padroes de vida das
populaces e ao aparecimento de uma
aristocracia urbana. A administragéo
das obras era feita por um grupo
conhecedor do ciclo das estagbes do
ano, do movimento dos astros, da arte
de dividir os campos, do armaze-
namento de alimentos e do esta-
belecimento de impostos. A énfase
inicial é dada, naturalmente, & aritmé-
tica pratica e a medic&o. Porém, os
detentores do conhecimento, adqui-
rido durante séculos, néo tém como
tarefa apenas aplicar mas também
ensinar os seus segredos. Isso leva
ao desenvolvimento da tendéncia para
a abstraccgéo: gradualmente a aritmé-
tica transforma-se em élgebra, ndo

s6 porgue possibilita melhores calcu-
los praticos mas também como resul-
tado do conhecimento cultivado e
desenvolvido nas escolas dos es-
cribas; a medigao da origem ao
comeco (apenas comego) da geo-

metria tedrica. A matematica meso-
potamica atinge um desenvolvimento
relativamente elevado. Os textos
mais antigos (3° milénio) revelam

uma grande capacidade para calcular,
contém tabuas de multiplicagéo e o
sistema sexagesimal sobrepoe-se ao
sistema decimal. Mas a caracteristica
mais relevante é a de que, no sistema
de numeracéo, o mesmo simbolo
indica o seu valor pela posigéo, tal
como no actual, e parece ter resul-
tado de problemas da administragéao,
nomeadamente os relacionados com
a distribuicdo de gado e sementes e
com as operagdes aritméticas resul-
tantes dessas transacgdes. Ulterior-
mente apareceu um simbolo para
representar o zero. A divisao actual da
hora em 60 minutos e 3600 segundos
e do circulo em 360 graus, cada grau
em 60 minutos e cada minuto em 60
segundos é heranca dos sumérios. Os
textos datados de 1750 a.C. mostram
que ja havia a técnica para manipular
as equacdes quadraticas e lineares
com duas variaveis e mesmo proble-
mas que envolviam equagdes cubicas
e biquadraticas. Tal como no Egipto

a geometria proveio da fundamenta-
¢ao de problemas préticos relaciona-
dos com a medig¢éo. Na geometria ba-
bilonica existem formulas para éreas
de figuras simples e para volumes de
solidos simples e é conhecido com
toda a generalidade a relagdo numé-
rica entre lados de tridngulos rectan-
gulos (teorema de Pitagoras). Con-
tudo, a caracteristica principal desta
geometria, como a de outras civili-
zagbes, € o seu suporte algébrico.

Os textos deste Ultimo periodo estao
fortemente influenciados pela astrono-
mia, a qual atinge um consideravel
desenvolvimento. A matematica tor-
nou-se mais perfeita na sua técnica
de célculo e procurou resolver proble-
mas por meio de equagbes que reque-
riam uma certa habilidade numérica.
As operagdes numéricas complicadas
ja ndo estao directamente relaciona-
das com problemas dos impostos ou
de medigdes mas com problemas de
astronomia ou com o puro prazer do
calculo.




Apesar das diferengas entre as mate-
maticas egipcia, mesopotamica, chi-
nesa e indiana, na generalidade a

sua natureza aritmético — algébrica é
idéntica, ndo parecendo ter-se eman-
cipado da influéncia milenar dos pro-
blemas técnicos e administrativos,
para os quais fora inventada e

ndo se encontram tentativas daquilo
que denominamos por demonstragéo.
Quer a matematica, quer a astronomia
constituem-se como “ciéncias” muito
ligadas a fins utilitarios.

E na Grécia antiga que o conhe-
cimento cientifico sofreu um outro
impulso: procurou-se uma compreen-
séo racional do mundo natural. Os
primeiros estudos de matematica na
Grécia tinham como objectivo principal
compreender o lugar do homem no
universo utilizando um esquema racio-
nal. O conhecimento da natureza é
uma parte do conhecimento geral e
consoante a escola assim um aspecto
ou outro da filosofia da natureza é
realgado. A matemaética ajudava a
ordenar as ideias de forma logica, a
encontrar principios fundamentais. E
claro que ela néo surge do nada,

é herdeira das antigas civilizagées
orientais devido ao contacto entre os
povos que habitaram a Grécia e essas
civilizagdes; Tales de Mileto, conside-
rado o pai da matemética grega, é um
mercador. E na Grécia que surge pela
primeira vez um grupo de homens (os
sofistas) que abordam problemas de

Figura 4. Mysterium Cosmographicum de Kepler

natureza matematica como parte de
uma investigacéo filosofica do mundo
natural e desenvolvermn uma mate-
méatica que visa a compreenséo e

néo a utilidade. Além dos sofistas

que davam énfase a realidade da
mudanga (em especial os atomistas
como Leucipo e Demécrito), havia a
escola pitagérica fundada pelo mitico
Pitagoras. Esta escola procura os ele-
mentos imutéveis na natureza e na
sociedade. Ao procurarem as leis eter-
nas do universo estudam a geometria,
a aritmética, a astronomia e a musica.
Obtém alguns resultados interessan-
tes como os nimeros “triangulares”
(representam uma ligagéo entre a
geometria e a aritmética). E de salien-
tar que, o conhecimento do teorema
de Pitagoras na Babilonia, resulta de
medi¢es, enquanto na Grécia foi con-
cebido como um teorema geométrico
abstracto; a demonstragéo geral, pro-
vavelmente, foi feita por Pitagoras. O
resultado mais importante que lhe é
atribuido & o dos nimeros irracionais.
Ao estudar a razdo entre a diagonal

e o lado do quadrado, descobriu que
néo podia ser dada por nimeros intei-
ros ou fraccionarios — incomensura-
bilidade de segmentos de recta. Os
Elementos de Euclides (~300 a.C.)
demonstram a existéncia de um sis-
tema ordenado da geometria no plano.

Embora com os gregos a matematica
se desligue totalmente dos aspectos
utilitarios e da medicéo, a observagéo,

além da reflexdo, continua a interessa-
los levando-os a interrogar-se sobre o
universo em que vivem. Certamente
foram as observacoes aliadas 4 refle-
x&@o que conduziram Pitagoras a con-
siderar a Terra esférica, contraria-
mente a concepcdes anteriores em
que esta era vista como plana. Com
base em observagdes cuidadosas e
nos conhecimentos de geometria dis-
poniveis Eratostenes (275-193 a.C.)
calcula o perimetro da Terra e Hiparco
(séc. Il a.C.) durante um eclipse solar
— total em Helesponto e 80% em
Alexandria, conhecendo as latitudes
das duas cidades, por consideracdes
geomeétricas determinou a distancia da
Terra a Lua e, posteriormente, a dis-
tancia da Lua ao Sol.

Assim, os primeiros desenvolvimentos
matematicos séo relativos & forma. A
representacédo do ritmo mais evidente
na Natureza, o definido pelo movi-
mento dos astros fez desenvolver a
geometria plana e esférica e prin-
cipalmente a trigonometria que, de
inicio, ndo se distingue da astronomia
(essa distingéo é feita primeiro por
Nasir, 1201-74, e posteriormente por
Regiomontano em 1464). Contudo,
mesmo as descrigdes dos ritmos sdo
enquadradas na das formas: a des-
crigdo do movimento aparente dos
astros € associada ao circulo e a
composigdes de circulos; a dos movi-
mentos dos corpos terrestres, inclui-
da na Mecanica, as primeiras de que

Figura 5. Agrupamentos de estrelas segundo Thomas Wright (1711-1786)
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Figura 6. Homem olhando o

ha registos, ligam-se ao estudo das
condi¢des de equilibrio da alavanca —
qguando a alavanca roda, a “velocidade
do peso” é proporcional ao compri-
mento do braco que o suporta e as
poténcias opostas cancelam-se; a ala-
vanca é associada a uma das proprie-
dades magicas do circulo e muitos
dos movimentos na mecénica séo
relacionados com propriedades da ala-
vanca.

Apesar de todo o desenvolvimento da
geometria grega, € uma geometria no
plano. Mas a Terra e a esfera celeste
séo esféricas, sobretudo os arabes
desenvolvem uma trigonometria esfé-
rica e surgem geometrias em espagos
néo planos. Mas quer as geometrias
no plano, quer em superficies curvas
quer em espagos superiores a dois
descrevem formas regulares, € a geo-
metria do regular,

E, as outras ciéncias? Claro que os
gregos dados & contemplagéo e refle-
xa0, também observam a Natureza,
observam-na mesmo muito e procu-
ram ligar entre si as observacoes

que realizam, fazem comparagdes e
tentam explicagdes. Mas recorrem
essencialmente a analogia, acreditam
no valor do testemunho, procedem
essencialmente por indugéo, néo sen-
tindo necessidade de verificar com
novos factos a lei geral estabelecida.
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infinito (Camille Flammarion,

li

sec. XX

Na Fisica de Aristoteles, expoente

da fisica grega, ha essencialmente
descrigéo, julgamento, avaliagdo vaga
deste ou daquele aspecto mas nao
ha medigdo — os gregos observam
mas nao experimentam. A matematica
tao elegantemente desenvolvida nao
¢ ligada directamente as observagoes
do mundo natural, além da astro-
nomia. Arquimedes deve ter sido a
excepgao ao interessar-se quer pela
matematica quer por aplicagbes pra-
ticas de mecanica. Um dos contribu-
tos mais importantes esta relacionado
com teoremas sobre &reas de figuras
planas e sobre volumes de corpos
solidos, situando-se num campo que
hoje denominamos por calculo inte-
gral, de importancia fundamental em
desenvolvimentos posteriores da
Fisica e Engenharia. Para além de
muitos outros contributos citamos o
seu teorema sobre o peso aparente
dos corpos quando mergulhados num
liquido — teorema de Arquimedes.

Os ritmos da natureza s6 comegam

a ser estudados, descritos e expli-
cados quando & observacéo rigorosa
se alia o rigor da descrigdo matema-
tica, da medida e da experimentago.
Esse impulso emerge na astronomia
com Kepler (1571-1630) baseado nos
registos rigorosos de medigoes rea-
lizadas por Tycho Brahe e por ele

préprio, enuncia as trés leis para o
movimento dos planetas. No entanto,
é Galileu (1564-1642) quem perspec-
tiva a relacdo intrinseca entre a fisica
e a matematica: a matematica passa

a ser a expresséo simbolizada da
realidade que a fisica pretende descre-
ver. Poder-se-a perguntar, foi Galileu
o principal iniciador da medida? Vimos
que, no inicio das civilizagbes, a
medida deu origem a geometria e con-
tribuiu para o conceito de nimero;
nunca deixou de ser utilizada para

fins préaticos e do séc. Xlll a XVI é
utilizada na actividade técnica na cons-
tru¢do de intimeros engenhos. O que
Gallileu fez foi recolocar a importancia
da medida das grandezas para encon-
trar relagdes entre elas através da
matematica. Apesar da perspectiva
revolucionéria de Galileu ao delinear
as caracteristicas do que hoje denomi-
namos "“ciéncia”, a formulagéo mate-
matica da sua fisica é pobre, ndo
dispunha da “ferramenta” adequada.
Essa ferramenta (método das fluxdes)
é inventada por Newton (1642-1727)
ao procurar descrever os ritmos
observados na Natureza, constituindo
hoje o célculo diferencial e integral.
Ao fazé-lo nao s6 impulsiona a fisica
de um modo nunca antes conseguido
como fez nascer um novo ramo da
matematica, a analise matematica. Do
mesmo modo, Leibniz (1646-1716) ao
procurar comprender a unidade essen-
cial do universo, busca um método
geral através de uma linguagem uni-
versal para a mudanga e o movimento,
sendo levado a criagdes matematicas:
ao calculo integral e diferencial, a com-
binatdria, & légica simbdlica e a ind-
meras inovacdes na notagéo matema-
tica. A nova ferramenta matematica

¢ aplicada a uma diversidade cada

vez maior de fendmenos, Por exem-
plo, Taylor (1713) ac estudar uma
dada equagéo diferencial descobre
que a forma fundamental de uma
corda vibrante é uma curva sinusoidal,
D’Alembert desenvolve a andlise geral
da corda vibrante (introduz as equa-
¢Oes as derivadas parciais) e Euler,
em Uma Nova Teoria da Musica, ana-
lisa as vibragbes de sinos e tambores.
Desde Newton e Leibnitz passa a
existir uma relagao intima entre as

leis da natureza e as da matemética.
Assim, na fisica séo utilizados concei-
tos que mais tarde a matematica tor-




nara precisos, é o caso dos concei-
tos velocidade, forga ace-

leragéo, ..., os quais
contém implicito, o
conceito de vector,
no entanto, o

calculo vectorial

s0 se desenvol-

vera na segunda
metade do séc.

XIX. E de notar

que muitos cien-
tistas (entre outros,
Poisson, Fourier e
Cauchy) séo conduzi-
dos a produgbes podero-

sas na matematica movidos pelo

seu interesse profundo por questdes
da mecanica e da fisica. Por outro
lado, ha desenvolvimentos auténomos
da matematica para os quais néo era
previsivel a sua aplicagéo na fisica ou
noutras ciéncias. Estdo nesse caso a
teoria dos grupos, as geometrias néo
euclideanas, a teoria das probabilida-
des e a teoria dos conjuntos.

A relatividade de Einstein veio mostrar
que o desenvolvimento das geome-
trias néo euclideanas tinham sentido
no mundo fisico. A teoria dos grupos
desenvolvida por Galois, Lie e Klein,

e a andlise em variedades por Weyl

e Cartan desempenham um papel
importante na descrigdo geométrica
da fisica quantica.

A teoria das probabilidades surgiu
devido a questdes de seguros e
desenvolveu-se para os jogos de azar
(Fermat e Pascal séc. XVID. O desen-
volvimento da teoria das probabilida-
des (durante o séc. XVIID conduz

a tentativas de aplicar as proba-

Figura 8. Representagéo tridimensional do
cortéx cerebral

Figura 7. Representagao computacional
da dinamica de um gas

bilidades ao pensamento
humano, nomeadamente a
probabilidade de um tri-
bunal chegar a veredictos
verdadeiros (séc. XIX). Mas a
teoria das probabilidades, sobre-
tudo o seu ramo mais prético, a
estatistica, foi aplicada, com bastante
extenséo, em diversas ciéncias. Nas
ciéncias sociais (recém emergentes)
foi aplicada a nogéo de distribuicdo
normal a inimeras situagdes, desde
as medidas do corpo humano, ao
crime, casamento, suicidios e
Quetelet em Mecénica Social (um
ensaio sobre fisica social, 1835) intro-
duz o conceito de homem médio; em
Biologia, Galton (1822-1911), aplica a
curva de distribuigéo dos erros quéte-
let-gaussiana, especialmente na gené-
tica, onde recolhe numerosos dados
e introduz os conceitos de correlagao
e de regresséo, mas também na psi-
cologia devido & ideia de que tudo
é quantificavel — deu origem a cria-
¢éo do primeiro laboratério de psico-
logia experimental em Leipzig (1879).
Pearson, desenvolve os fundamentos
matematicos para a estatistica do séc.
XX especialmente a aplicada a ques-
tées bioldgicas. E curioso que os
fisicos considerem os sucessos dos
processos probabilisticos nas ciéncias
sociais para a aplicagao a processos
fisicos, emergindo por vezes uma ana-
logia vaga entre individuos de uma
populacédo e moléculas de um gés.
Na méo de fisicos como Boltzmann
e Maxwell, a estatistica desabrocha e
a teoria cinética dos gases assume
um papel importante na evolugéao da
fisica, conduzindo ao aparecimento da
fisica estatistica a qual se aplica em
dominios como: a termodinamica, a
mecénica quéntica, a astronomia e
outros. Markov, na continuagéo dos
trabalhos desenvolvidos pela escola
russa, para o estudo de fungées com

variaveis aleatdrias introduz o que hoje
/

denominamos “cadeias de Markov”
(de 1886 a 1922) que se aplicam &
fisica estatistica, a genética e a eco-
nomia.

Assim, no final do séc. XIX e durante o
séc. XX ha duas modelagbes matema-
ticas possiveis para os fenémenos ob-
servaveis (directa ou indirectamente).
Um, o mais antigo resultava da aplica-
cdo das equacdes diferenciais. Teori-
camente permitia a determinagdo com
rigor da evolucdo de qualquer sistema,
em particular do universo, na prética
s8¢ aplicavel a problemas relativamente
simples. O outro, mais recente, resul-
tava da anélise estatistica de quantida-
des médias caracteristicas dos siste-
mas de um grande nimero de cons-
tituintes, por isso traduzia uma repre-
sentacéo grosseira da evolugdo dos
sistemas complexos — eram as leis
dos grandes nimeros.

Néo s6 a ciéncia, também a industria,
em franco progresso a partir do séc.
XVIIl, se alia irreversivel e reciproca-
mente & matematica — as técnicas
véo dando lugar as tecnologias.

Mas, tal como as formas, todos os
ritmos da natureza estudados (e os
dos artefactos criados pelo homem a
partir das leis da natureza) s&o do tipo
regular (periédico) ou possivel de tal
ser considerado como aproximagéo. A
mudancga comega a preparar-se com
Cantor (1883) ao introduzir conjuntos
com a cardinalidade do continuo, mas
totalmente desconexos. Séo estes
conjuntos que permitem, pela primeira
vez descrever formas néo regulares.
Com Peano (1890) e Van Koch
(1904) surgem as curvas continuas
designadas por fractais depois de
Mandelbrot (1955). Em simultaneo,
Poincaré (1882), tentando resolver um
problema antigo (é o sistema solar
estavel?), mostra que é irresolivel

no quadro do célculo diferencial e
integral, devido ao aparecimento de
pontos homoclinicos (intersecgdo das
variedades estaveis e instaveis de
pontos selas) levando ‘ao apareci-
mento de solugbes — mais tarde
designadas por atractores estranhos
(Ruelle e Taken, 1971) — que tradu-
zem a existéncia de comportamento
cadtico. Embora Poincaré néo resol-
vesse o problema, desenvolveu um
ramo da mateméatica a que chamou
analisis situs, mais tarde denominada

Educagio e Matematica n® 64 » Setembro/Cutubro de 2001




topologia, e introduziu técnicas novas
no estudo da dindmica — dindmica to-
polégica, permitindo o estudo dos sis-
temas dinamicos complexos. A asso-
ciagéo destas técnicas a codificagédo
simbdlica conduz a dindmica simbélica
comegando a tornar possivel o estudo
de sistemas de que a partida ndo se
conhecem as equagées diferenciais
como & o caso de sistemas meteoro-
logicos, bioldgicos, econdmicos, psi-
cologicos, socioldgicos ou outros. E
de salientar que durante o séc. XX
houve mais publicagdes de matema-
tica e desenvolveram-se mais areas
do que em toda a histéria anterior.

E oportuno interrogarmo-nos se essa
producédo imensa se traduziu numa
maior eficacia no conhecimento e
compreenséo da Natureza? Apesar da
quantidade de conhecimento produ-
zido acerca do universo em que vive,
o homem actual s6 compreende e
descreve uma pequena parte dos fe-
nomenos que nela se produzem, os
regulares. E, do mesmo modo que

na antiguidade o homem procurou
compreender a regularidade dos fend-
menos naturais, também agora esta
perante o enorme desafio de compre-
ender em profundidade e dominar fe-
némenos como: o clima, a codificagéo
do DNA, os mercados, as interacgdes
sociais, a aprendizagem, o processa-
mento da informacgéo no cérebro, ...,
Isto &, fenébmenos cuja forma ou ritmo
ja ndo sao mais da classe do regular.

E nossa opinigo que, no séc. XX, os
fractais e o caos definirdo o paradigma
dominante da actividade do matema-
tico no seu desejo de compreender as
formas e os ritmos da Natureza.

Mercés Ramos
ESE de Lisbhoa

Sousa Ramos
Instituto Superior Técnico

Nikolay Lobachevsky
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Materiais para a aula de Matemaética

A Terra estard com febre?

As alteragoes climaticas, o aqueci-
mento global, a subida do nivel do
mar, ... séo temas té&o actuais e impor-
tantes, que mobilizam os jovens, e
que por outro lado lhes permitem
apreciar a ligagéo da Matematica a
realidade e perceber a sua importancia
no mundo actual.

Esta tarefa foi pensada de modo que
a primeira pagina se destine a alunos
do 2° ou 3° ciclos enquanto a activi-
dade na totalidade (1? e 2° paginas) se
dirige a alunos do ensino secundario.

De facto os dados das temperaturas
médias em Lisboa ndo apresentam
uma tendéncia muito diferente do que
se passa com as temperaturas glo-
bais:

Esta actividade tanto pode ser uma
simples tarefa para a sala de aula
como um ponto de partida para um
projecto mais prolongado ou até para
a Area de Projecto.

Ha alguns locais na Internet onde é
possivel encontrar dados relativos ao
clima, destacamos o do Instituto de
Meteorologia de Portugal — http:/
/www.meteo.pt, um local na Nasa

de onde tiramos os dados usados

e onde é possivel encontrar muitos
outros — http://www.giss.nasa.gov/
data/update/csci/world_and_us_maps/
index.html e um local que permite a
quem estiver interessado, participar
num projecto colectivo de estudo do
clima, em casa, a partir do seu compu-
tador pessoal — http://www.climate-
dynamics.rl.ac.uk/.

Adelina Precatado

Né&o existe nenhum ramo da matematica, por mais abstracto que seja, que ndo
possa algum dia ser aplicado a fenémenos do mundo real



A Terra estard com febre?

O relatdrio elaborado por centenas de cientistas, de todo o mundo, é bem claro: o clima esté a
mudar e o progndstico para os proximos anos destrdi qualquer sinal de optimismo. Aumentos
de temperatura que podem ir até aos seis graus e subidas do nivel do mar de um metro. Tem-
pestades secas e uma acentuagéo dos fendmenos extremos séo também previsées climéticas

para os tempos que se aproximam...
revista Visdo, Maio de 2001

De facto hé muito que os cientistas tém vindo a alertar para o aquecimento global do nosso pla-
neta e para as consequéncias que dai resultam.

O grafico traduz a temperatura média anual & superficie da terra no periodo de 1950 a 2000.

Temperatura global

°c
15,0
145 -
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1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000

Anos

1. Analisa o gréfico e descreve a evolugdo da temperatura ao longo dos anos. Tem aumentado
ou diminuido? Em que ano foi mais alta? Notas alguma tendéncia?

2. Se se mantiver esta tendéncia o que te parece que ird acontecer nos proximos anos? Qual
pensas que sera a temperatura média global em 20057 E em 21007?

3. Que razbes estaréo na origem do aquecimento da Terra?
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4. O que se passara em Portugal? A temperatura também estara a aumentar?

5. A tabela apresenta dados relativos as temperaturas médias em Lisboa no periodo de 1900
a 2000.

6. Ultiliza a calculadora para representares graficamente estes dados.

7. Traga uma recta que te indique a tendéncia da evolugéo da temperatura. Uma forma € usares
a regresséo linear da calculadora.

8. Qual é o declive da recta? Tenta interpretar o valor do declive no contexto da situagéo.

9. Se esta tendéncia se mantiver quanto pensas que sera a temperatura média em Lisboa
no ano 21007

10. Segundo a noticia da revista Viséo referida no inicio desta actividade:

As previsées efectuadas com base no modelo de simulagdo pelo grupo de Meteorologia e
Climatologia da Faculdade de Ciéncias de Lisboa sdo conclusivas: até 2100 a temperatura
média do pais deverd aumentar dois graus no inverno e trés no veréo.

Compara estas previsdes com as conclusdes a que chegaste, para Lisboa, a partir do teu
estudo. :
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Ha uma clara
simbiose entre a
Matematica

e as diversas
Ciéncias que dela
fazem uso.

A Biologia néo é
excepcao

A Matematica e a Vida

Carlos Braumann

Introdugao

O Homem & um voraz perguntador, a sede do conhecimento faz parte da sua
natureza. Essa curiosidade produz conhecimentos que podem ser aplicados em
proveito préprio. Mas o inverso também é verdadeiro, a necessidade de aplicagéo
leva & procura do indispensével conhecimento. Este circulo virtuoso ajuda a
compreender como esta caracteristica foi seleccionada ao longo da evolugio
(natural) e como o sucesso e a marca do Homem, mais do que em qualquer outra
espécie, estdo indissociavelmente ligados a esse espirito inquiridor e a inteligéncia
que lhe esta associada. A Matematica evoluiu (culturalmente) de forma
semelhante, alimentada pela sede de conhecimento da prépria Matemética e pela
utilidade desse conhecimento para a compreenséo das outras Ciéncias. Ha uma
clara simbiose entre a Matematica e as diversas Ciéncias que dela fazem uso. A
Biologia néo é excepgéo.

Desde como crescem e se extinguem populagdes de seres vivos, interagindo entre
si e com outras populagdes de presas ou predadores, de parasitas ou simbiontes,
como se propaga uma epidemia, como evolui a estrutura demografica e genética de
uma populagéo, como decorrem os fenémenos fisiolégicos num organismo, como
se desenvolve um ser vivo complexo com 6rgéos diferenciados a partir de uma
Unica célula inicial até ao estudo do funcionamento de redes neuronais ou mais
ambiciosamente de um cérebro, tudo isso requer hoje a utilizagdo de modelos e
métodos mateméticos. Como também a prépria experimentagio cientifica e a
pesquisa sobre os fenémenos da natureza, desde a sequenciagdo do ADN a
caracterizagéo de um ecosistema, requerem metodologias matematicas e
estatisticas.

Sem a Matematica, o conhecimento do mundo biolégico seria hoje muito limitado e
importantes aplicagbes desse conhecimento, desde a preservagéo e conservagéo
de espécies e ecosistemas, a exploracéo racional dos recursos naturais, &
organizag&o dos sistemas escolares e de seguranca social (tendo em conta a
eévolugéo demogréfica das populagdes humanas), a prevencéo e combate a
doencas e a epidemias, estariam fora do nosso alcance. i
Reciprocamente, a Biologia tem sido o impulso motivador do desenvolvimento de
varios métodos e teorias mateméticas. Considero que é (til que quem estuda ou
ensina Matematica conhega, para além dos tradicionais exemplos de aplicagio em
Fisica ou em Economia, um pouco das aplicagdes biolégicas da Matematica, tanto
mais que estas tiveram um extraordinario desenvolvimento no século recentemente
terminado e té-lo-&o ainda mais no que ora se iniciou, com proveito para a Biologia
e para a Matematica e outras Ciéncias e com utilidade para a melhoria da qualidade
de vida.

Num pequeno artigo como este néo seria obviamente possivel senéo falar de
algumas das aplicagdes fnais simples. Para o leitor interessado, a pequena
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Figura 1. Populagéo de Paramecium Cauda-
tum; dados das experiéncias de Gause (+)

e ajustamento do modelo N(t) = N(0)e™
com r = 1.04/dia e N(0) = 2ind./ml
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bibliografia apresentada serd um ponto de partida para a exploragdo deste vasto
campo de aplicagéo da Matemética, hoje objecto de uma imensa bibliografia e
muito activo em termos de investigagéo.

Crescimento populacional

O exemplo mais simples seria o de uma populagdo de seres vivos crescendo sem
limitagdes alimentares ou territoriais num ambiente constante e sem migragdes.
Seja N(t) o tamanho da populagéo no instante ¢. O tamanho pode ser medido pelo
numero de individuos, pela biomassa ou pela densidade da populagéo, conforme
seja mais conveniente.

Suponhamos que a reprodugéo pode ocorrer continuamente no tempo. Cada
individuo, num pequeno intervalo de tempo At, tem uma prole média de
aproximadamente fAt individuos, onde f é a taxa de natalidade (nimero médio de
filhos de um individuo por unidade de tempo). Ha que ter cuidado nas contas
quando a reprodugéo é sexual, pois, por cada descendente que um individuo tenha,
s6 metade Ihe deve ser atribuida, devendo a outra metade ser atribuida ao outro
progenitor. Naquele intervalo, nascerdo em média aproximadamente fA#N (1)
individuos.

No mesmo intervalo de tempo, a probabilidade de um individuo morrer sera
aproximadamente mAt, onde m é a taxa de mortalidade, pelo que morrerdao em
média aproximadamente mA¢N (t) individuos. A populagédo no instante ¢ + At,

N(t + At), sera entdo aproximadamente

N(t) + fAEN(t) — mAIN(t) = ((1 +r)At)N(t),

com r = f —m (taxa de crescimento), isto &, obtém-se do valor no instante ¢
multiplicando-o por uma constante. E a tradugdo matemética do ditame "Crescei e
multiplicai-vos". Se r > 0, a populagéo cresce, se r < 0, a populagéo decresce e,
se r = 0, a populagdo mantém-se.

A taxa média de crescimento da populagéo no intervalo J¢, ¢ + At],

(N(t + At) — N(t))/ At sera aproximadamente rN(t). Fazendo At — 0, obtemos a
derivada dN(t)/dt = rN(t), que diz que a taxa instantanea de crescimento da
populagéo é proporcional ao tamanho da populagéo, sendo r a constante de
proporcionalidade. Pode obter-se a solugéo desta equagéo diferencial. Usando a
nova variavel Y (t) = In(N(t)/N(0)) e as regras de derivagéo da fungéo composta,
vemos que dY (t)/dt = (dN(t)/dt)/N(t) = r, isto é, a constante r é a taxa
instantanea de crescimento per capita (taxa instant&nea de crescimento da
populagéo dividida pelo tamanho da populagéo). Daqui resulta que

Y (t) = rt + constante. Como Y (0) = 0, a constante é nula, pelo que Y (t) = rt,
donde se conclui que o crescimento da populagdo é exponencial ou malthusiano
N(t) = N(0)e" (se discretizarmos o tempo, temos uma progress@o geométrica
para o crescimento da populagéo, conforme Malthus indicava).

Se bem que trivial para o Professor de Matemaética, este exemplo de aplicagdo do
conceito de derivada e das regras de derivagio poderé néo ser propriamente téo
trivial para o aluno, mas, rodeado das devidas cautelas, permitird ao aluno ver a
construgéo de um modelo matematico e a sua utilizagao para efeitos de previséo.
O mesmo modelo matematico se aplica exactamente a um capital sujeito
continuamente a juros compostos, com a diferenga que N (t) representa o capital
no instante t, f é a taxa instantanea de juro e m = 0. N&o confundir f com as taxas
de juros publicitadas de depositos, que séo compostos discretamente e nao
continuamente no tempo, embora, se o prazo de depdsito for curto, os valores
pouco difiram. Ja agora, como exemplo, qual serd melhor para um depésito a
prazo, um depésito a um ano com taxa de juro de 6,1% ao ano ou um depésito a
um més com taxa de juro de 6% ao ano? Devido a retengéo de 20% dos juros para
IRS, a taxa de juro liquida é de (6,1% ao ano)x0,8=4,88% ao ano e de (6% ao
ano)x0,8=4,8% ao ano, respectivamente. Ao fim de um ano, o capital do primeiro é
N(1) = N(0) x (1+0.0488/1)! = 1.0488N(0) e o do segundo é

N(1) = N(0) x (1+0.048/12)*? ~ 1,0491N(0). Nem sempre o que parece é. Se o
juro fosse composto continuamente com taxa instantanea (liquida de IRS) de 4,8%
ao ano, o capital ao fim de um ano seria N(0)e%048%1 ~ 1.0492N/(0).
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Na Figura 1 apresentamos a evolugéo ao longo do tempo da densidade (por mililitro
de cultura) de uma populagéo de Paramecium Caudatum em meio de cultura se o
modelo de crescimento fosse malthusiano e a taxa instanténea de crescimento
fosse r = 1.04/dia, indicando ainda os valores observados nas experiéncias de
Gause (1934),

Claramente, se o ajustamento é razoavel para os primeiros dias, é ébvio que o
crescimento deixou, a partir dai, de ser exponencial, possivelmente pela caréncia
de alimento suficiente no meio de cultura para sustentar tal aumento de populagéo.
O modelo logistico considera que a taxa de crescimento per capita, em lugar de ser
constante como no modelo malthusiano, diminui linearmente com o aumento da
populagdo atendendo a competig&o por alimento ou territdrio, a qual provoca a
reducéo da taxa de natalidade e/ou o aumento da taxa de mortalidade. Isto &,

supde-se que (
d t
0. L5 (-50)

com K > 0. Vamos supor que r > 0. Repare-se que, se a populagéo N(t) é
pequena, obtém-se aproximadamente o valor r anterior, a chamada taxa intrinseca
de crescimento (a taxa potencial se ndo houvesse limitagdes alimentares ou
territoriais).

A medida que a populagdo aumenta, a taxa de crescimento per capita diminui,
tornando-se nula quando a populagéo atinge o tamanho K. Quando tal sucede, a
populagéo ndo tende nem a crescer nem a decrescer, estando em equilibrio. Para
tamanhos da populagéo maiores que K a taxa € negativa, pelo que a populagéo
diminui, aproximando-se de K. Para tamanhos da populagdo menores que K a taxa
& positiva, pelo que a populagdo aumenta, aproximando-se de K. Este valor de
equilibrio K para o qual o tamanho da populagéo converge é a chamada capacidade
de sustento do meio.

A Figura 2 compara a taxa de crescimento per capita dos modelos malthusiano e
logistico. A Figura 3 apresenta o ajustamento do modelo logistico aos dados de
Gause referidos atrés. Para tal foi preciso resolver a equagéo diferencial

dN(t)/dt = rN(t)(1 — N(t)/K). Note-se que, pondo Z(t) = e K/N(t), vem
dZ(t)/dt = re"t, donde Z(t) = e + constante e, como Z(0) = K/N(0), a
constante ¢ K/N(0) — 1 e Z(t) = e™ + K/N(0) — 1. Logo

dN(t)

K

N@ =13 (K/N(0) — et

Claro que a realidade e o modelo (mera aproximagéo da realidade) néo coincidem;
ha oscilagdes um tanto ou quanto aleatérias que o modelo ndo contempla. A
natureza é um pouco mais complexa que os modelos relativamente simples que
utilizamos.

Pesca
Consideremos uma populagéo crescendo de acordo com o modelo logistico

% =rN(t) (1 - $)

comr >0e K > 0. Se estiver sujeita a pesca com regras fixas e uma frota de
pesca com tamanho e caracteristicas fixas, pesca-se tanto mais por unidade de
tempo quanto mais peixe houver, isto &, a taxa de capturas sera proporcional ao
tamanho da populagdo. Obtemos entéo o modelo

=rN(t) (1 = %{@) — EN(t),

onde a constante de proporcionalidade E > 0 (esforgo "liquido" de pesca) depende
do tamanho e caracteristicas da frota e das regras. A taxa de crescimento da
populagéo dN/dt é, como fungao do tamanho da populagéo N, a diferenga entre a

dN(?)
dt

2200, 0P D I S S OO U o e T
(dN/dt)/N

F Y

P T N S
modelo malthusiano

modelo logistico

0 KL N

Figura 2. Comparagédo da taxa de cresci-
mento per capita entre os modelos malthu-
siano e logistico,
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Figura 3. Populagdo de Paramecium Cauda-
tum; dados das experiéncias de Gause (+)
e ajustamento do modelo logistico com r» =
1.04/dia, K = 56.5ind./mle N(0) = 2ind./ml
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Figura 4. Taxa de crescimento natural da
populagéo (a cheio) e taxas de capturas (a
tracejado) para um esforgo E; o esforgo 6p-
timo By, = r/2 corresponderia a recta (ndo
desenhada) que passa pela origem e pelo
pico da curva a cheio (ponto de coordenadas
(K/2,MsY)
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taxa natural de crescimento rN(1 — N/K) (a cheio na Figura 4) e a taxa de
capturas EN (a tracejado na Figura 4). Se o esforgo E for superior ou igual a taxa
intrinseca de crescimento r, vé-se que a recta da taxa de capturas estd, em N =0,
por cima da tangente a curva da taxa natural de crescimento, pelo que a taxa de
capturas excede sempre a taxa natural de crescimento; dai resulta que a taxa de
crescimento da populagéo dN/dt é sempre negativa e a populagéo ira decrescer
até se extinguir. Admitamos pois que o esforco de pesca E ¢é inferior a r. Temos
um ponto de equilibrio N*, onde a taxa de crescimento natural e a taxa de capturas
sdo iguais. E facil ver que esse equilibrio é estével (usamos aqui o termo no sentido
mais estrito de assintoticamente estavel), isto €, qualquer pequena perturbagéo que
desvie o tamanho da populagéo do valor de equilibrio, é seguida de um movimento
de retorno com convergéncia para o valor de equilibrio. Com efeito, se a
perturbagéo tornar a populagao ligeiramente maior que N*, verificamos que a taxa
de crescimento da populagéo se torna negativa (a taxa de crescimento natural é
menor que a taxa de capturas) e a populagéo decresce até voltar a atingir o
equilibrio N*. Se a perturbagéo tornar o tamanho da populagéo menor que N*, a
taxa de crescimento da populagéo torna-se positiva e a populagéo iré crescer até
retomar o valor de equilibrio N*. O leitor pode constatar que ha ainda outro ponto
de equilibrio correspondente & extingéo da populagdo (tamanho da populagéo igual
a zero), mas néo é estéavel (qualquer pequeno desvio, devido, por exemplo, &
chegada de alguns imigrantes, sera seguido de crescimento da populagéo e
afastamento desse equilibrio). A estabilidade do equilibrio & importante porque ha
sempre pequenas perturbagdes na natureza e, consequentemente, os Unicos
equilibrios duradouros séo os estaveis.

Com esta politica de pesca, obtemos uma populagéo de equilibrio estéavel

N* = K(1 - E/r). A taxa de capturas (por unidade de tempo) em situagéo de
equilibrio é entdo EN* = EK(1 — E/r). Como podemos tornar maxima esta taxa
de capturas? Notemos que, em equilibrio, a taxa de capturas tem de ser igual a
taxa de crescimento natural, pelo que basta ver onde esta é maxima. A taxa de
crescimento natural 7N (1 — N/K) é uma parabola e toma o seu valor maximo
(conhecido por maximum sustainable yield ou MSY na literatura sobre pescas)

MSY = rK /4 quando a populagéo tem o tamanho N = K/2. Logo, o valor 6ptimo
da taxa de capturas em equilibrio é MSY = rK /4 e a correspondente populagéo de
equilibrio & Ny, = K/2; como N* = K (1 — E/r), para conseguir a situagéo optima,
temos de escolher um esforgo Egy = 7/2, isto é escolher para recta que descreve
a taxa de capturas aquela que passa pelo pico da curva que descreve a taxa de
crescimento natural.

Aqui estamos apenas a optimizar a quantidade pescada por unidade de tempo, isto
é, a receita. Mas ha também a despesa, que é, grosso modo, proporcional ao
esforgo E. Se quisermos optimizar o lucro em vez da receita, os resultados serao
obviamente diferentes dos anteriores.

Um outro problema interessante a estudar € o da politica de pesca de quota
constante, em que se estabelece uma taxa fixa de capturas C' por unidade de
tempo. O modelo é entdo

AN(t) N(t)
dt ——T"N(t) (IHT)—C

Genética de polulagdes e equilibrio de Hardy-Weinberg

Na luta dos seres vivos pela sobrevivéncia e pela reproducéo, certus genétipos
séo, pelas caracteristicas fisicas, fisiolégicas ou comportamentais que conferem
aos que os possuem, mais aptos do que outros, pelo que a sua representagéo na
geragéo seguinte tendera, em termos proporcionais, a ser maior. E este o
processo de selecgéo natural que Darwin e Wallace utilizaram na sua teoria da
evolugéo das espécies. Mas outros agentes evolucionarios, como mutacgdes,
migracoes e recombinagbes durante a meiose, concorrem com a selecgdo para
alterar a composig@o genética das populagdes, isto é, a proporgédo dos diversos
tipos de genes na populagéo. E o estudo destas alteracdes que constitui o objecto
da Genética de Populagdes, cujo grande surto ocorreu entre as duas guerras
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mundiais com Ronald Fisher (também grande nome da Estatistica, particularmente
da Estatistica Agricola), J. B. S. Haldane e Sewall Wright. Ao‘contrario de Darwin e
Wallace, em cuja teoria se inspiraram, eles conheciam ja as leis de Mendel (durante i
muito tempo ignoradas mas entretanto redescobertas). Isso era suficiente para a
quantificagéo da genética de populagdes, apesar de ainda ndo se saber o que eram i
0S genes nem como se segregavam antes de passar aos descendentes.

Vamos considerar o caso de uma populagéo dipldide (isto é, em que, no estado
adulto, os cromossomas aparecem aos pares, salvo 0s cromossomas sexuais).
Para simplificar, vamos considerar apenas um locus, isto é, uma posigéo num par de
cromossomas néo sexual e, nesse locus, vamos supor que ha apenas dois
possiveis alelos (duas variantes do gene la localizado). Designemos esses alelos
por A e a, com frequéncias na populagéo p e ¢ = 1 — p, respectivamente. Claro que
0 < p <1 e que p se obtém dividindo o nimero de alelos A existentes na
populacéo pelo nimero total de alelos dos dois tipos.

Comecemos pelo caso mais simples de uma populagdo muito grande, onde o
acasalamento seja aleatdrio e onde nao haja selecgéo, migragao ou mutagéo. Ante
a auséncia de agentes de evolugéo, ¢é vélida a lei de Hardy-Weinberg (H-W), que diz
gue a composigao génica ndo se altera ao longo das geragdes.

Para o provar, repare que os individuos tém necessariamente um de trés possiveis
gendtipos: AA, Aa (ou aA, pois a ordem dos cromossomas ¢é irrelevante) e aa.
Sejam Py, Qo e Ry as respectivas frequéncias na populagéo nesta geracéo inicial
(geracéo zero). Claro que as frequéncias dos alelos A e a séo, nesta geracéo
inicial, respectivamente, p = pg = Py + Qo/2 e ¢ = qo = Qo/2 + Ry.

Os gémetas (6vulos ou espermatozéides, conforme o sexo do individuo) que se
formam apdés a meiose e que s6 tém um dos cromossomas do par, tém todos o
alelo A se o individuo tem gendtipo AA e tém todos o alelo a se o individuo tem
gendtipo aa. Se o individuo tem gendtipo Aa, cada gaémeta tem probabilidade 1/2

de ser A e probabilidade 1/2 de ser a. pelo que, numa populagdo muito grande, \\ﬁ_/’
cerca de metade dos gédmetas de individuos com gendtipo AA serdo A e a outra

metade serdo a. Figura 5. Comportamento de um locus na
A frequéncia de gametas A sera entdo (com excelente aproximacéo) meiose, exemplificando com o gendtipo Aa.
Py + Qy/2 = p e a frequéncia de gametas a sera Qy/2 + Ry = g isto tanto entre a A esquerda esta uma célula com o seu nu-
populagdo masculina como entre a populagéo feminina. cleo e 4 direita estéo gémetas ap6s meiose

Supondo o acasalamento aleatério (isto €, independente dos gendtipos dos Celeicte garin pelipredich gametia)

individuos que acasalam), cada individuo da geracdo seguinte resulta da uniéo de
um gémeta escolhido ao acaso de entre os produzidos pela populagéo feminina e um
outro escolhido ao acaso de entre os produzidos pela populagédo masculina. A
probabilidade de se juntarem dois gametas A, formando assim um individuo da
nova geragao (geragéo um) com gendtipo AA, é entéo (dada a independéncia) o
produto P, = p x p = p®. Semelhantemente, a probabilidade de se formar um
individuo aa seréd Ry = ¢ x ¢ = ¢%. Um individuo Aa pode formar-se de duas
maneiras, quer juntando um gameta feminino A com um gameta masculino a, o que
tem probabilidade de ocorrer p x ¢, quer reciprocamente, o que tem a mesma
probabilidade de ocorrer; logo, a probabilidade de se formar um individuo Aa é

Q1 = 2pg.

Admitindo uma populagéo muito grande, as proporgdes na geragéo 1 dos trés
gendtipos AA, Aa e aa, serdo, com excelente aproximagao, p?, 2pq e ¢* (o
chamado equilibrio de Hardy-Weinberg, cujos termos se podem obter do
desenvolvimento do bindmio (p + ¢)?). Nesta geragdo 1, a frequéncia do alelo A
sera entéo \

£ AT s L : pi Figura 6. Comjortamento de um locus na
=P+ Ql/2 =g 2pq/2 = p(p + Q) =pxl=p unido de um ovulo e de um espermatozdide

o |
para formar um ovo, exemplificando com o

e, semelhantemente, a frequéncia do alelo a sera ¢; = ¢q. Daqui se deduz que na
a4 91 =1 g q caso de ambos os gédmetas serem A

geragdo 2 voltaremos a ter frequéncias dos genétipos p?, 2pg. e ¢°, isto é, o
equilibrio das frequéncias dos gendtipos atinge-se ao fim de uma geragéo para néo
mais se alterar. Quanto as frequéncias dos alelos, elas nao sofrem alteragao em |
relagéo aos valores iniciais, (embora este equilibrio seja neutral, isto &, se alguma e
perturbacéo provocar um pequeno desvio, a frequéncia dos alelos manter-se-a nos

novos valores).

Podemos, pois, por comodidade, trabalhar apenas com as frequéncias dos alelos
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Figura 7. Mutagéo de A para a com taxa p
e de a para A com taxa v. Ha um ponto de
equilibric estavel p para o qual a frequéncia
de A converge. As setas ilustram o com-
portamento dindmico quando hé desvios do
equilibrio
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pois, a partir delas (pelo equilibrio de H-W), podemos obter as frequéncias dos
gendtipos, sendo imediatamente, pelo menos ao fim de uma s6 geragdo. Como so6
ha dois alelos, a frequéncia p do alelo A determina a do outro.

Como vimos, se nao actuarem quaisquer agentes de evolugéo, as frequéncias dos
alelos ndo se alteram ao longo das geragoes, isto €, nao ha evolugdo. Vejamos
agora o efeito da mutagéo sobre essas frequéncias.

Mutagao

Considere o caso de haver mutagéo do alelo A para o alelo @ com taxa de mutagéo
p > 0 (valores tipicos de p séo da ordem de 10~° a 1071%). Sejap =po a
frequéncia na geragéo inicial do alelo A. De uma geragéo para a seguinte, ha uma
proporgéo up de alelos A que passam a ser a, isto €, na geragao seguinte, as
proporgoes dos alelos séo py = p — up = p(1 — i) e g1 = ¢+ pp. Claro que, na
geragéo a seguir a esta, a frequéncia do alelo a serd ps = pi(1 — p) = p(1 — p)%.
Por indug&o, pode facilmente mostrar-se que, na geragé@o n, vem p,, = p(1 — p)",
donde, quando n — oo, vem p,, — 0 (e, portanto, g, = 1 — p, — 1). Isto é, o alelo
A aproxima-se progressivamente da extingéo, pelo que o resultado da evolucéo
sera, neste caso, uma populagéo homozigética inteiramente constituida por
individuos com gendtipo aa.
Que sucede se, além de haver mutagéo de A para a com taxa u > 0, houver
também mutagéo de a para A com taxa v > 07
Tem-se

pr=p—pp+vg=p—pp+v(l—p)=v+p(l—pu-—v),
sendo a alteragédo Ap = p; —p = v — p(u + v). Qual seré o valor de equilibrio, isto
é o valor de p que néo se altera de uma geragéo para a seguinte, ou seja, o valor de
p que coincide com p1? Sera a solugéo da equagéo as diferengas Ap = 0, isto é,
p=v/(p+v) (usamos o "chapéu" para indicar que € o valor de equilibrio). Este
equilibrio é estavel, como vamos ver. E facil verificar que, se a frequéncia do alelo
A se desviar de p, a alteragdo Ap na geragdo seguinte serd negativa ou positiva
conforme o desvio seja para cima ou para baixo, isto &, tendera a "corrigir' o
desvio. Isto s6 por si ndo prova a estabilidade porque a "correcgéo" poderia ser
excessiva e verificar-se uma sequéncia de valores de p que, em vez de convergir
para p, oscilasse em torno de p com oscilagbes crescentes. Mas, da expresséao de
p1, pode mostrar-se por indugéo que

v

Pn = “_‘_y(l—(l—u—v)”')w(l—#—V)"

(é interessante "intuir" a expressao por iteragéo e aplicagéo da formula da soma de
termos de uma progressao geométrica e, depois, demonstra-la rigorosamente pelo
método de indugao). Logo, como podemos supor i+ v < 1, p, — v/(p+v) = p.
Ao contrario do caso anterior de mutagéo num sé sentido, o equilibrio estavel que
sera atingido € polimorfico, isto é, coexistem na populagao os dois alelos Ae a e

os trés gendtiposAA, Aa e aa.

Conclusao

Apresentamos, em forma de esbogo (dadas as limitagGes de espago) alguns
exemplos muito simples de aplicagao util de modelos mateméticos no estudo de
crescimento de populagbes, em pescas e em genética de populagées. Do ponto de
vista didactico, esses exemplos permitem ilustrar (naturalmente com um cuidado e
um desenvolvimento que néo foram possiveis aqui) a construgéc de modelos
matematicos aplicados a descrigao e anélise de fenémenos naturais, bem como
exercitar a utilizagdo de conceitos e propriedades matematicos (conceito de
derivada e seu significado, regras de derivagdo, soma de termos de progresséo
geométrica, limites, ideias elementares de probabilidade, etc.). O uso de notagdes
variadas na sala de aula, como "N ()" em lugar de usar sempre o tradicional " f(z)",
evita esteredtipos e desenvolve a maleabilidade mental para aplicar as mesmas
ideias e automatismos adquiridos em situagées aparentemente diferentes.
Deixaremos para outra oportunidade o interessantissimo estudo do efeito da
selecgéo natural (ou!artiﬁcial) em que a regra da sobrevivéncia dos genotipos mais
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aptos, afinal, admite excepgdes, uma
delas surpreendente. Enquanto o
comportamento qualitative no caso da
mutacéo era intuitivamente previsivel,
servindo o modelo matematico para o
corroborar, a excepgcdo surpreendente da
selecgéo dificilmente se revelaria sem
ser através do modelo matematico.
Deixaremos também para outra
oportunidade o efeito sobre as
populacées da "lotaria" dos nascimentos
e mortes, onde o efeito do acaso, que
esta sempre presente, pode ser
ignorado em populagbes grandes (que
pouco sao afectadas) mas pode ser
consideravel em populagdes pequenas.
Essa aleatoriedade poderé ter sido um
poderoso agente de evolugéo das
espécies, cujo efeito pode ser estudado
matematicamente.

Os processos de selecgdo natural,
mutagéo e recombinagao tém permitido
a evolugdo de caracteristicas genéticas
favoraveis a adaptagéo de populacoes
ao seu meio, podendo considerar-se um
mecanismo de optimizagcdo num nimero
elevado de dimensées (dada a enorme
quantidade de genes envolvidos).
Alguém pensou: porque néo simular em
computador um processo semelhante
para tentar resolver problemas de
optimizagao envolvendo um elevado
nimero de dimensdes que se colocam
em diversas aplicagbes da Matemética e
para os quais os algoritmos de
optimizagao tradicionais séo ineficazes?
De facto, casos hd em que os
algoritmos tradicionais levariam milhdes
de anos nos melhores computadores,
quando a evolugéo levou o mesmo
tempo mas usando o mecanismo
incomparavelmente mais lento da
transferéncia de genes de uma geragéo
para a seguinte, o qual pode ser imitado
na simulagdo em computador, com a
diferenga de num sé segundo
simularmos muitas geragdes. Surgiram
os chamados algoritmos genéticos, que
tém hoje inimeras aplicagdes. Ha,
porém, que saber traduzir o problema
matematico para um problema genético
equivalente. Se a Matemética foi
extremamente importante para o
desenvolvimento da Genética de
Populagbes, os algoritmos genéticos
mostram que também o reciproco é hoje
verdadeiro. E um bom exemplo das
virtudes da interdisciplinaridade.
Gostariamos também de, numa outra
oportunidade, apresentar alguns

modelos matematicos de interacgéo de
populagdes (relagbes presa-predador,
espécies em competicdo, etc.) ou de
epidemias, em que ha resultados
curiosos muito importantes. Um deles
o de, para certo tipo de epidemias,
bastar vacinar uma parte da populagéo
susceptivel para que seja afastado o
risco de epidemia.

Por ora, ficamos por aqui.
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Miss Simpatia

O problema deste numero

No baile de finalistas da escola realizou-se a eleigéo para Miss Simpatia.

As pessoas votaram em trés candidatas, pela ordem que as preferiam.

A vencedora foi a Inés com 113 pontos, correspondentes a 10 primeiros lugares, 15 segundos e 8 terceiros.

Em cada voto, quantos pontos valia o primeiro lugar? E o segundo? E o terceiro?

A Sofia, a Avé e o Carteiro

O problema proposto no n° 62 de Edu-
cagédo e Matematica foi o seguinte:

A Sofia estava a passar férias na
aldeia e resolveu ir visitar a avé
que vive numa quinta no meio do
campo. Saiu de casa as 9 horas e
14 foi a pé. As 10 horas foi ultrapas-
sada pelo carteiro da aldeia que ia
de bicicleta e lhe disse que ia entre-
gar uma encomenda & avé. As 11
horas o carteiro, de regresso a
aldeia, voltou a passar por ela.

Ao meio dia, a Sofia chegou final-
mente a casa da avo e disse-lhe:
‘Jé sei que teve uma encomenda
e até sef a que horas o carteiro ca
esteve!”,

A que horas foi entregue a enco-
menda?

A primeira resposta que chegou era
da Rita Bastos e comegava assim:

30

O enunciado do problema néo diz
se a Sofia e o carteiro foram pelo
mesmo caminho — nem é nada
provavel que tenham ido porque
quando se vai a pé pode-se andar
pelo meio do campo e de bicicleta
ndo —, mas como so sei resolver
o problema assim, parti do princi-
pio que foram.

O enunciado também nao diz que
a Sofia e o carteiro mantiveram
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sempre a mesma velocidade cada
um, em todo o percurso, o que
nem é nada provavel que acontega
porque nos caminhos do campo
costuma haver subidas e descidas,
portanto era natural que nas subi-
das eles abrandassem e nas des-
cidas acelerassem, e além disso
quando se vai a passear as vezes
para-se para descansar, apanhar
uma flor ou observar a paisagem,
mas também nao consigo resolver
o problema assim. Por isso parto
do principio que cada um dos dois
se deslocou a velocidade cons-
tante durante todo o percurso.

Um outro aspecto que poderia ser
importante para conseguir chegar
a uma solugdo mais realista, era
saber quanto tempo o carteiro teria
estado parado em casa da avd,
porque ele provavelmente parou
para a cumprimentar, se calhar
beber um copo de agua e dar dois
dedos de conversa. Mas n&o nos
dao essa informagéo, por isso eu
comecei por resolver o problema
partindo do principio que o carteiro
nem sequer abrandou — mudou o
sentido sempre a mesma veloci-
dade, deixando a encomenda em
casa da avé (isto € um bocado
esquisito....).

Respostas até 31 de Novembro

Depois destas consideragdes
todas, é facil resolver o problema
(apesar de nao ficar nada conven-
cida que a solugdo tenha alguma
coisa a ver com a realidade!).

Estas consideragoes da Rita levantam
uma série de questdes interessantes
sobre os problemas de Matematica
que pretendem retratar uma situagao
real. No enunciado destes problemas
assumem-se, implicita ou explicita-
mente, véarias simplificagbes que irdo
permitir resolver o problema mas que
fardo com que a solugéo néo corres-
ponda ao que efectivamente podera
(ou poderia) ter acontecido.

O que acontece € que muitos destes
problemas de Matemética nao pre-
tendem realmente retratar uma situ-
acéo verdadeira. Sao apresentados
num “invélucro de realidade” mas o
seu objectivo fundamental nao é per-
ceber e interpretar essa "realidade”
(quase sempre ficticia) mas sim testar
as capacidades de raciocinio e de utili-
zagao de instrumentos matematicos.

Qutras vezes, o problema é real mas
s6 as simplificagbes assumidas irdo
permitir que o problema seja resol-
vido. Neste caso, temos de estar
cientes que a solugéo encontrada néo
corresponde ao que realmente podera
ter acontecido. Em principio, quanto
maiores forem as simplificagbes mais
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O problema deste namero q

nos estaremos a afastar da realidade.
Alids, sempre que tentamos perceber
um fenémeno real, comegamos por
fazer simplificages e procuramos um
modelo matematico que nos parega
adequado. Escolhido o modelo, temos
de testa-lo em vérias situagdes do
fenémeno que estamos a estudar.

Se os desvios forem "suficientemente
pequenos”, o modelo encontrado
serve. Caso contrério, é preciso pro-
curar novo modelo, provavelmente
diminuindo as simplificagdes iniciais.

No que se refere ao problema pro-
posto na revista 62, chegaram ainda
mais 16 respostas, enviadas por
Andrea Feijé (Viana do Castelo),
Augusto Taveira (Faro), Domingos
Rijo (Castelo Branco), Fausto Quintas
(Felgueiras), Helena Perpétua
(Setubal), Joao M? Oliveira (e-mail),
Jodo Pedro Faria (Guimaraes), José
Miguel Abreu (Guimaraes), Luisa
Andrade (Angra do Heroismo), Miguel
Valverde (e-mail), Nuno Cardoso
(Coimbra), Nuno Rodrigues (Guima-
rées), Paula Gomes (Nogueird), Paulo
Carvalho (Coimbra), Tiago Estévao
(Lishoa) e Vera Velosa (Canigo).

Os métodos de resolugéo foram varia-
dos, desde os puramente analiticos
até aos geométricos, com ajuda do
Cabri ll ou do GSP.

Mas a resolucdo mais simples foi a
mais utilizada.

'.% s s il
Os numeros governam o universo

Pitagoras

Fagamos um esquema.
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Das 10h as 11h, o carteiro anda o
triplo da distancia da Sofia, logo a sua
velocidade é 3 vezes maior.

Como, desde 6 momento em que se
cruzaram pela primeira vez, a Sofia
demorou 2 horas a chegar a casa

da avo, o carteiro demorou um tergo
desse tempo, ou seja, 40 minutos.

Logo, a encomenda foi entregue as
10h 40m.

in Expresso, 20 Janeiro 2001
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PENHAS DOURADAS

O Nuno Cardoso acrescenta ainda:

Como os carteiros gostam muito
de conversar, por cada minuto que
o carteiro esteve em amena cava-
queira com a avo da Sofia, a hora
de entrega da encomenda deve
ser antecipada em 20 segundos.

A Helena Perpétua admite que o car-
teiro demorou 3 minutos em casa da
avo e, nesse caso, chegou la as 10h
38m.

~ Ardente século XX

PEDRO ALMEIDA VIEIRA

O LONGO do sécu-

lo XX, o territério

portugués registou
um aumento das tempera-
turas superior a 100% do
valor do aguecimento re-
gistado a escala planetdria
pela Organizagdo Mundial
de Meteorologia (OMM),
de acordo com célculos ba-
seados num estudo do EX-
PRESSO em colaboragio
com o Instituto de Meteo-
rologia (IM).

. o Médias anuais da temperatura maxima
e==mmw Tendéncia de crescimento, com base numa equac3o estatistica
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A Matemética foi apare-
cendo, naturalmente, ao
longo das actividades
desenvolvidas. Foi sur-
gindo porque esta ligada
a vida, faz parte da natu-
reza humana e, como tal,
surgira sempre, natural-
mente, em qualquer pro-
jecto multidisciplinar.

Ao pensarmos neste projecto, ndo
pensamos em Matemética. A aborda-
gem de conceitos matematicos ndo
foi, a partida, um objectivo. No
entanto a Matematica foi aparecendo,
naturalmente, ao longo das activi-
dades desenvolvidas. Foi surgindo
porque esté ligada a vida, faz parte
da natureza humana e, como tal, sur-
gira sempre, naturalmente, em qual-
quer projecto multidisciplinar.

Mas, comecemos pelo inicio...

Estavamos no ano lectivo de 1998/99,
éramos duas professoras e onze
alunos do 8° ano, trabalhavamos
semanalmente 2 horas numa secgéo
do Clube do Ambiente da Escola E.B 2
e 3 D. Dinis, em Leiria.

A Internet tinha chegado a escola, era
uma novidade aliciante que queriamos
explorar.

Discutiamos hipéteses de trabalho
quando nos chegou um Formulario
de Candidatura ao programa Rede
de Escolas dos Amigos dos Dinos-
saurios. Este programa, promovido
no dmbito de um protocolo de coo-
peragdo estabelecido entre o Minis-
tério da Educacao, o Ministério do
Ambiente (através do IPAMB — Ins-
tituto de Promocédo Ambiental) e a
Associagédo para o Desenvolvimento
das Serras de Aire e Candeeiros,
visava dar a conhecer o valor do
patriménio paleontolégico existente no
Monumento Natural das Pegadas de

Dinosséurios das Serras de Aire e
/

Margarida Raimundo
Rosdrio Selada
1eresa Tudela

Candeeiros e alertar para a sua pre-
servagao e valorizacdo.

O projecto agradou-nos, discutimos
0 assunto e pensamos apresentar a
nossa candidatura.

Mas..., éramos poucos! Era necess-
ario encontrar outras pessoas interes-
sadas em trabalhar connosco. Uma
turma de 7° ano entusiasmou-se pelo
projecto e propds-se trabalha-lo em
Area Escola. O nlimero aumentava,
j& éramos bastantes, mas o nosso
trabalho seria, certamente, enrique-
cido se agregassemos outro nivel de
ensino. Como na altura se comega-
vam a pensar os agrupamentos ver-
ticais e a escola n® 7 do 1° Ciclo,
Escola dos Capuchos, devido a sua
proximidade, poderia vir a pertencer
ao agrupamento da Escola D. Dinis,
pensamos que a candidatura conjunta
ao programa, Rede de Escolas dos
Amigos dos Dinossaurios, seria uma
boa maneira de nos conhecermos
mutuamente e de iniciarmos um traba-
lho comum, que até poderia vir a ser
um primeiro pilar para o futuro.

O contacto foi feito e o entusiasmo
imediato. O interesse por dinossau-
rios era enorme na turma do 42

ano daquela escola. Havia ainda um
aluno do 3° ano, com grande paix&o
por dinosséurios que, logicamente, se
juntou ao grupo e trouxe consigo a
professora do Ensino Especial que o
apoiava.
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Ja éramos B professores e 60 alunos!

Candidatamo-nos com o projecto “No
Trilho dos Dinossaurios” cujos objecti-
vos foram:

® Promover de forma lidica o estudo
dos dinosséurios, a historia da
Terra e dos seres vivos;

® Proporcionar aos alunos o conhe-
cimento do Monumento Natural
das Pegadas de Dinossaurios das
Serras de Aire e Candeeiros;

® Reconhecer e valorizar o patrimo-
nio ambiental, desenvolvendo atitu-
des criticas de intervengéo;

* Promover uma abordagem multidis-
ciplinar das problematicas ambien-
tais associadas ao tema do pro-
jecto.

A candidatura foi aceite e o projecto
financiado.

O trabalho foi organizado segundo
duas vertentes:

® Uma parte do trabalho foi auténomo,
em que cada um dos trés grupos for-
mados, alunos do Clube do Ambiente,
do 7° ano e do 4° ano, desenvolveu
um trabalho independente de pes-
quisa, utilizando fontes de informagédo
diversificadas, livros, nomeadamente
na Biblioteca Afonso Lopes Vieira,

revistas, CD ROMs, Videos e Inter-
net. Esta pesquisa permitiu um apro-
fundar de conhecimentos sobre os
temas em estudo e foi o ponto de
partida para a realizagéo de diferentes
actividades e trabalhos que se inter-
cruzaram.

¢ Qutra parte foi a de actividades con-
juntas que permitiram o contacto e um
intercdmbio de ideias entre os varios
alunos/professores envolvidos, nome-
adamente:

Visita de estudo ao Museu da
Lourinha;

Visita de estudo ao Monumento Natu-
ral das Pegadas de Dinossaurios das
Serras de Aire e Candeeiros;

Mini-palestra sobre “Astronomia e
Dinossaurios” e sessdo de obser
vagéao astronomica realizadas no
recinto do Monumento Natural e aber-
tas a populagéo local.

Visita dos alunos do 1° ciclo & Escola
D. Dinis:

Visita dos alunos da Escola D. Dinis a
Escola do 1° Ciclo.

Aquilo que comegou por ser uma brin-
cadeira de um clube que queria explo-
rar a Internet, acabadinha de chegar a

escola, acabou por ir crescendo, tipo
bola de neve. As actividades iam-se
multiplicando e todos nos envolviamos
nelas...

Seria demasiado longo e correriamos
o risco de a descrigdo se tomar fasti-
diosa se descrevessemos tudo o que
foi realizado. Decidimos entao que,
sendo este o ano da Matematica e
Natureza, iriamos relatar com mais
pormenor “o lado Matematico” deste
projecto.

E. a Matemética foi surgindo em diver-
sas situagdes.

Ovos de dinossdurios e ovos de

galinha...

No Museu da Lourinh&, com um
importante espolic de ovos e
embrides de Terépodes, com cerca de
70 milhdes de anos, ao vermos os
ovos de dinossaurios, ficdmos admira-
dos.

e Sao pouco maiores do que ovos de
galinhal

e Como ¢ possivel que os ovos dos
dinossaurios sejam téo pequenos?

A pergunta foi feita a um dos respons-
aveis do Museu que explicou que,

A

el

o
=
65um.

ole uma. aalimha.
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Pegadas de dinosséaurios

se os ovos fossem muito grandes,

as suas paredes teriam de ser muito
grossas para que nao se partissem
com facilidade. Tal espessura dificul-
taria a entrada do ar necessério ao
desenvolvimento dos embrides e os
ovos seriam muito dificeis de partir na
altura da eclosdo. Assim, a Natureza
tinha resolvido este problema dimi-
nuindo o tamanho dos ovos.

Um dos alunos observou:

Entédo qual seria o tamanho de um
ovo de Saurépode se existisse pro-
porcionalidade directa entre cada
ovo e o seu progenitor?

Eis uma boa questao para irmos inves-
tigar!

Mais tarde os alunos recolheram os
dados necessérios e concluiram que
um Saurépode com 30 metros de
comprimento poria ovos com cerca
de 6 metros de comprimento — ver-
dadeiramente colossal, principalmente
se pensarmos que o maior ovo de
saurépode encontrado mede cerca de
30 cm.

Pegadas e mais pegadas...

No Monumento Natural das Pegadas
de Dinossaurios foi pedido aos alunos
que fizessem um esquema das pega-
das dianteira e traseira de um
Sauropode, indicando as respectivas
medidas, o comprimento e a largura.
Podiam utilizar uma régua, o palmo,
o pé ou qualquer outra unidade que
melhor resolvesse o problema. Foi
interessante verificar o apoio que os
alunos mais velhos davam aos mais
novos.

Muuiiito,... Muito tempo e...
um friso cronolégico...

Um dos pontos altos deste projecto
foi a preparagéo da visita dos alunos
do 4° ano a Escola D. Dinis. Foram
os onze alunos do 8° ano que
ficaram com esta tarefa. Era neces-
sério preparar diferentes actividades
que, de forma agradavel, ocupassem
os alunos mais novos. Pensamos que
seria mais facil dividir os meninos do
4° ano em pequenos grupos que, ao
longo da tarde, realizariam diferentes
actividades orientados pelos alunos

mais velhos. p

Era necessario pensar as actividades.

Conversamos, discutimos e acorda-
mos que se formariam quatro grupos.
Um deles exploraria sites da Internet
com informagéo sobre dinossaurios —
na escola do 1° ciclo ndo havia Inter-
net — seria certamente uma acti-
vidade aliciante. Fariamos passatem-
pos e fichas lidicas que seriam apre-
sentadas por um grupo e corrigidas
por outro. Outro grupo exploraria um
pequeno video, Cinco mil mithées de
anos, sobre a origem da Terra e da
vida na Terra.

Foi a exploragéo deste video que mais
puxou pela nossa imaginagéo...

Foi na 4gua, ha cerca de trés mil e qui-
nhentos milhdes de anos, que surgi-
ram as primeira formas de vida, seres
unicelulares, muito simples...

S6 dois mil e quatrocentos milhdes de
anos depois aparecem os seres plu-
ricelulares.... Informagdes deste tipo
apareciam ao longo do filme.

Como é que nds vamos conseguir dar
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uma ideia de periodos de tempo tao
vastos, quando nés proprios ficamos
confusos com eles? Interrogavam-se
os alunos e nds proprias, as professo-
ras.

Puxamos pela cabega, socorremo-nos
de alguma bibliografia e encontramos
num livro' uma sugestéo interessante.
Imaginar que toda a evolugao da vida
na Terra de dava apenas num ano.
Mas seria um ano muito especial,
cada dia desse ano corresponderia a
dez milhdes de anos da histéria da
Terra. A partir desta ideia fizemos um
quadro e um friso cronolégico. O friso
era em cartolina azul, enquanto a evo-
lugéo da vida se dava na agua e pas-
sava a laranja a partir da altura em que
0s seres vivos conquistaram a terra.
Representaram-se vérios seres vivos
em cartolina, caracteristicos desta
evolugdo, que foram colados no friso,
na época em que apareceram na
Terra.

Ficamos satisfeitos com o resultado
do nosso trabalho. O nosso friso cro-
noldgico facilitava esta exploragdo do
tempo e os mais pequenos tiveram
uma participagao muito activa.

A “brincar” também se aprende

Os alunos do 8° ano fizeram algumas
fichas para apresentar aos meninos
do 1° Ciclo quando estes visitaram a
Escola D. Dinis. Uma dessas fichas
Estimar dimensées dos dinosséaurios
é a actividade para a sala de aula da
pagina seguinte.

Explorando e aprendendo, no
4° ano...

Este projecto, devido as caracteristi-
cas da monodocéncia no 1° ciclo, teve
um cariz predominantemente interdis-
ciplinar, nomeadamente a nivel da area
escola, acabando por envolver outros
elementos da comunidade educativa.

Varias foram as actividades desenvol-
vidas. A nivel da estatistica, elabora-
mos um inquérito que foi respondido
pelos alunos do 1° ciclo da escola do
Bairro (Serra de Aire). Lendo e inter-
pretando a informacéo recolhida, foi
feito o tratamento de dados, tendo
ainda sido feita a tradugéo do real e
da linguagem comum para a linguagem
simbélica da matematica.
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A descoberta das pegadas

A nivel da geometria, no Monumento
Natural, explordmos as pegadas de di-
nossaurios. Os alunos recorreram a
um esquema indicando a largura e
comprimento da pegada dianteira e
traseira de um saurdpode, recorrendo
a diferentes tipos de representagbes,
efectuaram medigcées com o palmo,

o pé,... Fizeram estimativas, compa-
rando e confrontando os seus resulta-
dos com os dos colegas, descrevendo
os processos que utilizaram na reali-
zacdo desta actividade.

Também foram exploradas, de uma
forma ludica, diversas fichas de tra-
balho que implicavam a resolugéo de
problemas e exigiam a aplicagéo de
conhecimentos e a utilizagéo de téc-
nicas diversificadas. As criangas reagi-
ram de uma forma dinamica e partici-
pada, uma vez que estavamos a ir

ao encontro dos seus interesses e
curiosidades.

A matemética tornou-se assim ali-
ciante para as criancas, tornando-as
mais activas, intervenientes e criati-
vas.

Neste projecto estabeleceu-se um
intercadmbio participado e responséavel
entre alunos e professores dos dife-
rentes niveis de ensino. Explordmos a
Matematica, as Ciéncias, o Ambiente
€ a sua preservagéo, mas acima de
tudo conseguimos trabalhar brincando
e aprender ensinando.

Nota
1 A vida na Terra de David Attenborough

Teresa Tudela

Escola do 1° Ciclo dos Capuchos
Margarida Raimundo

Rosario Selada

Escola EB 2,3 D. Dinis Leiria
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Vamos estimar as dimensoes dos dinossaurios?

Observa a figura com muita atengéo e indica:

O comprimento da baleia azul
A altura do saurépode _

O animal cujo comprimento é cerca do triplo do comprimento do tiranossauro

O comprimento da cauda do tiranossauro -
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A Natureza e as suas

linguagens:

A natureza e a linguagem
matematica

Candida Rosa
Helena Sd

Professoras de Ciéncias Fisico-Quimicas

Galileu afirmou: " A filosofia esta
escrita num grande livro que se
mantém sempre aberto perante os
nossos olhos (digo: o Universo), mas
nédo pode compreendé-lo quem em pri-
meiro lugar se ndo aplique a compre-
enséo da linguagem e dos caracteres
com que esté escrito. Esta escrito

na linguagem matemética, e os seus
caracteres s&o triangulos, circulos e
outras figuras geométricas” (O. GI.,VI,
pag. 232).

E nos, professores de iniciagéo ao
estudo da Natureza que a Fisica pre-
tende fazer, devemos criar, a quem
ensinamos, o gosto, ndo so pela esco-
lha de informagées que a natureza
oferece, mas também pela compre-
ensdo das linguagens com que as
podemos entender.

Como entender a Natureza sem, por
exemplo, os nimeros, as expressoes
matematicas, a geometria?
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Extraido de Philip M., Phylis M.; Powers of Ten, Scientific American Library (1982).



1. Os nlimeros, o Universo e o tempo '

in Projecto de Fisica

Se néo soubéssemos escrever os nimeros desta forma como nos aperceberia-
mos do tdo grande e do tdo pequeno da Natureza? E como poderiamos
comparar esses valores?

2. As leis e a sua expresséo matemética
A genial lei da gravitagdo universal de Newton exprime-se simplesmente por ﬂ
mM
=G
P

Quantas vezes paramos para pensar e admirar a magia do Universo versus a
magia da Matematica?

3. A geometria e a propriedade das substéncias

Como as estruturas tetraédrica e hexagonal das redes cristalinas do carbono
explicam propriedades téo diferentes como as do diamante e da grafite!

in Quimica, uma Ciéncia experimental, pag. 339

e i JE—

Apresentamos alguns, muito poucos, exemplos em que pretendemos mostrar
como a linguagem matemaética ocupa, no entendimento da Natureza, um papel
crucial.

Como ler a Natureza sem nos aplicarmos a compreenséo da sua linguagem?

Candida Rosa
Helena Sa
; Esc. Sec. Camées
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Os passos dados na pro-
mogcao da interdisciplina-
ridade e da colaboragéo
entre professores de dife-
rentes areas disciplinares
tém-se constituido como
sementes de um terreno
fértil para que a
Matematica, area com
caracteristicas transdisci-
plinares, possa ser uma
matéria apetecivel no cur-
riculo dos alunos

Aventura na Lousa

Todos os anos, no més de Fevereiro,
sessenta alunos do ensino secundério
e muitos dos seus professores vivem
durante quatro dias num campo

de férias, partilhando o quotidiano

em cooperagao, aperfeigoando-se em
matérias da Educagao Fisica, nomea-
damente as Actividades de Exploragao
da Natureza, a Danca e os Jogos Tra-
dicionais e realizando aprendizagens
na area das Ciéncias, das Linguas
Estrangeiras, do Portugués, da Geo-
grafia e da Matematica.

Aventura na Lousa é, hoje, um pro-
jecto multidisciplinar, cujas actividades
representam, simultaneamente, duas
grandes oportunidades:

® para os alunos, a oportunidade de

Jodo Jorge Henriques

viverem um conjunto de experién-
cias que possibilitem, no contacto
directo com a natureza, aprendi-
zagens Unicas durante o percurso
escolar;

® para os professores de diferentes
disciplinas, a oportunidade de se
acertarem para beneficio dos
alunos, trabalhando colectivamente
e em cooperagédo na promogéo da
integracéo curricular tdo necesséria
a um ensino que se quer menos
espartilhado.

A Lousa, tem sido a zona eleita para o
desenvolvimento deste projecto, pelas
condi¢gbes de apoio, naturais, culturais
e de desafio que oferece, tnicas no
contexto nacional:
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e Condigbes de apoio. Extraordinaria-

mente favoraveis ao designio das
actividades, porque as instalages
sediadas no campo de férias
(casas, balnedrios, refeitério e
campos polivalentes), o espago en-
volvente e os materiais disponiveis
adequam-se a adopcéo de estraté-
gias que promovam as relagbes in-
terpessoais e a préatica de activida-
des de exploragao da natureza.

* Condicbes culturais. Em plena

serra encontram-se as aldeias per-
didas do Talasnal, Casal Novo,
Vaqueirinho, Catarredor, etc., que
foram repovoadas, reconstruidas

e revitalizadas, numa afirmagao
exemplar do respeito e preser-
vagéo do patriménio cultural e pai-
sagistico onde se inserem. Ao con-
trério de outras regies do pais,
aqui é possivel a afirmagéo e o
desenvolvimento de atitudes ecolo-
gicas que fagcam o apelo da vida

ao ar livre e da preservagéo do
ambiente natural sem deixar de o
utilizar.

® Condicbes naturais e de desafio.

42

A serra, as aldeias e os rios per-
mitem situagdes privilegiadas para
o desenvolvimento das Actividades
de Exploragao da Natureza, mas
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ndo so6. Assim, ao desafio que

é praticar actividades como Ca-
noagem, BTT, Escalada, Rapel e
Orientagéo pode-se juntar o desafio
da Histdria, Ciéncias, Geografia ou
Matematica.

Desde a primeira Aventura na Lousa,
em 1995, o grupo de Educagéo Fisica
percebeu que este envolvimento, ofe-
recendo possibilidades ao desenvolvi-
mento das Actividades de Exploragéo
da Natureza e ao reforgo das aprendi-
zagens em matérias do curriculo da
Educacéo Fisica como a Danga e os
Jogos Tradicionais (Malha e Jogo do
Pau Portugués), oferecia também pos-
sibilidades para se constituir como
extenséo e contraste da sala de aula e
representar para as outras disciplinas
do curriculo a oportunidade de aplicar,
em situacdes reais de contacto com a
natureza, aprendizagens realizadas na
sala de aula.

Neste quadro, promoveu-se o traba-
Iho colectivo entre professores de
diferentes departamentos, e como
resultado, varios professores, a titulo
individual ou organizados em conse-
quéncia do trabalho no respectivo
grupo disciplinar, comegaram a partici-
par na Aventura na Lousa.

Passados seis anos, para além do
grupo de Educacéo Fisica, os grupos
de Matemética, Inglés/Aleméo e Cién-
cias Naturais fazem constar a Aven-
tura na Louséa do seu plano anual de
actividades.

Também os orientadores de estagio
fazem desta actividade um momento
muito especial na formag&o dos pro-
fessores estagiarios. Organizadamen-
te, os varios nicleos de estagio orien-
tam alguns ateliers tematicos, utili-
zando estratégias que aproveitam o
contacto directo com a natureza para
potenciar aprendizagens das suas dis-
ciplinas. O contacto permanente com
os alunos 24 horas sobre 24 horas

€, também, um campo riquissimo para
o desenvolvimento das relagées in-
terpessoais e para refazer, quando
necessario, a propria relagéo pedago-
gica.

Particularmente, no que a Matemética
diz respeito, os seus professores tém
perseguido dois grandes objectivos:

e Elevar a cultura matematica dos
nossos alunos, através da apli-
cagao em situagoes reais da Mate-
matica aprendida na sala de aula.

e Envolver os alunos das Humanida-
des, tradicionalmente menos moti-
vados, em actividades matemati-
cas.




Dos varios exemplos praticos da participacdo da Matematica na Aquecimento Global

Aventura na Lousd, podemos destacar: 0 planeta estd a aquecer mais depressa do que se esperava

® Provas de Orientagéo ou Provas Combinadas com Multiac- e as provas acumulam-se: o grande culpado é o homem.
tividades. Os professores de Matemética asseguram postos Variagdo das temperaturas nos dltimos 140 anos
de controlo onde os alunos tém de realizar um conjunto de 0,5 Globais

tarefas, nomeadamente, a resolugéo de problemas a partir de
conhecimentos sobre a semelhanga de triangulos. Por exemplo,
como medir a altura de uma montanha com um mapa e uma

c . ; 0.0
régua, ou como medir a altura de uma arvore comparando
a respectiva sombra com a sombra de uma vara com altura
conhecida.
0,5

e Canoagem. Enquanto se desenrola a actividade, grupos de
alunos resclvem problemas que utilizam determinadas carac- : . - : . : ; ;
teristicas do meio envolvente. Por exemplo, medir a largura 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 200
do rio e a altura de uma arvore na outra margem, utilizando
um quadrante e conhecimentos sobre trignometria, ou medir a
largura do rio, utilizando conhecimentos sobre a semelhanga de
tridngulos.

¢ Bicicletas Todo Terreno. Os alunos anotam os tempos de pas-
sagem nos varios pontos intermédios e as disténcias entre 0,0
os varios pontos de paragem. Com estes dados realizam trata-
mento estatistico no final da actividade.

e Tiro com Arco. Os alunos anotam as pontuagdes que sao deter- 9.5
minadas em func¢éo das varias zonas do alvo. Posteriormente,
também com estes dados, realizam tratamento estatistico.

Variagdo das temperaturas nos ultimos 1000 anos
L5 Hemisfério Norte

r T T T L) 1
1000 1200 1400 1600 1800 200¢

s Atelier da Matematica. Enquanto decorrem outros ateliers com
actividades fisicas, como por exemplo, a Danga, o Jogo do Pau Gases com efeito de estufa
ou o Basebol, no atefier da Matemética os alunos resolvem
problemas, realizam puzzles ou jogam Xadrez. Didxido de carbono
Em concluséo: A promogéo de estilos de vida saudaveis em que a m
préatica de actividades fisicas, particularmente as de exploracéo da Gé_:;m
natureza, desempenham um papel relevante e os passos dados na HCFC-22
promogao da interdisciplinaridade e da colaboragédo entre profes- PerlGaisrstane
sores de diferentes areas disciplinares tém-se constituido como Hexafluoreto de enxofre
sementes de um terreno fértil para que a Matematica, area com
caracteristicas transdisciplinares, possa ser uma matéria apetecive/ Concentragio atmosférica 370
no curriculo dos alunos da Escola Secundaria Dona Luisa de de Diéxido de Carbono
Gusmao. Partes por milhdo 340
Coordenador do Projecto Aventura na Lousa 320
Jodo Jorge Henriques e
Esc. Sec. D. Lufsa de Gusméo 288 292 /2_,.9\5_' 0 i
3?-'\#.'9!@9 @‘9 '\?"@ *?’Qp ’Ld?

RFUTERS/PUBLIC

in Publico, 23 Janeiro 200

Eu ndo acredito nas ciéncias naturais

Kurt Gédel
Eu ndo acredito na matematica ,
Albert Einstein |
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Eduardo Veloso

| Tecnologias na educacao matematica

Matematica e universo...

Neste numero tematico dedicado a “matemadtica e natureza”, resolvemos deixar em paz as plantas e os animais e olhar
para a natureza por exceléncia... o Universo! O mundo da astronomia e da astronomia e matematica é imenso. Tudo o que
diz respeito ao conhecimento e exploragéo do universo € apaixonante e tem muitas conexoes historicas e actuais com
a matematica. E reconhecidamente um tema que entusiasma os jovens, e que poderia ser uma via para a compreensao
da relevancia da _matematica na histéria das civilizagbes antigas e da nossa propria sociedade. Iremos apenas apresentar
um bom programa de astronomia, alguns sitios na rede sobre astronomia e matematica e alguns livros fundamentais.
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Um programa de cmnpumdm Capricornio. Para a direita, junto & constelagdo Sagitario,
Starry Night Pro — O universo ao seu alcance! estava o planeta Marte. Ainda mais para adireita, para

sudoeste, via-se ja a desaparecer no horizonte a constela-
¢éo Escorpido, reconhecivel ainda pela lindissima Antares e
pelo par de estrelas, um pouco para
a esquerda, da sua caracteristica
cauda, Se com a lupa clicasse repeti-
damente em Marte, veria a partir de
certa ampliagéo aparecer a propria
fotografia (sim, a fotografial) do pla-

/ neta. O que serd o ponto a direita?

Se decidir ter um programa de computador para astrone-
mia, neste momento ndo deve haver melhor escolha do
que esta. Neste instanténeo do meu monitor, pode ver que
em Lisboa, no dia 26 de Setembro passado, as 9 horas,
26 minutos e 25 segundos, se houvesse um “apagéo”

e pudesse ver as estrelas (ou se fosse, por exemplo,
com o seu portatil, até ao Guincho ou ao cabo Espichel),
olhando para sul poderia ver a Lua junto & constelacéo

Deimos

e
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Fomos ver, clicando em cima.
Deimos? O que é Deimos? Clicamos
duas vezes e apareceu uma janela
com as caracteristicas de Deimos.

E uma das “luas” de Marte (n&o
sabia que Marte tinha “luas” ...
Aparece um link para o site http:/
/www.space.com. Mais um clique.
Afinal Marte tem pelo menos duas
“luas”: Phobos e Deimos. Mais links... e ai estéo fotogra-
fias de Deimos tiradas da sonda Viking Il a 1400 km de
distancia. A sensagdo que se tem é que este programa é
inesgotéavel e nenhuma informagéo sobre o universo conhe-
cido nos é inacessivel a partir de agora.

Né&o se assuste com a magé que aparece no canto superior
esquerdo da figura... Se ainda néo fez o upgrade para o
Macintosh, pode mesmo assim usar o Starry Night Pro
com o PC e o Windows, pois o CD do programa vem

com o programa para os dois sistemas operativos. Para
mais informagées véa ao site http://www.starrynight.com.
Pode ser adquirido em Portugal (v ao site http://
www.gem51.com/). Existe uma versdo menos avangada
que a Pro, o Starry Night Backyard.

Sites na World Wide Web

Dois sitios portugueses

Astrosoft

Astrosoft é uma pagina sobre astro-
nomia realizada na Universidade de
Coimbra. Faz parte do projecto
Soft Ciéncias criado em 1991 pelas
Sociedades Portuguesas de Fisica,
Quimica e Matematica e que tem

o apoio do Ministérios da Educacéo e da Ciéncia e
Tecnologia. A péagina Astrosoft, cujo enderego é http://
nautilus.fis.uc.pt/astro/ contém extensa informagéo sobre:

¢ Sistema Solar: Uma pequena viagem pelo nosso Sis-
tema Solar.

¢ Catalogo Messier: Galéxias, nebulosas, e muito mais.

¢ O Homem e o Universo: Realizado por alunos do ITAP.

* luna: A Lua, o nosso satélite.

¢ O Céu do Crato: Artigos de Nuno Crato, com o apaio
do jornal Expresso. ;

ANOA

( & ANOA.ONLEINE
j)) 0 Tei'Portal de Homia )

Associagao Nacional d

Este sitio é da responsabilidade da Associagéo Nacional de
Observacao Astronémica, que tem a sua sede no Observa-
torio Astronémico Pinhal do Rei, em S. Pedro de Moel, na
Marinha Grande. O site da ANOA déa conta de numerosas
iniciativas que se realizam ja em Portugal relativas a astro-

nomia (apoiadas pelo Ministério da Ciéncia e Tecnologia),
como a Astrofesta, que ocorre todos os ancs no verao.
O site da diariamente noticias actualizadas de eventos
astronomicos e & um excelente ponto de partida para
aceder a informagdes do tipo mais variado sobre astrono-
mia.

Dois sites em lingua inglesa

Astronomiae Historia / History of Astronomy

Este é um magnifico site para quem gosta de astronomia,
de histéria e de matemética. E mantido pela Uniao
Astronémica Internacional, o que assegura a qualidade

dos contetidos relativamente acs documentos internos.
Contém numerosos links para documentos externos, alber-
gados em outros sites. O enderego é
http://www.astro.uni-bonn.de/~pbrosche/astoria.html
Escolhemos alguns exemplos que mostram o interesse
deste sitio para o ensino da matemética.

Aristarco de Samos (¢.310-230 a.C.)

Avristarco foi um percursor na teoria heliocéntrica (a Terra
gira em torno do Sol). Além disso, antecedendo também
Copérnico, explica que ndo vemos as estrelas mover-se

— devido ac movimento da Terra — porque o raio

da orbita da Terra é tdo pequeno comparado com a
distancia as estrelas que esse movimento das estrelas
era muito pequeno

para ser detectado. _

Aristarco mostrou B o o
correctamente como ;
podemos comparar

as disténcias da

Terra & Lua e da

Terra ao Sol.

Quando a Lua esta em quarto crescente. O angulo TLS
& 90" e medindo o angulo LTS conhece-se a forma do
tridngulo e portanto pode fazer-se essa comparagao.
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Na préatica o angulo LTS é dificil de medir e os valores obti-
dos por Aristarco muito diferentes dos reais. Mas a ideia
de utilizar a geometria para comegar a medir o Universo

é que foi importante. Pode ler um texto de Kristen Riley
sobre Aristarco no enderego
http://www.perseus.tufts.edu/GreekScience/
Students/Kristen/Aristarchus.html

Johannes Kepler
(1571-1630)

Kepler pode servir de inspira-
cdo para a introdugéo da his-
toria no ensino da matematica,
e também para as relagbes da
matematica com a astronomia.
Pode ver um artigo interessante
e informativo sobre Kepler no
enderego

http://www.phys.virginia.edu/classes/ 109N/ 1995/
lectures/kepler.html

Este site é sobretudo um ponto de partida para encontrar
informagéo sobre temas de astronomia e historia da astro-
nomia (que coincide em parte, em certos periodos, com
a histéria da matematica). A melhor maneira de encontrar
esses temas é através dos nomes dos matematicos, no
sub-endereco
http://www.astro.uni-bonn.de/~pbrosche/hist_astr/
ha_pers.html

ou por topicos, no sub-enderego
http://www.astro.uni-bonn.de/~pbrosche/hist_astr/
ha_items.html

ii
'71;,
i

Um sitio da NASA
para a educagio

p(l(,
;‘%ﬁ

55

in

Um conjunto extenso de pagi-
nas da Nasa dedicadas as
conexdes entre a exploragéo
do espaco e a educacdo, em particular a matematica. Ende-
rego:

http://spacelink.nasa.gov/

Apenas dois exemplos do que pode encontrar aqui:

From Stargazers to Starships
(dos observadores das estrelas as naves espaciais)

Este conjunto de paginas constitui um verdadeiro livro
online sobre o movimento da Terra, a mecanica de Newton,
o Sol e a exploragéo do espago. Glossario, cronologias,
problemas, perguntas e respostas, tudo escrito de modo
acessivel e directo, profusamente ilustrado. Enderego:

http://www-spof.gsfc.nasa.gov/stargaze/Sintro.htm

De que tamanho € aquela estrela?

Um plano completo de um conjunto
de aulas para o terceiro ciclo do
ensino basico sobre os processos de
comparar a dimenséo das estrelas,
envolvendo matemética, fisica, astro-
nomia. Talvez inspire um bom pro-
jecto para a nova area do Ensino
Basico. Endereco:
http://imagine.gsfc.nasa.gov/docs/
teachers/lessons/star_size/star_size.html

BARNARD'S

STAR
SUN ®

. SIRIUS

Livros sobre astronomia

Em portugués

ECLIPSES ..
Na Gradiva (pode adquirir online: http://www.gradiva.pt/)

e O meu Primeiro Livro de Astronomia, Jamie Jobb

e Guia pratico de Astronomia, Denis Berthier e Jean
Lacroux

® Zodiaco, Nuno Crato

e Fclipses, Antonio Magalhdes, Antonio Cidadao, Pedro
Ré, Nuno Crato

Na Escolar Editora (pode adquirir online:http://www.livraria-

escolar-editora.pt/)

¢ [ntrodugao a Astronomia e as Observacoes Astronomi-

" cas, Maximo Ferreira )
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Em mgles

TIMES
PENDUSUIN

Jia Hlles Bane:

. Un.-verse Mlchael P.owan Roblnson Harlow: Longman
Group UK Limited, 1990

e The Cambridge lllustrated History of Astronomy, org.
por Michael Hoskin. Cambridge: Cambridge University
Press, 1997

* [arousse Astronomy, org. por Philippe de la Cotardiére,
Nova edigéo revista. Twickenham, Middlesex: HamlynPu-
blishing Group, 1987.

e Time's Pendulum, Jo Ellen Barnett. New York: Plenum
Trade, 1998.

Pode adquirir o 2° e o 4° online em www.amazon.co.uk.

Quase esgotados o 1° e 3° em www.barnesandnoble.com.



O que ja nao tenho
duvidas € de que ndo

é nada facil descrever
matematicamente os
fendmenos da natureza,
mesmo aqueles que nos
parecem evidentes.
Quase sempre a natureza
acaba por néo se adaptar
completamente aos
nossos brilhantes
raciocinios e as nossas
conjecturas perfeitas.

Sempre gostei dos fenémenos natu-
rais e portanto de meteorologia (mas,
confesso ja, os meus conhecimentos
sobre o assunto sédo bastante limita-
dos). Tenho varios instrumentos em
casa e o meu preferido é um termo-
metro que da a temperatura no interior
e no exterior, podendo também mos-
trar as méaximas e minimas desde o
momento por nés escolhido. Por isso,
quase todos os dias vou ver quais
foram as temperaturas extremas.

No entanto, ha ja algum tempo que
me interrogava como evoluiria a tem-
peratura do ar ao longo de um dia
normal. O sentido que dou a normal é
um dia calmo, sem alteragbes stbitas
do tempo. Tinha feito algumas con-
jecturas: haveria um maximo a meio
da tarde, um minimo a meio da noite,
seriam praticamente iguais as tempe-
raturas as O horas e & mesma hora
do dia seguinte e, se ndo houvesse
subita mudanga meteoroldgica, no dia
seguinte a situagéo repetir-se-ia quase
sem alteracdes.

A fungao tempo/temperatura teria por-
tanto de ser ciclica. Uma boa hipdtese
era uma fungéo sinusoidal. Certa vez,
quando discuti esta questéo com o
Hélder Martins, ele também sugeriu
logo uma fungao deste tipo.

Ao trabalho

Um destes dias resolvi tirar isto a
limpo. Actualmente, ndo ha qualquer
dificuldade mesmo para quem néo
tenha grandes instrumentos meteoro-
l6gicos. O CBL2 e uma calculadora
TI-83 sao suficientes.

!

Natureza Dificil

José Paulo Viana

Preparei entdo o material. Liguei a
TI-83 ao CBL2 e coloquei um sensor
de temperatura no canal 1 do CBL2.
Na calculadora fui a tecla APPS buscar
a aplicagdo CBL/CBR que serve para
trabalhar com os instrumentos de
recolha de dados e, no menu principal,
escolhi a opgdo DATA LOGGER
(registo de dados).

i=E1 ance

1 s
CBL~CER

: Interact

4:0rdanize

SiPeriodic
&:Portug

CBL-CEBR APP:
1: GAUGE
DATA _LOGGER
: RANGER
4:RUIT

Agora era preciso dar as instrugdes
para a experiéncia pretendida. Escolhi
fazer registos de quarto em quarto de
hora (900 segundos), o que significava
97 registos (4 x 24 mais um para com-
parar a temperatura as 0 horas do

dia escolhido com a temperatura as 0
horas do dia seguinte).

Activei entdo o sensor de tempe-
ratura; nimero de registos: 97; inter-
valo entre registos: 900; unidade: grau
celsius; grafico: em tempo real (para
se ir vendo o que acontecia ao longo
do dia).
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Consultada a previséo meteorologica,
vi que o dia 9 de Setembro de 2001
estava de acordo com o pretendido:
céu limpo, sem alteragdo prevista das
temperaturas extremas.

Exactamente as O horas desse dia car-
reguei na instrugéo GO... e a maquina
iniciou os registos.

Precisamente as 24 horas o programa
terminou e pude ver o gréfico.

o

(5

As temperaturas estavam na lista
TEMP e os tempos em TTEMP. Como
a unidade usada para o tempo era o
segundo e da muito mais jeito traba-
lhar em horas, criei a lista HORAS, divi-
dindo a lista original TTEMP por 3600.

LTTEMP.-360668+ LHOR
ASH

Com a nova lista fiz outro gréafico

e usando TRACE fui a procura das
temperaturas extremas e respectivas
horas.

F1

n=7.75 M=23.6429 .

9. Set
A minima foi de 23,6° s 7Th45 e

a maxima 34,7° as 15h30. Comeca-
vam as surpresas. Se a maxima era
a hora esperada (a meio da tarde), ja
a minima nao correspondia de modo
nenhum & previsdo de ser a meio da

noite. Fui ao jornal e vi que o nascer
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do sol tinha sido as 7h13. A tempera-
tura tinha descido, com algumas osci-
lagbes, até um pouco depois do sol
aparecer. E agora o intervalo de tempo
entre o minimo e o maximo da fungéo
era 15h30 — 7h45 = 7h45 horas e
portanto muito longe das 12 horas que
tinha previsto.

Pior ainda, observando o gréfico
vemos que a partir das 7h45 a tempe-
ratura cresce quase uniformemente. O
grafico confunde-se com uma recta.
Com alguns célculos simples encon-
tra-se uma recta que se ajusta quase
perfeitamente

Vi=i.3EH+135 S

He=iEE

NEIMMNEE L

A temperatura cresce cerca de 1,35°
por hora. Atingido o méximo, decresce
também quase uniformemente até as
22 horas, bastante depois do por do
sol (que foi as 19h55). Ou seja, das
7h45 as 22h, a fungéo é constituida
por dois ramos cujos graficos séo
rectas. Durante a noite, embora com
algumas oscilagoes, a temperatura vai
decrescendo lentamente.

E ja agora reparemos numa curiosi-
dade. Na zona superior do gréfico ha
umas imperfeicbes quase simétricas.
Fagamos um ZOOM para ver melhor.

3

Rw=1B.7404%26 .¥=35.135968

Que tera acontecido? Passaram umas
nuvens?

Bem, voltemos ao essencial. Estamos
entdo muito longe de um grafico sinu-
soidal. Sera sempre assim ou isto foi

excepcional?

Mais trabalho

O melhor era avangar com novas
experiéncias.

Foi o que fiza 11 de Setembro (o

dia em que o mundo mudou, segundo
a primeira pagina do jornal Publico) e
depois a 14 de Setembro.

O dia 11 foi um pouco diferente.

O céu esteve nublado quase toda
a manhéa e houve nuvens dispersas
durante a tarde.

FL:HORASTERFZ
#=7.5. N=1BM7PEZ .
11.Set

A temperatura comegou a subir as
7h30 e a maxima 25,4° foi novamente
as 15h30.

O dia 14 foi um dia limpo e quente.

FL:HORASTENF2
K=7.28 N=17.5238 .
14.5et

A temperatura comegou a subir as
7h15, atingindo um méximo de 27,7°
as 15h30.

As semelhangas entre os gréficos dos
trés dias séo muitas. Subida quase
uniforme desde o nascer do sol até as
16h30; descida a partir dai, também
bastante regular, até cerca de duas
horas depois do sol se por; ligeira
descida da temperatura durante a
noite, com o minimo perto do nascer
do sol.

Fiquei desgostoso: a minha bela con-
jectura tinha ido por dgua abaixo. O
modelo ndo poderia ser de modo
nenhum uma sinusoide. E para o des-
cobrir precisava de fazer mais expe-
riéncias. Vai ser preciso prolongar a
investigacéo por muito mais tempo.

A duragao do dia

Fiquei com vontade de encontrar
algum fenémeno natural que fosse si-
nusoidal.



Lembrei-me de um problema, pro-
posto na 1% chamada da 1° fase do
exame de 12° ano de 2000, onde
aparecia uma fungéo que dava, para
Lisboa, a duragéo do dia (entre o
nascer e o por do sol) ao longo do
ano.

Por sorte, aqui hd uns meses o Sérgio
Valente, que sabe do meu gosto por
estes fenomenos, tinha-me oferecido
um exemplar dos “Dados Astrondmi-
cos para Almanaques de 2000, edi-
tado pelo Observatério Astrondmico
de Lisboa. E um livrinho interessan-
tissimo, com imensas informagdes:
constantes astrondmicas, calendéarios
catolico, israelita e islamico, entrada
do sol nos signos de zodiaco, fases
da lua, enxames de meteordides,
eclipses, nascimento e ocaso da lua
em Lisboa e, felizmente, as horas,
com aproximagéo ao minuto, de nas-
cimento e ocaso do sol em sete
cidades portuguesas, entre as quais
Lisboa.

Com um pouco de trabalho (mas tinha
de ser..), fiz as subtracgbes entre os
instantes de nascer e pér do sol e
converti os minutos em horas para
obter a tabela com a duracéo dos

366 dias de 2000. Esses dados foram
colocados na calculadora na lista SOL.

Construi em L1 uma lista com os
numeros de 1 a 366, correspondente
aos dias do ano. O gréfico obtido foi
este.

Fi:L1.50L

L R

Que bela sinusoide!

Agora era preciso encontrar uma
fungdo que se adaptasse a estes
dados. A fungéo seria do tipo

f(z) = A + K sen [B(z - D)]

Claro que poderia tentar usar a
regressdo sinusoidal da calculadora
para chegar a fungéo, mas pare-
ceu-me mais interessante pensar um
bocado e descobrir os parametros
através do que eles representariam.
Nota: descobri mais tarde que a calcu-
ladora, por motivos que ainda n&o ave-
riguei, ndo conseguia fazer a regres-
séo sinusoidal...

Como o seno variaentre-1 e 1, a
fungéo vai variar entre A - K e A+K,
logo A representa a duragéo média
dos dias em Lisboa.

Pedindo os célculos estatisticos da
lista SOL, vem:

1-Yar Stats
x—12 19843716

BA33
273
argl

£l

1-Var Stats
=366

minx=9.45

Ri=18. 36666667
Med=12.Z2166567F
H2=14,01666667F
.maxH=14.883333

O dia mais curto tem 9,45 horas, o
mais longo 14,88 e o dia médio 12,19
horas.

Logo, A = 12,19.

O parametro K esta relacionado com
a latitude do lugar. Quanto maior for
a latitude, maior sera o valor de K.
Mas K tem também a ver com os
dias mais curto e mais longo do ano,
ou seja, com os extremos da fungéo.
Com efeito, 0 maximo serda A+K e o
minimo A - K. Entao:

2K = 14,883 - 9,45
Logo, K =272

Quanto ao parametro B, sabemos que
tem a ver com o periodo. Uma fungéo
do tipo sen(Bz) tem periodo 27/B. A
fungdo que procuramos tem periodo
366. Bem, na realidade, tem periodo
aproximadamente igual a 365,24 mas
simplifiquemos.

Logo, B = 27/366 = 0,0172.

Finalmente, falta o pardmetro D, que
provoca o deslocamento horizontal do
gréfico. Para o encontrar, lembremos
que o dia médio, que ocorre quando
sen[B(z — D)] = 0, deve corresponder
ao equinocio da Primavera que, em
2000, ocorreu no dia 20 de Margo.
Este dia é o 80° dia do ano.

Logo, D = 80.
Vejamos se funciona...

Quase perfeito! Fiquei satisfeitissimo.

FEE Plot2 Plot
SVilL2. 1942, 72=1
n(B, BLF2(X-887 )
“Ya=
sYa=
“My=
“WE=
“NE=

Voltam as dividas

Passado pouco tempo, ao analisar
com mais detalhe os valores obtidos,
comecei a descobrir varios aspectos
estranhos.

O dia médio (12,19) era diferente

do dia mediano (12,22), diferente do
dia do equindcio da Primavera (12,15)
e do dia do equindcio de Qutono
(12,13). Ora, julgava eu, estes valores
deveriam ser todos iguais...

Por outro lado, tinha aprendido nas
minhas aulas de Geografia que o dia
médio, em qualquer parte do mundo,
é de 12 horas. Ora, o valor obtido
(12,19) excede o previsto em mais de
11 minutos.

Fiquei intrigado e preocupado. O que
seria o dia médio? Em que momentos
comeca e acaba um dia? Quando o
centro do sol toca a linha do hori-
zonte?

Fui consultar melhor os dados astro-
némicos. O que estava |4 escrito era
“Nascimento e ocaso do Sol (bordo
superior)”. Afinal ndo era o centro do
sol que contava, era o bordo superior.
Mas pareceu-me que isso néo alterava
nada.

Umas horas depois, fez-se luz (do
sol?) no meu espirito. O bordo supe-
rior do sol no nascimento ndo corres-
ponde ao bordo superior no ocaso.
Entéo, a duragcdo média prevista de
12 horas torna-se necessario acres-
centar o tempo que, pdr exemplo, no
ocaso ocorre entre 0 momento em
que o bordo inferior toca na linha do
horizonte até ac momento em que o
bordo superior desaparece.

Alegrei-me. Mas por pouco tempo. E
que me lembrei que o intervalo de
tempo em que o sol se esta a por
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é muito inferior a 11 minutos (pelo
menos do que eu me lembro...).

Infelizmente, ainda nao tive oportuni-
dade de ir ver um por do sol junto ao
mar, munido de um cronémetro, para
confirmar isto tudo.

O que ja ndo tenho duvidas é de

que n&o é nada facil descrever mate-
maticamente os fenémenos da natu-
reza, mesmo aqueles que nos pare-
cem evidentes. Quase sempre a
natureza acaba por ndo se adaptar
completamente aos nossos brilhantes
raciocinios e as nossas conjecturas
perfeitas. Cada investigacéo que faze-
mos obriga-nos a ir ainda mais longe,
se queremos entender com profundi-
dade aquilo que se passa a nossa
volta. Mas, € claro, séo estes desafios
constantes que fazem da investigagéo
uma actividade téo estimulante.

José Paulo Viana
Esc. Sec. de Vergilio Ferreira
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A matemética néo so é real como é a
Unica realidade. Isto é, todo o universo
é obviamente constituido de matéria.
A matéria é constituida por particulas.
Estas sdo constituidas por electrées,
neutroes e protdes, logo todo o uni-
verso é constituido por particulas. E
agora, de que serdo feitas as parti-
culas? NZo, ndo surgem do nada. A
Unica coisa que podemos realmente
dizer sobre um electrdo é a que
decorre da enumeragao das suas pro-
priedades matematicas. Em certo sen-
tido podemos dizer que a matéria se
dissolve, restando apenas a sua estru-
tura matematica.

Martin Gardner

Onde existe matéria
existe geometria

Johannes Keppler

A descoberta do planeta Neptuno
em 1846 foi resultado espectacular e
excitante da astronomia matematica.
A propria existéncia deste novo
membro do sistema solar e a sua
localizagéo exacta, foram demonstra-
das com papel e lapis. Para os obser
vadores foi deixada a rotineira tarefa
de apontar os seus telescopios para
o ponto que os matematicos assinala-
ram

James R. Neumann

Quanto mais as leis matematicas
se referem a realidade menos
certas séo, quanto mais certas séo
menos se referem a réalidade.

Albert Einstein




Ciéncia na escola — uma questao de atitude(s)

Ha fortes razbes e de
natureza diversa para
considerar uma area
disciplinar de Ciéncias da
Natureza e Matematica.
Estas razdes sédo de
natureza cientifica,

onde se inclui a
dimenséo cultural, e
pedagogico-didactica.

O grande valor da teoria heliocén-
trica dos tempos modernos foi a
contribuicdo que deu na batalha
pela liberdade de pensamento e de
expressao.

Kline, 1987, p. 147

Comecei por designar este trabalho
por Matematica e Ciéncias da Natu-
reza — ligagées possiveis e dese-
Jjaveis, mas a medida que a minha
reflexdo sobre esta problematica tem
avancado tenho vindo a perceber que
esta ligagao esta realmente na forma
de encarar o ensino da ciéncia, em
que a matematica necessariamente se
tem de incluir, e o seu papel na edu-
cacgdo. Embora eu tenho optado por
um titulo em que refiro apenas atitu-
des, é evidente que estas néo estao
desligadas dos conhecimentos e das
capacidades, e so faz sentido encarar
todas elas numa perspectiva articu-
lada e integrada no sentido das com-
peténcias das actuais orientagdes cur-
riculares. Porém parece-me impor-
tante focar a atengdo em aspectos
particulares para melhor os compre-
ender, conhecer e caracterizar, e dai
a minha intengéo de centrar agora a
atengdo nas atitudes.

As recentes orientagdes curriculares
para o ensino basico, que explicitam
muitas das ideias que sobre a educa-
cAo bésica ja sao veiculadas ha algum
tempo, reforgam a afirmagéo funda-
mental de que a aprendizagem nédo
pode ser um conjunto de comparti-
mentos estanques e desligados da
realidade. A Matemética é, em minha
opinido, a disciplina que mais isolada
tem estado na escola e por isso

/

Cristina Loureiro

h& muito caminho a percorrer. O
novo documento sobre o curriculo do
ensino basico afirma que

E importante sublinhar que, na
escola basica e em qualquer dos
ciclos, a Matematica ndo pode e
néo deve ser trabalhada de forma
isolada, nem isso esta na sua natu-
reza. Pelos instrumentos que pro-
porciona e pelos seus aspectos
especificos relativos ao raciocinio,
a organizag&o, & comunicagao e a
resolugéo de problemas, a mate-
matica constitui uma érea de saber
plena de potencialidades para a
realizacdo de projectos transdisci-
plinares e de actividades interdis-
ciplinares dos mais diversos tipos.
(91, p. 59

Penso que a relagéo privilegiada tem
de ser com as ciéncias fisico naturais
e é isso que vou procurar defender
tomando como objecto de estudo a
area curricular de Matematica e Cién-
cias da Natureza no 2° ciclo, com
extensdes naturais para os 1° e 3°
ciclos. Ha vaérios tipos de razdes

para estabelecer fortes ligagoes entre
estas duas disciplinas dando assim
fundamentacéo cientifica, cultural,
pedagogica e didactica a existéncia
desta area curricular. Alias, a tnica
situagdo em que a disciplina de Mate-
mética est4 formalmente associada

a outra disciplina escolar. Em minha
opinido, qualquer reformulagéo curri-
cular devera encarar frontalmente esta
situagdo e estabelecer explicitamente
exemplos de ligagbes para que esta
area curricular nao fique apenas no

papel.
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Penso também que a formagéo inicial
de professores do ensino bésico deve
dar muita atengao a este facto assu-
mindo uma formacao cientifica e cultu-
ral dos futuros responsaveis pela ini-
ciago cientifica das criangas. Infeliz-
mente a histéria da ciéncia, campo pri-
vilegiado de ideias para compreender
a natureza e a evolugdo das ciéncias
fisico naturais e da matematica, bem
como as ligacbes entre estas ciéncias,
é uma falha muito grande na formagéo
de professores e nédo tem sido objecto
de reflexdo frequente entre nods, dai

a necessidade de estudar, escrever e
discutir mais sobre este assunto.

Também o desenvolvimento de com-
peténcias de natureza cultural exigem
conhecimentos e reflexbes sobre a
histéria da ciéncia. E dificil valorizar

e respeitar o que se desconhece ou
que nem sequer se sonha como acon-
teceu.

Porqué ligar Matemdtica e
Ciéncias da Natureza?

As vezes veicula-se a ideia que na
educagdo hé modas, agora vale esta
ideia orientadora, depois vale outra,
como se se tratasse apenas de uma
intencao frivola de variar. Ha fortes
razdes e de natureza diversa para
considerar uma area disciplinar de
Ciéncias da Natureza e Matematica.
Estas razdes séo de natureza cienti-
fica, onde se inclui a dimenséo cultu-
ral, e pedagogico-didactica.

Do ponto de vista cientifico a articula-
¢éo de ideias, de métodos, de proces-
sos, de instrumentos & inerente ao
préprio conhecimento cientifico e ao
seu desenvolvimento.

Como afirma Jodo Caraga ([3], p.

62) ndo é por sermos "modermnis-
simos ", ndo é por moda (por distin-
¢éo), que cultivamos a interdiscipli-
naridade. A necessidade de tratar
questées de natureza interdisciplinar
ou multidisciplinar vem das proprias
questdes: e tal pode significar uma
transformacéo do modo de estar no
mundo, assinalando a vantagem de se
congeminar uma nova visdo, mais bem
adaptada a situagdo que vivemos.

Este investigador refere também
haver necessidade de que surja uma
visdo do universo diferente da que
nos guiou nos Ultimos séculos. Esta
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emergente nova relagdo temporal dos
homens com a natureza e o universo
tera de acolher plenamente a comple-
xidade, o florescimento e a articulagéo
dos saberes que para ela concorrem.
E acrescenta ainda que nada € per-
manentemente adquirido, nem eterna-
mente consolidado — a néo sera
urgéncia de conhecer e de aprender.
([31, p. 62)

Destaco esta perspectiva de cons-
trugéo de uma relagéo temporal dos
homens com a natureza e o universo,
que se liga a urgéncia de conhecer

e de aprender, e que aponta para a
necessidade da escola se aproximar
dos métodos cientificos. Esta intengéo
esta bastante vulgarizada no ensino
das ciéncias fisico naturais, mas na
matematica continua a haver grandes
dificuldades em integrar esta orien-
tagdo com caracteristicas de uma
ciéncia experimental. A matematica é
também uma forma de pensar a natu-
reza, mas porque é diferente da das
ciéncias fisico naturais precisa de ser
tratada em conjunto, para que se
estabelegam analogias e diferencas e
se compreenda melhor a natureza de
cada uma delas. Um dos mateméticos
que mais se tem dedicado a divulga-
¢do de uma perspectiva naturalista da
matematica € lan Stewart. Duas refe-
réncias suas, que a seguir apresento,
registam a forma como ele considera
que a mateméatica pode partir da natu-
reza e se liberta dela.

Estes sinais que a natureza nos da
séo outras tantas belezas para des-
cobrir, e para isso néo é necessa-
ria qualquer formagdo matematica.
E ha também beleza na narrativa
matemética que, partindo destes
sinais, deduz regras escondidas e
regularidades, mas esta beleza é
de natureza diferente, ela reside
nas ideias mais do que nos pro-
prios objectos. ([111, p. 12)

Sejam quais forem as razdes, a
matematica € sem contestacdo um
meio Util de pensar a natureza.
Que queremos fazer dos motivos
que observamos? Muitas respos-
tas s@o possiveis. Queremos com-
preender como se produzem; por
que se produzem, o que é dife-
rente; queremos organizar os moti-
vos e periodicidades da maneira
mais satisfgctoria possivel; prever

o modo como a natureza se com-
porta; controlar a natureza para
nosso uso; e utilizar o que apren-
demos sobre o mundo que nos
rodeia. A matematica ajuda-nos em
cada uma destas coisas e revela-se
muitas vezes indispensavel. ([11],
p. 28)

Em meu entender ha convergéncias

e divergéncias entre os modos como
a matemaética e as ciéncias fisico natu-
rais olham e pensam a natureza. A
percepcéo de analogias e diferencas €
uma necessidade no desenvolvimento
de uma atitude cientifica perante a
natureza e o universo.

O que considero interessante é que
estas razdes de natureza cientifica
acabam por ser também razdes peda-
gogico didacticas. Perspectivar a rela-
céo cientifica com a natureza € pensar
num ensino cientifico activo, constru-
tivo, contextualizado, integrado e com
significado.

Ligagbes possiveis ¢ desejdveis

A breve reflexao deste texto néo pre-
tende ser mais do que o registo de
algumas ideias tedricas importantes,
mas ficaria incompleta se ndo fossem
avancadas, de forma sustentada, algu-
mas sugestoes concretas de activida-
des a realizar com os alunos.

Nos dltimos anos tém sido realizados
alguns projectos de ligag&o entre a
matematica e as ciéncias da natureza
ao nivel do ensino basico. Quando
estes trabalhos forem mais divulgados
nao sera certamente dificil aceder a
um conjunto muito alargado de pro-
postas de trabalho que facilitem a ino-
vagéao curricular.

Por uma questéo de simplificagéo as
sugestdes e propostas que apresento
estéo organizadas em itens, de natu-
reza diversa e que, como néo poderia
deixar de ser, ndo sdo estanques. Epi-
sodios da historia da ciéncia, meios
de comunicagdo e-eiéncia, simetria,
nimeros e medigbes, relagbes nume-
ricas e fungdes, utilizagdo e constru-
géo de instrumentos séo as pontes
que criei para ilustrar ligagdes possi-
veis e desejaveis.

Episédios da histéria da ci¢éncia
A histdria da ciéncia é fundamental
para compreender o papel da matema-



tica no desenvolvimento cientifico e
para valorizar este tipo de actividades
no trabalho com os alunos. Para além
dessas actividades, estes podem rea-
lizar trabalhos sobre a propria histéria
da ciéncia que permitem fazer articula-
¢des muito interessantes com outras
areas disciplinares.

Galileu Galilei

Quando se pensa na historia da cién-
cia, um dos cientistas que interessa
referir & Galileu (1564-1642), que
entre muitos outros trabalhos realiza-
dos foi o inventor do telescopio. Na
matematica geralmente nao falamos
dele, mas ha aspectos do seu traba-
lho que séo fundamentais para esta
discusséo.

Segundo Kline ([5], pp. 213-216),

A mais artistica e frutifera criagéo
da multifacetada mente de Galileu
foi um grande plano para ler o
livro da natureza. Em esséncia ele
oferece um conceito totalmente
novo dos objectivos cientificos e
do papel da matematica para atingi-
los.[...]

O segredo do sucesso da ciéncia
moderna foi a selecgdo de um
novo objectivo para a actividade
cientifica. O novo objectivo, esta-
belecido por Galileu e perseguido
pelos seus sucessores, consiste
na obtengéo de descrigdes quan-
titativas dos fendmenos cientifi-
cos independentemente de qual-
quer explicacéo fisica. O caracter
revolucionario deste novo conceito
de ciéncia sera tanto mais apre-
ciado se for comparado com a acti-
vidade cientifica das épocas ante-
riores. [...]

Galileu foi o primeiro homem a
comprender que as especulagdes
sobre as causas e razoes dos fe-
némenos néo tinham feito avancar
muito o conhecimento e ndo tinham
dado ao homem assim tanto poder
para predizer e controlar os acon-
tecimentos da natureza. Por estas

razdes propbs-se substitui-las
pelas descrigbes quantitativas dos
fenomenos. A sua proposta pode
ser clarificada com um exemplo.
Na simples situagédo de langar uma
bola podemos especular indefini-
damente porque é que a bola cai.
Galileu faz-nos pensar de outro
modo. A distancia do ponto de
partida a que a bola se encontra
aumenta a medida que o tempo
passa a partir do instante de lan-
gamento. Em linguagem matema-
tica a distancia a que a bola caie o
tempo que demora a cair séo vari-
aveis porque ambas variam com
a queda da bola. Procuremos,
disse Galileu, alguma relagéo mate-
matica entre estas duas varidveis.
A resposta que Galileu encontrou
escreve-se nos dias de hoje por
esta férmula cientifica tdo simples
que é d = 5% [...] Formula esta
que nada diz acerca das razbes
porque a bola cai ou sempre tem
caido no passado e continuara a
cair no futuro. E mesmo pensando
que estas férmulas sdo usadas
para relacionar varidveis que o
cientista suspeita que estéo rela-
cionadas é verdade que ele néo
tem que investigar, ou compreen-
der, a relagéo causal para tratar
a situagdo com sucesso. E este
facto que Galileu viu claramente ao
enfatizar a descrigdo matematica
em detrimento de uma investi-
gacgéo qualitativa e causal da natu-
reza menos bem sucedida.

Para Kline, o que este e muitos outros
exemplos simples ilustram é como o
matematico pode ficar sentado na sua
cadeira e obter duzias de significativas
leis da natureza.

Esta perspectiva do trabalho de
Galileu valoriza o interesse do trabalho
didactico de procurar e registar valo-
res, construir tabelas, procurar rela-
¢bes numéricas, simplesmente, sem
a ambicéo de explicar e comprender
os fendmenos a que esses valores
estéo ligados. O facto desta procura
ser feita a partir de situacdes e feno-
menos naturais pode ser uma forma
de contribuir para uma observagao
mais atenta, focada e completa da
natureza e do meio envolvente. De
certo modo muito do trabalho experi-
mental da matemétjea € um trabalho

de articulagdo com as ciéncias fisico
naturais.

Johann Kepler

Um outro episodio da histéria da cién-
cia que prossegue esta orientagéo de

exploragéo quantitativa é o trabalho de
Johann Kepler (1571-1630).

Kepler foi assistente do famoso obser-
vador dos céus Tycho Brahe e
sabe-se que, influenciado pelas har-
moniosas relagdes do sistema coper-
niano, ele se decidiu a explorar os
inimeros dados astronémicos, reco-
Ihidos por Tycho Brahe em toda a

sua vida de observador, para procurar
novas e harmoniosas relagdes mate-
maticas que relacionassem os fend-
menos naturais entre si. O que
sempre me fascinou neste episédio foi
a persisténcia de Tycho Brahe, que
dedicou a sua vida a observar, medir
e registar milhares de dados numéri-
cos sem saber se alguma outra coisa
dai poderia advir, e a intuigéo e imagi-
nagao de Kepler que pegou nesses
dados e nas ideias de Copérnico

e inventou uma série de relagbes

e modelos matematicos. Trabalharam
separadamente, e tinham até ideias
diferentes sobre a teoria heliocéntrica,
mas isso néo invalida a atitude coope-
rativa que esta presente neste traba-
lho e que é inerente & construgéo do
conhecimento cientifico.

Vale a pena conhecer melhor este
episodio e perceber como a religido,
a fisica, a astronomia, e o senso
comum se submeteram a matematica
por ordem de Copérnico e Kepler,
([5], pp. 133-149). Kline afirma mesmo
que estes dois cientistas, ao formula-
rem a teoria heliocéntrica e as suas
leis, estabeleceram as'orientagdes da
ciéncia moderna nomeadamente no
aspecto de que a razéo e a matema-
tica s&o mais importantes para com-
preender e interpretar o universo que
a evidéncia dos sentidos.

lan Stewart afirma que Kepler estava
fascinado pela presenca de padrées
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matematicos na natureza, e consa-
grou uma grande parte da sua vida

a procuré-los nos fenémenos plane-
tarios. Kepler estendeu também este
seu interesse por padrdes a outros
fenédmenos e situagdes. Ele foi o pri-
meiro europeu a reconhecer a simetria
hexagonal dos flocos de neve.

E possivel continuar a pensar em
muitos outros episodios e referir
muitos outros nomes marcantes neste
tipo de articulages entre a mate-
maética e as ciéncias fisico naturais,
como Eratdstenes, Arquimedes, Leo-
nardo da Vinci, Pedro Nunes, Leibniz,
Newton, os irmaos Bernoulli, Euler,
Fourier, e muitos mais. Fica a porta
aberta.

Né&o posso deixar de referir que
nesta reflexdo sobre atitudes cienti-
ficas faz todo o sentido estabelecer
também fortes ligagdes com as cién-
cias sociais, mas foi minha opgéo nao
explorar agora também essa ponte.

Meios de comunicagio e ciéncia

Os meios de comunicagéo sdo uma
fonte util e inesgotavel de ideias e
pontos de partida para a realizagdo

de actividades de articulagéo entre

a matematica e as ciéncias naturais.
Programas educativos, que infeliz-
mente escasseiam em Portugal, arti-
gos de jornais ou de revistas, informa-
¢des breves de telejornal e até antin-
cios podem ser o inicio de muitos tra-
balhos a realizar com os alunos. Estas
fontes poderao ser muitas vezes uma
motivagdo para estudar novos aspec-
tos da matematica e das ciéncias
naturais e aprender como estas estéo
presentes e sdo utilizadas, para o bem
e para o mal, no mundo que nos
rodeia. Para além das potencialidades
educativas de contetdo cientifico que
estes materiais apresentam ha a con-
siderar o aspecto do desenvolvimento
da atengé@o ao que se esta a passar

& nossa volta e de uma atitude critica
face a informag&o que estes meios de
comunicagéo veiculam. A matematica
tem naturalmente um papel relevante
em toda esta informagéo e muitas
vezes é usada de uma forma incom-
pleta ou incorrecta que permite as
mais perigosas distorgoes. A estes
aspectos podemos acrescentar a
actualidade, a versatilidade do con-
tetdo, a adequagédo do formato e a
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facilidade de acesso. Numa das acti-
vidades apresentadas nesta revista
dado um exemplo de uma actividade
que tem por base um artigo de jornal.

Ha varios livros em que pode ser
obtido material interessante para este
tipo de trabalho com os alunos e

para a formacao de professores. John
Allen Paulos em As Noticias e a Mate-
mética, pp. 240-242, defende que

O conjunto de perguntas padréo
que os jornalista fazem e os leito-
res querem ver respondidas deve-
ria ser alargado. Além do Quem,
do Qué, do Onde, do Quando,
do Porqué e do Como, deveria
também incluirse o Quantos?,
Com que probabilidade? Que pro-
porgdo? A que conclusédo che-
gamos quando comparamos esta
quantidade com outras? Qual a sua
taxa de crescimento e que resul-
tados obtemos ao comparar essa
taxa com outras taxas de cresci-
mento? [...]

E continua com outros exemplos de
questdes pertinentes numa perspec-
tiva matematica correcta para concluir
mais a frente que

Imersos nesta rede fervilhante de
informacéo, chegamos por vezes
a conclusdo de que as respostas
que mais buscamos permanecem
para além dos nossos horizontes
de complexidade. As bolas de
cristal estdo todas bagas ou, no
caso dos jornais, borradas de tinta.
Apesar da promessa (ou ameaga)
de profecias mateméticas sobre o
futuro, temos muitas vezes de nos
contentar com as manchetes do
presente. Por esta razéo, os jor-
nais serdo sempre novos e neles
havera sempre um elemento de
romance. Compre um jornal e des-
cubra isto mesmo.

Segundo Cano e Romero, ([2], p.
225), no que respeita a exploragéo
matematica, a informagao veiculada
nos meios de comunicagéo pode ser
trabalhada nas seguintes perspecti-
vas: interpretar dados, relacdes e
resultados; estimar e aproximar resul-
tados e valores; empregar métodos
de tentativa e erro; simplificar tarefas
dificeis; procurar padrées e modelos;
fazer conjecturas e comprovar hipéte-
ses; demonstrar e refutar.

Quando temos em atengéo que a par-
ticipagéo na vida civica de forma livre,
responsavel, solidéria e critica € um
dos principios e valores orientadores
do curriculo ([9], p. 15), ndc podemos
de deixar de dar muita atengéo a mul-
tiplicidade de documentos, escritos,
orais ou visuais que séo produzidos
pelos meios de comunicagio para pro-
curar encara-los com atitudes cientifi-
cas.

Simetria

A simetria apela tanto ao artista
como ao cientista; ela estd inti-
mamente associada com a inata
capacidade humana de apreciar
padrées. A simetria estd ligada
a muitos dos mais profundos
padrées da Natureza, e hoje é fun-
damental para a nossa compreen-
sdo cientifica do universo. (1121, p.
26)

O conceito de simetria € muito antigo,
mas tem evoluido muito também. lan
Stewart considera que levou mais de
dois mil e quinhentos anos para gue
o conceito de simetria tenha evoluido
de modo que os cientistas e os mate-
maéticos o possam usar mais do que
admirar.

O aspecto mais importante a fixar
sobre este conceito € que uma sime-
tria de um objecto é qualquer trans-
formacéo que o deixa aparentemente
invariante. Outro é que a simetria é
um instrumento de descrigéo qualita-
tiva e quantitativa dos objectos e

dos fendmenos. Os fendmenos perio6-
dicos podem ser estudados do ponto
de vista da simetria, e isso € util

para a sua compreenséo e formaliza-
cdo matematica. A caracterizagéo e
a comparacéo de simetrias sé&o por
isso mesmo ideias poderosas que se
articulam com muitas outras ideias e
conceitos matematicos.

Star of Bethlehem

S6 um olhar matematico permite
encarar flores, jantes de automoveis
e logotipos para descobrir aspectos
comuns entre eles. Esse olhar esta
carregado de simetria.



Recolher imagens de flores, jantes e
logotipos, classifica-las de maneiras
diversas, caracterizar cada clas-
sificagéo, criar novos elemen-
tos para as categorias cria-

das, reclassificar quando se
acrescentam outros objectos
s&o actividades matematicas
por exceléncia acessiveis as
criangas desde muito pequenas
e fundamentais no desenvolvimento
de atitudes cientificas. Para além da
multiplicidade de imagens que é pos-
sivel encontrar & nossa volta para
fazer este trabalho, qualquer programa
de geometria dindmica permite criar
uma fébrica inesgotével de rosaceas,
figuras com simetria de rotagao.

Da simetria de reflexdo das 2500
espécies diferentes de orquideas,
passando pelas folhas de muitas
plantas e por muitos animais séo
inimeras as possibilidades de encon-
trar e explorar este tipo de simetria.
Uma das ideias mais interessante serd
sempre analisar se existe ou ndo
simetria de reflexdo e, no caso de ndo
existir, quais sdo os elementos que a
quebram.

Partindo de situagdes naturais séo
inimeras as possibilidades de obser-
vagéo, caracterizagdo, organizagéo e
classificagdo. A simples observagéo
e classificagado de muito do que nos
rodeia passa pela utilizagéo de instru-
mentos matematicos. E mesmo que
nos fiquemos pela caracterizagéo ha
muitas possibilidades interessantes.
Do ponto de vista da convergéncia
entre ciéncias fisico naturais e mate-
matica, estas duas capacidades séo
fundamentais para a interpretagéo do
mundo natural. )

A interpretacdo do mundo natural
vai variando, como a propria histo-
ria do homem e do pensamento;
os modos de ordenar, classificar,
designar e, em definitivo, explicar
a Natureza, estdo profundamente
imersos nas diferentes formas de
compreender a realidade do mundo
e o que desta podemos conhecer.
a1l p. 7N

i

Do ponto de vista da divergéncia da
matematica relativamente as ciéncias
fisico naturais, que se traduz nas
criagdo matematica sem limites
e sem fronteiras, é importante
citar Kline que reconhece
nas civilizagdes dispostas a
aliar-se com a natureza e o
universo e, ao mesmo tempo,
abertas a liberdade e & capaci-
dade infinitas do pensamento, inde-
pendentemente das promessas de
solugéo imediata para os problemas
do homem e do universo, um melhor
florescimento da matematica ([5], p.
120).

Niimeros e medigoes

Uma das preocupagdes fundamentais
quando se inicia e desenvolve o traba-
lho com numeros é a construgéo do
sentido numérico, sentido este que é
indissociével dos inimeros contextos
em que os numeros séo utilizados.

Vem a propésito uma breve reflexao
sobre o que se pode entender por
contexto e qual o seu papel na apren-
dizagem. Segundo Borasi, citado por
Meyer ([8], p. 522), o contexto é

a situagé@o em que o problema esta
encaixado. E o contexto que funciona
como motivagéo dos alunos para
explorarem matematica, que propor-
ciona oportunidades para aplicar a
matemadtica, que serve como fonte de
nova matematica, que sugere fontes
para as estratégias de resolucéo do
problema e que proporciona uma
ancora para a compreensao mate-
mética.

Meyer (8], pp. 523-527) sustenta que
o contexto atrai os alunos para a
situagdo problematica, desperta a sua
curiosidade e pode levé-los a explorar
a matematica necesséria para respon-
der as questdes que séo colocadas.
Estes objectivos séo bastantes para
que se procure um contexto, e certa-
mente que muitos contextos o conse-
guem melhor do que outros. Também
€ importante notar que quando pensa-

mos no contexto como elemento moti-

vador, temos de reconhecer que um
contexto interesse mais um aluno do
que outro, ou até que nédo tenha qual-
quer interesse para outro aluno.

A natureza e o universo, pela sua
riqueza e diversidade, oferecem con-
/

textos que podem ser motivadores
para todos os alunos, contextos estes
que, pelas suas caracteristicas
podemos considerar como
de grande qualidade aten-
dendo a caracterizagéo de
Meyer. Os contextos ofe-
recidos pela natureza séo
suporte de matematica,
mas nao a submergem, séo
reais e bem préximos ou conheci-
dos dos alunos, sdo variados e ndo
precisam de se repetir, originam pro-
blemas reais que podem ser resolvi-
dos, oferecem aos alunos a possibili-
dade de construir modelos matemati-
Ccos.

E comum considerar que os Pitagéri-
cos encontraram a esséncia da natu-
reza nos numeros e nas relagoes
numéricas e que os niimeros foram
o primeiro principio de explicagéo da
natureza e a substancia e a forma do
Universo, (I5], pp. 97-99)

E também & fundamental notar que

a medigao é responsavel pela amplia-
¢éo do conceito de nimero, nomeada-
mente ao nivel dos nimeros racionais,
decimais e fraccionérios ndo decimais,
e ao nivel dos irracionais.

Podemos falar de medigtes directas
e de medigdes indirectas. Nestas se
incluem naturalmente o célculo de
areas e volumes através de férmulas.
Formulas estas que sdo muito antigas
e que se devem aos matematicos

de Alexandria. E aqui fica mais uma
ligagédo com os episddios da histéria
da ciéncia, porque estes matematicos
também inventaram processos para
medir o raio da Terra, os didametros da
Lua e do Sol, as distancias da Lua,
do Sol, dos planetas, e das estrelas.
Para Kline ([5], pp. 87-88), é quase
inacreditavel que estes sabios tenham
conseguido medir distancias inaces-
siveis com tdo grande preciséo e com
métodos téo simples e seguros como
os que utilizaram.

Ao longo dos tempos os cientistas
foram desenvolvendo & tese dos Pita-
géricos de que a natureza deve ser
estudada quantitativamente, o que jus-
tifica o grande papel que os nimeros
e as medigbes, bem como as relagdes
numéricas e as fungdes, desempe-
nham nesta ligagéo da matematica
com as ciéncias fisico naturais.
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Relagoes numéricas e fungoes

Os niimeros s&o o instrumento por
exceléncia para fazer comparacgées.
Porém uma comparacao feita com
base exclusiva em nimeros obtidos
de forma independente pode ser
pobre e até enganadora. Os proprios
nimeros podem representar relagoes
e encarados desta forma é o conceito
de nimero que se amplia e enriquece.
O simples facto de escolher uma uni-
dade e fazer uma medigéo € ja uma
relacdo numérica que esté ser esta-
belecida, mas nem sempre os profes-
sores terdo consciéncia de que este
aspecto esté em jogo quando se
trabalham nimeros decimais e frac-
¢oes. As relagdes numéricas mais
simples sdo expressas através de
fracgbes e de nimeros decimais.
Depois seguem-se as percentagens e
muitas vezes serdo estas apenas as
relagBes numéricas que séo trabalha-
das com os alunos.

Se pensarmos que nas ciéncias fisico
naturais estes tipos de nimeros tém
uma utilizagdo permanente podemos
perceber as potencialidades de traba-
Ihar relagdes numeéricas no contexto
destas ciéncias.

O estudo de crescimento de uma
planta durante algumas semanas
registando em gréfico a relacéo
tempo/altura é um exemplo rico e
interessante. Ele exige a deciséo dos
momentos de registo (diario, semanal,
mensal ou outro) para ser possivel
fazer um grafico, bem como o cuidado
e rigor na recolha de dados. Permite
fazer a previséo do crescimento
posterior com discusséo da possibi-
lidade ou impossibilidade de prolon-
gamento do modelo de crescimento.
Um crescimento proporcional, que
podera dar-se durante algum periodo
de tempo, é impensavel que continue
indefinidamente. Um crescimento lo-
gistico ja podera ser admissivel -
embora este tipo de curva néo seja
muito acessivel a uma exploragéo ele-
mentar. A influéncia de varidveis como
a humidade e a luz nestas experién-
cias oferecem aspectos fundamentais
para estes estudos.

O estudo da relagéo entre a area

do pé e o peso suportado apresenta
varios aspectos interessantes: a
necessidade de encontrar um pro-
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cesso de medico da érea do pé, a
quantificagdo da relagéo peso/érea, a
comparagéo destes valores , a discus-
sdo das caracteristicas e das condi-
¢oes fisicas do corpo humano e os
limites para as dimensbes dos seres
vivos. Aqui estd um indicador de uma
outra ponte interessante a estabele-
cer sobre a temética forma de dimen-
séo que, apesar ricas potencialidades
que oferece, néo serd abordada neste
texto.

Um outro exemplo interessante &
apresentado por Meyer ([8], p. 523)
sobre a relagédo entre o comprimento
do salto e o comprimento do corpo
de alguns animais e foi adaptado
numa das actividades propostas nesta
revista.

Nestas sugestbes sobre relagoes
numéricas e fungdes esta prevista a
recolha de dados para construgéo

de modelos de interpretacéo de feno-
menos e situagdes. E uma perspectiva
bastante diferente da recolha, tra-
tamento e apresentacéo de dados

em abordagens descritivas, inerente a
estatistica, e que néo abordarei agora,
embora permita multiplas e diversifica-
das hipoteses de exploragéo na articu-
lagdo com as ciéncias fisicas e natu-
rais.

Utiliza¢do e construgio de ins-
trumentos

A utilizagéo de instrumentos propor-
ciona também muitas e variadas activi-
dades em que conceitos matematicos
e das ciéncias fisico naturais podem
ser explorados de forma contextualiza-
da. A régua, a fita métrica, a balanga

e o relégio séo os instrumentos mais
simples com que os nossos alunos
aprendem a trabalhar, mas a lista pode
ser grande e diversificada.

Pensemos nas possibilidades de utili-
zagdo de um termémetro com duas
escalas diferentes.

Os termdmetros com
duas escalas, centigrada
e Fahrenheit, sdo bas-
tantes acessiveis nome-
| adamente para fazer
i medigbes ambientais. A
| sua utilizagao tem varias
s possibilidades interes-
& santes de exploragéo:
Observagao e compa-
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|
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racéo das duas escalas; Leitura e
registo de valores; Preenchimento de
tabelas de equivaléncia a partir da
escala centigrada e a partir da escala
Fahrenheit e que vai exigir o recurso

a valores decimais sendo alguns deles
aproximados; Registo de temperatu-
ras em situacdes familiares aos alunos
(corpo humano e temperaturas atmos-
féricas nas duas escalas; Utilizagéo da
férmula F = 5/9 C + 32 para fazer
conversdes; Conhecimento sobre os
paises em que se utiliza uma e outra
escala e porqué.

Uma experiéncia interessante pode
ser a construgdo de um termémetro,
embora néo seja muito simples pode
ser um pequeno projecto a desenvol-
ver pelos alunos. Do ponto vista das
ciéncias fisico naturais permite o tra-
balho e a discussdo sempre interes-
santes sobre as mudangas de estado
e sobre o que significa o zero e o
cem da escala centigrada. Do ponto
de vista matemético permite trabalhar
a obtencao e utilizagdo de uma
escala numérica. Poucas vezes os
alunos tém oportunidades para serem
eles proprios a construir uma escala,
tomando todas as decisbes que séo
inerentes a resolugao deste problema.

Temos muitas vezes a ideia de que
um instrumento & um objecto sofisti-
cado do ponto de vista tecnolégico
que exige muitos conhecimentos, tra-
balho, técnica e recursos, porém um
instrumento pode ser uma coisa muito
simples. E mais, muitas vezes quanto
mais simples for do ponto de vista



técnico mas sofisticado € do ponto de
vista matematico. Entre estes estéo
os instrumentos de contagem e de
medigéo de alturas inacessiveis.

Um quadrado com 1 dm? recortado
num quadrado de cartdo um pouco
maior & um rudimentar instrumento de
contagem. A ideia matematica subja-
cente a este rudimentar instrumento
é a de que se forem conhecidas
caracteristicas quantitativas de uma
parte de um todo, e se for conhecida
também a relagéo entre a parte e

o todo, podem ser obtidas as carac-
teristicas do todo. Este tipo de ins-
trumento pode ser usado, por exem-
plo, para contar o nimero de pés

de relva que existem num campo ou
jardim. Coloca-se o quadrado recor-
tado sobre a relva a e conta-se

o nimero aproximado de pés que
cabem nesse quadrado. Depois basta
obter a area do campo ou jardim e
estimar o nimero total de pés. Qua-
drados deste tipo, com area conhe-
cida, que néo precisa de ser uma uni-
dade standartizada, podem ser usados
para outros tipos de contagem e
também para medi¢do de pequenos
animais ([14D.

Nestes casos, e visto que se estd

a trabalhar com valores aproximados,
obtidos por estimacgéo, é natural que
cada aluno obtenha o seu. Desta mul-
tiplicidade de valores ha varias ques-
tées e decisbes do ponto de vista
estatistico que podem ser exploradas.

Quanto aos instrumentos de medigéo
de alturas inacessiveis sdo bastantes
conhecidas as suas possibilidades e
tem havido vérios exemplos de divul-
gacao da sua utilizagdo nas aulas de
matematica em publicacdes, cursos e
encontros.

Ha também a referir a utilizagéo de
instrumentos nauticos e que também
ja tem sido objecto de vérios tipos de
divulgagao ([13]). Sobre este assunto’
héa varias publicagbes de consulta da
autoria de Luis Albuquerque e edita-
das pela Comiss&o Nacional para as
Comemoragdes dos Descobrimentos
Portugueses.

Algumas conclusdes e um
poema

Como ficou bem patente estas fren-
tes de trabalho néo s&o independen-

tes e ha muitas ligages entre elas. A
ideia de apresentéa-las separadamente
serviu, apenas, para procurar iluminar
e organizar um pouco o muito trabalho
que pode ser feito na ligagéo da Mate-
mética com o Estudo do Meio no 1°
Ciclo, na 4rea da Matematica e Cién-
cias da Natureza no 2° Ciclo e conti-
nuando depois pelo 3° Ciclo, néo dei-
xando de pensar no papel que a mate-
matica deve ter nas novas areas curri-
culares de estudo acompanhado e de
projecto.

A curiosidade, que se revela no querer
conhecer, querer saber, querer com-
preender. A tendéncia para observar,
para dar atengdo ao que se passa &
nossa volta. A tendéncia para obser-
var, caracterizar, organizar e classi-
ficar. A tendéncia ou habito de pro-
curar padrées, analogias, regularida-
des. A tendéncia para a procurar obter
descrigbes quantitativas dos fenome-
nos cientificos, independentemente de
qualquer explicagéo fisica. A valoriza-
G&o do uso da intuigéo e o gosto pela
imaginagéo. A valorizagéo do uso da
razéo e da matematica para compre-
ender e interpretar o universo, muitas
vezes contra a evidéncia dos senti-
dos. A tendéncia para apreciar criti-
camente fendmenos, situagdes, infor-
magcdes, documentos, recorrendo a
instrumentos e conhecimentos cientifi-
cos. A aptidéo para defender as suas
ideias e argumentar, mas também para
aceitar as ideias dos outros e as
tornar suas. A valorizagéo do rigor e o
aprego pela qualidade. A aptidao para

Penso na repeticdo que

se verifica no movimento das marés
e das luas. Existem

ciclos, como circulos, que

sdo previsiveis e perfeitos. Mas,
apesar disso, tém

um mistério que nem os iniciados
resolvem. Por que tera tudo de ser

assim, desde a origem até ao

fim dos tempos? Ndo me respondes; nem

eu esperava que livesse resposta,
enquanto enchias um copo,
de acordo com a lei da gravidade.

Nuno Judice, 1999,
Meditagéo sobre ruinas

trabalhar em grupo, para saber usar
os dados recolhidos por outros, para
saber colocar os dados recolhidos por
si a disposigéo de outros, para saber
articular as ideias de outros com as
suas proprias ideias, em suma, a valo-
rizagéo e o respeito por atitudes coo-
perativas. O respeito e a toleréncia. O
esforgo, a persisténcia e a dedicagéo.
Séo caracteristicas da formagéo de
um espirito cientifico, em que o
espirito matematico esta integrado,
que considero responsabilidade do
ensino bésico e a que a(s) ciéncia(s)
na escola devem responder.
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Cabo Verde ¢ o bergo africano das tartarugas comuns

Em toda a costa africana, 80 a 90 por cento das tartarugas Caretta caretta reproduzem-se em Cabo Verde.
E por isso que os bidlogos das Canérias e de Cabo Verde, com o apoio da Uniéo Europeia, uniram esforgos
para preservar o réptil ameagado.

As tartarugas que se deslocam as praias das ilhas caboverdianas da Boavista, Maio e Sal para reprodugéo
t&m no minimo 20 anos, medem 75 centimetros de comprimento e 60 de largura, variando o seu peso entre
60 e 70 quilogramas.

Num Verao, a fémea de Caretta caretta pde aproximadamente 400 ovos, em quatro vezes, saindo do mar
em direcgéo a terra de quinze em quinze dias, sempre a noite. A postura de 70 a 100 ovos demora uns
30 minutos, logo a seguir a tartaruga tapa-os com areia, com movimentos cuidadosos das membranas
posteriores, e inicia o regresso ao mar. De cada ninho nascem em média 50 crias, das quais apenas uma
em mil atinge a idade da reprodugéo.

Extractos de uma noticia sobre tartarugas do jornal Ptiblico

1. Em papel quadriculado contorna um quadrado com 100 quadriculas.
Este quadrado representa o nimero total de tartarugas Caretta
caretta que existem na costa africana. Pinta de azul o nimero de qua-
driculas que representam as tartarugas desta espécie que se repro-
duzem em Cabo Verde. Pinta de amarelo o restante.

2. Em papel quadriculado com 1 centimetro de lado faz um desenho a
escala natural de uma tartaruga desta espécie. Se precisares junta
com fita cola mais do que uma folha de de papel.

3. Em papel quadriculado normal faz um novo desenho de uma tartaruga desta espécie. Usa exac-
tamente 0 mesmo processo que usaste na questdo anterior. Compara os dois desenhos. Achas
que este desenho esté & escala natural? Porqué?

4. Nas duas questdes anteriores fizeste desenhos semelhantes mas com tamanhos diferentes
que representam sempre a tartaruga Caretta caretta. Es capaz agora de fazer um desenho de
uma tartaruga destas mas que caiba numa Unica folha de papel? Explica como fizeste. Compara
o teu desenho com o de colegas teus.

5. Faz um desenho ainda mais pequeno mas seguindo sempre 0 mesmo processo para que fique
semelhante aos anteriores? i

6. Com todas estas informagdes sobre a tartaruga Caretta carettafaz um cartaz de apelo a preser-
vagao desta espécie. Podes obter mais informagdes sobre estas e outras tartarugas marinhas
visitando os seguintes sites:

e www.projetotamar.com.br
e www.uma.pt/Investigacao/Tartaruga/html/body_p14-medi.htm
e www.uma.pt/Investigacao/Tartaruga

/
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Recordes de saltos em comprimento

Lé a tabela e o gréfico para veres como é o recorde do mundo de salto em comprimento do
homem comparado com os recordes de outros animais.

Recordes de saltos em comprimento

Canguru 12,8 m
Homem 8,95 m
Ré 5,35 m

Grilo 0,61 m

0 2 4 6 8 10 12 14
Distancia (metros)

Pensa e responde:
1. Qual dos quatro animais dé& o salto maior?

2. Qual dos quatro animais consegue saltar mais de 10 vezes o comprimento do seu corpo? E
mais de 100 vezes?

3. Achas que € justo comparar a capacidade de salto olhando apenas para o comprimento do
salto? Explica a tua resposta.

4. Para cada um dos quatro animais, divide o comprimento do salto pelo comprimento do corpo.
Este quociente é uma razéo que ficou escrita como um niimero decimal. Preenche a tabela com
os valores obtidos.

Saltsdle Comprimento do salto Comprimento do corpo Rissics
(em metros) (em metros)
Canguru
Homem
Ra _
Grilo |

5. Descreve como € que uma razdo pode ser usada para identificar qual é o saltador que d4 o
maior salto relativamente ao seu tamanho.

6. Investiga outras caracteristicas quantitativas e qualitativas destes animais.

Adaptado de Meyer, Margaret R., Dekker, Truus, e Querelle, Nanda. 2001. Context in Mathematics Curricula. Teaching
Mathematics in the Middle School, Vol. 6, N° 9, pp. 522-525. Reston: NCTM.
/
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Matematica e

Natureza:
Notas a partir de algumas
leituras filoséficas

Manuel Beirdo dos Reis

Professor de Filosofia

como a lliada e a Odisseia, livros

1. No livro de Benoit Mandelbrot,
Objectos Fractais', aparece um
extracto do Ensaiador de Galileu que
se liga directamente ao tema que es-
tamos a tratar:

explicitada e desenvolvida por vérios
autores dos séculos XVI e XVl entre
os quais, além de Galileu, importa
destacar Copérmnico, Kepler e Newton.
O extracto apresentado surge no con-
texto da contraposigéo que Galileu faz
do discurso cientifico ao discurso liter-
ario e do critério I6gico-racional ao
critério da autoridade ou da tradigéo
no estabelecimento de verdades natu-
rais. Diz ele antecedendo aquela pas-
sagem?

em que a coisa menos importante
é que o que esta escrito seja ver-
dadeiro.

Constatamos que a valorizagéo da
matemética surge associada ao
conhecimento da Natureza e 2 apli-

cacédo de métodos légico-dedutivos e
experimentais de investigagao. |

A filosofia estd escrita nesse
grande livro — estou a falar do
universo — que nos é constante-
mente oferecido a nossa contem-
plagédo, mas que apenas pode ser
lido depois de se aprender a lingua-
gem e se estar familiarizado com:

2. A contraposigéo do discurso cien-
tifico ao discurso literario com a valori-
zagdo do primeiro constitui a base das

os caracteres na qual esta escrita.
Esté escrita na linguagem da mate-
mética, onde os caracteres sédo
tridangulos, circunferéncias e outras
figuras geométricas, sem as quais
se erra em v&o através de um labi-
rinto sombrio.

A ideia de que a matematica é a lin-
guagem da ciéncia (ou da filosofia)
natural é antiga mas foi claramente

Parece-me distinguir em Sarsi (um
filésofo aristotélico) a firme crenca
de que no filosofar é necessario
apoiar-se nas opinides de algum
autor célebre, como se a nossa
mente, quando ndo adopta o dis-
curso de outrém, tivesse por isso
de permanecer estéril e infecunda;
e pensa talvez que a filosofia é um

livro e uma fantasia de um homem,
/

interpretagdes positivista“e neopositi-
vistas dos séculos XIX e XX. Carac-
teristicas desse espirito séo, assim,
o matematismo, o determinismo, o
mecanicismo, o racionalismo, o ex-
perimentalismo e o pragmatismo. O
objectivo deste espirito cientifico foi
definido claramente por Descartes no
século XVII: Conhecer e dominar a
Natureza®. A critica destas caracteris-
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ticas foi feita em nome dos valores da
imaginagéo, do sentimento e da liber-
dade individual. Entre outros autores
que a fizeram contam-se Antero de
Quental e Nietzsche. Os efeitos nega-
tivos das aplicagdes tecnico-militares
que se fizerem sentir nas dltimas
décadas concorreram para sublinhar
os riscos e o poder da cultura cien-
tifico-tecnolégica e levou certas pes-
soas a recusar qualquer valor & inves-
tigag&o cientifica e as suas aplicagbes.

3. Ja ha vaérias décadas se sabe que
também os fenémenos sociais sédo
matematizaveis e que so a sua mate-
matizacéo permite continuar a conhe-
cer e dominar a realidade social. Por-
tanto, como dizia, entre outros, o
matematico Bento de Jesus Caraca
(1901-1948), ndo tem grande sentido
a oposigdo entre as ciéncias naturais
e sociais; o importante é o desenvolvi-
mento do espirito cientifico associado
ao espirito critico e aos valores civicos
€ morais.

4. Einstein admirava-se da adequacéo,
da harmonia entre a Matemética e a
Natureza tendo em conta, dizia ele,

" que a primeira € uma criagéo livre

do espirito humano. Uma objecgéo a
esta admiragdo pode resumir-se no
seguinte raciocinio:

Todas as criagbes do Espirito
Humano séo naturais

A Matematica € uma criagdo do
Espirito Humano

Logo a Matemética é natural.

Este silogismo ndo acrescenta nada
nem ao conhecimento da matematica
nem ao da natureza; mas pode cons-
tituir o ponto de partida da firme con-
vicgao de que a boa atitude face a
ciéncia é a que nos da uma imagem da
ciéncia que tenha em conta a ligagéo
do conhecimento as situagdes concre-
tas, naturais do mundo e da vida e,
portanto, ao contexto em que uma
ideia ou teoria foi descoberta ou cons-
truida*. Esta convicgao tende a tradu-
zir-se em varios tipos de actividades:
estudo de problemas decorrentes da
vida quotidiana ou dela emergentes,
invengao e utilizagdo de novos méto-
dos de transmisséo de conhecimen-
tos, realizagéo de trabalhos individuais
ou de grupo sobre Histéria da Ciéncia,
etc.
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5. Finalmente convém nédo esquecer
que nem a Natureza esta inteiramente
acabada nem a Matematica esta inte-
gralmente fejta; por conseguinte, a ori-
ginalidade e a descoberta continuardo
a ser possiveis...

Notas

1. Edigao Gradiva, Lisboa, 1998.

2. Citado in Filosofia/Epistemologia, Artur
Moréo e outros, Livraria Popular Fran-
cisco Franco, Lisboa, 1980.

3. Discurso do Método, Sexta parte, ed. Sa
da Costa, Lisboa, 1948.

4.  Ver Bento de Jesus Caraga, Conceitos
Fundamentais da Matemética, ed. Gra-
diva, 1998.

Manuel Beirdo dos Reis
Escola Secundéria Camdes

in Publico, 21 Abril 2001

in Pdblico, 31 Margo 2001




A presenca da Natureza na Matemdtica:
algumas notas resultantes de uma consulta ao passado

Kepler acreditava
que a propor¢ao
geomeétrica teria

inspirado ao Criador
a geragao continua
de objectos
similares a partir de
objectos similares;
mas quem tera inspi-
rado o Homem para
criar ou nomear as
figuras geométricas?

Maria José Costa

Kepler acreditava que a proporgao geométrica teria inspirado ao Criador a geragéo
continua de objectos similares a partir de objectos similares; mas quem tera
inspirado o Homem para criar ou nomear as figuras geométricas?

Desde longa data — ou desde sempre? — que o homem é sensivel & natureza.
Bastara percorrer os achados arqueolégicos encontrados em Portugal, e néo s6,
para aceitar esta assergéo; e se neles poderao existir registos mais latos, abundam
representagées de plantas e de animais, por certo, as imagens que mais chamaram
a ateng@o dos seus autores (por exemplo, nas gravuras descobertas ha alguns
anos no Vale do Cba e mais recentemente no Sabor, estas datadas de 20 mil anos,
ha cavalos e auroques). Posteriormente, tera surgido a interpretagido matemética
da natureza, da qual a mais falada sera, talvez, a que incidiu sobre o universo: numa
pesquisa permanente através dos tempos, levada a cabo por nomes de vulto como
Aristarco, Ptolomeu, Copérnico e Galileu, foi evoluindo a ddvida desde como se
move o Sol? até como se movem os planetas? E Kepler néo traduziu
matematicamente as leis do movimento planetario? E Newton néo definiu
matematicamente a atracg&o universal entre dois corpos? E Eratdstenes néo
determinou o comprimento do raio da Terra? N&o foi, porém, o universo o tnico
segmento da natureza a despertar a atengéo dos matematicos. Chegaram até aos
nossos dias estudos matematicos que, apesar de néo terem qualquer relagéo com
folhas, trevos, rosas, gotas de &gua, coragdes, rins, borboletas, caracéis,
serpentes, feijdes, amendoins, pérolas, péras, enfim! definem figuras que tém
essas formas e, consequentemente, foram-lhes associados esses nomes.

Além das leis que regem os movimentos planetéarios, também se conhecem
aplicagdes da matematica & Biologia, leis que quantificam o efeito de substancias
quimicas no organismo humano, que justificam as variagées da dimens&o de uma
populagéo num micro-sistema, que quantificam o desenvolvimento de um ser
orgénico...

Um estudo matemaético de curvas n&o podera prescindir da classificagéo das
mesmas, do modo como lhes é atribuido o nome, da relacdo de umas com as
outras, da listagem de algumas das suas propriedades; contudo, nenhum destes
aspectos & primordial neste texto, no qual apenas se pretende evidenciar as
ligactes ja estabelecidas entre a Matematica e a Natureza. '

Respiguemos algumas delas, ndo sem antes alertar para o facto de existirem
curvas com o mesmo nome de proveniéncias diferentes, assim como casos
particulares de algumas familias que pertencem a outras familias. Nestes casos,
independentemente da equivaléncia da definigéo aplicada, ha que verificar se as
curvas obtidas apresentam as mesmas propriedades ou se, relativamente a um
mesmo referencial, as definigdes analiticas coincidem.

{
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Folium e quadrifolium

A palavra folium significa em forma de pétala e a palavra quadrfolium é, por vezes,
substituida por trevo (de quatro folhas, subentende-se!.

A partida, seria de esperar que, a existirem curvas com estes nomes, elas
estivessem algebricamente relacionadas. Contudo, apresentam entre elas
diferencas significativas: enquanto que a primeira, em coordenadas cartesianas, é
definida por uma equagéo do quarto grau, a segunda é traduzida por uma do sexto
grau; em coordenadas polares, coordenadas que nestes assuntos simplificam um
pouco mais a escrita matematica, séo definidas, respectivamente, por

r = —4acos®(0) e r = asen(20).

Também seria de esperar que o homem tivesse atribuido os nomes de bifolium e
trifolium. E assim aconteceu: trata-se de linhas cuja definigao analitica é do tipo da
primeira, fazendo com ela uma familia assim definida:

r = —bcos(6) + 4acos(#)sen?(6).

Fazendo b = 4a ou b =0 ou b = a, teremos os trés citados membros da familia,
respectivamente. Estas curvas tém, também, definicdes geométricas. Vejamos a
do bifolium, por exemplo. Seja P um ponto da circunferéncia (¢) de didmetro [0 4],
sendo O a origem do referencial e A um ponto do eixo das abcissas; seja p a recta
paralela ao eixo das ordenadas tirada pelo ponto P e M e M’ os pontos de
intersec¢édo dessa recta com a circunferéncia de centro P e raio [OP]. A linha
descrita pelos pontos M e M’ quando P descreve a circunferéncia (¢), é o bifolium.
Se de entre todas as curvas que usam a palavra folium no seu nome uma mereceu
mais relevo do que as outras, o folium de Descartes, um dos quadrifolium, foi
também eternizado mas por Grandi.

O folium de Descartes

Descartes (1596—1650) néo interpretou correctamente o texto sobre a
determinagédo da tangente a uma curva que Fermat (1601—1665), talvez o maior
matematico amador de todos os tempos, apresentou por carta ao monge Francés
Mersenne (1588—1648). No sentido de comunicar a sua propria reflexéo,
provocada pela carta, criou uma curva a que mais tarde o matematico Francés
Roberval (1602—1675), um dos poucos matematicos ndo amadores que pertencia
ao circulo de Mersenne, denominou folium de Descartes. Vejamos o que a histéria
conta. Fermat determinava extremos de uma curva do tipo y = f(x) por um
método, reconhecido hoje como muito engenhoso, que consistia em identificar dois
originais, muito proximos um do outro, com a mesma imagem. Para isso, comegava
com o célculo daquilo a que hoje chamamos a razéo incremental de uma fungao
num ponto:

e considerava a imagem da fungéo em dois pontos proximos, um de abcissa x e
outro de abcissa z + E;

e calculava a diferenga entre essas imagens;
e dividia essa diferenga por E;
e igualava F a zero.

Este mesmo processo aplicado a um ponto qualquer, de abcissa a;no qual se
pretende definir analiticamente a tangente, incide, agora, na determinagéo do
declive da tangente nesse ponto. Em ambos os casos, seja na determinagéo de um
extremo, seja na determinagéo da tangente, e em linguagem actual, Fermat
propunha a determinagéo do limite da razéo incremental da fungéo num intervalo
guando a amplitude deste intervalo tendia para zero: propunha, portanto, a
passagem ao limite da dita razéo incremental no intervalo de amplitude £, num caso
definido a partir de x, e, no outro a partir de uma constante a.
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Recebida a carta de Fermat, Mersenne teré feito o0 mesmo que em outras
situagdes, nessa sua actividade que hoje & conhecida como a repiiblica das cartas:
té-la-4 copiado o nimero de vezes necessério para a fazer chegar & comunidade
matematica; e assim, a descrigéo do processo criado por Fermat para determinar
tangentes a curvas tera chegado ao conhecimento de Descartes. Por dificuldade
de explicagé@o por parte de Fermat ou por dificuldade voluntéria ou involuntéaria de
compreensao por parte de Descartes, o certo é que houve dificuldade de
comunicagao entre estes dois matematicos. A resposta néo se fez esperar:
Descartes desafiou Fermat a aplicar o seu método, que classificou de ndo geral, a
uma curva definida em termos actuais por z* + y* = 3azy.

Com tal disputa a humanidade ganhou o folium de Descartes. Esta curva admite a

bissectriz dos quadrantes impares como eixo de simetria e passa duas vezes na i
origem, embora em situagées diferentes, como facilmente se conclui recorrendo 2 . 7
definigdo em coordenadas paramétricas, = = 3at/(1 + t*) e y = 3at?/(1 + t*): uma \\ / )

quando t = 0, outra quando ¢ tende para infinito. N / /

Perante o desafio de determinar a tangente a tal curva, Roberval supds que ela se "\\ //
desenvolvia igualmente pelos quatro quadrantes, alids, como Descartes supunha
inicialmente, ou seja, que ela teria a forma flor de jasmim, nome esse que perdurou + | \ [
durante algum tempo. Menos poético, mas talvez mais prético, é o outro nome pelo [ ]
qual tal figura é conhecida: né de fita.

| RN
Mais tarde, em 1692, o matematico holandés Huygens (1629—1695) reconheceu a i AWN
natureza assimptética dos seus ramos, ndo confirmando, por isso, a hipotese . \
admitida por Roberval. Hoje também se sabe que a érea da pétala é igual adreado | | ;' \

dominio situado entre os ramos infinitos da curva e a sua assimptota (a recta
definida analiticamente por z + y = a), medindo qualquer uma delas 3a?/2.
Recorde-se que na época em que ocorreu este episodio, 1638, ainda ndo se
conheciam coordenadas negativas, pelo que se tem de ver esta curva apenas
representada no primeiro quadrante, tal como Descartes e Roberval a estudaram.

A Rhodonea e as Rosdceas de Grandi

Grandi (1671—1742) foi um monge italiano que iniciou as suas actividades
docentes em Florenga, ensinando filosofia e teologia no mosteiro dos Camaldulos,
uma facgéo dissidente da ordem dos Beneditinos. Posteriormente, exerceu a
mesma actividade em mosteiros da mesma congregagéo, primeiro em Roma e
depois, em Pisa, aonde chegou em 1700. Foi, entdo, mostrando cada vez maior
interesse pela Matematica. Em 1707 tornou-se matematico de Cosme lll de
Médicis, Grao Duque da Toscana (provavelmente descendente do outro Grao
Duque do século XVI, Cosme |, cujo nome ficou associado a um problema da
histéria das probabilidades) e, volvidos outros sete anos era professor de
Matematica na universidade de Pisa. Em 1728 publicou o trabalho Flores
geométricas, que dedicou & condessa Clelia Borromeo, no qual define a curva clélia,
que ndo e mais do que uma espiral esférica; em termos matematicos, é a curva
descrita por um ponto M de um meridiano de uma esfera quando ela se desloca a
velocidade constante nw sobre esse meridiano e a esfera gira em torno do seu eixo
a velocidade constante w; em termos intuitivos, é a curva que se obtém quando se
descasca uma laranja... Para tras ficaram cinco anos de estudo, sobretudo de
curvas a que deu o nome de Rhodonea, por serem parecidas com rosas; por vezes,
séo referidas como Rosdceas de Grandi. Estas rosas séo definidas em coordenadas
polares por r = asen(k#): apresentam um nimero infinito de pétalas se k é um
numero irracional, k ou 2k pétalas, consoante & é impar ou par e séo a projecgéo no
plano 2Oy de curvas clélias. A sobreposicao de algumas dessas roséceas produz
efeitos visuais de extrema beleza. E para k = 2 que a Rhodonea, merece a
classificagéo de quadrifolium e para k = 3, de trifolium.

Ainda que aparentemente fora do contexto, cabe aqui referir que Grandi, em 1701,
também estudou uma outra curva, a loxodrémica conica, curva que corta as
geratrizes de um cone de revolugdo segundo o mesmo angulo. Esta referéncia tem
alguma pertinéncia, uma vez que cerca de duzentos anos antes, Pedro Nunes
(cosmégrafo real desde 1529) e, posteriormente professor de matematica na
Universidade de Coimbra, apesar de bacharel em Filosofia £ Medicina) tinha
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apresentado pela primeira vez a ideia de curvas loxodromicas, no pequeno tratado
intitulado Tratado em defensdo da Carta de Marear, incluido na tradugéo do Tratado
da esfera de autoria de Jodo Sacrobosco, obra essa impressa em 1537. Um bom
dicionério informaréa que loxodromia €, enquanto termo néutico, a curva descrita por
um navio que segue constantemente o mesmo rumo do vento, isto é, cortando
todos os meridianos sob um dngulo constante; mas enquanto termo de Geometria, ja
se refere a curva tragada sobre uma esfera, de maneira a cortar segundo o mesmo
angulo todos os meridianos. Resta, agora, conferir as duas definicbes e averiguar
se, eventualmete, as clélias criadas por Grandi ndo s&o mais do que curvas
loxodrémicas definidas por Pedro Nunes.

As trocdides

A palavra trocéide deriva de um vocébulo grego que significa rolar. Desse ponto de
vista, e apesar de Blaise Pascal (1623—1662) a ter usado para denominar a curva
que conhecemos como cicldide (curva descrita por um ponto de uma circunferéncia
que rola sem deslizar mantendo-se tangente a uma recta), seréo trocéides todas as
curvas que se obtém como lugares geométricos de pontos que se mantém lligados
rigidamente ao centro de uma circunferéncia enquanto esta rola mantendo-se
tangente a rectas ou curvas sem deslizar, curvas abertas ou fechadas, por dentro
ou por fora dessas curvas. Esta familia admite duas sub-familias, consoante a
circunferéncia que rola se encontra no exterior ou no interior da circunferéncia fixa:
a epitrocdide e a hipotrocdide. As curvas geradas por pontos da circunferéncia que
se deslocam nas condi¢oes descritas para as trocdides, chamam-se epicicléides ou
hipocicldides, consoante a circunferéncia roda no plano exterior da circunferéncia
fixa, ou no seu interior. Dai a designagao de epicicldide alongada ou epicicléide
encurtada para as epitrocéides geradas por pontos cuja distancia ao centro da
circunferéncia mével € maior ou menor gue o raio, respectivamente. Idéntica
discussdo mereceréa o par hipotrocéide/hipocicléide: dispensamo-nos de a
apresentar.

As coordenadas paramétricas de um ponto da epitrocéide gerada pelo movimento
de um ponto & distancia d = |k|r do centro da circunferéncia que rola, de raio r,
apoiada numa circunferéncia, de raio R, na hipétese de R = nr, séo dadas por

r(n + 1)cos(t) — kcos|(n + 1)]
r(n+ 1)sen(t) — ksen[(n + 1)i]

x
Y

com |k| < r: positivo para epicicléide encurtada e negativo para epicicldide
alongada. Para obter as coordenadas de um ponto da hipotrocéide gerada pelo
movimento de um ponto & distancia d = kr do centro da circunferéncia que rola, de
raio r, apoiada numa circunferéncia fixa, de raio R, na hipotese de R = nr,
recorremos a

x = r(n—1)cos(t) — kcos|[(n — 1)t
y = r(n—1)sen(t) — ksen[(n — 1)t]

com k < 1 para a hipocicléide encurtada e k > 1 para a hipocicl6ide alongada.

Epitrocéides e aranhas

Durer (1471—1528) era ainda muito jovem quando aprendeu com o seu pai a arte
de ourivesaria e joelharia, a par da sua escolarizagdo. Aos quinze anos comegou a
trabalhar como aprendiz de pintura e gravag&o em madeira com um famoso artista
(Michael Wolgemut) que produzia pegas para altares. Depois de uma longa
digresséo, de resto recomendada pelo seu professor para adquirir a experiéncia em
contacto com outros artistas, Durer regressou em 1495 2 sua cidade natal,
Nuremberga, acabando por ali tomar conhecimento do interesse que os trabalhos
mateméaticos de Paccioli e Leonardo da Vinci tinham para a arte. Inicia, a partir
desta data, os seus estudos matematicos; o seu particular interesse na teoria da
proporgéo, viria a reflectir-se nos seus trabalhos artisticos a partir de 1500, a ponto
de estudar com régua e compasso a construgéo de figuras antes de proceder & sua
gravacgao. /
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Além das obras de arte produzidas, Direr escreveu, também, livros de matematica.
deixando um deles ainda em fase de provas, o Tratado das proporcées, e que ¢é hoje
considerado o mais importante de todos os que escreveu. Num outro, publicado
em 1525 e intitulado Instrucdo em medicdes com compasso e régua, descreve a
construg@o de varias curvas, nomeadamente a muschellini, & qual nos referiremos
adiante e uma outra, hoje conhecida por aranha de Diirer. Para construir a sua
aranha, Direr procedeu do seguinte modo:

e dividiu a circunferéncia em 12 partes geometricamente iguais, numerando-as
no sentido horério;

® no extremo desses 12 raios tragou segmentos de recta geometricamente
iguais de modo que, em cada ponto de divisdo, o segmento de recta ficasse
paralelo ao raio cujo ponto de divis&o era o dobro daquele em que esse raio
estava a ser tragado (ou seja: no pontos 1, o segmento era paralelo ao raio 2,
no ponto 2, ao 4, no ponto 3 ao 6, no ponto 4 ao 8, ..).

O conjunto dos extremos dos segmentos de recta assim construidos é a dita curva.
Ora uma epicicloide alongada gerada na condigéo de ambas as circunferéncias — a
movel e a fixa — serem geometricamente iguais apresenta as mesmas
caracteristicas da aranha de Durer; escolhendo adequadamente as constantes
exigidas em ambas as construgdes, obtém-se curvas geometricamente iguais.

Na figura junta estéo representadas varias aranhas — a cada cor corresponde uma
aranha de Diirer — todas elas geradas a partir do mesmo par de circunferéncias
mas por pontos situados a diferentes distancias do centro da circunferéncia mével
ou usando uma s6 circunferéncia e diversos valores para a constante, consoante o
processo adoptado para a sua construgdo. Diirer é considerado um dos
percursores do estudo dos movimentos do plano sobre o plano, atribuido a Besant
e datado de 1869. Acresce dizer que, para valores adequados das trés constantes
requeridas para a construgéo de uma epitrocéide — raio da circunferéncia fixa, raio
da circunferéncia movel e distancia do ponto ao centro desta — resulta uma
rosacea de Grandi.

Epicicléides, cardidides e nefréides

Interpretado a letra, epicicldide significa em forma de epiciclo. O dicionario
recentemente publicado pela Academia das Ciéncias de Lisboa, d4 o seguinte
significado de "epiciclo": Circulo imagindrio que, nos sistemas cosmolégicos de
Ptolomeu, se julgava descrito por um planeta, enquanto o centro deste circulo
descrevia um outro em torno da Terra. Contudo, Thomas Heath afirma que
Ptolomeu (c.857—c. 1657) se baseia largamente em Hiparco (180—125 a.C.) e da
lista de pontos de contacto entre ambas as obras, consta, por exemplo, a teoria
dos epiciclos: somos, assim, levados a concluir que ja antes da era crista os
astronomos se preocupavam com figuras a que davam o nome de epiciclos e com
grande ligagao & natureza — o movimento dos planetas.

As epicicldides néo séo mais do que curvas planas descritas por um ponto da
circunferéncia quando esta rola, externamente e sem deslizar, sobre uma outra
circunferéncia fixa, de modo que ambas as circunferéncias se encontrem no
mesmo plano e se mantenham constantemente tangentes. Embora o enunciado
parega ligeiramente diferente do anterior, temos difinicdes equivalentes: se na
definicdo do tempo de Ptolomeu subtrairmos o raio do epiciclo ao raio do circulo
deferente, isto é, aquele que é descrito pelo centro do epiciclo, temos o raio da
circunferéncia fixa da segunda defini¢éo.

Fazendo k = r na definicéo paramétrica da epitrocéide e utilizando os codigos ai
estipulados, as coordenadas paramétricas de um ponto da epicicléide, séo dados
por

¢ = r(n+ 1)cos(t) — rcos[(n + 1)]
y = r(n+1)sen(t) —rsen[(n + 1)t]

Como se pode verificar, se n € um niimero irracional, teremos uma epicicldide
aberta, ao contréario do que se passa quando n é um nimero racional ndo inteiro:
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independentemente do nimero de voltas que a circunferéncia mével tenha que dar,
obtém-se uma epicicléide fechada. Dentro das que fecham, hé belas rosaceas.

Quando o raio da circunferéncia fixa & duplo do raio da circunferéncia mével, a
epicicléide gerada chama-se nefréide, palavra que significa em forma de rim. A
nefréide tem para comprimento 24r (representando, ainda, por r o comprimento do
raio da circunferéncia mével) e limita uma area de 127r2. Huygens (1629—1695),
em 1690, e o matematico e astrénomo inglés Airy (1801—1892), em 1838,
apresentaram resultados relacionados com a nefréide; contudo, o seu nome data
de 1878 e é da responsabilidade do matematico britanico Proctor (1837—1888).

Recorrendo a circunferéncias geometricamente iguais, a figura descrita pelo ponto
da circunferéncia que rola sem deslizar chama-se cardidide.

O nome de cardidide, que provém do grego kardia e significa em forma de coragdo,
surgiu pela primeira vez em 1741, num artigo publicado em Philosophical
Transactions of the Royal Society e assinado por Castillon (1704—1791), um
matemético e astrénomo nascido em [télia, onde estudou antes de partir para a
Suiga e, depois, para a Alemanha, onde veio a falecer. Na sua carreira constam os
cargos de reitor da Universidade de Utrecht (1755) e de Astronomo Real no
Observatério de Berlim (1765).

A cardidide ja tinha motivado alguns estudos anteriormente a esta data. Vaumesle
comunicou a Huygens os resultados das suas pesquisas efectuadas em 1678
sobre o comprimento da cardidide e a area limitada por ela. Em 1708, Phillipe de La
Hire (1640—1718) identificou-a como um caso particular do caracol de Pascal e
atribuiu-lhe um comprimento igual a 16 vezes o comprimento do raio da
circunferéncia, relagdo hoje confirmada. Porém, o primeiro estudo sobre esta curva
podera ter sido levado a cabo pelo astrénomo Ole Romer, em 1674, motivado pelo
interesse em melhorar as formas utilizadas nas rodas dentadas, provavelmente
com vista a uma optimizagéo das engrenagens de que o seu trabalho dependia.
Hoje sabe-se, também, que a cardiéide delimita uma area equivalente a 6 circulos
base. Este e outros resultados constam de uma tese publicada em 1900, por M.
Archibal: A cardidide e algumas curvas relacionadas com ela. A cardidide é a curva
que pertence a mais familias; a seguir, vem a lemniscata de Bernoulli.

Hipocicldides e a Mosca de La Hire

Philippe de La Hire (1640—1718), arquitecto, astrénomo e pintor, nascido em
Franga, deixou entre outros, um trabalho sobre epicicléides (1694) e outro sobre
concoides (1708); além disso, mostrou a utilidade das concoides em engrenagens
e na transmissao de movimento.

Associado ao seu nome, temos um resultado conhecido como Mosca de La Hire:
todo o ponto (uma mosca, por exemplo) de uma circunferéncia de raio r que role
sem deslizar no interior de uma outra circunferéncia de raio 2r, mantendo-se-lhe
tangente, descreve um didmetro desta.

As condigbes de movimento agora descritas diferem das que definem a epicicléide
apenas na posigéo relativa das duas circunferéncias — antes eram tangentes
exteriores, agora pretendem-se tangentes interiores; antes tinhamos uma
epicicloide, agora temos uma hipocicléide.

Ora no caso particular da relagéo estabelecida entre ambos os raios, um o dobro
do outro, temos uma recta, a tal que suporta a trajectéria da mosca de La Hire, que
mais ndo é do que uma hipocicléide degenerada. De resto, qualquer que seja a
distancia do ponto gerador da curva ao centro da circunferéncia mavel, desde que a
relagdo entre os raios das circunferéncias seja o estipulado, a figura descrita é uma
elipse.

La Hire valeu-se da natureza, néo para nomear um resultado como é visivel noutras
secgdes, mas para esclarecer ou dar aplicabilidade ao seu modelo.

As concédides e o caracol de Pascal

As concdides séo curvas com dois ramos, geradas a partir de uma linha qualquer, c,

de uma constante k e de um ponto, O. Seja P um ponto da linha ¢ e Q o ponto
{
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marcado na recta OP a distancia dada, k, desse ponto P: o conjunto dos pontos Q,
obtidos & medida que P se desloca na linha, chama-se concdide da linha ¢ de pélo /_\
O e constante k. Como em cada recta existem dois pontos igualmente afastados

de um outro ponto dessa mesma recta, esta definicio da, de facto, origem a uma ¢
curva com dois ramos. Em coordenadas polares, as concdides da recta tém para
definicdo = k + a/cos(#), onde a representa a distancia do pélo a recta. 9

A palavra concéide significa em forma de concha. Nicomedes, matematico grego
(c. 280—c. 210 a.C.) ficou com o seu nome associado a uma concoide, conhecida
também por concéide da recta, talvez a mais antiga de todas as que chegaram aos
nossos dias. Para a obter, e tal como o nome indica, recorreu a uma recta — que é
a assimptota a ambos os ramos da concéide — e um ponto exterior a essa recta.
Com essa concoéide pretendeu resolver dois dos mais importantes problemas da
antiguidade: a duplicagéo do cubo e a trissecgéo do angulo.

Utilizando uma circunferéncia e um ponto sobre ela, e procedendo como indicado
anteriormente, obteremos a concdide da circunferéncia, assim designada na
antiguidade, hoje conhecida por caracol de Pascal. Foi Roberval quem, em 1650,
propds que o nome de Etienne Pascal (1588—1651), pai de Blaise Pascal, ficasse
eternamente ligado a esta curva, homenageando desse modo aquele que a tinha
estudado de um modo téo exaustivo. Hé autores que identificam a curva designada
por caracol de Pascal com a aranha de Diirer. O tratamento em coordenadas
paramétricas da linha obtida pelo processo de Darer, permite concluir que,
utilizando uma circunferéncia de raio k e constante igual a a/2, se obtém a relagéo

r = k + acos(f)

precisamente a relagdo que resulta quando se trata de igual modo analitico a linha
gerada pelo processo da concdide a custa de uma circunferéncia de didmetro a e
da constante k. Philippe de La Hire reconheceu que a concdide gerada quando

k = a, &€ uma cardidide; isto equivale a definir a cardidide como um caracol de
Pascal no qual a constante é a medida do raio da circunferéncia.

Independentemente da construgéo utilizada, Pascal e Nicomedes néo foram os
Unicos a estudar concéides e nem sé de rectas ou de circunferéncias se definem
concoides: existem, por exemplo, concdides de roséaceas.

René de Sluze (1622—1685) nasceu na Bélgica e frequentou a Universidade de
Lovaina durante quatro anos; ja graduado em leis, estudou linguas, matematica e
astronomia em Roma. Depois de ser ordenado sacerdote, atingiu o cargo de
conselheiro do Bispo de Liége; aos 44 anos, foi nomeado abade de Amay. Entre os
muitos trabalhos de matemaética que produziu, construiu em 1662 uma curva
denominada concéide de Sluze.

Cabe aqui, completar uma referéncia a Durer: a sua muschellini. Ela ¢ gerada pelos
extremos de um segmento de recta que se desloca de modo a que dois
determinados pontos se mantenham sobre os eixos coordenados.

As ovais

As ovais sdo curvas descritas por pontos cuja posigéo esté relacionada com dois

pontos fixos. Ao longo de vérios anos, embora variando a perspectiva, todos os

planos curriculares desenhados em Portugal incluiam, na disciplina de Matematica,

o estudo de uma delas, a elipse. Porém, fixadas outras exigéncias sobre a distancia

a dois pontos fixos, nasce uma familia & qual a elipse pertence.

Ovais de Descartes

Representando por r e r’ a distancia de um ponto P a dois pontos fixos, e por a e b
dois nimeros reais ndo nulos, e por k uma constante, a oval da Descartes sera
constituida pelos pontos do plano cujas distancias cumprem a seguinte relagéo:

ar +br' =k.

Estas curvas foram introduzidas por Descartes numa das obras — Dioptrique — na
qual ocupam um lugar de relevo. Escolhendo na definigdo 7 = /, reconhecemos de
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imediato a condi¢do definidora da elipse para a qual apenas falta relacionar a soma
constante com a distancia-entre os pontos fixos; e tomando r e v’ simétricos um do
outro, e igual precaucgéo, ja se obtém a definicdo usual da hipérbole.

Matematicamente, podemos procurar transformar a expresséo geral definidora
destas curvas. Tomando para centro o ponta O, ponto médio do segmento de
recta definido pelos dois pontos fixos, para eixo a semi recta de origem em O que
passa num desses pontos e para unidade de medida metade da disténcia entre
esses pontos fixos, no sistema de coordenadas polares assim caracterizado, a
definigdo bipolar dada converte-se em

(r")? = r? + 4 — 4rcos(9)

Facil é verificar que, escolhidos adequadamente os valores de r e de r’, desta
relagdo saem as definigbes usuais da elipse e da hipérbole: basta escolher

r+1' =3 er—r =1, respectivamente. Curiosamente, além de uma curva
fechada e de uma curva aberta, também é possivel obter a partir destas ovais uma
curva fechada com dois ramos: fazendo 2r + r’ = 4 obtém-se, precisamente, um
caracol de Pascal.

Ovais, ovos, amendoins, melaes

Noticias recentes, informavam sobre as tempestades de Jupiter filmadas pela
sonda de Cassini. A imagem e semelhanga da designacdo de uma outra sonda,
sonda de Galileu, também Cassini € um nome ligado & Astronomia, em particular ao
movimento dos astros, e diz respeito a dois astrénomos, pai e filho, Jean
Dominique (1625—1712) e Jacques (1677—1756), respectivamente. Jean
Dominique, natural de Itéalia, onde estudou, viria a falecer em Paris, jé naturalizado
francés, para onde se tinha deslocado aos 44 anos a convite do rei Luis XIV. Ainda
em ltalia, foi professor de Astronomia na universidade de Bolonha e ha
conhecimento de uma publicagdo sobre a observagéo de um cometa, efectuada no
observatdrio de Panzano. Ja em Franga, foi director do Observatério de Paris,
tendo sido o primeiro astrénomo a observar as quatro luas de Saturno.

Adepto da teoria geocéntrica, Jean Dominique Cassini pensava que o Sol se
deslocava descrevendo uma oval da qual a Terra ocupava um dos focos. Essa oval,
hoje conhecida como oval de Cassini, é definida como o lugar geométrico dos
pontos do plano cujas disténcias a dois pontos fixas tém produto constante. O
facto desta definigao se obter da definigao de elipse apenas por substituigao de
‘soma" por "produto”, justifica que também seja conhecida, também, por elipse de
Cassini. Designando por 2a a distancia entre os dois pontos de referéncia e por k?
a constante, a equacéo cartesiana da oval de Cassini é

(2® + %)% = 2a% (22 —yB) +a' - k' = 0.

Consoante a relagéo de grandeza entre a e k, estas curvas sdo formadas por um sé
arco (a < k) ou por dois arcos afastados (a > k) ou com um ponto comum (a = k).
Neste ultimo caso, tem a forma conhecida como Lemniscata de Bernoulli, curva que
Jacob Bernoullie (1654—1705), matemético suigo de uma familia com numerosos
matematicos, deu a conhecer em 1694 num artigo publicado em Acta Eruditorumon,
sem que tivesse feito qualquer ligagéo aos trabalhos de Cassini; como tinha a
forma de um oito ou de um lago feito com uma fita, atribuiu-lhe o nome latino de

- Lemniscus. A relagéo entre as duas curvas levou 100 anos a ser estabelecida e

para ela terdo contribuido os trabalhos de Giovanni Fangano (em 1750) e de Euler
(em 1751). Esta familia de curvas pode ser obtida por secg¢des planas do toro: um
plano paralelo ao eixo do toro que se desloque a partir do centro do mesmo, vai
dando, sucessivamente, os trés membros desta familia. Quando Cassini estudou
estas curvas, por certo ndo imaginaria que elas algum dia viessem a ser associadas
a meldes, amendoins e ovos. Mas assim aconteceu: as figuras que se obtém por
rotagéo, em torno do seu eixo, das ovais de Cassini definidas quandoa < k, a=k e
a > k foram baptizadas respectivamente como meldo, amendoim e ovo.
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Nautilo

Amonite fossil

As espirais e a concha do Nautilus

Em termos néo especificos, podemos afirmar que uma espiral € uma curva que
enrola e foge: o ponto que a descreve roda em volta de um outro ponto, O,
afastando-se simultaneamente desse ponto. Matematicamente, séo curvas planas
cuja definicéo analitica em coordenadas polares é do tipo r = f(t), em que f é uma
fungéo estritamente mondtona. Entre os varios matematicos que as estudaram
encontram-se Arquimedes (287—212 a.C.), Pierre de Fermat, Jacob Bernoulli e
Pierre Varignon (1654—1722). As espirais estudadas por estes quatro
matematicos séo definidas por fungdes de tipos diferentes, consequentemente,
com caracteristicas diferentes: a primeira é dita uma espiral linear (r = at, a # 0,
a # 1), a segunda, parabdlica (r? = at, a # 0, t > 0), a terceira, logaritmica (r = a',
a >0, a # 1), e a quarta, hiperbdlica (r = a/t, a # 0).

Frequentemente se tem associado a espiral de Benoulli @ concha de um cefal6pode
existente a cerca de 100 metros de profundidade na zona indo-pacifica (onde desce
a grandes profundidades), aliés a Unica espécie dessa familia que ainda nao se
libertou da concha. Ha também quem a associe a um outro cefalépede, o amonite,
que, ao contrario do que acontece com o nautilo, se da como desaparecido desde
o periodo Cretacio superior, mas cuja concha ainda ¢ observavel através de belos
fésseis (este cefalépode tera surgido no periodo Devonico inferior, o que significa
que existiu durante cerca de 350 milhdes de anos e atravessou duas eras
geoldgicas). Segundo alguns bidlogos, a ordem a que pertencem os amonites, a
Amondidea, diverge da ordem hoje representada pelo nautilo, a Nautiléidea (que
apareceu no periodo Cambrico, portanto cerca de 570 milhées de anos a.C.), o que
justifica néo sé as analogias como eventuais diferencas resultantes, também, da
evolugéo animal. Em ambos os casos, as conchas depois de seccionadas,
apresentam esta particularidade: estéo divididas em compartimentos cujas
divisorias seguem uma espiral de Bemnoulli.

PS1: Os exemplos apresentados pretendem ilustrar a ajuda que a natureza tem
dado aos matematicos, por vezes apenas para nomear ou ajudar a comunicar
resultados. Entretanto no campo da modelagéo, encontraremos outro tipo de
relagdo: estaremos no espago em que a Matemética podera ajudar a interpretar
funcional e quantitativamente a Natureza; entéo, seré ai que o Homem poderé
retribuir a2 Natureza a ajuda prestada até agora, fornecendo resultados que bem
interpretados e melhor aplicados contribuirdo para a sua protecgédo e conservagao.

PS2: Aincluséo de leis matematicas € intencional. Uma simples calculadora gréfica
permite facilmente visualizar as curvas referidas tomando a variavel diferentes
intervalos e constatar as consequéncias desses ensaios (dai, também, a auséncia
de dominio na maioria delas!). Por seu lado, aplicacées de Geometria Dindmica,
nomeadamente The Geometer’s Sketchpad ou o Cabri, permitem a geragdo das
curvas a partir das definicbes de caracter geométrico dadas, a verificagio das
medidas fornecidas ou o estudo das suas propriedades.
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curves/
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~history/Curves/Curves.html
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A cristalografia € um
desses campos onde a in-
teracgao entre a mate-
matica e o mundo real

e grande. Nao s6 (...) a
matematica fornece uma
ferramenta de classifica-
cdo, também os exem-
plos de cristais, ndo s6
0s naturais como os que
se vao gerando artificial-
mente, geram situagoes
que podem fornecer crité-
rios de classificagcdo dos
grupos de isometrias.

Cristalografia

A classificagao matemdtica da Natureza

Introducao

Charles S. Pierce (1839 — 1914),
l6gico e filésofo proeminente,
considerou a classificagéo periédica
dos elementos quimicos (a tabela
periddica), da autoria do quimico
russo Dmitrii |. Mendeleev (1834 —
1907), um dos factos cientificos mais
relevantes. Essa classificacéo revela
que, néo obstante a variedade de
elementos quimicos (mais de uma
centena), as suas propriedades
quimicas podem ser classificadas de
acordo com cerca de uma dezena de
categorias. Esta relativamente restrita
variedade combinatéria foi
igualmente notada por Poincaré
(1854 — 1912), outro grande vulto
cientifico. Para ele, esta
caracteristica & absolutamente
essencial para que a ciéncia seja
possivel e util. Na sua propria
argumentacéo, se cada substancia
fosse essencialmente diferente de
todos as outras, entdo o
conhecimento cientifico seria inatil,
na medida em que, de cada vez que
contemplassemos um determinado
objecto, a probabilidade de ele se
encontrar ja estudado seria infima,

Figura 1. C. S. Pierce

Anténio Marques Fernandes

De facto varias e (teis classificagcbes
tornam possivel a ciéncia e, de algum
modo, constituem uma evidéncia de
que afinal a compreenséo do
Universo pode néo estar vedada ao
espirito humano.

Uma dessas classificagbes que, de
resto, constitui o tema deste
pequeno artigo, levou a fundacéo de
um ramo da ciéncia conhecido por
Cristalografia, que deve a sua
existéncia ao reconhecimento de que
certas propriedades dos materiais
podem ser classificadas de acordo
com a sua estrutura atébmica ou
molecular interna, mais propriamente
de acordo com a simetria desse tipo
de estrutura.

A nogio de “grupo”

O conceito de simetria desempenha
pois um papel fundamental na
classificagdo dos sistemas
cristalinos. Para descrever
matematicamente a simetria de um
objecto, ou para decidir se um
determinado objecto é mais simétrico
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Figura 2. D. Mendeleev




Figura 3. Os diferentes tipos de isometrias do espago

que outro, ou se ambos tém a mesma simetria, devemos
considerar um outro conceito matematico fundamental —
o de grupo. Muito sucintamente um grupo consiste de
um conjunto G equipado com uma operagao binaria %",
de tal modo que a operagéo é associativa, i.e., dados
quaisquer z,y,z € G, tem-=se (x xy) * 2 = x = (y * 2);
existe e € G tal que gxe = e* g = g, para qualquer g € G
(este e diz-se o elemento neutro do grupo) e, dado g € G
existe ¢’ € G, tal que g * ¢’ = g’ * g = e (este elemento ¢’
diz-se o inverso de g). Como exemplo refira-se o conjunto
dos inteiros relativos Z = {... ,—2,-1,0,1,2,3,... }
equipado com a operacgéo usual de adigéo. Neste
exemplo “0" é o elemento neutro e o inverso de cada
inteiro n € Z é o respectivo simétrico “—n". Outros
exemplos notaveis, e muito mais interessantes para nos,
obtém-se considerando as transformagées do espago
que preservam a forma e o tamanho — as isometrias.
Matematicamente, uma isometria do espago, & uma
aplicagdo T que leva pontos do espago X noutros,
T(X), de tal modo que a distancia entre X e Y é igual &
distancia entre T'(X) e T(Y'). Pode verificar-se que o
conjunto de todas as isometrias com a operagao de
composigéo constitui um grupo. Outros grupos (mais
pequenos) obtém-se quando consideramos as isometrias
que deixam globalmente invariante uma determinada
figura regular.

Um resultado notével estabelece que existem apenas
cinco tipos de isometrias do espago: as translaces, as
rotacdes, 0s deslocamentos em parafuso, as reflexées
rotatdrias e as reflexdes deslizantes. A figura 3 ilustra cada
um destes tipos. A cristalografia, pretende pois
classificar os diferentes grupos de isometrias que deixam
globalmente invariante as diferentes estruturas de
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cristais. Uma vez que existem certos condicionalismos
fisicos em torno de uma estrutura deste tipo é de esperar
que nem todo o grupo de isometrias do espago
corresponda ao grupo de simetria de um sistema
cristalino.

Como veremos neste artigo, a matematica conseguiu
responder a questéo de saber que tipos de grupos de
isometrias correspondem a isometrias de estruturas
cristalinas.

A estrutura cristalina

De modo muito abreviado, pode dizer-se que o estado
cristalino se caracteriza pelo facto de uma determinada
unidade estrutural, a base da estrutura cristalina, se repetir
num arranjo tridimensional que preenche o espago. Além
disso, essa repetigéo determina uma malha que se
designa por reticulado da estrutura cristalina. Observe-se
a figura 4. Sobre o padréo representado foi colocado (de
modo arbitrario) um ponto X. A partir desse ponto é
possivel definir uma malha que é determinada pelos
pontos do plano que s8o equivalentes a X. Néo querendo
entrar em especificagdes que nao teriam aqui cabimento,
dir-se-a que dois pontos séo equivalentes se ocupam a
mesma posigao relativamente ao padrao representado.
Continuando a observar a figura 4, pode observar-se que
partindo de um ponto desse reticulado, se pode chegar a
qualquer outro justapondo um certo nimero de vectores
(as "setas” na figura). Cada um desses vectores
determina, do ponto de vista das isometrias do plano
aquilo que se denomina uma translacdo. Deste novo
ponto de vista, se denotarmos por Tj e Tj; as translagbes

determinadas pelos vectores @ e b, entao, qualquer ponto



Figura 4

Figura 5
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do reticulado é imagem de qualquer
outro através de uma composigéo de
translagées do tipo:

T:Tao

-oi’};ngo---ng.
\—_v_/

n veZes 1 vezes

Acrescente-se a estes factos que o
reticulado fica determinado pelos

comprimentos de @ e b e pelo angulo
aentredeb.

No espaco, em trés dimensbes, a
situag&o é analoga. Nesse caso, o
reticulado tridimensional, associado
a um determinado padrio no espaco,
fica caracterizado pelos

comprimentos de trés vectores @, b e
¢, e pelos angulos a, 3 e v que
fazem entre si, tomados dois-a-dois
(veja-se a figura 5). Dado um destes
reticulados tridimensionais podemos
considerar aquilo que se designa por
célula unitaria desse reticulado. Uma
célula unitaria, pode dizer-se, é uma
parte representativa desse
reticulado. Usando cépias dessa
célula, podemos preencher todo o
espago, obtendo o reticulado
referido. Em geral, é possivel
escolher células unitarias diferentes.
Um dos critérios possiveis consiste
em escolher uma célula unitaria
contendo um unico ponto do

reticulado, neste caso obtém-se
aquilo que se designa por uma célula
unitdria primitiva. Outra possibilidade
reside na escolha de uma célula
unitaria cuja simetria seja a simetria
da prépria malha. De modo a
poderem preencher o espago sem
deixar espagos vazios e sem que
ocorram sobreposigbes, néo existem
muitas hipoteses para as células
unitarias. De facto, existem
exactamente 14 possibilidades, que
séo descritas na figura 6.

Embora uma componente essencial
na descri¢éo das estruturas
cristalinas, os reticulados e as
células unitarias nao s&o suficientes
para classificar a estrutura cristalina.
Muitas substancias com este tipo de
estrutura, com propriedades fisicas
completamente diferentes,
determinam o mesmo reticulado e as
mesmas células unitérias. A chave
para essa distin¢éo e,
consequentemente, para a obtengédo
de uma classificacdo til, em termos
praticos, reside na descrigéo da
simetria interna da prépria célula
unitaria. A ferramenta para produzir
essa descrigéo é fornecida por um
tipo especial de grupos de isometrias
os chamados grupos cristalogrdficos
pontuais.

Um grupo cristalografico pontual é,
por definigdo um grupo de isometrias
do espago que deixa globalmente
invariante uma determinada malha
tridimensional e um dos seus pontos.
O simples facto de um destes
grupos ter que fixar um ponto do
espago permite estabelecer que é
necessariamente finito. Um facto
bastante mais simples de
estabelecer é que um tal grupo néo
pode conter translages, nem
reflexes deslizantes ou
deslocamentos em parafuso, ja que
estas ndo tém pontos fixos. Mais
dificil, mas ndao menos interessante é
o resultado conhecido pela
designacéo de restricdo
cristalogrdfica:

Restricéo cristalogréfica. Se R é
uma rotagdo num grupo
cristalogrdfico pontual, entio a ordem
de R sé pode ser 2, 3, 4 ou 6.

Para podermos apreciar a forca deste
resultado importa esclarecer o que
{

se entende por ordem de uma
rotagé@o. Dizemos que uma rotagéo
tem ordem n € N se o angulo que
Ihe esté associado é da forma 27 /n.
Claro que existem rotagées de todas
as ordens e até rotagGes em que os
angulos néo sao da forma 27 /n
assim, o que a restricio
cristalografica estabelece é que
apenas um tipo muito restrito de
rotagdes pode integrar um grupo
cristalografico pontual. Atendendo a
estas resticdes severas, néo
espanta que seja possivel classificar
estes grupos. De facto, existem 32
grupos cristalograficos, que
determinam as propriedades
macroscopicas dos cristais, como
por exemplo o posicionamento
relativo dos planos de clivagem e as
propriedades opticas de cada cristal.

g einbi4
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Como se referiu, existem 32 grupos de isometrias que
preservam globalmente uma determinada malha
tridimensional e deixam fixo um dos seus pontos. Mas,
se considerararmos cada uma das malhas tridimensionais
possiveis, observamos que mais do que um desses
grupos cristalograficos pontuais a preserva. Assim,
obtém-se uma outra classificacéo interessante se
considerarmos para cada malha tridimensional, o maior
(no sentido da inclus&o) grupo cristalografico pontual que
a preserva globalmente. Obtem-se sete classes ou
sistemas cristalinos, que se designam de sistemas ctibico,
tetragonal, trigonal, ortorrémbico, monoclinico e triclinico.

Antes de concluir esta descrigéo dos grupos
cristalogréficos, importa fazer um esclarecimento para
aqueles que se interessam mais por estas questdes
algebrico-geométricas. Ao longo deste artigo utilizou-se
frequentemente uma afirmagéo do tipo existem apenas n
grupos do tipo..., essas frases podem levar o leitor a
pensar que estamos a referir-nos a existéncia de n
grupos a menos de um isomorfismo (ou seja que
qualquer grupo daquele tipo terd a mesma estrutura
algébrica de um dos n referidos). Néo é assim! O que se
pretende dizer é que cada grupo daquele tipo é
semelhante a um dos n mencionados. Dois grupos
semelhantes séo isomorfos, consequentemente tém a
mesma estrutura algébrica, mas a nogéo de semelhanca
é mais rica em contetido geométrico que a de
isomorfismo (dois grupos podem ser isomorfos e um
deles conter isometrias que néo preservam a orientagéo
e isso n&o acontecer com o outro).

Consideragdes finais

A ocorréncia de situagdes como a que acabamos de
descrever, em que a solugéo de um problema abstracto
de matemética (neste caso a classificagcéo dos grupos
discretos de isometrias do espago) fornece uma
ferramenta indispensavel para a manipulagéo de objectos
fisicos tem duas consequéncias interessantes: por uma
lado a utilidade num sentido, mesmo que imediato, dos
objectos matematicos, mesmo os mais abstractos. Por
outro lado que existe uma estrutura matematica inerente
ao mundo natural e que parte dessa estrutura reside num
processo classificativo que, tal como foi mencionado na
introdugéo, é uma caracteristica essencial no que diz
respeito a possibilidade e utilidade da Ciéncia.

A cristalografia € um desses campos onde a interacgéo
entre a matematica e o mundo real € grande. Nao so,
como ja se viu, a matematica fornece uma ferramenta de
classificagéo, também os exemplos de cristais, nao sé os
naturais como os que se véo gerando artificialmente,
geram situagoes que podem fornecer critérios de
classificacdo dos grupos de isometrias. Isto pode ir téo
longe quanto, essas novas situagbes comegam ja a
motivar novas nogoes de simetria que assentam, ndo no
tradicional conceito de grupo, mas em outras estruturas
algébricas mais gerais.

Finalmente, para dar apenas uma ideia da importancia
deste problema da classificagdo das isometrias, deve
dizer-se que este mesmo problema generalizado a n
dimensodes aparece na famosa lista de problemas
(problema 18), proposta por David Hilbert, em 1900.

Referéncias
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Antonio Marques Fernandes
Instituto Superior Técnico

Figura 7. Relagdes entre os 32 grupos cristalogréficos pontuais. A cheio

encontram-se os sete sistemas cristalinos. /
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Os piores professores

Ano apbds ano, os resultados dos
exames tém invariavelmente uma con-
sequéncia, que os analistas que
escrevem na comunicagéo social

nao se cansam de reforgar: a
estafada e devastadora concluséo de
que o estado da educagéo neste
Jardim a beira-mar plantado é miser-
avel. Alguns ndo conseguem mesmo
esconder as saudades do passado.
Dantes é que o ensino era bom,
dantes é que se aprendia. Hoje s6
produzimos empregadas ignorantes,
que se arrepiam perante a perspectiva
de fazer contas de papel e lapis e se
sentem indefesas perante a auséncia
de uma calculadora; hoje, assiste-se
ao desconhecimento vergonhoso do
sublime algoritmo da diviséo (j& nem
falo da raiz quadradal) pela generali-
dade dos cidadéos (alegadamente até
por professores de Matematica). E

o habitual embarque em explicagtes
supertficiais, em detrimento de anali-
ses mais rigorosas que confrontem
diferentes tipos de dados, nomeada-
mente os de ambito social, cultural e
econémico.

Inspirado pelas discussoes estivais,
decidi criar o meu préprio sistema de
ordenagéo, através de um algoritmo
muito mais simples e compreensivel
do que os rebuscados métodos dos
jornais: ordenar os professores pelas
médias nos exames nacionais de 12°
ano. Entram todos, qualquer que seja
o nimero de alunos examinados na -
respectiva disciplina. Nem preciso de
recorrer a Provedoria da Justiga, pois
os dados que pretendo séo forneci-
dos voluntariamente pelo Ministério.
Lamento muito, caras e caros cole-
gas, o teorema é tragico e doloroso
mas a demonstragéo é trivial: os pro-
fessores de Matematica séo os piores
professores do pais! Pela parte que
me toca, ja ha muito tempo que o

pressentia, mas bem hajam os jornais
por me terem fornecido os axiomas
de uma nova teoria que iluminou o
meu raciocinio dedutivo e da qual me
confesso ja um fervoroso adepto. A
légica demonstrada na criagdo de A
Lista foi um acto de inspiragéo supe-
rior. Depois desta criag8o temos de
reconhecer que se entrou numa nova
era: a Era da Lista.

Jé agora, como ainda néo foi possivel
determinar um método para avaliar o
desempenho dos professores, quero,
desde ja, antecipar uma proposta rela-
tiva aos professores do ensino secun-
dério: o seu desempenho deve ser
classificado pelo lugar obtido na lista
formada pela média que os seus
alunos obtiveram no exame de 12°
ano. Proponho até que todos os anos
se forme um quadro de honra. E
também seria de louvar que a propria
Presidéncia da Reptiblica instituisse

o prémio de melhor professor do

ano. Estes resultados deveriam ser
determinantes para a progresséo na
carreira: os professores com médias
negativas ndo mudariam de escalao.
Era muito bem feito (que se mudem
para as melhores escolas do pais). E
mais: os salarios deveriam ser indicia-
dos de acordo com as ditas médias.
Quanto mais alta a média, maior o sal-
ario. A minha conjectura é de que

se acabava com o insucesso. Ficava
toda a gente contente. Excepto os jor-
nais, claro, que perdiam alguns pitéus
para as suas péginas... E, ja agora,
quando alguém vos perguntar “Quais
as raz6es do insucesso e que medidas
para o combater?” — esta é a per-
gunta preferida dos jornalistas, deve
fazer parte dos manuais do curso

de jornalismo — estejam a vontade
para reproduzir estas minhas humildes
sugestdes. Sobretudo insistam na
necessidade de listas. Como em
qualquer facto da vida, descubro méri-
tos neste episodio relacionado com

as listas de escolas ordenadas em
/

funcdo de médias de classificagbes de
exames. Por um lado, fornece um
bom exemplo para discutir com os
alunos a organizagéo e a interpretagéo
(e a manipulagéo) de dados estatisti-
cos: quem sabe néo o poderemos vir
a aproveitar para as aulas de Mate-
matica (em particular para a Mate-
matica Aplicada as Ciéncias Sociais)
ou para a Area de Projecto? Por outro
lado, coloca de novo a necessidade
de discutir qual deve ser o quadro de
referéncia para a avaliagéo do sistema
de ensino ndo superior.

Luis Reis
Esc. Sec. de Augusto Gomes

Exames,
Classificagoes
e Rankings

Recentemente, e pela primeira vez,
o Ministério da Educagéo tornou
publicos os resultados dos exames
nacionais do 12° ano dos alunos

de cada escola. Publicados pela
imprensa, logo alguns diarios cuida-
ram de elaborar uma classificagéo
relativa das escolas, um ranking.

O conhecimento dos resultados era
até aqui possivel em cada escola, que
néo deixava certamente de os analisar,
mas agora as classificagdes de todas
as escolas estéo ao dispor de pro-
fessores, alunos, pais, politicos, jor-
nalistas, comentadores; cidaddos em
geral. Nada consigo encontrar de
negativo em tal conhecimento, bem
pelo contrario. Nao sendo, a meu

ver, os resultados dos exames (dos
alunos internos), ao contréario do

que pretende certa corrente politico-
-ideolégica, o critério Unico e indiscu-
tivel de qualidade das aprendizagens
dos alunos e, em geral, da qualidade
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do desempenho de uma escola,

creio que os profissionais da edu-
cagdo mal andariam se, como também
outros nos aconselham, ignorassem
0s exames e os seus resultados,

eles que para a grande maioria dos
alunos, emocionalmente estaveis, dao
de alguma maneira conta, com uma
certa objectividade, do valor de um
conjunto importante das suas aprendi-
zagens.

A (til reflexdo em cada escola sobre
os resultados do exame de Mate-
mética e das outras disciplinas deve
evidentemente ir a par com uma
rejeicdo serena de uma eventual ati-
tude de excomunhao das més escolas
por parte da opinido publica ou da
administragéo educativa, atitude que
de momento néo vislumbro: na ver-
dade, muitas mais, e muito mais
ricas e dificeis tarefas e projectos
enformam a vida e o trabalho numa
escola do que o simples resultado
dos exames. Discutir a melhoria da
educagéo olhando sé para os resulta-
dos dos exames faz lembrar aquele
maduro que se recusou a ver o
Benfica—Porto e sé quis saber que o
resultado fora 0-0 ...

José Manuel Duarte
Esc. Sec. Fernando Lopes Graga,
Parede

Ranking das Escolas

Nos ultimos tempos tém sido publi-
cadas diversas informacoes sobre as
escolas, de todos os niveis (incluindo
portanto as escolas superiores). No
inevitavel debate havido (que nédo
acompanhei muito bem), parece-me
ter-se evidenciado uma preocupagéo
central, e que por essa razéo se
imp6s como justificativo publicamente
partilhado para a existéncia daquelas
informacdes: é necessério pensarmos
conjuntamente o que é educar e como
cada uma das escolas o esta a fazer.

O chamado ranking das escolas foi o
Ultimo deste tipo de documentos a ser
publicado. Creio que muitos profes-
sores terdo, numa primeira reacgéao,

78

Educagio e Matematica n® 64 ® Setembro/Outubro de 2001

procurado um pouco de conforto na
posicao da sua‘escola, o que so6 veio
a ser possivel para uns tantos, ficando
os outros com a amargura. Numa
segunda reacgéo, penso que quase
todos se aperceberam do erro que é
comparar o que ndo pode ser compa-
rado (tal como as pessoas, também
as escolas séo diferentes). O que

me esta a preocupar agora € a trava-
gem do efeito de reflexdo: estamos

a comecar as aulas, mais do que
nunca temos desafios novos a enfren-
tar (sim, € isso que eu sinto e é isso
que eu oigo outros colegas desabafa-
rem), nos quais precisamos de mergu-
Ihar, e as preocupacdes com a analise
um pouco distanciada do que temos
feito e vamos fazer ficam impossibilita-
das — até mesmo esquecidas.

Na minha opinido, o éxito de qualquer
transformacéo educativa depende
principalmente das condigdes para
que uma reflexdo distanciada possa
ser feita, permanentemente. A minha
experiéncia como membro de uma
Assembleia de Escola, e também
como membro do Conselho Nacional
da APM, avisa-me de que essas
condigdes ndo estédo no terreno.

Gostaria, para terminar, de enunciar
o mais dificil dos meus dilemas pro-
fissionais, que sei ser partilhado por
outros professores e que tem muito a
ver com o ranking das escolas: como
organizar (nas turmas, nas escolas,
nos curriculos) o trabalho com alunos
opostamente interessados pela Mate-
matica 7

Note-se: ndo escrevi opostamente
preparados para a Matemética, mas
sei que também é preciso pensar
nisso.

Pedro Esteves
Esc. Sec. José Afonso, Seixal

A matemadtica
num jornal em
tempo estival

O interesse societario que tem sido
visivel sobre alguns aspectos relacio-
nados com o ensino e a aprendizagem
da matematica trouxe mais uma vez

o assunto a meios de comunicagéo
social de grande divulgagéo.

Quem perdeu a recente polémica,
num dos jornais portugueses de maior
tiragem, pode inteirar-se de todos

os capitulos nas paginas da APM
(www.apm.pt) e acho que néo se arre-
pendera. Além de ser um tema de
interesse evidente para um professor
de matematica, sou capaz de arriscar
que encontrara afirmacoes com as
quais concordara totalmente, outras
que lhe provocaréo uma discordéncia
profunda e, principalmente, pontos
que convidam a uma reflexao. Por
mim, pretendia partilhar algumas
elucubragbes que vou tentar resumir.

Fortifiquei a minha crenga sobre a
enorme complexidade do tema em
discusséo. Apesar de ter sido um
assunto especifico — as notas de
exames escritos, para nao variar muito
— que despoletou o processo, cedo
se verificou a ligagao a assuntos

bem mais abrangentes e diversifica-
dos, demonstrando a dita complexi-
dade. Claro que estou convencido do
valor de todos os que escreveram
para o jornal e viram publicadas as
suas intervengdes. Fiquei com a sen-
sacéo de que é muito dificil que haja
um debate esclarecedor, se for esta a
forma utilizada.

Mais uma vez me pareceu que &
necessério entrar em conta com o
grau de envolvimento que os interve-
nientes tém em relagdo ao tema em
discusséo e, portanto, o nivel de pro-
fundidade que justifica e suporta as
suas opinides. Tenho verificado que

a tese de Oscar Wilde sobre o bom
gosto — é o que esta mais bem dis-
tribuido pela raga humana, pois todos
pensam que tém muito — pode ser
extrapolada e adaptada para os assun-
tos educativos: um dos assuntos mais
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bem conhecidos neste mundo, pois
muita gente acha que percebe muito.
Devo confessar que desconfio desse
manancial de conhecimento alargado,
sabendo da tal complexidade e da
enorme quantidade de perspectivas
diferentes que existem. Como ndo me
parece justo dizer a partida que hé in-
tervenientes espertos e outros que o
n&o séo, devo ver as participacbes

de acordo com o que transparece
como produto de reflexées cuidadas e
da situag@o da pessoa que intervém
em relagéo ao assunto, neste caso o
ensino secundério. Por que razdo um
especialista em marketing me deve
merecer o mesmo crédito que um
jogador de futebol, quando se trata de
discutir a angustia do marcador de um
pénalti?

Finalmente, ndo posso deixar de assi-
nalar algo que me parece altamente
contraditério em varias posigbes dos
que defendem o ensino rotineiro de
procedimentos matematicos — os
alicerces, segundo um dos interve-
nientes. Se pegarmos nos dados dis-
poniveis sobre a realidade do ensino
da matematica no ensino secundario,
nomeadamente a nivel da sala de aula,
em Portugal, o que transparece (ver
por exemplo o relatério final do pro-
jecto da APM, Matemética 2001) é
gue o ensino ainda est4 muito apoiado
em aspectos tradicionais, como por
exemplo a resolugéo de exercicios, o
trabalho eminentemente individual, a
utilizagdo estreita de recursos, com
o manual escolar a dominar, a ava-
liagédo muito baseada em resultados
de testes escritos de tempo limitado,
etc. Assim sendo, quem critica

os resultados obtidos pelos alunos,
devia levar em consideragéo que

eles também séo fruto do tipo de
ensino que defendem e que de facto
néo pode ser caracterizado pelas
inovagdes de que discordam. E como
se a inovagéo fosse morta antes de
existirl

Fernando Nunes
Escola EB 2,3 Marquesa de Alorna

O QUE PENSAM OS PORTUGESES SOBRE O AMBIENTE

in Piblico, 8 Maio 2001

P PROBLEMAS AMBIENTAIS

Portugal é mais ou menos
poluido do que outros paises
europeus?
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14% 37%

lgualmente
poluido
33%

» INFORMAGAO
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Pouco informado
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Matematica e Natureza

Noticias das escolas

O tema Matemdtica e Natureza foi a proposta da APM para ser trabalhado nas escolas em 2000/2001. Alguns colegas
tomaram a iniciativa de nos enviarem relatos dos trabalhos realizados. Na impossibilidade de os publicarmos integralmente

reproduzimos alguns excertos.

Almada—Seixal

(...) Ocorreram dois tipos de iniciati-
vas: nas escolas, pelos professores e
o 1° Interescolas sobre Matemdtica e
Realidade.

Este foi uma iniciativa do Nucleo de
Almada e Seixal da APM (...) Foram
colocados as equipas trés desafios:
medir, com um instrumento previa-
mente construido (ou o Quadrante,

ou o Baculum), uma das dimensées
do monumento em ferro forjado que
se encontra no Parque; recensear no
Parque elementos que possam ser
descritos como figuras geométricas;
colocar um problema (til para a escrita
de um folheto destinado aos visitantes
do Parque e que possa ser resolvido
mais tarde por outros alunos.(...)

O projecto sugerido as escolas pode
ser consultado na pagina da internet
do nicleo de Almada-Seixal.

Na Escola Basica 2+3 Pedro Eanes
Lobato da Amora, a professora
Cristina Lima e os alunos da turma

7° F fizeram corresponder o tempo de
existéncia da Terra a um dia e, para
pintar um histograma (horizontal) com
as diversas fases da evolugéo da Vida,
escolheram a parede de fundo de uma
das salas de Ciéncias da Natureza,
com 6 metros de comprimento.
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Por vezes acontece-nos falar do tempo de vida do Universo, ou do tempo em
que os dinossaurios reinavam sobre a vida entéo existente na Terra ...

Mas ha quanto tempo foi isso? Ha quanto tempo existem o Universo e a Terra,
durante quanto tempo existiram os dinossaurios, hé quanto tempo existimos
nés mesmos?

E qual é o lugar do nosso tempo nesse tempo todo?

Normalmente nédo sabemos responder a estas perguntas. Para ter algumas
nogbes, néo s6 informativas, também estimativas, sobre qual a estrutura do
tempo da nossa existéncia, pode ser realizado nas escolas um projecto com-
posto por actividades como as seguintes:

® Recolha de dados, por exemplo, a idade da Terra ronda os 4, 6 mil milhées
de anos (...)

* Fscolha de uma dimensdo temporal de referéncia, as mais habituais séo o
ano e o dia; escolhendo o dia, a idade da Terra corresponde a 24 horas (...)

* Planificagdo de uma gravura para a Escola, o mais simples é escolher uma
parede ou um patio para realizar uma pintura (...)

* FExecugdo da gravura (...)

e Comunicagéo da iniciativa (...)




Matematica e Natureza

Se os periodos temporais da Vida
na Terra tivessem sido os que
figuram na sugestéo de projecto
transcrita, os célculos para a sua
redugéo a um dia andariam muito
proximos do que se mostra a
seguir (ver destaque).

Na Escola Secundéria José
Afonso (Seixal) a professora Isilda
Polénio e os seus alunos da
turma 9° A escolheram uma redu-
¢&o ao angulo giro de um circulo
de madeira com quase 1 metro
de didmetro, no qual os diferentes
periodos da Vida na Terra surgem
representados como fatias de um
grafico circular,

Pedro Esteves

Um dia = 24 h x 60 min x 60 s = 86 400 segundos.
Idade da Terra = 4, 6 mil milhdes de anos. Corresponde as 0 h do dia.

Inicio da existéncia de Vida no nosso planeta = ha 4 mil milhées de
anos, portanto, quandoc a Terra tinha, aproximadamente, 600 milhdes
de anos. Através da regra de trés simples esta idade corresponde a:

86 400 segundos

2 segundos

4 600 milhdes de anos
600 milhdes de anos

T=86400x600+4600=11270s=3h7min49s.

Explosao e inicio da diversificagéo de formas de vida = ha 570 milhées
de anos. A Terra jé tinha a avangada idade de 4 030 milhdes de anos,
ou seja, a 86 400 x4 030 + 4 600 = 75694 s = 21 h 1 min 34 sl

Inicio do tempo dos dinosséaurios = ha 245 milhées de anos. Idade da
Terra: 4 355 milhdes de anos. Esta idade corresponde a

86 400 x 4 355 + 4 600 = 81 798 s =22 h 43 min 18 s.

Fim do tempo dos dinossaurios = h4 65 milhdes de anos, quando a
Terra tinha 4 535 milhdes de anos de idade, o que corresponde a

85179 s=23h 39 min 8 s.

Inicio da existéncia do Homo Sapiens = ha 2 milhes de anos, ou seja,
aos 4 598 anos de idade da Terra, correspondendo tal a

86 362 s = 23 h 59 min 22 s!!

Escola Secunddria
Quinta do Marqués, Oeiras

Quando lancei o desafio os alunos ficaram

um tanto desconfiados pois néo estavam nada
a ver como poderiam explorar o tema. Eu
indiquei alguns sites e fiquei expectante....

Passado uma semana comegaram a aparecer
os planos dos trabalhos e também algum
entusiasmo com o que iam descobrindo nas
suas pesquisas. Para certos grupos foi muito
desafiante pois tentaram explorar temas com-
plicados como Fractais e Teoria do Caos.

Os temas mais trabalhados foram muito de
acordo com a sua area vocacional e os forma-
tos foram variados: cartaz, livro, apresentacéo
em Powerpoint, e até em video. (...)

Sobre os trabalhos escreveram os alunos:

“O trabalho (...) ajudou a compreender até
que ponto esta relagdo se manifesta na rea-
lidade. Séo trabalhos como estes que nos
abrem uma nova perspectiva sobre a mate-
matica e as teorias matematicas aplicadas a
realidade, que nos déo a vontade de estudar
e compreender a Matemética. Séo trabalhos
como estes que poderdo colocar a Mate-
matica num nivel privilegiado na mentalidade
dos estudantes.” — José Miguel, 11°B

“Hum.... Achei fantastica a aventura dos frac-
tais e do Caos;(...) deu-me asas para pensar
em factos que ndo me passariam pela cabeca,
em fenémenos que aparentemente me pare-
cem aleatorios e que afinal tém por trés célcu-
los (...) pretendo continuar a investigar e mais
tarde quem sabe fazer parte dos Amigos do
Conhecimento (...) . Gostei desta proposta de
trabalho.” — Tania Trindade, 11°A

“Hoje em dia a tendéncia para gostar cada
vez menos de Matemaética é geral. (....) na
minha opinido, é com este tipo de trabalhos
que podemos a pouco e pouco olhar para
esta disciplina de modo diferente. Para nos
jovens, & muito importante relacionar, neste
caso conhecimentos matematicos, com a
nossa vida (dia a dia, acontecimentos, fené-
menos, etc). Todos queremos viver a vida. ..
Entédo vamos tornar a Matematica um pouco
dela !” — Inés Antunes, 11°A

“(...) Em jeito de conclusao sobre este tra-
balho, notei que matematica & muito mais
importante para a nossa vida do que aquilo
que podemos imaginar." — Bruno Pais, 11°B

Ana Costa
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Escola E.B.. 2. 3 Quinta de
Marrocos

No &mbito da Matemética e Natureza
foram realizadas actividades sobre a
Sequéncia de Fibonacci e Fractais por
alunos do 8° ano.

Durante o 2° periodo, a propédsito da
Sequéncia de Fibonacci, os alunos
fizeram diversas pesquisas, tendo dai
resultado os seguintes trabalhos: Os
coelhos de Fibonacci, As abelhas e

a sequéncia de Fibonacci, As folhas
de Fibonacci, Os ramos de Fibonacci,
As espirais de Fibonacci — as flores,
As espirais de Fibonacci — as pinhas,
Pétalas e flores e os nimeros de
Fibonacci, Frutos e vegetais e os
numeros de Fibonacci, Os rectangulos
de Fibonacci, as espirais e o Nautilus,
O que é o nimero de ouro?, A
sequéncia de Fibonacci — algumas
propriedades.

Também relacionaram a sequéncia
com o tridngulo de Pascal e escre-
veram uma pequena biografia sobre
Fibonacci.

Quanto aos Fractais, resolveram uma
WebQuest por mim concebida e cons-
truida, o que lhes permitiu relacionar
Matemética, Arte e Natureza e, simul-
taneamente, rever diversos contetidos
programaticos.

Isabel Catalao
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Escola C+S de Irene Lisboa

No jornal da Escola, o lrineu, foram
publicadas ideias sobre as relagbes
entre a Matematica e a Natureza:

O corpo humano, e o de muitos
outros animais tém metades aproxi-
madas, disp6e de uma simetria bilate-
ral (...)

Muitas plantas, flores e animais sim-
ples podem ter um tipo diferente de
simetria, com as suas formas basea-

das na existéncia de um ponto central:

é o caso da estrela do mar, cujos
cinco bragos radiam do centro. Diz-se
que estas formas tém uma simetria
radiada.

As sementes séo transportadas pelo
vento. Os designios da natureza per-
mitem que o méximo possivel de

sementes radie de um ponto central.

A semente & um bom exemplo de
simetria radiada.

Né&o é apenas nos seres vivos que
podemos observar simetria. A molé-
cula de benzeno (produto quimico que
entra na preparagéo de corantes e
outros produtos (...) é constituida por
seis 4tomos de carbono, dispostos
num anel de seis lados hexagonais;
esta forma hexagonal é também a dos
flocos de neve e dos favos construi-
dos pelas abelhas para armazenar o
mel.

Note-se que as formas simétricas
definem-se muitas vezes sem linhas
rectas: a ondulagdo provocada pela
queda de uma pedra na agua de um
lago é simétrica e tem forma circular
(o)

Tina Gregério
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Conexoes entre as Ciéncias e a Matemadtica Escolares

Donna E Berlin
Arthur L. White

A problemética da ligagdo entre o ensino da Matemética e das Ciéncias ndo é nova nem sequer recente, Sobre ela hd ja
muito trabalho realizado em outros paises, embora entre nés haja ainda muito caminho a percorrer e muito pouca discussédo
sobre o assunto. Como um contributo para esta reflexéo, indispensével para a reorganizagéo curricular. selecciondmos um
texto de Donna F. Berlin e Arthur L. White, no original « Connnecting School Science and Mathematics», integrado no 1996
Yearbook, Connecting Mathematics across the Curriculum, House, P. A. & Coxford, A. F. (Eds.) e publicado pelo National

Council of Teachers of Mathematics.

A integracg@o das ciéncias e da mate-
matica na escola tem sido objecto de
muita atengéo nos actuais documen-
tos da reforma educativa, como um
meio para melhorar o desempenho e
a compreensao dos alunos, e para
desenvolver atitudes positivas e re-
alisticas em relagéo a ciéncia e

a matematica. Na literatura, encon-
tramos uma abundante quantidade
de termos que se referem & ideia

de “integragéo”, como por exemplo,
conexdes, cooperagdo, coordenagéo,
correlagdo, cruzamento-disciplinar,
fuséo, interacgées, interdependéncia,
interdisciplinaridade, inter-relacéo, elo
de ligagdo, multidisciplinaridade, trans-
disciplinaridade, e unificagdo (Berlin
1991). Em toda a literatura, existe um
sentimento geral de que integragédo

é uma coisa "boa". Contudo, muito
pouco tem sido escrito sobre o que
realmente significa integrar ciéncias e
matemética, e ainda menos investi-
gacéo tem sido feita no que respeita
a explorar beneficios e dificuldades
(Berlin 1991). Se bem que muitos
estejam de acordo com a afirmagéo
“integra a forma de ensinar antes

de te preocupares muito em integrar
aquilo que ensinas” (Steen 1994),
outros advogam a inclusé@o de "méto-
dos mateméticos nas ciéncias e de
métodos cientificos na matematica,
de forma que tudo fique indistinguivel
tanto para a matematica como para as

ciéncias” (Berlin and White 1992, p.
341). Tudo isto aponta para a neces-
sidade critica de desenvolver uma lin-
guagem comum a partir da elaboragéo
de um modelo para a integragdo esco-
lar das ciéncias e da matematica.

Modelo de Integracio

A integragéo escolar das ciéncias e da
matematica precisa de ter em conta
um leque alargado de aspectos para
orientar de forma eficaz as préaticas
educativas e a investigacdo. O modelo
Integrated Science and Mathematic
de Beriin-White (BWISM) identifica os
seis seguintes aspectos: (1) aprendi-
zagem, (2) formas de conhecimento,
(3) processos e capacidades de racio-
cinio, (4) conhecimento conceptual,
(5) atitudes e percepgdes, e (6)
ensino. N&o & nossa intengéo consi-
derar estes aspectos como isolados
ou exclusivos entre si. A identificagdo
e desenvolvimento de cada um destes
aspectos isoladamente s&o feitas de
forma a proporcionar alguma clarifi-
cacédo sobre as suas caracteristicas
que se encontram em confronto
permanente quando procuramos
definir, implementar e avaliar a inte-
gragdo. Estes aspectos, em vérias
combinagbes, podem servir de base
para obter definicdes operacionais e
investigagdes comparaveis.

{

Aprendizagem

A integragédo pode ser encarada na
perspectiva do aluno e no modo como
sé@o desenvolvidos e organizados con-
ceitos cientificos e matematicos, pro-
cessos, destrezas e atitudes na sua
estrutura cognitiva. Tanto os pro-
fessores de ciéncias como os de
matematica valorizam uma perspectiva
construtivista da aprendizagem (Piaget
1970; Vygostsky 1978) e a neces-
sidade da construgéo significativa

do conhecimento (Ausubel 1963;
Novak e Gowin 1993). Na base da
investigagéo cognitiva, as seguintes
afirmages gerais podem servir como
infraestrutura para o desenvolvimento
integrado das ciéncias e da mate-
mética na escola:

¢ O conhecimento é construido a
partir de conhecimento prévio.

s O conhecimento é organizado em
torno de grandes ideias, conceitos,
ou temas.

® O conhecimento envolve a interre-
lagéo de conceitos e'de processos.

® O conhecimento é situado ou
contextualizado.

® O conhecimento progride através
do discurso social.

e O conhecimento é socialmente
construido ao longo do tempo.

Estes principios construtivistas mani-
festam-se em todos os seis aspectos
do modelo BWISM.
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Descobertas recentes na area da neu-
ropsicologia, que envolvem processa-
mento paralelo no cérebro, podem vir
a acrescentar uma nova e intrigante
dimenséo a integragéo, encarada na
perspectiva da aprendizagem. Para
além das vérias capacidades de pro-
cessamento de informagéo em série,
os seres humanos tém a capacidade
de processar informagéo e aconteci-
mentos, paralela ou simultaneamente,
de que resulta a habilidade tnica de
fazer previsdes. As observagdes e
experiéncias de individuos e os mode-
los, tanto qualitativos como quantita-
tivos, que descrevem estes aconte-
cimentos podem ser assimiladas de
forma mais eficiente quando expe-
rimentados simultaneamente (Ander-
son 1992). Se desde pequenas

as criangas experimentarem modelos
qualitativos e quantitativos, apropria-
dos a varios niveis de abstracgao,
desenvolvem a capacidade para rela-
cionar esses modelos e para fazer
previsdes.

Formas de Conhecimento

A ciéncia procura desenvolver o
conhecimento através da observagéo
e da manipulagéo dos fenémenos

de forma a explorar a natureza do
meio ambiente e da existéncia humana
nesse mesmo meio. A ciéncia procura
modelos consistentes e verificaveis
para poder construir um conhecimento
de base e explicar o mundo real.

Esta forma de conhecimento pode

ser caracterizada como indutiva, uma
vez que o modelo ou generalizagéo
emerge ou é revelado a partir de
dados.

Na matematica, a procura do conhe-
cimento envolve frequentemente mo-
delagéo e pesquisa de padrbes e
relagdes que nao séo limitadas pelo
mundo observavel. Um fenémeno
pode nao ser facilmente observavel
ou encaravel por causa de condigdes
extremas como o tamanho (i.e., muito
pequeno ou muito grande), o tempo
(i.e., passado ou futuro), ou o grau
de abstrag@o. Muitas vezes, a mate-
matica envolve modelagéo e o uso

da légica, sistemas simbdlicos que
descrevem padrdes e relagdes. Estes
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simbolos podem ser manipulados sem
os contrangimentos da realidade ou a
necessidade de representagdes con-
cretas.

sao refutadas, os resultados poderédo
ser reconsiderados matematicamente
levando a construcéo de um modelo
reformulado.

INTEGRACAO
| CIENCIAS e MATEMATICA |
| |
’— MODELAGAQ j
Padroes : Modelos

Investigar Contetdos — Contelidos Frewet

Observar procurar Processos - Processos usar Explicar

Experimentar ™ Percepcbes ot Percepgdes T Apreciar

A A

INDUCAO =

Hipdteses de
verificagdo empirica

Influéncia do
conhecimento

A

|

~—L DEDUCAO ——

Consequéncias
reveladas a testar

Fig 1. Formas de conhecimento: indugdo e deducéo (reproducéo de Barnes et al.
[1992], com autorizagéo do National Center for Science Teaching and Learning.

A figura 1 ilustra como os processos
de indugéo e dedugéo se interrelacio-
nam ciclicamente. A observagéo do
meio, a recolha de dados, e a
procura de relagées (indugé@o) podem
constituir a base da descrigdo quan-
titativa. A matematica pode ser
usada para expressar e comunicar

as relagdes dos dados através de
modelos (gréafico, simbdlico, numérico,
geométrico, ou funcional). Estes
modelos podem ser sujeitos a
transformagdes matematicas que por
seu lado podem ser usadas para
fazer previsoes (dedug&o). Frequente-
mente, os modelos matematicos per-
mitem prever fenémenos do mundo
real que ainda néo foram estudados
ou sequer observados. Por exemplo,
um modelo matematico permite prever
a existéncia de planetas ou de parti-
culas subatomicas no sistema solar
que ainda nao foram descobertos.
Estas previsdes podem orientar futu-
ras exploragdes no sistema sobre

o qual foram feitas, conduzindo

a observagdes adicionais e a
manipulagées para verificar ou refutar
as previstes. Se as previsdes séo
verificadas, podem resultar novos
conhecimentos e novas teorias. Se

A caracteristica mais significativa
deste ciclo sobre “formas de conhe-
cimento” pode ser a importéncia
desta relagdo simbidtica entre os
processos indutivos e dedutivos. E
um objectivo razoavel proporcionar a
todos os alunos amplas oportunidades
de adquirirem uma compreenséo das
conexdes entre estas duas formas de
conhecimento. Considerando que os
alunos devem beneficiar da relacdo
simbidtica e do poder destas formas
de conhecimento, sdo recomendados
o aumento do uso da modelagao
matematica nas aulas de ciéncias e

o uso de dados cientificos obtidos
pelos alunos nas aulas de matemética.
Deve ser dada atencéo a este ciclo
de "formas de conhecimento” que
articula os processos de indugéo e
deducéo para promover uma visdo

da construgao do conhecimento inte-
grada e holistica.

Capacidades de Investigacio e
de Raciocinio

A integracéo pode ser encarada atra-
vés da perspectiva dos processos

e das capacidades de raciocinio vali-
dos tanto para as ciéncias como




Para este niimero selecciondmos |

para a matematica. Embora os termos
possam diferir, as normas para o
curriculo de matematica reconhecem
a resolugédo de problemas (investi-
gagéo), o raciocinio, a comunicagéo
e as conexdes (integragéo) como
processos centrais nas ciéncias e

na mateméatica (National Council of
Teachers of Mathematics INCTMI
1989; National Research Council
1893b, 1993c).

A revisgo de literatura revela o
aumento de apoio a inclusdo das
capacidades de investigacdo nos cur-
riculos das ciéncias. A ciéncia é dina-
mica, & feita de avangos, esta sempre
em constante procura, e as capacida-
des de investigacéo reflectem a natu-
reza da ciéncia e a actividade tipica
dos cientistas; elas sdo prontamente
transferidas para outras situagdes pro-
blematicas, e aplicadas a problemas
da vida real (American Association

for the Advancement of Science 1963;
National Research Council 1993b,
1993c; Padilla 1986). A National
Science Teachers Association e
numerosos especialistas curriculares,
individuais ou de organizagdes, tém
realgado as capacidades de investi-
gacéo como especificas e resultantes
dos objectivos dos programas de cié-
ncias.

O desenvolvimento de capacidades
basicas e integradas de investigacao
tem sido a grande énfase dos progra-
mas de educago cientifica desde da
deécada de cinquenta (Tobin e Capie
1980). As capacidades basicas de
investigacéo incluem observacgéo,
inferéncia, medigdo, comunicacgéo,
classificagéo, e previsdo. As capa-
cidades integradas de investigagéo
incluem controlo de variaveis, defi-
ni¢do de operacionalidade, formulagéo
de hipdteses, interpretagéo de dados,
experimentagéo, e construgdo de
modelos. (Ver Padilla [1986] para
definicéo destas capacidades.) Estas
mesmas capacidades de investigagdo
cientifica s&o integrantes do devenvol-
vimento das competéncias de reso-
lugéo de problemas, que tém sido
fortemente apontadas como sendo

o principal objectivo da matematica
escolar (NCTM 1980, 1989).

Champagne (1992) desenvolveu uma
taxonomia compreensiva das capaci-
dades de pensamento das ciéncias e
da matemaética que inclui raciocinio,
metacognigéo, manipulagdo de infor-
magéo, gestdo de informagéo, racio-
cinio formal, e capacidades de repre-
sentacdo simbolica. As actividades
integradas de ciéncias e de mate-
matica tém a potencialidade de envol-
ver os alunos em tarefas de resolugéo
de problemas desafiantes, auténticas
e relevantes que fornecem a aplicacdo
e a pratica das capacidades de racioci-
nio de ordem superior

Conhecimento Conceptual

A integragéo pode ser vista através
da perspectiva de sobreposicio do
conhecimento conceptual das ciéncias
e da matematica. Isto requer uma
analise dos conceitos, principios, e
teorias das ciéncias e da matematica
para determinar quais séo as ideias
exclusivas das ciéncias ou da mate-
matica e quais séo aquelas que se
sobrepéem. Uma anélise de docu-
mentos actuais (NCTM 1989; Ruther-
ford e Ahlgren 1990) e emergentes
(National Research Council 1993b,
1993c) sobre normas curriculares
revela um compromisso partilhado
para o desenvolvimento de um
nimero limitado de conceitos funda-
mentais. Topicos comuns a ambos os
curriculos de ciéncias e matematica
incluem o estudo da medicao, padrées
e relages, probabilidades e estatis-
tica, relagbes espaciais e varidveis e
fungbes. Exemplos de formas de inter-
relacionar os conceitos de ciéncias e
de matematica podem incluir (a) selec-
¢éo natural com amostragem, méto-
dos aleatdrios, probabilidades, razoes,
proporcionalidade e area; (b) energia
de activagéo e taxas de reacgdo com
a area subtensa a curvas de distri-
buigéo; (c) crescimento da populagéo
e genetica com amostras e probabili-
dades; (d) reflexéo e refraccéo com
geometria angular.

Muitas vezes conceitos previamente

identificados com “ciéncias” ou

“matematica” podem ser relacionados

através de analogias. Por exemplo, as

variaveis que descrevem as proprieda-
/

des de uma alavanca e aquelas que
descrevem as caracteristicas de uma
distribuigéo de frequéncias séo analo-
gas e podem ligar as ciéncias e a
matematica escolar. O ponto de equi-
librio de uma alavanca é o fulcro.

Este é ponto em que a resultante dos
momentos é nula, ou em que a ala-
vanca esta em equilibrio. Analogamen-
te, a média aritmética de uma distri-
buicédo de frequéncias é o ponto em
que os desvios positivo e negativo
séo iguais o que resulta num ponto
“equilibrado” para a distribuigéo. Ha
momentos em que 0s conceitos de
ciéncias e os conceitos de matemética
tém muito em comum. Ligar a apren-
dizagem desses conceitos torna-os
mais significativos para o aluno e mais
eficaz a sua aprendizagem (Penafiel e
White 1989; White e Berlin 1989).

Atitudes e Percepgoes

A integragéo pode ser vista através
da perspectiva das atitudes e
percepcdes relativas ao desenvolvi-
mento da literacia cientifica e mate-
matica. As convicgbes e as crencas
que temos sobre as ciéncias e a
matematica como disciplinas podem
ser consideradas semelhantes. Final-
mente, a criagdo de um meio favor-
avel, que proporcione oportunidades
para aumentar a eficacia cientifica e
matematica pode servir como uma
outra ligagao afectiva.

Os actuais documentos das reformas
educativas de ciéncias e matematica
séo bastante explicitos sobre as atitu-
des valorizadas, a nivel das ciéncias e
da matematica (NCTM 1989: National
Research Council 1993b, 1993c). A
seguinte lista (Loucks-Horsley et al.
1990, p. 41) foi alterada para incorpo-
rar atitudes partilhadas:

¢ Desejar conhecer: ver as ciéncias
[e a matematical cofrio uma forma
de conhecimento e de compre-
ensao;

e Ser critico: reconhecer o tempo e
altura apropriados para questionar
afirmagdes autoritérias e “verdades
auto-evidentes”;

e Confiar nos dados: explicar ocor-
réncias naturais recolhendo e orga-
nizando informac&o, testando ideias
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e respeitando os factos que séo
revelados;

e Aceitar ambiguidades: reconhecer
que os dados raramente séo claros
e conclusivos, e valorizar as novas
questdes e problemas que possam
surgir;

e Estar disposto a alterar
explicagbes: ver novas possibilida-
des nos dados;

¢ Cooperar nas respostas as
questdes e na resolugéo de pro-
blemas: trabalhar em conjunto
para reunir ideias, explicagbes e
solugdes;

* Respeitar o raciocinio: valorizar
modelos de pensamento que
partam dos dados, conduzam as
conclusdes e, eventualmente, &
construgéo de teorias;

¢ Ser honesto: ver a informagao
objectivamente, sem preconceitos.

Os hébitos de pensamento e as
disposi¢oes especificas dos actuais
curriculos de ensino e da avaliagéo,
tanto de ciéncias como de matema-
tica, incluem curiosidade, criatividade,
imaginagéo, lideranga, organizacgéo,
persisténcia, engenho, correr riscos,
auto-confianga, autonomia, reflexdo

e perfeicdo (NCTM 1989; National
Research Council 1993b, 1993c;
Rutherford e Ahlgren 1990; Stenmark
1991).

Outra consideracéo afectiva partilhada
é a promogéao das ciéncias e da mate-
matica como empreendimentos huma-
nos. Como tal, elas sdo aproximagoes
da verdade sujeitas a mudangas. As
experiéncias integradas de ciéncias e
matematica podem servir para dissi-
par a ideia que estes assuntos séo
inalteraveis, irrefutaveis, corpos de
conhecimento provado que podem for-
necer respostas correctas a todas as
questbes. :

As experiéncias integradas de cién-
cias e matematica baseadas em
questdes e interesses pessoais e
sociais podem motivar os alunos

para o sucesso. As oportunidades de
serem bem sucedidos ajudam a enco-
rajar, apoiar, e alimentar a confianca
dos alunos nas suas capacidades para
fazer ciéncias e matematica. A pro-
mogao da eficécia cientifica e mate-
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méatica pode servir para contrariar a
ideia de que as ciéncias e a mate-
maética séo dificeis, acessiveis apenas
a um grupo restricto de individuos (por
exemplo, homens brancos), e que néo
séo essenciais para a generalidade da
populacéo.

Ensino

A integracéo pode ser vista através
da perspectiva dos métodos e estraté-
gias comuns de ensino das ciéncias e
da matematica e que se apoiam uns
nos outros. Ensinar, relacionando a in-
tegragdo escolar das ciéncias e da
matematica, inclui quatro dimensées:
a estrutura e a organizagéo do
ambiente de aprendizagem, estra-
tégias de ensino, avaliagéo, e a
mudanga do papel do professor. O
objectivo de integrar o ensino das
ciéncias e da matemética é o de pro-
porcionar aos alunos a "aquisigao de
um conhecimento cientifico [e mate-
maticol do mundo e ao mesmo tempo
héabitos cientificos [e matematicos]

de pensamento” (Rutherford and Ahl-
gren 1990, p. 190). Um ambiente
assim incluird um amplo espectro

de contetdos, dando tempo para

uma aprendizagem baseada em
investigagdes, um discurso de estimu-
los e apoio, proporcionando oportuni-
dades para o uso de instrumentos

de laboratério e outras ferramentas,
possibilitando o uso frequente de
tecnologia apropriada, encorajando o
recurso a procedimentos alternativos
de avaliagéo maximizando oportuni-
dades para a realizagéo de experién-
cias bem sucedidas. As experiéncias
de aprendizagem deveréo conduzir os
alunos a estabelecer ligages qualita-
tivas e quantitativas nas descrigbes
do seu mundo. Ferramentas de mode-
lagdo como o STELLA poderao ajudar
os alunos a estabelecer conexdes
(Linn 1986).

As estratégias integradas de ensino
devem ser baseadas na investigagéo
cognitiva sobre como os alunos apren-
dem no geral e como aprendem cié-
ncias e matemaética, em particular.

As actividades iniciais deverao incidir
sobre fendomenos interessantes,

decorrentes e aplicados a situagdes
/

do mundo real. Deveréo existir amplas
oportunidades para desenvolver o
pensamento e as capacidades de
raciocinio, capacidades de investi-
gagdo tanto basicas como integradas
e capacidades de resolugéo de pro-
blemas, de tomada de decistes e de
comunicacéo. As actividades deveréo
envolver os alunos no fazer, analisar,
e reflectir sobre ciéncias e matematica
e em adquirir poder cientifico e mate-
matico. Deve estar disponivel uma
vasta variedade de recursos educa-
tivos, escolares e da comunidade,
envolvendo muiltiplos modos senso-
riais (tacto, auditivo, e visual). Sao
recomendadas estratégias cooperati-
vas de aprendizagem para reforcar a
natureza colaborativa dos empreendi-
mentos cientificos e matematicos.

Fogarty (1991a, p. xv; 1991b, p. 63)
propde uma variedade de estratégias
Uteis para integrar disciplinas:

® Sequencial: os topicos ou unidades
de estudo séo rearrumados e
sequenciados para coincidir uns
com os outros. |deias semelhantes
séo ensinadas consertadamente
embora permanecendo em temas
separados.

e Partilhada: o planeamento e o
ensino séo partilhados e aconte-
cem em duas disciplinas em que a
sobreposicao de conceitos e ideias
emergem como elementos organi-
zadores.

e Em rede: um tema rico ¢ ligado aos
contetdos do curriculo e as discipli-
nas; os assuntos recorrem ao tema
para fazer uma selec¢éo de concei-
tos, topicos e ideias apropriados.

e Transversal: a abordagem curricular
combina capacidades de pensa-
mento, capacidades sociais, inte-
ligéncias multiplas, tecnologia, e
capacidades de estudo através das
varias disciplinas.__

® Integrado: esta aproximagéo inter-
disciplinar combina temas que se
sobrepdem em topicos e concei-
tos, em ensino colaborativo, for-
mando um auténtico modelo inte-
grado.

Sao também sugeridos procedimen-
tos alternativos e auténticos de ava-
liagao para que haja uma ligagdo
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plena, significativa e integrada do cur-
riculo, do ensino e da avaliagdo em
ciéncias e matematica. As avaliagbes
integradas poderé&o incluir avaliagbes
de desempenho, projectos, e portfo-
lios. H4 um nimero significativo de
publicagbes actuais, relativas 4 ava-
liagao alternativa em ciéncias (Hein
1990; Kulm e Malcolm 1991; Ostlund
1992; Raizen et al. 1989, 1990) e
em matematica (Kulm 1991; Lesh e
Lamon 1992; NCTM 1993; National
Research Council 1993a; Romberg
1992; Stenmark 1989, 1991) que
estéo disponiveis para ajudar os pro-
fessores a planear de forma apro-
priada experiéncias com significado,
com vista a estabelecer o que os
alunos sabem e a melhorar o ensino.

Para o ensino integrado das ciéncias
e da matemaética € fundamental a
mudanca do papel do professor. Pro-
fessores e alunos tornam-se parceiros
naturais na resolugdo de problemas

e no desenvolvimento das suas pré-
prias capacidades para aprender ao
longo da vida. (NCTM 1989). O pro-
fessor podera ser visto como uma
espécie de instrutor intelectual assu-
mindo varios papéis como o de actor,
consultor, moderador, interlocutor, e
aquele que questiona (National Rese-
arch Council 1991). Os professores
como especialistas e as equipas

de professores ganham relevo nesta
abordagem integrada.

Um exemplo: “Basta deixar

cair!”
Nesta investigagéo, os alunos vao
comparar as alturas dos ressaltos
que resultam de deixar cair dife-
rentes tipos de bolas de diferentes
alturas. Também podem ser com-
parados os ressaltos resultantes
da queda de bolas em diferentes
tipos de superficies. A partir dos
dados obtidos, pode ser obtida
uma férmula que relaciona a altura
do ressalto com a altura da queda.
Usando a férmula, os alunos seréo
capazes de prever a que altura res-
salta uma bola que cai de uma
dada altura.

Esta actividade de Math + Science:
A Solution Wiebe e Ecklund 1987)

ilustra a interdependéncia dos aspec-
tos do modelo integrado de ciéncias

e matematica. As criangas sdo envol-
vidas na observagao, experimentagéo,
medigéo, registo de dados, procura
de modelos, interpretacéo, aplicagéo,
previséo e generalizagdo. Os con-
ceitos e principios das ciéncias

e da matematica desenvolvidos na
actividade incluem médias, coeficien-
tes, conservagéo, constantes, elastici-
dade, equacbes, fricgdo, gréaficos, mo-
delagdo matemética, razéo e declive.

A investigagéo pode encorajar e
apoiar métodos de ensino valorizados
tanto na educacéo cientifica como

na educagdo matematica. Sugere-se
que as criangas trabalhem cooperati-
vamente em grupos de dois até quatro
elementos e se envolvam em activida-
des de investigagéo e de resolugéo
de problemas. Esta metodologia pode
promover o desenvolvimento de atitu-
des cientificas e matematicas vélidas,
bem como de héabitos de pensamento
e motivagbes positivas. Outros valio-
sos métodos de ensino incorporados
nesta actividade incluem manipulagéo;
modos de respresentagdo variados
(p.e.. desenhos, diagramas, gréficos,
férmulas); construgéo baseada em
experiéncias anteriores; personali-
zagéo da aprendizagem; uso de recur-
sos familiares e disponiveis (p.e.,
bolas de ténis, golf, basquetebal,
basebal, futebol, bilhar, etc.); dife-
rentes niveis de questionamento
(variando desde os que requerem
niveis de pensamento de ordem infe-
rior até aos que requerem niveis de
processamento cognitivo de ordem
superior); uso de uma calculadora ele-
mentar de quatro operagées para cal-
cular a média dos dados; e o uso de
uma calculadora gréfica para tabulagéo
e modelagao dos dados. De modo
consistente com o modelo apresen-
tado, esta actividade fornece numero-
sas possibilidades para fazer ligagbes
apropriadas e efectivas entre o ensino
e a aprendizagem das ciéncias e da
matematica.

Recursos

Desde os anos setenta tém sido

produzidos um grande numero de
/

recursos e programas curriculares
notaveis. Entre eles estéo o Min-
nesota Mathematics and Science
Teaching Project IMINNEMAST); os
materiais do MINNEMAST néo estéo
editados, mas podem ser obtidos

a partir do ERIC Document Repro-
duction Service; Unified Science and
Mathematics for Elementary Schools
(USMES - Educational Development
Center); os materiais do USMES néo
estéo editados mas podem ser obti-
dos a partir do ERIC Document Repro-
duction Service; Activities Integrating
Math and Science (AIMS — AIMS
Educational Foundation); Great Explo-
rations in Math and Science (GEMS
- Lawrence Haal of Science); The
Jasper Series (Optical Data
Corporation); Teaching Integrated
Mathematics and Science (TIMS -
University of lllinois at Chicago); The
Voyage of the Mimi and The Second
Voyage of the Mimi (Sunburst/Wings);
e School Science and Mathematics
Integrated Lessons (SSMILES —
School Science and Mathematics
Association). Dois documentos que
serédo publicados pelo National Center
for Science Teaching and Learning
estardo em breve & disposigdo como
recurso para professores interessa-
dos em realizar actvidades integrado-
ras de conceitos, capacidades e pro-
cessos de ciéncias e de matematica.
Os documentos incluem uma base de
dados com aproximadamente trezen-
tas actividades integradoras de cién-
cias e de matematica (Berlin 1994) e
uma compilagéo do SSMILES (School
Science and Mathematics Integrated
Lessons) ja publicada na revista
School Science and Mathematics (no
prelo). Os materiais relacionados com
a educagéo do consumidor, educagao
ambiental, educagéo para a saide e
seguranca, educacéo tecnolégica e
educaagdo vocacional séo areas ricas
para concepgéo e elaboragédo de acti-
vidades de ciéncias e de matematica.

Conclusao

Para que a implementagéo da inte-
gragao escolar das ciéncias e da
matematica ocorra de uma forma
racional e realista, é crucial que haja
professores envolvidos na exploragéao
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e relacionamento dos seis aspectos
do modelo apresentado, assim como
interessados em recolher informagéo
sohbre os efeitos da integragéo. O
modelo descrito neste artigo pode
servir para orientar educadores, res-
ponséaveis da administracéo, politicos,
e investigadores no desenvolvimento,
implementacéo e avaliagdo dos pro-
gramas e das actividades para a inte-
gracéo escolar das ciéncias e mate-
matica.
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