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Queixa das almas jovens censuradas |

Dao-nos um lirio e um canivete
E uma alma para ir d escola

E um letreiro que promete

Raizes, hastes e corola

‘Dao-nos um mapa imagindrio

Que tem a forma de uma cidade

Mais um relogio e um calenddrio

Onde ndo vem a nossa idade 228,203 QOUT.
ENCONTRO NACIONAL DE PROFESSORES DE MATEMATICA
Poemas a rebate ESCOLA SECUNDARIA DAS LARANIEIRAS
Natdlia Correia, escritora acoreana de
Faja de Baixo, S. Miguel a3

O PROFMAT 93 E JA DAQUI A QUATRO MESES.

Ja reservou passagem e alojamento?

Nio se esqueca que o prazo para pagamento a Agéncia A¢oreana
de Viagens termina a 10 de Setembro.

Neste nimero colaboraram
A. I. Franco de Oliveira, Alberto Canelas, Anténio S4, Branca Silveira, Helena Paradinha, J. Orlando de Freitas, José Paulo
Viana, Maria de Fatima Gordo, Maria L. Fernandez.

Sobre a capa

A fotégrafa Margarida Dias aceitou amavelmentente fotografar um cubo de acrilico, cheio de aguarela, exemplificando o corte
perpendicular a uma diagonal espacial que produz um hexdgono como sec¢io. Sdo também da sua autoria as duas fotografias que
ilustram o artigo “Tudo o que hd num cubo...”.

Data de publicacdo
Este nimero foi publicado em Julho de 1993.
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“Mas isto é muito giro!”

A. J. Franco de Oliveira

O presente niimero de Educagdo e Matemdtica é sobre Geometria. Apés uma
leitura répida do seu contetido, eu diria que os autores dos artigos incluidos gostam
de se divertir com as coisas matemdticas e, em particular, as geométricas, transfor-
mando o seu divertimento num eficiente meio de motivacdo e aprendizagem na sala
de aula. Perdoem-me se lhes disser que ndo tm nisso originalidade alguma: os
matematicos e ge6metras da antiguidade divertiam-se imenso, descobrindo e parti-
lhando as suas descobertas na praga publica. Com o andar do tempo a Geometria
tornou-se mais séria e complicada. As suas
aplicacdes interessaram a senhores poderosos
€ a construtores de impérios, e 0s geémetras
viram-se disputados e pagos pelo seu diver-
timento. O ensino oficializou-se e o diverti-
mento tornou-se obrigagio. Isto tirou toda
a graca. Mas houve sempre amadores e
curiosos, a par de espiritos brilhantes,
comungando secretamente do prazer
inigualdvel de brincar com coisas sé-
rias. Estamos numa época de redes-
coberta desses secretos prazeres, e %
a Geometria é um campo imenso e
privilegiado para incutir esse espi- &
rito nos jovens que polulam nas
nossas escolas, como prova este
nimero. Os professores mais
maduros sabem que a brin-
cadeira, em Matemdtica, é
uma coisa muito séria, mas
nio € preciso dizer isso aos
jovens, Eles descobrem por
si préprios, se os orien- !
tarmos nesse sentido. Fi- L
xei a frase da Ana Patricio:
“Mas isto € muito giro!”.
Veja-se também, a propo-
sito, o livro de C. Stanley
Ogilvy Excursions in
Geometry (Dover, 1969).

Pediram-me para es-
crever duas pdginas para
este editorial. Francamen- ‘

te! H4 coisas mais giras!

A. Franco de Oliveira
Dep. de Matematica
Fac. de Ciéncias da
Universidade de Lisboa

18000 visitantes também devem ter achado “muito
gira” a Exposi¢io “Explorar, Jogar, Descobrir — a
Matematica ao alcance de todos”, no Mercado Ferreira
Borges, no Porto. Ver pdg. 28 e 29 deste niimero.
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Calculadoras na Educacéo
Matematica

2% edi¢do, Novembro de 1990, 151 pp.
700%00 (s6cios 500$00)

O computador na aula de
Matematica - Esgotado

2" edig@o, Agosto de 1988, 73 pp.
400800 (s6cios 280$00)

Cronologia Recente do Ensino da
Matematica

3* edigo, Setembro de 1989, 94 pp.
520800 (s6cios 360$00)

Mais Jogos, Mais Enigmas, Mais
Problemas - Esgotado

1* edi¢do, Setembro de 1989, 64 pp.
290$00 (sécios 200$00)

A Matemstica na Vida das Abelhas
2* edicdo, Julho de 1988, 80 pp.
400%$00 (sécios 280$00)

Renovacao do Curriculo de
Matematica.

3* edicdo, Abril de 1990, 112 pp.
570300 (s6cios 400$00)

Viagem de Ida e Volta

1* edigdo, Agosto de 1988, 56 pp.
400%$00 (s6cios 280$00)

Normas para o Curriculo e a
Avaliacdo em Matematica

1* edig¢do, Outubro de 1991, 304 pp.
3000300 (s6cios 2100$00)

S6 ...Problemas

1* edigéo, Outubro de 1991, 100 pp.
550%00 (s6cios 400$00)
Computadores no Ensino da
Matematica

1° edi¢do, Setembro de 1991, 258 pp.
1200$00 (sécios 850500)

Cadernos de Educacio Matematica
n°2. 1* edigdo, Junho de 1991, 112 pp.
800$00 (socios 600$00)

Avaliacio: uma questio a enfrentar

Publicacoes APM

Algumas Nogoes Elementares de
Astronomia

1* edigdo, Outubro de 1991, 28 pp.
200%00 (sécios 150500)

Educacio e Matematica

n°l a n°6 — 200$00

n°7 a n°12 — 250$00

n°13 e seguintes — 400$00

n°® 19/20 — 800$00

Nota; Alguns nimeros estdo esgotados
e sdo vendidos a0 mesmo preco em
fotocopias.

Actas do Profmat 88

1* edigéio, Janeiro de 1989, 269 pp.
550%00 (s6cios 400$00)

Actas do Profmat 89

1* edigéio, Setembro de 1990, 496 pp
1500800 (s6cios 1000$00)

Actas do Profmat 90 (vol. I)

1* edigiio, Novembro de 1990, 188 pp.
700$00 (socios S00$00)

Actas do Profmat 90 (vol. IT)

1* edigdo, Setembro de 1991, 244 pp.
1100%$00 (sécios 800$00)

Actas do Profmat 91 (vol. I)Esgotado
1* edigdo, Outubro de 1991, 139 pp.
5500%$00 (s6cios 400$00)

Actas do Profmat 91 (vol. IT)

1* edigdo, Outubro de 1992, 304 pp.
1100$00 (s6cios 800$00)

Agenda do Professor 1992/93

1* edicdo,Setembro, 1991, 140 pp.
300800 (s6cios 250500)

A Trigonometria esta viva

1* edigdio, Outubro de 1992, 48 pp.
450$00 (sécios 350$00)

Ideias, actividades, desafios e outras
coisas mais

1* edigfio,Outubro de 1992, 66 pp.

Aventura no Pais da Matematica
Roteiro de uma exposi¢ao

1? edigdo, Outubro de 1992, 40 pp.
950%$00 (sdcios 750800)
Quadrante n°1

1* edigiio, Outubro de 1992, 192 pp.
900%00 (sécios 700$00)

Novidades

S6 ... Problemas 11
1* edicdo, Marco de 1993, 107 pp.
750%00 (sécios 600$00)

Coleccio de Teses:

A aprendizagem da Trigonometria
num contexto de aplicacoes e
modelacgiio com recurso a folha de
calculo - Susana Carreira

406 pp. 2300$00 (sécios 2000$00)

Ensinar Matematica: concepcoes e
praticas - Henrique M. Guimaries
290 pp. 1950$00 (sécios 1500$00)

Avaliacio da aprendizagem num
contexto de inovacao curricular -
Maria Leonor Cunha Leal

pp-371 2350$00 (sécios 1800$00)

Nota: Estas sdo apenas algumas das
Teses que existem na Sede da APM

1* edicao, Outubro de 1991, 97 pp. 780$00 (s6cios 600$00) para venda.
450%00 (s6cios 300$00)
Titulos N° de Ex. | Preco Unitdrio (*) Custo
SéciodaAPM [ | N[ ] Assinatura Subtotal
Nio Sécio I:l __________________________ Portes do Correio (ver rev. anterior)
T s oy N DTV | e Valor Total
I e T S I U e G |Para uso daAPM | Pedido recebidoem____ . __
___________________ L e T Assinatura Enviadoem . e
i Datadopedidor o __ o
(*) As publicacdes da APM tég custos unitirios dife@tes para socios e ndo sécios da APM.
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Perseguindo poligonos, simetrias

Quando preparei
esta aula,

tentei prever varias
situacoes.

Mas tive muitas
surpresas,

a maior das quais
foi o aparecimento
de varias conjecturas
e a facilidade

com que eram
reformuladas.

A actividade

A proposta foi a seguinte:
“Investiguem qual o niimero mdximo de
eixos de simetria de poligonos regulares
e irregulares.”*

Ela surgiu da leitura do artigo
“Symmetries of irregular polygons” da
revista Mathematics Teacher (Maio de
1992) e pelo facto de, na altura, estar a
planear as primeiras aulas de Geometria,
optando por simetrias axiais.

A turma

A proposta foi feitaauma turma do 9°
ano, heterogénea relativamente ao apro-
veitamento, quer na disciplina de Mate-
mética quer nas restantes.

Desde o inicio do ano que tém sido
propostas & turma actividades de explo-
ragdo e problemas, que os alunos resol-
vem em grupo, a maioria delas ligadas
aos contetidos programdticos. Este tipo
de actividades tem ocupado cerca de
metade das aulas. Esta turma tem reagi-
do muito bem a esta metodologia. Con-
trariamente & minha experiéncia anteri-
or, os “bons alunos” t€m sido os que
melhor aderem, quer ao tipo de activida-
des, quer 2 metodologia utilizada. Estes
alunos, nos anos anteriores ndo tinham
tido experiéncias andlogas.

A metodologia

Para o estudo da Geometriado plano,
foram constituidos novos grupos, com 3
alunos cada. Estas aulas de 2 horas sema-
nais, realizaram-se numa sala com com-

* Duas fichas de trabalho para os alunos
podem ver-se nos “Materiais para a aula de
Matemdtica” desta revista.
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e numeros

Helena Paradinha

putadores. Enquanto metade da turma
realiza actividades em Logo.Geometria,
a outra metade trabalha com outros ma-
teriais, trocando as tarefas na semana
seguinte. Esta foi a segunda actividade
realizada fora do computador e previa-se
que decorresse numa aula de duas horas.
Porém, mais tarde, pareceu-me impor-
tante prolongé-la por mais uma hora.

Os materiais utilizados foram a ficha
de trabalho, espelhos e papel quadricula-
do.

Os alunos deveriam elaborar um re-
latério sobre o trabalho desenvolvido.
Esse relatorio poderia ser concluido em
casa.

Os objectivos

Com esta actividade pretendia levar
os alunos a:

- resolver problemas;

- experimentar... desenhar figuras que
obedecessem a determinadas condi-
coes,

- formular conjecturas, testd-las e
reformulé-las;

- organizar dados;

- identificar regularidades;

- demonstrar, argumentar e criticat;

- confrontar, em grupo, diferentes opi-
nides e convicgdes; '

- aprofundar conhecimentos sobre
poligonos e simetrias;

- estimular o gosto pelas actividades de
investigacio;

- adquirir hdbitos de trabalho, reflexdo
e pel:sisténcia;

- desenvolver autonomia e auto-confi-
anga.




O papel do professor

A minha interven¢do no desenrolar
da actividade centrou-se em:
- observar o trabalho dos alunos;
- encorajar a experimentagio;
- incentivar o confronto de experiéncias
€ opinides;
- questionar os alunos com vista a:
- explicitar raciocinios;
- estimular a argumentag#o;
- sensibilizar para a necessidade da
demonstragfo;
- incentivar o aparecimento de no-
vas questoes.

Descricédo do decorrer da
actividade

Alguns grupos perguntaram: “0O que
€ que temos de fazer?”. Qutros iniciaram
espontaneamente o trabalho encontran-
do os eixos de simetria dos poligonos
regulares. Este acabou por ser o modo
como todos 0s grupos iniciaram a activi-
dade. Nesta fase, todos os alunos dese-
nhavam os eixos nas suas fichas, alguns
utilizando muito os espelhos, e compara-
vam com os colegas de grupo o que iam
fazendo. Passado algum tempo os gru-
pos diziam “... o nimero de eixos de
simetria € igual ao nimero de lados do
poligono” (ou ao nimero de vértices).
Nas folhas que estavam em cima das
mesas viam-se fichas de alunos que ti-
nham estudado os 5 primeiros poligonos
regulares que figuravam na 1* folha ane-
Xa, outros 6 e outros todos os da 2° folha
anexa (poligonos regulares com 3, 5, 6,
7,8,9,10, 11 e 12 lados).

Perguntei a cada grupo a razdo por
queafirmavam que ontmerodeeixosde
um poligono era igual ao nimero de
lados.

Em alguns grupos houve dificuldade
em responder a questdo e entdo eu per-
guntei porque € que um poligono de 15
lados tinha 15 eixos, sem desenharem
esse poligono. A esta questio responde-
ram:

- E semelhante ao caso do pentdgono
e como ai hd um eixo porlado, neste caso
também haverd.

Depois de questdes do tipo: “O que
acontece se o poligono tiver 37 lados? E

387" os alunos foram identificando mais
semelhancas e ao fim de pouco tempo
formularam conclusdes separando ocaso
dos poligonos com um niimero par e um
nimero impar de lados.

O Nuno Miguel foi o tinico aluno
que respondeu logo:

- No caso do poligono ter um niimero
impar de lados, os eixos de simetria
constroem-se unindo um vértice ao meio
do lado oposto e, se o nlimero de lados
for par, unem-se os vértices opostos e 0s
pontos médios dos lados opostos.

Passaram entfio a estudar o caso dos
poligonos irregulares.

Comecaram a desenhar tridngulos e
nos primeiros que fizeram (escalenos e
rectingulos) ndo encontravam qualquer
eixo de simetria. Seguidamente dese-
nharam tridgngulos isdsceles e houve gru-
pos onde surgiram tridngulos rectingu-
los is6sceles. Quando questionados so-
bre que caracteristicas teriam que ter os
tridngulos para terem 1 eixo de simetria
alguns grupos responderam imediata-
mente que tinham que ter lados iguais
(ou que eram isosceles). Nenhum grupo
referiu que dois dngulos deveriam ser
iguais.

Perguntei-lhes se haveria tridngulos
com dois eixos de simetria. Nesta altura,
na maior parte dos grupos as respostas

LE A

foram categdricas: “néo é possivel”, “se
houver dois, havera trés eixos”, “se hou-
ver dois eixos, o tridngulo € equildtero”.

Pedi-lhes para explicarem o que os
levava a dizer isso, aproveitando o facto
de haver elementos do grupo que ndo
estavam convencidos. Uma vez que os
alunos se limitavam a reafirmar as suas
convicgdes, sugeri-lhes que pensassem
no que acontecia se num dos tridngulos
que eles tinham desenhado acrescentas-
sem um eixo. Eles desenharam o segun-
do eixo unindo um vértice ao ponto mé-
dio do lado oposto e viram que isso
implicavaque o lado diferente fosse igual
aos outros e portanto o triingulo fosse
equildtero.

Quando isto foi conseguido no grupo
da Ana Patricia, esta exclamou: “J4 sa-
bia!”. Voltou a olhar para aquilo que
tinha acabado de ser feito e disse ainda:
“Mas isto é muito giro!”.

A afirmagcéo “se houver dois, havera
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trés eixos” apareceu mesmo em grupos
que ndo a explicitaram inicialmente. Por
exemplo, reparei que num grupo, quan-
do sugeri que desenhassem o segundo
eixo, enquanto o Henrique o desenhava,
aSoéniajaestavacom o seu ldpis proximo
do papel. Logo que o colega acabou, ela
desenhou imediatamente o terceiro eixo.
Perguntei-lhe porque razao ela estava a
fazer isso e ela disse-me que se existisse
o segundo eixo entdo existiria o terceiro.

Houve s6 um grupo onde a resposta
inicial foi um timido “Talvez haja...”.

Dei-lhes mais algum tempo para fa-
zerem mais experiéncias e depois disso
todos asseguravam que néo era possivel.

Os grupos estudaram a seguir quadri-
lateros e encontraram os dois casos em
que havia 2 eixos de simetria (rectingu-
los e losangos). Em todos os grupos
havia véarios desenhos de quadrilateros
cdncavos e convexos com 1 eixo e sem
eixos de simetria. Houve alunos que ti-
nham rectingulos desenhados com 4 ei-
x0s e trapézios com 2 eixos, onde foi
necessdrio a minha intervengao nos gru-
pos para confrontarem as suas experién-
cias. Os espelhos deram aqui uma impor-
tante ajuda.

Primeiras conjecturas

Nessa altura surgiram nos grupos al-
gumas conjecturas:

“Nos poligonos com um niimero par
de lados hd 2 eixos, e com um nimero
impar hd 1 eixo”;

“Cada 2 lados iguais dd origem a um
eixo.”

Estudaram poligonos de 5, 6, 7 e 8
lados e a primeira conjectura mantinha-
-se pois as figuras que eles faziam ou
tinham 1 ou 2 eixos, e estavam conven-
cidos que o problema estava resolvido.
Nas folhas quadriculadas, onde eles fazi-
am experiéncias, estavam desenhados
muitos poligonos concavos e convexos e
o0s grupos solicitavam-me para mostrar o
que tinham concluido, A segunda con-
jectura foi abandonada quando estuda-
ram poligonos com 5 lados.

Nesta altura, enquanto eu conversa-
va com um grupo, ouvi no grupo ao lado
o Carlos dizer: “Quando o nimero de
lados do poligono € primo o nimero de



eixos de simetria é 17. Mais tarde, o
Carlos disse-me:” Foi uma ideia que me
veio de repente a cabega quando estavaa
ver porque € que o pentdgono tinha 1
eixo de simetria”. Acrescentou ainda
“...ndo sei bem explicar o que aconte-
ceu”,

Na aula que se seguiu, disse-lhes
para continuarem a procurar o nimero
médximodeeixos de simetriade poligonos
irregulares. Disse-lhes que procurassem,
por exemplo, hexdgonos ou octégonos
com mais de dois eixos.

Nalguns grupos, que ndo consegui-
ram descobrir nenhum hexdgono com
trés eixos, sugeri-lhes que uma vez que
Ja tinham um poligono regular com trés
eixos (tridngulo equildtero), o modifi-

figura 1

cassem de modo a obter um hexdgono.
Assim, os alunos en-
contraram hexdgo-
nos, como os da fig.
1, e havia discussdo
nos grupos se ele era
regular ou ndo, uma
vez que a figura ob-
tida tinha todos os
lados iguais. Outro
grupo encontrou ou-
trohexdgono (fig. 2)

Nem todos os grupos comegaram

\

figura 3

1= 0 BEARLONO DA
NCSLA SAL VAC,EC ce:

pelos hexdgonos. Houve grupos cujo
primeiro contra-exemplo encontrado foi
um octégono (fig. 3), obtido a partir de
um quadrado, e ainda outros que encon-
traram um poligono de 28 lados (fig. 4),
partindo de um heptdgono regular

figura 4

Reformulando as conjecturas

Houve grupos que reformularam as
suas conjecturas. O grupo do Nuno
Miguel entregou-me um relatério, onde
eles escreveram que, para os poligonos
com um nimero par de lados, o nimero
de eixos se obtem pela divisdo do niime-
ro de lados por 2. Continuaram a afirmar
que para os poligonos com um nimero
impar de lados, o nimero de eixos serd 1.

Do grupo das Catarinas, que na aula
diziam que o nimero de eixos estava
ligado aos divisores do nimero de lados
dos poli-
£onos, rece-
bi, uns dias
depois, um
relatério
onde apare-
s Por
exemplo no
trifingulo, o
dividendo
serd 3 por-
que € o nimero de lados. O divisor sera
um nimero inteiro positivo, para o quo-
ciente ser um nimero inteiro positivo,
porque ndo hd meios eixos ou eixos ne-
gativos. Os divisores s6 poderdo ser 1,
que dard 3, que € o que acontece com 0s
poligonos regulares, e 3 que dard 1, que
€ o que acontece com os irregulares. O 2
ndo poder4 ser pois a divisdondo serd um
nimero inteiro.”

Perguntei-lhes como calculavam o
nimero de eixos no caso de poligonos

figura 2

/
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com 15, 30 e 49 lados. Fizeram as divi-
soes

i) |3_ 44 |?_

YRS Qo ié

e responderam que haveria 5, 15 e 7
eixos. Interroguei-as ainda sobre como
tinham descoberto os divisores das ope-
ragoes que fizeram e elas disseram que
“era como na decomposi¢io dos niime-
ros em factores, que vimos nos radicais”,
isto €, dividiam o niimero de lados pelo
menor nimero primo divisor desse nii-
mero.

30 2
=

Reflectindo sobre o trabalho

O meu gosto por este tipo de activi-
dades e o facto de as simetrias serem um
tema a ser tratado levaram-me a propor
esta actividade aos alunos.

Sabia que ndo ia ter uma adesdo facil
eimediata da parte de todos e que 0 apoio
que iria dar aos grupos ia ser importante
no desenrolar do trabalho.

Na primeira aula de duas horas os
grupos solicitaram muito a minha pre-
senca e eu sentia que avangavam pouco
sem a minha intervencdo. O facto dos
grupos terem sido constituidos ha pouco
tempo e haver alguns com alunos que
ndo tinham trabalhado juntos no primei-
ro periodo, levaram-me a pensar que nio
tinha escolhido a melhor altura para esta
actividade. Esta talvez necessitasse de
mais experiéncia anterior da parte dos
alunos, quer emresolver problemas, quer
em trabalhar em grupo.

Identifiquei 3 niveis de envolvimen-
to diferente por parte dos alunos, que a
meu ver, acompanharam 3 fases distin-
tas do trabalho. Na primeira fase, todos
comegaram pelo estudo de poligonos
regulares e encontraram facilmente uma
relacdo entre o ndmero de lados e o
nimero de eixos de simetria. Com o
mesmo interesse, iniciaram o estudo nos
poligonos irregulares e formularam a
conjectura: “ nos poligonos com um ni-
mero par de lados é 2 e nos impares é 17,
O facto de terem uma explicagdo que
lhes parecia adequada aos dados recolhi-
dos, levou uma grande maioria dos alu-
nos a considerarem que o trabalho estava
terminado. Foi demorado e néo foi facil
encontrarem um contra-exemplo que




novamente lhes criasse uma situagdo de
“instabilidade™ e a necessidade de a ul-
trapassar. A minha sugestio de modifi-
carem poligonos regulares, mantendo os
eixos de simetria, foi importante para
desbloquear esta situagdo. Surgiram vé-
rios desenhos nos grupos e o trabalho de
grupo retomou a dindmica anterior. O
facto de aparecerem vdrios poligonos
cbncavos, ao contrdrio da minha expec-
tativa, veio enriquecer o trabalho.

No decorrer da actividade senti pra-
zer quando, por vdrias vezes, 0s Vi a
formularem conjecturas, algumas das
quais vinham posteriormente a rejeitar.
Embora esta actividade tenha surgido na
sequéncia de outras que também envol-
viam exploracio de problemas, aquele
processo dereformulagio de conjecturas
exigiu dos alunos um maior esforco.

A componente experimental da acti-
vidade permitiu o envolvimento dos alu-
nos mais fracos tendo havido interven-
¢bes destes alunos enriquecedoras como,
por exemplo, encontrarem um poligono
de 9 lados com 3 eixos, enquanto 0s
colegas procuravam um hexagono irre-
gular com 0s mesmos eixos.

Quando preparei esta aula pensei em
vérias situagGes que poderiam surgir. No
entanto tive muitas surpresas. Uma delas
foi a facilidade com que surgiram as
primeiras conjecturas, por exemplo “cada
2 lados iguais ddo origem a um eixo”,
que pouco tempo depois foi reformulada
para “cada 2 lados iguais e paralelos ddo
origem a um eixo”.

Outra foi a importincia da intuicdo
no desenrolar dos trabalhos. Surpreen-
deu-me o caso do Carlos que, ao fim de
cerca de uma hora e meia de trabalho, j&
tinha intuido que os poligonos com um
nimero primo de lados tinham no méxi-
mo um eixo de simetria.

Ainda uma outra surpresa foi o nii-
mero de exploragdes laterais que surgi-
ram a propésito do tema central, bem
como o facto de os alunos terem seguido
caminhos diferentes e terem prossegui-
do até niveis diferentes de profundidade.

E por fim...

Apesar de os alunos terem revelado
interesse em descobrir cada vez mais
poligonos irregulares e se terem mostra-

do intrigados por nédo descobrirem rapi-
damente uma conjectura que abrangesse
todos os casos que estudaram, eu nio
estava satisfeita. Gostaria que tivesse
havido mais empenhamento na tarefa,
mais discussdo nos grupos, mais “de-
monstragdes”, mais contra-exemplos e
ainda... mais e melhores relatérios. Nos
relatérios que me foram entregues ne-
nhum refere as etapas do trabalho, apre-
sentando apenas as conclusdes a que
chegaram relativamente ao nimero de
eixos dos poligonos regulares e irregula-
res.

Questionava-me sobre as op¢des que
tomei: Serd que deveria ter feito uma
ficha mais estruturada? Ser4 que deveria
ter usado outros materiais? O livro de
espelhos? O geoplano circular? Papel e
tesoura? Deveria ter estimulado outras
abordagens ao problema, por exemplo,
ter dado mais importdncia a orientacéo
dos eixos de simetrianas figuras? Pensei
também nas implicagdes das minhas su-
gestdes. Teriam sido dadas na altura cer-
ta? Os alunos usario o raciocinio segui-
do na demonstragdo, por reducio ao ab-
surdo, noutras situactes? Teria sido boa
ideia pedir aos alunos para modificarem
poligonos regulares, para obter poligonos
irregulares, com os mesmos eixos? Pen-
sava também que deveria ter dado uma
maior atengdo a motivacgéo para este tipo
de actividade. Em alguns grupos este
assunto surgiu, mas ndo em todos.

Queria que os alunos continuassem a
investigagdo, mas receava que estives-
sem cansados dela. Pensei fazer uma
aula de discussdo, mas pensava que re-
sultaria melhor se os alunos tivessem
avancado mais. Surgiu-me entéo a ideia
de fazer uma segunda ficha de trabalho
onde comegaria por salientar aimportan-
cia do trabalho de investigacgdo,
colmatando assim a falta de aten¢do dada
A motivagdo. Queria também que eles
conhecessem o trabalho que os outros
grupos desenvolveram e que respondes-
sem a questdes que foram surgindo nos
grupos. Eu tinha registado uma série de
questdes, pois sempre que eu pensava
neste problema, novas perguntas me sur-
giam.

Elaborei entéo, de um s6 félego, uma
segunda ficha de trabalho, com as ques-
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toes surgidas entretanto, para a aula de
2h seguinte.

Antes da realizacdo dessa ficha, no
fim de uma das aulas de 50 m, o grupo
das Catarinas entregou-me um novo re-
latério. O Nuno Miguel, o Carlos e o
Miguel, faziam-me vdrias perguntas.
Queriam saber como calcular o niimero
de eixos de poligonos com um nimero
impar de lados, pois j4 sabiam com um
nimero par. O Nuno Miguel entregou- .
me um novo relatério e dizia que conti-
nuava com dividas se teriam um sé eixo.
Ficaram os trés no intervalo a falar comi-
go e o Nuno insistia para eu lhe tirar a
divida. O Carlos dizia “ 4s vezes estou a
ver televisdo e a imaginar os poligonos”.
Queria encontrar mais exemplos com
um nimero impar de lados e diziaque era
complicado desenhé-los. Comegdmos a
pensar em casos concretos e entre outros
surgiram poligonos com 9,25 e 491ados.
O Miguel reparava que havia casos em
que o niimero de eixos de simetria era a
raiz quadrada do nimero de lados do
poligono e uma nova conjectura apare-
cia.

Na aula em que foi proposta a segun-
da ficha, todos os grupos trabalharam na
actividade com empenhamento. Ainda
havia dificuldade em responder a per-
guntas do tipo “porque é que isto aconte-
ce?”’, mas notei a facilidade em perceber
a necessidade do contra-exemplos e a
rapidez em encontrd-lo. As Catarinas
ndo quiseram fazer intervalo para acaba-
rem a ficha. Estavam confiantes que sa-
biam dar todas as respostas.

No grupo do Miguel falavam do
m.d.c., dizendo “o m.d.c. de 25 era 5.
Disseram-me que ficaram muito satis-
feitos por eu ter conversado com eles
sem me terem solicitado. Este grupo foi
um daqueles que nas primeiras aulas me
solicitavam bastante e reclamavam por
eu néo ir logo que me chamavam.

No grupo da Liliana, do Ricardo e da
Teresadepois de uma interven¢ao minha
no grupo e quando eu me dirigia j4 para
outro, ouvi a Liliana dizer: “Mais uma
vez ficAmos com mais perguntas para
responder ...”. Falei comeles sobre isto e
eles diziam-me que eu era diferente dos
outros professores e que raramente lhes
dava respostas. Disse-lhes que gostava



de saber as opinides deles sobre este
trabalho e pedi-lhes para as escreverem.
Eles decidiram que o fariam em grupo. A
Liliana é a delegada da turma, no inicio
do ano disse-me que ndo gostava de
Matemidtica e que jd hd alguns anos que
tinha dificuldades na disciplina. Na aula
participa pouco mas disse-me, no fim do
1° periodo, que as aulas a interessaram.
Quando se pede uma opinido sobre as-
suntos fora da disciplina, ela € a primeira
afalar e apresenta argumentos com faci-
lidade. Estas dltimas caracteristicas sdo
também as do Ricardo que me disse no
inicio do ano que nao gostava de Mate-
mética e nas aulas se mostrou vérias
vezes desinteressado. Tal comoaLiliana
tem vindo progressivamente a colaborar
mais, nas aulas. O terceiro elemento do
grupo é a Teresa, que € considerada uma
boa aluna e que trabalha bem em grupo,
tendo muito em atengdo as dificuldades
e opinides dos colegas com que tem
vindo a trabalhar. Este grupo s6 foi cons-
tituido no 2° periodo.

Acabo com a convic¢do de que foi
fundamental ndo ter desistido numa altu-
ra em que nio conseguia avaliar clara-
mente até que ponto os alunos tinham
avancado naexploragdo. Pare-ce-me que
a persisténcia foi um factor essencial
para superar a fase inicial do trabalho
que eraum pouco desen-corajadora, pois
os seus frutos ndo eram observaveis.

Uma das sensagdes com que fiquei
foi a de que com estas actividades os
alunos revelaram potencialidades que de
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Opinido sobre este trabalho do grupo da Liliana, Ricardo e Teresa

outra forma me poderiam ter passado
despercebidas.Particularmente estimu-
lante foi o facto de, passadas trés sema-
nas, o Nuno Miguel me ter entregue um
4°relatério. Por corresponder a uma pre-
ocupacio em melhorar e reflectir o pro-
prio processo de investigagdo, descre-
vendo as dificuldades que teve, as con-
jecturas que fez, os contra-exemplos que
o levaram a reformular as conjecturas, a
leitura deste relatério constituiu paramim
um dos momentos mais compensadores
na minha vida profissional.

Helena Paradinha
Esc. C+S Pedro de Santarém

Nota — Agradeco aos alunos da turma 9°D
o prazer que me deram em ter realizado este
trabalho.

Grupo de Trabalho sobre Investigacédo (GTD

® Aberto a todos os socios interessados na investigagdo em educagéo

matematica; grupo coordenador escolhido pelo Grupo

® Objectivos essenciais:

- constituir um espago de comunicagéo entre os sécios do Grupo
- promover a articulagéo entre investigagdo em educagéo matematica e

ensino da Matematica
| » Actividades

- realizagdo dos Semindrios de Investigacdo em Educagdo Matematfca '

(SIEM)

- edigdo da Quadrante —revista tedrica e de investigagdo |
- constituigdo de um Centro de Documentagéo (conta ja com a Colecgéo |
Teses e com um ficheiro informatizado)

Para mais informagGes, escrever para
APM/sede — A/c Henrique M. Guimaraes
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Materiais para a aula
sy de Matematica
As propostas apresentadas nas duas
fichas das pédginas seguintes referem-se
ao artigo anterior “Perseguindo
poligonos, simetrias e nimeros” onde se
encontram -indicacdes sobre a
metodologia seguida, algumas respos-
tas, reaccgoes e atitudes dos alunos.

Com a primeira ficha pretendia levar
os alunos a formular conjecturas, experi-
mentar, demonstrar, argumentar, criticar
e estimular-lhes o gosto por actividades
de investigagdo. O anexo facilitou a
organizagdo dos dados. Foi também for-
necido um outro anexo com desenhos de
poligonos regulares de 3 a 12 lados. Os
alunos puderam usar espelhos, sempre
que o desejaram.

Pedi-lhes que fizessem um relatério
do trabalho desenvolvido pois interessa-
va sobretudo valorizar o processo vivido
por eles, mais que os resultados a que
chegaram. Esterelatério poderia sercon-
cluido em casa.

A segunda ficha de trabalho surgiu
da necessidade de preencher algumas
lacunas relacionadas com o aparecimen-
to nos grupos de diferentes conjecturas,
contra-exemplos e problemas laterais que
eu gostava que fossem partilhados por
todos. Além disso pretendia reforcar a
percepgio do que era um trabalho de
investigagao.

A facilidade com que os alunos res-
ponderam a algumas questdes desta fi-
cha restituiu-lhes confianga, levou-os a
compreender a importancia do trabalho
feito anteriormente e permitiu-lhes
aprofundi-lo.

Helena Paradinha




Materiais para a aula
de Matematica

Eixos de simetria em poligonos irregulares (l)

Investiguem qual o niimero maximo de eixos de simetria de poligonos regulares e
irregulares.

Sugestdo para a organizacdo do trabalho:
» Comecem por estudar o caso dos poligonos com 3 lados (tridngulos). Registem na
tabela anexa na pdgina seguinte:
- para o poligono regular (tridngulo equildtero) o n® mdximo de eixos;
- para os irregulares, os tridngulos onde encontraram o maior n’ de eixos de simetria
e esse n’.
* Prossigam estudando o caso de poligonos de 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, .... lados.

Nesta actividade € importante que elaborem um relatério onde registem todos os elementos
que considerarem significativos do vosso trabalho.

Alguns dos elementos que devem figurar no relatorio:
* as descobertas que fizeram;
* 0s raciocinios que vos levam a afirmar que encontraram o nimero
maximo de eixos;
* as relacOes que encontraram entre o nimero de lados e o nimero méaximo de
eixos;
e as previsoes para o caso de poligonos com um nimero de lados maior
que os estudados;
e as dificuldades que encontraram;
e outras conclusoes.

Adaptado do artigo “Symmetries of irregular polygons™ publicado na revista Mathematics Teacher, Maio de 1992
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N° de Poligonos Regulares Poligonos irregulares
ladlcis dos N° de Poligonos irregulares
POlIGONOS eixos com maior n° de eixos

N°de
eixos

OO0 DO

/
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Eixos de simetria em poligonos irregulares (I1)

Uma investigacdo matemadtica € uma viagem até ao desconhecido.

Vocés jainiciaram esta aventura. O trabalho de um investigador em matematica é semelhante
ao do detective. Tal como ele, vocés ja procuraram pistas, puseram hipéteses, viram se as
hipéteses ndo eram contraditorias com os factos que tinham encontrado, tiveram que
convencer outros que as vossas opinides sao validas, tiveram que responder a perguntas do
tipo: “Porque € que isto acontece? Serd que isto se verifica sempre?”...

Umainvestigaga@o precisa de tempo. Como em qualquer investigacdo de um detective, podes
nao encontrar logo as melhores pistas. Por vezes € preciso fazer varias experiéncias, por
hipéteses, reformulé-las, no caso de nao satisfazer todos os casos estudados, etc.

Nesta ficha vocés podem aprofundar o trabalho que desenvolveram. Pretende-se que
apresentem as vossas opinides sobre ideias, questdes, hipiteses, algumas surgidas nos
grupos. Escolham as que mais vos agradarem e lembrem-se que € importante que apresentem
razdes que convencam toda a gente da justeza das vossas opinides.

Sigam os caminhos que preferirem e divirtam-se a perseguir formas e nimeros.
Deixem a imaginac¢ao ser 0 vosso guia numa viagem ao mundo da matemética!*

* Adaptado de Viva a Matemdtica, Nigel Langdom e Charles Snape, Colec¢io Gradiva Jdnior.
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A) Imagina que numa outra turma os alunos tinham realizado a actividade anterior e tinham
apresentado os desenhos seguintes:

b 4 N
. ’
Y ’
% .
vl
sl h -
s iy
+ { e,
* ~
’ I .
’ 1 .
' ., O L ' ¥
i > %
'1 1 ~ !
i L3
A B C D
I

Tinham ainda feito as seguintes conjecturas:

“Nos poligonos com um nimero par de lados, ha dois eixos de simetria; com um nimero
impar, hd um eixo”.

“Cada dois lados iguais ddo origem a um eixo de simetria”.

O que pensas destas afirmacoes?

B) Escreve a tua opinido sobre estas afirmagoes:
* O hexdgono da figura A é um poligono regular.
* Num poligono se os lados s@o todos iguais, os angulos também o sdo.
* H4 mais de um poligono irregular de 7 lados com todos os lados iguais. -
* A afirmacdo anterior verifica-se em poligonos com outro nimero de lados.

C) Concordas com esta afirmacdo: “ Num pentdgono se existirem 2 eixos de simetria, entio
existirdo 5.”? Formula uma afirmacfo semelhante a anterior para outros poligonos.

D) Regista todos os desenhos e raciocinios que fizeres para responder as questdes:

* Qual o nimero méximo de eixos de simetria num poligono irregular de 15 lados?

* E se o poligono tiver 16 lados?

e E com 17 lados?
Faz uma tabela para registar o nimero de lados e o niimero méaximo de eixos de simetria de
poligonos irregulares dos casos que estudaste e procura uma relag@o entre os dados obtidos.

{ ;
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Visualizacao espacial: algumas actividades

Ultimamente muito
se tem falado na
importancia da
visualizacdo na
aprendizagem da
Matemética. Este
artigo explora
diversas capacidades
relacionadas com a
visualizacdo espacial
€ apresenta algumas
sugestoes de
actividades.

José Manuel Matos e Maria de Fatima Gordo

No espirito dos novos programas de
Matematica parece estar subjacente uma
preocupacdo em envolver o aluno em
actividades que contribuam para a cons-
trugdo e o desenvolvimento das suas
nogdes geométricas. Papel especial pa-
recem desempenhar as actividades que
envolvam de alguma maneira as capaci-
dades espaciais da crianga pois sdo sus-
ceptiveis de facilitar a aprendizagem da
Geometria.

A visualizagdo espacial, em particu-
lar, é simultaneamente facilitadora de
uma aprendizagem da Geometria, e de-
senvolvida pelas experiéncias geométri-
cas nasala de aula. Engloba um conjunto
de capacidades relacionadas com a for-
macomo os alunos percepcionam o mun-
do que os rodeia, e com a sua capacidade
deinterpretar, modificar e antecipar trans-
formagGes dos objectos. Diversos edu-
cadores tém-se debrucado sobre a in-
teracgdo entre estas capacidades e a apren-
dizagem da Matemdtica, procurando es-
pecificamente ultrapassar as dificul-
dades perceptuais dos alunos na compre-
ensdode desenhos de figuras tridimensio-
nais, na interpreta¢io de representagdes
visuais de conceitos mateméticos e no
estudo dos processos relacionados coma
imaginacdo de transformacdes de entida-
des matemadticas. Neste artigo analisa-
remos sete capacidades de visualizagdo
espacial seguindo de perto a descri¢do
feita por Del Grande (1990) e propore-
mos diversas actividades com elas rela-
cionadas. De fora ficardo outras cate-
gorizacbes das capacidades espaciais,
assim como uma andlise mais apro-fun-
dada de investigaces dos processos
mentais a elas associados.

{
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Coordenacao visual-motora

Uma primeira capacidade espacial é
a coordenacdo visual-motora, isto é, a
capacidade de coordenar a visdo com o0s
movimentos do corpo.

Desde o inicio da escolaridade de-
vem ser dadas aos alunos possibilidades
de desenvolvimento da coordenagéo da
visdo com os seus actos motores. Se um
aluno tem dificuldade em empilhar pe-
quenos cubos para construir um cubo
maior, é natural que ndo possa prestar
muita aten¢fo aos pormenores da cons-
tru¢do do cubo, nomeadamente se os
cubinhos estio todos alinhados, se o ni-
mero de cubinhos nas trés direc¢bes do
espago € igual, etc.

Esta capacidade comega a ser desen-
volvida desde muito cedo em activida-
des como comer, vestir, jogar e muitas
outras. Naescolaela pode serestimulada
através dorecurso a actividades de escri-
ta, a jogos com bolas e actividades de
desenho livre ou de colagens.

A coordenagdo visual-motora tam-
bém se desenvolve propondo aos alunos
adescoberta de um caminho, a pinturade
um desenho ou a reproducéo de figuras
dadas. Muitas revistas propSem passa-
tempos deste tipo. Na sala de aula, o
professor pode ainda propor aos alunos
que simulem um labirinto com cordas no
chéo e que procurem o caminho certo.
Este labirinto pode ser preparado por
alunos mais velhos sob a orientacio do
professor.

Uma actividade deste tipo pode ser
mesmo transformada num trabalho de
projecto. Se a escola necessitar de pintu-
ras, € comum deixar o trabalho de acaba

13
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Capacidades relacionadas com a visualizacao espacial

Coordenacao visual-motora
Capacidade de coordenar a visdo com os movimentos do corpo.
Exemplos:

* Resolver e fazer labirintos,

= Pintar desenhos,

* Reproduzir desenhos dados,

* Pintar espagos marcados com pontinhos.

Memédria visual
Capacidade de recordar objectos que ja ndo estéo visiveis.
Exemplos:

= Observar figuras e copid-las, mas sem as voltar a observar,

« Observar figuras em papel ponteado e desenhé-las no geoplano, sem as voltar a
observar.

Percepcéo figura-fundo

Capacidade de identificar um componente especifico numa determinada
situagdo e envolve a mudanga de percepgéo de figuras contra fundos
complexos.

Exemplos:
» Completar figuras de forma a se assemelharem a outras dadas,

* Procurar figuras imersas noutras (por exemplo, utilizando Tangram e pavimentagdes).

Constancia perceptual
Capacidade de reconhecer figuras geométricas em diversas posicoes,
tamanhos e contextos e texturas.
Exemplos:
= Procurar todos os quadrados num geoplano 5x5,
= Construir uma figura geomeétrica utilizando diversos materiais,

» Procurar, na sala de aula ou noutro contexto, uma determinada figura geométrica.

Percepcao da posi¢ao no espaco
Capacidade para distinguir figuras iguais mas colocadas com orientagoes
diferentes.
Exemplos:
* Desenhar uma figura simétrica de uma dada,
= Descobrir figuras com eixos de simetria, utilizando o Mira ou um espelho,
« Encontrar figuras iguais a uma dada mas com orientacées diferentes.

Percepcéao de relagoes espaciais
Capacidade de ver e imaginar dois ou mais objectos em relac@o consigo
préprios ou em relagao connosco.
Exemplos:
= Construcdo da aldeia dos cubos,
» Fazer uma construgdo com cubos a partir do desenho da mesma,
» Descobrir qual o cubo que corresponde a uma planificacéo.

Discriminacéo visual
Capacidade para identificar semelhangas ou diferencas entre objectos.
Exemplos:

« |dentificar caracteristicas de tridngulos,

» Descobrir as diferengas entre dois desenhos,

« Descobrir critérios. que conduzem a determinadas classificagdes ou ordenagoes.

/
Educagiio e Matematica n° 26

2° trimestre de 1993

mento de algumas paredes exteriores ao
cuidado dos alunos. Claro que este tipo
de trabalho exige um planeamento das
pinturas e efectuar. Nesse planeamento
poderdointervir outras dreas da Matema-
tica, especialmente no que diz respeito
ao célculo da tinta necesséria para cobrir
a drea a pintar,

Meméria visual

A mem6ria visual € a capacidade de
recordar objectos que ja nfo estdo a vis-
ta. Com alunos mais pequenos é possivel
propor uma actividade na qual o profes-
sor dispde alguns objectos familiares
sobre uma mesa e pede que todos os
observem com aten¢io. Depois o profes-
sor remove os objectos e pede aos alunos
que recordem os objectos observados.
Pode ainda pedir que reconstituam a po-
sicio em que eles estavam.

Para além de actividades deste tipo
mais elementar, desenvolve-se esta ca-
pacidade quando, por exemplo, se pede
aos alunos que copiem figuras mais com-
plexas numa base de papel ponteado ou
quadriculado, ou utilizando o geoplano.
Apos esta actividade € importante que o
professor discuta com os alunos estraté-
gias que eles utilizaram para recordarem
as figuras e a sua posigo.

Percepcao figura-fundo

Esta é a capacidade de identificar um
componente especifico numa determi-
nada situacdo e envolve a mudanga de
percepg¢do de figuras contra fundos com-
plexos.

E possivel desenvolver esta capaci-
dade através de actividades que exijam a
observagio de figuras escondidas. A fi-
gura 1 mostra uma possibilidade de de-
senvolvimento desta capacidade solici-
tando que os alunos isolem elementos
geométricos de um fundo, isto &, que
deixem de tomar atencéo aos detalhes ou
a eventuais marcas extempordneas e que
destaquem as figuras geométricas e pode
ser utilizada até ao 2° Ciclo.

Um conjunto de actividades que de-
senvolvem a percepgdo figura-fundo
pode ser explorado a partir de um proble-
ma de pavimentacdo. De inicio podem



Completa a figura da direita de forma a

ficar parecida com a figura da esquerda.

tas actividades po-
dem serintegradas
inclusiva-mente
no 3° Ciclo.

O Tangram

S
e

1
;
q

hadea

A

7
A
¢

pode também de-

s
q
«
«

radaahaainadaa

T Y
Pt
An A

kY
4

-

senvolver a per-
cepedo figura-fun-

wkn i

i

do. A activi dade

figura 1

ser utilizadas figuras geométricas iguais
(quadrados, tridngulos de vérios tipos,
rectdngulos, paralelogramos, etc.) recor-
rendo, por exemplo, aos blocos légicos.
Seguidamente serd interessante procurar
nessas pavimentagdes figuras diferentes
das que foram usadas para a sua constru-
¢do. Na figura 2 mostram-se um quadra-
do, um rectdngulo e um hexdgono nio
regular que podem ser encontrados numa
pavimentagfio com quadrados.

Podem ainda ser encontrados
octégonos e outras figuras geométricas.
Nio podem, no entanto, ser encontrados
circulos, hexdgonos regulares, e outras.
Serd interessante pedir aos alunos que
procurem rectas paralelas ou que se
intersectem.

Na pavimentagdo da figura 2, por
exemplo, encontram-se dois sistemas de
rectas paralelas. No entanto, numa pavi-

figura 2

mentacio com hexdgonos regulares s6 é
possivel encontrarrectas paralelas se pro-
longarmos os lados dos hexdgonos. Es-

da figura 3 € um
exemplo de mui-
tas outras que po-
dem ser propostas.

Consténcia perceptual
A consténcia perceptual, também cha-

mada constincia de forma
etamanho, implica a capa-

deverdo vivenciar experiéncias através
das quais contactem com exemplos di-
versificados. Aos alunos mais pequenos
pode-se pedir que construam rectangu-
los utilizando materiais variados (cane-
tas de feltro, papel e tesoura, fios de 13,
arame, etc.). Aos mais velhos pode-se
propor que procurem todos os quadrados
num geoplano de 5x5. Facilmente os
alunos chegardo aos casos em que os
quadrados t€ém um dos lados horizontais.
Existem, no entanto outros quadrados
que ndo estdo colocados nas posicdes
mais comuns (figura 4) e que devem ser
abordados na sala de aula. Este tipo de
actividades tem-se revelado importante
mesmo para alunos de cursos de forma-

cidade de reconhecer figu-
ras geométricas em diver-
sas posicOes, tamanhos,
contextos e texturas. Uma
pessoa mostra possuir
constdncia perceptual
quandoreconhece um cubo
ou um quadrado, mesmo

Fazer a figura abaixo com duas pegas do Tangram:

Fazer cada uma das figuras abaixo com trés pegas do Tangram:

numa posi¢do ndo habitu-
al.
Muitos alunos apenas

reconhecem figuras geo-

métricas nas suas posicoes
habituais (bases horizon-
tais no caso dos tridngu-
los, rectingulos, quadrados ou para-
lelogramos, diagonais horizontais e ver-
ticais no caso do losango) ou bem pro-
porcionadas (ndo sdoreconhecidos como
tridngulos tridngulos “magros” ou “acha-
tados”, ou tridingulos “muito escalenos™).
Outros exemplos podiam ser encon-
trados, quer no dominio da Geometria,
quer noutros dominios do conhecimen-
to. A origem desta situacdo pode ser
encontrada na forma como formamos os
nossos conceitos. Por exemplo, os alu-
nos normalmente encontram quadrados
desenhados nos manuais ou na aula em
certas posi¢des particulares (um dos la-
dos horizontais). O seu conceito de qua-
drado vai pois incluir a propriedade im-
plicita que tenham um lado horizontal.
E possivel conseguir que os alunos
formem conceitos de entidades geomé-
tricas mais amplos. Para isso os alunos
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figura 3

¢do inicial de professores.

Actividades semelhantes podem ser
desenvolvidas para outras figuras geo-
métricas. Pode-se ainda procurar, neste
geoplano, todos os rectingulos, todos os
tridingulos isdsceles, etc.

Para os alunos mais novos é possivel

O

figura 4
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figura 5

criar um jogo. Forma-se no chio da sala
diversas figuras geométricas utilizando
cordéis e fixando os vértices com fita
cola. Um aluno de cada vez para coloca
0s pés no interior de um tridngulo. Pede-
se depois que o aluno salte para os outros
tridngulos até ter percorrido todos os
tridingulos. O jogo pode também ser jo-
gado com outras figuras geométricas.
Para além da consténcia perceptual este
jogo pode desenvolver também a coor-
denac@o visual-motora.

O professor deverd também explorar
ndo-exemplos dos conceitos: no caso
dos triingulos, o professor deve apresen-
tar figuras geométricas que embora pare-
cendo tridngulos ndo o sdo (“tridngulos”
com lados curvos, ou em que um dos
vértices nio fecha, etc).

Associada a constincia perceptual
aparece ainda a capacidade de reconhe-
cer caracteristicas geométricas que per-
manecem inalterdveis mesmo depois de
uma mudanga de perspectiva. Por exem-
plo, € importante discutir com os alunos

que o campo de jogos da escola perma-
nece um rectingulo, apesar de poder
mudar de aparéncia conforme a posicéo
a partir da qual o observemos.

Percepcéo da posicao no
espaco

Esta capacidade envolve a aptiddo
para distinguir figuras iguais mas colo-
cadas com orientacoes diferentes. Dis-
tingue-se da percep¢do figura-fundo ou
da constéincia perceptual porque nestas
duas dltimas procuramos identificar en-
tidades geométricas numa diversidade
de contextos, posi¢cdes e tamanhos. Exer-
cemos a capacidade de percepgio da
posi¢io no espago quando procuramos
discriminar quais das figuras que sendo
iguais do ponto de vista da percepcio
figura-fundo ouda constincia perceptual
estdo dispostas com uma orientagdo di-
ferente.

Por exemplo, hd alunos que confun-
dem os bb, os dd, os pp ou os qq, ou que
algumas vezes escrevem niimeros em

16

figura 6
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que o algarismo das dezenas e o algaris-
mo das unidades estdo trocados. Esta-
mos a exercer a capacidade de percepcio
da posicao no espaco quando, na activi-
dade da figura 5, discriminamos entre as
diversas letras.

Esta capacidade pode ainda ser de-
senvolvida pedindo aos alunos que dese-
nhem ou que identifiquem figuras geo-
métricas simétricas de outras dadas numa
base quadriculada, ponteada ou até no
geoplano, Pode-se também descobrir ei-
xos de simetria em diversas figuras utili-
zando o Mira ou um espelho.

Percepcao de relacdes espaciais

Estamos a usar a percep¢io de rela-
¢Oes espaciais quando conseguimos ver
ou imaginar dois ou mais objectos em
relag@o consigo proprios ou em relagdo
connosco. Quando as criangas mais pe-
quenas estdo a jogar as escondidas tém
muita dificuldade em imaginar se, do
ponto de vista do seu companheiro de
brincadeira, estdo bem escondidas ou
ndo. Mais tarde, quando elas desenvol-
vem a capacidade de percepcionar as
relagdes espaciais entre os jogadores, jd
sdo capazes de se esconder eficazmente.

Continuar esta sequéncia até ao fim da linha

ey

figura 7

Esta capacidade pode ser desenvol-
vidanaescola, se recorrermos a activida-
des adequadas. Uma actividade interes-
sante é a de pedir aos alunos que constru-
am uma aldeia com pequenos cubos.
Pode-se dividir a classe em grupos de
trés alunos, dar cinco cubos a cada grupo
e pedir a cada grupo que construa uma
casa com esses cinco cubos. Os alunos
podem, por exemplo, construir casas
como as da figura 6.

Estaactividade pode ser complemen-
tada propondo aos alunos a colocagio
dos diversos edificios ao longo de ruas.
Pode ainda ser desenvolvida através da
construgdo de casas mais complexas,



com um niimero maior de cubos. Duran-
te esta actividade o professor deve
questio-nar os alunos sobre quais as ca-
sas que sdoiguais e as que sio diferentes,

O professor pode ainda dar 20 cubos
acada grupo de alunos e pedir que cons-
truam: a) uma casa que seja alta, b) uma
casa que seja baixa, ¢) uma casa que
tenha dois andares, etc. Um outro tipo de
actividades pode ser proposto pedindo
aos alunos que reproduzam casas feitas
pelo professor ou pelos colegas. O pro-
fessor pode pedir aos alunos que indi-
quem com quantos cubos foi feita cada
casa, sem desfazer a casa.

Nalgumas actividades nio é possivel
distinguir entre a percepgdo de relacdes
espaciais € a percep¢do da posicio no
espago de que faldmos atrds. Uma activi-
dade como a proposta na figura 7 requer
simultaneamente uma discriminagio
entre as duas posicoes diferentes toma-
das pelo Y (percepgdo da posicio no
espaco) e uma antecipagio da posigdo
que o proximo Y vai tomar (percepgio
de relagdes espaciais).

Na percepgio das relagdes espaciais
inclui-se ainda a capacidade de relacio-
nar objectos geométricos com as suas
vistas (perspectivas, na linguagem dos
desenhadores) e as suas planificagdes.

Discriminagéo visual

Estailtima capacidade estd envolvi-
da quando procuramos analisar se duas
figuras sdo iguais ou, sendo diferentes,
quais as suas diferengas. Procura-se aqui
caracteristicas das figuras nas quais elas
sejam semelhantes ou diferentes. Nesta
capacidade nédo estd envolvida a situagio
do objecto no espago, contrariamente 2
percepgdo da posigdo no espago ou a
percepcio de relagdes espaciais que dis-
cutimos anteriormente.

Um passatempo muito divulgado e
que desenvolve a discriminagéo visual é
o de descobrir as diferencas entre dois
desenhos. Esta actividade pode também
ser proposta na sala de aula.

Nas aulas de Geometria, usamos e
desenvolvemos esta capacidade quando
propomos aos alunos que efectuem clas-
sificagdes e ordenagdes de formas geo-
métricas.

Uma actividade mais elaborada que

certo conjunto de triangulos.

Descricéo:

essa regra.

“Nao”.

regra.

Actividade: Identificar caracteristicas de triangulos.

Objectivo: Adivinhar o critério que o professor pensou ao formar um

1) O professor forma grupos de alunos e da-lhes diversos tridngulos.
2) O professor escolhe secretamente uma regra para formar um

subconjunto desses tridngulos e pede aos alunos que adivinhem

3) Cada grupo de alunos pega num triangulo e pergunta ao professor se

ele pertence ao grupo. O professor apenas responde “Sim” ou

4) Quando um grupo achar que descobriu a regra formula-a e o

professor confirmara ou ndo. Ganha quem primeiro descobrir a

figura 8

também desenvolve a discriminagdo vi-
sual € a proposta na figura 8.

Durante esta actividade o professor
deve discutir com os alunos as
consequéncias da aceitacdo das regras
propostas por estes. Esta actividade pode
ser desenvolvida com outras figuras ge-
ométricas quaisquer ou envolvendo ani-
mais ou entidades fantdsticas que é pre-
ciso agrupar segundo caracteristicas a
descobrir (Tyler e Round, 1990). Uma
actividade do tipo da da figura 8 pode ser

e Objectivo central:

Grupo de Trabalho sobre Histéria e
Ensino da Matematica (GTHEM)

adaptada a alunos mais velhos, inclusi-

vamente aos da formacdo inicial de pro-

fessores.
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Maria de Fitima Gordo
ESE de Setiibal

- promover e estimular uma perspectiva historica no ensino e aprendi-

zagem da Matematica
® Actividades principais:

- criagd@o, na sede da APM, de um Centro de Documentagao

- recolha de experiéncias referentes a este tema _
- colaboragéo em publicages, em especial na Revista Educagéo e |
Mateméticae no APM Informagéo, e ainda no sector de publicagbesda |

APM

- oferta de um servigo de informagées aos sécios sobre temas, |

biografias, e outros textos sobre Histéria da Matemética
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A Geometria torna-se Algebra

J4 é do nosso conhecimento que a
geometria analitica € “a geometria que
usa sistemas de coordenadas e métodos
algébricos na representacdo de pontos,
rectase curvas’. A geometria analitica
parece consistir na associagdo de trés
factores: a expressao de uma realidade
geométrica por uma relacdo entre quan-
tidades varidveis, o uso das coordenadas
¢ o principio da representacdo grafica.
Ora, se cada um destes factores surge
desde muito cedo no desenvolvimento
da geometria anterior a Descartes, eles
ndo tinham sido no entanto encadeados.

A ideia de caracterizar um ponto do
plano por meio das suas coordenadas
surge na Grécia antiga. Apol6nio (séc.
IIT a.C.) caracterizou as secgdes cOnicas
através das suas coordenadas, sem as
designar por esses nome e sem lhes atri-
buir valores numéricos. Também na mais
alta antiguidade, a observag@o astron6-
mica conduzira a referenciar as direc-
¢des no espaco por duas coordenadas
angulares: altura acima do horizonte e
afastamento em relagdo ao meridiano.
Contudo, a interpretagdo das relagdes
entre essas coordenadas, ou seja, a geo-
metria analitica, s6 aparece muitos sécu-
los depois.

Um diagrama cartesiano € uma coisa
que se vé agora todos os dias, que todos
compreendem, ainda que n3o saibam
que aquelas figurinhas se chamam as-

. sim: diagramas cartesianos. Quando jo-

gamos a batalha naval, para nos referir-
mos a um lugar temos uma letra e um
nimero, ou seja, duas coordenadas.
Quando analisamos um mapa do mundo
ou mesmo uma planta de Lisboa ou do
Funchal, utilizamos duas coordenadas

~ para indicar o destino desejado. Para os

18

avides em pleno voo € preciso mais um
nimero para dar a sua altitude. E se
quisermos, usamos umacoordenada para
o tempo.

J. Orlando de Freitas

A Geometria grega pode ser comparada a um elemento manual,
a Algebra drabe a uma producdo automdtica, a uma mdquina.

A curvarepresenta o folium (folha)de |
Descartes, uma ciibica cuja equagdo é
o4 _\-"3 = 3axy. A parte fechada da cur-
vacorresponde & “folha”. Descartes, des-
prezando os pontos com coordenadas
negativas, nio leve em conta o resto da |
curva. A verdadeira forma da curva ape- |
nas foi apresentada pela primeira vez, 54
| anos mais tarde, neste desenho de

i Huyghens (1629-1695).

“y = ax + b, com a e b constantes
reais, € uma recta; x* + y* = r’ é uma
circunferéncia com centro na origem e
raio r; e por af adiante... a Descartes.” A
primeira vez que afirmei isto as minhas
turmas do 10° ano (programa novo), os
alunos fizeram uma cara de espanto mas,
umas aulas depois, eles préprios ja cha-
mavam recta a y = x e circunferéncia a
22 +y* = 1, entre outros exemplos.

Descartes terd sido influenciado pe-
los trabalhos de Nicolau Oresme (bispo
de Lisieux) que num seu trabalho (1360)
introduz as coordenadas rectangulares
(longitude e latitude), bem como a equa-
¢do da linha recta. Oresme comeca por
apresentar o principio de representacéo
gréfica no plano, passando ao espago a
trés dimensdes e chegando a antever o
que hoje € o espago a quatro dimensdes.
Mas a sua teoria ndo pdde evoluir devido
a falta de simbolismo algébrico. E é
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Luci L. Radice

precisamente neste aspecto que Descar-
tes — paralelamente com Fermat, apesar
da notacdo deste tltimo ser antiquada,
apegado a linguagem pesada da dlgebra
dos gregos — desempenha um papel
fundamental. Recorrendo a dois eixos
perpendiculares e as coordenadas dos
pontos do plano, relativamente a esses
eixos, desenvolve o estudo das curvas e
considera que a defini¢do de cada curva
(ou linha) € a expresdo da relagdo algé-
brica entre as coordenadas x e y dos seus
pontos. Estendendo ao espago o que se
passa no plano, Descartes considera trés
planos perpendiculares dois a dois e es-
tabelece que, fixados esses planos,
qualquer ponto do espago € determinado
pelas distdncias a cada um deles, ou seja,
por trés coordenadas.

O verdadeiro progressorealizado por
Descartes reside no facto de, em vez de
limitar tal cdlculo ao estudo de uma dada
figura, como faziam os gregos, ele o
erigir em processo geral susceptivel de
permitir a criacdo de uma infinidade de
novas curvas. Asideias e obrade Descar-
tes vao revolucionar nao s6 a Matemati-
ca como também a Filosofia. Ap6s a sua
morte € colocado no Index, o que ndo
impede que a sua obra venha a ser
divulgada e influencie as geractes se-
guintes.
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J. Orlando de Freitas
Esc. Sec. Francisco Franco (Funchal)



O problema
do trimestre

Sobre as respostas ao problema anterior

No niimero anterior de “Educagio e
Matemidtica” propusemos o problema
“Um tridngulo APM™:

Construir um tridngulo [APM], ndo
equildtero, nas seguintes condigées:

- 0 lado [AP] mede 10 cm.

- A mediatriz de [AP], a altura a
partir de A e amediana a partir de P sdo
concorrentes no mesmo ponto.

Recebemos duas respostas, de Pedro
Esteves (Seixal) e Alberto Canelas
(Queluz). Os métodos propostos para a
constru¢dodotridngulo sdo praticamente
iguais.

1° Traga-se o lado [AP] e a sua
mediatriz m.

Escolhe-se um valor diferente de 60°
para o dngulo o, de vértice P e traca-se a
recta r sobre a qual ficard o lado [PM].
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2°Tracga-se por A a perpendicular p &
recta r. A altura a partir de A ficard
evidentemente sobre a recta p.

Asrectas p e m intersectam-se em S.
A mediana a partir de P terd entdo de

passar por S. Por isso, unindo P com 8§,
traga-se a recta a que ird conter essa
mediana.
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3°Comoaé amedianadolado [AM],
o ponto M terd de ficar numa recta b,
paralelaaae tal que adistinciade A ab
¢ o dobro da distancia de A a a.
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Tragada a recta b, o ponto M é a
intersec¢o desta recta com r.

Estéd construido o tridngulo nas con-
di¢oes pedidas.

A solugdo encontrada ndo € tnica,
visto o Angulo o ter sido escolhido alea-
toriamente. Para conhecer todas as solu-
¢Oes podemos resolver o problema ana-
liticamente.

Fixamos o lado [AP] no eixo dos Ox,
com A na origem do referencial e P de
coordenadas (10;0) e procuramos as
posi¢des em que pode ficar o vértice M.

(continua na pdgina seguinte)

w\

/f
Problema proposto

UM MINIMO NO
TRIANGULO

O tridngulo [ABC] é rectangulo
em C. Escolhe-se um ponto P sobre
a hipotenusa e por ele tracam-se as
perpendiculares PM e PN aos catetos.

Onde deve estar o ponto P para
que a distincia de M a N seja mini-
ma?




10 -

Este vértice é o ponto de intersecc@o das
rectasre b.
A recta r tem declive igual a - tg o
Como p é perpendicularar, o dngulo
[SAP] mede 90 - ¢.. Como o tridngulo
[SAP] é is6sceles, a recta a tem declive
- tg(90 - o) ou - cotg o. A recta b é
paralela a esta, logo tem o mesmo decli-
ve.
Obtemos entdo o sistema:
Rectar y=-tgo.x+10tga
Rectab y=-cotgo.x+ 20 cotg o
Eliminando o chegamos 4 equacéio
yr=x*-30x+200
que é o lugar geométrico dos pontos
onde se pode situar o vértice M.
Esta curva € uma hipérbole de focos

em (15++/50 ;0)e (15—+/50 ;0)eem
que as assimptotas sfo as rectas
y=x-15e y=-x+15.

A

b
N

Pela andlise da figura verificamos
que, se M estiver no ramo do lado
esquerdo da hipérbole, o dngulo o pode
variar entre 45° e 90° (exclusivé). Se M
estiver no ramo do lado direito, o pode
variar entre 135° e 180° (exclusivé).

Alberto Canelas faz notar que o dni-
co triingulo isésceles solucdo do proble-
ma é um tridngulo equildtero.

H4 também um tridngulo rectingulo
nas condigdes do problema. Os seuslados

medem 10, 10+/2 e 10+/3.

José Paulo Viana
Esc. Sec. de Carnide
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Os espioes
da Praca Vermelha

Alberto Canelas

De vez em quando aparecem problemas a partir dos quais se pode

partir para novas aventuras.

E 0 que se passa com o "Encontro na Praga Vermelha", que permite
fazer uma série de interessantes prolongamentos, variantes e

generalizagoes.

No niimero 24 de Educagdo e Mate-
mdtica foi proposto o problema “Encon-

| tro na Praga Vermelha:

Dois agentes secretos tém um encon-
tro marcado para um certo dia de Outu-
bro na Praca Vermelha. Com receio de
uma possivel actuacdo da contra espio-
nagem, tomaram as seguintes medidas
de precaugdo:

*» Cada um deles chega a praca num
momento escolhido ao acaso entre o meio-
dia e a uma hora da tarde.

* Nenhum deles espera mais de 15
minutos pelo outro.

Qual é a probabilidade de o encontro
realmente se efectuar?

A resolugdo deste problema foi
publicada no nimero 25 desta revista.
Apesar destes encontros de agentes se-
cretos na Pragca Vermelha estarem a ficar
um pouco forade moda, vale a pena fazer
algumas generalizacdes e referir outros
casos que se considere de interesse.

1° - Probabilidade de dois espides A
e B se encontrarem, no intervalo de tem-
pode 1 hora, sabendo que A e B esperam
um pelo outro k horas, com k<1.

A probabilidade do encontro se veri-
ficar € dada por

P=[X(t+k)de+ [ K 2kdt+
+ A-t+k)dt

Efectuando os cédlculos chegamos a
expressao

P= 2k - k2

/
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Substituindo k por 1/4, obtemos o
valor7/16, solucdo do problema inicial.

Podemos fazer uma tabela para al-
guns valores de k.

k(h) P k(h) P
0 0 06 084
0,1 0,19 a7 091
0,2 0,36 08 095
0,3 0,51 09 099
0,4 0,64 1 1
0,5 0,75

Como seriade esperar, a probabilida-
de tende para 1 quandok tende para 1. De
notar, que quando o intervalo de tempo
de espera éde 0,9 h (54 minutos) jd existe
uma probabilidade de 99% de os espides
se encontrarem.

2° - Probabilidade de dois espides A
e B se encontrarem no decorrerde 1 hora,
sabendo que A e B esperam um pelo
outro durante intervalos de tempode k e
m horas, respectivamente, comk,m <1.

A probabilidade do encontro se veri-
ficar é dada por

P=( (t+k)de+ [ K (m+k)de+
+ fll_k(l—t+m)dt

Efectuando os cdlculos chegamos a
expressao

1(2+m2

P=k+m- 2

Podemos calcular alguns valores dan-
do as probabilidades de encontro de dois



espides que esperam k e m
horas, obtendo a tabela ao

k

0 0,2 04 06 08 1

lado.

Note-se que, fazendo 82
k=m nesta expressio, obte- 0‘ 4
mos a do 1° caso. i 06

Como se pode observar, ():8
mesmo que um dos espides I

0,00 0,18 032 042 048 0,50
0,18 036 050 060 066 0,68
032 050 064 074 080 0,82
042 060 074 084 090 092
048 066 080 09 096 098
050 068 082 092 098 1,00

seja extremamente impaci-
ente, isto €, niio espere pelo
outro, existe sempre probabilidade de se
encontrarem desde que o outro espido
seja um bocadinho menos impaciente.
Por exemplo, quando B n@o espera por
ninguém mas A espera 0,4 h (24 minu-
tos), a probabilidade de se encontrarem é
de 32%.

3° - Probabilidade de dois espides se
encontrarem no decorrer de um intervalo
de tempo de n horas, sabendo que cada
um espera pelo outro k e m horas, respec-
tivamente, com k, m < n.

O raciocinio é idéntico ao do caso
anterior e a férmula a aplicar é a mesma
desde que se substituak e m pork/n e
m/n, respectivamente. Isto &, nas condi-
¢des do problema, o intervalo [0;n], com
tempos de espera k e m, € equivalente ao
intervalo [0;1] com tempos de espera k/
m e m/n. A férmula obtida ser

2
_k+m k‘+m2
n 2n’

P

Claro que fazendo n = 1 vamos obter
a expressdo do 2° caso.

4° - Probabilidade de r espides se
encontrarem no decorrerde um intervalo
de tempo de n horas, sabendo que cada
um espera k horas pelos outros, com k <
n (para ndo complicar mais, ndo estuda-
mos o caso em que os tempos de espera
sdo diferentes).

Vamos considerar primeiro o caso
em que o intervalo de tempo durante o
qual o encontro se pode dar é de 1 hora.
Seguindo o mesmo tipo de raciocinio do
1° caso, podemos escrever:

P=j¥rioT a+ R 2™ o+

+ -t L

Efectuando os célculos e generali-
zando para o caso em que o intervalo de
tempo tem a dimenséo n, tal como fize-

mos no 3° caso, isto &, substituindo k por
k/n e m por m/n, chegamos finalmente &
expressio:

I geriget 2k
il

Se, na expressdo anterior, substi-
tuirmos r por 2 (apenas dois espides) e n
por 1 (intervalo de uma hora para o en-
contro), vamos obter P =2k - k%, que é
aexpressdo que encontramos no 1° caso.

Vou tecer alguns comentdrios acerca
da expressdo obtida para este caso:

a) Quaisquer que sejam os valores de
ken (desde que n0), a férmula conduz
a P=1 se r=1. Isto quer dizer que, se
houver um s6 espido, ele se encontra
sempre consigo préprio qualquer que
seja o seu tempo de espera (inclusive um
tempo de espera nulo), o que estd de
acordo com o esperado!

b) Vamos também examinar um caso
semelhante ao do enunciado original do
problema, mas com a diferenca de, em
vez de dois, existirem r espides. Isto é,
vou aplicar a férmula anterior para o
caso de n=1 e k=0,25, o que conduz a
expressio:

1 Ipehp
P =ﬁ(l_2_r+5)

Fazendo os célculos para os possi-
veis valores de r, obtemos a tabela:

Espioes (r) Probabilidade
1 1,000
0,438
0,198
0,092
0,043
0,021
0,010

~1 D th oW
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Como se pode observar, a probabili-
dade de haver encontro diminui & medi-
da que aumenta o nimero de espides.
Para o caso que estamos a estudar, pode-
mos confirmar que para r=1 vem P=1 e
parar=2vem P=0,438 que é a solugido do
problema original. No caso de termos 7
espides, a probabilidade de todos se en-
contrarem € de apenas 1%. Se os espides
fossem 20, a probabilidade desceria para
0,002%.

5° - Probabilidade dos espides se
encontrarem em qualquer dos casos an-
teriores, mas em que o niimero de dias s
para o possivel encontro é varidvel.

Por outras palavras, vamos conside-
rar o caso em que os espides fazem o
seguinte acordo: se ndo nos encontrar-
mos no primeiro dia, durante o intervalo
de tempo previsto e esperando o tempo
combinado, voltaremos no dia seguinte
nas mesmas condicdes, e assim sucessi-
vamente até se efectuar o encontro.

Se representarmos por P a probabili-
dade de o encontro se efectuar no primei-
rodia, 1 - Prepresenta a probabilidade de
0 encontro nao se efectuar nesse dia. A
probabilidade de o encontro néo se efec-
tuar nem no primeiro nem no segundo
diaserd (1 - P)(1 - P). Ao fimde s dias, a
probabilidade de o encontro néo se ter
ainda verificado é dadapor (1 - P)s. Logo
aprobabilidade de o encontro se efectuar
até ao s-ésimo dia ser4 dada por:

P, =1-(1-P)°

Vou tecer alguns comentarios acerca
desta expressdo.

a) Quaisquer que sejam os valores de
P, a expressdo conduz a PS =0ses=0.
Isto apenas quer dizer que, se os espides
ndo comparecerem a nenhum encontro
de certeza que ndo se encontram, o que
estd de acordo com o esperado!

b) Quaisquer que sejam os valores de

P (desde que P#0), 0 lim P, = 1 quando
s tende para infinito. Por outras palavras,
por mais pequena que seja a probabilida-
de de encontro (mas # 0), o encontro
acabar4 por se efectuar desde que o ni-
mero de tentativas de encontro seja sufi-
cientemente grande, o que também est4
de acordo com o esperado!

¢) Consideremos em terceiro lugar o
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caso inicial dos nossos dois espides que
combinaram encontrar-se entre 0 meio-
dia e a uma hora da tarde, com tempo de
espera maximo de 15 minutos, e que,
adicionalmente, combinaram voltar ao
local até se encontrarem. Neste caso par-
ticular, a expressdo.toma a forma

P=1-(9/16)

Representando P em funcio de s,
obtemos a tabela:

Dias(s) Py Dias Py
0 0,000 4 0,900
1 0438 5 0944
2 0,684 6 0969
3 0,822 7 0,982

Vamos interpretar os resultados.

Para s = 0 temos P = 0, concordante
com o anteriormente referido. Paras = 1
obtemos P =0,438, solucdo do problema
original. Ao fim de uma semana de en-
contros marcados, a probabilidade de os
2 espides se encontrarem j4 é superior a
98%. Se ndo se encontrarem durante
estas tentativas ou tém muito azar ou é
caso para comegarem a desconfiar. O
valor da probabilidade de se encontra-
rem ao fim de duas semanas sobe para
mais de 99,9%. Nesse caso ndo hd azar
que resista! Se ndo se encontrarem &
porque algum deles foi preso pela con-
tra-espionagem!

d) Vamos finalmente explorar um

pouco mais a expressdo do 5° caso, Con-
sideremos dois espides muito impacien-
tes que s6 esperam um minuto um pelo
outro. A probabilidade de se encontra-
rem numa tnica tentativa de encontro é
bastante baixa (3%). No entanto, se ten-
tarem durante um més, essa probabilida-
de sobe para 64% e ao fim de um ano
encontram-se quase de certeza
(P=99,999%). Mesmo se fossem extre-
mamente impacientes (por exemplo,com
um tempo de esperade apenas um segun-
do), ao fim de 20 anos tinham grandes
probabilidades de jd se terem encontrado
(P=98%).

Alberto Canelas

Primeiro Encontro Luso-Brasileiro de

Historia da Matematica

Organizado pelo Semindrio Nacio-
nal da Histéria da Matematica, da So-
ciedade Portuguesa de Matemitica, vai
realizar-se o 1° Encontro Luso-Brasilei-
ro de Histéria da Matemadtica, em
Coimbra, nas instalagdes do Departa-
mento de Matematica da Universidade
de Coimbra, de 31 de Agosto a 3 de
Setembrode 1993. Este Encontroé apoia-
do pela Associacdo de Professores de
Matemidtica e pelos Departamentos de
Matemdticada Universidade de Coimbra
e da Faculdade de Ciéncias da Universi-
dade de Lisboa. Os dois primeiros dias
sdo destinados a conferéncias por inves-
tigadores brasileiros e portugueses, € 08
dois tiltimos a mini-cursos simultaneos
de 10 horas. No fim de cada um dos dois
primeiros dias realizar-se-do mesas re-
dondas, a primeira sobre “A Histdria da
Matemdtica no Ensino de Matemética” e
a segunda sobre “Cooperagéo Luso-Bra-
sileira em Historia da Matematica”.

Do programa provisério constam as
seguintes conferéncias: A institu-
cionalizacdo dapesquisamatemdticano
Brasil, nos ultimos 60 anos (Ubiratan
D'Ambrésio, Campinas), A Matemdtica
na Universidade de Coimbra de 1537 a
1771 (Jodo Filipe Queir6, Coimbra), José
Anastdcio da Cunha e a crise ideolégica
portuguesadosfins do século XVIII (Gra-
ca Silva Dias, Lisboa), A teoria das pa-
ralelas segundo Euclides (Rubens
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Gouvéa Lintz, Sdo Paulo/Ontério), So-
bre a obrade J. Vicente Gongalves (José
Jodo Dionisio, Lisboa), De Euler a La
Condomine —da Matemdtica a Historia
Natural da Amazénia (Guilherme de la
Penha, Belém), Notas sobre o Ensino da
Aritmética em Portugal (Rogério
Fernandes, Lisboa), A epistemologia dos
niimeros complexos na Diddctica da
Matemdtica (Niltze Almeida, Sdo Pau-
10), A aritmética comercial na época dos
Descobrimentos (Antonio Marques de
Almeida, Lisboa), A "Matemadtica-Ma-
terna" de algumas tribos indigenas bra-
sileiras (Eduardo Sebastiani Ferreira,
Campinas), Rudolfo Guimardes e "Les
Mathématiques au Portugal” (Luis Sa-
raiva, Lisboa), O desenvolvimento da
Matemdtica no Brasil na século XIX e 0
positivismo de Conte (Circe Mary da
Silva, Caxias do Sul), A Matemdtica no
Brasil: seu desenvolvimento a partir de
1810 (Clévis Pereira da Silva, Parand),
Uma solugdo de Fermatparaumproble-
ma de Frénicle (José Morgado, Porto), A
dificil fundamentacdo dos niimeros ne-
gativos na primeira metade do século
XIX (Fernando Raul Neto, Pernambuco),
Uma obra inédita de José Anastdcio da
Cunha: O "Ensaio das Minas" (Maria
Fernanda Estrada, Braga), A divulgacdo
da Matemdtica através das Enciclopédi-
as Universais (Sérgio Nobre, Sdo Paulo/
Leipzig).
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Os mini-cursos até agora previstos
sd0 0s seguintes:

Cl6vis Pereira da Silva (Parand) — His-
toria do desenvolvimento da Matemd-
tica no Brasil

Eduardo Sebastiani Ferreira (Campinas)
— O uso da Histdria da Matemdtica
no Ensino

Carlos S4 (Porto) — Histéria da Geome-
tria Projectiva

Luis Saraiva (Lisboa) — Historia da
Astronomia Grega

Precos de inscricfio:

Encontro (dias 31 de Agostoe 1 de
Setembro): S6cios da SPM ouda APM—
1000$00; néo sécios —1400$00.

Mini-cursos (dias 2 e 3 de Setembro):
Sécios da SPM ou da APM —4000$00;
ndo sécios — 4800$00.

Fichas de inscri¢cdo encontram-se na
sede da APM, bem como uma lista de
alojamentos recomendados pela Comis-
sdo Organizadora.

As inscri¢oes terminam a 29 de

Julho. Existem pré-inscri¢oes nos cur-
sos, devendo indicar-se uma ordem de
preferéncia, pois o niimero de partici-
pantes é limitado. Enviar as inscrigbes
para:
I Encontro Luso-Brasileiro de Histéria
da Matematica, Departamento de Mate-
mitica, Universidade de Coimbra, Apar-
tado 3008, 3000 Coimbra.



Pedro, aluno do 7°
ano do curriculo
experimental
MAT789, dizia quc o
que gostava na
geometria era “ver
tudo o que ha num
solido”. Referia-se
assim as exploragoes
que tinha feito com
cubos, tetraedros e
outros poliedros. Sera
que ja vimos fudo o
que hd num cubo?

Tudo o que ha num cubo...

A geometria ocupa de novo um lugar
de relevo nos programas de Matemética.
No entanto, se bem compreendo o que os
autores do programa pretendem, nio se
trata de um regresso ao passado,  inter-
mindvel lista de postulados, teoremas,
lemas, coroldrios e escélios com que se

64
o
H G H
B IE E
et
A B A
figura 1

pretendia, desastradamente, levar os alu-
Nos a penetrar nas belezas do raciocinio
dedutivo! Em lugar disso, outros modos
de abordar o ensino da geometria tém
sido propostos, dando um papel prepon-
derante, por exemplo, s actividades de
visualizagdo e as conexdes da geometria
com outros temas da Matematica.

A geometrianoespaco tridimensional
deverd também ser privilegiada, com a
inclusdo de propostas envolvendo a uti-
lizagdo de materiais
manipuldveis, a plani-
ficagfo e a construcio
de modelos, e a com- H
preensdo e aprendiza-
gem das representa- E
¢des no plano de ob-
jectos a trés dimen-
soes.

Um dos sdélidos A
mais simples e mais
conhecido, suposta-
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Eduardo Veloso

mente, € o cubo, o qual pode constituir
um ponto de partida excelente para ex-
ploragdes interessantes, pondo em jogo
diversas actividades dos tipos que aca-
bamos de referir. Neste artigo serdio apre-
sentadas algumas propostas de trabalho
para alunos de diversos niveis de escola-

ridade. A primeira fez parte

do curriculo experimental do

projecto MAT,,.

Cortar um cubo ao
G meio

De quantas maneiras di-

ferentes se pode cortar, com

C  umplano, umcubo ao meio?

B O mais interessante nesta
actividade é talvez a forma
nebulosacomo elaestd enun-

ciada e daf as estimulantes

discussdes a que dd lugar... O que é
cortar ao meio? A principio podemos ser
levados a considerar que “ao meio” sig-
nifica em duas partes simétricas, como
porexemplono caso dos planos o (fig. 1)
e B (fig. 2). Mas, reflectindo um pouco,
podemos pensar que ao meio significa
“em duas partes iguais” e entdo o plano
Y também serve (fig. 3). E o que sdo
maneiras diferentes? No primeiro signi-
ficado de “cortar ao meio”, poderfamos

B

figura 2




B o

E # | E

A R A
figura 3

considerar que haveria trés modos dife-
rentes com planos tipo ot (corresponden-
tes as faces EFGH, FBCG e ABFE) e seis
modos diferentes com planos tipo B
(correspondendo aos seis pares possi-

figura 4

veis de arestas opostas). Mas, se Y tam-
bém corta ao meio, entdo comegamos
talvez a pensar que os planos o, B eyséo
afinal do mesmo tipo... contém todos a
recta a, perpendicular & face EFGH e
passando pelo seu centro (ver fig. 4). E
assim haveria trés tipos de cortes,
correspondendo respectivamente a pla-
nos contendo as rectas a, b e c. Mas que
dizer de um plano perpendicular 2
diagonal espacial do cubo, FD, e passan-
do pelo centro do cubo? Esse plano corta

d
: 4c
A- Bk
figura 5
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o cubo segundo um he-

; ".’ ' xdgonoregular (visivel

na capa destarevista) e

-G divide-o em duas par-

tes geometricamente

iguais (ver fig. 5). E

ndo é de nenhum dos

tipos anteriores! E nao

acontecerd o mesmo—

B divisdo do cubo em

duas partes geometri-

camente iguais — para

todo o plano passando

pelo centro do cubo?

Decididamente, esta exploragdo ndo vai
acabar mais...

Que poligonos hd num cubo?

Ou, dito de outra maneira: gue tipos
de poligonos posso obter quando corto
um cubo por um plano? Em relacdo a
cada tipo de poligonos, que planos espe-
cificos os originam? Para investigar es-
tas questdes, hd por um lado que proce-
der sistematicamente, comecando pelos
varios tipos de tridngulos, depois pelos
quadrilateros, etc., E por outro lado, tere-
mos a tarefa muito facilitada se recorrer-
mos a algum tipo de material
manipuldvel. Um “esqueleto de cubo”
(cubo formado pelas arestas), como dizi-
am os alunos do MAT,, e eldsticos de
cor ou uma simples linha de coser sdo
suficientes. Um material interessante mas
um pouco mais caro consiste em cubos
com as faces em acrilico e um dos cantos
cortado. Este canto destina-se a permitir
encher parcialmente o cubo com um li-
quido colorido, de modo a que a sua
superficie defina, conforme a posicéo do
cubo em relagéo ao plano horizontal, os
vérios tipos de poligonos de corte (ver
capa desta revista). O liquido pode ser
simplesmente dgua co-
lorida com uma peque-
na diluigdo de Ecoline,

-G uma aguarela liquida
que se vende nas lojas
de produtos para belas
artes'.

A tabela da péagina
seguinte apresenta al-
guns resultados desta
investigacdo.
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Margarida Dias

Quando o plano de corte € paralelo auma
aresta, como neste caso, a secgdo € um
rectdngulo. Como se indica no texto, para
certos volumes de liquido e certas incli-
nacdes do cubo, a secco € exactamente
um quadrado.

Como podem chegar os alunos (e
noés) a estes resultados? Manipulando,
visualizando, conjecturando, argumen-
tando, inventando contra-exemplos, re-
correndo a intui¢do espacial. Quanto a
demonstracoes, deve dizer-se que pro-
var, com um minimo de rigor, muitos
destes resultados, ndo € tarefa fécil. Po-
dem-se dar algumas justificacdes parci-
ais, apoiadas sobretudo na intuigdo, e
iss0jd é importante. Mas ademonstragio
completa de muitos deles exige algumas
horas e varias paginas escritas. Porisso é
tarefa que estd para além do que se pre-
tende dos alunos em geometria, mesmo
no ensino secundario.

Investiguemos em particular o caso
interessante dos cortes que ddo quadra-
dos. Um caso evidente é o dos planos
paralelos a uma face — se deitarmos um
pouco de liquido no cubo, € assentarmos
uma sua face sobre uma mesa horizontal,
logo vemos surgir um quadrado. Mas
existem outros planos que também dio
quadrados. Para o reconhecermos, deite-
mos um pouco de liquido, ndo muito, no
cubo, e assentemos uma das arestas na
mesa horizontal. Inclinando o cubo para
um ou outro lado, sempre com a aresta
sobre a mesa, conseguimos em geral
obter um quadrado, com uma inclinagio
conveniente. Digo em geral porque isso



Poligonos que resultam de cortes planos num cubo

poligonos

propriedades dos planos

trigngulos

cortando apenas trés faces do cubo

trifingulos equildteros

perpendiculares a uma diagonal espacial do cubo

triingulos isosceles

paralelos a uma diagonal facial do cubo

triingulos escalenos

nem perpendiculares a qualquer diagonal espacial
nema qualquer diagonal facial

quadrildteros

cortando exactamente quatro faces

trapézios isosceles

paralelos a uma diagonal facial

trapézios rectingulos

ndo existem, a ndo ser dando rectingulos

paralelogramos

cortando dois pares de faces opostas

rectangulos paralelos a uma aresta
quadrados ver texto
pentigonos cortando exactamente 5 faces
hexdgonos cortando seis faces

hexagonos regulares

perpendiculares a uma diagonal espacial, cortando as
arestas nos pontos médios

$6 € possivel para certas quantidades de

liquido, e ndo para outras!

Observe-se a fig. 6, em que se repre-
senta a face ABCD de frente, com a
aresta CG apoiada na mesa, e com dife-
rentes quantidades de liquido. O dngulo

numa posi¢do intermédia (fig. 6B), obte-
remos um quadrado. O volume de liqui-
do para obter um quadrado € funcéo do
dngulo ¢, quando este varia no intervalo

:’%%‘E[ Notando que o é4ngulo

¢ define a posicdo do cubo em relacio a

mesa horizontal. E intuiti-
voque a superficie do liqui-
do, nestas condi¢des, é sem-
pre um rectdngulo. Um dos
lados do recténgulo € igual
aaresta [ do cubo, seja qual
for a quantidade de liquido.
O outro, representado pelo
segmento PQ, é inferior a /
para pequenas quantidades
de liquido (fig. 6A), mas
quando essa quantidade au-
menta suficientemente, é su-
perior a [ (fig. 6C). Entfo,

A A
Fi ¥ _. rB | ;{.' 4
D b : D:'b' = i
)
(A) (B)
figura 6
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QPC=¢—% e que o volume v do

liquido ¢ o de um prisma recto de base

triangular PQOC e alturaigual a /, teremos

3
V= %—cos(cj; —%] sen[d) —%], para

n 3n

volume méximo obtém-se quando

0= g ou seja quando as arestas CG e
AE estdo no mesmo plano vertical, O

volume de liquido nesse caso ser4 igual

a — . Vemos assim que para um volume

de liquido inferior a um quarto do volu-
me do cubo podemos obter, com uma
aresta assente na mesa horizontal € uma
inclinagdo conveniente, um quadrado
como superficie do liquido. Como é in-
tuitivo, também o mesmo resultado é
possivel com volumes de liquido superi-
ores ou iguais a trés quartos do volume
do cubo.

A stella octangula’ de Kepler

Como poderemos inscrever um
tetraedro regular num cubo? “Inscre-
ver” significa aqui que os 4 vértices do
tetraedro coincidirio com vértices do
cubo. Na fig. 7 os vértices A, C, He F
definem um tetraedro regular, represen-
tado a sombreado. Dos oito vértices do
cuba sobram quatro, com os quais pode-
mos formar outro tetraedro regular igual
ao primeiro, e que o cruza. O conjunto
dos dois tetraedros foi estudado pelo
frade e matemadtico Luca Pacioli, autor
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de uma célebre dlgebra (a primeira im-
pressa) do inicio do Renascimento, a
Summa de arithmetica, geometrica,
proportioni e proportionalita, publicada
em 1487. Ao par de tetraedros deu Pacioli
o nome de octaedrum elevatum, por ra-
z0es que veremos em breve. Um século

H G

figura 7

mais tarde, Kepler também estudou o
conjunto dos dois tetraedros, agora com
onome de stella octangula. Nafig. 8 estd
representada a stella octangula. E relati-
vamente fAcil ver (quer o leitor tentar?)
que cada uma das pequenas pirdmides
triangulares, de que IJKF é um exemplo,
é tambémum tetraedroregular, cuja ares-
ta tem por comprimento metade da
diagonal da face do cubo. Referiremos o
teraedro IJKF como tetraedro pequeno,
e o tetraedro inscrito no cubo como
tetraedro grande, no que se segue.

H

figura 8

Tomando o volume do tetraedro pe-
queno como unidade de volume, quanto
vale o volume da stella octangula? E o
volume do cubo? Em primeiro lugar,
como a aresta do tetraedro pequeno vale
metade da do grande, vemos que cada
tetraedro grande vale 8 tetraedros peque-
nos (dois tetraedros regulares sio sem-
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pre semelhantes...). Podemos também
ver que a intersec¢do dos dois tetraedros
grandes é um octaedro, pois é claramente
um sélido com oito faces tridngulos
equildteros. De resto, ndo ¢ mais do que
o poliedro dual do cubo, cujas arestas se
obtém unindo por segmentos os centros
das faces do cubo (ver fig. 9). Portanto,
um tetraedro grande é formado por um
octaedro e por quatro tetraedros peque-
nos. Como o volume do tetraedro grande
vale oito pequenos, concluimos que o
octaedro vale quatro tetraedros peque-
nos. Mas, por outro lado, a stella
octangula pode considerar-se um
octaedro a que se colaram oito pequenos
tetraedros, um em cada face (dai o nome
de octaedrum elevatum, de Pacioli). As-
sim, o volume da stella vale 4+8=12
tetraedros pequenos.

figura 9

Quanto ao cubo, se pensarmos na
stella octangula nele inscrita, vemos que
oespago do cubonio ocupado pela stella
é formado por 12 pirdmides — uma por

- cada aresta do cubo. Uma dessas pirdmi-

des tem por base o tridngulo EIJ e por
vértice o ponto F. Note-se que o tridngu-
lo EIJ é igual ao tridngulo IJK e estd no
mesmo plano. Entdo as pirdmides EI/Fe
IJKF tém bases iguais, situadas no mes-
mo plano, e o vértice comum, Deduz-se
daf que t8ém o mesmo volume (estd a ver
porqué, leitor?). Ou seja, cada uma das
doze pirdmides tem o mesmo volume
que o tetraedro pequeno. O volume do
cubo é entfio igual ao da stella octangula
(isto é, doze unidades), mais doze peque-
nos tetraedros. Vale portanto 24, na uni-
dade de volume adoptada. Em conse-
quéncia, ficamos a saber que o octaedro
dual do cubo tem um sexto do volume do
cubo.

/
Educago e Matemitica n° 26
2° trimestre de 1993

Margarida Dias

Em que condigdes se obtém um losango,
num corte plano de um cubo? O plano tem
que cortar, estéi claro, quatro faces. Tem
que cortar duas arestas opostas. E, final-
mente, tem que ser paralelo aumadiagonal
facial. Este caso ndo estd considerado na
tabela de resultados.

Possiveis extensoes

Cologuemos o cubo na posic¢ao indi-
cadanafig. 6, com ¢ =7/2. Se enchermos
a pouco e pouco o cubo com liquido, e
designarmos por / a altura da sua super-
ficie em relacdo ao tampo da mesa, como
sdo os gréficos das funcbes que expri-
mem:

‘e a drea da superficie do liguido em

funcdo de h?
« o volume de liquido em fung¢do de h?
Cologquemos agora o cubo assente
sobre um dos vértices e com arespectiva
diagonal espacial vertical. Como € o
* grdfico da fungdo que exprime o peri-
metro do poligono formado pela su-
petficie do liquido, em fun¢do de h?
Relativamente a esta dltima posicdo
do cubo, quais sdo os volumes de liguido
que correspondem aos momentos emgque
o liquido vai atingindo os diferentes vér-
tices do cubo?
J4 saberemos agora tudo o que hd no
cubo...?
Eduardo Veloso

Notas:

1. Um material deste tipo é sugerido no livro
Beyond the Third Dimension, de Thomas
Banchoff, Ed. Scientific American Library.

2. Paraoutras actividades envolvendoastella
octangula, consultar The Stella Octangula
Activity Book, da Key Curriculum Press/
Visual Geometry Project.



Mais um “caso” com computadores...

O caso que vou relatar passou-se
numa das sessdes de formagao para pro-
fessores de Matemitica, realizada no
ambito do Projecto Minerva.

A sessdo era de formag#o técnica em
folha de cilculo e os objectivos eram
essencialmente o uso de férmulas e a
utilizag@o de fungdes especificas da fo-
lha.

Como tem sido habitual, procuramos
fazer a formacdo técnica integrada na
formagao pedagégicae, comotal, amaior
parte das actividades propostas tem por
base temas de Matematica e de preferén-
cia temas curriculares.

Nesta sessdo, uma das actividades
propostas eraaconstru¢io de um modelo
na folha de cdlculo que permitisse fazer
o estudo das equagdes do 2° grau.

A actividade ndo tinha dificuldades
técnicas, era apenas de aplicagdo, mas
queriamos com ela sugerir um tema de
discussao sobre estratégias de aplicagio
na sala de aula, isto é, pensarmos no que
seria possivel explorar com uma activi-
dade tdo simples como esta, e reflectir-

Branca Silveira

mos sobre 0 modo de fazer essa explo-
ragao.

Aconteceu entdo que um dos grupos
resolveuintroduzir, como dados dos coe-
ficientes de uma equagdo,a=1,b=-4¢
¢=3. Seguidamente em vez de atribuirem
valores ao acaso resolveram (utilizando
o comando Fill Down) ir variando a de
2em 2, ¢ de -2 em -2 ¢ manter o b cons-
tante [ver tabela abaixo].

Resultado: em todos os casos as equa-
¢Oes tinham uma raiz igual a 1. Procura-
ram regularidades e relagGes na tabela,
verificaram que em cada caso o discri-
minante era um quadrado perfeito, que a
somadeacomceraosimétricodeb, etc...
Entdio comegaram a partir daf a fazer
conjecturas. Pensaram em vérias hipéte-
ses que foram testando, como por
exemplo conservar a série de valores de
ae c e substituir apenas o b por -5. Claro
que neste caso os resultados foram dife-
rentes, entfo substituiram os valores de a
e de ¢ de modo que a sua soma fosse
sempre 5. Novamente obtiveram em to-
dos os casos uma raiz igual a 1.

a b € b* —4dac \f,-m o %
1 -4 3 4 2 1 3
3 -4 1 o 2 0,33333 1
< - -1 36 6 -0,2 1
T -4 -3 100 10 -0,42857 1
9 -4 -5 196 14 -0,55556 1
11 -4 -7 324 18 -0,63636 1
13 -4 -9 484 22 -0,69231 I
15 -4 -11 676 26 -0,73333 1
17 -4 -13 900 30 -0,76471 1
19 -4 -15 1156 34 -0,78947 1
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Foram considerados vérios casos (e
naturalmente as restantes actividades fi-
caram esquecidas nesta sessdo) e oresul-
tado era sempre o mesmo. Entio havia
que pensar no porqué, que ficou para
“TPC” pois a sessdo acabou e de tarde as
colegas tinham aulas.

Claro que a razdo disto acontecer é
extremamente simples de demonstrar,
acontece sempre que a+b+c = 0, para
quaisquer valores de a, b € ¢, mas nfo é
isso que estd em causa neste momento. O
que eu achei interessante foi o caminho
seguido pelo grupo. Normalmente,
quando surge algo que n3o se espera, &
habitual, logo 4 partida, pegar num l4pis
e num papel e tentar uma demonstragio,
Aqui ndo. Foi seguido um processo ex-
perimental, foram elaboradas conjectu-
ras, fizeram-se simulacGes para testar
essas conjecturas e a teoria ficou para
depois.

Isto levou-nos mais uma vez a colo-
car algumas das interrogacdes j4 cldssi-
cas, como por exemplo: Sem a folha de
célculo o problema surgia? Serd que o
trabalho com o computador modificou a
atitude do professor? E se isto aconte-
cesse numa aula? Serd que o professor
deixava os alunos seguirem a investiga-
¢éo ou, preocupado com o tempo, diria
que o que se estava a estudar era a possi-
bilidade de resolugéo de uma equagdo, o
sinal das raizes, etc.? E se o professor
nunca se tivesse apercebido dum facto
deste tipo e os alunos comegassem a
fazer perguntas? Que atitude tomaria? E
se essa turma fosse a sua e esse professor
fosse vocé?

Branca Silveira

- Projecto Minerva

Pélo do Instituto Politécnico
do Porto
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Ao longo de 15 dias
cerca de 18000
pessoas, na sua

maioria jovens entre

os 10 e 15 anos,
visitaram a exposi¢ao
“Explorar, Jogar,
Descobrir —

a Matematica ao
alcance de todos” e
encontraram nela
uma oportunidade de
olhar a matematica
com outros olhos.

Impressoes de uma visita

O grupo de trabalho Clubes de Mate-
mdtica, da A.P.M. (Porto), organizou
entre os dias 24 de Abril e 10 de Maio
uma exposicdo no Mercado Ferreira
Borges, subordinada ao tema “Explorar,
Jogar, Descobrir — a Matemdtica ao
alcance de todos”*. .

A exposigdo foi estruturada segundo
os seguintes-blocos temdticos:

1 - Marcos da Matemética;
2 - O nidmero;

3 - O Infinito;

4 - Sorte ou saber?;

5- Sondagens;

6 - O teorema de Pitdgoras;
7 - Curvas e superficies;

8 - Reflectir, rodar e ampliar;
9 - Pavimentagdes;

10 - Geometria da distorgao;
11 - Redes e caminhos;

12 - Caos;

13 - Fractais;

14 - Geometrias;

15 - A medida;

{
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Antonio Sa

16 - Jogos e desafios;

17 - Nem tudo o que parece €;
18 - A Matemidtica e a Arte;
19 - Bricolage Matemitico.

Uma ideia, uma exposi¢do, a mate-
mética nos fins deste século, uma ilha
por descobrir no nosso Portugal. Muitos
"marinheiros" desconfiados e surpresos
acabaram por encontrar umailha habita-
da por histérias, imagens e objectos,
afinal conhecidos, mas que transmitiam
algo de mdgico, prazer e vontade de
realizar novas experiéncias.

Ao longo de 15 dias cerca de 18000
pessoas, na sua maijoria jovens entre 0s
10 e 15 anos, visitaram a exposic¢do e
encontraram nela uma oportunidade de
olhar a matemética com outros olhos.
Uma iniciativa que pretendeu uma apro-
ximagéo até ao infinito entre o céptico e
a matemdtica.

A velhahistéria dos nimeros, as maos
que contam, os simbolos de civilazagdes
antigas, niimeros representados por piré-
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mides de bolas, o 4baco, conduziam o
visitante no passado. Através de um cor-
redor de espelhos iniciava a sua visita até
ao infinito, e numa surpreendente caixa
cabiam todas as rosas que podfamos ima-
ginar.

A sorte e 0 azar podiam ser postos i
prova com jogos, roletas, flippers. E o
“velho Pitdgoras” era dissecado num
puzzle e pesado.

Mas novas experiéncias esperavam o
visitante: brincar com os espelhos, rod4-
-los e escrever palavras fé-lo entrar no
pais de Alice. Curvas ¢ superficies e
apostas na bola que chegaria em primei-
ro lugar deixavam-no incrédulo. Desori-
entado, o visitante encontrava nas pavi-
mentacgdes o descanso desejado. Tridn-
gulos, quadrados, pentdgonos e hexdgo-
nos coloridos libertavam a sua imagina-
¢do. Quadrados e hexdgonos surgiam de
animais e pecas decorativas. E os calei-
doscépios embriagavam os olhos de ima-
gens. Quem diria que naquelailha deser-
ta se pavimentavam estrados com figu-
ras nunca vistas?

E a viagem continuava através da
célebre Fita de Moebius, e por redes e
caminhos com novos desafios desembo-
cava num labirinto.

Desesperado e perdido, o visitante
era surpreendido por movimentos estra-
nhos de um péndulo e a dgua fresca de
uma azenha que nio se cansava de girar

langando-o no mundo da medida. Angu-
los divertidos, dreas e volumes misterio-
sos, instrumentos de medida e pesagem
permitiam o visitante reflectir se as suas
forcas seriam suficientes para continuar
viagem.

Depois de uma breve passagem pelo
mundo estranho dos fractais, era a vez de
experimentar a alegria do fim de uma
viagem. Explorar e descobrir o mundo
inesgotdvel dos jogos e dos puzzles, des-
cobrir 0 enigma de um duplo cone que
em vez de descer subia, de uma imagem
que dava a ideia de ser outra, o teatro
matemdtico do que nem tudo o que pare-
ce é,

R N T s T

- uma Biblioteca;

-um conjunto de materiais manipulativos para o ensino da Matematica;

- jogos;

- calculadoras;

- videos;

- duas exposigoes itinerantes.

Centro de Recursos da APM

e Funciona no espago da sede da APM, e tem a disposigéo dos sécios:

Em fim de viagem ainda era permiti-
do ao visitante brincar com o papel e
fazer nascer dele novas formas geomé-
tricas.

E a visita terminava com a arte e a
matematica.

Anténio S4
Esc. Sec. da Areosa

* Comissdo organizadora: Anténio S4,
Aurélio Sousa, Fatima Palermo Faria,
Fernanda Resende, Graga Zenhas, Judite
Gonzalez, Licinia Brandio Costa, Mar-
garida Faria, Maria Augusta Lima.

S T R

® Estes materiais e livros podem ser requisitados pelos sécios.
® As exposicdes também podem ser requisitadas pelas escolas interes- i
sadas, nos moldes ja anunciados no APM Informagéo n°14. |

® Podem ser adquiridos (com desconto para os sécios) calculadoras,
jogos, publicagdes da APM e publicagdes da Gradiva.
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Porque gastar
dinheiro nos
computadores
guando se
pode ganhar
dinheiro com os
computadores?

Faca

do seu centro
de custos
um centro
de lucros.

UNISYS E VOCE.
O poder de?2

UNISYS




Pense nisto

Proof by looking

Folheava um livro sobre tépicos de Geometria* quando reparei na expressio proof by looking. Lembrei-me do tltimo “Pense
nisto” e nas questdes levantadas sobre eventuais demonstragdes geométricas de resultados numéricos. As trés figuras eram
apresentadas como “prova” de trés resultados numéricos:

o > 2
A soma dos primeiros n impares é N

Se T, é o n-ésimo nimero singular, entio 87, +1=(2n+1)>.

P42’ 48 v 458 =142 +3+4 50,0

Qual o raciocinio utilizado em cada situagio?
Considerei curiosos estes trés exemplos.
A questdo continua: Terfo validade estas “demonstracdes”™? Pense nisto...

Paulo Alvega

* The Penguin Dictionary of Curious and Interesting Geometry, por David Wells. Penguin Books (1991)

/
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Reformas em curso nos
Estados Unidos da Ameérica

Maria L. Fernandez

O Dossier Internacional, sobre movimentos de reforma curricular no ensino da Matemdtica em diversos
paises, é retomado neste niimero com a tradugdo de um artigo original, da autoria de Maria L. Fernandez
e referente ao caso dos Estados Unidos da América.

As reformas actuais da Matematica
escolar nos Estados Unidos parecem
focar-se naalfabetizagcdo matemdticados
estudantes num mundo de constantes
desenvolvimentos tecnolégicos e de
crescimento matemdtico em diversos
campos. Tipicamente estas reformas
encaram os alunos como estudantes ac-
tivos em ambientes matematicos desen-
volvidos. O objectivo principal € que os
alunos aprendam a comunicar matemati-
camente e consigam resolver problemas
matematicos. As raizes destas reformas
podem ser vistas em “An Agenda for
action: Recommendations for School
Mathematics of the 1980’s”, um docu-
mento publicado em 1980 pelo National
Council of Teachers of Mathematics
(NCTM). Este documento foi escrito para
dar resposta a uma crescente necessida-
de de directrizes na Educagdo Matemati-
ca durante a década de 70.

Um importante impulso na reforma
da Matematica escolar actual aconteceu
com o “Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics™
(Normas para o curriculo e a avaliagio
em matemadtica escolar) publicado pelo
NCTM em 1989. As Normas sio enca-
radas frequentemente como uma visio
para a Matematica escolar. Elas indicam
critérios pelos quais professores, direc-
tores regionais, governos e outros po-
dem julgar as suas decisbes sobre o
curriculo e a avaliacdo (NCTM,1989).
Outro documento semelhante neste as-
pecto mas com uma leitura mais centra-
lizada é o “Mathematics Framework for
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California Public School” (Estrutura
Matemadtica para o ensino oficial na
Califérnia), publicado pelo California
State Department of Education (1985,
1990) e que designaremos de modo abre-
viado por Framework. Ambos os docu-
mentos valorizam o envolvimento dos
estudantes no processo de aprendizagem
através da utilizagcdo de materiais
manipuldveis, calculadoras e computa-
dores, trabalho de grupo e resolucdo de
problemas. Eles ddo exemplos de como
incorporar estas ideias nas aulas incluin-
do problemas, actividades, projectos, e
ideias para unidades tematicas.

Nos niveis K-4, as Normas e o
Framework desvalorizam os actuais
curriculos que frequentemente ainda se
concentram em exercicios rotineiros e
memorizagdo de regras através de fichas
de trabalho e de ensino expositivo duran-
te o0 qual “as criangas comecam a deixar
de acreditar que aprender matemadtica é
uma experiéncia que faz sentido (e) tor-
nam-se aprendizes passivos em vez de
participantes activos que criam conheci-
mento” (NCTM, 1989, p. 15).

No que diz respeito aos contetidos
nos niveis K-4, ambos os documentos
apelam a uma crescente atencdo as Pro-
babilidades e Estatistica, aos padrdes e
relaces, ao sentido numérico e espacial,
e aestimagéo. O Framework acrescenta
ainda a Légica. Uma actividade que en-
globa algumas destas ideias é o “Dia da
Estimagfo” em toda a escola, durante o
qual os alunos, trabalhando em grupos,
preparam actividades de estimacZo para
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serem realizadas por alunos de outras
turmas, tais como: estimar as alturas dos
alunos ou estimar o nlimero de vezes que
S€ CONsegue esCrever 0 N0sso nome num
minuto. Um exemplo de um problema
adequado a este nivel € o seguinte : “Eu
tenho algumas moedas de 5500, 10500 e
20$00 no bolso. Ponho trés dessas moe-
das naméo. Quanto dinheiro posso ter na
minha mio?” (NCTM, 1989, p. 24). Os
alunos podem resolver este problema
usando moedas verdadeiras ou uma es-
tratégia de tentativa-erro para resolugéo
de problemas.

Nos niveis 5-8, estes documentos
destacam a conjectura, a andlise e as
aplicactes matemadticas por parte dos
alunos tanto no contexto matemdtico
como na vida real. O papel do professor
deve ser sobretudo o de facilitar o co-
nhecimento em vez de o “distribuir”;
além disso, deve criar um ambiente no
qual os alunos possam aprender Mate-
madtica através da participacdo activa,
dando menosimportinciaa memorizagio
e ao trabalho de papel e 1dpis. Em termos
de conteudos nestes niveis, estes docu-
mentos recomendam que se dé mais
atengdo aos padrdes e funcdes utilizando
relagdes funcionais, assim como tabelas,
graficos, regras, e outras representacoes
que descrevam situacOes matematicas.
Por exemplo, o problema seguinte pode
ser explorado através de diferentes pro-
cessos: “Quantos apertos de mdo podem
ser dados numa festa em que cada um
dos 15 convidados aperta a mio a cada
um dos outros?” (NCTM, 1989, p.77).



Os alunos podem representar o proble-
ma, desenhando wm esquema, utilizando
pontos para-indicar os convidados e
segmentos de-recta paraindicar os aper-
tosdemao, ou comegar com um problema
mais simples e ¢onstruir uma tabela para
encontrar um: padrdo. Outra actividade
matemdti¢a rica consiste na construcdo,
por pequenos grupos de alunos, de um

 péndulo com corda e um peso, e explora-
¢do do seu funcionamento, formulando
questdes tais como: Como é que o com-
primento da corda afecta a oscilagiio?
Como € que o peso utilizado afecta a
oscilagdo? (NCTM,1989). Os grupos
podem partilhar a informagdo pelo uso
de grificos e tabelas.

Nos niveis 9-12, ambos os documen-
tos apelam ao estabelecimento de um
curriculo nuclear, diferenciado apenas
pelaprofundidade e desenvolvimento do
tratamento de topicos que reflectem as
necessidades de todos os individuos vi-
vendo “numa sociedade dominada pela
tecnologia e métodos quantitativos™
(NCTM, 1989, p.123). Referem que cada
vez mais se deve dar atengfo 2 inclusio
da Estatistica, das Probabilidades e da
Matemadtica Discreta, assim como i
integragdo dos diversos temas incluindo
Algebra, Geometriae Trigonometria, em
todos os niveis.

O Framework salienta ainda a Logi-
ca como parte deste conjunto de temas.
Os professores nestes niveis sdo respon-
saveis pelo estimulo das capacidades dos
alunos no que se refere 2 investigagio e
construgio de conceitos a partir de novas
situagdes, tanto na Matematica como em
contextos da vida real, fornecendo opor-
tunidades para os alunos experimenta-
rem e partilharem ideias numa variedade
de métodos de ensino, incluindo peque-
nos grupos, exploragdes individuais,
discussdes com toda a turma e trabalho
de projecto. Uma actividade que ilustra
estasideias, integrando Estatisticacom o
estudo de equagdes, envolve a andlise
por parte dos estudantes de dados reco-
lhidos pelo método estatistico de ajusta-
mento de curvas. Por exemplo, os alunos
podem recolher dados: idades de auto-
moveis e respectiva “quilometragem”.

Apesar do Framework discutir a ava-
liagdo em termos da classificagdo de

solugdes e de projectos, a avaliagdo é
tratada de um modo mais profundo nas
Normas. As Normas apelam a valoriza-
¢do daquilo que os alunos sabem como
parte integrante do ensino em vez de
valorizar o que os alunos ndo sabem
simplesmente com o objectivo de atri-
buir uma classificacdo. Também devem
ser valorizadas uma visdo mais holistica
da Matemadtica e uma variedade de mé-
todos que incluam formas escritas, orais
e demonstrativas envolvendo tecnologia
e materiais manipuldveis apropriados. A
avaliacfio de um programa deve ser rea-
lizada através de uma recolha sistemati-
cade dados quanto a resultados, curricu-
lo e ensino.

Outros movimentos de reforma en-
volvem programas e projectos que de-
senvolvem materiais para a sala de aula,
assim como para a formacao de profes-
sores. O Projecto de Matemdtica da
Universidade de Chicago (UCSMP), que
comegou em 1983, € um dos mais ex-
tensivos programas deste tipo. E um
ambicioso projecto curricular centrado
no “melhoramento da experiéncia mate-
mdtica escolar do aluno mediano”
(Usiskin, 1988, p.3). Consiste em cinco
componentes cada uma das quais desen-
volvendo actividades especificas: a
Componente de Materiais Basicos estd a
desenvolver materiais para alunos nos
niveis K-3 ; a Componente de Desenvol-
vimento do Professor do Ensino Ele-
mentar estd a elaborar programas para
preparar os professores dos niveis K-6
para amudanga curricular; a Componen-
te Secunddriaestd aescreverum curriculo
matemadtico de 6 anos para os alunos dos
niveis 7-12; a Componente de Desen-
volvimento de Recursos estd a traduzir
materiais de outros paises sobre Educa-
¢do Matemitica e a promover a dissemi-
nacdo de informagéo no estrangeiro; e a
Componente de Avaliacdo estd continu-
amente a examinar a eficdcia das outras
Componentes.

Os livros de texto do UCSMP e ou-
tros materiais curriculares sdo desenvol-
vidos para comunicar aos alunos a ideia
da importincia que a Matemadtica tem
nas suas vidas através da integracéo de
desenvolvimentos recentes da Matem4-
tica com as suas aplicagBes, assim como
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ensinando aos estudantes como utilizar a
Matemitica efectivamente. Os materiais
em desenvolvimento para o nivel basico
e os programas elaborados para formar
professores do ensino elementar sdo
consistentes com aprincipal atencdodada
pelas Normas ao envolvimento dos alu-
nos no processo de aprendizagem atra-
vés da sua participagdo activa. No nivel
secunddrio, os livros de texto tentam
construir conexdes matemadticas entre
novos temas e outros previamente estu-
dados. Os exercicios sdo variados e con-
sistem em aplicagdes.

Através de programas que comega-
ram nos anos 80, encorajados pela
Agenda Para Accdo e pela adopgio do
Framework e das Normas, as reformas
estdo a comegar a emergir nas salas de
aula. Porexemplo, no nivel elementar h4
uma crescente énfase na utilizacdo de
materiais manipuldveis e actividades para
ensinar Matemadtica. Os estudantes t8m
sido confrontados mais frequentemente
com o uso dos computadores. Nos niveis
médios, muitos programas tém salienta-
do a importédncia da Algebra para todos
os alunos. No nivel secundério, a visdo
de um curriculo nuclear, destacada no
Framework desde 1985, tem constituido
uma alternativa aos cursos gerais de Ma-
temdtica tradicionalmente ensinados nos
niveis 9-12. A reestruturacéo de livros
de texto iniciou-se segundo os critérios
do Framework e da possivel adopgdo no
estadoda Califérnia. Com o fmpeto dado
pelas Normas, as reformas discutidas
t&m-se tornado mais difundidas,

Referéncias:
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Pontos de vista,
reaccoes, ideias...

Foi com agrado que comegdmos a receber cartas de leitores de Educacdo e Matemdtica. Reaccdo aos
editoriais apelativos ? Sinal de que a revista comeg¢a a mobilizar e a provocar a participacéo? Afinal, e isso
€ importante para nds, o “feedback” recebido, além de estimulante, pode (deve) ser construtivo. Nesse
sentido iniciamos neste niimero uma sec¢do permanente que incluird cartas, reac¢des a artigos publicados

ou outros textos curtos expressando pontos de vista dos nossos leitores.

O desdfio langado aos leitores, apelando a sua colaboragdo, nos iiltimos niimeros, continua.

“A revista da APM é nossa!”

Do Brasil, escreveu-nos Maria Claire
Ribeiro Pola, professora de Desenho do
Departamento de Matemadtica da Uni-
versidade Estadual de Londrina, Paran4.
Leitora de E. M. desde 1990 e sécia da
APM, Maria Claire manifesta o seu agra-
do pelos nimeros da revista: “... temos
em nossa Universidade um curso de Es-
pecializagio onde ensino Geometria. As
revistas da APM sdo amplamente
divulgadas... Sdo feitos semindrios ba-
seados em artigos da revista, pena que s6
temos os nimeros que eu tenho...” Maria
Claire refere ainda a qualidade dos tra-
balhos de alunos portugueses relativos
as Comemoracdes dos Descobrimentos
eexpostos no Quebec. A sua carta termina
dirigindo-se ao director de E. M. “..,
valeu a pena seu 'puxdo’ de orelhas dos
leitores da Revista da APM. Podemos
continuar o nosso intercimbio se vocé
quiser...”

Nota: A Prof* Maria Claire Pola en-
viou-nos o texto de um curso de Geo-
metria Descritiva da sua autoria, que
pode ser consultado na sede da APM.

A organizacdo como facilitadora
de uma melhor pratica docente

A colega M® Natividade Luz (E.S.
Laranjeiras, Ponta Delgada) escreveu-
nos partilhando algumas reflexdes sobre
formas de organizacdo dos professores,
por grupos disciplinares, que permitam

trabalhar em equipa, troca de experién-
cias e utiliza¢ao de material did4ctico:

*... 1 - No inicio do ano lectivo (de
preferéncia antes do comeco das aulas),
deve fazer-se uma relagdo das vdrias
tarefas que sdo necessdrias realizar, a
nivel do grupo disciplinar...;

2 - Os professores do grupo formam
equipas de trabalho, constituidas nabase
dos interesses e aptiddes comuns...;

3 - Distribuicdo pelas equipas das
tarefas a realizar, de acordo com os inte-
resses de cada uma;

4 - Calendarizacfo, com a data de
conclusdo de cada tarefa e consequente
apresentagdo ao grupo disciplinar...;

5 - Criacdo de um “Laboratério de
Matemadtica” ou “Centro de Recursos
para o ensino da Matemadtica”..., deve-se
providenciar que cada turma tenha pelo
menos uma aula semanal, no referido
Centro...”.

“Sécio n?103”

De Seia, chegou uma carta do colega
Anténio Silva Abrantes. E com “orgu-
lho™ que se tornou sécio da APM desde
a assembleia constituinte de Portalegre,
escreve o colega. Refere-se a importén-
ciaque a APM tem tido para sie descreve
a situagdo no 1° grupo da E.S. de Seia,
porventura semelhante a de muitas esco-
las: “... Parece-me que a sensibilizacio
para amudanca de atitudes dos professo-
res estd a dar resultados, comegam a ver-
se formas diferentes de trabalhar, mas
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reafirmo que me parece ser falta de pro-
fessores de Matemdtica um problema
essencial da Educacdo Matematica.
Em Viseu, comentava-se junto de
um dos postos do bom café Delta (ndo hd
problemas da publicidade) o seguinte:
Damos uma boa nota a um aluno do 12°
ano (porque de facto ele é bom) e dentro
de 5/6 anos ele é economista, engenhei-
ro, médico e ganhard mais dinheiro que
nés. Damos um 10 (talvez como a refor-
ma a veteranos do 12° ano) e no ano
seguinte teremos um aluno em Matemd-
tica ou ... nosso colega. E uma situacdo
real e parece-me que é necessdrio criar
incentivos para que haja boa gente a
ingressar nos cursos de Matemdtica...
Uma outrareflexdo que aqui gostaria
de deixar € sobre a formacédo continua e
acorrida as unidades de crédito. O siste-
ma estard viciado e ndo vai trazer os
efeitos desejados. Para que € que me hei-
de andaramatar aestudar Normas, Polya,
espagos de Banach, quando posso fazer
uns créditos sobre iniciagdo a Informdtica
de que j sei umas coisas e obtenho o que
preciso para progredir na carreira? A
formagdo continia é necessdria mas deve
resultar de necessidades, tendo sempre
em conta a qualidade do ensino. E esta
como se mede? O que € importante para
mim em Seia € 0 mesmo que para a
colega em Massamd? A profundidade
que se d4 as derivadas no 11° ano é a
mesma que se dd em Seia e em Tris-o0s-
Montes? Acho que as coisas andam sem
rei nem roque e vio passar a andar sem
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roque nem rei. E o ensino de sucesso
neste odsis de concertag@o ... jd agora,
demonstramos frequentemente nas nos-
sas aulas que ... a maioria ndo tem sem-
pre razao ... sO uma minoria acerta em
muitas questdes...”

Consideracdes sobre o
“Pense Nisto” do nimero 25

“.A demonstragdo cldssicada propo-
sicdo ‘A soma de dois nlimeros pares €
um nimero par’, mais pormenor, menos
pormenor, poderd ser a seguinte:

Seja x um niimero par qualquer, en-
tdo
(1) IneN:x=2n.

Seja y outro qualquer nimero par, do
mesmo modo
(2) dmeN:y=2m.

De (1) e (2) resulta que
x+y=2n+2m=2(n+m)de onde se
conclui que x + y € par, porque

JpeN:x+y=2p (p=n+m)
c.q.d.
Tudo isto teve como base a boa e

velha defini¢io:

“x diz-se niimero par se e s6 se existir
um nimero natural z tal que x =2n"

Como N é um conjunto numerdvel, a
representacgio pictérica de qualquer nd-
mero natural € bastante acessivel desde
muito cedo:

I

21> ee

3 H ase

41> eeee  etc.

Dai também que a intui¢do de nlime-
ro natural par se processe de forma paci-
fica. Dizemos que um nimero é par se 0s
seus “dtomos” puderem ser dispostos
rectangularmente seguindo uma malha
2x...

8 '—) ' LL L L]

45 o0 (> eee

21> o

ou atendendo a propriedade comutativa

do produto 2x ... = ... X2
2b> o0 4pree G B e

LL]
Assim sendo a demonstracéo preten-
dida parece-nos aceitdvel ainda que sali-
entemos dois pormenores:
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1 - E conveniente salientar bem a
diferenca entre as proposi¢des
(p,)— “A soma de dois pares ¢ um par”
( p,)— A somade quaisquer pares € um
par”.

p, = p, apenas por argumentagdo
16gica mas ndo € imediato que p; = p,.
Nem sempre isto € claro para os alunos.
Em Matemdtica muitas vezes deslei-
xamo-nos em relag@o ao uso dos artigos
o\a\os\as\ e um\umas\uns\umas. Aten-
dendo a esta observacdo apenas ficou
provado que 6+8=8+6=14 e que sendo 6
e 8 nimeros pares também o € 14, isto €,
asuasoma. O alunoterd de entender com
seguranga que o processo funciona com
quaisquer outros nimeros, embora a sua
demonstragdo “pictdrica” ofereca sérias
dificuldades a partir de certa altura. Serd
que, com o processo utilizado pelo alu-
no, alguém se convenceria que
2013546+7150774 € um ndmero par?
Oumesmo que qualquerumadas parcelas
é um nimero par?

2 - A demonstracdo pictorica € itil e
intuitiva em N, talvez o seja ainda em
N, mas em Z poderd oferecer resist€n-

cias insuspeitadas. Em N bastard dizer
que 0= .., i. e, 0 ndo tem dtomos. Em
termos de malha 2x... temos uma
abstragdo que nem sempre € bem sucedi-
da. Muitas vezes o aluno fica comaideia
que o zero € par por convengao.

Em conclusdo, dirfamos que, para
um aluno do 10° ano, s6 seria aceitdvel
esta demonstragido como ponto de parti-
da para um raciocinio “mais forte”. Este
tipo de questdes arrasta consigo um pro-
blema mais vasto a que poderiamos cha-
mar “‘o salto para o infinito”. A generali-
zac¢do demasiado ousada a partir de al-
guns casos particulares, para uma verda-
de totalizante, deve ser muito cautelosa-
mente abordada pelos professores de Ma-
temdtica ...”.

Alberto Martins Teixeira

Nota da Redac¢do: A Redacgio reser-
va-se o direito de editar as cartas e
outros pequenos textos recebidos, de
modo a tornar comportdvel a inclusao
de todas as contribui¢des recebidas, no
espago disponivel.

i B

Gralhas

Notltimo mimero de Educacdo e
Matemdtica surgiu um elevado nd-
mero de gralhas que alastraram como
um virus. Pelo facto pedimos descul-
pa aos nossos leitores e aos autores
dos artigos, 0s quais nfo sdo respon-
sdveis pelas gralhas ocorridas.

Em particular, os colegas José A.
Fernandes e Concei¢io Almeida en-
viaram-nos uma amavel carta em que
se ddo conta das numerosas gralhas
que apareceram no seu artigo “Vanta-
gens pedagoégicas da perspectiva
frequencista de probabilidade™ e nos
pedem que publiqguemos um texto
corrigindo as gralhas que podem

| afectar uma correcta leitura do artigo.
Segue-se um extracto desse texto:

*ao longo de todo o texto, nas expres-

sdes simbdlicas onde aparece o sim-
bolo », devia aparecer o sinal U.
Assim, por exemplo, onde se 1€
P({F}»{ V}) =
deve ler-se
P({Fru{v})=1;

na pagina 29 e a propésito de “O

| ponto de vista frequencista e as outras

perspectivas”, onde se 18

@D =1F, V}
deve ler-se
Q={FV}

e onde se 1é
f(A»B) = f(A) + f(B) —
— P(A)+ P(B),

B é incompativel com A,
deve ler-se

f(Au B) = f(A)+ f(B) -
— P(AuU B) = P(A) + P(B),
B € incompativel com A.”

Estamos a tentar melhorar os pro-
cessos de revisdo dos artigos de modo
a reduzir a0 minimo a ocorréncia de

tais falhas.

A Redacgdo
i
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wes APM

Uma nova
publicacao da APM!

Estatistica | Estatl'stica

no

no 3° Ciclo

Ensino Basico

do Ensino Basico

traduciio de Anténio Borralho da obra
Curso inicial de Estadistica en el Bachillerato
Grupo Azarquiel

“(...) A Estatistica é, quicd. a parte da Matemdtica que
se utiliza com mais frequéncia nas Ciéncias Sociais e
Naturais, com uma presenga continua e crescente nas
informagdes dos meios de comunicacio.

Isto torna-a num tema idéneo para ser tratado de
forma interdisciplinar com outras matérias tais como
Geografia, Fisica, Linguas, etc.. como se pode observar
em algumas actividades que se propoem neste livro.”

in Extatisticn e 3 Cielo o Ensine Beisice, APM, 1993

A venda na Sede da APM.

Prego: 1000300 (ndo sécios 1300$00).

Caso pretenda que esta publicacdo the seja enviada pelo
correio deverd enviar-nos em cheque, ou vale postal, em
nonie da APM. a quantia de 1200800 (se ndo for sécio
deverd enviar-nos 1560800).
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