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Um novo rosto para Educagéo e Matematica

Com este niimero iniciamos um processo de transformagédo da nossa revista, em miiltiplos aspectos. Nas
Giltimas reunides a redacgdo encetou uma reflexdo critica sobre as vdrias facetas do funcionamento da
revista, e comegou a questionar a formulagio grifica, a extensdo e tipo de artigos, o nivel de colaboragio
dos leitores nos materiais publicados e na vida da revista em geral, a frequéncia dos niimeros teméticos, etc.
Reconhecendo-se que a revista tem mantido, ao longo dos seus cinco anos de vida, uma boa qualidade,
parece no entanto ser chegada a altura de dar passos mais decisivos no sentido de aproximd-la mais dos seus
leitores, quebrando um estilo porventura demasiado formal. Pretende a redac¢@o que desde jd os leitores
de Educagdo e Matemdtica participem activamente neste processo de mudanga, pelo que submetemos a sua
apreciagdo um novo rosto da revista. Ficard a redacgdo atenta a todas as observagdes e reacgdes dos leitores,
tanto sobre o aspecto grafico como sobre as outras questdes a que nos referimos acima.

A redac¢ao

Sobre o préximo numero

O nimero 16 da revista estd ja bastante adiantado, e esperamos que saia dentro de dois meses, procurando assim que até ao
fim do ano consigamos recuperar o actual atraso. Nesse niimero poderd ler, entre outros, os seguintes artigos:

» Fungdes dos problemas no processo de ensinolaprendizagem da Matemdtica, de Anténio Borralho

» Fungées "escondidas”, de Cristina Lourciro ¢ Maria José Oliveira

* Calculadoras grdficas — mais um desafio para renovar os curriculos de Malemauca de Graciosa Veloso

* Os alicerces do pensamento algébrico, de Leonor Moreira

* MVT-CP: Outra forma de, a brincar, descobrir a Matemdtica, de Maria de Lourdes Ventura ¢ Margarida Junqueira

= Fungoes periddicas na Folha de Cdlculo, de Susana Carreira

Rectificando

ON?13 de “Educagio e Matemdtica” incluiu um artigo da responsabilidade de J. David Vieira, no qual foi omitido, por lapso,
o subtitulo: “Manuais de Matematica do 12 ano”; a este subtitulo devera reportar-se a nota referenmada por (*), que no texto
publicado apareceu subordinada ao titulo: “Manuais escolares no Ensino Primario”.

No N°14, pagina 21, o artigo intitulado “Transito, casa e logica” de Arsénio Coelho, inclui na linha 24: “... a circulagio
correcta do trinsito € a=b”; trata-se de uma incorrec¢fio, jd que deveria antes constar: ““...a circulagfo correcta do transito ¢ a=~b”.

A capa deste numero

Os grificos incluidos foram primeiramente obtidos por meio do programa Mathematica, onde, depois de definida a fungfio f(x)=sen(x-1)?
foram calculadas a primeira e segunda derivadas de f, e pedidos os trés graficos (f, f e f") e em seguida os trés gréficos sobrepostos. Os gréficos
foram depois gravados no formato Encapsulated Postscript, o que significa que, quando posteriormente forem impressos numa laser, o que é
enviado para a impressora sao as férmulas matematicas e nio os préprios gréficos. Desta forma obtém-se a melhor qualidade possivel na
impressio de gréficos. O quadriculado foi desenhado directamente no PageMaker, com linhas de espessura "hairline” (0.25 pontos). Depois
os grificos e o texto foram importados para a mesma pagina e sobrepostos A quadricula. Finalmente foi feita uma separago relativa as duas
cores, amarelo e vermelho, para envio & tipografia.
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Napeugadade Galileu

Leonor Moreira

Poder-se-ia dizer que, depois de um nimero centrado nas aplicag6es mateméticas
(n® 12), nada mais natural que publicar um outro especialmente dedicado as relagdes
funcionais. De facto, estas permeiam as mais diversas esferas da vida (social,
biolégica, fisica...) — os prémios de seguros variam com a idade do segurado, o
crescimento de uma colénia de focas varia com a abundincia de alimentagéo, a
pressdo atmosférica varia com a altitude — sendo a ideia de fungdo tanto mais
poderosa quanto a mesma expressdo analitica pode descrever uma multiplicidade de
fenémenos diferentes.

Mas se a ideia de fungfio é poderosa na modelaggo do real, ela ndo € menos
importante no mbito exclusivo da prépria matematica, constituindo uma ferramenta
para representar ¢ interpretar situagdes matematicas que envolvam relagdes entre
quantidades.

Até meados do século XVII, os cientistas (se é que a designacdo € adequada!)!
tentavam identificar a causa, explicar o porqué dos fenémenos. Galileu foi mais
longe — procurou entender o como dos fenémenos; identificava as varidveis
presentes numa situagio e procurava, incessantemente, provaveis relagdes entre elas.
Nascia, assim, a ideia de fun¢fio, muito embora o termo tenha sido utilizado, em
primeira mao, por Descartes. :

Nio ¢ possivel compreender tudo o que se passa & nossa volta, dada a grande
variedade e complexidade dos fendmenos que nos cercam. Mas devemos fazer
esforgo para isso! Nio € essa, afinal, a atitude natural das criangas que nos deixam
embaragados, quando nos colocam questdes do tipo “como € que...?”.

Infelizmente, hd uma forte tendéncia para adiar as respostas a estas questoes. Ndo
porque as criangas ndo possam entender a resposta quando adequada, mas porque,
alicercando argumentos numa Iégica do saber ja construido, achamos que hd uma
série de conhecimentos prévios a adquirir e, quando, finalmente, consideramos o
momento oportuno, fazemos uma abordagem do assunto de uma forma (o abstracta
e tao formal que, para além de desinteressante, dificilmente se percebe a sua relagdo
com a realidade que nos cerca. Mas também, a esta altura dos acontecimentos, 0s
alunos ji ndo esperam, de nds, respostas para nada; cansados que estdo de ouvirem
“aprenderds isso mais tarde”.

Isto para dizer que o estudo formal das fung¢Ges qué ocorre no Ensino Secunddrio
deveria ser uma extensdo natural das experiéncias informais vividas pelos alunos
desde os primeiros anos de escolaridade.

Procuraremos, com este niimero, apresentar diversas abordagens, tedricas e
priticas, deste tema, ¢ também dar exemplos de actividades a propor a alunos dos
diferentes niveis etdrios, desde as que proporcionam a construg¢do intuitiva do
conceito de fungdio, até as que, utilizando as novas tecnologias, permitem explo-
ragdes que o simples papel e 14pis jamais proporcionariam.

1. Na verdade o termo pode pecar por omissdo, dado que o ambito dos interesses e dos
trabalhos a que se dedicavam néo se restringia a uma érea especifica, como agora acontece.
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Calculadoras na Educacao
Matematica

2* edigdio, Novembro de 1990, 151 pp.
700800 (sécios 500$00)

O computador na aula de
Matematica

2* edi¢io, Agosto de 1988, 73 pp.
400800 (s6cios 280$00)
Cronologia Recente do Ensino da
Matematica

3% edigdo, Setembro de 1989, 94 pp.
520$00 (s6cios 360$00)

O Geoplano na Sala de Aula

1* edigdo, Agosto de 1988, 276 pp.
1175%$00 (s6cios 825%00)

Jogos, Enigmas e Problemas

2* edicdo, Julho de 1988, 48 pp.
280800 (sécios 200$00)

Mais Jogos, Mais Enigmas, Mais
Problemas

1? edigdo, Setembro de 1989, 64 pp.
290800 (sécios 200$00)

A Matematica na Vida das Abelhas
2% edicdo, Julho de 1988, 80 pp.
400800 (sécios 280800)

A Natureza da Matematica

1# edicdo, Setembro de 1988,75 pp.
570800 (sécios 400$00)

O Problema da Semana

42 edigdo, Julho de 1988, 86pp.
520800 (sécios 360$00)
PROFMAT n® 4

1* edigao, Janeiro 1989, 269 pp.
820300 (s6cios 580$00)
Renovacao do Curriculo de

Publicacdes APM

Coleccao de POSTAIS
(com problemas)
16 postais

850$00 (sdcms 600$00)

ROFMAT
ac fu’,\.

PROF MAT n‘S

1* edigdo, Setembro 1990, 493 pp.
2000300 (sécios 1400$00)

Publicacoes — Envio pelo Correio

Envie fotocpia da ficha, juntamente com um cheque ou vale postal em nome
de Associacio de Professores de Matematica e no valor total calculado, para:

Associag¢io de Professores de Matemdtica
Faculdade de Ciéncias de Lisboa
Av. 24 de Julho, 134, 42, 1300 Lisboa

ﬂ\

S Y,
Viagem de Ida e Volta Educacio e Matemétlca

1% edicdo, Agosto de 1988, 56 pp. n°l an%

400$00 (sécios 280$00) 200800

DIA-A-DIA COM A n%7 an®12

MATEMATICA 250800

Agenda do Professor 1990/1991 n°13 e seguintes

1% edigdo, Julho 1990, 144 pp. 400800

Matematica. 530800 (sdcios 380$00) Nota: Alguns niimeros estio esgotados
3* edigdo, Abril de 1990, 112 pp. Jogo “MAGIC STONE”, e sio vendidos a0 mesmo prego em
570%$00 (socios 400300) 350800 fotocopias.
Titulos N°de Ex. | Preco Unitério (*) Custo
Sécioda APM [ | N°| | Assinatura Subtotal
Nio Sécio [ | Portes do Correio (20 %)
Nome Valor Total
Morada |Para uso da APM | Pedido recebidoem...............
C.r Assinatura Enviado em
Prla o DetiBN b o s et ot S e e L S U NI e R

(*) As publicacdes da APM tém custos unitdrios diferentes para sécnos e nfo sécios da APM.
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O conceitodefuncaonocurriculo

Neste artigo
apresentam-se alguns
dos aspectos mais
salientes da historia e
da natureza do
conceito de funcao,
bem como das suas
ligacOes com as
outras ciéncias e da
sua utiliza¢ao para o
estudo de situagoes
da realidade. O
problema do seu
enquadramento
didéactico €
equacionado em
termos da natureza e
generalidade do
conceito, das suas
formas de
representacdo e do
tipo de actividades a
desenvolver pelos
alunos, discutindo-se
ainda as implicagdes
derivadas da
moderna tecnologia.

1990

Diversos ramos da Matematica li-
dam directa ou indirectamente com
fungdes: na Andlise Infinitesimal con-
sideram-se fungdes de uma, duas, trésou
n varidveis, estudando-se as suas pro-
priedades bem como as das suas deri-
vadas; nas teorias de equagoes diferen-
ciais ¢ integrais procura-se resolver
equagdes cujas solugdes sdo fungbes; na
Analise Funcional trabalha-se com es-
pagos cujos objectos sdo fungdes; na
Analise Numérica estudam-se os proces-
sos de controlar os erros na avaliagdo de
fungdes dos mais diversos tipos, etc. Ou-
tros ramos da Matemitica tratam de perto
com conceitos que constituem generali-
zagoes desta nogio. Assim, na Algebra
consideram-se operagdes e relagdes, na
Légicaestudam-seas fungbesrecursivas.

A origem da nocéo de funcéo

O conceito de fungfo € justamente
considerado um dos mais importantes de
toda a Matematica. O ponto, a recta € 0
plano eram os elementos de base da
Geometria Euclideana, a teoria domi-
nante desde o tempo dos Gregos até a
Idade Modema. As nogGes de fungfo e
derivada constituem a partir de entdo o
fundamento do Calculo Infinitesimal, a
nova teoria que acabou por se revelar
capital no desenvolvimento da
Matemadtica contemporanea.

Nio se trata portanto de uma nogdo
muito antiga. E verdade que aspectos
muito simples deste conceito podem ser
encontrados em épocas anteriores (eles
ja estdio presentes, por exemplo, na mais
elementar operagdo de contagem). E
também um facto que alguns percursores
se aproximaram da sua formulagdo mo-
derna. Mas o seu surgimento como con-
ceito claramente individualizado e como

de Matematica

Jodo Pedro da Ponte

objecto de estudo corrente em
Matemdtica remonta apenas aos finais
do Século XVIL.

A origem da nogdo de fungdo con-
funde-se assim com os primdrdios do
CalculoInfinitesimal. Ela surgiade forma
um tanto confusa nos “fluentes” e
“fluxdes” de Newton (1642-1727). Este
autor também usou os termos “relata
quantitas” para designar varidvel de-
pendente e “genita” para designar uma
quantidade obtida a partir de outras por
intermédio das quatro operagdes aritméti-
cas fundamentais.

Foi Leibniz (1646-1716) quem pri-
meiro usou o termo “fun¢do” (em 1673),
mas ainda apenas para designar, em ter-
mos muito gerais, a dependéncia duma
curva de quantidades geométricas como
assubtangentes e subnormais. Introduziu
igualmente a terminologia de “cons-
tante”, “varidvel” e “pardmetro”.

Com o desenvolvimento do estudo
de curvas por meios algébricos, tomou-
-se indispensdvel um termo para repre-
sentar quantidades dependentes de
alguma varidvel por meio duma ex-
pressdo analitica. Com esse propdsito, a
palavra “fun¢do” foi adoptada na corres-
pondénciatrocadaentre 1694 e 1698 por
Leibniz e Jodo Bernoulli (1667-1748).

O termo “fun¢do” ndo apareciaainda
num Iéxicomatematico surgidoem 1716.
Mas dois anos mais tarde Jodo Bernoulli
publicou um artigo, que viriaa ter grande
divulgacio, contendo a sua defini¢do de
fungdo de uma certa varidvel como uma
quantidade que € composta de qualquer
forma dessa varidvel e constantes. Um
retoque final nesta definigdo viria a ser
dado em 1748 por Euler (1707-1783) —
um antigo aluno de Bernoulli — substi-
tuindo o termo “quantidade” por “ex-
pressdo analitica”.
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A nogdo de fungdo era assim identi-
ficada na pritica com a de expressiio
analitica, situag¢fo que haveria de vigorar
pelos Séculos XVIII e XIX, apesar de
cedo se perceber que conduzia a diversas
incoeréncias e limitagoes (de facto, uma
mesma fungio pode serrepresentada por
diversas expressdes analiticas diferen-
tes!).

Esta nog¢fo, associada as nogoes de
continuidade e de desenvolvimento em
série, conheceu sucessivas ampliagdes e
clarifica¢Ges, que lhe alteraram profun-
damente a sua natureza e significado.

Um dos momentos mais marcantcs
desta evolugio resultou dos trabalhos de
Fourier (1768-1830), que s¢ ocupava
dos problemas da condugdo do calor nos
objectos materiais, considerando a tem-
peratura de um corpo como uma fungio
de duas varidveis, o tempo € 0 espago.
Fourier conjecturou a certa altura que
para qualquer fungdo seriapossivel obter
um desenvolvimento em série trigono-
méfrica, num intervalo apropriado, mas
ndo deu uma prova matematica dessa
afirmagdo. O problema viria a ser
retomado por Dirichlet (1805-1859), que
formulou as condigodes suficientes para
representabilidade duma fung¢éio poruma
série de Fourier. Dirichlet separou entio
o conceito de fung¢do da sua represen-
tacdo analitica, formulando-o em termos
de correspondéncia arbitréria entre con-
juntos numéricos (em 1837). Uma fungdo
seriasimplesmente umacorrespondéncia
entre duas varidveis, tal que a todo o
valor da varidvel independente se asso-
cia um e um s6 valor da varidvel de-
pendente.

Finalmente, com o desenvolvimento
da teoria dos conjuntos, iniciada por
Cantor (1845-1918), a nogiio de fungdo
acabaria por ser estendida ja no Século
XX de forma a incluir tudo o que fossem
correspondéncias arbitririas entre quais-
quer conjuntos, numéricos ou nao.

Trata-se de uma evolugdo que ainda
nio parou. Da nogdo de correpondéncia
passou-se a nogdo de relagdo. Um paren-
te préximo da ideia de fungfo constitui
um conceito primitivo da Teoria das
Categorias. Na Teoria da Computabili-
dade (por exemplo, no Céalculo-A), en-
cara-se uma fun¢fdo ja ndo como uma

relagdo mas como uma regra de célculo.

Comecando por designar corres-
pondéncias entre objectos de natureza
geométrica, a ideia de fun¢io impds-se
através da sua associagdo ao estudo das
expressoes analiticas, ideia que se viriaa
revelar extremamente fecunda (e que
continua na pratica a impregnar a nossa
linguagem actual). Ao indicar o papel
histérico da fase em que a nogdo de
fungdo esteve na praticaconfundidacom

a de expressdo analitica, o matemdtico
soviético Youschkeviich (1976) comen-
tou:

“Foi o método analitico de introduzir
fungdes que revolucionou a
Matemitica e, por causa da sua ex-
traordindria eficiéncia, reservou um
lugar central para a nog¢io de fungio
em todas as ciéncias exactas.”

y=sen(t+1) e de y=sen(t+2).

J4 existem virios programas de computador que permitem sobrepor grificos de
duas oumais fungdes, o que facilita, por exemplo, o estudo da influéncia dos vérios pardme-
tros numa familia de fung¢des. Os graficos desta figura representam fungSes da familia
y=asen(wt+b). Em A) podem ver-se os grificos de y=sen(t), y=2sen(t) e y=3sen(t), em B)
os de y=sen(t), y=sen(2t) e y=sen(3t), e em C) representdmos os grificos de y=sen(t),

/
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A nogéo de funcédo e a realidade
fisica

A nog¢io de fun¢do ndo apareceu por
acaso na Matematica. Ela surgiu, como
tdo bem mostrou Bento Caraga (1951),
como 0 instrumento matematico indis-
pensével para o estudo quantitativo dos
fenémenosnaturais, iniciado por Galileu
(1564-1642) e Kepler (1571-1630). O
seu desenvolvimento apoiou-s¢ nas
possibilidades expressivas proporciona-
das pela criagdo da moderna notagio
algébricapor Viete (1540-1603), e, muito
em especial, da Geometria Analitica, por
Descartes (1596-1650) ¢ Fermat (1601-
-1665).

Reagindo as tradi¢es verbalistas ¢
redundantes da escoldstica medieval,
Galileu sublinhava ser a Matematica a

‘linguagem apropriada para estudar a
natureza. Era preciso medir grandezas,
identificar regularidadese obterrelagoes
que tivessem tanto quanto possivel uma
descri¢do matemadtica simples. O estudo
do movimento da queda dos graves, do
movimento dos planetas, e em geral, dos
movimentos curvilineos, conduziram 2
necessidade de considerar as fungGes de
proporcionalidadedirectae inversa, bem
como as fungdes polinomiais (incluindo
as conicas) e as trigonométricas.

A Matemitica e a Fisica estavam
nesta altura estreitamente ligadas entre
si. Um dos maiores matematicos de to-
dos os tempos, Newton, seria simulta-
neamente um fisico proeminente. Mui-
tos outros matematicos como Bernoulli,
Euler, Lagrange, Fourier manifestaram
igualmente grande interesse por proble-
mas de ordem fisica.

As fungbes sdo instrumentos por
exceléncia para estudar problemas dec
variagio. Uma dada grandeza pode vari-
ar no tempo, variar no espago, variar
segundo outras grandezas, ¢ mesmo
variar simultaneamente em diversas
dimensdes. Essa variagfo pode ser mais
rdpida ou mais lenta, pode desaparecer
de todo, pode, em suma, obedecer as
mais diversas leis ou constrangimentos.

Por exemplo, uma das descobertas
mais extraordinrias de Newton, € que a
lei de movimento de um corpo (em no-
tag@io moderna, dada pela fungiio e(t) —

oespaco variando com o tempo) ndo tem
umarelagio directacom a forca aplicada
nesse corpo. Essa relagio também nido
existe para a lei da velocidade (dada por
v(t), em que v € a fungdo derivada de e,
de/dt). Mas, no entanto, tal relagio e-
xiste para a aceleracdo do corpo (dada
por a(t), a fungdo segunda derivada, dv/
dt), ¢ ¢ expressa por uma lei extrema-
mente simples: f=ma!

A nogdo de fungfo estd assim asso-
ciada na sua origem & nog¢do de lei natu-
ral. A ideiade “regularidade” eraum dos
seus elementos constitutivos mais deter-
minante.

Na verdade, podemos considerar trés
elementos essenciais na formagfo do
primitivo conceito de fungfo:

(a) anotacdo algébrica, portadora de
importantes factores comoasimplicidade
e o rigor, permitindo a manipulagdo de
expressoes analiticas condensando uma
grande quantidade de informagao;

(b) a representagfo geométrica, pro-
porcionando uma base intuitiva funda-
mental (de que é exemplo a associagio
das no¢des de tangente a uma curva e de
derivada duma fungao);

(c) a ligagdo com os problemas con-
cretos do mundo fisico, associada a ideia
de regularidade, que forneceu a moti-
vagio ¢ o impulso fundamental do es-
tudo.

O conceito de fungio acabaria por
seguir uma evolugio propria, afastando-
-se destes trés elementos. Comegaram a
considerar-se fungdes as quais ndo cor-
responde qualquer expressdo analitica,
que ndo sdo susceptiveis de represen-
tagdo gecométrica simples, e que nfio Bm
qualquerrela¢do com problemas concre-
tos do mundo fisico.

Essa evoluc¢do viveu os seus mo-
mentos de dramatismo — recordemos o
horror provocado pelas “fun¢des-mons-
tros”, como as fungdes continuas sem
derivada em nenhum ponto, que pare-
ciam ndo ter outro propdsito sendo rou-
bar aos matemadticos a confianga nos
seusraciocinios. Tal evolugio teve como
pano de fundo a procura de coeréncia e
generalidade, mas ndo deixou de estar
fortemente associada ao estudo de
questOes matemadticas significativas e
interessantes.

/

A nocdo de funcéo e os novos
desenvolvimentos da
Matematica

A Matemdticahoje em dia ja ndo estd
vinculada de forma tdo exclusiva como
no passado as ciéncias fisicas. Ela viu
desdobrarem-se os seus dominios de
aplicagio, servindo igualmente de ins-
trumento para o estudo de fendmenos e
situagdes das ciéncias da vida, das
ciéncias humanas e sociais, da gestiio, da
comunicacio, daengenhariaedatecnolo-
gia, constituindo um meio de descrigdo,
explicagdo, previsdo ¢ controlo.

Estaaplicagdoda Matematicaasdreas
mais diversas é feita essencialmente
através da nogdo de modelo. Um modelo
matemdatico constitui uma representagio
duma dada situagdo, através de objectos,
relagdes e estruturas com que se procura
descrever os elementos considerados
fundamentais dessa situagdo, a0 mesmo
tempo que se ignoram deliberadamente
os elementos tidos como secunddrios.
Um modclo matemdtico pode ter diver-
sas formas, mas usualmente é consti-
tuido por varidveis, relagoes entre essas
varidveis, e as respectivas taxas de va-
riagdo.

O processo de construgdo de um
modelo matemético envolve diversas
etapas, podendo ser necessdrios vdrios
ciclos de aperfeicoamento sucessivo até
se obter uma descricdo satifatéria da
situagdo em causa. De acordo com Niss
(1987), as seguintes actividades consti-
tuem parte integrante deste processo: (a)
identificar os elementos da situagio que
se pretende estudar; (b) selecionar os
objectos, relagdes, etc., relevantes para
este fim; (c) idealizéd-los de forma apro-
priada para uma representagio
matemdtica; (d) escolher um universo
matemdtico para servir de base ao mo-
delo; (e) efectuar uma translagdo da si-
tuagfio para este universo; (f) estabelecer
relagdes matemdticas entre os objectos
traduzidos, acompanhados por hipéteses
e propriedades; (g) usar métodos
matemadticos para obter novos resultados
e conclusdes relativos ao modelo; (h)
interpretar estes resultados e conclusdes
noquadro dasituagdo original; (i) avaliar
o modelo confrontando-o com a reali-
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dade (com dados observados ou previs-
tos), comparando-o com outros modelos
e/ou relacionando-o com conhecimen-
tos tedricos; e (j) construindo, se ne-
cessdrio, um modelo novo ou modifi-
cado.

Entre os modelos matematicos mais
frequentes contam-se os sistemas dinami-
cos. Nestes, as varidveis fundamentais
que indicam o estado do sistema repre-
sentam quantidades que podem aumen-
tar ou diminuir (‘“acumulagdes”), tais
como a distincia a origem, a massa, a
energiacinética, o volume de um liquido,
o nimero de organismos vivos, efc.
Equagdes envolvendo as taxas de va-
riagdo destas quantidades regem a sua
mudanga no tempo.

Mas os modelos podem ser de outros
tipos. Nos modelos de distribuigao es-
pacial estuda-se como diversos objectos
ou quantidades se posicionam e movem
no espago. Nos modelos probabilisticos
discretos temos uma série de aconteci-
mentos ocorrendo no tempo, de acordo
com determinadas fung¢des de probabili-
dade. Em qualquer dos casos € sempre de
grande interesse estudar os efeitos dos
diversos pardmetros que influem na si-
tuagdo, o que se faz de forma tanto mais
eficiente quanto mais proximo se esti de
estabelecer uma relagdo funcional entre
cada um deles e as varidveis fundamen-
tais do modelo.

A nogdo de fungdo € por isso de
importéincia central na concepgo € no
estudo de modelos, qualquer que seja a
sua natureza, continuando por isso a ser
uma nogdo-chave na Matemdtica actual.

As fung¢des no curriculo de
Matematica

J4 no inicio do Século XX, Felix
Klein (1908-1945) argumentava que a
nogdo de fungdo devia estar presente em
todo o ensino da Matemdtica, a nivel
secunddrio. No entanto, ¢ apesar da sua
importincia nunca ter sido posta em
causa, as fungdes tém tido por vezes um
lugar subordinado e modesto nos curricu-
los de Matemitica.

O papel curricular do conceito de
fungdo pode ser visto tendo em conta trés
aspectos essenciais: (a) a natureza mais

algébrica ou mais funcional da abor-
dagem, (b) a generalidade do conceito, e
(c) a sua aplicagdo a problemas ¢ si-
tuagdes da vida real e de outras ciéncias.

De facto, hd duas formas distintas de
conceber o estudo da 4lgebra elementar.
Numa, a prioridade € dada as equagdes e
expressdes designatdrias. Noutra, a pri-
oridade é dada a nogdo de fungo € A sua
representacdo grafica. Aparentemente,
pouco divergem. Através de ambas se di
praticamente a mesma maiéria. Mas a
verdade é que se tratam de caminhos
muito distintos, privilegiando o primeiro
os aspectos simbdlicos e formais € o
segundo os aspectos intuitivos e relacio-
nais.

QOutra questdo importante tem a ver
com a maior ou menor generalidade da
defini¢do que se adopta e, muito espe-
cialmente, com que se trabalha (na ver-
dade, estas nem sempre coincidem!).
Privilegiam-se as fungdes numéricas ou
procura-se fazer uma abordagem em
termos mais gerais, envolvendo corres-
pondéncias entre elementos dos mais
diversos conjuntos?

Em Portugal, nfio se chegou a cair
nos exageros cometidos noutros paises,
nomeadamente no periodo da chamada
“Matemdtica Moderna”, Houve bom
senso suficiente para nunca se adoptar
defini¢des no estilo bourbakista “uma
fungdo é um conjunto de pares ordena-
dos”. O estudo das proporcionalidades
directa ¢ inversa manieve-se sempre nos
programas, bem como o das fungdes
quadraticas e trigonométricas.

Mas se entre nds as orientagdes segui-
das se podem caracterizar pela mo-
deragdo, o certo € que se tém inclinado
sempre mais para a consideragdo do
aspecto algébricoeaprocuradumaampla
generalidade. Saodissoexemploaforma
insistente como se valorizam nogdes
como injectividade e sobrejectividade, e
a importincia que se d4 a temas como a
composi¢io de fungdes, cujo tratamento,
a mingua de aplicagGes interessantes, se
torna profundamente magador. Trata-se
de nogdes sem diivida importantes, mas
introduzidas duma forma prematura e
imprépria, sem se ter em conta se 0s
alunos estio ou nfio em condi¢bes de
delas poderem tirar o desejdvel proveito.

/

A preocupagio em introduzir muita
terminologia abstracta, que nunca chega
a ser usada de forma significativa, ¢ uma
tentagdo frequente dos programas, nao
s6 portugueses mas também de outros
paises. Eventualmente ela satisfaz o
sentido estético dos seus autores, que
mostram assim saber bastante
Matemdética. Mas, se essa terminologia
ndo constitui uma ferramenta pratica para
lidar com situagGes interessantes —
exteriores ou interiores 8 Matemdtica —
ela constitiu um vocabuldrio que mera-
menie se memoriza sem s¢ compreender
nem valorizar.

Num aspecto a tradi¢do portuguesa
no ensino das fungées tem sido particu-
larmente pobre: na dificuldade em dar
um lugar de relevo a ligagdo da
Matemdtica com a realidade. Tem pre-
valecido a ideia de que nesta disciplina o
que é preciso é que os alunos aprendam
as técnicas e os algoritmos, ficandoa sua
aplicagdo as diversas situagdes exclu-
sivamente a seu cargo ou, quando muito,
ao cuidado dos professores das outras
matérias.

De nada serviu o esforgo de José
Sebastido e Silva (1964a, 1964b), que
nos seus “textos piloto” e “guias” discu-
tia cm profundidade numerosos exem-
plos e salientava a importancia didéctica
das aplicagdes. As suas recomendagdes
nio foram minimamente tidas em conta
nos programas posteriores. O reconheci-
mento de que a capacidade dos alunos
aplicarem os conceitos adquiridos € 1o
ou mais dificil de adquirir quanto os
préprios conceitos, € que 0s dois proces-
sos devem seguir a par e passo, leva a
concluir que estamos perante um dos
aspectos mais negativos das nossas ori-
entagdes curriculares.

E possivelintroduziraideiade fungdo
como relagdo bindria logo na Escola
Priméria. Isto tem sido tentado duma
variedade de maneiras. Uma delas, é
através de diagramas sagitais. Os con-
juntos em causa raramente excedem os
trés ou quatro elementos. O que € preciso
saber é que de cada elemento do dominio
sai uma e uma tnica seta, Outra, é a
conhecida ideia da “mdiquina de trans-
formagio™: um objecto é introduzido por
um lado, originando que algo saia pelo
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extremo oposto. Em qualquer das for-
mas ndo ¢ dificil de apresentar as op-
eragdes aritméticas usuais nos niimeros
inteiros e a sua composicdo. Podem-se
calcular imagens de ndmeros dados,
nimeros que tém dadas imagens, ¢ até
procurar adivinhar as regras de transfor-
magdo. Mas estas classes de fungdes ndo
possuem quaisquer aplicagtes significa-
tivas nem propriedades interessantes.
Trata-se apenas de versdes fortemente
trivializadas de um conceito matematico.

O problema da trivializago no tem
solugdo fécil. Ele tem de ser enfrentado
qualquer que scja a abordagem. E um
problema muito sério porque fornece
aos alunos uma imagem distorcida da
Matemadtica. No passado traduzia-se por
proporcionar um contacto limitadoa uma
classe muito restrita das funges: as
algébricas e as transcendentes, um
pequeno subconjunto das fungdes
continuas. De facto, na sua maioria tra-
tava-se mesmo de fung¢des analiticas,
embora isso ndo chegasse a ser explo-
rado.

Enquanto na abordagem algébrica a
principal restricdo tem a ver com a
natureza do dominio (que € discreto,
finito, e normalmente se restringe a um
pequeno nimero de elementos), classi-
camente ela dizia respeito a natureza da
relagdo funcional. Mas a organizagio
classica correspondia a um melhor
compromisso entre a generalidade e a
simplificagdo. Permitia seguir um
processo de generalizagdes sucessivas,
ao contrdrio da abordagem algébrica,
cujo unico mérito é fornecer desde o
principio um quadro muito geral donde
podemos partir paraconceitos maisrestri-
tos por.um processo de sucessivas par-
ticularizagdes. E, o que é fundamental, é
mais ficil encontrar aplicacdes e fazer
um estudo conduzindo a propriedades
interessantes para as fun¢des numéricas
cldssicas do que para as relagdes bindrias
com uma condicio de univocidade.

J4 14 vai o tempo em que 0 objectivo
tltimo de qualquer programa inovador
em Matemdtica era introduzir os con-
ceitos mais abstractos tio cedo quanto
possivel, de preferéncia logo no Ensino
Primdrio. Hoje, parece ser cada vez mais
aceite que a nogdo de fungdo deve ser in-
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Elipse definida pela equagdo 4X -6xy+3y -x-9=0_ A representacio grfica
foi obtida pelo processo indicado na pég. 8, e utilizando o programa Mathematica.

troduzida, como conceito com identi-
dade prépria, no 7° ou no 82 ano de
escolaridade, ou seja, no 3° Ciclo do
Ensino Basico (ver, porexemplo, NCTM,
1989). A forma mais natural para o fazer
serd provavelmente a propésito do es-
tudo da proporcionalidade.

Mas muitos alunos chegam a este
nivel de escolaridade ainda com muitas
dificuldades no raciocinio abstracto.
Lidarcom expressdes algébricase mesmo
com grificos cartesianos nio constitui
para a maioria tarefa ficil. O ensino das
fungGes devera por isso atender & neces-
sidade de articular de forma permanente
as trés formas de representac@o conhe-
cidas dos alunos: o numérico, o grifico,
o algébrico.

Construir tabelas, calcular valores
numéricos, desenvolver um sentido do
quantitativo, adquirir sensibilidade para
0 que sdo.aproximagdes aceitdveis e
inaceitdveis, sdo aspectos importantes
da competéncia matematica que s6 po-
dem serdesenvolvidos se se lidar corren-
temente ¢ com desembarago com
nimeros concretos (se possivel, pro-
venientes de contextos da vida real).

A interpretacdo de aspectos com-
plexos dos gréficos deve ter igualmente
um lugar bem estabelecido no curriculo
de Matemadtica. Ideias relacionadas com
a variagdo (crescimento, decrescimento,
constincia, miximo, minimo), € com a
variagdo na variagio (variagio ripida e

lenta, taxa de variagdo, regularidade,
continuidade), sdo melhor apreendidas a
partir de representagdes gréficas. Os
estudantes devem ser capazes de usar
estes conceitos para fazer predigdes,
interpolar e extrapolar. Sobrepondo
graficos,devem ser capazes de relacionar
diversas fungGes. Devem igualmente
saber construir linhas de regressdo que
aproximem relagGes entre dados obtidos
empiricamente e ter uma intui¢do para o
graudeassociagfio entreas duas varidveis.

O trabalho com expressdes analiticas
continua naturalmente a ser importante.
Mas mais do que manejar correctamente
longas e intrincadas expressoes, € funda-
mental que os alunos compreendam o
seu significado em relagfio a casos con-
cretos. As formulas da Geometria, da
Fisica, da Quimica, e das outras ciéncias
devem ser tomadas correntemente como
exemplos e exploradas nos seus diversos
significados.

O estudo analitico das fungGes néo
deverd por isso ser posto de parte. Mas,
em vez de se bastar a si proprio, ele deve
pelo contrério surgir com base em acti-
vidades sistematicamente feitas a partir
das representagGes numérica e grafica.
Trata-se de reforgar o desenvolvimento
dos aspectos intuitivos na fase inicial do
trabalho, reservando as aspectos de for-
malizagdo para a segunda fase.

A nocdo de fungdo, uma vez intro-
duzida, devera passar a aparecer cicli-
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camente no curriculo, tratada de modo a
permitir um progressivo enriquecimento
e aprofundamento do conceito. Numa
primeira abordagem serd de considerar o
estudo das fungdes lineares ¢ quadrati-
cas, tratando-se de seguida outros casos,
do mais simples para o mais complexo:
proporcionalidade inversa, fungdes em
escada, fungdes polinomiais, fungdes
racionais, fungGes dadas por expressoes
envolvendo radicais... Serdo também de
considerar fungdes de dominio discreto,
em especial as sucessoes geométricas e
as definidas por recorréncia. Um tra-
tamento desenvolvido deverdo
igualmente ter, na devida altura, as
fungdes trigonométricas, a exponencial
e a logaritmica.

Oestudonumérico, graficoe analitico
deveraestender-se a familias de fungdes,
como

y=asen (wt+b)
(&
y =aexp (wt+b)

Diversos instrumentos proporciona-
dos pela moderna tecnologia podem ter
um papel de grande alcance no estudo
das fungdes, em -especial, as calcula-
doras graficas e os computadores que
disponham de programas apropriados —
tragadores de graficos ou folhas de cilculo
electrénicas. A tecnologia pode ajudar
os estudantes a desenvolver uma acti-
vidade matematica mais profunda, facili-
tando a generalizagfo, dando-lhes poder
para resolver problemas dificeis, ¢ for-
necendo ligagbes concretas entre
domfnios 1o diversos como a Geome-
tria, a Algebra, a Estatistica, as situagbes
reais e os modelos matemdticos asso-
ciados.

Como referem Demana e Waits
(1990), a tecnologia tem o potencial
necessdrio para nos levar a mudar a
maneira como trabalhamos. Estes au-
tores sugerem também que as represen-
tagdes graficas feitas em computador ou
na calculadora podem encorajar a
manipulagioalgébrica. Raizes e factores
de polinémios podem ser estimados a
partir de um gréifico e confirmados por
processos analiticos. Treino na manipu-
lagdo algébrica pode ser conseguido de
forma perfeitamente natural através de
interessantes actividades de represen-
tacdo grafica em computador. Por exem-

plo, no estudo de fungdes racionais, a
mudanga expedita de escalas, levando a
uma visdo duma drea muito maior do
plano XY (“zoom-out”), pode ser utili-
zada para festar o comportamento de
casos extremos, quando |x| se toma muito
grande, ¢ os resultados desta exploragio
grifica podem ser confirmados alge-
bricamente usando a divisdo usual de
polinémios. Por outro lado, uma mu-
danga de escalas em sentido oposto
(“zoom-in”), pode servir para estudar o
que se passa na vizinhanga de pontos
particularmente importantes: zeros,
pontos de descontinuidade, de inflex3o,
eic., Graficos das cénicas podem ser
obtidos usando a férmula quadriética,

2
Ax 2+B)cy+Cy +Dx+Ey+F=0

resolvendo em ordem a y, ¢ represen-
tando depois as duas equagdes resultan-
tes. Por exemplo, para

2 2
4x -6xy+3y -x-9=0
temos:

2 2
y:6)(+‘\136x -12(4x -x-9)
6

ou

2 2
_6x-'\/36x -12(4x -x-9)
6

y

Conclusédo

As fungoes estudadas na Anélise
Infinitesimal e usadas nas aplicagdes
retém no fundamental a ideia de de-
pendéncia entre varidveis. As considera-
das na Algebra tém como ideia central a
nogio de relagdo. As estudadas nas
Ciéncias da Computacdo valorizam os
aspectos algoritmicos.

O conceito de fun¢Ao numérica asso-
cia duma forma natural trés aspectos
fundamentais da Matematica: (a) as
representagdes analiticas, uma vez que
entre as fungdes mais interessantes pelas
suas propricdades se contam as que s30
dadas por uma expressio analitica
simples (ou por uma expressdo com-
posta de vdrias expressoes analiticas
simples); (b) as representagdes gréficas,
por via da Geometria Analitica; e (¢) a
ligagdo com a realidade, uma vez que
tudo o que pode ser contado ou medido

pode ser representado por uma fungo.

Embora seja possivel definir fungdo
de forma muito geral, privilegiando a
perspectiva da Algebra na Matemitica
escolar, a verdade é que as fungdes
numéricas gozam de propriedades ele-
mentares particularmente interessantes,
tém uma representagdo geoméfrica
simples e intuitiva, ¢ descrevem de uma
forma muito sugestiva situagdes da mais
diversa natureza.

O seu estudo permite aos estudantes
uma ancoragem em conhecimentos an-
teriores ¢ em muiltiplas representagbes
de situag¢des suas conhecidas. De alguma
forma, estes seguem assim um percurso
semelhante nas suas linhas gerais ao
caminho historicamente percorrido pela
comunidade matemdtica.

O conceito de fungdo desenvolveu-
se devido a convergéncia de dois fac-
tores fundamentais: uma base matemética
adequada e uma forte motivagdo externa.
Estas condigdes reuniram-se pela pri-
meira vez em simultineo no final do
Século XVII. Seria certamente um €rro
pretender que na actualidade os estudan-
tes precisariam de possuir exactamente a
mesma base matemdtica e a mesma
motivagdo. Mas a forma mais natural de
construireste conceito é fazer apeloa sua
relevancia em fungdo de necessidades
préticas erelaciond-locom muitas outras
ideias matematicas. As fun¢des numéri-
cas, aproveitando o trabalho anterior
realizado na Aritmética e na Algebra,
fornecem uma nova perspectiva para
olhar para nogdes jd aprendidas ¢ estabe-
lecem uma ponte com a Geometria
através darepresentagdo cartesiana. Sao
por isso uma forma particularmente
apropriada de introduzir esta importante
no¢do matematica.

Pedagogicamente parece acon-
selhdvel introduzir as fungfes como
correspondéncias entre conjuntos
numéricos. Os exemplos *“bem compor-
tados”, em que existe uma expressdo
analitica ou uma regra simples devem
ser de todo salientados. A identificagio
na pratica pelos alunos de fungio e ex-
pressdo analitica, se ocorrer, nfo precisa
de ser vistacomoum “grave erro”. Trata-
-se, como nos mostra a histéria, de uma
associagdo natural e fecunda, que ndo
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traz quaisquer dificuldades a um nivel
elementar. Os alunos que disso necessi-
tarem terdo oportunidade nadevidaaltura
de reflectir sobre esta questdio e genera-
lizar o seu conceito.

A facilidade em lidar com expressGes
algébricas ndochegapararesolver proble-
mas reais. A tecnologia pode desempe-
nhar um importante papel educativo,
mudando o foco do ensino dos processos
mecanicos € repetitivos para a com-
preensio da Algebra e do Célculo Infini-
tesimal comoinstrumentos que permitem
amodelagiio de problemas. A tecnologia
pode ser usada para realizar as manipu-
lagGes ou determinar as solugdes dentro
dos modelos matematicos, simplificando
a parte rotineira do trabalho e propor-
cionando uma maior concentragfio na-
quilo que é verdadeiramente importante
— a compreensdo do significado dos
conceitos, aelaboragdo e implementagio
deestratégias paraaresolu¢dodos proble-
mas, ¢ a sua andlise critica e discussfo.
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A heranca

No Grupo de Discussdoldo Profmat 90, foi langado o problema
“A Heranca” que, a seguir, transcrevemos e, para o qual, apresen-

tamos uma possivel solugdo.

Como foi possivel?

Um lavrador deixou aos seus
quatro filhos este terreno quadrado,
onde existiamquatro drvores. As suas
disposigdes estipulavam que o ter-
reno deveria ser dividido em quatro
partes iguais, com a mesma configu-
racdo e tendo um drvore em cada
uma das parcelas. Os filhos satisfize-
ram integralmente a vontade do pai.

Uma proposta de solugao

Uma estratégia possivel consiste na
divisdo do terreno em quatro quadrados,
num dos quais estdo incluidas as quatro
arvores.

A partir de cadaum destes quadrados
continua-se sempre a dividir por quatro.

Ao todo encontramos 64 quadradi-
nhos, cabendo a cada filho 16 desses

quadradinhos.
;ﬁ'

Se encontrar outra solugfo para este
problema, partilhe-a connosco, envi-
ando-a para a APM.

Nota:Além deste problema, foram pro-
postos neste Grupo de Discussio mais
quatro muito interessantes: "O muro”,
"O peixe”, "O cubo" e "Os nimeros.
Caso esteja interessado em resolvé-los,
poderd encontra-los no Vol. Il das Actas
do Profmat 90, que serd publicado em

breve. :
Lurdes Serrazina

Rosdrio Ribeiro
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O método das coordenadas e o conceito de fungao

Jean Dieudonné

Do livro recentemente editado pelas publicacées Dom Quixote, "A Formagdo da Matemdtica
Contempordénea”, extraimos uma passagem onde Dieudonné, ao referir-se aos objectos e métodos das
matemdticas cldssicas, faz uma breve incursdo pelo tema deste niimero de Educagdo e Matemdtica.

O método das coordenadas estd
também na base dos dois outros grandes
progressos realizados no século XVII: a
introdugdodanogdodefungdoeocilculo
infinitesimal. Diz-se muitas vezes que as
concepgdes matemdticas dos Gregos
eram fundamentalmente estdticas e sio
postas em oposi¢do a ideia de variagdo
que o pensamento cientifico moderno
oferece.E verdade que os Elementos de
Euclides estio centrados no estudo de
figuras cuja posicdo e cuja grandeza sdo
fixas. Mas desde os primérdios do
pensamento grego, as tentativas de
compreensio dos movimentos € das
mudangas de forma ou de naturcza nio
tinham deixado de preocupar os filésofos,
¢ as nogdes de movimento uniforme -
rectilineo ou circular - tinham sido
claramente desenvolvidas desde o
momentoem que se soube medir otempo,
Sabe-se que foi por combinagio destes
movimentos que o0s sistemas
astronémicos dos Gregos tentaram dar
conta das trajectérias dos planetas. E se
bem que anogéo de tempo ndo seja parte

integrante da geometria grega, pelo
menos duas curvas planas, a quadratriz
de Hipias ¢ a espiral de Arquimedes,
eram definidas por combinagdes de
movimentos uniformes.

Parece que é antes do mais para o
estudo dos movimentos rectilineos nio
necessdriamente  uniformes -
nomeadamente a queda dos corpos,
assunto que preocupava bastante as
escolas filosoficas da Idade Média - que
Oresme, noséculo X1V, teve sem diivida
pelaprimeira vez a ideia de representar a
variagio de uma grandeza que muda
com o tempo por um grdfico, em que a
medidado tempoé marcada na “abcissa”
OX, e para cada valor  desta medida,
coloca-se em “ordenada” o valor nesse
instante da grandeza varidvel ; os pontos
obtidos constituem o grafico. Oresme
consideratambém que,em vez do tempo,
se pode tomar como abcissa qualquer
“qualidade™ que pode ser assinalada por
um nidmero; na nossa ¢poca 0 pProcesso
tornou-se omnipresente e muitas vezes
abusivo.

No século XVII, conjuga-se com 0
método das coordenadas, para nos
familiarizar com a ideia de um nimero y
“dependente” de um mimero x que varia
num intervalo I. No final do século, dir-
se-d que y é fungdo de x; o seu grafico é
portanto uma curva que intersecta num
linico ponto qualquer paralelaa OY que
passam por um ponto de I. Mas
inversamente qualquer curva que tenha
esta propriedade define uma fungdol...]

Eestacorrespondénciaque noséculo
XIX permitira definir uma nogfo geral
de fung@o como um objecto matemdtico
no sentido platénico (ver capitulo V, § 3,
B). Mas, até ai, ndo havia preocupacao
com os fundamentos; a nogdo de fungfo,
por muito “intuitiva” que seja, vai abrir
uma era de progressos insuspeitados,
tanto em matematicas como nas suas
aplicagdes, € todos os matematicos se
debrugaram sobreela. Isto deveu-se antes
do mais ao facto de a no¢do de funcio
estar na base da terceira invengdo do
século XVII - talvez a mais importante
de toda a histéria das matemdéticas - 0
célculo infinitesimal.

w—28
cos §

0 X

0 t b4

A quadratriz de Hipias ¢ descrita por um
ponto M tal que OM roda em torno de O num
movimento uniforme, e a projecgdo Q de M
sobre OY move-se uniformemente.

10

A espiral de Arquimedes € descrita por um
ponto M tal que D gira uniformemente em
volita de O e M desloca-se uniformemente
sobre D.

J
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A ideia de Oresme no sec. XIV: representar

num grifico a variagdo de uma grandeza em
fungdo do tempo t.
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Encontros em 1991

Conferéncia sobre avaliagdo em Matematica

Noambito de um estudo internacional
intitulado “Assessment in mathematics
education and its effects”, o ICMI (Inter-
national Commission on Mathematics
Instruction) organizaem Calonge (Costa
Brava), Espanha, de 11 a 16 de Abril de
1991, uma conferéncia sobre o tema indi-
cado. Os participantes, cujo nimero sera

limitado a cerca de 75, serdo convidados
pelo Comité do Programa que € dirigido
pelo Prof. Mogens Niss, IMFUFA.,
Roskilde University, P.O. Box 260, DK
4000 Denmark. A organizagdo local é
dirigida pelo Prof. Claudi Alsina da Uni-
versitat Politecnica Catalunya em Bar-
celona.

CIEAEM-43 em Locarno

A CIEAEM (Comission Internatio-
nale pour I’Etude et Amélioration de
I"Enseignement des Mathématiques) pro-
move o seu43° Encontro na cidade suic¢a
de Locarno nos principios de Julho de
1991. O encontro serd restrito aos mem-
brosda Comiss#o e destina-se a preparar
as conferéncias dos dois anos seguintes:
1992, em Chicago (tema: o aluno); 1993,
na Sardenha (tema: avalia¢do).

Os contactos com a CIEAEM devem
ser feitos para: Rijkje Dekker, ILO/
CIEAEM, University of Amsterdam,
Herengracht 256, 1016 BV Amsterdam,
The Netherlands.

PME-XV em Assis (ltalia)

A 15* Conferéncia Anual do PME
(International Group for the Psychology
of Mathematics Education) terd lugar na
cidade italiana de Assis (a cerca de 200
km do acroporto de Roma), entre 29 de
Junho e 4 de Julho de 1991. A conferén-
ciaincluird sessdes plendrias, um painel,
comunicagdes orais, gruposde discussio,
grupos de trabalho e comunicagdes em
"poster”.

Os contactos devem ser feitos para o
Secretariado do Programa da Conferén-
cia: Paolo Boero, Dipartimento di Mate-
matica, Universitd, Via L.B., Alberti 4,
16132 Genova, Itilia.

ICTMA-5 na Holanda

A quinta International Conference
onthe Teaching of Mathematical Model-
ling and Applications decorreride 9a 13
de Setembro de 1991 na cidade holan-
desa de Noordwijkerhout.

"Oprincipal objectivoda conferéncia
¢ proporcionar um forum para apresen-
tagdo e troca de informagGes, experién-
cias, perspectivas e ideias entre pessoas
envolvidas na investigagio ou na pratica
do ensino de modelos e aplicagdes da
Matemdtica. O foco serd no ensino da
Matemdtica pelas aplicagdes. Todos 0s
niveis de ensino serdo considerados”.

Teaching Mathematics by Applications

Todos os contactos devem ser feitos
parao Presidente daComissdo Organiza-
dora:JandeLange, ICTMA-5,0W&OC,
Tiberdreef 4, 3561, GG Utrecht, The
Netherlands.

ProfMat 91 no Porto
9 a 12 de Outubro

r '
Quotas 1991

Lembramos novamente aos
socios da APM que devem pagar a
quota referente a este ano.

Envie para a morada abaixo in-
dicada, identificando-se,um cheque
ou vale do correio, em nome da
APM, no valor de 2500$00.

APM

a/c Henrique M. Guimaries
Faculdade de Ciénciasde Lisboa
Av. 24 de Julho, 134, 42
X 1300 Lisboa

e
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Porqué ¢
:,dmhelro nos e
.f--computadores |
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Funcdes no terceiro ciclo do ensino basico
- Uma possivel abordagem...

O estudo das fungdes
constitui um dos
aspectos centrais dos
programas de
Matematica para o 3°
ciclo do Ensino
Basico mas suscita
geralmente varios
tipos de dificuldades
de aprendizagem.
Neste artigo,
descreve-se e
comenta-se a
abordagem adoptada
pelo Projecto
MAT5g9 para o estudo
deste tema no 82 ano,
no Ambito do
curriculo
experimental que o
Projecto tem vindo a
desenvolver.

Poder-se-4 afirmar que o estudo das
fungdes no 3° ciclo do ensino bésico
levanta normalmente, junto dos alunos,
dificuldades de viria ordem. Ainda este
ano no Profmat, numa sessdo pratica,
onde este tema serviu de base para re-
flexdo, foram indicados, pelos profes-
sores presentes, varios tipos de difi-
culdades sentidas pelos alunos. Entre
elas, pode-se apontar a interiorizagio do
conceito de fungdo, sendo a razio que
justifica tal dificuldade o elevado grau
deabstracgdo, asquestdes de linguagem,
a dificuldade em distinguir o contra-
dominio do conjunto de chegada, e ainda
a compreensdo do significado de fungdo
injectiva, de fungfio sobrejectiva e de
fun¢do inversa.

Esta problemitica é do mesmo modo
sentida e reconhecida por um conjunto
de cinco professores responsaveis por
um projecto de inovagéo curricular, o
Projecto MATyg9 M Egte projecto pro-
poe-se conceber, aplicar ¢ avaliar um
novo curriculo de Matematica, para o 3°
ciclo do ensino basico, acompanhando
os alunos nos trés anos que compdem
este ciclo. Tendo-se iniciado, no ano
lectivo de 1988/89, com duas turmas do
7° ano de escolaridade, na Escola Se-
cunddria de D. Pedro V, incluiu, no ano
lectivo seguinte, duas novas turmas do
mesmo ano, uma delas ainda da mesma
escola e a outra pertencente a Escola
Secunddria da Amadora.

Opc¢des fundamentais

No ambito deste Projecto o tema das
fungdes foi desenvolvido de acordo com
algumas opgdes fundamentais, a saber:

- incidir o seu estudo essencialmente
no 8 ano, embora propondo para o 7°
actividades préticasenvolvendo graficos

/

Leonor Cunha Leal

sem, contudo, haver qualquer preocu-
pagdo de formalizagfo;

- daraconhecer aos alunos uma diver-
sidade, tdo grande quanto possivel, de
fun¢des, ndo compartimentando o seu
estudo a este ou aquele tipo, 20 contrario
do que 0s novos programas parecem
sugerir;

- propor actividades com o objectivo
primordial de favorecer a construgio,
por parte dos alunos, do conceito de
fungdo, remetendo para segundo plano
toda a carga formal muitas vezes asso-
ciada a este tema;

- atribuir a representacio grafica de
fungdes um peso, no minimo, idénticoao
da representagio analitica;

- incluir actividades de modelagem,
por sc entender que o tema proporciona
naturalmente este importante tipo de acti-
vidades, surgindo relagdes significati-
vas com a realidade, onde os alunos
podem contactar com o “poder da
Matemadtica”,

Desenvolvimento do tema

Para tornar mais claro o que foi ex-
posto, veja-se como de facto este tema
foi desenvolvido. O primeiro contacto
que osalunos tiveram com as fungdes foi
feito através de um programa de compu-
tador, programaeste ou um seu similar j&
anteriormente utilizado noutras escolas
e por outros professores. Os alunos tra-

balharam em pequenos grupos, na sala

do Projecto Minerva, durante duas ho-
ras, jogando com o programa. Foi-lhes
anteriormente explicado que tinham sido
introduzidas no computadoralgumasleis
de transformagdo que seriam escolhidas
aleatoriamente. Os alunos teriam de in-
troduzir os valores que quisessem até
conseguirem descobrir qual a lei que
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naquele momento estava a ser utilizada
pelo computador. Ao descobrirem,
voltariam a iniciar todo o processo. Este
trabalho deveria ser acompanhado do
registo, nos cadernos, dos pares de valo-
res que iriam sendo calculados. Poder-
se-4 perguntar, o que € que isto tem de
especial? Tem algum interesse?

Na nossa opinido e de acordo com a
nossa vivéncia, a resposta € claramente
afirmativa. Se mais ndo fosse, a prova foi
o facto de os alunos mais tarde, ao longo
deste estudo, ao sentirem o0s seus colegas
por vezes confundidos, recorrerem ao
exemplo do que tinham feito neste pro-
grama para esclarecer os outros. Esta
nossa posi¢ao vem, alids, de encontro ao
queFey (1989) afirma, aoreferir-seaum
série de projectos de desenvolvimento
orientados por Leitzel e Demana (1988)
no sentido de analisar os efeitos do uso
de diferentes instrumentos de cdlculo
numérico na transigdo do raciocinio
aritmético para oalgébrico: “A estratégia
bésica é valorizar a procura de modelos
em tabelas de valores, para varidveis
numéricas relacionadas, como um pri-
meiro passo para a expressdo algébrica
formal dessas relagdes. Os resultados da
investigagdo sugerem que esta transi¢io
para as abstracgOes da dlgebra enri-
quecida por elementos computacionais €
nitidamente mais eficaz do que as abor-
dagens tradicionais” (p. 4).

Trata-se de um processo dinamico,
em que o aluno se confronta com um
desafio que terd de ultrapassar, estando
nele incluido um processo competitivo.
Para além deste aspecto, a necessidade
de apresentar a lei de transformagdo
escrita correctamente na sua forma
analitica, pois caso contrdrio o computa-
dorndoaceitaarespostacomocerta,leva
a que os alunos de uma forma natural se
esforcem em utilizar uma linguagem
matemética adequada. Por vérias vezes,
alguns alunos chamavam a atengéo dos
seus colegas de grupo para este aspecto,
sendo eles prdprios a atenderem a este
facto ao contririo da situagdo, por nés
todos tfo conhecida, de ser o professor a
impdruma escritacorrecta sem os alunos
sentirem verdadeiramente a sua neces-
sidade. Um terceiro aspecto é o de um
processo deste tipo permilir ter acesso a

um elevado nimero de exemplos dife-
rentes na turma, o0 que poderd vir mais
tarde a ser explorado em aula. Tal foi o
que, de facto, veio a acontecer,

Nas aulas que se seguiram a esta
actividade, os alunos discutiram entre si
e com o professor 0s casos que ndo
tinham conseguido resolver, dando por
vezes origem a discussdes muito interes-
santes. E 0 caso, por exemplo, de uma
fungdo cuja expressao analitica era 1/x e
em que o computador tinha indicado,
quando os alunos introduziram o zero,
que tal valor ndo podia ser considerado.
Qu ainda, no caso da fungéo definida por
(x+ 1)2, em que o computador tinha con-
siderado errada a resposta x2+2x+1, por
ndo ter sido por nés prevista aquando da
elaboragfio do programa, e uma aluna
insistir que a sua resposta estava cor-
recta. Note-se que estes alunos ainda ndo
tinham trabalhado com polinémios, nem
com casosnotdveis, explicando-se ofacto
da aluna ter chegado a este resultado
através de célculos do tipo ji anteri-
ormente feitos. Ao encarar a “fungéo”
como uma “caixa negra” que actuava
sobre cada valor de x, compreende-se
um raciocinio centrado sobre o que tinha
acontecido ao x: eleva-se ao quadrado,
soma-se o dobro, soma-se um.

Concluida esta fase, seguiu-se-lhe a
elaboragdodo grificodealgumas fungtes
que os alunos tinham ji em seu poder.
Essas fungdes foram propostas geral-
mente pelo professor e foram diferentes
de grupo para grupo. Quando os alunos
sentiam necessidade, calculavam mais
pares de valores para se aperceberem do
esbogo do gréfico da fungdo. No final,
foi feita a apresentagfo, por cada grupo,
do seu trabalho, aproveitando-se para
fazer uma ampla exploracdo dos vérios
grificos, sendo possivel levar a cabo um
estudo comparativo.

Terminada esta sequéncia de aulas,
foram propostas aos alunos algumas
actividades, ainda para trabalho em pe-
quenos grupos, de quatro oucincoalunos
por grupo, no sentido de continuar a
exploragfo de gréficos e a construgio do
conceitode fungiio. O recursoasituagoes
da vida real — temperaturas, temperatu-
ras médias, precipitagio*“/ —bem como
a outras com origem dentro da propria

/

Matemadtica (perimetros e reas de qua-
drados e rectangulos, valores inteiros €
decimais, dominio e conjunto de chegada)
foi levado a cabo. Uma observagao deve
ser feita neste momento para melhor en-
tendimento do que se passou. No nosso
entender, as situagbesda vidareal, quando
exploradas, devem surgir de um modo
significativo ¢ consideradas em todas as
suas vertentes, dando oportunidade ao
aluno de conhecer as potencialidades
que a Matematica nos oferece para en-
tender o mundo que nos rodeia, nio as
encarando como uma mera via possivel
de “motivagdo” para o aluno. Neste
sentido, e a titulo de exemplo, refira-se a
abordagem feita do fendmeno do arre-
fecimento de um café. Para isso cons-
truiu-se uma tabela dos valores da tem-
peratura em fungio do tempo, para o que
se procedeu 2 leitura, de cinco em cinco
minutos, na aula de duas horas, da tem-
peratura de um café colocado numa
chivena. Para seguranga do processo
foram utilizados dois cafés e as leituras
foram feitas separadamente por dois
grupos simultanecamente. Deve ser dito
que esta situag@o tdo simples levantou
algumas diividas aos professores que
tiveram que recorrer aos colegas do grupo
de Quimicapara seu esclarecimento. Foi,
a partir dos dados recolhidos por eles
proprios, que os alunos fizeram de
seguida o respectivo gréfico e procu-
raram ver qual o tipo de fungdo que se
ajustava melhor ao fenémeno fisico que
s¢ estivera a estudar.

Ainda de acordo com o mesmo
pressuposto e considerando, como ji
anteriomente referido, que o estudo das
fungdes favorece o aparecimento de
actividades de modelagem, os alunos
desenvolveram, com o auxilio da folha
de célculo, duas situagdes problemdticas
surgidas a partir da vida real. Diziam
ambas respeito as distincias percorridas
em fungfio do tempo, ora por um ciclista
na tentativa para bater o record da hora,
oraporuma bolaadeslocar-se num plano
inclinado, pretendendo-se que os alunos
encontrassem fungdes que se ajustassem
tanto quanto possivel aos valores experi-
mentais que a realidade nos tinha ofere-
cido. O aluno tinha que optar entre uma
fungdo linear ou uma quadrética e dis-
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punha do grifico dos pontos dados. Ao
atribuir valores aos parimetros, quer de
ax+b, quer de ax2+b, de acordo com a
opgdo tomada, o graficodafungdo obtida
iria ser desenhado no mesmo referencial
do ja existente, podendo o aluno nio sé
verificar se a sua escolha estava ou ndo
préximadadesejada, assim como do tipo
de variagdes que as suas opgdes iriam
determinar. Deve ser dito que todos os
grupos de alunos conseguiram resolver
as duas questdes, embora ndo tenha sido
considerado previamente, por nés, como
uma tarefa simples. Esta situagio fa-
voreceu igualmente uma discussfo inte-
ressante, tendo os alunos sentido que
nem sempre uma situa¢io real tem na
Matemética uma tradugdo exacta, mas
antes uma tradugfo tfo aproximada quan-
to possivel.

Aolongodestasactividadese sempre
que era oportuno foram sendo intro-
duzidos termos como dominio, objectos,
conjunto de chegada, contradominio e
imagens. No entanto, elas nido foram
encaradas como “um campo de batalha”,
onde alunos que ndo as utilizassem nio
pudessem prosseguir nas suas acti-
vidades. No final desta sequéncia, foi
entregue e discutido um texto de apoio,
onde estas noc¢des foram retomadas,
seguindo-se-lhe mais algumas propostas
de trabalho, agora com o recurso a uma
escrita mais formalizada. Mais uma vez,
aandlise de grificos e a nogfo de fungio
foram exploradas.

Teste de avaliacéo

Este estudo terminou com um teste
escrito feito em duas etapas. O teste "em
duas etapas” (que € o tipo de teste escrito
habitual neste Projecto) é feito numa pri-
meira fase na sala de aula em tempo
limitado e, apés ter sido visto e breve-
mente comentado pelo professor, volta
ao aluno para que este desenvolva ¢
repense as questdes que desejar, em casa
enum prazo pré-acordado. O teste ndo s6
tinha por objectivo determinar o que
cada aluno ja conseguia fazer como, do
mesmo modo, avaliar 0 nosso proprio
trabalho,

Apresentam-se, em seguida, Jois
exemplos ilustrativos do que foi dito.

Uma primeira questio revela, na nossa
perspectiva, algumas vantagens dos
alunos terem um conhecimento “amplo”

e “experimental” sobre fun¢des de vérios
tipos. A questdio em causa aparecia com
a seguinte formulagao:

bt

Observa com atengdo os grificos seguintes

o

2 \

"' L urs

(Al [B]

a) Qual dos grificos poderd representar a fungio de Q em Q
definida pela expressdo f(x)=3/2 x + 1? Porqué?

b) Qual € o valor de f(x) para x=3? E para x=2? E para x=0?

¢) Tenta indicar expressoes para as trés fungdes de Q em Q que te
parecam corresponder aos outros trés graficos.

R '

(D]

(C]

Debrucemo-nos, por momentos, nas
respostas obtidas e no que respeita ape-
nas a primeira alinea desta questio. As
respostas dadas pelos alunos podem-se
agrupar em dois grandes grupos, aquelas
em que os alunos utilizaram valores
numéricos ¢ em seguida foram verificar
a qual dos graficos correspondiam os
pares de valores obtidos e aquelas que,
sem recorrerem a valores concretos,
apresentaram uma justificagao mais tra-
balhada, baseadanoestudo sobre fungGes
feito anteriormente. Apresenta-se, de
seguida, um exemplo de cada um destes
tipos de respostas:

Exemplo A:

“O gréfico que poderd representar a
fungfio Q em Q definida pela expressdo
f(x)=32x+1éo0C.

Para explicar porque digo que € o
grifico C, eu faco o seguinte esquema
para demonstrar 0 meu modo de pensar.

f(x)

¢ estes resultados déio para o gréifico C".

/

Exemplo B:

“O gréfico que podera representar a
expressdo algébrica f(x)=3/2x+1é0
gréfico C. Porque: o gréafico (A) corres-
ponde auma fung¢fio onde as imagens sdo
todas iguais, ndo importando qual é o
objecto, o grafico (B) por ser uma
pardbola por isso hd-de corresponder a
uma fun¢io em que o x tenha expoente
par, menos outro nimero, que neste caso
deve ser 1,25; e o grifico (D) porque esta
recta corresponde a uma fung¢do mais ou
menosassim f(x)=-x+0,5ou 1. Porisso
s6 sobra o grifico C que é porque a recta
passapelo ponto (O,1) ouseja, somaram-
-lhe 1, f(x)= 3/2 x + 1, e os outros
célculos também sdo deste grafico mas
ndo se podem ver exactamente pois o
gréfico ndo estd numa folha de papel
milimé-trico”.

Uma outra questdo, introduzida no
teste, era para nés uma incdgnita no que
diz respeito areacgio dos nossos alunos.
Nuncatendo sido abordada, ao longo das
aulas, a no¢fo de fungio composta, sur-
gia uma questio que, recorrendo ainda
ao exemplo do programa de computador
jareferido, estava formuladada seguinte
forma:
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O jogo € assim:

Computador A

Imagina que tu € o teu colega estdo a jogar ao jogo das funcdes e utilizam dois computadores A e B.

« cada um dos computadores escolhe uma fungéo, o computador A a fungdo fe o computador B a fungao
g, tu vais tentar descobrir quais sdo as fungoes feg

« vais dando niimeros ao computador A e ndo vés oresultado que ele d4, o teu colega, que pode ver esse
resultado, entra com ele no computador B e agora tu podes ver o resultado final.

« depois de algumas jogadas, os resultados obtidos sdo os seguintes:

Computador B
y | &y
..... 6
..... 8
..... 2

a) Tenta descobrir que fungdes f e g foram escolhidas pelos computadores.
b) Achas que h4 apenas uma solugao para o problema? Se ndo, tenta descobrir outras fungdes diferen-
tes f e g que resolvam o problema.

Muitos dos alunos ultrapassaram as
‘nossas expectativas, havendo mesmo
quem tivesse escolhido uma fungao de-
finida por dois ramos. Evidentemente
que nio a indicou recorrendo a forma
normalmente utilizada, mas sim arran-
jando um processo por si considerado
expedito. A titulo de exemplo, apresen-
tam-se dois tipos de resposta.

“f(x)=2x
g(y)=y+2

resolvem o0 mesmo problema
f(x)=(14x)*2
gly)=y

f(x)=2x+2
gly)=y “

Outra resposta:

=%
g(y) =y + 2 quando y € par,
g(y) =y - 1 quando y é impar".

O facto mais notdvel ligado a esta
resposta € que ela revela uma com-
preensdo elevada do que € uma fungio,
se considerarmos a idade e experiéncia

de um aluno do 8° ano.

Antes de concluir, deve ser dito que
ao apresentar-se esta abordagem sobre 0
estudo de fungBes ndo se tem por objec-
tivo defender-se que é amelhor, nem tdo
pouco a tnica, mas antes que se acredita
que o conhecimento do que 0s Oultros
fazem leva a uma reflexdo mais rica
sobre a nossa propria pratica. Quanto
mais conhecermos das experiéncias dos
outros, criticando-as, vendo o que de
positivo e negativo cada uma delas nos
apresenta, mais facilmente conseguire-
mos construir a nossa prépria aborda-
gem. FEsta longe, felizmente, 0 tempo
de “orgulhosamente s6s”!

Notas:

(1) A equipa responsavel pelo Pro-
jecto MAT;gg € constituida, para além
daautoradeste artigo, por Eduardo Velo-
so, Margarida Silva, Paula Teixeira €
Paulo Abrantes.

O desenvolvimento do Projecto bene-
ficia do financiamento da Fundagdo
Calouste Gulbenkian.

(2) Umadas fichas com que osalunos
trabalharam nesta unidade, relacionando

!

a Matemitica com alguns aspectos da
realidade concreta ("Um estudo sobre 0
clima"), é publicada no presente nimero
da revista, na secgdo "Materiais para a
aula de Matematica".

Referéncias Bibliogréficas

Demana, F & Leitzel, J. (1988). Estab-
lishing fundamental concepts through
numerical problem solving. In A. F.
Coxford ¢ A. P. Shulte (Eds.), The
ideas of Algebra K-12 — 1988 Year-
book of the National Council of Teach-
ers of Mathematics. Reston, VA, USA,
61-68.

Fey, J. (1988). Technology and Mathe-
matics Education. A Survey of Recent
Developments and Important Prob-
lems. Conferénciaapresentadaem Bu-
dapeste no 6° International Congress
on Mathematics Education ICME 6).

Leonor Cunha Leal
Escola Secunddria de D. Pedro V
Lisboa

Educagdo e Matemdtica n° 15

1990



Linha

José Paulo Viana, Paula Teixeira e Rita Vieira

Vamos jogar

Propomos para este trimestre um jogo de autor desconhecido e que encontrdmos no livro “Jeux
Mathématiques” de Martin Gardner (Ed. Pour la Science, Paris)

N? de jogadores: 2

Material: virias marcas, todas iguais;um
tabuleiro formado por uma fila de casas
quadradas (nonosso exemplodez casas).

Regras: alternadamente, cada jogador
coloca uma marca numa das casas livres.
Ganha quem primeiro conseguir fazer
um alinhamento de trés marcas adjacen-
tes.

Comentarios:

Como as regras sdo extremamente
simples, ndo & nccessdrio qualquer
aprendizagem: comega-se imediatamente
a jogar. Existe uma estratégia ganhadora
para um dos jogadorcs, isto €, um deles
(oqueinicia 0jogo, ou 0 outro) conscgue

ganhar sempre que jogueadequadamente.

Umaactividade que vos propomos, ¢
que podemos propor aos alunos, é que,
apos alguns jogos de adaptagfo, tentem
Jjustamente descobrir qual dos jogadores
conscgue ganhar sempre ¢ que jogadas
deve efectuar em fungfio das jogadas do
adversdrio.

Descoberta a estratégia que dd a
vitdria, altera-se o tamanho do tabuleiro,
comegando por reduzir o nimero de
casas. E que, depois de se ter feito o
estudo do jogo para 10 casas, ji niio é
dificil fazé-lo para 6 ou 8 ¢ rapidamente
se vé qual dos dois jogadores cstd cm
vantagem em cada um dos casos.

Pode depois tentar-se com tabuleiros
maiores (12 casas ou mais). Como nio se
conhece uma estratégia aplicdvel para
qualquer nimero de casas, 0 jogo nunca

perde interesse. Logo que se descobre a
estratégia ganhadora e o jogo sc torna
mondtono, o que hd a fazer é aumentar
mais duas casas ao tabuleiro. Tudo sc
altera ¢ ja ndo sabemos quem esta ¢cm
vantagem.

Finalmcntc, uma obscrvagio. Talvez
tenham cstranhado que os tabuleiros
propostos ém todos um nimero par de
casas. O facto tem uma explicagio: é
que, s¢ o nimero de casas for impar,
existe uma estratégia geral para o pri-
meiro jogador que lhe permite ganhar
sempre. Aqui vai ela: basta comegar por
colocar uma marca na casa central ¢
depois jogar sempre na casa simétrica da
que o adversdrio ocupar na jogada antc-
rior. A certa altura, o adversdrio é obri-
gado a fazer uma jogada quc nos dd a
vildria.
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O problema
do trimestre

Sobre as respostas ao problema anterior

Relativamente ao problema proposto no niimero anterior
de Educagdo e Matemdtica, recebemos vérias respostas, entre
as quais as de Paulo de Carvalho, da Escola C+S de Miranda
do Corvo, Anténio Pedro Percira, da Escola Sec. Scomara da
CostaPrimo, Amadora, ¢ Helder Manuel Martins, aluno do 4°
ano da Faculdade de Ciéncias, ramo educacional. Destas
respostas transcrevemos as seguintes passagens, recordando
no entanto que era pedido o perimetro do tridngulo [AEF],
sendo [AB], [AC] ¢ [EF] tangentes a circunferéncia, D um
ponto da circunferéncia ¢ o comprimento de [AB] igual a 8.

Paulo de Carvalho

Se suposermos o ponto D a aproximar-se do ponto B (sem
que contudo, nunca com ele coincida), o segmento de recta
[EF] aproximar-se-d tanto quanto quisermos do segmento
[AB], a0 mesmo tempo que o segmento [AF] terd uma medida
de comprimento tdo pequena quanto queiramos. Logo fécil
serd intuir que o perimetro ¢ 2 x AB = 16 cmProvemo-lo.

1) O tridingulo [ABC] é isdsceles, visto que os angulos
c¢m B e em C sdo iguais. Consequentemente,

AB = AC = 8cm

2) Demodo anélogo, sdo isdsceles os tridgngulos [BED]

&[DEE]. Loga — —— Tort gl el o
‘' EB=ED e DF =FC

3) Designando por P o perimetro do tridngulo [AEF],
teremos

P-AE+EF+FA=AE+(ED+ ﬁ)+ﬁ
=AE+(EB+FC)+FA
=(AE+EB)+(FC+FA)
=AB+AC=16cm

Nota: E interessante notar que este problema, no fundo,
seresolve por aplicagdo repetida de umamesmapropriedade,
a saber: os segmenios tangenies a uma circunferéncia tirados
de um mesmo ponto exterior tém comprimentos iguais.

Problema proposto

Quatro moinhos estdo dispostos nos vértices
de um quadrado de lado igual a um quilémetro.

Queremos construir uma rede de estradas,
de modo que se possa ir de qualquer um dos
moinhos para outro, e queremos gastar ominimo
de dinheiro. Portanto, a rede tera de ser amenor
possivel (quilometragem minima).

Quantos metros de estrada teremos de cons-
truir?

Nota: envie-nos a sua resposta com brevidade,

afim de poder ser apreciada e eventualmente comen-
tada no proximo niimero.
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Antonio Pedro Pereira

Este leitor apresenta uma solugdo muito parecida com a
anterior. Contudo, no final, apresenta trés casos “estranhos”.

Nota: se os casos 1) e 2) sdo pacificos, o terceiro parece-
nos estranho "demais”. Que pensam os nossos leilores?

1) B coincide com C. Entiio P = 16 cm.

2) A circunferéncia tem “raio quase nulo”. Neste caso P =
16 cm.

3) A circunferéncia tem “raio enorme”. Neste caso o valor
dePserd0,16,320u...?7

B

A=D=E=F
r— oo

José Paulo Viana

Sobre o problema do trimestre da revista n? 13

O Problema do Trimestre publicado no N°13 de Educagio
¢ Matematica colocava o seguinte desafio:

Se tivermos 32 peg¢as de doming, cada uma das quais
cobrindo duas casas de um tabuleiro de xadrez, podemos
cobrir inteiramente o tabuleiro (que é um quadrado com 8x8
casas) .

Ecom 31 dessas pegas, poderemos cobrir um tabuleiro
ao qual foram retirados dois cantos como a figura mostra?

A questdio €: ou encon- :

tramos uma maneira de ___ = -: < 2
cobrir o tabuleiro ou, alter- [ [e] e i
nativamenie, provamos que ﬁ ?‘:{ E?:A -'E':-
é impossivel fazé-lo. A pri- = 3
meira impressdo pode ser a e

de que ¢ possivel p= .
pois...31x2=62. Mas
algumas tentativas reve-

i

lardo dificuldades talvez [id [ i
inesperadas.
Sc os cantos em falta w
fossem aqueles que a nova e e o i
figura indica, a tarefa scria s - =
ficil. L
Porém, faltando g& s
duas casas de cantos diago- 2R
nalmente opostos, sucede & o \_
que faltam duas casas... da T
mesma cor! =
Ora, qualquer ar- %

rumagao que se faca das pegas de dominé obrigard sempre a
que cada peca cubra uma casa branca ¢ uma casa preta.
Nassituagio do nosso problema, 30 pegas cobririio 60 casas

‘do tabuleiro, das quais 30 sdo brancas e 30 sdo pretas.

Ficaremos com uma pega na mio e com duas casas pretas por
cobrir. Estas, como sdo da mesma cor, nunca serio consecu-

tivas. E o problema é impossivel...
e S Paulo Abrantes
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RENOVACAO DO CURRICULO
DE MATEMATICA

Asseciagho de Professores de Matematica
0 GEOPLANO
NA SALA DE AULA

Lurdes Serruzing
e Maniseh Matcs

O EMDWU: ARCAED
WA F-N““Emgum%h
MALICAGAD MATE BUCAGAD M

ATEMATICA EDGAO MBI LIATEMATICA EDUEL
ATEMATICA EDGA0 10t o MATERA

DTEMATICA M
ATEMAT

coes APM

Calculadoras na Educacio Matemadtica
Albano Silva, Cristina Loureiro e Graciosa Veloso

O computador na Aula de Matemitica
Eduardo Veloso

Cronologia Recente do Ensino da Matemitica
J.Manuel Matos

O Geoplano na Sala de Aula
Lurdes Serrazina e J.Manuel Matos

Jogos, Enigmas e Problemas
Odete Bernardes ¢ Paula Teixeira

Mais Jogos, Mais Enigmas, Mais Problemas
Odete Bernardes, Paula Teixeira, Pedro Esteves ¢ José Paulo Viana

A Matematica na Vida das Abelhas
Ana Luisa Teles, Ana Vicira, Aniss Ali ¢ Fitima Antuncs

A Natureza da Matematica
Primeiro volume da colecgiio Cadernos de Educagao Matemdtica

O Problema da Semana
Maria Jodo Costa

Viagem de Ida e Volta
Paulo Abrantes

Renovacio do Curriculo de Matematica
Textos do Semindrio de Vila Nova de Milfontes

DIA-A-DIA COM A MATEMATICA
Agenda do Professor 1990/1991
Ana Vieira Lopes, Anténio Bernardes ¢ J.Manuel Varandas

Veja na pdgina 2 a lista completa das publicagoes,
que inclui as iltimas novidades. Nela encontrard
também a ficha de pedidos para envio pelo correio.




~Cerca de 700
professores de todos
os niveis de ensino ¢
vindos de diferentes

zonas do pais
participaram no
Profmat 90, realizado
de 7a10de

Novembro. Na

Escola Secundéria
Rafael Bordalo
Pinheiro foram feitas
34 comunicagoes,
organizados 7 grupos

de discussdo e
realizado um grande

nimero de sessoes
praticas, com um
balanco final
francamente positivo.

1990

Profmat 90. Como foi?

Realizou-se, na Escola Secundiria
Rafael Bordalo Pinheiro em Caldas da
Rainha,de 7a10 de Novembro, o Profmat
90.

Estdo a Educagio Matemitica ¢ a
APM de parabéns!

O nimero de participantes, cerca de
700 professores de todos os niveis de
ensino e vindos de diferentes partes do
pais, é sem ddvida um marco importante
em encontros deste género. Claro, esic
numero apenas serd ultrapassado no
Profmat 91!!

A proximidade de Lisboa, dirdo uns,
¢acausadetamanhaadesdoaestainicia-
tiva. Noentantoestouconvictoqueclase
deve ao éxito dos encontros realizados
anteriormente, ao trabalho desenvolvido
pela Associagdo e ao interesse cada vez
maior dos professores pela Educagao
Matemdtica, numa época em que a pa-
lavra chave € renovagio.

O local...

Pela primeira vez o Profmat teve
lugar numa escola secundaria.

O cenirio ndo podia ser mais apropri-
ado para um encontro de professorcs
prcocupados com as grandes questdcs
relacionadas com a sua pratica profis-
sional. Estavamos, permitam-me a ex-
pressdo, a‘“‘jogarem casa”, o que nos deu
uma sensagdo de conforto e a vontade,
imprescindiveis ao trabalho ¢ reflexdo.

Naquela escola aconteceu, ndo uma
interrupgdo da actividade escolar, como
foi referido por alguns, mas um outro
tipode actividade escolar sem divida to
importante ou mais que aquela vivida dia
a dia pelos professores ¢ alunos que ali
trabalham.

Os cursos...

Nos dois dias que antecederam o
Profmat realizaram-se cursos aos quais

/

José Manuel Varandas

houve tambémuma grande adesdo. Neles
foram tratadas questdes que preocupam
osprofessores, nomeadamente, asligadas
ao uso das novas tecnologias no ensino,
estatistica e probabilidade, geometria e
outros.

No curso em que participei, “Folha
de cilculo e calculadora como instru-
mentos de exploragio de conceitos”, para
além de uma formagdo tedrica sobre a
utilizagdo da calculadora ¢ folha de
calculo, foram exploradas actividades,
tendo-se ainda reflectido sobre as suas
potencialidades na Educagiio Mate-
matica.

Duas sessdes plendrias...

Fazer uma conferéncia plendria para
700 participantes quer seja no inicio do
encontro (onde as pessoas se reencon-
tram muitas vezes ao fim de um ano... ¢
hd tanta coisa a perguntar), quer seja no
encerramento (ainda hd umas iltimas
questdes apor... cas despedidas), ndome
parcce tarefa facil. Nio posso deixar de
afirmar que para alguns participantes
estas sessoes passaram despercebidas...
mas foi pena!

Rui Candrio abordou um assunto
de grande importancia, a formagio de
professores em geral, ¢ ndo exclu-
sivamente dos de Matematica, centrando-
se fundamentalmente no papel que cada
professor e cada escola deve assumir no
processo de formagdo que, creio, todos
nds descjamos.

Na sessdo de encerramento, Henri-
quc Guimaraesalertou-nos,comclarcza,
para os desafios que nos serdo colocados
devido a necessidade de renovagio edu-
cativa na nossa disciplina.

Painéis tematicos...

Pela primeira vez o Profmat incluiu
painéis tematicos. Foram escolhidos os
seguintes temas: a Matemdtica no 1°
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ciclo do ensino basico, a formagao ini-
cial e continua dos professores, 0 com-
putador ¢ o ensino da Matematica, ex-
periéncias de inovagdo curricular e ac-
tividades de aprendizagem.

Em cada painel, para além do mode-
rador, foram convidados colegas que,
pelasuaexperiénciae conhecimentosno
respectivo tema, ajudaram a reflectir
sobre as questdes em debate.

No painel em que participei, “A for-
magcaoinicial e continuados professores”,
debareram-se questdesrelacionadas com
a formacio inicial dos cursos ministra-
dos pelas ESEs, a formagfo continua na
perspectiva de uma mudanga e inovagio
da pratica dos professores, a formacfo
em servigo ¢ os estigios das licenciatu-
ras em Ensino da Matematica. A duraciio
da sessdo e o tema tfio vasto ndo permi-
tiram um aprofundamento do debate que
0 tema proposto exigia.

Comunicacées...

Foram feitas 34 comunicagdes.

O facto de se realizarem em dois dias
distintos permitiu que cada participante
pudesse escolher trés comunicagdes para
assistir. A dificuldade era escolher... As
comunicag¢des a que assist, foram muito
interessantes. O colega Eduardo
Veloso,na sua comunicagio “Histdriada
Matemdtica e Matemdtica escolar: que
relacdo?”, relatou algumas ideias re-
colhidas num semindrio, no qual par-
ticipou em Inglaterra, ¢ as perspectivas
em que ¢ abordada a Histéria da
Matemdtica nos projectos dos novos
programas. Foram igualmente debatidas
algumas iniciativas que os professorcs
poderdo e deverdo tomar neste campo.

Oscolegas Carlos Prospero e Rogério
Bacalhau em “Logo...ja agora Trigono-
metria” apresentaram um programa
construido em LOGO, ji experimen-
tado com os seus alunos para o estudo da
Trigonometria.

A colega Cristina Loureiro, na sua
comunicagfo “Das varidveis as fungdes
no 7° ano — contributo da resolugdo de
problemas ¢ da calculadora™, relatou
uma experiéncia realizada por Rita Bas-
tos, com a sua colaboragfo, sobre o tema
indicado.

Sessfes praticas...

Foi também elevado o nimero de
sessdes praticas que se levaram a cabo.

Tendo em conta o mimero referido de

comunicagdes e de sessdes praticas sou
levado a constatar o interesse cada vez
maior dos professores em partilhar ex-
periéncias e propostas concretas vividas
nas suas escolas com os seus alunos.

Aumentando o nimero de sessoes,
como ¢ desejavel, seria bom que as futu-
ras comissoes organizadoras diversifi-
cassem 0s momentos reservados a con-
cretizagfio destas, o que seriasem didvida
uma medida do agrado dos participantes
em futuros encontros pois, dado o scu
cardcter priatico, € dos momentos de
mais interesse para a maioria dos profes-
sores.

Na sessdo que participei, “Jogos
geomélricos e ndo sd...” jogou-se, discu-
tiu-se estratégias e sobretudo reflectiu-
se sobre as potencialidades cducativas
dos jogos.

Mas houve tantas outras em que
gostaria de ter participado!

Grupos de discusséo...

Foram organizados sete grupos com
temas de muito interesse para os profes-
SOres.

No grupo que integrei, “Materiais
manipulativosnoensinodamatemdtica”,
apesar da preparacio ¢ organizagfo dos
animadores, devido ao elevado niimero
de participantes os objectivos nio foram
de todo conseguidos.

Grupos mais reduzidos desinibem os
participantes fomentando o debate.

As comunicagdes dentro destes
grupos seriam também um bom con-
tibutocomo ponto de partida para sessdes
deste tipo. No entando, no segundo
momento de encontro deste grupo, onde
otrabalho foi mais voltado para questoes
priticas (mostra de material e jogos), a
participac@o foi muito mais rica.

E ainda...

A feira de ideias e materiais apresen-
tou neste Profmat um novo espago/ateli-
er onde os participantes podiam cons-
truir material. Foi uma ideia bastante
inovadora mas o tempo foi uma condi-
cionante a adesdo a este trabalho.

Quanto a mostra em si, penso que nao
esteve a altura da de Viana do Castelo.
Ter4 havido a preocupagdo de ndo repe-
tir materiais? Se houve foi penal. Na
presenga de material, mesmo jd conhe-
cido, é sempre possivel tirar novasideias

/
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¢ aplicacGes para eles.

A quantidade ndo pode de modo
algum significar qualidade, mas € ne-
cessdrio fomentar as comunicagdes em
cartaz.

A abertura do encontro A populagfo
esteve bastante concorrida. Havia re-
almente populagdo mas... estavam mui-
tas caras conhecidas!

A componente social do encontro
(havia até programa para acompanhan-
tes), tdo importante também, foi muito
completa, variada ¢ bem organizada.
Foram bons momentos de convivio onde
mesmo ai se realizaram alguns “encon-
tros paralelos”... E pois natural que
mesmo ai se acabe por falar em
Matemitica... afinal alguns sé se encon-
tram de ano a ano...

Mas...

Claro que houve falhas, alguns
alojamentos menos confortdveis, rectro-
projectores que noseriam tio bonscomo
se desejaria, a porta que deveria estar
aberta..., no entanto foram perfeitamente
naturais em organizacoes desta enver-
gadura e com os recursos que todos
sabemos as nossas escolas dispdem.

No entanto...

O balango ¢ francamente positivo ¢
por isso reafirmo que estdo a educagio
matemética,a APMeacomissio organi-
zadora de parabéns!

Nio referir, seria de facto um lapso
que ndo quero cometer, 0 apoio que a
Escola Secunddria Rafael Bordalo Pin-
heiro prestou ao Profmat através do seu
conselhodirectivo, professores, (designa-
damente de texteis que ofereceram uma
bandeira bordada a associagdo, e de
cerimica que com os membros da or-
ganizacdo fabricaram as lembrangas
oferecidas), funciondrias que tdo amavel-
mente nos receberam ¢ alunos que de
uma maneira ou outra se empenharam
neste encontro.

A Cencal, Camaras Municipais de
Caldas da Rainha e Obidos, Regido de
Turismo do Oeste, Governo Civil de
Leiria ¢ Fundagdo Calouste Gulbenkian
apoiaram também esta iniciativa.

As minhas dltimas linhas teriam que
ser para felicitar a organizagdo deste
encontro que se deve sentir orgulhosa
pelo excelente trabalho desenvolvido,
tanto na preparag@io como na realizagio
do Profmat 90.

José Manuel Varandas
Esc. Sec. Seomara da Costa Primo
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Ao longo da nossa
pratica lectiva,
sentimos a
necessidade de novas
formas de abordagem
da Matemaética.

No ano lectivo de
1989/90, decidimos
realizar uma
experiéncia em duas
turmas do 11° ano,
relacionada com o
estudo das fungodes e
envolvendo o uso da
Folha de Célculo.

Funcdes e Folha de Calculo

O trabalho realizado com as duas
turmas do 11°ano teve como objectivos:

« fazer o estudo das fungdes e dos
elementos de andlise a partir da interpre-
tagfo grifica;

» dar ao aluno um lugar mais activo
no processo de aprendizagem;

= estimular e desenvolverno aluno as
capacidades necessdrias 8 compreensio
e a intervengdo nos problemas correntes
do mundo envolvente;

« estimular a atitude critica do aluno,
0 gosto de organizar raciocinios ¢ de
comunicar,

Com a integra¢io da Escola no Pro-
jecto Minerva e com os virios tipos de
software colocados a nossa disposicio,
decidimos utilizar na nossa sala de aula,
0 computador como recurso ¢ o pro-
grama Folha de Cilculo, atendendo as
suas potencialidades.

A Folha de Cilculo € um programa
interactivo: o utilizador fornece os dados
e as relagdes entre eles, pode alteri-los,
analisando osefeitos produzidos poressa
mudanga, liberta o utilizador de cilculos
repetitivos, permite com facilidade a ela-
boragdo de gréficos de diversos tipos ¢
possui fungdes logicas, trigonométricas,
aritméticas e estatisticas. A possibili-
dade de interligar estruturas de caricter
numérico, algébrico, l6gico e grafico
permite compreender melhor as situa-
¢oes.

Organizagdo do trabalho

Foi proposto as turmas a utilizacdo
da Folha de Cilculo e, como metodolo-
gia, o trabalho de grupo.

Os alunos levantaram algumas ques-
toes:

“Como trabalhar com a Folha de Cil-
culo? Sera dificil?"

1990

Maria da Paz Martins
Maria Teresa Capelao

“A matéria vai serdada? Vamoscum-
prir o programa?”

“Sepedirmostransferénciaparaoutra
Escola estaremos em condic¢Ges de nos
integrarmos em qualquer outra turma?”

Depois de alguma discussdo, os
alunos deram o seu aval A experiéncia,
entusiasmados com a utilizagio do
computador ¢ o trabalho em pequeno
grupo, embora com a salvaguarda de a
suspender se chegdssemos a conclusio
que nio estava a resultar.

Participaram na experiéncia 34
alunos, sendo 12 da turma de Economia
e 22 da turma de Quimicotecnia. A ex-
periéncia decorreu ao longo de todo o
ano e cada aluno utilizou o computador
em média 2 horas por semana.

Uma vez que o Niicleo Minerva sé
dispunha de 4 computadores, os alunos
trabalharam em grupos de 3 (naturmade
Economia) e 2/3 (na turma de Quimico-
tecnia). Nesta, 0s grupos organizaram o
trabalho a desenvolver ¢ ocuparam os
computadores rotativamente.

No final de cada actividade, cada
grupo elaborou um relatdrio escrito que
foi depois apresentado e discutido em
grande grupo (toda a turma).

A discussdonaturmaajudou a sintese
do trabalho realizado, a clarificagfio e
compreensao dos conceitos, ao levan-
tamento de novas questdes € propostas
de actividades.

Fungdes trigonométricas

Para o estudo das fungdes trigono-
métricas como fungdes reais de varidvel
real, apresentdmos o seguinte problema:

No relégio representado na figura, o
ponteiro dos minutos mede 1 cm.
Determina as posi¢oes da extremida-
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de do ponteiro dos minutos entre as 10h
15m e as 11h 15m.
E entre as 10h 15m ¢ as 12h 15m?
Supondo que precisas atrasar orelogio
quaisas posi¢oes daextremidade do pon-
teiro dos minutos entre as 10h 15m e as

oh 15m?
[

==

Os alunos comegaram por escolher
um referencial e fazer o estudo de cada
uma das fungBes que representam as
coordenadas dos pontos que correspon-
dem 2s posigoes da extremidade do
ponteiro dos minutos.

Pensdmos que iriam surgir varias fun-
¢oes uma vez que hd diversas solugdes
para a escolha do referencial, mas todos
os alunos optaram pelo sistema de eixos
coordenados com origem no centro do
relogio.

Fixado o referencial, identificaram o
relégio com o circulo trigonométrico e
para definir as coordenadas dos pontos
fizeram corresponder a abcissa a fungio
co-seno ¢ a ordenada a fung@o seno.

Construiram uma folha de célculo e
estudaram as restri¢oes das fun¢oes seno
e co-seno aos intervalos:

[-27, 0] - posigdo da extremidade do
ponteiro dos minutos entre as 10h 15me
as 11h 15m;

[-4, 0] - entre as 10h 15m ¢ as 12h
15m;

[0, 27] - quando se atrasa o relégio
das 10h 15m para as 9h 15m.

Por exemplo, para o estudo das
fungdes no intervalo [-4x, 0] veja-se a
figura 1.

A 1% coluna apresenta os valores das
amplitudes do angulo x; os valores cor-
respondentes nas 2! ¢ 3* colunas foram
facilmente calculadosintroduzindona 1*
linha de cada coluna, respectivamente,
as fungdes cos x e sin x e utilizando o
enderego da célularelativa ao 1* dado da
coluna das amplitudes e copiando-as ao
longo dessas colunas.

Construiram 08 grzgﬁcos das fungdes |, 1itudes ctsaie o i
f(x) = cos x e g(x) = sin x (ver fig.2). X f(x)=cos x a(x)=sin x
Como a Folha de Célculo constréi os i; izg: 93?688; 5 0
4 -12. . 1564345
gréficos ligando por segmentos derecta |, 5y 9510565 3090170
os pontos, foi necessdrio alterar o incre- | 12,0051 8910065 4539905
mento da varidvel independente paraos | -11.9381 .8090170 .5877853
tornar majs premsos -11.7810 7071068 7071068
- oy -11.6239 5877853 8090170
A partir da andlise dos graficos, 0s | ) 4558 4539905 8910065
alunos fizeram o estudo das fungdes, -11.3007 .3080170 .9510565
indicando o dominio, o contradominio, -11.1527 -1564345 .9876883
: : -10,9956 0 1
Z v inal no-
o 'cros e 5} larlac;ﬂo do S Sy L 0 -10.8385 -.156434 .9876883
tonia, os maximos e os minimos, a pari- | ;g 5814 300017 9510565
dade e o periodo. -10.5243 -.453990 .B910065
Na aula de sintese foi formalizado o | -10.3673 -.587785 .8090170
: 2 -10.2102 -.707107 .7071068
ncei rio ma 0e
‘"'9 C to de periodo .de L fungzo e, -10.0531 -.809017 ,5877853
utilizando este conceito, prolongou-se 0
estudo das fungdes sin x e cos xa R. A Fig.1
f{xj=cos x glx)=sin %
[=4P10) (=471,01
y e i 1 /r"\ r,"
A A py / X
{\.\ II.".’ Y i ."ll \ I." '-.II
Ji g ey =i 1t fi=sway (i
gil "-. .'ll III'\ "II + ."J II" ."I \'-
I".I Il|l- \\, I.'f . . / '-.\I II,-' II".I
- it =2 e o / ) Py ks
\ { ! i ] I |
\ i \ i \ / Y
'.‘ ."I \ ."l I". ."I "'.
e ot / e i \
-12.57 -5.425 ~5.283 —3142 -3e-14 1287 “a42n 783 34 =,
Fig.2

Folha de Célculo mostra o valor das
células tornando-se mais fécil entendero
significado do nimero & € 0 argumento
de cada razdo trigonométrica como um
nimero real. Foi ainda sugerido aos
alunos que escolhessem outros referen-
ciais. Um dos escolhidos foi o que tem
como centro o ponto da circunferéncia

que limita o mostrador do relégio junto
do calenddrio. Este referencial permitiu
o estudo da fungdo h(x) =-1+cosx ¢
dado que a Folha de Calculo permite a
definig@o simultinea de vérios graficos
do mesmo tipo ou de tipos diferentes, 0s
alunos construiram gréficos das fungdes
f(x)=cosx eh(x)=-1+cosx (verfig.3).

e N

=154

- /

e

7

/

hi{x)= =1+cos x

/

4 /

3.1416

—

o 15708 4.7124 6.2832

Fig.3
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Assim, através do estudo compara-
tivo dos mesmos, observaram que o
segundo grifico pode obter-se do pri-
meiro por meio de uma translagfo asso-
ciada ao vector (0, -1).

Foi proposto ainda o estudo de outras
fung¢des, como por exemploy=tanx -1.

Pelo facto de a Folha de Cilculo ligar
por segmentos de recta os pontos, surgiu
o gréafico da fig. 4. Este grafico suscitou
alguns comentdrios:

“Que esquisito! Tem zeros onde nio
est4 definidal”

O nosso computador estd maluco!”

O grupo da mesa ao lado, sem olhar
para o ecrd do computador dos colegas,
retorquiu:

“Fizeram asneira!”

Mas passados alguns segundos:

“O nosso grafico também est4 estra-
nho. Tem um segmento derecta obliquo!”

“Deixem ver o vosso grifico.”

“Omelhor é ver se introduzimos bem
os dados!”

Feita a verificagdo dos dados nos
dois grupos, por sugestio da professora
os 5 alunos reuniram-se para analisar a
questao.

“0 segmento de recta obliquo nio
existe. Vamos enganar o computador,
construindo o gréfico a partir da sobre-
posi¢Aodasrestri¢des da fungioaosinter-
valos ]-n/2, m/2[ e In/2, 3n/2[" (fig. 5).

Na sequéncia das questdes levanta-
das, foi introduzido o conceito de assimp-
tota a uma curva.

Os alunos comentaram:

“O segmento de recta obliquo cor-
responde a uma assimptota vertical. Se
diminuirmos o incremento da variivel
independente, os valores ficam mais
préximos de w/2."

“Vamos experimentar!”

Os alunos diminuiram o incremento
e observaram o gréfico, concluindo que
0 segmento de recta se aproximava da
vertical. Alteraram o incremento até a
posi¢do do segmento “‘parecer” vertical
(ver fig, 6).

Avaliacdo
Nofinal decadaumadasactividades,

foi feito, com a colaboragdo dos alunos,
um balan¢o que nos deuorientagdes sobre

10_]
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arelaciio entre 0 projecto ¢ os resultados
e qual a direc¢fio a tomar para 0s passos
seguintes.

Na avalia¢fio dos alunos e atendendo
anaturezadas actividadesdesenvolvidas,
surgiram-nos algumas questdes:

“Avaliar 0 qué?”

“Como avaliar?”

O professoré falivel, é certo, masndo
pode ser substituido por nenhum “cére-
broelectrénico” pelo que decidimos fazer
aavaliagdo dos alunos tendo em conta 0
relatério escrito e a discussio das acti-
vidades realizadas, o trabalho de grupo,
a participag#o oral e escrita em situagio
de aula ¢ os testes de avaliagdo. Estes
tiltimos foram adaptados em fungfo do
tipo de aprendizagem.

As professoras envolvidas na expe-
riéncia consideram que os objectivos fo-
ram atingidos mas que oreduzido niimero
de computadores dificultou uma melhor
rentabilidade das actividades desenvol-
vidas. Consideram ainda que os alunos:

» adquiriram uma maior facilidade na
interpretagfio de graficos doqueerausual;

« desenvolveram o sentido critico na
andlise dos dados e das situagoes proble-
maticas;

= desenvolveram a capacidade de ex-
posigfo e apresentagio de trabalhos;

» desenvolveram a autonomia e aca-
pacidade de organizagio;

« foram mais solicitados a intervir na
construgfio do saber e, aolongodotempo,
tornaram-se mais responsdveis e melho-
raram o modo de trabalhar em equipa.

Do ponto de vista dos alunos, estes
concluiram que:

= gste tipo de actividades lhes exige
mais trabalho quer naaula quer foradela;

« fazendo embora menos exercicios,

desenvolveram outras capacidades ¢

gostaram de realizar esta expericneia.

Maria da Paz Martins
Maria Teresa Capeldo
Escola Secunddria de Camdes

Noticias breves

GAZETA
de

MATEMATICA

De novo nas bancas...

Acaba de reaparecer a Gazeta de
Matemadtica, prestigiada revista fundada em
1940 por um grupo de professores que incluia
Anténio Aniceto Monteiro, Bento de Jesus
Caraca, Hugo Ribeiro, Silva Paulo e Zaluar
Nunes. Interrompida a sua publicagio desde
1976, reaparcce agora mantendo 0s mesmos
propdsitos de ser “um instrumento de tra-
balho e um guia para os estudantes de
matemdtica”. Desejamos as maiores fe-
licidades & “nova” revista e ao seu director,
José Gaspar Teixeira.

Conselho Nacional da APM
Realizou-se, no passado dia 19 de Janeiro,
a primeira reunido do Conselho Nacional da
APM, na qual participaram, além dos ele-
mentos da direcgdo, represcntantes de diver-
sos niicleos da APM e de outros orgios asso-

ciativos. Nela foram debatidas as linhas ori-
entadoras do trabalho da Associagio e apro-
vado o plano de actividades para 1990/91. No
préximo niimero do APM informagao poderd
ler informagdes mais detalhadas sobre esta
reunido.

The Mathematical Associaiion

A APM recebeu a visita de Bud Win-
teridge, responsdvel pelo sector de publi-
cagdes da Mathematical Association, asso-
ciagiio inglesa que reiine professores de
Matematica de todos os niveis de ensino, do
primério ao universitdrio.. Com ele foram
trocadas impressdes sobre o ensino da
Mateméticanos dois paises, assim como sobre
as actividades das duas associagdes tendo em
vistaumamais estreitacolaboragio. A edigdo
recente de uma colecgio de postais com
problemas foi realizada a partir de uma ini-
ciativa semelhante da M.A.. No futuro vai
existir umapermutade publicagdes, nomeada-
mente das revistas “Educagiio ¢ Matemaltica”
e “Mathematics in School”, estando, desde
j4, a disposi¢io para consulla, na sede da
APM, exemplares daquelarevista e de outras
publicacses.

/
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Materiais paré
-a aula de Matematica

Afichade trabalho “Um estudo sobre
o clima” foi proposta em 89/90 nas tur-
mas associadas ao Projecto MAT,  tendo
constituido no8°anoumadasactividades
da unidade sobre Fungdes — que € des-
critaneste nimero darevista, numartigo
da nossa colega Leonor Cunha Leal.

A mesma ficha foi propostaaos alunos
do 7° ano, mas neste caso a intengdo foi
"apenas” de proporcionar uma experién-
cia de construgdo e interpretagdo de
grificos num contexto real sem sc pre-
tender avangar na formalizag¢do de con-
ceitos mais abstractos. Uma actividade
pode ndo estar imediatamentc ligada a
um t6pico do programa— desde que, cm
si mesma, tenha interesse e seja signifi-
cativa enquanto cxperiéncia de trabalho.

Dada a sua natureza ¢ 0 seu objectivo
central (proporcionar oportunidades para
ousode ideias matemdticas em situagdes
darealidade) a ficha podera ser proposta
a alunos de diferentes anos. A nossa ex-
periéncia sugere as seguintes ideias:

= A ficha ¢ adequada para trabalho
¢m pequenos grupos.

»Numaaula, 0s grupos poderdo traba-
lhar as quatro primeiras questdes. A quar-
tadesempenha um papel central, ao pedir
um relatério em que é preciso usar dados
numéricos mas num contexto de aplica-
¢dio, para ilustrar ou defender umaideia.
Além disso, apela 4 imaginagdo dos alu-
nos (que tenderdo aimaginar nomes para
a“sua” agéncia, inventar “slogans”, etc.).

« A quinta questao poderd motivar a
ajuda do professor de Geografia e/ou a
observacio de um pluviémetro.,

« A iltima questdo ¢ adequada para
umadiscussdo geral naaula seguinte, de-
pois de os alunos terem tido tempo para
pensar ¢ escrever as suas ideias.

« Scria util que os relatérios (pelo
menos) fossem entregues ao professor
para uma avalia¢gio mais atenta.

E uma recomendagdo: falar de “ob-
jectos” e “imagens” em vez de meses ¢
temperaturas, ou desprezar 0S aspectos
extra-matemdticos envolvidos, pode scr
uma 6ptima maneira de estragar tudo.
Mesmo apresengadbviada Matematica...

Paulo Abrantes
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Valores da temperatura média do ar (em graus centigrados) e da quantidade de
precipitagdo (em milimetros) registados pela estagdo de Pinheiro da Cruz do Instituto
Nacional de Meteorologia e Geofisica e referentes ao periodo 1979-85:

Um estudo sobre o clima

Materiais para a aula
de Matematica

Meses do ano | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul | Ago| Set | Out | Nov| Dez
Temperatura | 9,9 |11,0/12,1|14,1|15,0/18,9/19,9 |20,8|19,9|16,7|13,8| 11,0
Precipitacio |66,8|73,0|49,2|64,7| 35,1/10,0{10,1 | 3,0 | 15,9]61,5|94,5|61,5

O conhecimento destes valores pode ajudar a tomar decisdes, por exemplo, relativas
a agricultura ou ao turismo. Um parque de campismo préximo de uma praia do Alentejo

afixou-os na recepcgao...

1. Constréi dois graficos cartesianos que respresentem estes dados, um deles relativo a
temperatura e o outro relativo a precipitagdo (de preferéncia, utiliza papel milimétrico).

2. Sobre a temperatura:

« Qual foi o més mais quente? E o mais frio?

« Em Julho e em Setembro a temperatura média foi a mesma. H4 mais algum par de

meses em que isto tenha sucedido?

« Entre Junho e Setembro qual foi o més mais quente? E entre Maio e Outubro?

1990
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3. Sobre a precipitagao:

« Qual foi 0 més em que choveu menos? E aquele em que choveu mais?

« H4 dois meses que registaram igual precipitagdo? Quais?

« Entre Junho e Outubro qual foi o més em que choveu menos? E entre Maio e
Outubro?

4. Imagina que trabalhas para uma agéncia turistica e que te pedem um relatdrio sobre as
condicdes climatéricas desta regido... Procura escrever esse relatorio.

Apresenta as informagdes e opinides que te paregam importantes. Podes ter em conta,
entre outros, aspectos como:

- Quais 0s meses mais convenientes para se marcarem férias nesta regido?

« Ser4 preferivel marcar as férias em Junho ou em Setembro?

« Se j4 ndo houver vagas no periodo de Junho a Setembro, € preferivel optar por Maio
ou por Outubro?

5. Ainda uma questdo sobre a quantidade de precipitagdo:

A quantidade de precipitagdo é o mimero de litros de chuva que, num determinado dia,
cai em cada metro quadrado do solo. .

Esse valor é geralmente apresentado em milimetros porque o nimero de litros de dgua
que cai num recipiente com a forma de um prisma tendo por base um quadrado de 1 m
de lado € igual ao nimero de milimetros que a altura da dgua atinge num tal recipiente.
Es capaz de explicar porqué?

Averigua e explica como é que, na prética, se faz a recolha de dados sobre a quantidade
de precipitagdo. Compara o processo utilizado com a informac@o anterior.

6. E outra sobre a temperatura média do ar:

Os primeiros valores apresentados nesta ficha foram os da temperatura média do ar em
Janeiro, em Fevereiro, etc., referentes ao periodo 1979-85. Repara que se estd a falar de

/
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Uso das c_alculadorqs
em trigonometria

Foi uma entrevista publicada na “Educacgao e Matemdtica” do 3°
trimestre de 1989, onde os colegas do niicleo de estdgio da Escola
Secunddria Marqués de Pombal relatavam as suas conclusées sobre
asactividades com calculadoras, que me levou a elaborar este trabalho.

Recordo passagens como: “Re-
almenie estando a utilizar a maquina de
calcular ndo faz sentido aracionalizagdo
de denominadores de fracgdes ou re-
solver equac¢des trigonométricas” ou
“Aconteceu-me uma vez no primeiro
teste de trigonometria. Depois de o ter
feito verifiquei que com a mdquina de
calcular aquilo ndo tinha a minima difi-
culdade”.

Debrugando-me particularmente
sobre o problema do ensino da trigono-
metria usando a calculadora, venho aqui
apresentar 0 meu ponto de vista pro-
curando também, dar algum contributo a
este tema.

Quando pretendemos tratar um as-
sunto com a maquina de calcular deve-
mos primeiro perguntar: - Que ca-
pacidades e limitagoes tem a minha cal-
culadora? - Aoelaborar o trabalho nunca
devemos esquecer estes dois pardmetros,

Vamos resolver as virias questoes
que se seguem com a TI 66:

1 - Determinar a amplitude do menor
angulo positivo cujo seno é - 0,5,
Assim, colocamosno visor -0,5, pres-

sionando, sucessivamente, as teclas
[sin ]

Curiosamente, no visor aparece um
angulo negativo (-30°). Portanto a
méquina ndo resolveu o problema; ape-
nas forneceu um ponto de partida para se
chegar a solugio (v. fig. 1).

2 - Determinar a amplitude dum angulo
positivo do segundo quadrante cujo seno
s

a) 0,309016994  b) 0,8660265404

A miéquina indica, nos dois casos,
angulos do primeiro quadrante: préximos
de 18° ¢ 60° respectivamente. A reso-
lugdo destas questdes leva-nos a desen-
volver os raciocinios esquematizados na
fig.2.

Estas situagdes poderiam servircomo
motiva¢des numa sala de aula, levando
os alunos a interpretar as figuras seguin-
tes (fig.3) e a concluir que

sin (180° - o) = sin o

As limitag6es da maquina obrigam-
nos a saber interpretar com muito rigor o
que se passa nesta e no circulo trigono-
métrico.

Deste modo, podemos verificar que

Arsénio Coelho

sin (180°-(-30°)) = sin (-30°)
fig. 1

ao determinarmos com a calculadora o
seno de um angulo do segundo quadran-
te esta redu-lo ao primeiro, tal como os
angulos do terceiro quadrante sdo re-
duzidos ao quarto.

3 - Determinar:

a) sin 1920°

b) O quadrante a que pertence 1920°
Resolugdo:

a) 1920 [sin] e no visor aparece-
nos 0,866025404.

b) Se, contendo no visor 0,866025404,

fizermos
[INV] [2nd] [sin]
para determinarmos o quadrante, esta-
mos a cometer um erro.
Devemos entfio usar a férmula:

D = (D/360) [Intg]x 360 =
=RESTO

T
L U

/1800-18
/\\
/Wh

180°-o

60"\

sin (180°-18°) = sin 18°

fig. 2

sin (180°-60°) = sin 60°

VS

sin (180°-¢) = sin o

fig. 3

/
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180"+
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1800k a

>

a/\

B

c0s 0. = ¢os (-0t)

fig. 4

tg o = tg (180°+0)
fig. 5

Deste modo obteremos o quadrante
certo: 120° (2° quadrante)

Programa:

000 STO 010 )
001 00 011 INT
002 - 012 X
003 ( 013 3
004 RCL 014 6
005 00 015 0
006 / 016 =
007 3 017 R/S
008 6 018 RST
009 0

4 - Simplificar a expressio:

sin (900° + x) + cos (1710° + x)

A calculadora nio simplifica a ex-
pressdo porque nao trabalha com
varidveis - apenas com valores concre-
tos. Valerda penasimplificar aexpressio
uma vez que, se tal ndo for feito, ao con-
cretizarmos a varidvel a méquina faz
normalmente os cdlculos? - E da maior
importancia simplificar as expressoes
antes de as fornecermos & maquina re-
duzindo o nimero de operagdes, 0 erro
cometido ¢ o tempo de célculo.

Assim se usarmos o programa ante-
rior colocamos a expressio pronta a ser
simplificada:

sin (180° + x) + cos (270° + x).

5 - Verificar que a miquina quando tra-
balha com a fungfio coseno reduz ao
primeiro quadrante os angulos do quarto
¢ ao segundo os angulos do terceiro;
confirmando que (v. fig. 4)

cos o= ¢os (—0) .

Tomar como exemplo o cilculo de
cos 240° e cos 330°, determinando de
seguida o angulo cujo coseno estd no
visor.

6 - Resolver a equagao

V2

2

A méiquina, como ja verificamos an-
teriormente, poderd ndo resolver
equagdes. Neste caso apenas nos indica
uma solugdo: 45°, Para além disto, €sti o
aluno com a sua capacidade de generali-
zagdo e abstracgdo.

A tnica vantagem (grande van-
tagem!) da utilizagdo da maquina € a de
odiscente ndo ser obrigado a saber de cor
alguns valores das razdes trigonométri-
case existir maior velocidade de cédlculo.

sin X =

7 - Determinar cos X sabendo que
0°<X<270° ¢ que

4
(EL B AR
B 3

a)Com calculadora usandoa tecla
b) Com a calculadora, supondo areferida

tecla avariada.

A resolugao da alinea a) serd -4/3 =[2nd]
[tg Je no visor aparecerd -53,13010235.

Ora este angulo ndo pertence ao dominio

- édo quarto quadrante; pretendemos um

do segundo.

O aluno ndo pode esquecer-se de
somar, ao angulo obtido, 180°. Caso
contririo, determina o coseno com O
sinal trocado.

Quando a mdquina determina a
tangente de um angulo do segundo qua-
drante redu-lo ao quarto e quando cal-
cula a tangente dum do terceiro, redu-lo
ao primeiro (v. fig. 5)

E desnecessrio resolver a alinea b)
mas, como ji verificaram, os conheci-
mentos utilizados sdodiferentes dos apli-
cados em a).

!

Paratestar ascapacidades do homem
temos as limitagoes da maquina. Quando
estas nio chegam devemos impor
restrigdes ao usode certas teclas paraque
seja evidente que a calculadora deve ser
utilizada numa perspectiva de superiori-
dade do homem sobre a maquina.

Conclusées

Conclusdes sobre a utilizagdo da calcu-
ladora:

- E necessdrio saber a trigonometria
como se ndo usdssemos a maquina;
somente nio necessitamos de saber de
cor valores das razdes trigonométricas.

- A mdquina para cada fungdo tra-
balha em dois quadrantes.

- A resolugio de equagdes tem muita
importancia.

- A lei fundamental da trigonometria
¢ outras férmulas poderdo passar a ter
menor énfase.

- Podemos explorar as capacidades/
limitagdes das calculadoras como moti-
vacdo na aula.

- E importante saber simplificar
expressdes onde aparecem varidveis.

No que respeita ao capitulo dos radi-
cais, ¢ minha opinido que os alunos ({€m
de saber todas as regras para operar com
estes; terdo também de saber reduzir
fracgSes ao mesmo denominador. - Como
preparamos nds o0s alunos para operar
com expressoes literais e fazer demon-
stragdes em que as varidveis aparecem
em denominador, em radicando ou em
indice?

Arsénio Coelho
Esc. Sec. n? 3 da Figueira da Foz
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O QUE DE BOM TEMOS PARA SI

Data Cartridges Streamer, Discos
Bandas Magnéticas, CALCULUS-EUROMAGNETICS
Diskettes
Fitas Tinta para Impressoras
Arquivo p/ Diskettes, Bandas, Discos, Pastas, etc.
Suportes Rotativos p/ Terminais de Computadores
Monoblocos contra fogo p/ Registos Magnéticos
Etiquetas Autocolantes, Papel de Formularios
Diskettes de Limpeza p/ Unidades de Gravacdo
Pastas p/ Arquivo de Formulérios e Conj. Separadores
Anti-Reflectores p/ Videos, Monocromaéticos e a Cores
Computadores COMMODORE
Impressoras STAR, C. ITOH
Maquinas de Limpeza de Oxidos p/ Cartridges (Streamers)
Visionador de Cabecas de Drive de Cartridges (Streamers)
Conjuntos de Limpeza p/ Drives de Diskettes, Cartridges, Teclados, Ecrans, Impressoras

DISTRIBUIDOR AUTORIZADO
COMPUTADORES c: COMMODORE

Software e Jogos

Ly Sede: Filial:

|
J

LT
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COMERCIALIZAGCGAD DE
BUPORTES MAGNETICOS, LDA, 1200 LISBOA 1100 LISBOA

Rua Artilharia Um, 38-1.° Rua Damasceno Monteiro, 116-B ‘—/
T 69 34 37 - 69 34 08 Telex 64179 & 820185 - 8277 36




O problema do ProfMat 90

Pedro Esteves

Enquanto decorria o
encontro anual da

A .P.M. nas Caldas da
Rainha, foi colocado
a arte dos
participantes o
problema

"Os dois campistas
mentirosos'.
Dezoito corajosos
matematicos
arriscaram oS seus
nomes. Trés
responderam em
equipa, um propos
duas solucdes
separadas e outro
apresentou, de uma
s6 vez, quatro
versoes e
comentarios finais.

A grande maioria das respostas
bascou-se¢ na seguintc opcao pragmatica
do guia: 3 campistas seguirdo pela 1*
vereda, 3 pela 2° 2 pela 3% e ele proprio
pela4*. 0 modo como, nessas respostas,
estd demonstrado que essa opgdo é
suficiente para fundamentar uma boa
decisdio do guia ao fim dos 40 minutos de
exploragiio das veredas € que varia.

Uma maneira de catalogar as
demonstragoes dos nossos problemistas
é: sesdo estudadas todas as hipéteses por
intermédio de uma “arvore”, tal como
um computador faria, a demonstragdo €
do tipo “exaustiva”; se sdo afastadas
previamente vérias hipéteses, mediante
raciocinios simples, e/ou se as hipéteses
sdo agrupadas por forma a permitir que
osencadeamentos dedutivos sejam feitos
sobre conjuntos de hipdteses, entio a
demonstragio ¢ do tipo “heuristico”.

Como ninguém se situa em absoluto
num destes extremos ¢ porque alguns
dos solucionistas pura ¢ simplesmente

Os dois campistas mentirosos...

Oito jovens campistas ¢ o seu guia estilo perdidos no interior de uma floresta ao fim da

* tarde. Exactamente uma fora antes de ser noite cerrada e de jd nio se poder caminfiar na.
floresta, chegam a um ponto de onde saem quatro veredas, uma das quais - mas ndo se sabe
qual! - conduz ao acampamento em 20 minutos.

? A solugio para o guia parece ser mandar seguir durante 20 minutos pequenos grupos -
 onde ele proprio se pode incluir - pelas vérias veredas, voltarem & intersecgdo dos caminfios
ao fim de quarenta minutos, j& sabendo entdo qual a vereda a tomar, e depois gastarem os
iltimos 20 minutos da hora a dirigirem-se todos ao acampamento. O problema é que o guia
sabe que dois dos oito jovens campistas - embora ndo saiba exactamente quais! - dizem

/
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ndo demonstraram as suas conclusées ¢
portanto estas nio podem ser catalogadas
relativamente, o melhor é comegar por
apreciar algumas das contribuigdes mais
originaisindependentemente da estrutura
de cada resposta individual.

Osdoisrepresentantes mais proximos
davia exaustiva,Jaime Carvalhoe Silva
(J.C.8.) ¢ José S. Fernandes ( J.S.F),
utilizaram a mesma ideia base para a
organizagio das hipéteses que sc podem
deparar ao guia (sem que cstc saiba
perante quecasoestd): ouninguémmente,
ou apenas um mente, ou hd dois a mentir.

J.C.S. pormenoriza um pouco mais a
ultima possibilidade: ou os dois
mentirosos estio no mesmo grupo, ou
estdo separados. Deste modo, J.C.S.
inventaria num quadro (adiante adaptado)
as hipdteses constantes do quadro 1.

A seguir J.C.S. climina todas as
configuragdes das respostas dos 0ito
campistas em que ou surge um SSS ou
dois grupos NNN (pela evidéncia do seu

mentiras de vez em quando...Como poderd o guia descobrir assim a boa vereda?
(em “Piblico Magazine”, 4/11/1990, pégina semanal de “Desafios” a cargo de
Eduardo Veloso e José Paulo Viana)
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Pergunta:"O teu caminho ¢ bom"?
Quadro 1 Respostas dos o0ito campistas, organizadas
por grupos de 3 + grupo de 3 +grupo de 2
Ninguém mentiu SSS+NNN+NN | NNN+SSS+NN | NNN+NNN+SS
NSS+NNN+NN| SNN+SSS+NN | SNN+NNN+SS |
Um mentiu SSS+SNN+NN NNN+NSS+NN | NNN+SNN+58
SSS+NNN+SN | NNN+8SS+SN | NNN+NNN+NS
o NNS+NNN+NN | SSN+SSS+NN SSN+NNN+SS
juntos | SSS+SSN+NN | NNN+NNS+NN | NNN+SSN+SS
Dois SSS+NNN+SS | NNN+S858+8S | NNN+NNN+NN
e e . NSS+SNN+NN | SNN+NSS+NN | SNN+SNN+SS
separados NSS+NNN+SN | SNN+SSS+SN | SNN+NNN+NS§
SSS+SNN+SN | NNN+NSS+SN | NNN+SNN+NS

significado para o guia) e restam-lhe 15
casos, bem distintos, portanto “uam

~catdlogo sem ambiguidades dos trés
possiveis caminhos para o
acampamento”; se a cada S for atribuida
1 unidade, cada caso é transformavel
num nimero escrito na base 3:

NSS+NNN+NN —> 200

NNS+NNN+NN —> 100

NSS+SNN+NN —> 210

NSS+NNN+SN —> 201

NNN+NSS+NN — 20

NNN+NNS+NN —> 10

SNN+NSS+NN —> 120

NNN+NSS+SN —> 21

SNN+NNN+SS —> 102

NNN+SNN+SS —> 12

SSN+NNN+SS —> 202

NNN+SSN+SS — 22

SNN+SNN+SS —> 112

SNN+NNN+NS —> 101

NNN+SNN+NS —> 11
sendo cada nimero caracteristico de um
linico caso.

EnquantoJ.C.S. se entusiasmou com
esta construgdo, deixando o guia numa
posigo bem embaragosa (‘o guia tem
entdo apenas que construir este catilogo,
ouvir as respostas ¢ indicar
instantaneamente qual o caminho
certo™!), J.S.F. foi mais cuidadoso e,
ap6s um percurso demonstrativo
diferente, procurou uma conclusdo facil
de aplicar (“para uma decisio rapida do
guia aquando do regresso dos diferentes
grupos”): se “Dos dois grupos de trés um
¢ unanime e o grupo de dois é uninime -
as mds respostas sdo verdadeiras,
ignorando-se a resposta do outro grupo
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de trés”; se “Os dois grupos de trés siio
uninimes - as suas respostas sio
verdadeiras, ignorando-se a resposta do
grupo de dois”; se “Nos dois grupos de
trés h4, em cada um, um discordante - as
suas respostas sdo verdadeiras, alids,
também € verdadeiraa resposta do grupo
de dois”; se “Num dos grupos de trés e no
grupo de dois hd, em cada um, um
discordante - tomam-se como verdadeiras
as respostas dos dois grupos de trés
ignorando-se a resposta do grupo de
dois”, entendendo-se sempre como
“resposta” de um grupo a que resulta
duma unanimidade ou de uma maioria”
; assim o guia pode juntar 2 resposta que
conhece sobre o caminho que explorou
pessoalmente pelo menos mais duas
respostas verdadeiras sobre 0s outros
trés caminhos, o que ¢ suficiente para
decidir.

Como pensaram os problemistas que
seguiram a via heuristica? '

Houve entre as respostas dadas trés
tipos bdsicos de intuigdo:

a) partir das indicages dadas acerca
dos bons/maus caminhos;

b) partir das unanimidades/
divergéncias verificadas na opinido dos
trés grupos de campistas;

c) especular sobre 0s casos que
poderiam surgir conforme nfo se tenha
verificado nenhuma mentira, ou sé uma
mentira, ou as duas possiveis.

A 1* versio de Margarida Graga

(M.G.) é um misto dos tipos a) e b):
“l- 86 um grupo indica o “bom”

/

caminho:

* todos estdio de acordo em cada
grupo;

* 0s“‘mentirosos” nio mentiram nesse
dia;

* o monitor deve dirigir-se pelo
caminho indicado.

2 - Nenhum grupo indica o “bom”
caminho:

* todos estdo de acordo em cada
grupo,

* 0s mentirosos estio ambos amentir,
estdo juntos e sozinhos no grupo de dois;

* o grupo de dois mente;

* o monitor deve dirigir-se pelo
caminho onde foi o grupo de dois.

3 - Dois grupos indicam o “bom”
caminho:

* todos estdo de acordo em cada
grupo;

* 0s mentirosos estio ambos a mentir,
estiio juntos e sozinhos no grupo de dois;

* o grupo de dois mente;

* o0 monitor deve seguir a indicagio
do “bom” caminho do grupo de trés.

4 - Haum grupo que nio se “entende”
quanto a resposta a dar:

= s¢ € um grupo de dois:

* s6 um mentiroso mente nesse dia;

* o monitor deve ignorar a resposta
desse grupo e tomar em conta asrespostas
dos outros grupos para tirar conclusdes;

* consegue-se saber qual o
“mentiroso”™;

a Os problemistas o

Ana Paula Alves
Cristina Viegas Henriques
Dalva Domingues

Inés Queiroz

Isabel Brandio

Isabel Costa

Jaime Carvalho e Silva
José Freire Ferreira
José M. Duarte

José S. Fernandes
Margarida Graga

Maria Amélia Pereira
Maria Fernanda Mendes
Maria Teresa Sanches
Olga Gomes Coelho
Paulo Silva Simdes
Pedro Almeida

e Rijkje Dekker /
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Guia

i

# pimero de mentirosos < 2
** niimero de mentirosos = 1
**%* g0 05 dois concordam ¢ 1 diz a verdade

Quadr(} 2 A3 T> iB
2
C
A determinado * l
B Os 3 de A concordam = B determinado =5 C det.
Os 3 de B concordam Guia determinado
Sl 3 rl mentirosoem A => Adet’”
s 3 n:io comcatonth —> |1 mentiosocem B = Bdet. | = Cdet.
0Os 3 de B ndo concordam :
Guia dctJ
[ A det.
Os 3 de A concordam 1 mentirosocem B => B det.
‘ 3a| | Os 3 de B ndo concordam | = | | yentiroso em C = C det.
Os 2 de C niio concordam Chisti et g
= A det.
| Os 3 de A concordam pelo menos um g
3b| | Os3deB nio concordam | => | 4o C diz a verdade = Cdet. => B det.
Os 2 de C nio concordam
Guia det.

—> se 3 concordam os 3 det.
— 2 dizem a verdade —> 3 det.

— os 2 dizem a verdade = 2 delL

ssc é um grupo de trés:

* ignora-se a posi¢do desse grupo ¢
como no caso anterior o monitor deve
considerar asrespostas dos outros grupos
e tirar conclusoes;

* consegue-se saber quem mente.

5 - HA dois grupos que ndo sc
entendem:

* 0s mentirosos estio ambos a mentir
e em grupos separados;

« s¢ é um grupo de trés ¢ um grupo de
dois:

* o monitor deve considerar aopinio
damaioria do grupo de trés ¢ excluirado
grupo de dois;

« dois grupos de trés:

* o monitor deve consideraraopiniao
da maioria em cada grupo.”

No tipo b) inclui-se a solugdo de Jos¢
M. Duarte, (J.M.D.), em dois grupos;sé
hd um problema num grupo; ndo ha
polémica em nenhum grupo - ¢
desenvolve as casas que nelas estio
contidas, tirando claras conclusdes.

Mas a resposta que melhor ilustra a

utilizagdo deste segundo tipo de intui¢o
e que a0 mesmo tempo ¢ a formalmente
mais elegantc ¢ a mais econdmica
(emboranio se preocupe Com 0s aspeclos
priticos da conclusdo - guia sofre!) éade
Rijkje Dekker, reproduzida na integra
(traduzida do original inglés) no quadro
2.

Finalmente, o (iltimo tipo aproxima-
se da forma usada pelos solucionistas
“exauslivos” e esteve na base da2* versao
apresentada por M.G.

Integrando-se nas solugdes baseadas
numa intui¢do do tipo b) e preocupando-
sc com a apresentacdo final dos
resultados, de modo a estes serem
facilmente legiveis e rapidamente
utilizdveis, as soluges de Paulo Lopes
Simées e de Maria Fernanda Mendes,
muito parecidas, sdo a seguir reunidas
num tinico quadro adaptado (v. quadro
3). Estas duas solu¢oes convergem com
adeJ.S.F.

Um outro quadro bem curioso foi
proposto por Isabel Branddo, Dalva
Domingues e Olga Coclho, que
trabalharam em equipa.

Utilizando E.V.C. como abreviatura
de “Encontrei a Vereda Correcta”,
propdem ao guia, para o caso dele proprio
ndoencontrara V.C.,quesigapelavereda
experimentada:

“epor um dos grupos de trés em que:

* todos afirmem E.V.C.;

* apenas dois afirmem E.V.C. desde
que ndo mais de um outro campista o
afirme;

* apenas um afirme E.V.C. desdeque
ninguém mais o afirme;

«pelo grupo de dois em que:

* ambos afirmem E.V.C. e mais
nenhum grupo seja unanime a afirmé-1o;

* apenasum afirme E.V.C. desdeque
nio mais de um outro campista o afirme;

* ninguém afirme E.V.C..”

Grupos Falam verdade Para conhecer a verdade sobre 3 ca-
de2 | de3 | de3 além do guia minhos e, portanto, sobre o outro
U D D o grupo U e 2 elemen- tomar como verdade a
tos de cada grupo D maioria nos grupos D
u D U os grupos U —
D U o grupo U e dois tomar como verdade a
D elementos do grupo D maioria nos grupos D
D U u os dois grupos de 3
u U | U os dois grupos de 3
U = unanimidade ; D =divergéncia Quadro 3
/
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Uma solugdo bastante sintética
baseada no simples discurso ¢ que
combina muito bem a demonstragio
(elementar) ¢ a informago pratica (para
oguia) é ade José Freire Ferreira, da qual
se reproduz um extracto ilustrativo:

“Se hd desacordo apenas num grupo
de trés: tanto faz que minta um ou dois,
0 guia nfo o ouve e assume as opinides
dos outros grupos.

Se hd desacordo num grupo de trés e
no grupo de dois: entdo um (e s6 um)
mentirosoestdno grupode trés e percebe-
s¢ a opinido correcta (da maioria [=2]).
Além disso, desmascara-se 0 mentiroso
do grupo de dois.”

Mas ... teria sido a opgdo 1+2+3+3
do guia uma op¢ao necesséria?

Curiosamente, apenas em duas das
respostas hd tracos de preocupagio em
relagdo a esta questio:

- numa das versdes de M.G. surgem,
sem qualquer comentirio (como se de
um rascunho se tratasse), as hipéteses do
quadro 4.

- na resposta de J.M.D. comega por
estar escrito:

“0 ideal para o guia scria explorar
uma vereda e enviar equipas de cinco
jovens para as outras veredas. E que em
cada equipa de cinco, mesmo que os dois
“mentirosos” 14 estivessem e mesmo que
os dois “mentirosos” estivessem de facto
amentir, a maioria de trés “verdadeiros”
falaria verdade, ¢ poderia confiar-se no
depoimento da maioria (que seria
seguramente verdadeira).

O tnico “contra” deste método é que
¢ impossivel de aplicar, porque ndo ha
2x5=10 jovens, mas apenas 8; mas nada
mais diz sobre as outras possibilidades e
passa imediatamente & configuragfo ji
conhecida (1+2+3+3).

Consultando a solugo proposta pelos
autores do “desafio” (em “Piiblico
Magazine” de 11/11/90), também ai ndo
estd demonstradaa unicidade obrigatéria
da configura¢do dos grupos de pesquisa
das veredas. Nem sequer no original de
onde o problema foi retirado, “The
Puzzling Adventures of Dr, Ecco”, de
Dennis Shasha (1988).

Quem querera contribuir com uma
demontragdo de que a configuracio
1+2+3+3 além de suficiente, é uma

1990

caminhos ABCD ABCD A TRET)
n®de caminheiros EY E 4]0 = 1298
PO, =
monilor
Quadro 4

condigdo necessdria?

E para terminar: este problema
também deu oportunidade i boa
disposi¢do, a rebeldia contra a
artificialidade das condi¢Bes que o tornam
“problema” e até ao desabafo.

Af vdo alguns extractos:

“Ordem do monitor; um dos
elementos do grupo que chegar ao
acampamento deve trazer a bandeira”
(M.G., versdo zero);

“Devo dizer que os campistas que
encontram o acampamento devem logo
ai ficar. (...). Se um campista mentiroso
nio encontrar 0 acampamento vai
regressar necessariamente, pois pode ser
mentiroso mas ndo € burro de certeza:
nio vai querer passar a noite ao relento
(haverd feras?). O problema estd quando
0 mentiroso encontra 0 acampamento
mas regressa mesmo assim para enganar
o guia. (...). Se 0o mentiroso estd no grupo

de dois, s6 surge um problema quando os
dois elementos desse grupo sdo ambos
mentirosos € regressam ambos. Mas
entio, o guia sabendo que um dos
caminhos leva ao acampamento, exclui
oscaminhos dos grupos de trés, peloque,
por exclusdo de partes deixa o caminho
de dois como o caminho certo (e,
descobertos, os mentirosos ficam sem
sobremesa uma semana inteira!).”
J.C.S.);

“Senti-me “inibida” em resolver o
problema por ter sido dedicado aos
professores de Matematica e colocado
porvocés. Fiquei desconfiada einsegura.

Considero que percebi que este
problema ¢ interessante para formagio
de professores porque a solugio é facil,
encontrarum processo simples e sintético
¢ que é o verdadeiro problema.

(...)". (M.G)).

Pedro Esteves
Esc. Sec. do Seixal

* Margarida Graga
» Maria Fernanda Mendes
* Rijkje Deker

Gradiva.

[ Os vencedores

O juri, constituido por Eduardo Veloso, José Paulo Viana e Pedro
Esteves, considerando a existéncia de virias respostas de qualidade
semelhante, resolveu atribuir o prémio a trés solugdes, da autoria de:

O prémio atribuido, como tinha sido anunciado, é o livro "100
Problemas Numéricos", de Pierre Berloquin, oferecido pela Editora

=

A

Interessa-se por problemas?

Na APM existem vérias publica¢des sobre problemas; O Problema da Semana;,
Jogos, Enigmas e Problemas; Mais Jogos, Mais Enigmas e Mais Problemas:;
Viagemde Ida e Volta. Além disso, incluem muitos problemas os livros O Geoplano
naSala de Aula, as Calculadoras na Educagdo Matemdtica e a agenda do professor
1990/1991, Dia-a-dia com a Matemdtica. Pegaas publicagdes da APM pelo correio.

Consulte a pag. 2 desta revista para saber como isso se faz. Descontos para s6¢ios.

{
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