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Sobre a capa

Na capa deste numero uma nuvem de niimeros para assinalar a 150*
edicdo da Educagdo e Matemdtica

Mario Baia

Neste nimero também colaboraram

Ana Barbosa, Anabela Cruz-Santos, Ant6nio Domingos, Ant6nio
Guerreiro, Belmira Mota, Célia Mestre, Cristiana Leite, Cristina
Martins, Elisabete Costa, Emanuel Martinho, Fernanda Ferreira, Filipa
Machado, Helena Rocha, Hélia Jacinto, Isabel Vale, Jaime Carvalho e
Silva, Joana Dias, Joana Tinoco, Jodao Carlos Terroso, Lina Brunheira,
Luis Menezes, Lurdes Serrazina, Manuel Vara Pires, Margarida
Rodrigues, Maria Helena Martinho, Maria Jodo Nunes, Nélia Amado,
Rosa Antdnia Ferreira, Silvia Semana, Susana Carreira, Teresa Olga
Duarte.

Sobre o niimero tematico

A Revista Educagdo e Matemdtica assinala as 150 edigdes com um
numero tematico dedicado a comunica¢do matemadtica. Este nimero
comegou a ser preparado hd mais de um ano, primeiro com a escolha
do tema e da sua editora — a Rosa Antdnia Tomds Ferreira — que
entusiasticamente aceitou o nosso convite. Logo numa primeira
reunido, ainda no Norte, a Rosa avangcou com muitas ideias sobre
tdpicos a tratar e trabalhos que a revista poderia divulgar, delineando
um plano muito préximo do que veio a ser o produto final. A partir
dai, foram enderecados convites de Tras-os-Montes ao Algarve, do
pré-escolar ao ensino secundario, incluindo ainda a formacgéo inicial e
considerando vérios temas matematicos. Recebidos os contributos de
todos os autores, foi necessério rever, sugerir, alterar e tomar decisoes
de edi¢do, um trabalho em que a Rosa se envolveu empenhadamente.
Desta forma, a diversidade e a qualidade que esperamos que o leitor
reconheca no numero temdtico tem muito a dever a nossa editora que
se dedicou de alma e coragdo a sua construcéo. Pela sua orientacdo,
apoio e energia, a Redagio da Educagdo e Matemdtica apresenta aqui
o0 seu enorme agradecimento.
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Tel: (351) 21 716 36 90
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Notas

« Os artigos assinados sdo da responsabilidade dos seus autores,
nio refletindo necessariamente os pontos de vista da Redagio
da Revista. Por opgéo do editor e/ou autores, alguns artigos nao
obedecem as regras do novo acordo ortogréfico.

» Pela relevancia das cores nalguns artigos deste nimero, a sua
versdo digital disponibilizada aos s6cios no site da APM sera
publicada a cores.



EDITORIAL

ROSA ANTONIA TOMAS FERREIRA

Comunicacdo matematica no processo de
ensino-aprendizagem: praticas e desafios

O ultimo ntuimero da Educagdo e Matemdtica de 2018 é dedicado
ao tema da comunicagdo matemadtica, globalmente vista como a
comunicag¢io de ideias matemadticas e que se apoia em processos
matematicos e em representagoes diversificadas.

E inegavel o interesse que a comunidade de investigacio
em educacdo matemdtica tem manifestado na temdtica
da comunicacdo matemdtica. Muitos tém sido os estudos
desenvolvidos, a nivel nacional e internacional, sobre a
importancia do desenvolvimento da capacidade de comunicagédo
matematica desde cedo na vida escolar dos alunos, e enfatizando
as suas vdrias vertentes.

Este interesse tem sido refletido pelas orientacdes curriculares
no nosso pais, as quais, num passado recente, valorizaram o
desenvolvimento da capacidade de os alunos interpretarem e
comunicarem ideias e processos matemadticos, e realgaram o
papel das interagdes entre os alunos e entre estes e o professor.
Em particular, o programa de matematica do ensino basico
de 2007 reafirmou o importante “estatuto” de capacidade
transversal, a par da capacidade de resolucgdo de problemas e de
raciocinio matematico. Mas, além disso, real¢cou a comunicagéo
matemdtica como uma orientagdo metodolégica, destacando
arelevancia do trabalho entre pares e das discussoes coletivas.

Mais recentemente, contudo, os programas, seja do ensino bésico,
seja do ensino secundério, em Portugal parecem ter-se “esquecido”
do papel determinante que a comunicagdo matemdtica tem
na qualidade do processo de ensino-aprendizagem, isto é, na
qualidade do que se ensina e do que se aprende, em matematica.
Com a publicacio do Perfil do Aluno a Saida da Escolaridade
Obrigatoria, em 2017, e das Aprendizagens Essenciais, em 2018,
o valor da comunicac¢io (matemadtica) é retomado e “renasce”
a necessidade de uma prética de ensino novamente atenta a
estas questdes. Se é importante preocuparmo-nos com o que
ensinamos aos nossos alunos quando adotamos uma certa
forma de comunicar (e comunicar nio é sé falar ou escrever
— 0s gestos ou até objetos podem ser importantes veiculos
de comunicacéo de ideias), também é crucial pensarmos nos
tipos de comunicagdo que apoiam o desenvolvimento de certos
conceitos ou processos matematicos, além de nos devermos reter
sobre os meios que usamos para comunicar com os alunos e
promover a sua capacidade de comunicacdo matematica.

Neste numero da revista, estdo reunidos vdrios artigos que
abrangem todos os niveis de escolaridade, do pré-escolar ao
ensino superior (nomeadamente a formacao de professores),
e que pretendem refletir o cardcter multifacetado da
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comunica¢do matematica, seja como capacidade transversal a
aprendizagem, sempre numa perspetiva de uma aprendizagem
com compreensio, de conceitos e processos matematicos, seja
como orientacdo do trabalho em sala de aula e fora dela, com os
alunos. A¢des comunicativas como explicar procedimentos e
raciocinios, argumentar ideias e justificar processos ou opgoes
tomadas encontram eco em alguns textos aqui reunidos.

Viérios sdo também os textos que se debrugam sobre a relagdo
estreita entre a comunicagdo matemadtica, o ensino-aprendizagem
exploratério e a avaliagdo reguladora das aprendizagens. Em
particular, a capacidade de comunicagdo matematica dos alunos
potencia e é potenciada pelos momentos tipicos de ambientes
de ensino-aprendizagem exploratdrio, sobretudo o trabalho
auténomo dos alunos sobre tarefas desafiantes, usualmente
em pequenos grupos, e as discussdes coletivas, nos quais as
vertentes escrita e oral sdo determinantes. Da mesma forma, a
capacidade de comunicagdo matematica promove e é promovida
pelas oportunidades de avaliagdo reguladora das aprendizagens
proporcionadas aos alunos. Destacam-se ainda os desafios
colocados ao professor quando intencionalmente desenvolve
agdes comunicativas — nomeadamente o feedback escrito e o
questionamento oral no contexto de discussoes coletivas — com
vista a regular as aprendizagens dos alunos e a promover essa
mesma capacidade nos préprios alunos.

A necessidade de o professor refletir sobre as suas praticas de
ensino é um denominador comum aos textos reunidos neste
numero da Educagdo e Matemdtica. Que a leitura destes textos
nos suscite a todos uma reflexdo profunda sobre diversos aspetos
relacionados com a temadtica da comunicacdo matematica:
Que valor damos a comunicagdo matemdtica no nosso
trabalho didrio com os alunos? Que cultura de comunicagio
(matemadtica) construimos nas nossas aulas (dentro ou fora da
sala)? Que evidéncias temos de proporcionar aos nossos alunos
oportunidades para comunicarem as suas aprendizagens (de
diversas formas) e de avangarem nessas mesmas aprendizagens
através da comunicacdo?... Que a leitura destes textos nos inspire
também a conferir & comunicagio matemadtica a transversalidade
que merece, em todo o processo de ensino-aprendizagem da
matematica.

Boas leituras e melhores reflexoes!

Rosa ANTONIA ToMASs FERREIRA
FacurpaDE DE CiENCIAS DA UNIVERSIDADE DO PorTO, CENTRO DE
MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DO PORTO
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O contributo da uma Gallery Walk para
promover a comunicacao matematica

IsABEL VALE
ANA BARBOSA

Para se promover um ensino eficaz os professores devem
orquestrar discussoes produtivas de modo a envolver os alunos
em aprendizagens significativas, dando-lhes oportunidades de
comunicar, raciocinar, ser criativos, pensar criticamente, resolver
problemas, tomar decisoes e dar sentido as ideias matemdticas
(NCTM, 2014). Por outro lado, hoje em dia temos alunos com
hébitos muito sedentarios, passando longos periodos de tempo
na sala de aula sentados. Neste ambito, a gallery walk (Fosnot
& Dolk, 2002) surge como uma estratégia a contemplar nas
préticas de sala de aula que permite aos alunos partilhar ideias
ereceber feedback do seu trabalho, possibilitando também que
se movimentem pela sala. Neste texto partilhamos algumas
experiéncias realizadas com futuros professores e alunos do
ensino bdsico onde foi utilizada a gallery walk como uma
estratégia de ensino e aprendizagem promotora da comunicagao
matematica.

COMUNICAR NAO E SO FALAR OU ESCREVER

Estudos sobre as relagdes entre as competéncias linguisticas e
matemdticas apontam efeitos significativos na aprendizagem
da matematica quando a capacidade de falar ou compreender
a lingua nativa ¢ limitada. Assim, para que ndo haja ma
interpretacdo na mensagem que se pretende passar, as praticas
comunicativas em matemadtica requerem, antes do envolvimento
no processo de comunicagao, a necessidade de se pensar sobre
o que vai ser dito ou escrito e como o fazer.

Na aula de matematica, a comunicagdo pode ser veiculada de
diferentes formas, entre elas verbal, visual, gestual, icnica, com

objetos ou escrita (figura 1).

—

Peso total das duas mochilas

A abrangeéncia desta diversidade é relevante porque os estilos
de aprendizagem dos alunos (e.g., Krutetskii, 1976) sdo, por
norma, diferentes: uns aprendem melhor se a informacéo for
verbal (com palavras, escritas ou faladas) enquanto outros
preferem que a informacao seja mais visual (graficos, diagramas,
desenhos, gestos, materiais). No entanto, tem sido prética nas
aulas de matemdtica que todos os alunos sejam expostos ao
mesmo contetido matemdtico, a0 mesmo tempo e da mesma
maneira. O recurso a uma tnica forma de comunicag¢io pode
suscitar dificuldades na compreenséo das ideias matematicas,
ndo sé pela diferenca de estilos de aprendizagem dos alunos,
mas também pela sua preferéncia no que refere a comunicagio,
pelo que é necessdrio diversificar as formas de comunicar,
contemplando também as ndo-verbais. Importa, assim, refletir
sobre a(s) forma(s) de comunicar que o professor privilegia ja
que pode(m) condicionar o modo como a mensagem chega
aos alunos.

ESTRATEGIAS DE APRENDIZAGEM ATIVAS NA AULA DE
MATEMATICA

Organizagdes como o NCTM (2014) tém vindo a promover, desde
hd muito tempo, metodologias que requerem o envolvimento
intelectual na construcdo de novo conhecimento, destacando a
importéncia de tarefas de resolucdo de problemas e da atividade
emergente do questionamento. No entanto, para além das
estratégias de natureza intelectual sdo também importantes,
no dmbito da aprendizagem ativa, as que decorrem de atividades

sociais e fisicas.

Figura 1. Diferentes formas de comunicagido
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Figura 2. Estratégias ativas de aprendizagem

A aprendizagem ativa (figura 2) é geralmente definida como
um método instrucional que envolve os alunos no processo
de aprendizagem (Prince, 2004). Requer que desenvolvam
atividades significativas e pensem sobre o que estdo a fazer. O
foco esta totalmente no aluno e na atividade que desenvolve, por
contraponto com a abordagem mais tradicional em que se limita
a aceder passivamente a informacao transmitida pelo professor.

Sdo exemplos de estratégias desta natureza, entre outras,
as tarefas de resolugdo de problemas, que vao para além da
aplicacdo de procedimentos rotineiros, nas quais os alunos
devem explicitar e justificar o seu raciocinio. Considerando
que o envolvimento intelectual poderd nio ser suficiente, numa
outra vertente destaca-se o papel do discurso e da comunicagio
matematica. Aqui estd em causa o envolvimento dos alunos
numa aprendizagem ativa mediada socialmente, sendo inegavel a
consideracéo das interagdes sociais como uma das boas praticas
a salientar na aula de Matematica (NCTM, 2014). Este tipo
de colaboracio é facilitador da partilha e desenvolvimento de
significados matemadticos, cabendo ao professor fomentar um
sentido de comunidade de modo a que os alunos se sintam
seguros e confiantes para assumir riscos e expressar as suas
ideias, quer entre pares quer com o professor (Barbosa & Vale,
2018).

Ha ainda um outro fator a acrescentar a esta discussdo, o
movimento. Os alunos, principalmente os mais jovens, tém
necessidade de estar fisicamente ativos na sala de aula. Isto
explica-se ndo sé por, nas abordagens mais tradicionais, terem
longos periodos de inatividade e de atenc¢do, mas também por
razdes fisiolégicas. Esta necessidade de movimento poderd ser
resolvida com o recurso a estratégias ativas, por oposicao a estar
sentado numa cadeira a ouvir o professor ou a resolver uma
ficha de trabalho. Neste &mbito enquadra-se a utilizacdo de
materiais manipuldveis, a constru¢io de modelos ou a realizagdo
de projetos mais praticos, entre outros.

De acordo com Hannaford (2005), pensar e aprender “néo estéo
apenas na cabeca’, pelo contrério, o corpo desempenha um
papel determinante em todo o processo intelectual, desde os
primeiros até aos ultimos anos das nossas vidas. A inteligéncia,
que ¢ considerada, normalmente, como uma capacidade
puramente analitica que se mede e avalia em termos de Q],

depende mais do corpo do que nds geralmente fazemos ideia.
Os alunos que se movimentam durante as aulas podem aprender,
independentemente da atividade realizada, de forma mais
eficaz do que aqueles que estdo em salas de aula tipicamente
sedentdrias. Para além do movimento, da manipulacio e da
experimentacdo, devem poder falar sobre o que estdo a aprender,
escrever sobre isso, relacionando as novas aprendizagens com
experiéncias prévias, aplicando-as no dia a dia.

das
supramencionadas, podendo assumir-se que a aprendizagem

Percebe-se assim a importancia trés vertentes

emerge das experiéncias e das interagdes entre as dimensdes
intelectual, social e fisica (e.g., Nesin, 2012) (figura 3).

Envolvimento
intelectual

Envolvimento
fisico

0 movimento
permite que os
alunos estejam
atentos,

Aprendizagem
ativa

melhorem
a compreensdo " .

& 5 Facilita as interagdes, presta-
memorizacdo. se ao trabalho colaborativo e

realca a
escuta ativa.

importancia da

Figura 3. Vertentes da aprendizagem ativa

A GALLERY WALK COMO ESTRATEGIA ATIVA
PROMOTORA DE COMUNICACAO

Com base nas ideias discutidas, propomos a Gallery Walk (GW)
como uma estratégia de ensino e aprendizagem que permite
aos alunos, individualmente ou em grupo, ter a oportunidade
de apresentar, através de posters dispostos em torno da sala de
aula, nas paredes, nas mesas, ou fora da sala, dependendo da
dimensdo da sala (figura 4), a resolugdo de uma tarefa, numa
perspetiva muito semelhante a dos artistas quando expdem os
seus trabalhos numa galeria (Vale & Barbosa, 2017, adaptado
de Fosnot & Dolk, 2002).
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Figura 4. Formas de Gallery Walk

Globalmente, numa GW, é proposta uma tarefa, que pode ser de
natureza diferente (tendo como ponto de partida, por exemplo,
um problema, uma fotografia, um texto, uma defini¢do, um
projeto), que os alunos devem resolver, colaborativamente,
em pequenos grupos. Cada grupo tem a responsabilidade de
organizar o seu trabalho num poster que serd posteriormente
afixado na sala de aula. Depois dos posters estarem expostos, sdo
observados por todos os alunos que devem analisar atentamente
o seu conteddo. Este periodo de observacdo dos posters deve
conduzir a formulacdo de questdes e/ou comentérios que
serdo redigidos nos cadernos dos alunos ou entdo em post-its
e colocados em cada poster (figura 5).

Posteriormente, os posters sdo recolhidos pelos respetivos grupos
de modo a refletirem sobre as questdes/comentdrios efetuados.
Para terminar, é promovida uma discussdo coletiva, durante a
qual cada grupo tem a oportunidade de exibir novamente o
seu poster e esclarecer aspetos do seu trabalho. A GW pode ser
realizada durante alguns minutos, pode ocupar todo o tempo de
uma aula ou ser realizada ao longo de vérias aulas, dependendo
do objetivo do professor e da natureza da tarefa.

Como se pode constatar, a GW leva os alunos a sair das suas
cadeiras e a envolver-se de forma ativa com as ideias matematicas
dos colegas. Proporciona ainda a oportunidade de contactar com
diferentes ideias e/ou resolugdes de toda a turma, promovendo
as discussoes, fornecendo/recebendo feedback escrito ou oral,
consolidando a aprendizagem. Desta forma, esta estratégia
favorece a discussio, o pensamento critico, a comunicacéo, a
aprendizagem colaborativa e o trabalho de grupo, capacidades
fundamentais que os alunos devem desenvolver e pode ser

especialmente atraente para os que sio mais cinestésicos. E
também uma forma de os alunos receberem feedback sobre o
seu trabalho sem receio de represélias (Vale & Barbosa, 2017).

Trata-se assim de uma estratégia que se enquadra no ambito da
aprendizagem ativa ja que promove o envolvimento intelectual,
social e fisico por parte dos alunos. Em particular, promove, de
uma forma plena, o discurso matematico, refletido no modo
como os alunos representam, pensam, falam, questionam,
concordam/discordam na resolug¢do das diferentes tarefas
propostas.

EXEMPLOS

Neste texto apresentamos exemplos de sala de aula que ilustram
o recurso 8 GW e o potencial desta estratégia na promocao
da comunicagdo e consequentemente na consolidacio de
conhecimentos. Os exemplos selecionados incluem experiéncias
com estudantes da formacdo inicial de professores, a partir das
quais se descrevem todas as fases associadas a GW, e também
experiéncias realizadas com alunos dos 1.° e 2.° ciclos do ensino
basico.

EXPERIENCIA REALIZADA NA FORMAGCAO INICIAL DE
PROFESSORES

No dmbito de uma unidade curricular de Diddtica da Matematica,
num curso de formacgdo inicial de professores do ensino
bésico, foi implementada uma GW como estratégia de ensino
e aprendizagem na resolugdo de problemas que abordavam
diferentes contetidos (e.g., geometria, fracdes), com a finalidade
de contrariar a visdo da matematica como um assunto que deve

Figura 5. Formas de efetuar os comentérios
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Figura 6. Resolugdo das tarefas

ser ensinado recorrendo a métodos mais tradicionais, tornando
assim a aula mais ativa. De modo a envolver os alunos na
discussdo das resolugdes, as tarefas propostas na GW sdo as
mesmas para todos.

A GW utilizada consistiu nos seguintes passos: 1) Resolug¢do
de tarefas — os alunos resolveram os problemas propostos em
grupos de 2/3 elementos; 2) Construgdo de posters — discutiram
entre si como a melhor forma de apresentar as suas propostas de
resolucéo no poster; 3) Apresentagdo e Observagdo dos posters
— os posters de cada grupo foram afixados nas paredes da sala
de aula, posteriormente cada aluno percorreu a sala, observando
as diferentes resolugdes; 4) Elaboragdo de comentdrios — no
percurso feito pela galeria, os estudantes escreveram os seus
comentdrios pessoais, duvidas, perguntas, .., em post-its
que iam afixando nos diversos posters. Salienta-se que, nos
passos 3 e 4, enquanto os alunos discutiam as resolu¢des dos
colegas, o professor circulava pela sala de aula, avaliando as
observagdes e discussoes dos estudantes, procurando também
clarificar questdes pontuais; 5) Discussdo em grupo — cada
grupo recolheu o seu proprio poster, para analisar o contetido
dos comentdrios nos post-its, fazendo um pequeno relatério; 6)
Discussdo coletiva — com todos os posters afixados novamente
na parede, os grupos apresentaram oralmente as suas resolugoes
e responderam aos comentdrios feitos. Importa salientar que
este passo é um importante contributo para o professor destacar

algumas das ideias a incluir na discusséo e esclarecer davidas
e/ou erros, fazendo também a sintese final dos conhecimentos
fundamentais que emergiram da experiéncia realizada.

Passando a uma andlise global de cada um dos momentos, numa
primeira fase, os alunos resolveram as tarefas em pequenos
grupos, de 2/3 elementos. Comegaram por pensar em cada um
dos problemas, discutindo possiveis estratégias para chegar a
solucdo (figura 6). O facto de terem trabalhado colaborativamente
facilitou a troca de ideias e a tomada de decisoes, em particular
acerca da(s) estratégia(s) mais eficaz(es).

Depois de perceberem qual seria o melhor caminho para
chegar a solugdo, comecgaram a planear a estrutura do poster
que iriam dispor na sala. Em grupo, decidiram que estratégia
apresentar, quais as representacdes mais adequadas, como
redigir o texto, entre outros aspetos. Houve alguma preocupagido
com o contetido do poster e se este estaria claro para quem o
consultasse, percebendo a relevancia da comunicagéo escrita
em matematica, em particular das diferentes representagoes a
que recorreram (figura 7).

Depois de construidos, os posters foram dispostos em redor da
sala de aula, a semelhanca do que sucede numa galeria de arte.
Cada estudante foi percorrendo livremente o espago, observando
atentamente o contetido dos vérios posters. Individualmente e de
forma auténoma realizaram os comentdrios que consideraram
pertinentes e colocaram também questoes, face a aspetos que
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Figura 7. Construgao dos posters
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Figura 8. Apresentagdo/Observacido dos posters e Elaboragdo dos comentérios

lhes suscitaram duavidas. Este feedback foi redigido em post-its
anénimos que foram sendo associados aos posters apresentados
(figura 8).

A este passo seguiu-se a andlise das questdes e comentarios
associados a cada poster. Os grupos recolheram o seu poster,
com os respetivos post-its, e leram o feedback dado pelos colegas.
Discutiram entre si a pertinéncia dos comentdrios, o que podiam
melhorar no seu trabalho, como explicitar o seu raciocinio de
modo mais claro e, em alguns casos, detetaram erros que tinham
passado despercebidos inicialmente. O feedback dado pelos pares
foi um contributo positivo para promover a reflexdo sobre o
trabalho realizado (figura 9).

Figura 9. Andlise dos comentarios

Por fim, depois de cada grupo analisar os comentarios e questoes
colocadas e decidir se pretendiam esclarecer melhor algum
aspeto do poster, iniciou-se a discussdo coletiva. Os posters
foram afixados numa zona central da sala de aula, neste caso o
quadro, para que ficassem todos visiveis no mesmo espago. Cada
grupo teve oportunidade de retomar o seu trabalho, explicando o
impacto do feedback dos colegas, bem como aspetos que tinham
ficado menos claros e corrigir alguns erros. Esta discusséo foi
mediada pelo professor que, para além do que ja se referiu, teve
ainda o cuidado de focar a diversidade de estratégias utilizadas
(figura 10). Apesar de, nesta fase, o papel do professor ter sido
mais interventivo, nas fases anteriores houve a preocupagio em
monitorizar todo o trabalho e o envolvimento dos estudantes
e apoiar sempre que solicitado.

Analisando, particularmente, a resolucdo das tarefas propostas,
pode dizer-se que ndo houve grandes dificuldades por parte dos
estudantes. Na fase da discussao coletiva associada a GW surgiu
a oportunidade de analisar mais detalhadamente cada uma das
resolugdes apresentadas pelos diferentes grupos e responder as
duavidas colocadas. Foi possivel partilhar entre todos diferentes
abordagens na resolugdo do mesmo problema, bem como o
recurso a diferentes representagdes.

Figura 10. Discussao coletiva

Uma das resolugdes (figura 11) suscitou uma discussio rica, que
eventualmente ndo teria tido o mesmo impacto se néao fosse
utilizada a GW. O resultado correto era 20 e, nesta situacio, os
alunos em causa obtiveram 19,5. Apesar da manipulagdo numeérica
e dos célculos estarem corretos, o resultado apresentado ndo
correspondia a solucdo esperada. Os alunos sabiam que isto
ndo podia acontecer, mas nio conseguiam entender o porqué,
ou seja, ndo identificaram o que estaria errado. Esta situacido
foi interessante porque suscitou a oportunidade de discutir os
perigos dos raciocinios baseados em desenhos (raciocinio este
sobre um desenho que ndo estava correto, como se observa
na segunda resolucdo da figura 11), motivando a andlise da
justificagdo matematica que comprovava a impossibilidade da
resolugdo apresentada.
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A figura mostra trés quadrados adjacentes cujas dimensoes
dos lados sdo respetivamente 5, 4 e 3 cm, como indicado na
figura. Descobre a drea da regido sombreada. Apresenta mais
do que uma resolucéo.
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Figura 11. Exemplo de uma resolugdo incorreta

EXPERIENCIAS REALIZADAS NO ENSINO BASICO

Globalmente, os estudantes que vivenciaram a experiéncia
previamente descrita destacaram a GW como uma
estratégia diferente das habitualmente utilizadas nas aulas
de matematica. Salientaram positivamente a oportunidade
de trabalharem de forma colaborativa, de receberem
feedback, de poderem apresentar (poster), rever e discutir
o seu trabalho de uma forma diferente, mas o facto de
se poderem movimentar livremente pela sala de aula,
ao seu ritmo, num ambiente “ndo ameacador” foi o que
mais enalteceram. O impacto positivo desta experiéncia
levou a que alguns destes estudantes tomassem a iniciativa
de utilizar uma GW com alunos do ensino bdsico que
integravam as suas turmas de pratica pedagégica, sendo
alguns desses exemplos os que apresentamos neste texto.
Alguns deles utilizaram esta estratégia para outras areas
disciplinares, como o Portugués.

Na figura 12 estdo ilustradas algumas das fases de
implementacdo de uma GW num 3.° ano de escolaridade.
O ponto de partida foi um problema de processo. Os
alunos iniciaram a sua resolu¢do em pequenos grupos e,
s6 depois de acordarem qual seria a mais eficaz, realizaram
a organizac¢do do poster. Percebeu-se que privilegiaram
esquemas/desenhos, em alguns casos tabelas, mas
globalmente optaram por pouco texto e frases curtas,
talvez por falta de experiéncias prévias a este nivel no que

refere 8 matemadtica. Como a sala de aula néo tinha as condigoes
necessdrias, afixaram os posters numa sala de apoio ao estudo,
tendo também aqui analisado o seu conteido, colocando os post-
its nos casos em que consideraram necessario. De regresso a sala,
foram analisados os comentarios no seio de cada grupo. Depois
de realizadas as alteragdes que acharam pertinentes, os posters
foram afixados no quadro, tendo-se discutido as estratégias
usadas, a sua eficdcia, a sua correcio e até mesmo a pertinéncia
dos comentérios. Como os alunos evidenciaram algumas
dificuldades na redacio dos comentarios, que foram curtos e com
informacéo pouco ttil (“Estd bem’, “Parabéns’, “Boa estratégia’;
“Gostei muito”), a professora estagidria sentiu necessidade de
destacar a importancia do feedback, dando orientagdes sobre o
tipo de comentérios que seriam mais pertinentes. No entanto,
alguns conseguiram ir mais além escrevendo comentarios como
“Nao percebo a vossa estratégia, mas chegaram a resposta certa’,
facto que pode indiciar a necessidade de melhor explicitar o
raciocinio.

Figura 12. Uma experiéncia de GW no 3.° ano de escolaridade

O exemplo que se segue foi realizado com uma turma do 5.° ano
de escolaridade (figura 13). A GW foi usada no &mbito da proposta
de realizagdo de projetos estatisticos, no dominio da OTD. Devido
a dimenséo do trabalho, optou-se por realizar as diferentes fases
da GW ao longo das aulas. Partiu-se de uma questdo que fosse
do interesse dos alunos e que deveriam posteriormente estudar
e concretizar sob a forma de um projeto estatistico. Apds a
escolha dos temas, da construgio de questiondrios, da recolha
dos dados, da organizacgéo e apresentagdao dos mesmos, da sua
interpretacéo e da formulagio de conclusoes, cada grupo iniciou
a construcdo do poster que iria apresentar na galeria. Aqui
incluiram o tema, a questdo que estudaram, o publico-alvo,
tabelas e graficos, bem como as conclusdes a que chegaram. Os
posters foram posteriormente afixados num espaco da escola,
fora da sala de aula, e cada aluno observou o trabalho dos colegas,
levando post-its para deixar comentarios (figura 13). Surgiram
comentarios de natureza diversa, uns conducentes a melhoria
do trabalho (“Podia estar melhor organizado’, “Podiam incluir

9«

mais op¢des no questiondrio’; “Podiam explicar o significado

» o«

dos simbolos usados’, “Teria construido um gréfico de barras”),
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Figura 13. Uma experiéncia de GW no 5. ° ano de escolaridade

outros a destacar positivamente o contetido apresentado (“O
tema é interessante porque as redes sociais sdo perigosas e assim
sabemos como navegar nelas’, “Conseguimos compreender
facilmente, estd bem explicado”). Na discussdo final os alunos
envolveram-se de forma significativa, defendendo as suas ideias
e argumentando de modo a convencer os outros.

CONCLUSOES

Diferentes individuos podem ter estilos de aprendizagem
diferentes (e.g., Krutetskii, 1976) e podem ter preferéncias
diferentes em relagdo ao modo como comunicam e representam
as suas ideias, o que justifica a necessidade de o professor usar
estratégias e recursos diversificados. A gallery walk, enquanto
estratégia de ensino e aprendizagem, envolveu os alunos nas
resolugoes dos seus pares, quando colocaram os comentarios
nos post-its (“sem medos de represdlias”), e nas discussdes uns
com os outros, permitindo que aumentassem o seu repertério
de estratégias de resolucdo de forma mais eficaz do que nas
discussdes tradicionais. Todos os alunos valorizaram esta
estratégia como um modo de eles préprios se envolverem mais
nas tarefas, e de lhes permitir comentar o trabalho dos seus
pares sem se exporem, facto maioritariamente valorizado pelos
alunos mais fracos e mais introvertidos. Este aspeto deve-se
muito ao ambiente afetivo fomentado na sala de aula que é um
fator que pode influenciar de forma significativa o desempenho
dos alunos. As suas expectativas, motivacdes iniciais e até
mesmo as atitudes perante a matematica refletem o seu grau
de envolvimento, aspetos que ndo se podem dissociar do tipo
de trabalho promovido pelo professor.

Ao privilegiar-se uma estratégia ativa, como a GW, permitiu
despoletar uma discussio, quer em pequeno quer em grande
grupo, onde os alunos explicaram e justificaram as suas ideias e
estratégias, colocaram as suas observagoes, e foram confrontados
e desafiados a explicitar as suas opgdes com os colegas. Deste
modo, emergiram diferentes tipos de envolvimento por parte
destes alunos, nomeadamente de natureza intelectual (na

resolucdo das tarefas), social (nas intera¢ées em pequeno e
grande grupo) e fisico (no movimento livre pela sala de aula e
manipulagdo dos materiais).
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A comunicacdo oral na

promocao da

autorregulacdo da aprendizagem dos alunos

em Matematica

SiLVIA SEMANA

A autorregulacdo da aprendizagem envolve motivacdo e
comprometimento do aluno para dirigir e melhorar a sua
aprendizagem. Através de processos de regulacdo, o aluno
monitoriza e avalia o seu progresso em direcdo a objetivos,
recorrendo a feedback interno para decidir quando persistir
numa certa abordagem ou ajustar as suas estratégias de
aprendizagem. Um investimento intencional do professor na
promogao destes processos tende a resultar numa melhoria da
capacidade de autorregulacdo dos alunos e, consequentemente,
da aprendizagem (Brown & Harris, 2013; Zimmerman, 2011).
Com o intuito de levar esta intencionalidade a prética, uma
intervencdo de ensino foi concebida no seio de um grupo
colaborativo constituido por cinco professores de matemdtica
do 3.° ciclo do ensino basico e eu enquanto investigadora. A
professora Joana, um dos membros do grupo, implementou
a intervencdo ao longo de dois anos letivos, numa turma
inicialmente do 8.° ano de escolaridade. Neste artigo, o foco é
colocado numa das vertentes para a qual a intervencio esteve
orientada: a promoc¢édo de uma comunicacio oral intencional
em discussdes matematicas coletivas.

AUTORREGULAGCAO DA APRENDIZAGEM E
COMUNICAGCAO ORAL NA AULA DE MATEMATICA

A autorregulacdo da aprendizagem inclui a definicao de objetivos;
amonitorizac¢do do progresso face aos objetivos; a interpretacao
do feedback derivado dessa monitorizagdo; e a confirmacéo
ou o ajustamento da ac¢do dirigida aos objetivos, com eventual
redefinicdo dos mesmos (Allal, 2010). A autorregulagio é
uma forma de regulacio privilegiada (Nunziatti, 1990; Santos,
2008), ja que é conduzida pelo préprio aluno, embora o grau
de autonomia em relagio ao professor, pares ou outros agentes
educativos possa variar (Brown & Harris, 2013). Apesar da
autorregulacdo ser uma capacidade naturalmente presente no
aluno, ela deve ser desenvolvida (Nunziati, 1990) através de um
processo de aprendizagem suportado pelo professor.

A comunicagdo oral na sala de aula, enquanto dimensao essencial
do ensino e aprendizagem, pode favorecer a autorregulacdo
dos alunos, em particular se for participada pelos varios
intervenientes; considerar o erro como natural; privilegiar e

respeitar diferentes modos de pensar; e reconhecer a turma
como campo legitimo de validagio ou correcio (Santos, 2008).
Discussoes matematicas coletivas em que os alunos apresentam
e discutem vdrias abordagens a uma tarefa trabalhada em
pequenos grupos constituem um contexto privilegiado para
este tipo de comunicagdo (Stein, Engle, Smith, & Hughes,
2008). O professor é responsavel por incentivar os alunos a
pensar publicamente e a construir e avaliar as suas ideias e as
dos colegas, mas também por assegurar uma comunicagdo com
qualidade matematica (Stein et al., 2008), com especial aten¢ao
a normas sociais e sociomatematicas (Yackel & Cobb, 1996).

A INTERVENCAO DE ENSINO

A intervencdo de ensino assentou num quadro de ensino
exploratério e num modelo ciclico com trabalho numa tarefa
em pequenos grupos; discusséo coletiva; e autoavaliacdo escrita
pelos alunos. Além disso contemplou uma pratica do professor
dirigida: a promocéao de uma comunicagéo oral intencional em
discussoes coletivas, com o desempenho esperado dos alunos
traduzido por critérios de avaliacio; a apropriagdo dos critérios
de avaliagdo pelos alunos, através de processos de negociacgdo; e a
escrita de autoavaliagdes pelos alunos, com a proposta de tarefas
escritas de autoavaliacido e do fornecimento de orientacgdes e
feedback.

COMUNICAGCAO ORAL — A PRATICA DE JOANAE A
AUTORREGULACAO PELOS ALUNOS

Previamente a intervencdo de ensino, Joana reconhecia
valor a comunicagdo na sala de aula para regular o ensino e
aprendizagem, mas com reflexos limitados na sua pratica.
Segundo a propria, as interagdes professora-aluno(s) eram
dominantes e a reagdo ao erro, o ouvir os alunos e a gestdo do
tempo eram fontes de tensoes e dificuldades.

Com a intervencao, Joana passou a promover consistentemente
o estabelecimento e o cumprimento de normas de participag¢io
e interacdo: (i) contribuir para o discurso na sala de aula; (ii)
ouvir e atribuir sentido ds contribuicées dos colegas; (iii) alunos
como audiéncia privilegiada da comunicagdo; (iv) participagdo
equitativa dos alunos. Em particular, Joana tendeu a remeter
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questdes para a turma: “E agora nio sou eu que vou responder
a vossa duvida. Sdo vocés”” e encorajou os alunos a dirigirem
as suas contribuicdes aos pares: “[ Vocés] néo estéo a falar para
mim, estdo a falar para a turma e, em particular, para o grupo que
escreveu aqueles resultados...” Para promover a interacdo entre
pares, Joana proporcionou espagos para os alunos interagirem
entre si, doseando as suas intervencdes orais, como resultado
de uma regulacéo intencional das suas agoes:

[Tento] passar assim um bocadinho mais discreta e eles nio
precisarem de mim (...) e conseguirem estar sé entre eles na
discussdo e entenderem-se e com... sem eu ter que interferir muito.

(Entrevista a Joana)

Consequentemente, o desempenho dos alunos tornou-se mais
concordante com as normas negociadas, com um crescendo de
oportunidades de regulacio pelos alunos. Os alunos procuraram
apropriar-se das contribui¢cdes dos pares e apoiaram-nos na
identificacio e correc¢io do erro; refletiram sobre as préprias
resolucdes, em comparagido com as dos colegas; e construiram,
coletivamente, resolucdes mais eficazes/eficientes. Considere-
se como exemplo um episddio em que um grupo de alunos é
interpelado por colegas, que procuram atribuir sentido ao termo
geral apresentado para uma sequéncia pictérica (figura 1), e
regulam autonomamente a sua compreensio, para poderem,
eventualmente, validar a resolucdo em causa. Os membros do
grupo vao respondendo as questoes colocadas na construgdo
de um entendimento coletivo face a resolucédo apresentada:

Bruna: Oh Telma, entdo se fosse para o cem, ia ser cinco vezes
cem, menos um vezes quatro?

Telma: Nao Bruna! A ordem é cem, cem menos um, que dé
noventa e nove. Tens cinco pontos iniciais, depois noventa e
nove, na linha entre este e este (aponta para o quadro) (...)
Depois vezes quatro, porque tens mais trés linhas para por,
percebes? (...)

Ivan: Oh Telma, eu agora ndo estou a perceber. Onde é que
foram buscar o cem?
Telma: E o ndmero da figura menos um, é cem menos um...

(Ivan solicita nova clarificagdo e Telma conclui a explicagdo
do raciocinio)

Eduardo: Porque é que vocés nio foram acrescentar os pontos

em cima, em cada ponta? Por exemplo, ali, acrescentava trés
em cima e um em baixo...

Telma: Porque olhdmos para a quarta figura e vimos que (...)
aqueles pontos da ponta eram os iniciais (...) a figura tinha que
ter esses pontos. Depois ao fazermos aquela operagao viamos
os pontos que tinhamos que ter no meio.

Eduardo: Ja percebi!
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Figura 1. Producéo do grupo do Filipe, “4.° termo de uma
sequéncia’]

Durante este episdio, Joana permitiu que os alunos estruturassem
a discussdo em detrimento de uma eventual focalizacdo da sua
parte, marcando, numa fase inicial da intervencdo de ensino,
a diferencga entre normas anteriores e as novas normas entdo
em vigor. Com o avangar da intervencao, sem perder o objetivo
inicial de vista, Joana tendeu a desempenhar um papel mais
determinante na sustentacdo e regulacdo das interagoes,
tendo em conta aspetos de gestdo curricular e os objetivos
matematicos visados. Para isso contribuiu 0 modo como
regulou o foco matematico das discussoes. Joana privilegiou a
partilha, o confronto e a apreciacdo dos processos matematicos
adotados pelos alunos, e encarregou os alunos de validar, refutar
e decidir sobre a adequacao/eficiéncia das resolu¢des/respostas
apresentadas. Considere-se um episédio em que se discute o
numero de casos possiveis para determinar a probabilidade de,
escolhendo trés vértices de um cubo, eles definirem uma face.
Sandro estd no quadro a apresentar a sua resolucdo. O aluno
ja havia identificado, por exaustdo, o numero de possibilidades
fixando o vértice A e estd a registar as possibilidades (sem
repeticdo) para o vértice B. Nesse registo, Sandro comete um
erro e Joana aguarda que a turma se pronuncie. Daniel acaba
por identificar o erro do colega (fala 1). Sandro é encaminhado
por colegas para a correcéo do erro (fala 2) e é incentivado pela
professora a continuar a resolucio (fala 3). Andreia e Maria ddo
indica¢io de outra possibilidade que ndo deve ser contemplada
(falas 5 e 6). Desta vez, Joana remete a validagdo da contribui¢io
das alunas para Sandro, aparentemente, para que ele se aproprie
da situagdo e das contribuigdes e possa, autonomamente, avangar
naresolucdo (fala 7). As oportunidades concedidas revelam-se
bem-sucedidas, com Sandro a usar o feedback recebido para
reorientar a sua acdo inicial que havia conduzido ao erro e a
monitorizar eficazmente a nova a¢io, continuando corretamente
a resolucdo e avancando com uma conjetura matemdtica, ao
mesmo tempo que identifica obstdculos que se lhe colocaram
na resolucdo inicial (falas 8 a 11):

1 Daniel: Oh Sandro (...) 0 A ja ndo conta.
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2 Eduardo: Pois (...) Porque agora tu vais pér BAC, por exemplo,
ndo €? (...) E jaesta ali ABC. E depois vais por BAD e ja esta ali
ABD (Pausa) Podes apagar o A.

(Sandro apaga registo)

3 Professora: Portanto, ali, em vez de comegar com 0 A, ja s6
vais comegar com...?

4 Eduardo: O C.

(Sandro recomega registos no quadro)

5 Andpreia: (...) também ndo vai por BCA.
6 Andreia e Maria: Porque ja esta ABC.

7 Professora: (...) Agora, ¢ que ele vai ver (...) Oh Sandro, agora
para terceiro vértice, entdo? (...)

8 Sandro: B, C, D.

(-.r)
9 Professora: E a seguir?
(-.r)

10 Sandro: BCE.

(Sandro conclui os registos para os vértices B e C. Discute-se
as possibilidades fixando outros vértices, até que Sandro avanca
com uma conclusio)

11 Sandro: Esta sempre a reduzir 1 (...) Eundo tinha percebido isto.

Desta vez, Joana interveio de forma mais estruturante, mas
de forma a desencadear processos de regulacdo pelos alunos,
os proprios ou os pares. As tensdes e dificuldades que Joana
havia sentido inicialmente na regulacdo da sua propria
participagdo, para que néo restringisse a participacdo dos alunos
e simultaneamente promovesse a discussio de matemdtica
significativa e oportunidades para a autorregulacéo pelos alunos,
foram assim ultrapassadas.

Mais geralmente, a pratica de Joana na regulacdo do foco
matemdtico caraterizou-se por um valorizar crescente dos
processos matematicos, em especial da justificacdo; um explorar
do erro, através da discussdo de solucdes incompletas ou
incorretas; e um promover da reflexdo sobre a eficicia/eficiéncia
das estratégias usadas, na promocéo da negociagdo de normas
sociomatemadticas. Considere-se um episédio em que Joana
solicita a uma aluna que justifique a afirma¢do “duas cordas
compreendidas entre cordas paralelas sdo congruentes” Face a
uma justificacdo ndo totalmente satisfatoria, Joana avanca com
um questionamento de focalizacdo, que ajuda a aluna a melhorar
a sua justificacdo, em direcdo a uma justificagdo matematica
considerada adequada:

Professora: Porque vocés tinham que justificar porque é que
elas eram geometricamente iguais. Como é que justificas?
Andreia: Nés, como pensdmos que elas eram simétricas, elas...
e como a Maria também disse, se se dobrasse, elas coincidiam...
e nés medimos as cordas e tinha exatamente o mesmo valor.

Professora: Se dobrasse o qué?

(...)

Andreia: A circunferéncia a meio, pelo eixo de simetria, o eixo
de simetria é que divide...

Professora: Que é?
Andreia: Que é a mediatriz.
Professora: Ah, agora acho que j percebi um bocadinho melhor.

Os alunos evoluiram no sentido de apresentarem explicagoes e
justificacdes, mesmo sem Joana o solicitar, na passagem de uma
regulacdo externa para uma regulacdo interna pelos préprios
alunos.

CONCLUSOES

No ambito da intervencdo de ensino, Joana promoveu a
negociacdo de normas sociais e sociomatemadticas (Yackel
& Cobb, 1996), que regularam a participacdo dos alunos em
dire¢do a um melhor desempenho nas discussoes coletivas. Ao
regular o foco matematico das discussoes, Joana promoveu a
partilha, apropriagéo coletiva e apreciacdo critica dos processos
de raciocinio e respostas dos alunos, e privilegiou a justificagdo
e a reflexdo sobre a adequacio e eficiéncia das resolugdes,
valorizando a autoridade matemadtica dos alunos e o erro como
fonte aprendizagem (Santos, 2008). Esta conjuntura resultou
em oportunidades de regulacio da aprendizagem pelos alunos,
prépria ou pelos pares. A partir das estratégias e justificagoes
apresentadas, os alunos confirmaram ou reorientaram a
sua propria acdo (Allal, 2010), elaborando, corrigindo ou
aperfeicoando a sua resolugdo; ou suportaram os pares em
processos analogos, por exemplo na identificacdo e correcdo
do erro.

Joana desenvolveu uma regulagdo consciente da sua pratica, que
contribuiu para atenuar tensdes e dificuldades iniciais e culminou
com a promocdo de discussoes alimentadas por apresentacoes
dos alunos e interagdes entre pares, mas sem negligenciar o papel
do professor para assegurar o foco em matematica significativa
e com rigor cientifico adequado (Stein et al., 2008) e rentabilizar
oportunidades para a regulacdo pelos alunos.

Face as mais-valias identificadas, esta intervencdo pode ser
usada pelo professor interessado em promover a autorregulacdo
da aprendizagem dos alunos. Importa, contudo, notar que o
desenvolvimento da autorregulacdo é um processo complexo,
que requer um investimento sistemdtico do professor. As
estratégias e agdes aqui sugeridas devem ser ajustadas em fungéo
das carateristicas, condi¢oes disponiveis e inten¢oes especificas
a sala de aula em causa. A colaboracdo entre professores na
concecio e concretizacio de uma intervencdo desta natureza
¢é encorajada e pode ajudar a ultrapassar eventuais obstaculos.
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SiLviA SEMANA

INTERNATIONAL SCHOOL OF PARIS

ENCONTROS

2.° ENCONTRO Interdisciplinaridade: Projetos e desafios

O desafio da interdisciplinaridade convida-nos a olhar
para as aprendizagens dos nossos alunos de uma forma
mais integrada — como a propria vida e o modo como
dela nos tornamos protagonistas — dando passos no
sentido de ultrapassar curriculos demasiado espartilhados,
prescritivos, receitudrios de solugdes desajustadas a
construgio do saber e do saber fazer. Convida-nos também
a olhar para a nossa pratica e para a nossa “disciplina” de
uma forma menos autossuficiente, isolada, sequencial,
mais humilde e mais relacional. Por isso mais exigente
para professores e alunos.

Nasequéncia do 1.° encontro Interdisciplinaridade: Projetos
e desafios, realizado a 3 de margo de 2018 e organizado
pela APEM, a APEVT, a APM e a APP, em colaboragao
com o IE-UL, estas mesmas entidades propoem-se dar
continuidade a essa iniciativa e realizar o 2.° encontro
sobre a mesma tematica da interdisciplinaridade, dirigido
aos professores do 1.° ciclo e do 2.° ciclo do ensino bésico
nas dreas de Lingua Portuguesa, Matematica, Musica,
Educacéo Visual e Educagdo Tecnoldgica.

ProfMat e SIEM.alteracio de datas

Em 2019 o SIEM e o ProfMat vao realizar-se nos dias 10 e 11 de julho (SIEM) e 11,12 e 13
de julho (ProfMat) em Castelo Branco. Marque na agenda e prepare a sua participagao!
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Comunicacao matemadtica e aprendizagens

essenciais

LURDES SERRAZINA

As aprendizagens essenciais surgem apds ter sido publicado
em 2017, pelo Ministério da Educacdo, o Perfil dos Alunos a
Saida da Escolaridade Obrigatéria (ME, 2017). Nesse perfil,
pretende-se que o jovem, a saida da escolaridade obrigatoria,
seja um cidadao:

« munido de multiplas literacias que lhe permitam analisar
e questionar criticamente a realidade, avaliar e selecionar
a informacdo, formular hipdteses e tomar decisdes
fundamentadas no seu dia a dia;
« livre, auténomo, responsavel e consciente de si préprio e
do mundo que o rodeia;
« capaz de lidar com a mudanga e com a incerteza num mundo
em rdpida transformacéo (p.15).
No mesmo documento, sdo definidas dreas de competéncias a
adquirir pelos alunos como Linguagens e Textos, Informacéo
e Comunicagio, Raciocinio e Resolucdo de Problemas,
Pensamento critico e criativo e Saber Cientifico e Tecnoldgico.
Posteriormente, foram definidas as Aprendizagens Essenciais
(AE), constituindo documentos de orientagio curricular base na
planificacéo, realizacgéo e avaliacdo do ensino e da aprendizagem,
visando promover o desenvolvimento das dreas de competéncias
inscritas naquele Perfil.

As AE s@o entendidas como

(...) a triade de elementos — conhecimentos, capacidades e

atitudes — ao longo da progressao curricular, explicitando:

a. o que os alunos devem saber (os conteudos de
conhecimento disciplinar estruturado, indispensaveis,
articulados concetualmente, relevantes e significativos);

b. os processos cognitivos que devem ativar para adquirir
esse conhecimento (operagdes/a¢des necessarias para
aprender);

c. o saber fazer a ele associado (mostrar que aprendeu),
numa dada disciplina — na sua especificidade e na
articulagdo horizontal entre os conhecimentos de vérias
disciplinas —, num dado ano de escolaridade.

Tudo isto integrado no ciclo respetivo e olhado na sua
continuidade e articulagdo vertical, ao longo da escolaridade
obrigatéria (DGE, 2018).

OUTUBRO ::

Este artigo comeca por analisar a importéncia e o papel da
comunicacdo no ensino e aprendizagem da Matemadtica.
Apresenta depois um olhar sobre a presenca daquela capacidade
nas AE e como nelas é encarado o seu desenvolvimento.

A COMUNICACAO MATEMATICA

Desde hd muito que os documentos curriculares nacionais e
internacionais preconizam que, entre as capacidades a desenvolver
pelos alunos, encontra-se a comunicagdo matemdtica, entendida
como um contetdo de aprendizagem, mas também como uma
orientacdo metodoldgica. Entende-se comunicagao matematica
nas vertentes oral e escrita como um dominio progressivo da
linguagem simbolica da matematica. Neste sentido, como referem
Ponte et al. (2007), os alunos devem ser capazes de expressar
as suas ideias, mas também interpretarem e compreenderem
as ideias que lhes sdo apresentadas e de participarem de modo
“construtivo em discussdes sobre ideias, processos e resultados
matematicos” (p. 8).

A comunicacdo matemadtica constitui-se como uma componente
essencial da aula de ensino exploratério, onde os alunos
resolvem problemas ou outras tarefas matematicas, de modo
auténomo, individualmente, em pequenos grupos ou a pares
e, posteriormente, partilham no momento de discussio
coletiva dos resultados. A comunicag¢io oral é fundamental na
interacdo entre os alunos e com o professor, em especial na
fase de discusséo coletiva. A comunicagdo escrita é trabalhada
quando se promove a realizacdo de registos escritos relativos a
realizacdo de uma dada tarefa ou a elaboragéo de pequenos textos
sobre determinados assuntos matematicos. Assim, a existéncia
de momentos na aula onde é promovida a comunicagéo oral
ou escrita é um aspeto fundamental a ter em conta quando se
planifica a aula de Matematica. A investigagdo mostra que as
tarefas e a comunicagdo que se estabelece na aula constituem
aspetos fundamentais das praticas matematicas vividas.

Os Principios para a Aggo (NCTM, 2017) definem um conjunto
de oito préticas de ensino da Matematica, consideradas
fundamentais para o desenvolvimento da proficiéncia matemadtica
(Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001) pelos alunos. De entre
essas praticas destaco neste artigo, por estarem mais diretamente
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relacionadas com a comunicacdo, as seguintes: Favorecer um
discurso matematico significativo, Colocar questdes pertinentes
e Usar e relacionar representagdes matematicas.

Favorecer um discurso matemadtico significativo: considerando
que “um ensino eficaz da matematica favorece o discurso entre
alunos, de modo a construirem uma compreensao compartilhada
das ideias matemdticas” (NCTM, 2017, p. 29). Segundo aquele
documento “o discurso matematico inclui a troca intencional de
ideias através da discussao na sala de aula, assim como outras
formas de comunicacgéo verbal, visual e escrita” (p. 29). Nele se
afirma que os alunos que aprendem a articular e a justificar as
suas ideias matematicas, raciocinam com base nas suas ideias
e nas dos outros e desenvolvem uma compreensio profunda
fundamental para o seu sucesso futuro em Matematica.

Um momento privilegiado para essa troca de ideias na sala de

aula e, consequentemente, o desenvolvimento da comunicagdo

matematica, sdo as discussodes coletivas das tarefas que foram

desenvolvidas autonomamente. Para que estas sejam mais do

que uma sucessio de apresentacdes de resolugdes, Smith e Stein

(2011) referem cinco praticas para uma utilizagdo efetiva das

respostas dos alunos na discussdo com toda a turma:

1. Prever as respostas dos alunos;

2. Verificar o trabalho e o comprometimento dos alunos na
tarefa;

3.Selecionar os alunos que vao apresentar os seus trabalhos;

4.Ordenar as respostas dos alunos de modo a que sejam
discutidos em sequéncia;

5.Relacionar entre si as diferentes respostas dos alunos e
relaciond-las com ideias chave da matemaética (p. 30).

Paralelamente, todos os alunos devem ter oportunidades para
falarem, questionarem, responderem entre si e como membros
da comunidade turma.

Colocar questoes pertinentes: vai também contribuir para o
desenvolvimento da comunicacio matematica, quando as
questdes sdo colocadas na sala de aula pelos colegas ou pelo
professor. Estas podem ser destinadas a avaliar e a promover
o raciocinio dos alunos ou a dar sentido as ideias e relacoes
por eles estabelecidas. Cabe ao professor promover um
ambiente de sala de aula propicio a que os alunos coloquem
as suas proprias questdes. E colocando questdes que levem os
alunos a raciocinar sobre as suas a¢oes que a aprendizagem
pode acontecer. No entanto, o tipo de questdes colocadas e
o modelo de questionamento utilizado sdo criticos no que se
refere a promocéo da aprendizagem. O NCTM (2017) apresenta
uma sistematizagdo do tipo de questdes utilizadas no ensino
da matemdtica, agrupando-as em quatro tipos: (i) Recolher
informacéo (Qual a férmula da drea do retdngulo?); (ii) Explorar o
pensamento (Consegues explicar de outra forma como chegaste
a esse resultado?); (iii) Tornar a matematica visivel (De que forma
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¢é que consegues relacionar essa lista com a multiplica¢do?), e
(iv) Encorajar a reflexdo e a justificagdo (Como é que sabes que
a soma de dois numeros impares é um nimero par?).

Para além do tipo de perguntas, também o padrio de
questionamento é relevante. Por exemplo, o padrio tradicional
“Iniciar-Responder-Avaliar” (IRA) em que o professor faz a
pergunta, o aluno responde e o professor avalia a resposta,
tudo isto feito, muitas vezes, de modo muito rdpido ndo dando
oportunidade ao aluno para pensar, apelando apenas a sua
memoria imediata, ndo d4 ao professor oportunidade para
perceber o que o aluno sabe e se a matematica faz sentido para ele.
Estdo definidos na literatura outros padroes de questionamento
como o do “funil” e do “foco” (por exemplo, Love & Mason,
1995). No primeiro caso, o professor tem a partida um percurso
definido e faz uma série de perguntas que levem o aluno a seguir
esse caminho. No padréo do foco, o professor tem em conta o que
o aluno pensa, permitindo-lhe que exprima o seu pensamento
e reflita sobre o seu raciocinio e o dos colegas. Neste caso, a
intencéo do professor é focar o aluno nos aspetos criticos do
problema, colocando questdes que permitam devolver-lhe a
situacdo, ficando este com a responsabilidade de a resolver. Deste
modo, ao colocar questdes na sala de aula aos seus alunos, os
professores usam uma diversidade de questdes, nomeadamente
para recolher informacéo, perceber a forma como os alunos
estdo araciocinar, pedindo-lhes que o explicitem e o justifiquem.
Nesta perspetiva, o professor questiona partindo daquilo que o
aluno sabe, de modo que este evolua no seu modo de raciocinar,
aumentando a sua compreensdo dos conceitos matematicos
envolvidos, fazendo sentido das ideias matemadticas em presenca.

Usar e relacionar representagbes matemdticas: no processo
de comunicagdo tém um papel essencial as representagdes
das ideias matematicas subjacentes, dai a importancia que as
representacdes em Matemdtica tém no envolvimento dos alunos
no discurso matemadtico. Para além da representacio através da
linguagem oral e escrita, que tem alguma relevancia sobretudo
nos primeiros anos, e da representacao simbdlica, fundamental
em Matematica, uma das representagdes importantes no apoio
ao discurso matemdtico sdo as representacdes visuais, pois
os desenhos feitos pelos alunos ou os diagramas podem ser
mostrados, analisados, discutidos ou criticados, podendo os
colegas e professor ter acesso a0 modo de pensar (NCTM, 2017).
Podem ter um papel de destaque para alunos com dificuldade
em expressar-se verbalmente, por exemplo por serem de uma
diferente lingua materna.

AS APRENDIZAGENS ESSENCIAIS

O documento das Aprendizagens Essenciais em Matemdtica
comeca por apresentar as finalidades do ensino da Matematica
para a escolaridade bésica, a saber:
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a. Promover a aquisi¢do e desenvolvimento de conhecimento
e experiéncia em Matemadtica e a capacidade da sua
aplicacdo em contextos matemdticos e nao matematicos;

b. Desenvolver atitudes positivas face 8 Matemadtica e a
capacidade de reconhecer e valorizar o papel cultural e
social desta ciéncia.

O documento enumera os diferentes aspetos incluidos em
cada uma das finalidades e, no que se refere a comunicagido
matematica, estd explicito que a primeira finalidade inclui que
os alunos “adquiram o vocabuldrio e linguagem préprios da
matematica e desenvolvam a capacidade de comunicar em
Matemdtica, por forma a serem capazes de descrever, explicar
e justificar, oralmente e por escrito as suas ideias, procedimentos
e raciocinios, bem como os resultados e conclusdes que obtém”
(p. 2-3)"

Estas finalidades,
fundamentam e ddo um sentido global as AE, para cada tema

segundo o documento, enquadram,
matemadtico em cada um dos trés ciclos do ensino basico, sendo
entendidas como “os conteddos de conhecimento disciplinar
estruturado, indispensaveis, articulados conceptualmente,
relevantes e significativos, bem como de capacidades e atitudes
a desenvolver obrigatoriamente por todos os alunos em cada
drea disciplinar ou disciplina” (p. 3).

Afirma-se também no documento que, para cada tema
matematico, as AE constituem “um todo integrado e
articulado de contetdos, objetivos e préticas de aprendizagem
interrelacionados e indissociaveis. Os objetivos concretizam as
aprendizagens essenciais relativas a cada contetido, incidindo
sobre conhecimentos, capacidades e atitudes a adquirir e a
desenvolver, e as préticas estabelecem condi¢cdes que apoiam
e favorecem a consecugdo desses objetivos”” (p. 3).

O desenvolvimento da comunicagdo matematica constitui uma
aprendizagem essencial desde logo, sendo parte integrante de
uma das finalidades, mas também ao nivel dos contetidos, dos
objetivos essenciais e das praticas essenciais, como se ilustra
em seguida.

Para além da comunicagdo matemdtica ser um contetido a
desenvolver em todo o ensino bdsico e, por isso, estar listada
como um contetido, em todos os anos de escolaridade, e nos
respetivos temas matemadticos, estdo também definidos os
objetivos e as préticas essenciais correspondentes. Tratando-se
de uma capacidade transversal, a redacéo dos diferentes itens é,
por vezes, coincidente, o que remete para o seu desenvolvimento
com base nos conteiidos matematicos considerados essenciais
trabalhar em cada um dos anos. Assim, o professor ao elaborar

! Em https://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Curriculo/
Aprendizagens Essenciais/1 ciclo/matematica 1c la ff 18julho
rev.pdf (consultado em 25 de setembro de 2018)

a sua planificacdo deve prever a existéncia de momentos em
que os alunos explicitam os seus raciocinios, reagem ao dos
colegas, criando um ambiente propicio ao desenvolvimento
da comunicagéo.

Assim, para os Numeros e operagdes, o objetivo essencial
relativo a comunica¢io matematica comum aos dois primeiros
anos de escolaridade é “Exprimir, oralmente e por escrito,
ideias matematicas, e explicar raciocinios, procedimentos
e conclusoes” (p. 8). A pratica essencial correspondente é
“Comunicar, oralmente e por escrito, para descrever e explicar
procedimentos, raciocinios e conclusdes” (p. 8). A partir do 3.°
ano de escolaridade, quando se espera que os alunos ja tenham
adquirido linguagem prépria da matemdtica, o objetivo essencial
passaaser: “Exprimir, oralmente e por escrito, ideias mateméticas,
e explicar raciocinios, procedimentos e conclusoes, recorrendo
ao vocabuldrio e linguagem proprios da matematica (convencdes,
notagdes, terminologia e simbologia)” (p. 9). Para os 3.° € 4.° anos
o “explicar raciocinios, procedimentos e conclusoes’, pressupoe
autiliza¢do do vocabuldrio e linguagem proprios da Matematica.
A prética essencial correspondente estd explicitada de acordo:
“Comunicar utilizando linguagem matematica, oralmente e por
escrito, para descrever e explicar raciocinios, procedimentos e
conclusdes” (p. 10). A partir do 5.° ano, o objetivo essencial no
que se refere & comunicagao € repetido para todos e para cada
um dos anos de escolaridade, e € o seguinte: “Exprimir, oralmente
e por escrito, ideias matemdticas, com precisdo e rigor, para
justificar raciocinios, procedimentos e conclusoes, recorrendo ao
vocabuldrio e linguagem préprios da matemadtica (convengaes,
notagdes, terminologia e simbologia)” (p. 9). A correspondente
pratica para os 5.° e 6.° anos é: “Comunicar utilizando linguagem
matematica, oralmente e por escrito, para descrever, justificar
raciocinios, procedimentos e conclusdes” (p. 9). No 3.° ciclo, a
prética essencial acrescenta “explicar”: “Comunicar utilizando
linguagem matemadtica, oralmente e por escrito, para descrever,
explicar e justificar raciocinios, procedimentos e conclusoes”

Como referido anteriormente, todos os temas matematicos
incluem a comunicagdo matemadtica como contetdo, sendo
a redagdo do respetivo objetivo por vezes adaptada ao
correspondente conteddo matematico, em especial na Estatistica.
Por exemplo, a pratica essencial em Estatistica esta enunciada
para o 8.°ano do seguinte modo: “Comunicar, oralmente e por
escrito, para descrever e explicar representacdes dos dados e
as interpretagdes realizadas, raciocinios, procedimentos e
conclusoes, discutindo argumentos e criticando argumentos
dos outros” (p. 14). Para o 1.° ano essa prética é enunciada como
“Comunicar, oralmente e por escrito, para descrever e explicar
representacdes dos dados e as interpretacdes realizadas (p. 11).
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CONCLUINDO

Desde hd muito, documentos curriculares nacionais e
internacionais tém vindo a considerar a comunicagio matematica
como uma capacidade fundamental e transversal a desenvolver
pelos alunos ao longo de toda a escolaridade. Em consonéncia
com isso, o documento das Aprendizagens Essenciais di-lhe o
correspondente realce, incluindo-a, como conteudo essencial
em todos os anos do ensino bésico e para os diferentes temas
matematicos. Para além disso a comunicacdo matemética esta
implicita em muitos outros objetivos essenciais.
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MATERIAIS PARA A AULA

Quanto dura um minuto?

Este nimero temdtico, dedicado a comunicagdo matematica, estd recheado de propostas interessantes para trabalhar contetudos
matemadticos diversos, em diferentes niveis de escolaridade, e promovendo de forma intencional o desenvolvimento desta capacidade
nos alunos. No entanto, deixamos uma proposta de uma tarefa que ndo decorre diretamente de nenhum artigo, mas que se
propicia a trabalhar em ambientes em que a discusséo coletiva desempenha um papel preponderante na consecugao de diversos
objetivos de aprendizagem.

Assim, a proposta é apresentada em duas versoes. A primeira pode ser aplicada numa turma desde o 7° ao 10° ano, podendo
gerar discussoes muito interessantes em qualquer um destes anos. Nesta versdo, a primeira questdo pode ser mantida ou retirada,
com a devida adaptacdo. A sua existéncia tem como objetivo familiarizar os alunos com a situa¢io, servindo de introdugéo. No
entanto, a tarefa pode iniciar-se logo com a estimativa do minuto realizada pelos alunos da turma com que se esta a trabalhar.

Para além da discussdo das questdes propostas na tarefa, que permitem a abordagem de varios conceitos e procedimentos,
outras questoes podem surgir: Que estratégias foram utilizadas pelos alunos para estimar o minuto? Havera alguma relacdo
entre o sexo dos alunos e a capacidade de estimar? Houve diferencas significativas entre as trés estimativas de cada aluno? ...

A segunda versao da tarefa destina-se a um contexto de formacdo inicial de professores. Desta forma, todas as questoes contidas
na sua formulacdo, bem como as questdes sugeridas anteriormente para potenciar uma discusséo coletiva sdo pertinentes. Mas
deve haver ainda uma intencao de discutir a relevancia das investigacdes estatisticas no ensino da matematica, desde o 1.° ciclo.
Uma vez que ¢é dada liberdade para a escolha das representagdes graficas e medidas estatisticas, surgem naturalmente propostas
distintas cuja adequacdo, interesse e corre¢ao importam discutir. Por este motivo, esta tarefa pode ser desenvolvida num contexto
de uma Gallery Walk, cujas ideias orientadoras sdo apresentadas neste nimero da EeM, num interessante artigo de Isabel Vale
e Ana Barbosa. Assim, a experiéncia de realizacdo de uma investigacéo estatistica, junta-se a vivéncia de uma metodologia de
trabalho que serd, muito provavelmente, desconhecida dos formandos e que os poderd incentivar a sua mobilizacdo nas suas
futuras praticas profissionais.

TERESA OLGA DUARTE

Escora BASICA E SECUNDARIA ALFREDO DA SILVA, BARREIRO

LiNA BRUNHEIRA

ESE pE LisBoA
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Quanto dura um minuto?

Em vérios momentos do nosso quotidiano temos necessidade de fazer estimativas. Estimar as dimensdes de uma divisdo da
casa, estimar a distancia entre dois locais, estimar o peso de um determinado objeto ou estimar o tempo decorrido entre dois
quaisquer instantes. Serd que és um bom estimador? Vamos testar a tua capacidade de estimar o tempo. Serd que funcionas
como um relégio?

Comecemos por analisar o que aconteceu com um grupo de alunos de uma turma:
A cada aluno de uma turma foi pedido que estimasse um minuto. Cada um tinha o crondmetro do telemédvel que pds a funcionar.

Sem nunca olhar para o crondmetro estimou um minuto. Quando achou que tinha passado um minuto, parou o cronémetro e
registou o tempo que tinha passado. Os valores obtidos, nessa turma, foram os seguintes:

1min3ls 1 min 07 s 55s 1 min 03 s 57s 1minl5s
1min46s 51s 1minOls 1min10s 49's 1min03s
1min13s 1minOls 54's 1min08s 59s 56s
1minOls 59s 2 min 1min23s 48s

1.  Calcula a média, a moda e a mediana deste conjunto de valores. Que conclusdes podes tirar?
2. Realiza agora tu esta estimativa procedendo do modo descrito acima. Repete a experiéncia trés vezes.

3. Com a ajuda do professor, junta os teus dados aos dos outros colegas da turma, construindo uma tabela onde fiquem

registados todas as estimativas realizadas.
4.  Calcula média, a moda e a mediana dos resultados da tua turma. Compara com os anteriores.
5.  Constréi um diagrama de caule e folhas para representar os dados. O que concluis?
6.  Organiza os dados em classes de igual amplitude e constréi um histograma de frequéncias relativas.
7.  Constrdi, agora, o diagrama de caule e folhas com os dados organizados. Compara este com o diagrama anterior.

8.  Elabora um pequeno relatério com as conclusdes que tiraste.

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Quanto dura um minuto?

Em vérios momentos do nosso quotidiano temos necessidade de fazer estimativas. Estimar as dimensdes de uma divisdo da
casa, estimar a distancia entre dois locais, estimar o peso de um determinado objeto ou estimar o tempo decorrido entre dois
quaisquer instantes. Serd que és um bom estimador? Vamos testar a tua capacidade de estimar o tempo. Serd que funcionas
como um relégio?

Parte I

1.  Preparaarecolha de dados: Precisas de um cronémetro ou rel6gio com segundos e de um colega. Fecha os olhos para te
concentrares... O teu colega vai medir o tempo que tu pensas que é um minuto. Indica o inicio e o fim para a contagem

deste tempo. O teu colega regista num papel o nimero de segundos que passaram.
2. Troca com o teu colega: agora és tu a registar o tempo do minuto do teu colega. Regista também no papel.
3. Junta os vossos dados ao dos restantes colegas da turma.
4.  Encontra uma forma que te pareca adequada para representar os dados obtidos.

5. O que podes concluir a partir dos dados obtidos? Justifica a tua resposta da forma mais completa possivel, usando

medidas e graficos.

6.  Prepara um poster com a apresentacdo do estudo feito anteriormente de modo a apresentares a turma as vossas conclusdes.
Usa no méximo duas formas de representacgdo dos dados que te parecam adequadas, contemplando uma representagao

que possa ser usada nos 1.° e ou 2.° ciclos.

Parte 11

1. Recolhe os comentdarios deixados pelos colegas durante a exposicdo e analisa-os no grupo.
2. Apresenta o poster a turma e responde aos comentdrios.

3. Identifica as principais ideias no artigo de Ana Henriques e Hélia Oliveira' e discute em que medida algumas dessas

ideias estdo presentes no trabalho desenvolvido a partir desta tarefa.

1 Henriques, A. & Oliveira, H. (2012). Investigagoes estatisticas: um caminho a seguir? Educagdo e Matemdtica, 120, 3-8.

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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Comunicando por gestos e palavras no ditado

de construcoes

MARIA JoAo NUNES
MARGARIDA RODRIGUES

Quando pensamos em comunicagdo matematica, a maior parte
das vezes pensamos nas a¢des do docente que promovam a
explicacdo e ajustificacdo, pelos alunos, das ideias matemiticas.
Pensamos também na negociagdo de significados a ter em
consideracdo para reduzir a distancia entre o significado dos
conceitos matemadticos assumido pelo docente e os multiplos
significados atribuidos pelos alunos a esses conceitos. Nao
é, contudo, esse o foco do presente artigo. Iremos incidir na
forma como criangas de cinco anos comunicam entre si para
descrever posicdes e relagdes espaciais de construgdes com
cubos de madeira. Assim, a comunicagdo serd equacionada do
ponto de vista cognitivo uma vez que as criancas desenvolvem
a sua compreensio e pensamento matematico através de usos
variados da linguagem (Kotsopoulos, Cordy, & Langemeyer,
2015; Orton, 2004).

Para vérios autores (César, Torres, Cacador, & Candeia, 1999;
Colago, 2004), a construgdo compartilhada do conhecimento
é favorecida pela interacdo, quando ha realizagdo conjunta de
tarefas. Para Sfard (2008), a aprendizagem constitui um processo
de participacdo, construido a partir da interacdo entre o que
é individual e o que é coletivo, isto ¢, da individualizacdo do
coletivo e de por em comum o individual. A fun¢do mediadora
da linguagem é expressa quando as criangas reorganizam o
seu raciocinio e partilham a constru¢do do conhecimento. A
linguagem acompanha a agéo, serve para a planear e orientar.
Segundo Vygotsky (1995), a linguagem assume um papel central
no desenvolvimento do pensamento da crianga, sendo que existe
um movimento continuo de vaivém entre o pensamento e o
discurso.

Focando especificamente o discurso comunicativo em tarefas
de geometria, em particular, em tarefas que apelem a descricéo
de construgdes tridimensionais, ha que atender a linguagem
espacial que pode ser expressa pelas criangas de diversos modos
(palavras, desenhos, gestos). A expressdo por palavras implica o

” «

dominio de vocabulério topolégico como “em cima’, “em baixo’,

” o«

“debaixo’,

” « ” oy ” o«

ao lado’, “entre’, “a frente”, “atrds”. De acordo com
Clements e Sarama (2009), as criancas aprendem primeiro, por

volta dos 2 anos, as expressdes espaciais “dentro’;, “por cima’,
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” «

“em cima’; “em baixo’, “debaixo”. A seguir, por volta dos 3 anos,
as criancas aprendem as expressoes espaciais “ao lado’, “entre’,
relativas a proximidade. S6 depois, por volta dos 4 anos, é que
comecam a utilizar o vocabulério espacial que foca as relagoes
espaciais, considerando quadros de referéncia, tal como “a frente’,
“atras” Os autores referem que os termos “esquerda” e “direita”
sdo aprendidos mais tarde, por volta dos 5 anos, ndo sendo,
geralmente, bem compreendidos até aos 6 ou 8 anos de idade.
A linguagem espacial pode também ser expressa por gestos, ou
em situa¢des que as criangas ndo consigam utilizar o vocabuldrio
espacial para indicar as posi¢des espaciais pretendidas, ou em
associagdo com o uso desse vocabulério. Kotsopoulos, Cordy e
Langemeyer (2015) referem estudos que evidenciam a existéncia
de uma correlacdo positiva e significativa entre os gestos das
criangas representativos de transformagoes espaciais e as suas
capacidades espaciais e que mostram que os gestos associados ao
discurso espacial sdo benéficos a aprendizagem, influenciando
o desenvolvimento matematico.

De acordo com as Orientagoes Curriculares para a Educagio
Pré-Escolar - OCEPE (Silva, Marques, Mata & Rosa, 2016), a
construgéo do raciocinio espacial “fundamenta-se na vivéncia do
espaco e do tempo, tendo como ponto de partida as atividades
espontaneas e lddicas das criangas” (p. 79). Este tipo de raciocinio
é definido por Battista (2007) como a capacidade de visualizar,
examinar e refletir sobre objetos espaciais, relagdes, imagens
e transformacgdes. Refere-se a capacidade de reconhecer e
manipular mentalmente as propriedades espaciais dos objetos e
as relagdes espaciais entre eles (Mulligan, 2015). Para promover
o desenvolvimento do raciocinio espacial, é fundamental que as
criangas tenham oportunidades de manipular objetos, analisando
as suas caracteristicas e propriedades, descrevendo posicoes
e relagoes espaciais (NCTM, 2007), assim como de realizar
composicoes e decomposicdes de formas tri e bidimensionais
(Clements & Sarama, 2009) que potenciam o desenvolvimento
da estruturagdo espacial, através da identificacio e do
estabelecimento de relagdes entre os componentes dos objetos
construidos (Battista, 2008).
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A TAREFA DITADO DE UMA CONSTRUCAO COM CUBOS
DE MADEIRA

A tarefa agora apresentada foi especialmente pensada para
promover o desenvolvimento, nas criangas, da sua capacidade
de descrever e interpretar posi¢oes e relagdes espaciais. Os dados
relativos a implementacdo desta tarefa, em 2016, foram retirados
da dissertacdo de mestrado da primeira autora (Nunes, 2016) que
era educadora titular das criangas do estudo, numa sala de Jardim
de Infancia da rede publica da periferia da cidade de Lisboa, e
focam-se em nove criangas de 5 anos. A realizacdo da tarefa
permitiu observar a interagdo entre as criancas, procurando-se
compreender as suas estratégias ao ditarem a sua construgdo
ao colega.

Na apresentacdo da tarefa, a educadora pediu a uma das criangas
que retirasse 5 cubos da caixa e fizesse uma construgao com
eles, sem que a outra crianca visse, apds o que deveria “ditar” a
sua construcdo ao colega, de modo a que, apenas com as suas
indicagdes, ele a conseguisse reproduzir. Depois invertiam-se
os papéis e a crianca que tinha “ditado” iria fazer a construgéo.
Foi-lhes dito que ndo deviam tocar nas pecas do colega, apenas
dar indicagdes. As criangas estavam sentadas a pares, lado a lado,
para garantir o mesmo ponto de vista (e a mesma lateralidade)
das construgdes, com a tampa (opaca) da caixa dos cubos a
servir de divisoria.

Quando comecaram a fazer os “ditados’, foi notéria a diferenca
de abordagem que cada crianca manifestou. Assim, enquanto
umas levavam a sério o facto de ndo poderem ver a construgéo
que o colega tinha feito, outras ndo perdiam uma oportunidade
para espreitar.

Vérias criangas, apds concluirem a construgéo que o colega lhes
tinha ditado, atribufam-lhe significado, evidenciando o cardter
ltdico da tarefa. A figura 1 apresenta duas dessas construgdes,
respetivamente um robot e uma nave espacial.

Figura 1. Construgdes com significado

Registamos os seguintes desempenhos por parte das criancas
que estavam a construir:

» Dizem “O qué?’, “Nao estou a perceber nada!” — especialmente
as criangas que ainda ndo dominam os conceitos associados
a lateralidade;

+ Pedem esclarecimentos (“em cima de qual?’, “ao lado de
qual?”) — com mais frequéncia as crian¢as que dominam o
vocabuldrio associado a lateralidade, mesmo nao fazendo
uso dele;

» Tentam espreitar — quando a educadora nio estd a olhar;

+ Mexem nas pegas, sem nenhuma indicagéo do colega, como
que a pensarem com as maos.

As criangas que estavam a “ditar’; para corrigirem as construgoes
dos colegas, realizavam:

+ Gestos de apontar para o local onde as pecas deviam ficar;
« Rotagdes com a mio;

» Reformulacio das indicagdes, utilizando nog¢des topoldgicas

NG

bésicas como “em baixo’,

” «

no meio’,

NG

a0 lado’, “em cima”;

» Gestos representativos de linhas orientadoras imagindrias;

» Explicitacdo do nivel ou niveis da construcdo, quando
solicitado pela educadora, utilizando a expressdo “na mesa”
(como a da figura 2A) ou em altura (como a da figura 2B);

» Reprodugio da sua construcio a vista do colega — quando
a educadora nao estava a olhar.

Figura 2A e 2B. Construgao “na mesa” e em altura

A estratégia de utilizacdo de gestos tracando imaginariamente
linhas orientadoras revelou-se muito importante, tendo
permitido concluir com sucesso algumas construgdes, como
podemos verificar pela figura 3. A linha tracejada representa
a orientacdo fornecida e as linhas curvas representam as

Figura 3. Sequéncia de corre¢ido da construgdo
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movimentagoes feitas pelo “construtor” (na sua sequéncia, da

maior & menor).

O ditado inicial foi:

— Trés linhas e duas... em baixo. Quer dizer, ao lado — corrige,
estendendo o bracgo direito para a direita e repete — Trés
linhas e duas pecas ao lado.

Verificando que o colega ndo coloca os cubos na posicdo

pretendida, a crianca que estava a “ditar” diz um enérgico “Néo!”

e faz um gesto com o dedo indicador representando uma linha

vertical, com a orientagdo de cima para baixo, acrescentando:

— Para aqui, as trés linhas — e desenha novamente uma linha
vertical com o seu dedo, como se procura ilustrar com a seta
tracejada para indicar que os trés cubos alinhados deveriam
dispor-se ao longo da linha imaginaria tragada.

Na concretizagdo da tarefa, foram identificados alguns
obstaculos. Por exemplo, a utilizacido de termos pouco precisos,
como a referéncia a “trés linhas’, quando deveria ser referido
“trés cubos em linha” Outro obstdculo relaciona-se com o facto
de o emissor e o recetor da mensagem nio varrerem o espago
no mesmo sentido (uns da esquerda para a direita e outros da
direita para a esquerda) — em 16 construgdes, apenas duas
foram simultaneamente “ditadas” e construidas da esquerda
para a direita, fazendo com que tantas construgdes ficassem em
espelho (figura 4). A referéncia “em cima” podia ser entendida
como uma orienta¢do no plano ou no espago: se emissor e recetor
ndo usam a mesma orientacdo, por vezes tornava-se dificil,
ou mesmo impossivel, realizar a construgio! Por fim, aceitar
as regras do jogo (ndo mexer nas pecas do colega e/ou ndo
espreitar para a construgao de quem “dita”) foi uma dificuldade

para varias criangas.

Figuras 4A e 4B. Construgdo inicial e construgao final

A estratégia de apontar (tanto para os cubos a utilizar como
para o local onde os colocar) foi recorrentemente utilizada para
reorientar os colegas na construcio.

Perante a construcdo realizada e que se ilustra na figura 4A,

a crianca “A” dita, comec¢ando pelo cubo vermelho, situado a

direita:

— Agora tens que fazer um vermelho em baixo, no meio o
laranja. E o amarelo ao lado do laranja, o verde em cima do
amarelo e o azul em cima do vermelho.

A crianga B vai colocando as pegas uma a uma, seguindo a
orientacdo da esquerda para a direita, numa construgido
totalmente na mesa (figura 5), mas quando ouve a referéncia a
peca azul, fica sem perceber e pergunta:

— O azul em cima do vermelho? Como é que é em cima?

“A” levanta o brago, mas como “B” ndo compreende, “A” aponta

para o cubo azul e para a face superior do cubo vermelho,

colocando “B” a pega no sitio correto. A seguir “A” continua:

— Agora tens que virar os cubos assim e tens que por este
amarelo ao lado (enquanto faz um movimento de rotagdo
de 90° para a direita com a méo). “B” pergunta:

— Ao lado de qual?

— Ao lado do laranja e depois esse em cima.

Depois de rodar a construgéo, “B” coloca o amarelo na posi¢do
que a colega esperava e o verde em cima do azul, o que faz com
que “A” diga:

— Nao, o verde em cima do amarelo.

Quando a construgéo estd concluida, a educadora retira a caixa
que estava a servir de barreira a visdo de “B’; que diz:

— Ah, eu pensava que estava assim... (deita as pecas em cima
da mesa) deitadas.

“A” deu indicacoes topoldgicas adequadas, usando o
vocabuldrio “em baixo’, “no meio” “ao lado” e “em cima”
com referéncia as cores distintas dos cubos. A expressio “em
cima” revelou-se ambigua pois “B” entendeu essa instrugéo
colocando os cubos todos no mesmo nivel e ndo no nivel
superior, tal como ele evidencia. “A” ndo deu qualquer
indicacdo da relagdo de lateralidade entre as pecas — direita/
esquerda o que contribuiu para que a construgéo final (figura
4B) fosse um espelho da inicial (figura 4A).

Figura 5. Trés fases da construcéo da crianga “B”
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Ambas as criancas revelam dominar as relacdes topoldgicas
bésicas apesar de o processo de descodificacdo das instrugoes
ndo ter sido imediato.

Com mais ou menos facilidade, com uma estratégia ou outra,
todas as criangas concluiram a tarefa, repetindo-a sempre que
era possivel.

A CONCLUIR

As criancas evidenciaram uma multiplicidade de processos na
forma como desempenharam a tarefa, servindo-se de todas as
suas competéncias para a concluir. As criangas que dominavam
melhor os conceitos associados a lateralidade revelaram-se
capazes de questionar o colega quando nédo o entendiam com
perguntas como “Ao lado de qual?’, ajudando-o assim a clarificar
as suas instrugoes, e usando o vocabuldrio topolégico com
propriedade. Ja as criancas que ainda ndo dominavam este
vocabuldrio, quando ndo entendiam as instrugdes dos colegas
diziam apenas “Ndo estou a perceber nada!” ou “O qué?; o
que ndo conduzia o interlocutor a reformular a explica¢do. No
entanto, procuravam clarificar a linguagem para se fazerem
entender pelos colegas, organizando e consolidando o seu
pensamento matemadtico. O papel primordial da linguagem
(Vygotsky, 1995) no desenvolvimento das aprendizagens
matematicas encontra-se aqui evidenciado, quer do ponto de
vista de quem “dita’, quer do ponto de vista de quem constroi,
requerendo uma clarificagéo e uma interpretacdo de mensagens
de indole geométrica, que careciam de continuo refinamento.

O vocabuldrio relativo a lateralidade nio foi mobilizado, apesar
das crian¢as apontarem para o lado direito ou esquerdo, conforme
queriam que os colegas colocassem o cubo. Aparentemente, as
criancas identificam as diferentes posi¢oes, apenas a “etiqueta”
que as descrevem ainda ndo esta tao presente. Os gestos foram,
neste caso, usados para apontar posi¢oes estdticas, na auséncia
de utilizacdo de vocabuldrio relativo a lateralidade. Tal como
referido por Clements e Sarama (2009), este tipo de vocabulério
¢ adquirido e compreendido mais tardiamente.

Apés a educadora solicitar, as criangas explicitavam se a
construcdo era apenas de um nivel ou em altura, frequentemente
acompanhando a linguagem falada com gestos. A linguagem
gestual foi usada, nesta situacdo, complementarmente e em
associacdo a linguagem falada.

Outro aspeto a salientar foi a criagdo de relagdes de ajuda e
cooperacdo, com todas as criangas a empenharem-se na tarefa,
ndo desistindo nem deixando o colega desistir, muito gracas aos
esfor¢os comunicativos encetados. Esta tarefa tem sido replicada
em anos letivos seguintes, com grupos de criancas distintos,
ressaltando sempre o cardter lddico da tarefa e o envolvimento
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das criangas e contribuindo para desenvolverem a sua capacidade
de comunicar matematicamente
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A importancia das discussdes coletivas para o
desenvolvimento do pensamento algébrico

CELIA MESTRE

Um ambiente de sala de aula onde os alunos tenham oportunidade
de apresentar e defender as suas ideias, reagir e comentar as
contribui¢des dos colegas e procurar chegar a consensos sobre
o significado de ideias matemdticas importantes contribuir4,
certamente, para a aprendizagem matematica dos alunos e da
sua cidadania. Para constituir e manter uma comunidade com
estas caracteristicas, o professor deve fazer emergir as ideias dos
alunos e também criar as condi¢des necessdrias para que este tipo
de interagdes ocorra (Boavida, 2005). Se os tipos de comunicag¢do
nos quais os alunos se envolvem podem ser limitados pela sua
compreensido matematica, de forma reciproca, a compreensio
matemadtica também pode tornar-se mais sofisticada a medida
que evolui a capacidade de comunicagdo. Neste sentido, Cobb
et al. (1997) focam-se na relacéo entre o discurso de sala de
aula e o desenvolvimento matemdtico dos alunos que nele
participam, denominando como discurso reflexivo aquele em
que “a atividade matemadtica é objetivada e se torna um tépico
explicito de conversagdo” (p. 269), considerando que, nessas
condi¢des, os alunos podem realizar aprendizagens matematicas.

Em salas de aula onde existe esta pratica de ensino, os professores
falam menos e os alunos mais do que o que seria esperado
numa sala de aula num contexto de ensino mais tradicional,
pois os professores organizam o tempo da aula de forma a que
aos alunos sejam dadas mais oportunidades de comunicagéo,
tanto em pequeno grupo como durante a discussio coletiva
com toda a turma (Baxter & Williams, 2010).

Considerando a importincia da comunicagdo para a
aprendizagem matemadtica, este artigo foca-se em momentos
da discusséo coletiva de uma tarefa em aula. A tarefa que se
apresenta insere-se num estudo mais amplo de implementacéo
de uma experiéncia de ensino (Mestre, 2014), desenvolvida ao
longo de um ano letivo. O principal objetivo da experiéncia
de ensino era desenvolver o pensamento algébrico dos alunos
de uma turma do 4.° ano de escolaridade, centrando-se na
capacidade de generalizagdo e sua representagio.

A defini¢do de pensamento algébrico assumida na experiéncia
de ensino é apresentada por Blanton e Kaput (2005) como o

OUTUBRO ::

“processo em que os alunos generalizam ideias matematicas a
partir de um conjunto de exemplos particulares, estabelecem
essa generalizacdo através do discurso da argumentacio,
e expressam-na gradualmente de uma forma simbolica
apropriada a sua idade” (p. 413). Assumindo o cardcter
central da generalizacdo, ela é entendida como um processo
dinadmico, socialmente situado, que se desenvolve através
de agdes colaborativas (Ellis, 2011). De acordo com esta
autora, a generalizacdo é uma atividade desenvolvida pelas
pessoas dentro de um contexto sociomatematico especifico,
surgindo como uma representagio coletiva que tem raiz na
comunidade, através de experiéncias mediadas pela interagéo,
linguagem e outras ferramentas prdprias. Acrescenta ainda que
a acdo de generalizacdo decorre em ciclos de interacdo onde
uma generalizacdo inicial pode revestir-se de novas formas,
passando pela interacdo e reflexdo coletivas, sendo a versdo de
generalizacdo final ndo o produto de um s6 aluno, mas resultante
do desenvolvimento ocorrido na interacdo do grupo.

Por outro lado, na experiéncia de ensino também se considerou
que a generalizacdo pode ser expressa de diversas formas, desde
a linguagem natural a formas gradualmente mais simbolicas
(Blanton, 2008). Neste sentido, os alunos desenvolveram
simultaneamente o seu sentido de simbolo, progredindo gradual
e naturalmente desde a utilizacdo de simbolos préprios para
expressar a generalidade a introdu¢do com sentido da notagao
algébrica.

Na experiéncia de ensino foram desenvolvidas quarenta e duas
tarefas, organizadas numa légica de integracéo curricular com
os temas e contetidos do curriculo do 4.° ano de escolaridade.
A tarefa que se apresenta a seguir — Cubos com autocolantes
(figura 1) — foi a penultima tarefa explorada na experiéncia de
ensino e realizou-se no final do ano letivo. Tinha como objetivo
a exploracéo de relagoes funcionais, tendo como contexto uma
sequéncia pictorica crescente e pretendia-se que os alunos
indicassem termos préximos e mais distantes da sequéncia e
identificassem uma regra geral. Nesta fase da experiéncia de
ensino os alunos ji revelavam bastantes facilidades na apreensao
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e expressao da generalizacdo em linguagem natural e linguagem
simbdlica, atribuindo significado aos simbolos que usavam.

Tarefa “ Cubos com autocolantes”

A Joana estd a construir um jogo com cubos e autocolantes. Ela une os cubos
por uma das faces e forma filas de cubos. Depois cola um autocolante em
cada uma das faces.

A imagem mostra a constru¢do que a Joana fez com 2 cubos. Nessa
construgdo ela usou 10 autocolantes.

1.1. Descobre quantos autocolantes a Joana usa nas construgdes seguintes
e explica como pensaste.

Trés cubos.

Quatro cubos.

Dez cubos.

Cinquenta e dois cubos
1.2. Consegues descobrir qual é a regra que permite saber quantos
autocolantes a Joana usa numa construgdo com um qualquer ntiumero de
cubos? Explica como pensaste.

Figura 1. Tarefa Cubos com autocolantes

A tarefa foi apresentada a partir da leitura do enunciado e
da modelacdo da situacdo, reconstruindo-se com os alunos
a primeira construcdo da sequéncia, usando cubos e colando
os autocolantes nas faces respetivas. Em seguida, os alunos
trabalharam autonomamente, em pares ou trios, e tinham a sua
disposigdo construgdes com dois e trés cubos, com os autocolantes
colados. Apés o momento de trabalho auténomo, seguiu-se a
discusséo coletiva, com a apresentacéo e discussdo das resolucoes
de diferentes pares ou trios. Neste artigo apresentam-se dois
momentos da discussdo coletiva que evidenciam diferentes
aspetos da exploracdo da relacdo funcional. Os didlogos que
constituiram esses momentos da discussdo coletiva ja tinham
sido apresentados anteriormente num artigo desta publicacédo
(Mestre, 2015), focado no desenvolvimento do pensamento
algébrico dos alunos. No entanto, aqui a andlise foca-se na
forma como os momentos de discussdo coletiva promoveram
o desenvolvimento da capacidade de comunicagao dos alunos
e, vice-versa; ou seja, como a capacidade de comunicagdo dos
alunos permitiu momentos de discussdo coletiva poderosos e
promotores de aprendizagens matematicas.

O primeiro momento que se apresenta diz respeito a apresentacdo
do par Carolina e Daniel (figura 2). Na sua resolugdo ¢ interessante
verificar que apresentam a escrita simbolica da regra utilizando
cores para atribuir diferentes significados ao mesmo simbolo.
Inicialmente, estes alunos escrevem corretamente a regra (4 x n)
+2 =t. Depois, apresentam o que parecem ser os procedimentos
anteriores que conduzem a escrita dessa regra, revelando
incorreg¢des formais. No entanto, utilizam duas cores (vermelho
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e azul), as quais parecem atribuir uma significagdo particular.
Inicialmente escrevem 4 x n = n, representando o primeiro #
a azul e o segundo a vermelho, indicando, assim, tratar-se de
numeros diferentes. Depois, escrevem n+2=t, escrevendo esse
n avermelho, ou seja, sendo este numero equivalente a soma da
operacdo anterior. Desta forma, o modo como utilizam diferentes
cores para os #’s permite perceber que querem representar
numeros diferentes. Naturalmente que o procedimento que
apresentam nao é correto, mas é interessante verificar como
atribuem a cor esta significacdo simbdlica.

O par apresenta ainda uma tabela com duas colunas, onde
relacionam o nimero de cubos com o nimero de autocolantes e
apresentam diversos exemplos. Usando setas, o par explicita as
relagoes encontradas, tanto recursivamente, ao fazer uma leitura
linha a linha, como de modo funcional, ao estabelecer a relagao
direta entre o numero de cubos e o ndmero de autocolantes:
“n.c de cubos x 4+2” E interessante verificar que é pela leitura
funcional que os alunos determinam o nimero de autocolantes
para cada um dos exemplos apresentados.

(% xm)4a =+ Exp:

uxrn:m
r‘n'f-')_

(4%6)+9 =

Sim, conseguimos a regra que permite saber quantos autocolantes a Joana
usa numa constru¢iao com um qualquer numero de cubos, é multiplicando
4 por qualquer numero de cubos e somando mais 2.

Figura 2. Resolugédo do par Carolina e Daniel

Quando o par apresenta a tabela a turma, comeca por focar-se
na leitura de cada coluna, identificando as relagdes encontradas
entre os termos consecutivos da sequéncia. Quando refere que,
na coluna do ndmero de autocolantes, a relacio ¢é “de quatro” e
depois que “estd sempre a fazer dois’, isso suscita interpelagoes
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por parte de alguns colegas. Assim, em conjunto, estes alunos
clarificam o significado da multiplicagéo por quatro e da adi¢do
do valor constante que acontece entre os termos consecutivos
da sequéncia.

Carolina — N6s pensdmos (...) E vimos a relagdo. Entéo fizemos
duas colunas: uma com o nimero de cubos e outra com o total
de autocolantes. O niimero de cubos € 9,10,11,12,13 e a relacdo
¢ de um. No total de autocolantes a relagdo é de quatro. Aqui
era de quatro, mas aqui estava sempre a fazer dois, também
era de quatro.

Fabio — Essa parte nio percebi...
quatro?

era de dois e depois era de

Carolina — Sim, aqui era de quatro e aqui estd sempre a ser dois...
Gongalo — Nio, simplesmente porque ali é vezes quatro...

Carolina — Sim, porque aqui estd sempre dois, por isso é de
quatro... se fizeres assim, sem o dois, assim 9 vezes 4 é 36, e
depois 10 vezes 4 da 40, 42...

Gongalo — Nio, mas isso é sé a tabuada do 4. 9 vezes 4 era 36...

Rita — Vezes 4 é 36, juntando mais 2, como em todos junta
mais 2, por isso é que d4 mais 4.

Gongalo — Se tirares o mais 2 é a tabuada do 4-.

Tendo em conta a importancia da tarefa para a compreensido
com significado das regularidades encontradas, a professora
procura que os alunos justifiquem essas regularidades usando
o contexto concreto da tarefa. Desta forma, conduz a discussdo
coletiva no sentido de os alunos identificarem explicitamente
o significado concreto das relagdes matematicas encontradas.
Procura assim, insistentemente, que os alunos se liguem ao
contexto da tarefa para traduzir as ideias matemdticas em
exploracdo. Embora pareca evidente que os alunos que estdo
envolvidos na discussdo ja tenham compreendido essas ideias,
esta insisténcia da professora permite que todos os alunos
acompanhem a discussdo, especialmente aqueles que ainda
possam estar com dificuldades em compreender o modo mais
abstrato de como as ideias estdo a ser discutidas.

P — Porque é que é sempre mais 47

Fabio — Porque se faz sempre vezes 4...

P — Mas porqué?

Carolina — Porque 9 vezes 4 da 36, depois com 0 2, 38; 10 vezes
4,40, junta-se 0 2, 42, é 0 2 que esta a fazer isto...

(...)

P — Mas porqué?

Rita — Porque foi assim, eles fizeram 9 vezes 4, é 36 e 0 36
faz parte da tabuada do 4, mas eles puseram mais 2, se eles

no préximo metessem mais 3 ja ndo seria mais 4... porque é
sempre 0 mesmo numero.
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P — Mas eles fizeram e fizeram corretamente... A minha pergunta
é porque ¢é que neste problema, nesta situagéo....

Rita — Porque ha 4 lados nos cubos.
()

Jodo V. — Porque tem 4 lados.

Joao V. —

P — Mas o cubo tem 4 faces?

Sim, 4 faces.

Virios alunos — Nio, tem 6...

Jodo V. — Mas é menos uma que fica tapada e depois é menos
a outra do outro lado que também fica tapada.

O segundo momento acontece com a apresentac¢io dos alunos
Rita, Diogo e Beatriz (figura 3). Este grupo apresenta a escrita
da regra em linguagem simbdlica alfanumérica e em linguagem
natural. Apresenta uma legenda onde discrimina o significado
atribuido a cada varidvel na escrita simbdlica da regra. Na
representacdo em linguagem natural descreve o procedimento
que efetua para calcular o ndmero de autocolantes de uma
qualquer constru¢do de cubos, considerando o nimero de
autocolantes da “face que estd em cima’”.
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Porque sabendo o nimero de autocolantes da face que esta em cima faz-se
x4 (x4 por ser o nimero de faces que hd num cubo)+2 (o +2 vem do niimero
da base com autocolantes que se veem).

Figura 3. Resolugdo do grupo Rita, Diogo e Beatriz

Na sua explicagdo a turma, este grupo mostra que considerou “o
namero de autocolantes da face que estd em cima” como varidvel
independente. Como os restantes grupos tinham considerado, até
ao momento, o numero de cubos como varidvel independente,
o facto deste grupo considerar o nimero de autocolantes como
essa varidvel suscitou discussdo na turma, com alguns alunos a
pronunciarem-se contra essa op¢ao.

Joao V. — Numero de autocolantes vezes 4... numero de
autocolantes?! Assim jd sabem o nimero de autocolantes. Tem

de ser o numero de cubos, é o nimero de cubos!

NOVEMBRO :: DEZEMBRO #149-150 25



Rita — Mas nio é o ndmero de autocolantes, é o nimero que
estd em cima.

Gongalo — Entéo, s6 hd um.
Rita — Néo, pode haver 2 cubos. Seria 2 vezes 4.

Jodo V. — E muito complicado porque o na era o nimero
de autocolantes... isso quer dizer que ji sabes o nimero de
autocolantes...

Gongalo — E a mesma coisa saber o ntimero de autocolantes
e fazer vezes 4.

Joao V. — Mas assim ja tém de saber o nimero de autocolantes.

Rita — Ndo, ndo sabemos nada. Por exemplo, temos este cubo,
por exemplo, temos um autocolante em cima e fago vezes 4,
mas eu nio sei o numero total de autocolantes e depois é mais 2.

Carolina — Mas porque nio pdes o nimero de cubos? E mais
facil.

Perante a reagdo da turma, a professora propde, entdo, que
se comparem duas representacgoes diferentes, uma resolugdo
apresentada em momento anterior na discussdo por outro grupo
e a do grupo que agora apresentava (figura 4).

Embora a escrita da regra seja semelhante em ambos os
grupos, o primeiro considera o nimero de cubos como a
varidvel independente e o segundo considera ser o nimero de
autocolantes essa variavel.

Gongalo — No nosso estd a dizer que é um nimero qualquer
de cubos e o dela é um nimero qualquer de autocolantes... Mas
vai dar ao mesmo... Saber o nimero qualquer de autocolantes
ou o numero qualquer de cubos é a mesma coisa...

P-E?
Gongalo — Entdo é assim: aqui hd 3 cubos e os smiles de cima...
entdo estes sdo os smiles de cima e sdo 3 cubos e 3 smiiles.

Tinhamos falado que os smiles é 3 vezes 4, viste os smiles de
cima, mas se souberes os 3 cubos também vai ser 3 vezes 4.

P — Mas o ntimero de autocolantes dessa construcdo é igual
ao ndmero de cubos?

Gongalo — Nio, professora, mas s6 que a Rita estava a dizer

T -
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que s6 contava os de cima, que era os de cima vezes 4, entdo
os de cima sdo 3 e ha 3 cubos, entdo os 3 autocolantes de cima
é a mesma coisa que os 3 cubos.

Jodo V. — E a mesma coisa.
P — E a mesma coisa... mas...
Jodo V. — S6 que explicado de maneiras diferentes...

P — E amesma coisa, mas acho que temos de ter um cuidadinho

’

al...

(-..)

P — Agora eu acho que... hd um cuidado quando nés usamos
ali um ndmero qualquer de autocolantes, acho que temos de
ter um cuidado especial ali...

Gongalo — Ali ela falou que era o de cima, mas se for o da frente
também sdo 3 autocolantes e 3 cubos.

Joao V. — Tanto faz.

P - Ok, e se for o nimero total de autocolantes?... Nao é também
o numero de autocolantes?

Virios alunos — E.

P — Entdo, o que falta dizer ali? Nimero de autocolantes...
Joao V. — E cubos.

Fabio — Nao, ndmero de autocolantes de cima.

P — De cima, de uma face.

Os dois momentos apresentados mostram como foram objeto
da discussdo da turma diferentes e importantes aspetos relativos
ao pensamento algébrico, mais especificamente no que respeita
a compreensdo e representacdo de relagoes funcionais e da
construgido do sentido de simbolo. O ambiente de sala aula
descrito pode ser caracterizado como aquilo que Boavida (2005)

denomina cultura de argumentagdo e que descreve do seguinte
modo:

A apresentacao, por parte dos alunos, de argumentos em defesa das
suas ideias, a andlise critica das contribui¢oes dos colegas, a discussdo

da legitimidade matemadtica de cadeias de raciocinio, a expressao
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Figura 4. Comparacao entre as resolugoes dos grupos
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de desacordos e sua resolucéo, a fundamentacio de posi¢oes com
argumentos de cardter matemadtico, a avaliacdo de se é, ou ndo,
apropriado usar um determinado raciocinio na resolu¢ao de um
problema, a formula¢io de conjeturas e a avaliacdo da plausibilidade

e/ou validade destas conjeturas. (p. 22)

De facto, nesta altura da experiéncia de ensino, os alunos ja
se encontravam imersos nessa cultura na sala de aula onde
as discussoes coletivas se assumiam como produtivas para a
construgdo do conhecimento matemadtico. Neste sentido, é
importante realcar dois aspetos que permitiram a construgdo
de uma cultura de sala de aula direcionada para a aprendizagem
matemdtica. Por um lado, a qualidade e adequacio das tarefas
e, por outro, o papel do professor na conducdo dessa cultura de
sala de aula. No primeiro aspeto, ¢ importante salientar que a
tarefa matemadtica apresentada se revelou valiosa e adequada,
constituindo uma oportunidade rica de aprendizagem para a
exploracdo das relagdes funcionais. Apresentando um desafio

Iy

adequado a generalidade dos alunos, a tarefa mobilizou as
aprendizagens ji construidas e permitiu, ainda, progredir
no percurso de desenvolvimento do pensamento algébrico.
Relativamente ao segundo aspeto, a orquestracdo da discussdo
coletiva por parte da professora permitiu que os alunos fossem
os maiores protagonistas desse momento, conduzindo-os a
acoes como a explicacdo, clarificacio e justificacdo de ideias
matematicas, confronto e comparagio entre diferentes estratégias

3

e representacdes; levando-os intencionalmente a exploragdo
de aspetos fundamentais para a compreensdo das relagoes
funcionais e da construcio do sentido de simbolo. Desta forma,
o questionamento da professora, podendo parecer pouco dirigido
ou saliente, revela uma clara intencionalidade de conduzir os

alunos na exploragdo desses aspetos, conduzindo-os & negociacdo

de significados e a construgdo do conhecimento matematico
na turma, assumida aqui como uma verdadeira comunidade
de aprendizagem.
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Contributos para a analise da comunicacao
(matematica) escrita dos alunos

MANUEL VARA PIRES
EL1sABETE CoSTA
CRISTIANA LEITE

Neste texto, apresentamos aspetos do trabalho desenvolvido
na pratica de ensino supervisionada das segunda e terceira
autoras, orientados pelo primeiro autor, no dmbito do Mestrado
em Ensino do 1.° e do 2.° ciclo do Ensino Basico. Em ambos
0s casos, assumiu-se a comunicagio escrita dos alunos como
tema integrador das experiéncias de ensino e aprendizagem
concretizadas no estagio profissional. Por isso, ao longo da
pratica letiva nas diferentes areas disciplinares e ciclos de ensino,
foi dada uma atencdo especial as produgoes escritas feitas pelos
alunos na resolugio das tarefas, que proporcionou a elaboragido
de um instrumento de andlise de modo a permitir uma anélise
mais organizada e sistematizada desses registos escritos.

O texto pretende contribuir para um maior aperfeicoamento
dos processos de andlise da comunicacdo escrita dos alunos,
centrando-se na drea da matemadtica e retomando ideias ja
expressas em outros contextos (Costa & Pires, 2016; Leite
& Pires, 2017; Pires, Leite & Costa, 2017). Comecamos com
algumas consideragdes sobre comunicacdo, realcando o seu
formato escrito; seguimos com a apresentacdo do instrumento
usado na analise da comunicacdo escrita, concretizada em quatro
dimensodes: clareza, fundamentacéo, légica e profundidade; e
terminamos com a apresenta¢do e andlise de registos escritos de
quatro alunos do 5.° ano de escolaridade na resolugdo de uma
tarefa matematica relacionada com a drea de figuras poligonais.

A COMUNICAGAO ESCRITA

O desenvolvimento de uma boa competéncia comunicativa
constitui, para o National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM, 2017), uma das “préticas produtivas” que pode potenciar
aprendizagens matematicas mais solidas e significativas. Por isso,
todos os alunos devem ter oportunidades de desenvolver a sua
competéncia comunicativa, vista por Monteiro, Viana, Moreira
e Bastos (2013) como a “capacidade que cada um possui para
falar, escrever e saber selecionar as formas linguisticas mais
adequadas as diferentes situacdes com que nos deparamos’,
potenciando a “interagdo com os outros, com preciséo, clareza,
coeréncia, eficicia e adequacgdo” (pp. 112-113).

Na sala de aula, as diferentes formas de comunicacdo que se
véo estabelecendo sdo caracterizadas, em grande medida, pelo
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uso das linguagens oral e escrita e os processos comunicativos
desenvolvem-se através das formas como o professor e os alunos
estruturam e partilham o seu conhecimento (Guerreiro, Tomas
Ferreira, Menezes, & Martinho, 2015). A linguagem oral e a
linguagem escrita, e respetivos registos, sendo duas realidades
diferentes, assumem um papel fundamental no desenvolvimento
e na capacidade de comunicagao.

Nas orientag¢des curriculares para a drea do portugués (Ministério
da Educacio, 2009), a escrita é entendida como “o resultado,
dotado de significado e conforme a gramatica da lingua, de um
processo de fixagdo linguistica que provoca o conhecimento do
sistema de representacgao grafica adotado’, bem como “processos
cognitivos e translinguisticos complexos (planeamento,
textualizacdo, revisdo, correcio e reformulaciao do texto)” (p.
16). A linguagem escrita compreende, entdo, a produgéo escrita
em concreto, englobando a competéncia grafica, ortografica e
compositiva, assim como o conhecimento explicito da lingua.
A articulagdo entre estas duas dimensdes é fundamental para
os registos escritos dos alunos, demonstrando conhecimento
e eficiente utilizacdo do vocabuldrio, assim como a utilizagdo e
articulagdo dos termos, palavras e frases, de forma a dar coesdo
e coeréncia aos registos escritos produzidos.

Desta forma, os registos escritos que os alunos produzem
podem desempenhar uma fungdo muito significativa nas suas
aprendizagens, ajudando-os a estruturar melhor o que pensam
e a refletir sobre o trabalho realizado na aula. Para Ponte et al.
(2007), “a linguagem escrita (...) ¢ uma forma de comunicacdo
que tem um papel complementar fundamental no ensino-
aprendizagem” (p. 45), apoiada num conjunto de representagoes
facilitadoras dos processos de comunicagio (Boavida, Paiva,
Cebola, Vale, & Pimentel, 2008).

Por outro lado, a comunicagdo escrita pode ser analisada
segundo diferentes perspetivas dadas as multiplas dimensoes
que a caracterizam, como a coeréncia, a logica ou a clareza
(Castanheira, 2014). Por exemplo, esta tltima dimensio, a clareza,
estd relacionada com a utilizacdo de vocabuldrio (também
matemadtico) apropriado e outras formas de representacdo
adequadas a situacdo. Nos seus registos escritos, os alunos
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podem, entdo, recorrer a diferentes representagdes (materiais
manipuldveis, tabelas, figuras, desenhos, diagramas, vocabulrio,
linguagem simbdlica, etc.), cada uma com caracteristicas
proprias.

Apoiando-nos em Bruner, podemos concretizar as ideias,
recorrendo a diferentes formas: representacdes ativas,
representacdes icénicas e representacdes simbolicas, que
poderdo ser utilizadas conjuntamente ou combinadas, nos varios
momentos de comunicagdo escrita. As representacdes ativas
estdo associadas a acdo e apelam a manipulagdo ou experiéncia
direta e apropriada sobre os objetos, propiciando, como referem
Boavida et al. (2008), “oportunidades para criar modelos
ilustrativos, contribuindo para a construcdo de conceitos” (p.
71). As representacdes iconicas “baseiam-se na organizagido
[e memoria] visual, no uso de figuras, imagens, esquemas,
diagramas ou desenhos para ilustrar conceitos, procedimentos
ou relagdes entre eles” (p. 71), distanciando-se do concreto e do
fisico. As representacdes simbdlicas, consistindo numa forma
mais elaborada de captar e representar as ideias, “correspondem,
ndo apenas aos simbolos que representam ideias matematicas,
mas a todas as linguagens que envolvem um conjunto de regras
fundamentais quer para o trabalho com a matemética, quer
para a sua compreensdo” (p. 71).

O INSTRUMENTO DE ANALISE DA COMUNICAGAO
ESCRITA

O instrumento de andlise utilizado incide em quatro dimensdes
que podem ser associadas a comunicacéo escrita: (i) a clareza,
relacionada com o uso do vocabulario e formas de representagdo

seguidas pelo aluno quando expressa as suas ideias; (ii) a
fundamentagdo, relacionada com a maneira como o aluno
defende ou justifica os seus raciocinios ou resolugoes; (iii) a
I6gica, relacionada com a coeréncia e a ligacdo entre as ideias
expressas ou processos desenvolvidos; e (iv) a profundidade,
relacionada com o dominio revelado pelo aluno quando se refere
aos tépicos matemadticos envolvidos na situagéo.

Para apreciar a qualidade da comunicacao escrita revelada pelos
alunos em cada uma destas dimensoes, foram considerados
trés niveis de desempenho: baixo, médio e elevado. Registe-se
que este instrumento de andlise néo foi trabalhado diretamente
pelos alunos, embora fosse tido em conta na prética letiva nos
aspetos relacionados com a comunicagdo na sala de aula. No
Quadro 1, estdo sistematizadas as categorias e respetivos niveis
de desempenho que suportam a andlise da comunicagéo escrita.

ANALISE DOS REGISTOS ESCRITOS DOS ALUNOS

Os registos, que a seguir se analisam, foram escritos na aula de
Matematica por alunos de duas turmas do 5.° ano de escolaridade
— turma da Elisabete e turma da Cristiana. Estes registos escritos
correspondem, numa primeira situacio, a resolugdes individuais
feitas por quatro alunos e, numa segunda situagéo, a comentdarios
coletivos produzidos por dois grupos de alunos.

Situacao 1
Na turma da Elisabete, foi proposta a resolu¢io individual da
tarefa “Quem tem razdo?” (figura 1), em que os alunos tinham

de justificar raciocinios e comentar afirmagoes feitas por duas
criangas.

Encontra esta tarefa na seccao dos materiais que segue este artigo

Quadro 1. Categorias e niveis de desempenho utilizados na anélise da comunicagdo escrita

Clareza

0 aluno expressa, por escrito, as suas ideias, recorrendo a vocabulario correto e a representacoes adequadas.

Nivel baixo: o aluno apresenta ideias imprecisas,
utiliza vocabuldario incorreto ou incompreensivel
e recorre a representacoes inadequadas.

Nivel médio: o aluno apresenta ideias precisas,
mas utiliza vocabuldrio pouco preciso ou
compreensivel e recorre a representagdes pouco
adequadas.

Nivel elevado: o aluno apresenta ideias precisas,
utiliza vocabuldrio preciso e correto e recorre a
representacoes adequadas

Fundamentagao

0 aluno justifica, de forma escrita, os seus process

os ou ideias, apresentando argumentos plausiveis.

Nivel baixo: o aluno justifica os seus processos ou
ideias de forma imprecisa.

Nivel médio: o aluno justifica razoavelmente os

seus processos ou ideias.

Nivel elevado: o aluno justifica adequadamente os
seus processos ou ideias.

Logica

0 aluno manifesta raciocinio e coeréncia nos regis

tos escritos, apresentando conexdes entre as ideias

registadas.

Nivel baixo: o aluno revela pouco raciocinio e
coeréncia nos registos escritos, ndo mostrando
conexao entre as ideias.

Nivel médio: o aluno revela algum raciocinio e
coeréncia nos registos escritos, a par de alguma
conexdo entre as ideias.

Nivel elevado: o aluno revela raciocinio e
coeréncia nos registos escritos, manifestando
conexdo entre as ideias.

Profundidade

0 aluno revela, de forma escrita, o dominio de aspetos importantes e complexos sobre o assunto a trabalhar.

Nivel baixo: o aluno revela, frequentemente, ndo
dominar aspetos importantes sobre o assunto.

Nivel médio: o aluno revela, algumas vezes, o
dominio de aspetos importantes e complexos
sobre o assunto

Nivel elevado: o aluno revela, frequentemente,
dominar os aspetos mais complexos sobre o
assunto.
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Na figura 2, sdo reproduzidos os registos escritos das respostas
apresentadas por quatro alunos: Jodo, Sara, Rosa e Nuno.

Tarefa 2. Quem tem razéo?
Considera os comentarios da Ana e do Rui a propésito da Figura 2.

A area da
figura & 12cm?

A area da
figura é 48 em?

Figura 2
Quem tem razédo? O que pensas dos comentarios da Ana e do Rui?

Figura 1. Enunciado da tarefa “Quem tem razao?”
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Figura 2. Resolugdes apresentadas por quatro alunos

Na categoria clareza, as diferencas entre a resposta do Jodo (nivel
baixo), a resposta da Sara (nivel médio), e as respostas da Rosa e
do Nuno (nivel elevado) sdo bem visiveis. O Jodo apela apenas a
representacio simbdlica e apresenta as suas ideias de uma forma
muito imprecisa, ndo chegando a completar a sua resposta. A
Sara, revelando uma melhor compreensio da situagdo, consegue
expressar ideias mais precisas e compreensiveis, embora revele
alguma dificuldade em selecionar o vocabulario mais adequado
a situacdo. J4 a Rosa e o Nuno apresentam os seus raciocinios
de uma forma muito clara, usando um vocabulario bastante
correto e compreensivel e conjugando bem a representagdo
icénica com a representacdo simbdlica.
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Na categoria fundamentagdo, é possivel distinguir as respostas
do Jodo e da Sara (nivel baixo) das respostas da Rosa (nivel
médio) e do Nuno (nivel elevado). O Jodo e a Sara reconhecem
que as duas afirmag¢des podem estar, ou ndo, corretas, mas nao
conseguem apresentar nem justificar as ideias, apesar da Sara
remeter para a auséncia da indicacdo da unidade de medida,
revelando nitidas dificuldades na apresentagdo de argumentos.
A Rosa e o Nuno apresentam justificagdes adequadas para as
respostas dadas, remetendo para a dependéncia da defini¢do
da unidade de medida considerada (ou a area do quadrado de
menores dimensdes ou a drea do quadrado como os lados mais
carregados). O Nuno acaba por apresentar uma fundamentacao
mais completa, concluindo com a indicacdo da drea em cada
um dos casos.

Na categoria [dgica, também se verifica um afastamento entre
as respostas do Jodo e da Sara (nivel baixo) e as respostas da
Rosa e do Nuno (nivel médio). O Jodo, pela quase auséncia de
resposta, ndo revela raciocinio nos seus registos escritos nem
ligacdo entre as ideias. A resposta da Sara acompanha a do Jodo
nesta categoria, pois, embora remeta para a nogao de unidade
de medida, ndo explicita quaisquer conexdes concetuais que
pretenda estabelecer. A Rosa e o Nuno manifestam alguma
coeréncia nas suas respostas e estabelecem alguma conexao
entre as ideias que expressam, nomeadamente, a implicagdo que
a unidade de medida tem na determinac¢io do resultado final.

Na categoria profundidade, contrariamente ao Jodo (nivel baixo)
devido a brevidade da resposta, os restantes alunos (nivel médio)
revelam algum dominio de aspetos mais complexos relacionados
com o conceito de area. A Sara d4 a ideia de compreender a
importincia da unidade de medida para a determinacio da
drea de uma figura. A Rosa e o Nuno relacionam conceitos
e procedimentos matematicos envolvidos, nomeadamente, as
nog¢oes de medida e de unidade de medida, embora néo o fagam
de uma forma explicita. Em particular, o Nuno indica e aplica o
processo de calculo da drea que seguiu (contagem de unidades).

Situacao 2

Na turma da Cristiana, foi proposto o desenvolvimento de
um projeto estatistico, em que cada um dos grupos de alunos
recolheu, organizou, interpretou e apresentou os resultados que
foram sendo registados num didrio de bordo. Para a discussao
final do projeto, cada grupo comentou por escrito os didrios
dos restantes grupos.

Na figura 3, registam-se comentdrios que os grupos 4 e 6
escreveram nos outros cinco didrios de bordo (os comentéarios
seguem a ordem numérica dos grupos).

Na categoria clareza, os comentérios do grupo 4 (nivel médio) e
do grupo 6 (nivel elevado), recorrendo apenas a representacoes
simbolicas, revelam ideias bastante precisas e compreensiveis
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sobre o trabalho dos restantes grupos. Nota-se, ainda, que o
grupo 4 revela algumas dificuldades na escrita de palavras. Ja
o grupo 6 utiliza um vocabuldrio mais adequado e correto e
regista ideias mais focadas no projeto estatistico.

Na categoria fundamentagdo, também sdo visiveis diferencas
nas respostas dos dois grupos. Os comentérios do grupo 4 (nivel
baixo) apresentam diversas ideias, mas apenas justificam ou
fundamentam as apreciagdes feitas em duas situagdes, uma
relacionada com a criatividade de um grupo e a outra relativa a
apresentacdo de um didrio de bordo. O grupo 6 (nivel médio)
também ndo avanca com muitas justificagdes para os seus
comentdrios, mas é notéria uma maior preocupacdo em
fazé-lo, chegando a adiantar sugestdes.

Na categoria /dgica, as respostas dos dois grupos (nivel médio)
sdo bastante similares, revelando raciocinio e coeréncia nos
seus registos escritos e estabelecendo alguma ligacdo entre
as ideias expressas. O grupo 4 centra os comentarios escritos
nas apresentacdes dos didrios de bordo e na correcdo dos
célculos. O grupo 6, também comentando as apresentagoes, é
mais diversificado, focando-se nos graficos e nos raciocinios e
justificagoes apresentados.

Também na categoria profundidade, os comentarios registados
pelos dois grupos (nivel médio) demonstram, por vezes, dominio
de aspetos importantes da organizagéo e tratamento de dados.
O grupo 4 integra, nas suas respostas, referéncia a formas de

“_ 1

representacdo da informacéo, 8 moda e a correcdo dos “cdlculos’,

embora ndo os explicite. O grupo 6 também faz comentarios
sobre estes aspetos, mas dando-lhe uma maior amplitude e
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realcando a elaboragdo de graficos e os cuidados a ter na sua
construgao.

A CONCLUIR

Globalmente, através da analise dos registos escritos, podemos
afirmar que, nas respostas individuais, o Jodo e a Sara sdo os
alunos que manifestam mais dificuldades e que a Rosa e o
Nuno revelam bons desempenhos na sua comunicagéo escrita.
Nas respostas coletivas, os desempenhos sio mais préximos
(provavelmente resultantes das dindmicas de negociagdo entre
os elementos dos grupos), conseguindo o grupo 6 uma maior
consisténcia nos seus comentarios.

A resposta do Jodo recolhe a atribuicdo do nivel baixo em todas
as categorias e a Sara revela os desempenhos mais baixos em
fundamentagdo e em l6gica. Também o grupo 4 demonstra
maiores dificuldades em fundamentagdo. Em termos gerais,
sdo estas duas dimensdes as que envolvem maior complexidade
para os alunos. De certa maneira, esta constatacdo ndo é
surpreendente, dado que justificar raciocinios e processos
seguidos e estabelecer conexdes entre as ideias registadas
exige aos alunos uma boa compreenséo da situagdo em estudo,
necessitando de disponibilizar conhecimentos mais seguros,
solidos e consistentes.

A dimensao clareza é aquela em que os alunos se sentem mais a
vontade nos registos escritos. Mesmo a atribui¢do do nivel baixo
a resposta do Joao foi muito devida ao seu registo impreciso
e incompleto. Os restantes alunos e os dois grupos, embora
com niveis diferentes, expressam-se de uma forma bastante
precisa e correta.

Grupo 4 - Calculos bem feitos, foram originais ao fazerem o desenho do caule
e folhas, faltou a resposta da pergunta 6.

Grupo 4 - Apresentacao cuidada, organizado e célculos certos.

Grupo 4 - Apresentagdo razoavel, ndo disseram porque é que a moda é 1 e
ndo fizeram a pergunta 6.

Grupo 4 - Apresentagio descuidada, nota-se mal a parte feita a lapis e o resto
estd razoavel.

Grupo 4 - Organizado, respostas completas e uma boa apresentagéo.

Grupo 6 - Boa apresentagdo mas hd alguns niimeros que ndo se percebem.
Grupo 6 - Apresentacido cuidada mas podiam ter feito as linhas com régua.
O nome “Leite” estd com letra mindscula. O grafico de barras tem titulo e o
de barras duplas estd bem e as justificagdes boas.

Grupo 6 - Apresentacdo razodvel, tem falta de titulos e nao disseram porque
é que amoda é 1.

Grupo 6 - Apresentagdo mais ou menos com bons raciocinios, justificaram o
valor da moda, ndo fizeram a pergunta 6.

"~ Grupo 6 - Apresentacdo mais ou menos mas tem muitos riscos. Deviam ter

carregado mais no lapis.

Figura 3. Comentdrios apresentados por dois grupos
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Esta andlise reforca a ideia que é muito importante ajudar
os alunos a desenvolver a sua capacidade de comunicacdo
(matematica) escrita (Guerreiro et al., 2015; NCTM, 2017;
Ponte et al., 2007). Torna-se indispensavel trabalhar as diferentes
dimensoes da comunicagéo escrita na sala de aula, solicitando
frequentemente aos alunos justificagdes escritas dos processos
seguidos, abordando os temas matematicos com profundidade
e apelando a raciocinios claros, corretos e coerentes (Boavida
etal.,, 2008; Castanheira, 2014). Desta forma, estamos certos, é
dada, aos alunos, uma oportunidade de construir aprendizagens
mais consistentes e com mais sentido.
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Neste nimero temdtico sobre comunicagdo matemadtica, apresentamos nesta sec¢do a primeira tarefa do artigo de Manuel Vara

Pires, Elisabete Costa e Cristiana Leite. Trata-se de uma tarefa proposta para o 5. ano, mas que se adequa também a ser realizada

no fim do 1.° ciclo ou sempre que se considere vantajoso discutir ou rever o conceito de area e de unidade de medida de area.

Nagquele artigo, encontra exemplos de respostas de alunos daquele nivel de escolaridade, que os autores analisam e comparam

do ponto de vista da comunicagio escrita. De facto, trata-se de uma proposta muito interessante para trabalhar esta capacidade,

que valorizamos ainda pelas suas potencialidades no desenvolvimento da compreensido de conceitos que, frequentemente, os

alunos confundem: o significado de drea de uma figura, as possiveis formas de determinagdo da sua medida e a sua relagdo com

as unidades de medida.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Quem tem razao?

Considera os comentérios da Ana e do Rui a propdsito da figura:

Quem tem razdo? O que pensas dos comentérios da Ana e do Rui?

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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A escrita matematica e a intuicao em Geometria

MARIA HELENA MARTINHO
HELENA RocHA

Apesar da escrita ter, usualmente, uma forte expressio
no ensino da Matemadtica, os alunos nao estiao habituados
a explicitar raciocinios por escrito e a utilizar linguagem
matematica apropriada. E apesar dos contextos de avaliagdo
sumativa estarem muito dependentes da versdo escrita, a
competéncia de comunicag¢io escrita poucas vezes é trabalhada
de forma explicita. Contudo, a escrita matematica tem algumas
particularidades importantes. Por exemplo, ajuda os alunos a
dar sentido a Matemdtica e a melhorar o préprio discurso; além
disso, as producdes dos alunos disponibilizam informagdes ao
professor, contribuindo para a planificacio e concretizacdo da
sua pratica profissional.

Este artigo apoia-se numa experiéncia realizada num contexto
de resolucdo de problemas de Geometria, e no &mbito da
formacéo de futuros educadores e professores dos 1.° e 2.° ciclos
do Ensino Basico, para caracterizar a escrita matematica dos
alunos e identificar contributos desta para a compreenséo, por
parte do professor, dos seus conhecimentos. Em particular, foi
possivel identificar as intui¢des dos alunos em Geometria que
suportam, ou por vezes deturpam a construgdo do conhecimento
geométrico.

COMUNICAGAO ESCRITA

A produgio de textos pelos alunos e a sua posterior discussio,
constituem um meio importante no desenvolvimento da
capacidade de comunicagio (NCTM, 1994; Pimm, 1996).

7

A escrita é um meio de comunicacdo, mas também de
aprendizagem e descoberta (Sabrio, Sabrio, & Tintera, 1993).
Ajuda a dar sentido a Matemadtica e a melhorar o préprio
discurso. Enquanto escrevem os alunos estdo ativos, a pensar
e a aprender sobre matematica (Burns, 2008), desenvolvem o
seu pensamento bem como o uso da linguagem matematica,
como seja, o uso de termos, diagramas, graficos, esquemas,
analogias e simbolos (NCTM, 1994). Para construir um texto,
os alunos precisam de examinar as suas ideias e refletir sobre
0 que ja sabem, tomando consciéncia das suas dificuldades.
Assim, os alunos escrevem para aprender e aprendem ao escrever
matematica. Note-se, contudo, que a escrita matemadtica ndo
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abrange apenas a acdo de escrever uma resposta a uma tarefa,
trata-se de explicitar os raciocinios que levaram a resposta.

O processo de escrita requer uma maior atencio e reflexdo,
quando comparado com a expressio oral. Contudo, esta
pratica reflexiva requer uma intervencéo explicita do professor,
incentivando também a reflexdo sobre o que foi escrito e
promovendo o desenvolvimento progressivo das préprias
compreensoes (Pugalee, 2004). O processo de explicar ideias
aos outros, com o objetivo de ser entendido, promove a evolugéo
das proprias compreensdes. A comunicagdo ajuda assim a
formalizar as ideias (Pimm, 1996). Em geral, o ato de escrita,
forcando a explicitagdo de conjeturas e conclusdes, constitui
uma oportunidade para clarificar, organizar e consolidar
o pensamento do aluno, e desenvolver o conhecimento
matemaético, a capacidade de resolver problemas, o poder de
abstracdo bem como a capacidade de raciocinio e a confianga
em si préprio, alcancando uma compreensao mais profunda de
conceitos e principios matematicos (NCTM, 1994).

Ao longo da escolaridade, os alunos revelam, habitualmente,
dificuldades na escrita matemadtica. Segundo Carvalho (2011),
em muitos casos deteta-se resisténcia a escrita matemadtica e
necessidade de ajuda dos professores. O insucesso na explicitagdo
de raciocinios néo resulta da falta de conhecimento matemético,
mas sobretudo da incapacidade de o verbalizar: dificuldades na
conversdo do pensamento em palavras, em saber como escrever,
e na forma de apresentar a frase e encadear as ideias.

A escrita matematica ¢ diferente da escrita noutras areas de
conhecimento, exigindo capacidades distintas que podem ser
desenvolvidas nas aulas de matemadtica (Adu-Gyamfi, Bossé,
& Faulconer, 2010). As diferentes representa¢des matemadticas
(como a numérica, simbdlica, grafica e verbal), requerem
uma utilizacdo frequente para que os alunos as dominem. A
linguagem matematica formal e rigorosa nio precisa de ser
imposta, pode surgir com naturalidade e tornar-se comum pela
necessidade do seu uso. Os alunos que escrevem matematica
com alguma frequéncia vdo naturalmente progredindo na sua
formalizacio, reconhecendo nela uma maior universalizac¢io
e mesmo facilidade para comunicar (NCTM, 1994). Os alunos
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podem comecar por escrever recorrendo as suas proprias
palavras, enquanto ndo se sentem familiarizados com os
simbolos. Naturalmente, os simbolos vao deixando de constituir
um obstdculo a compreensdo do texto e comegam a ser mais
frequentes na propria escrita.

INTUICAO EM GEOMETRIA

Alguns alunos tendem a tirar conclusoes precipitadas com
base na intui¢éo, o que ocorre quando transportam para novas
situagdes um contexto que, apesar de lhe ser alheio, lhes aparece
como logicamente coerente. Em Geometria, as intui¢des tém
um papel importante, contribuindo para o desenvolvimento do
sentido espacial, contudo nem sempre conduzem a raciocinios
corretos.

Stavy e Tirosh (2000) apresentam algumas classes de regras
intuitivas, nomeadamente, “mais A — mais B” e “mesmo A
— mesmo B” Vejamos alguns exemplos. Consideremos um
retangulo e um outro retangulo idéntico mas a que foi retirado
um pequeno quadrado junto a um dos vértices. Alguns alunos
consideram que sendo a drea da primeira figura maior também
o perimetro o serd, estdo a recorrer a regra “mais A — mais B”.
Pensemos agora no comprimento de duas linhas diferentes que
unem dois pontos a mesma distancia, neste caso alguns alunos
consideram que sendo a distancia a mesma, o comprimento
das linhas também o ser4, estd a ser ativada a regra “mesmo
A — mesmo B” Imaginemos dois cilindros construidos com
uma folha de papel A4 ora na horizontal ora na vertical. Neste
caso alguns alunos tendem a considerar que, se a folha (drea
da superficie lateral) é a mesma, entdo o volume dos cilindros
também o sera (regra “mesmo A — mesmo B”).

UM PROBLEMA DE GEOMETRIA E ALGUMAS
RESOLUCOES

O problema da figura 1 foi apresentado a alunos de uma turma
da Licenciatura em Educacéo Bésica.

Analisamos de seguida as resolugdes de dois grupos de alunos
a luz de quatro critérios desenvolvidos com base em Santos e
Semana (2014):

1.Compreensio do problema:

— explicitacdo do que se pretende
— implicita e identificavel através da resposta apresentada
2. Apresentacdo das diferentes abordagens ensaiadas

— explicitacdo das etapas realizadas durante a resolucgio
do problema
— fundamentagio das opg¢des assumidas (de acordo com o
ponto seguinte) que levaram a considerar e a abandonar
essa etapa
3.Fundamentacéo da resposta apresentada
a. o nivel de fundamentacéo apresentado
— corregao
— clareza
— completude da justificagdo
b. o tipo de fundamentacgio apresentada

— justificacdo vaga ou pouco clara

— apresentacdo exclusiva de uma regra, procedimento
ou defini¢io

— descrigdo de carécter procedimental (explicacdo do
que é feito sem justificacdo da razdo porque tal é
valido)

— recurso a uma abordagem empirica ou experimental
para tentar verificar a veracidade

— justificacdo de cardter relacional (explicitacdo da razéo
porque aquilo que é feito é vélido)

3.Representacgdes utilizadas

— linguagem verbal (linguagem natural podendo integrar
terminologia matematica)

— representacdes icdnicas (um esquema ou desenho)

— representagdes simbdlicas (simbolos algébricos)

Um dilema por resolver...

O Sr. Anténio tem dois terrenos (JABCD] e
[EFGH]) cujas formas estdo representadas

na figura.

Uma vez que a época de cultivo da batata
esta a chegar, o Sr. Antonio foi confrontado
com um problema: Em qual dos terrenos
conseguira plantar o maior nimero de
batatas possivel?

precisa de mais rede?

Ajuda o Sr. Antdnio a resolver esta situagéo sabendo que ambos tém a mesma largura.
Imagina agora que o Sr. Ant6énio quer vedar os terrenos com rede. Para qual deles

NS

D C

Figura 1. Enunciado do problema (adaptado de Fischbein, 1999)
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Figura 2. Representacéo iconica (grupo A)

Grupo A

Estes alunos ndo apresentam explicitamente na sua resposta
algo que indique terem compreendido o que lhes é pedido.
Comecam por dar a resposta ao problema, apresentando depois
alguns elementos relativamente a uma abordagem anterior que
nao foi bem sucedida. Nao fundamentam por que pensaram em
tracar retas paralelas sobre a figura, mas ja explicitam o que os
levou a pensar em tragar retas a passar por pontos especificos
e ndo coincidentes com os limites do terreno. As razdes que
apontam sugerem pois que adotaram uma abordagem de caracter
experimental e que é nela que se apoiam para fundamentar a sua
resposta. Socorrendo-se das representagdes iconicas (figura 2) e
verbais (figura 3), articulam-nas para explicitar o que pensaram
e por que pensaram.

Relativamente & segunda questio referem que foi a professora
que os levou a reavaliar a resposta. Corrigem entdo a resposta
inicial, segundo a qual os dois terrenos tém o mesmo perimetro,
mas nao fundamentam em que se basearam para chegar a uma
conclusdo, nem inicialmente nem posteriormente (figura 4).

A anilise desta resolugdo evidencia assim alguma preocupagio

Figura 3. Representacéo verbal (grupo A)

em explicitar raciocinios, procurando apresentar o percurso
realizado e o que determinou as opgdes assumidas, e
disponibilidade para refletir sobre o trabalho efetuado. E ainda
interessante notar que a resposta errada surge precisamente na
parte do problema em que néo é explicitada justificacdo para
as opgdes assumidas. Contudo, podemos estar perante o uso
da regra intuitiva “mesmo A — mesmo B” Os alunos concluem
que a drea é a mesma e deduzem que o perimetro também é
0 mesmo.

Grupo B

A semelhanca do que sucedeu no grupo A, também este grupo
ndo apresenta explicitamente algo que indique ter compreendido
o que é pedido, mas a resposta dada sugere que assim sucedeu.
Comecam por referir duas opinides contrdrias entre os membros
do grupo: dreas iguais e dreas diferentes. Na figura 5 é possivel
encontrar uma tentativa de explicitacdo dessas opinides.

A primeira opinido apresentada revela que estdo a associar
intuitivamente os comprimentos. Sendo a linha curva HG maior
do que o segmento DC, entdo as respetivas dreas sdo também
diferentes. Ao imaginarem que podem “esticar” o terreno,
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Figura 5. Opinides divergentes (grupo B)
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Figura 6. Representacgdo iconica da primeira tentativa (grupo B)

estdo a supor que ele tem apenas uma dimensio, aplicando a
regra intuitiva “mais A — mais B” e assumindo que a um maior
comprimento corresponde uma maior rea.

Estes alunos, contrariamente aos do grupo A, procuram
apresentar o processo de resolucéo, apresentando trés tentativas
diferentes de abordagem e descrevendo explicitamente a divisio
existente no grupo quanto a resposta. Na primeira tentativa,
optam por uma fundamentacio de caricter experimental,
recortando e sobrepondo o primeiro terreno sobre o terreno
retangular, para comparar as areas. Apesar da forma descuidada
como ilustram esta tentativa (figura 6), os alunos concluem que,
uma vez que sobra um pedaco, a drea desse terreno serd maior.

Nao justificam por que descartaram esta resposta e passam
a apresentar uma nova tentativa. Neste caso recorrem a um
elastico para medir o que designam por contorno dos terrenos,
concluindo que o do terreno retangular ¢ menor (figura 7). E
a intervencdo da professora que, segundo afirmam, os leva a
abandonar esta tentativa e passar a terceira.

Por sugestédo da professora tracam duas retas paralelas sobre a
representacdo do primeiro terreno e concluem que as areas sio
iguais. Fundamentam a sua conclusio dizendo que o terreno
“ficou dividido em duas partes iguais’, uma afirmacao vaga, que
néo é facil de perceber e que deixa ddvidas quanto a compreensao
dos alunos relativamente a resposta que apresentam (figura 8).
Relativamente a questdo 2 ndo ddo nenhuma resposta explicita,
parecendo que a referéncia ao perimetro na segunda tentativa
é encarada pelos alunos como suficiente para responder. A
andlise da resposta dos alunos evidencia a intencéo de dar a
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Figura 7. Segunda tentativa de resolucéo (grupo B)
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conhecer todo o processo vivido pelo grupo, sendo marcantes
as dificuldades sentidas e o impacto da intuigdo sobre uma das
abordagens seguidas. Apesar dessa intencdo, os alunos nio
apresentam efetivamente justificacdes para as decisdes tomadas,
nem para as respostas apresentadas. Toda a fundamentagio
apresentada é de cardcter experimental, algo que é transversal
a todas as abordagens que efetuam.

CONCLUSAO

A andlise da escrita matematica desenvolvida por estes alunos
permite identificar algumas das suas caracteristicas. Um dos
aspetos, comum a todos os alunos (e ndo apenas aos grupos cujas
resolucdes aqui apresentamos), prende-se com a explicitagdo na
sua escrita do objetivo da questao colocada, algo que nao fazem;
no entanto, nos diferentes casos, foi possivel inferir através da
resposta dada que compreenderam o problema.

Habitualmente, os alunos ndo apresentam o processo de
resolucdo seguido: preocupam-se, essencialmente, em dar
a resposta ao problema. Mesmo os alunos que apresentam
algo relativamente ao percurso por que passaram, tendem
a fazé-lo no final da sua resolucgéo.

A qualidade da fundamentacdo das respostas é variavel em
termos de correcdo, clareza ou completude. A intui¢do assume
um papel importante e parece impedir o desenvolvimento de
respostas fundamentadas e, por vezes, leva mesmo a respostas
incorretas. Tendencialmente, uma maior fundamentacio da
resposta corresponde a respostas corretas. Paralelamente, a
fundamentagéo das respostas parece consistir num ponto de
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Figura 8. Terceira tentativa de resolucgdo (grupo B)
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partida para a reflexdo dos alunos. A fundamentacio apresentada
pode ser determinante para a compreensdo pelo professor
do conhecimento do aluno; no entanto, muitas vezes é vaga
ou de cardcter empirico ou experimental, fornecendo pouca
informacéo ao professor.

O recurso a escrita matematica permitiu ao professor aceder
a forma de pensar dos alunos tal como refere Pugalee (2004).
Foi assim possivel identificar alguns raciocinios intuitivos,
nomeadamente o recurso a regra “maior A — maior B” (quando
os alunos assumem que um maior comprimento se traduz numa
maior drea) e a regra “mesmo A — mesmo B” (quando concluem
que a superficies de igual drea corresponde igual perimetro).
Torna-se deste modo possivel ao professor atuar de forma
diferenciada e planificar a sua pratica de forma mais adequada
a realidade em que se encontra.

Dada a importéncia que a escrita matemdtica assume na
construcdo do universo matematico dos alunos, revela-se
fundamental cuidar do seu desenvolvimento, em qualquer nivel
de escolaridade, para que eles sejam capazes de aperfeicoar o
seu discurso oral e escrito, tornando-o progressivamente mais
claro e completo.
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Comunicando aprendizagens em andlise

combinatdria

BErLMIRA MoOTA
RosA ANTONIA ToMAS FERREIRA

Desde hd varias décadas que diversos documentos orientadores
dos curriculos, a nivel nacional e internacional, sublinham a
importancia do desenvolvimento da capacidade de comunicagéo
matematica na aprendizagem desta disciplina. Os alunos devem
ser capazes de comunicar o seu pensamento matematico de
modo claro e coerente; analisar e avaliar o pensamento e as
estratégias de outras pessoas; e usar a linguagem matematica
para expressarem as suas ideias de modo adequado (NCTM,
2000). Para isso, os professores devem criar-lhes “oportunidades
frequentes para falar, escrever, ler e ouvir nas aulas de matematica
(e fora delas) pois assim estardo a organizar, consolidar e ampliar
o seu conhecimento matemdtico” (ME, 2001, p. 11).

Mais recentemente, o Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade
Obrigatéria (ME, 2017) alerta para o desenvolvimento da
capacidade de comunicar ideias e raciocinios, na interpretacio de
informacéo e resolucéo de situagdes problematicas, entre outras,
e as Aprendizagens Essenciais de Matemdtica A, para 012.° ano,
sublinham também que “os estudantes devem ter oportunidade
de descobrir, raciocinar, provar e comunicar matematica” (ME,
2018, p. 3). Neste sentido, estes dois documentos orientadores do
curriculo revitalizam a importéncia da comunicagdo matematica
nas aprendizagens e percurso escolar dos alunos.

Neste texto, partilhamos alguns resultados de uma experiéncia
de ensino realizada com alunos do 12.° ano de escolaridade,
destacando como os alunos comunicaram as suas aprendizagens
em Analise Combinatéria, através da formulacdo de problemas
e recorrendo as tecnologias digitais. Comecamos por tecer
algumas consideragdes sobre o ensino-aprendizagem da
Andlise Combinatéria; de seguida, descrevemos, de forma
breve, o ambiente exploratério de ensino-aprendizagem que foi
desenvolvido com os alunos na unidade de Analise Combinatéria
e analisamos algumas das suas produgdes a um desafio que lhes
foi colocado com o objetivo de, através de produgdes multimédia,
comunicarem as suas aprendizagens neste tema algum tempo
depois da sua lecionagéo.

OUTUBRO ::

A APRENDIZAGEM DA ANALISE COMBINATORIA

Virios autores defendem a necessidade de estudar os processos
de ensino e aprendizagem da Analise Combinatéria (AC),
dado ser um tema que a maioria dos alunos considera dificil
de aprender e os professores de ensinar (e.g., Lockwood, 2013).
Além disso, ao estar diretamente relacionada com varios ramos
da Matematica e com outras disciplinas, a AC providencia
ferramentas extremamente UGteis para lidar com problemas do
quotidiano e da vida profissional (Eizenberg & Zaslavsky, 2004).

O estudo da AC, no contexto do programa de Matematica A do
12.°ano de escolaridade, surgia associado ao tema do célculo de
probabilidades do programa em vigor aquando da realizagdo da
experiéncia reportada neste artigo. Este programa sublinhava que
“As técnicas de contagem (...) constituem uma aprendizagem
significativa por si s6” (ME, 2002, p. 1) e incentivava a sua
utilizagdo na construgdo de conexdes com as outras ciéncias.

A aprendizagem da Andlise Combinatéria ndo exige um
elevado numero de pré-requisitos e, apesar das documentadas
dificuldades existentes nesse processo, é comum surgirem alunos
que, manifestando dificuldades em outras dreas da Matematica,
aprendem este tema sem experienciarem como obstdculos a
falta de conhecimentos anteriores. Por outro lado, existem
alunos com um excelente aproveitamento na disciplina de
Matematica que ndo se sentem tdo a vontade no tema da AC,
manifestando insegurancas que tipicamente nao experienciam
na aprendizagem de outros temas. E comum ouvir frases
como: “E neste? Sdo arranjos ou combinagdes?”; “Soma-se
ou multiplica-se?”

O trabalho dos alunos em AC pode ter um papel fundamental no
desenvolvimento das suas capacidades de ordem superior, tais
como a resolugdo e formulagdo de problemas e a comunicagdo
matematica. Em sala de aula, os alunos sdo tipicamente
confrontados com situagdes novas e de cardcter problematico,
sendo obrigados a relacionar dados para encontrar as respostas
aos desafios propostos e ndo se podendo limitar ao uso do
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raciocinio por analogia ou a mecanizagdo de procedimentos.
Além disso, o trabalho dos alunos em AC potencia a partilha
e o confronto de abordagens usadas para resolver as tarefas,
estimulando assim a comunica¢do matemdtica entre os diferentes
agentes no processo de ensino-aprendizagem. Em particular,
o facto da AC estar associada a situagdes do quotidiano pode
estar na origem da presenca deste tema em conversas informais
dos alunos, quer no seio familiar, quer junto dos amigos. Neste
sentido, a aprendizagem da AC aproxima-os da Matematica e
pode motivé-los para o seu estudo.

Assim, dado o aparente paradoxo que surge quando algo
tdo simples como contar (um processo em que os alunos se
envolvem muito antes de iniciarem o seu percurso escolar) se
pode tornar tdo complexo a medida que os alunos progridem
na sua escolaridade, é importante conhecer e entender as suas
principais dificuldades na aprendizagem da AC, bem como as
razdes inerentes a sua existéncia. Neste sentido, conduzimos uma
experiéncia de ensino, com uma turma de 31 alunos do 12.° ano
de Matematica A, procurando ajudar os alunos a desenvolver
uma aprendizagem com significado dos principais conceitos da
AC e a dar sentido as operacdes combinatdrias.

AS AULAS DE ANALISE COMBINATORIA

A experiéncia de ensino realizada decorreu ao longo de 12 aulas
de 90 minutos cada. As duas primeiras aulas foram dedicadas ao
principio fundamental da contagem, enfatizando a importancia
de distinguir situagdes de natureza multiplicativa das de natureza
aditiva. Relativamente as operagdes combinatdrias (arranjos e
combinagoes), as tarefas desenhadas pretenderam conduzir os
alunos a dedugéo das respetivas formulas.

De facto, as tarefas propostas aos alunos constituem a base sobre
a qual eles desenvolvem a sua atividade matemadtica e, portanto,
sdo um fator determinante, embora nio isolado, da qualidade
das aprendizagens dos alunos (Ponte, 2005). Na experiéncia
de ensino realizada, privilegidmos as tarefas contextualizadas,
isto é, tarefas inseridas num contexto que seja concebivel na
mente do aluno (Shannon, 2007). Uma das potencialidades
destas tarefas é, precisamente, devido a familiaridade dos
contextos para os alunos a que se destinam, promoverem a
comunica¢do matemadtica, estimulando-os a explicar as suas
ideias e a argumentar as suas formas de pensar.

Os alunos trabalharam num ambiente de ensino-aprendizagem
exploratério (Oliveira, Canavarro, & Menezes, 2013), caracterizado
por quatro fases: 1) a introdugdo da tarefa pela professora; 2)
a realizagdo da tarefa pelos alunos, de forma auténoma e em
pequenos grupos de trés ou quatro elementos; 3) a discussdo
coletiva dos resultados obtidos, orquestrada pela professora
e com a participacdo de grupos selecionados para o efeito,
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refletindo o niimero de abordagens que emergiram durante o
seu trabalho na tarefa; e 4) a sistematizacdo das aprendizagens
pela professora com a colaboracédo dos alunos.

Ao longo das aulas, os alunos foram incentivados a dialogar de
forma construtiva (entre eles, no seio do seu grupo de trabalho
e, posteriormente, com a turma), e a apresentar as suas duvidas
e expor os raciocinios usados na resolucdo das tarefas propostas,
oralmente e por escrito. Foram, ainda, estimulados a partilhar
todas as estratégias utilizadas: as que conduziram ao sucesso na
resolugdo das tarefas, assim como as que se vieram a verificar
incorretas.

DESAFIO: CRIAR SITUACOES QUE ENVOLVAM A ANALISE
COMBINATORIA

Com o rapido desenvolvimento tecnoldgico, novas formas de
comunicar matemética, e de promover essa comunica¢io, podem
ser equacionadas. Os conceitos mateméticos podem expressar-se
através da dramatizacdo de situacoes ou do recurso a ferramentas
digitais, por exemplo. Ao processo de comunicar matemadtica
através da simbiose entre a arte e as tecnologias digitais da-se
o nome de Desempenho Matematico Digital (Silva, 2015), que
pode, assim, ser concretizado através de videos, teatros, atuagdes
musicais, etc. Foi precisamente isto que foi proposto aos alunos,
aliado a atividade de formulagédo de problemas.

A par da resolugdo de problemas, a formulagdo de problemas é
uma atividade de importancia inquestiondvel, pois contribui ndo
s6 para o aprofundamento dos conceitos matematicos envolvidos,
mas também para a compreensdo dos processos suscitados pela
sua resolugéo. (Boavida et al., 2008, p. 27)

Entre outros aspetos, a formulagdo de problemas exige clareza e
precisio na expressao de ideias, ajudando, assim, a desenvolver
a comunicacdo matematica também. Existem vdrias estratégias
de formulacdo de problemas. A estratégia “E se em vez de?”
relaciona-se com a modificagdo de um ou mais aspetos de
problemas existentes; a estratégia “Aceitando os dados”
prende-se com a criacdo de problemas a partir de uma situacdo
escolhida ou igualmente criada. Um aspeto importante a ter na
atividade de formulagdo de problemas é que os alunos devem
ser capazes de resolver os problemas que criam, usando uma
ou outra estratégia de formulagéo.

Ao longo do segundo periodo, os sete grupos de alunos foram
desafiados a realizar uma produ¢do multimédia, apresentando
situacdes distintas onde fosse aplicada a AC. O objetivo deste
desafio era percebermos que aprendizagens tinham realizado
e como as conseguiam comunicar. A adesdo a este desafio era
facultativa e os alunos néo seriam penalizados se optassem por
néo o realizar.
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No entanto, apesar destes alunos frequentarem um ano que
requer um esfor¢o suplementar, dado serem submetidos a
exames nacionais e jd estarem preocupados com o acesso ao
ensino superior, todos os grupos (que denominamos por A,
B, C, D, E, F, G) aderiram ao desafio. Na verdade, embora ndo
lhes tivesse sido pedido para formular problemas de AC, os
alunos apresentaram situagdes distintas, todas elas inseridas em
contextos que lhes eram familiares, tal como descrito no quadro
da figura 1, e formularam problemas, com base nessas situacdes,
recorrendo a estratégia “Aceitando os dados” de modo intuitivo.

Grupo Situacgoes

O grupo centrou a sua histéria em quatro amigos estdo em
casa e decidem ver um filme. Vao surgindo situagoes em que
é necessdrio aplicar operagdes combinatérias, comegando
pelo niumero de maneiras diferentes com que se podem
sentar no sofa.

O grupo encontra-se na escola e vai-se deparando com
situacoes em que é necessdrio contabilizar todas as hipdteses
possiveis, como por exemplo, comprar uma caneta, uma
borracha e um lépis.

Ao longo da experiéncia de ensino realizada, os esquemas
e diagramas revelaram-se fundamentais, tanto para a
compreensdo das situagdes problemdticas apresentadas aos
alunos, como para a resolucio dessas situagdes, como ainda
para a comunicacdo das estratégias desenvolvidas a terceiros.
Estes aspetos refletiram-se nas produ¢des multimédia dos
alunos, como ilustrado na figura 2.

Baseados nas situagdes escolhidas, todos os grupos criaram
problemas combinatdrios, mais ou menos complexos, mas
todos contextualizados (no sentido anteriormente exposto). A
figura 3 apresenta as operagdes combinatdrias a que os alunos
recorreram para resolver os problemas por eles criados. As
permutacdes foram utilizadas por todos os grupos, ao que se
seguiram os arranjos sem repeticao e as combinagdes e, por
ultimo, os arranjos com repetigio.

~ Arranjos sem | Arranjos com L
Permutagdes . .. Combinagdes
repeticao repeticao
A,B,C,D,E EG A,B,C,D, F B,C,D,E A,B,C,D,E, G

O grupo centrou a sua histéria numa personagem ficticia,
C o Gongalo e nas suas aventuras, agora que é um caloiro da
faculdade.

O grupo encontra-se na escola e vai-se deparando com
situacoes em que é necessdrio contabilizar todas as hipdteses
possiveis, como por exemplo, ordenar os trés primeiros
classificados do campeonato de futebol organizado na escola.

O grupo descreveu uma ida ao shopping de quatro amigas
E criando diversas situagdes onde aplicam as diferentes
operagdes combinatorias.

O grupo recorre a exemplos distintos, tais como as elei¢des

presidenciais ou a pirimide dos alimentos.
O grupo descreveu um dia na escola e, a partir dai, criou
G | véarias questdes cuja resolucdo envolve a aplicacao das

operagdes combinatorias.

Figura 1. Situagdes das produgdes multimédia realizadas pelos
diferentes grupos

Os quatro primeiros grupos gravaram situagdes em que os
préprios alunos interagiam entre si na ilustragao das situagoes
combinatérias, dramatizando-as. Os trés ultimos grupos
elaboraram uma produgdo multimédia com sucessivas imagens
onde apresentaram vérios problemas combinatdrios e respetivas
resolugoes.

B) As 3 pretas ficarem juntas:
Resolugao:

Figura 3. Operagdes combinatérias usadas pelos sete grupos de
alunos
No caso das permutagdes, alguns grupos criaram problemas
muito simples, cuja resposta era n! (sendo 7 um nimero natural).
Outros grupos apresentaram situagdes mais complexas de
permutacdes. A figura 4 contém dois exemplos ilustrativos.

Todos os grupos que apresentaram situagdes envolvendo
combinagdes sentiram a necessidade de explicar a razdo de
recorrer a esta operagio combinatéria e ndo a arranjos sem
repeticdo. A isto ndo é certamente alheia a énfase que foi dada
nas aulas a distin¢do entre estas duas operagdes combinatorias
durante o primeiro periodo, altura em que o tema da AC foi
trabalhado com os alunos. Na figura 5, essa necessidade estd
explicita nas dramatizagdes feitas pelos alunos de dois grupos
que aqui servem de exemplo.

As situagdes que implicavam a utilizacdo de arranjos sem
repeticdo foram diversas. Porém, todos os grupos explicaram
o facto de, nessas situagdes em concreto, estarem perante uma
sequéncia e, portanto, o mesmo conjunto ser contabilizado tantas
vezes quantas o nimero de sequéncias que é possivel constituir
com os elementos que lhe pertencem. Na figura 6, apresentamos
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Figura 2. Exemplos de diagramas e esquemas elaborados pelos alunos e incluidos nas suas produgdes multimédia
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A Marta decidiu ir a um rodizio de Pizzas. 1: vez - 15 hipéteses

Tinha 15 pizzas a disposigdo. As pizzas vdo chegando, uma de ia:i,::;;; :'::::::)s UScomeninaices
cada vez, numa ordem al‘eatorm, De quantas ordens diferentes 3% ver- 13 hipbtases

podem as pizzas chegar a mesa? )

142 vez - 2 hipéteses (ja comeu 13 pizzas)

152 vez - 1 hipétese (ja comeu todas as

restantes)

15x14x13(...)x2x1=15!
Ao chegarem a escola os quatro amigos constataram que de facto hoje era um dia em que estavam especialmente bonitos e bem parecidos e
bora ld, tirar uma foto!!!
Contudo, quando se trata de tirar fotos... Todo o mundo aparece!!!
Assim, ficamos 7: Trés raparigas e quatro rapazes. Mas é certo e sabido que a Taninha e o Miguel tém de ficar juntos. Posto isto, qual é o niimero
de fotografias possiveis para que o casal fique junto e, cada uma das extremidades fique ocupada por uma rapariga?

-Ora, assim, por cada 2! fatorial
maneiras das meninas se colocarem, ha
4! maneiras diferentes dos meninos e o
casal se posicionar sendo que ha ainda,

-Tendo o casal de ficar junto, eles véao funcionar
como um, podendo apenas permutar entre eles.

-A primeira extremidade tem duas hipéteses de
meninas, o que implica que a Ultima extremidade
s6 tenha uma. Assim, existem 2! maneiras de as
duas meninas se colocarem para a foto.

por cada uma destas, 2! maneiras que
corresponde a permuta dentro do casal,
ou seja, ha:

-Os 3 meninos e o casal (que funciona como um),
vao ter 4! formas diferentes de se posicionarem.

2! X 41 X 2! = 96 fotografias diferentes.

Figura 4. Exemplos ilustrativos da utilizagao das permutagoes

Quatro amigos sentados no sofa. Jodo: ‘C,

Vieira: Alguém tem fome ou sou s6 eu? Restantes: ?

Adao: Querem comer alguma coisa? Jodo: Sim. *C,.

Zé: Nao me importava... Se pudesses trazer... Adao: E porque é que ndo é arranjos?

Adao: Nao. Alguém tem de vir comigo buscar.  Jogo: A diferenga das combinagoes com os arranjos € que: eu e tu e tu e ey € a mesma coisa.
Restantes: Ei!!l Nao me apetecia nada. Adaio: Zé, entdio vens tu comigo.

Joao: Bem. Ha 6 hipdteses possiveis.

Zé: E porque é que tenho de ser eu? Ele é que entende de matemdtica!l!
Vieira: Porqué 6?

Foi sorteada uma viagem a trés alunos da turma do Gongalo. Eles queriam saber de quantas maneiras diferentes poderiam fazer para levarem
os alunos a viagem. Sabendo que a turma do Gongalo tem 36 alunos podiam utilizar os arranjos para chegar ao niimero pretendido: A,
Mas aqui a ordem importa. Portanto, ndo podiamos fazer isto.

Figura 5. Exemplos ilustrativos da utilizagdo das combinagoes

Quatro amigos sentados no sofa.

Zé: E se por acaso dois de nds fossem buscar um pacote de batatas fritas e coca-cola?

Jodo: Af ja era diferente. Porque, por exemplo, eu e tu, se fosse eu buscar a coca-cola e tu as batatas fritas, era diferente de eu ir buscar as
batatas fritas e tu a coca-cola. Nesse caso, daria 4A2 que é12.

Temos aqui cinco cadeiras Se estes trés amigos trocarem de cadeiras

Assim é possivel formar 54 3 sequéncias diferentes, ou seja, 60 sequéncias diferentes.

Figura 6. Exemplos ilustrativos da utilizacdo dos arranjos sem repeti¢ao
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Quando chegou do passeio, 0 Gongalo tinha algumas recordagées para
arrumar. Entre elas tinha alguns bonecos, umas medalhas e alguns
troféus. A sua mde, como jd sabia que ele era muito desorganizado
nas arrumagoes, deu-lhe quatro caixas para arrumar tudo.
Sabendo que tinha oito bonecos todos diferentes, quatro medalhas
e dois trofeus, de quantas maneiras diferentes é que o Gongalo pode
arrumar tudo nas quatro caixas, sabendo que algumas podem ficar
vazias?

Ao todo, ele tem 14 recordagoes e tem quatro caixas para meter
cada uma delas. A primeira recordagdo tem 4 hipdteses, a segunda
recordagdo tem mais 4 hipdteses, assim sucessivamente até a décima
quarta recordagdo, ou seja, o Gongalo, para arrumar todas as suas
recordagoes tem 4" maneiras diferentes.

Era uma vez, quatro amigas, a Paula, a Maria, a Marisa e a Jéssica.
Certo dia, resolveram ir ao shopping. Sabendo que estas pretendem
comprar roupa e que as suas lojas de elei¢do sdo: Bershka, Stradivarius,
Zara, Pull&Bear, Tiffosi, Mango e New Yorker, de quantas maneiras
as amigas se pode distribuir pelas lojas?

Resolugao:

Existem 7 lojas distintas sob as quais as 4 amigas
se podem distribuir. Cada uma das amigas tem 7
hipoteses para a primeira loja e assim
sucessivamente. Assim, existem 7x7x7x7= 74
maneiras de elas se distribuirem pelas lojas.

R: 724= 2401 maneiras.

Figura 7. Exemplos ilustrativos da utilizagdo dos arranjos com
repeticdo
dois exemplos em que os alunos explicitam a diferenca entre
combinagdes e arranjos sem repeticéo.

Os arranjos com repeticdo foram a operacdo combinatéria
menos utilizada. Este facto ndo nos surpreendeu pois foi também
esta a operagdo combinatdria que mais dificuldades colocou aos
alunos durante as aulas de AC. Era-lhes particularmente dificil
identificar situagdes de arranjos com repeticdo e, mesmo quando
as identificavam corretamente, cometiam, com frequéncia, erros
na aplicacdo da respetiva férmula. Porém, surgiram problemas
interessantes e em contextos distintos, como ilustrado na figura 7.

4) A Maria esqueceu-se do numero de telemével da
mae. Sabendo que o nimero comega por 91, e
acaba em 23 e tem exatamente dois 5, um O, um 8 e
um 6, qual é a probabilidade de ela acertar no
numero?

O grau de complexidade dos problemas apresentados nas
producdes multimédia dos alunos variou entre uma aplicagdo
direta das operagdes combinatdrias (todos os grupos), o cdlculo
de probabilidades (grupos E e F) e a aplicagdo de multiplas
operagdes combinatdrias (grupos C e F). Todos os problemas
apresentados até agora ilustram situagdes cuja resolugéo consiste
na aplicac¢do direta duma opera¢ido combinatéria. No problema
apresentado na figura 8, os alunos determinaram a probabilidade
de um acontecimento recorrendo a AC no célculo do niimero
de casos possiveis. A resolucdo do problema apresentado na
figura 9 envolveu a aplicacdo de mais do que uma operagao
combinatdria.

Era um dia como outro qualquer.
Mas, o impensavel aconteceu. A
professora teve que levar o
carro ao mecanico e faltou a
aula. Os alunos, para festejar,
decidiram ir para o BC.

Depois de colocar as 20
pessoas, ficam 10 pessoas,
das quais temos que
escolher 2 para jogar bilhar

Inicialmente, hé 30
pessoas para colocar em
20 cadeiras (interessa a

30 alunos chegaram ao BC, que tem  ordem pela qual as

5 mesas, 20 cadeiras e um bilhar. 20 “'°“™%) '\ /
alunos vao-se sentar nas cadeiras e
dos restantes, 2 ficarédo a jogar a 3 OAZO X 1 OCZ x 1
bilhar e os outros 8 ficardo em pé.
De quantas maneiras diferentes / /

pode ficar composto o BC? Ficam 8 pessoas

para colocar em
pé, ou seja, apenas
1 hipétese

Pelo principio
fundamental da
contagem,
multiplica-se

Figura 9. Exemplo de um problema combinatério onde sdo
utilizadas duas opera¢des combinatérias

EM JEITO DE REMATE...

O desafio que foi colocado aos alunos deu-lhes uma oportunidade
para revisitar e aprofundar conceitos anteriormente aprendidos,
comunicando de modo espontineo, mas também divertido, a
forma como percecionam a AC nas suas vidas. De facto, as
produgdes multimédia demonstram uma abordagem divertida
e criativa 8 Matematica, em geral, e 8 AC, em particular. Os
alunos foram capazes de formular problemas diversificados (mais
ou menos complexos) e em contextos diversos, mas que lhes
eram familiares. Conseguiram associar corretamente as varias
operagdes combinatdrias as situagdes criadas, demonstrando
que sdo capazes de as distinguir. Mostraram também reconhecer

Resolugéo:

Sabendo que o nimero da mae da Maria comega por
91 e termina em 23, restam apenas 5 digitos do
numero para completar com os restantes algarismos.
Como o numero de telemdvel possuia exatamente
dois 5, dos cinco digitos ainda disponiveis existem
5C2 maneiras diferentes de colocar os 5 no nimero
de telemovel. Os restantes 3 algarismos (8, 6 e 0),
tém 3 lugares disponiveis no nimero e cada um deles
pode permutar entre si, ou seja, 3.

Portanto, o nimero de casos possiveis ¢ 5C2x3!= 60.
Visto que a Maria quer acertar a primeira, o nimero de
casos favoraveis é 1.

Figura 8. Exemplo do célculo da probabilidade de um acontecimento recorrendo a AC
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essas situagoes como presentes no seu dia a dia, percebendo as
operagdes combinatdrias como Uteis para resolver problemas
do quotidiano.

Ficou evidente nas produgdes dos alunos a sua intengio
em comunicar de modo claro as resolu¢des dos problemas
criados aos eventuais espectadores das produgoes multimédia
elaboradas. De facto, os alunos preocuparam-se em explicar
a utilizacdo de cada operag¢do combinatéria em cada situagdo
apresentada, dando-lhe significado no contexto escolhido, e até
mesmo em explicar algumas operagdes aritméticas envolvidas,
na procura de um sentido para o que estavam a comunicar.

E recompensador constatar que, apesar de terem passado alguns
meses apos a lecionacdo do tema da AC, os alunos mostraram
valorizar a explicacdo das abordagens utilizadas na resolugéo
dos diferentes problemas, através da utilizagdo de esquemas e
diagramas, tal como foram incentivados a fazer ao longo das
aulas. Além disso, clarificaram sempre o porqué da utilizagdo de
um arranjo sem repeticdo ou de uma combinacdo, evidenciando
que reconhecem a diferenca entre as duas operagdes, assim
como as situagoes associadas a cada uma delas.

Quando este desafio foi colocado aos alunos, nao lhes foram
impostas quaisquer regras, exceto que as suas produgdes
deveriam conter situa¢des onde seriam aplicadas as operagoes
combinatérias e o principio fundamental da contagem. A
experiéncia foi positiva; porém, numa préxima oportunidade
para repetir este desafio, pensamos ser importante definir um
intervalo de tempo para a duracéo das produgoes dos alunos, pois
houve bastante disparidade neste aspeto (as produgoes variaram
entre os 2:37 e os 18:51 minutos). Quantidade ndo é qualidade,
mas seria importante haver um pouco mais de uniformidade.
Seria, talvez, uma mais valia sugerir a introducdo de situagoes
em que participassem nio s6 os alunos, mas também familiares
ou amigos, dado que este tipo de desafios se proporciona para
divulgar, junto da comunidade escolar, aquilo que os alunos
aprenderam nas aulas de Matematica, bem como para mostrar,
a essa mesma comunidade, o papel e valor da Matemadtica na
vida de todos os dias. Mais regras ou restricdes poderiam, na
nossa opinido, limitar a criatividade e diversidade dos trabalhos
dos alunos.

Consideramos que esta experiéncia foi bastante enriquecedora,
tanto para os alunos como para a professora. Aos alunos deu
a oportunidade de comunicar o que tinham aprendido sobre
um tema que tinham trabalhado nas aulas ha algum tempo;
a professora possibilitou-lhe conhecer melhor o modo como
os alunos entendem e conceptualizam a AC. Além disso,
foi interessante verificar que os alunos adquiriram néo sé a
competéncia de resolver problemas de AC, mas também a de
os construir de modo contextualizado e, muitas vezes, com um

44

bom nivel de complexidade, transferindo para a atividade de
formulagéo de problemas as habilidades adquiridas na atividade
de resolucdo de problemas, a qual se deu particular atengdo
durante as aulas de AC. Em suma, esta experiéncia com alunos
do 12.° ano desafiou-os a comunicar ideias e aprendizagens,
mas também os levou a alargar essas aprendizagens, pelo que,
na nossa opinido, d4 azo a que oportunidades de aprendizagem
semelhantes devam ser proporcionadas, sem o (compreensivel)
receio de fazer coisas diferentes, de desafiar as capacidades dos
alunos num ano de pressoes externas e de muitas decisoes.
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Comunicacao matemadtica, uma das
competéncias matematicas fundamentais

no PISA

JAIME CARVALHO E SILVA

Em que medida os jovens adultos estdo preparados para encarar
os desafios do futuro? Serdo eles capazes de analisar, raciocinar e
comunicar as suas ideias de forma eficaz? Serd que tém a capacidade

de continuar a aprender ao longo da sua vida?

E com estas frases que se inicia o documento de apresentagio do
estudo internacional PISA da OCDE no longinquo ano de 2000
(OECD, 2000). Nessa altura o estudo PISA estava a comegar a
ser implementado e poucos lhe prestavam atencdo. Mas hoje a
orientacdo do estudo mantém-se praticamente a mesma, a de
tentar entender se os sistemas educativos sdo realmente eficazes
usando andlises comparativas internacionais para aprofundar
a nossa capacidade de intervengdo no sistema educativo. O
estudo € hoje muito discutido nacional e internacionalmente,
mas ndo é claro qual o impacto que tem em cada um dos paises
envolvidos.

A literacia matematica do estudo PISA foi definida como sendo
a capacidade de identificar, de compreender e se envolver em
matemdtica e de realizar julgamentos bem fundamentados acerca
do papel que a matematica desempenha na vida privada de
cada individuo, na sua vida ocupacional e social, com colegas e
familiares e na sua vida como cidaddo construtivo, preocupado
e reflexivo (OECD, 2002; Ramalho, 2002). Nesta definic¢éo, o
termo “envolver em matemadtica” inclui a comunicagdo, a tomada
de posicdo em direcdo a, em relacio a, a avaliacdo, e mesmo
a expressdo de opinides sobre a matemdtica (OECD, 2002).

A operacionalizagéo desta defini¢do em termos do questiondrio
que é aplicado em cada vez mais paises, passou pela identificagdo
de trés dimensdes da literacia matemdtica: processos
(competéncias), contetidos e contextos. Assim, as tarefas do
PISA foram desenhadas para incluir um conjunto de processos
matemdticos pertinentes para todos os niveis educacionais.
Um dos 8 processos (competéncias) ai identificados e que nos
interessa agora discutir é o da Comunicagdo matemdtica, que
inclui:
— a expressdo de um individuo numa variedade de modos,
em assuntos com contetido matematico, sob forma oral e
escrita; e
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—a compreensdo de afirmacdes escritas ou orais de outros
individuos acerca desses assuntos.

Além disso, a comunicagdo matemdtica aparece explicitamente

mencionada noutro dos processos, a Modelagdo, pois esta inclui

a comunicagéo acerca do modelo e dos seus resultados (incluindo

as limitacoes destes resultados).

Mais tarde os 8 processos foram reduzidos a apenas 7 pois o
ultimo, Uso de auxiliares e de instrumentos, acabou por ficar
prejudicado pela dificuldade em o implementar de forma
compardavel em todos os paises participantes, sendo, pois, uma
das limitacoes 6bvias do estudo PISA.

No diagrama da figura 1 (PROJAVI, 2013) podemos observar

2

o lugar central atribuido a competéncia de comunicagio

(matematica):

Desafios em contexto da vida real
Contelidos matematicos: Quantidade; Incerteza; Mudanga e relagdes; Espago e forma

Contextos da visa real: Pessoal, Social, Ocupacional, Cientifico

Pensamento matematico e acdo

Conceitos matematicos, Conhecimento e Competéncias
Capacidades matematicas fundamentais: Comunicagio, Representagéo,
Definigdo de estratégias, Matematizag&o, Raciocinio e argumentagéo,
Utilizag8o de linguagem simbdlica, formal e técnica e de operagdes, Utilizagdo
de ferramentas matematicas.

Processos: Formulagdo; Aplicagio; Interpretacdo/Avaliacido

Problemas Problema

em contexto matematico

e

Resultados

Interpretar
em contexto

\ Resultados
Fonte: OCDE, 2012

Figura 1. Quadro conceptual para avaliacdo da Literacia Matemadtica

As tarefas do PISA ndo avaliam estas competéncias de uma forma
individual, antes pdem em pratica simultaneamente muitas
dessas capacidades (OECD, 2002). Por isso, para a descri¢do
de niveis de competéncia matemdtica, o PISA organizou os
processos em trés classes, de acordo com o tipo de capacidade
de pensamento; a partir de 2003 passou a usar seis niveis de
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proficiéncia (Ramalho, 2004). As pontuac¢des nas escalas de
literacia matematica foram entéo agrupadas em seis niveis de
proficiéncia que representam conjuntos de tarefas de dificuldade
crescente, em que o nivel 1 é o mais baixo, e o nivel 6 o mais
elevado. No nivel mais elevado espera-se que os alunos sejam
capazes de “formular e comunicar com exatiddo as suas agoes
e reflexdes no que respeita as suas descobertas, interpretacoes,
argumentos, bem como a adequagéo dos mesmos as situagoes
originais” No nivel 5 espera-se que os alunos consigam “refletir
sobre as suas acoes e formular e comunicar as suas interpretagoes
eraciocinios” No nivel 4 espera-se que os alunos sejam “capazes
de construir e de comunicar explicagdes e argumentos, com base
nos seus argumentos, interpretacdes e agdes” No nivel 3 espera-
se que os alunos consigam “desenvolver comunicagdes curtas,
que relatem os seus resultados, interpretacdes e raciocinios”. Nos
niveis mais baixos, 1 e 2, ndo se espera que os alunos manifestem
competéncias identificdveis de comunicagio.

Deve notar-se que esta competéncia também aparece na
literacia de Leitura e na literacia em Ciéncias, mas aqui ndo
desenvolveremos tal aspeto.

ALGUNS EXEMPLOS DO PISA

E interessante observar como a competéncia de comunicacio
se reflete nos itens que sdo conhecidos no estudo PISA (muitos
dos itens ndo sdo divulgados publicamente para facilitar a
comparacdo entre diferentes anos).

O item apresentado na figura 2 evidencia competéncias de
comunicacdo (OECD, 2004; Ramalho, 2004):

O CRESCIMENTO
OSJOVENS ESTAO CADA VEZ MAIS ALTOS

No grafico seguinte estd representada a altura média dos jovens rapazes e
raparigas holandeses, relativa ao ano de 1998.

Altwa
(om) //-— Altura média dos jovens rapazes em 1998
180 Z
Al
170 / ssfrees]  Altura média das jovens raparigas em 1998
/-
160 /
150 /1
140 f-
130
<l
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 Ildade

(Anos)

a. Desde 1980, a altura média das raparigas de 20 anos aumentou 2,3
cm, atingindo 170,6 cm. Qual era a altura média das raparigas de 20
anos em 19807

b. Explique de que modo o grafico mostra que, em média, o crescimento
das raparigas ¢ mais lento depois dos 12 anos de idade.

c. De acordo com o grafico, durante que periodo da sua vida as raparigas
530, em média, mais altas que os rapazes da mesma idade?

Figura 2
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A alinea a) é bastante simples, mas o aluno pode ficar confundido
com o facto de o grifico ndo ser necessario para obter uma
resposta a esta alinea. O objetivo de tal aspeto é claro: o aluno tem
de saber extrair a informacéo relevante de todos os dados que
lhe sdo fornecidos, ignorando a informagao néo relevante para
a resposta. A alinea b) ja é consideravelmente mais complexa.
Os estudantes, para obter a cotagdo total, precisam néo s6 de
mostrar o seu raciocinio de forma convincente, mas também
de mostrar a vontade com representagdes graficas, obtendo
conclusoes e comunicando as suas descobertas.

Um outro item usado no PISA 2003 (figura 3) apela também a
capacidade de comunicacéo.

TAXA DE CAMBIO

Mei-Ling, de Singapura, esta a preparar uma estadia de 3 meses na
Africa do Sul, integrada num programa de intercimbio de estudantes.
Ela precisa de trocar délares de Singapura (SGD) por rands sul-
africanos (ZAR).

a. Mei-Ling soube que a taxa de cAmbio entre o délar de Singapura
e o rand sul-africano era de:

SGD = 4,2 ZAR.
Mei-Ling trocou 3000 dodlares de Singapura por rands sul-
africanos a esta taxa de cimbio. Que quantia recebeu Mei-
Ling em rands sul-africanos?

b. Quando Mei-Ling regressou a Singapura, trés meses depois,
tinha ainda 3900 ZAR. Ela trocou-os por ddlares de Singapura,
reparando que a taxa de cambio tinha mudado para:

1SGD = 4,0 ZAR.
Quantos délares de Singapura recebeu Mei-Ling?

c. Durante esses trés meses, a taxa de cimbio mudou e passou

de 4,2 para 4,0 ZAR por um SGD.
Para Mei-Ling foi vantajoso reconverter os seus rands sul-
africanos em doélares de Singapura, quando a taxa de cAmbio
era de 4,0 ZAR, em vez de 4,2 ZAR? Dé uma explicagio que
justifique a sua resposta.

Figura 3

As duas primeiras questdes implicam a interpretacdo de um
contexto simples, embora implique alguma matematizagdo de
um contexto da “vida real” A terceira questdo é mais complexa e
além de um raciocinio ndo imediato exige ainda competéncias de
comunica¢ido de modo a que o raciocinio efetuado seja explicado
de forma convincente.

Um exemplo bastante dificil, mas muito interessante e claramente
relacionado com as competéncias necessérias a um cidaddo do
mundo de hoje, envolve o uso de graficos (figura 4).

Este é um problema de grau maximo de dificuldade no estudo
PISA e é baseado num grafico veridico usado num contexto
semelhante ao do problema apresentado. Para resolver
satisfatoriamente este problema é necessério que o estudante
use e comunique devidamente a sua argumentacdo que se baseia
na interpretacdo critica de dados, estabelecendo comparagoes
com valores que precisam de ser devidamente extraidos do
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grafico, fazendo uma comparagdo numérica tanto em termos
absolutos como em termos relativos.

ASSALTOS

Num programa de televisdo, um jornalista apresentou este grafico
e disse:

520 —
Ano 1999
Nitmero de 315
assaltos por ano
510 — Ano 1998
505 T

§

«O gréfico mostra que, de 1998 para 1999, houve um aumento muito
grande do ntimero de assaltos.»

Considera que a afirmagdo do jornalista é uma interpretagao aceitével
do gréfico? Dé uma explicagdo que justifique a sua resposta.

Figura 4

Um dos itens de literacia matemadtica onde é mais evidente
a necessidade da competéncia de comunicagdo é apresenta-
do na figura 5.

FORMAS

it )%

a. Qual das figuras tem maior area? Explique o seu raciocinio.
b. Descreva um método para determinar a drea da figura C.
c. Descreva um método para determinar o perimetro da figura C.

Figura 5

Em todas as questdes a competéncia de comunicagdo é
claramente indispensdvel. Na questdo a), uma resposta
admissivel envolve afirmar que “a figura B tem a maior rea pois
as outras cabem dentro dela” Isto exige raciocinio geométrico
ndo imediato nem rotineiro e a sua comunicagido explicita e
clara. A segunda envolve encontrar um método aceitavel (por
exemplo sobrepondo uma quadricula ou inscrevendo tridngulos
ou enchendo com 4gua uma verséo tridimensional) e depois
explicd-lo com um minimo de clareza. A questéo c) é ainda mais
dificil, mas admite métodos engenhosos mais simples como
usar um fio colocado por cima do desenho.

Qualquer das questdes enunciadas parece ser bastante rica e
claramente admite outras variantes e generalizagoes.

COMUNICACAO E MODELACAO MATEMATICA

Ja antes referimos sobre a relacido forte que existe entre as
competéncias de comunicagido e de modelagdo. Esse mesmo
aspeto é realcado no relatério conjunto da SIAM (Society for
Industrial and Applied Mathematics) e do COMAP (Consortium
for Mathematics and Its Applications) onde se salienta que ndo s6
os estudantes encontram na modelagdo um espaco privilegiado
para exercitar as suas competéncias de comunicagdo, como
a propria modelacdo ndo pode dispensar a comunicagio,
pois dentro das préprias equipas que trabalham a modelagio
matemdtica os seus elementos devem saber comunicar bem para
poder ter sucesso (Garfunkel & Montgomery, 2016). As tarefas
de modelagdo matematica, usando dados concretos, recorrem
frequentemente a diagramas, tabelas de dados e relatdrios
escritos, por vezes em linguagem bastante técnica, e isto obriga
os estudantes a combinar estas diferentes representacdes nos
seus raciocinios e a exprimir-se usando diferentes tipos de
visualiza¢oes, modelos matematicos de indole mais abstrata e
textos mais ou menos longos, também com alguma linguagem
mais técnica:

Os problemas de Modela¢do colocam uma prioridade alta na
comunicacio dentro das equipas assim como das equipas com 0s

que estao fora do grupo. (Garfunkel & Montgomery, 2016)

Para evidenciar esta relagdo forte vamos citar um exemplo (figura
6) que foi usado na competicédo internacional de Modelagdo
Matematica IM2C (International Mathematical Modeling
Challenge) em 2018. Esta é uma versdo reduzida do problema
(IM2C, 2018) pois o enunciado é mais longo ao levantar algumas
hipéteses de abordagem, discutir algumas dificuldades e requerer
uma apresentacdo dos resultados bastante especifica.

O MELHOR HOSPITAL

Suponha que hd 4 ou 5 hospitais razoavelmente acessiveis a partir
da sua residéncia. Quer escolher o “melhor” hospital para os seus
tratamentos de rotina ou nao urgentes. Como é que poderia medir
e escolher o “melhor” destes hospitais locais? E se a sua situagéo
for tal que estaria disposto a viajar muitos quilémetros e admitira
escolher entre 50 hospitais? Que varidveis usaria e como poderia
medir cada uma delas?

O ntimero de mortes evitaveis ocorridas em cada hospital poderia
ser uma variavel, mas como definir “morte evitavel”? Outras variaveis
poderiam ser a experiéncia dos médicos, a atencdo recebida de
médicos, enfermeiros e outros técnicos, etc.

Pretende-se que encontre um modelo matemadtico que use a
mortalidade e outros fatores para medir a qualidade de um hospital,
que use esses fatores com dados de hospitais concretos para decidir
qual o melhor hospital e que elabore um relatério de 2 paginas que
possa ser entendido sem competéncias matemdticas ou informaticas.

Figura 6

Algumas das respostas que foram premiadas podem ser
encontradas em: http://immchallenge.org/Contests/2018/Results.html
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UMA BREVE PERSPETIVA NACIONAL E INTERNACIONAL

A generalidade dos sistemas educativos contempla de forma
cuidada e detalhada a capacidade de comunicagdo matemadtica.
Por exemplo, em Singapura a comunicagdo (matemdtica) é
considerada um dos processos essenciais na resolugdo de
problemas de Matematica, que estd no centro do enquadramento
curricular oficial:

“Os processos matemdticos dizem respeito ao raciocinio,
comunicagdo e conexoes, aplicacdes e modelagao, assim como as
capacidades de pensamento e heuristica. Estes processos sdo parte
integrante da aquisi¢do e aplicagdo do conhecimento matematico.
O desenvolvimento dos processos matemdticos dos estudantes deve
permear todos os niveis da aprendizagem matematica, e ser feito
através de uma variedade de problemas, incluindo problemas nao
rotineiros, problemas de resposta aberta e problemas do mundo
real” (ME-NIE, 2012)

A competéncia de comunicagdo (em geral e, implicitamente,
também matemadtica) aparece referenciada noutros contextos
bastante diversos. Aparece por exemplo no recentemente
publicado Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria
(Oliveira Martins et al., 2017), como ndo podia deixar de ser.
Com efeito ai é referido que

“Pretende-se que o jovem, a saida da escolaridade obrigatdria, seja
um cidaddo (...) capaz de pensar critica e autonomamente, criativo,
com competéncia de trabalho colaborativo e com capacidade de

comunicagdo”
e ainda que

“As competéncias associadas a Informacéao e Comunicagdo implicam
que os alunos sejam capazes de (...) colaborar em diferentes contextos
comunicativos, de forma adequada e segura, utilizando diferentes
tipos de ferramentas (analdgicas e digitais), com base nas regras

de conduta préprias de cada ambiente”

Mas ndo aparece s6 no contexto dos Ensinos Bésico e Secundério.
Aparece também no Ensino Superior. Citaremos apenas a
reforma de Bolonha, que modificou por completo o panorama
do Ensino Universitario portugués. No Decreto-Lei n° 74/2006
de 24 de marc¢o do Ministério da Ciéncia, Tecnologia e Ensino
Superior, estabelece-se que o grau de licenciado deve ser
conferido aos que demonstrem

“Competéncias que lhes permitam comumnicar informacao, ideias,
problemas e solugdes, tanto a publicos constituidos por especialistas
como por néo especialistas”
Note-se a preocupagio do legislador (o Ministro era Mariano
Gago) em incluir a comunicag¢do nao sé aos seus pares como
ao publico em geral. Ndo é dificil constatar que ainda estamos
longe de atingir este objetivo.
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CONCLUSAO

Nio é por acaso que a comunicacdo matemdtica é uma das
7 competéncias matematicas fundamentais no estudo PISA.
Outros estudos internacionais corroboram este lugar importante
e o curriculo dos paises com melhores resultados nesse estudo
dé-lhe uma grande atengdo. Os detalhes aqui expostos sdo
suficientes para concluir que um bom curriculo escolar de
matematica em Portugal, sobretudo no Ensino Bésico e no
Ensino Secundério, deve contemplar de forma profunda e
decidida a competéncia de comunica¢do matemdtica.
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ESPACO GTI

Avaliacdo e comunicacao: da e para a

aprendizagem

ANTONIO GUERREIRO
CRISTINA MARTINS

Repare que na sala de aula todos vestiamos uma bata idéntica.
Sabe como se fecha a bata de um aluno?

Herr Singer olhou para ele, perplexo.

— Nas costas, Herr Singer. Fecha-se nas costas.

— Mas que estupidez! Uma crianca ndo pode girar sobre si mesma

— E propositado! As batas da escola laica foram concebidas para
que os alunos fossem obrigados a treinar-se, cada um precisando
de outro para abotoar a bata (p. 104).

In Uma janela para o infinito, Denis Guedj (2008)

REFLEXAO INTRODUTORIA

O processo de avaliagdo dos alunos surge como uma marca
incontornavel no processo de ensino e de aprendizagem da
matematica, assumindo um papel determinante, inclusive no
seu progresso escolar. Serd este obsessivo enfoque positivo e
valorativo para a concretizagdo do ensino e da aprendizagem?
Nio serd mais relevante entender a avaliacio como uma
componente perfeitamente ajustada e fundamentada no seu
papel regulador da aprendizagem?

A comunicacdo na sala de aula é uma componente presente no
processo de ensino e de aprendizagem da matemadtica, pela sua
natureza intrinseca de interagio entre os alunos e entre estes e 0
professor. Mas sera considerado o seu contributo na valoragéo
das interagdes e na constru¢do do conhecimento matematico
socialmente partilhado? Ou serd que a comunicagdo na sala
de aula é considerada automatica e pacifica, com excecdo da
existéncia de ruido, disciplinar ou ndo disciplinar, ndo abragando
um papel significativo na construcdo do conhecimento dos
alunos e do professor?

Quer aceitando ou recusando uma ou outra das perspetivas
refletidas, é inevitavel considerar a existéncia da avaliacio e
da comunicagdo no processo de ensino e de aprendizagem
da matemdtica, pelo seu papel central na valorizacdo das

dindmicas de sala de aula, e no “estabelecimento de um didlogo
auténtico e [de] uma sa avaliagcdo dos alunos” (Ball, 1971, p.
105). E imprescindivel considerar os contributos da avaliagio e
da comunicagdo na aprendizagem significativa da matematica,
tendo em vista a promoc¢do, como ambicionamos, do sucesso
escolar de todos os alunos, numa escola de qualidade, engendrada
no desenvolvimento futuro da sociedade.

INTENCIONALIDADE PROFISSIONAL

Analisar e investigar o ensino e a aprendizagem sdo pressupostos
da atividade de investigacdo em educa¢do matemadtica e,
também, de uma pratica docente, a qual deve ser assumida pelos
professores enquanto profissionais de educacdo. Reconhecer
padroes nas praticas de ensino em sala de aula suscita um
enriquecimento do conhecimento profissional e provoca
mudangas com vista a uma maior eficiéncia no ensino e na
aprendizagem da matemadtica.

Adotamos esta perspetiva na concretizacdo de um estudo de
natureza interpretativa sobre as relacdes entre a avaliacdo e
a comunicacdo, num contexto colaborativo, tendo em vista
proporcionar significativas aprendizagens matematicas dos
alunos. Além de nds (autores deste artigo), os participantes sdo
quatro professores do 2.° ciclo do ensino bésico (dois do distrito
de Braganca e dois do distrito de Faro). Até ao momento, o estudo
contemplou um olhar sobre as principais ideias a propdsito da
avaliacdo e da comunicacdo, sobre as percec¢des dos professores,
decorrente da realizacdo de uma entrevista a cada um dos
docentes, e sobre as préticas profissionais dos professores, com
suporte na observacdo de uma aula de matemadtica a cada um
dos docentes.

Os dados revelam uma relacdo estreita entre a avaliagdo
e a comunicagdo através da discussdo, do didlogo, do
questionamento, dos registos escritos, da interacio e da
partilha de ideias. As praticas letivas de comunicagdo surgem
condicionadas pelo discurso do professor, alicercado nas
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principais ideias e contetidos mateméticos, entendidos como
relevantes para as praticas de avaliagdo da aprendizagem, em
valorizagdo do conhecimento matematico adquirido pelos alunos
e em subvalorizagdo do seu pensamento e das suas estratégias
matemadticas. Os professores consideram relevantes as distintas
estratégias matematicas dos alunos, mas as aulas ndo parecem
traduzir essa valorizacdo em termos de diferenciacdo das
resolugdes na perspetiva da matemadtica. No mesmo sentido,
o estudo referido por Gutiérrez Fallas e Santos (2015), no ensino
secunddrio, aponta para uma focalizacdo do discurso oral da
professora nos conceitos e propriedades da matematica, ndo
existindo uma significativa participacéo dos alunos na discussao
em sala de aula.

A predominéncia do discurso oral na sala de aula com suporte
nos registos escritos, valorizados pelo seu papel de corregido
da linguagem oral e formalizacdo da linguagem matematica,
é relativizada pela relevancia destes no contexto dos
instrumentos de avaliagéo da aprendizagem: uma comunicagdo
predominantemente oral e uma avaliagdo preponderantemente
escrita. A dificuldade dos registos, durante a oralidade, é uma
das causas apontadas pelos professores para a prevaléncia da
avaliacdo escrita. Esta dificuldade pode ser minimizada por
registos informais, como refere Santos (2016): “[se] se tratar de
uma interacdo na sala de aula durante a discusséo da resolucdo de
uma tarefa ou do confronto de estratégias de resolugéo, o registo
informal é o adequado a esta situacdo pedagdgica” (p. 645).

Os momentos de participagdo dos alunos na sala de aula
sdo concretizados no contexto de uma relacdo entre o
professor e o aluno, distinta de uma participagdo coletiva e
argumentativa, numa légica de explicagdo e menos de didlogo
entre construtores do conhecimento matematico. No estudo
referido, no ensino secunddario (Gutiérrez Fallas & Santos, 2015),
de igual modo, as interagdes da professora com os alunos foram
predominantemente baseadas no questionar e no explicar, sem
expressdo no responder ao questionamento dos alunos, incidindo
as respostas em correg¢des ou justificagdes.

Pretendemos ainda dar continuidade ao estudo que ja realizamos,
através do trabalho de colaboracdo entre nds e os professores
do 2.° ciclo do ensino basico, tendo em vista a identificacdo
de relagoes entre a avaliagdo e a comunicacio e a construgao
e experimentacdo em sala de aula de tarefas matemdticas que
relacionem propositadamente e conscientemente a avalia¢do
e a comunicacido da e para a aprendizagem, assumindo uma
intencionalidade educativa e perspetivando novas praticas
profissionais dos professores de matematica.

DA E PARA A APRENDIZAGEM

Assumimos a avaliacdo na sua dupla funcio de avaliar a
aprendizagem e avaliar para a aprendizagem, adotando uma
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din&mica interativa entre aquilo que o aluno jéd aprendeu e aquilo
que se perspetiva (o professor e o préprio aluno) para as novas
aprendizagens. Consideramos que o ato de avaliar é intrinseco a
qualquer processo de ensino e de aprendizagem, ndo o encarando
como uma avaliacdo desgarrada do ato de valorar, fundada numa
visdo tradicional da aprendizagem da matemdtica “como uma
cole¢do de erros e acertos” (Ulleberg & Solen, 2018, p. 16), mas
como um real contributo para a aquisicdo e desenvolvimento,
por parte dos alunos, de diferentes competéncias, integrando
aptidoes, conhecimentos e atitudes.

Importa reforgar que “a avaliacdo para as e das aprendizagens
é um processo de natureza eminentemente pedagégica cujo
fundamental propésito é melhorar o que e como se ensina e o
que e como se aprende” (Fernandes, 2015, p. 13, itdlico nosso).
Como refere Santos (2002), aludindo a evolu¢do do conceito
e processo de avaliacdo, da visdo de avaliacdo como medida
passou-se a sua considera¢do como um ato de comunicagio e
interacgdo entre pessoas e objetos. Assim, a uma fungéo social
da avaliagdo veio juntar-se uma fungdo pedagégica, devendo
desempenhar um papel relevante na melhoria da qualidade da
aprendizagem.

Baseando-se na investigacdo realizada nos ultimos anos,
Fernandes (2014) refere que existe uma inequivoca relagdo entre
as praticas de ensino e de avaliagdo e as aprendizagens dos
alunos, salientando que “sabe-se que todos os alunos aprendem
mais e, sobretudo, melhor quando a avaliagdo formativa faz
parte integrante da organizacio e desenvolvimento do ensino”
(p. 102). A diversificacdo de agoes de recolha, andlise e registo
da informacdo é fundamental e constitui a base para a avalia¢do
da e para a aprendizagem (Fernandes, 2015). E importante
que as avaliacdes formativa e sumativa sejam rigorosas e
resultem de processos de interacdo entre os alunos e o professor.
Saliente-se que na avaliagdo para a aprendizagem, os alunos
sdo frequentemente chamados a participar, nomeadamente
através da autoavaliacdo, os professores distribuem regularmente
feedback a todos os alunos e o seu poder de avaliar é partilhado
com outros intervenientes (e.g., outros professores, pais, alunos).

Nesta perspetiva, como refere Santos (2016), aludindo a Harlen
e James (1997), a avaliagdo da aprendizagem tem por propdsito
“descrever e dar conta do que o aluno aprendeu e é capaz de
fazer num certo momento (Harlen & James, 1997), a fim de
hierarquizar, selecionar, orientar e certificar” (p. 640), enquanto
que na avaliacdo para a aprendizagem, “o objetivo é fornecer
evidéncia fundamentada e sustentada de forma a agir para apoiar
o0 aluno na sua aprendizagem” (p. 640). Deste modo, “a mesma
informacéo, recolhida do mesmo modo, chamar-se-4 formativa
[para a aprendizagem] se for usada para apoiar a aprendizagem
e 0 ensino, ou sumativa [da aprendizagem] se nio for utilizada
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deste modo, mas apenas para registar e reportar (Harlen, 2005,
p. 208)” (Santos, 2016, p. 639-640).

Aludindo a comunicagio na sala de aula, idealizamos de forma
similar uma comunicag¢io da aprendizagem e uma comunicagdo
para a aprendizagem. A comunicagdo da aprendizagem decorre
da narracéo, da transmissdo, do descoberto, do conhecido dos
alunos e do professor, enquanto que a comunicagio para a
aprendizagem aposta na aquisi¢do de novas ideias, na interacdo
e na negociacdo de conhecimentos matematicos.

Uma comunicacio da aprendizagem centra-se no discurso oral
e escrito dos alunos, envolvendo como interlocutor o professor,
sem valorizar a discussio e os didlogos em confronto entre os
alunos. A linguagem oral e escrita é um meio de transmissio
do conhecimento matemadtico, é um meio de expressio do
aluno e das suas ideias construidas individualmente (Radford
& Barwell, 2016). As salas de aula em que predominam o
monologo do professor e a auséncia de participacio ativa dos
alunos na discussio coletiva, em que o ensino da matematica é
encarado como uma transmissao de contetidos numa linguagem
simbdlica, podem propiciar um entendimento da matematica
como algo carente de interesse, indesejavel e até insuportavel,
originando um elevado insucesso na aprendizagem dos alunos
(Jiménez, 2011).

Como referem Guerreiro, Tomas Ferreira, Menezes e Martinho
(2015) existe uma clara associacdo entre as ages comunicativas
e as intengdes avaliativas: “um predominio de perguntas de
verificagdo relaciona-se com uma tendéncia clara do professor
em ouvir os alunos de forma avaliativa e em responder-lhes
de maneira mais ou menos direta e validando, ou nao, as suas
ideias” (p. 286). Os mesmos autores questionam-se sobre
se “estaremos verdadeiramente a levar os alunos a construir
conhecimento matemadtico quando os conduzimos apenas
através da transposicdo do conhecimento matemadtico ja
construido?” (p. 292), isto é, estaremos a abrir portas para
a aprendizagem quando nos limitamos a uma comunicagdo
alicercada no conhecido, uma comunicagao da aprendizagem?
Acreditamos que é fundamental inserir nas nossas aulas uma
comunicacéo para a aprendizagem.

A comunica¢do para a aprendizagem ndo se restringe ao
discurso dos alunos, mas aposta em evidenciar o seu pensamento
através de uma comunicacdo reflexiva (Brendefur & Frykholm,
2000), com o propésito de partilhar ideias e aprofundar o
entendimento matemdtico dos alunos (Ulleberg & Solen, 2018).
Para o cumprimento destas intengdes, os alunos precisam
de “oportunidades para desenvolver pensamentos e ideias
matemadticas em colaboragéo com os outros, e, juntamente com
outros, explicitar justificagdes e argumentos” (Ulleberg & Solen,
2018, p. 18), integrando “tépicos disciplinares nas justificacdes
e fundamentacgdes que produzem” (Pires, 2017, p. 94).

O discurso promovido na sala de aula ndo se refere a um
ato de transmissdo do significado exato da matemdtica, do
professor para alunos, mas ao invés, envolve uma comunicagao
ativa, que permita aos alunos “construir novos significados e
entendimentos da matematica, por si mesmos” (Chapman, 2009,
p.297), em que o professor e os alunos produzem conhecimento
e aprendem juntos (Radford & Barwell, 2016). Nesta 6tica, “a
verdadeira magia acontece quando todos aprendem juntos e
somos simultaneamente professor e aluno” (Judkins, 2016, p.
298), num contexto em que se pode gerar conversas inseguras
e desafiadoras, a propdsito de novas ideias e estratégias
matematicas, numa atmosfera de sala de aula soliddria e inclusiva
(Ulleberg & Solen, 2018). S6 desta forma podemos “perceber
que ideias matematicas tém os alunos, como estdo a pensar e
que eventuais erros e dificuldades estdo a sentir” (Guerreiro,
Ferreira Tomds, Menezes & Martinho, 2015, p. 287).

Fazendo um paralelismo entre a avaliacdo e a comunicacéo, e
muito embora considerando a real necessidade destes processos
serem entendidos nas suas multiplas vertentes, para nos, existe
um encadeamento inerente de uma perspetiva de comunicagdo
mais transmissiva com uma visdo da avaliagdo como medida,
uma avaliacdo com fung¢des de certificagdo, uma avaliacio
da aprendizagem. Simultaneamente, uma comunicagdo
mais centrada na interacdo na sala de aula é sem davida mais
consentianea com uma avaliacdo reguladora, formativa, uma
avaliacdo para a aprendizagem. Nesta 6tica, é fundamental a
valorizagdo de “ambientes favoraveis ao desenvolvimento das
capacidades comunicativas” (Pires, 2017, p. 90) e avaliativas
dos alunos.

DESAFIOS AOS PROFESSORES

Os professores podem investigar o seu ensino e analisar as suas
praticas em sala de aula através de um olhar critico sobre as
suas intengoes de avaliacdo e de comunicacio.

Serd que estou sempre a avaliar o conhecimento individual
dos alunos num sentido retrospetivo, isto ¢, uma constante
avaliacdo da sua aprendizagem?

Serd que promovo uma avaliacdo coletiva, entre os alunos,

daquilo que se conhece com vista a necessidade de aprender

mais para a resolucdo de uma dada tarefa matematica, isto

¢, diligencio com vista a avaliacdo para a aprendizagem?
Nas palavras de Santos (2016), estou a “avaliar para ajudar a
aprender [ou estou a] avaliar para sintetizar a aprendizagem [?]”
(p. 640).

Sera que restrinjo a comunicac¢do dos alunos ao seu contributo
individual das suas solugdes, ideias e estratégias matematicas,
isto ¢, limito os alunos & comunicagao da aprendizagem?
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Sera que desafio os alunos a explorar, argumentar e justificar
coletivamente as suas ideias e estratégias matematica, numa
perspetiva de confronto de posi¢des, isto é, incito os alunos
a uma comunicacdo para a aprendizagem?

Em cada sala de aula existe uma multiplicidade de praticas
de ensino, de avaliacdo e de comunicagdo. O questionamento
profissional urge se as nossas praticas se reduzem a um ensino
redutor, a uma avaliagdo estandardizada e a uma comunicagido
de sentido unico entre o professor e o aluno ou em que o aluno
s6 participa para completar o discurso do professor (Brendefur
& Frykholm, 2000). E nesta perspetiva que desafiamos os
professores a analisarem as suas praticas de avaliacdo e de
comunicacdo, com o intento de um repensar e transformar
das mesmas, caracterizando a sua avaliacdo dos alunos da e
para a aprendizagem e a sua comunicagdo em sala de aulada e
para a aprendizagem. Como os alunos, nos avangos e recuos na
construcio do préprio conhecimento matemadtico, os professores
podem ensaiar novas praticas de avaliacdo e de comunicacéo,
aceitando igualmente avangos e recuos no seu conhecimento
profissional, numa certeza de que o questionamento e a
investigacao sobre as préprias praticas sdo alicerces da melhoria
da profissdo docente.

Esta estrutura de comunica¢io da e para a aprendizagem
ndo se restringe ao processo de ensino e de aprendizagem da
matematica. Como refere Backer (2017), os produtos discursivos
(significados, contetdos e simbolos) podem ser distintos, mas
os processos discursivos (discurso oral e escrito e padroes de
interagéo) sdo iguais [nas diferentes dreas de ensino], dominadas
pela recitacdo, numa relagio pergunta (do professor) — resposta
(do aluno) — avaliagio (do professor), numa reproducéo cultural
e ideolégica do ensino tradicional. E preciso arriscar e apostar
numa avaliacdo e numa comunicagdo baseadas na integragdo
cultural e na capacidade de dialogar, aceitando a possibilidade
de modificar os alunos, mas também de ser modificado pelos
alunos.

A PROPOSITO DE UMA EPIGRAFE

A alusio aos cento e cinquenta anos da escola laica (da republica
francesa), no dizer de Daniel Pennac (2009) — “no fim dos
anos de 1870, a Republica sentou esta crianga nas carteiras da
escola laica, gratuita e obrigatdria para que fossem satisfeitas as
suas necessidades fundamentais: ler, escrever, contar, raciocinar,
constituir-se como cidaddo consciente da sua identidade
individual e nacional” (p. 234) —, na epigrafe inicial e no abotoar
da bata como ato coletivo e de colaboracéo entre os alunos na
sala de aula, tenta desafiar cada um de nds a refletir sobre o
caminho caminhado e o caminho a caminhar.
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Humor no ensino da Matematica: oportunidades

para a aprendizagem

Luis MENEZES
FERNANDA FERREIRA

Todos os que se interessam pelo ensino da Matematica,
sejam eles professores, educadores matematicos ou decisores
educativos, procuram encontrar os métodos mais eficazes
para promover uma aprendizagem que seja significativa para
os alunos e que responda aos desafios que a sociedade atual vai
continuamente colocando. A investigacao realizada em Didatica
da Matematica e as praticas dos professores tém apontado, com
insisténcia, para algumas ideias promissoras para alcancar
este desiderato. Primeira ideia, o envolvimento dos alunos em
atividades matematicamente significativas é fundamental para
o desenvolvimento das ideias matematicas, englobando neste
desenvolvimento os conceitos matemadticos e a competéncia
para os usar. Segunda ideia, esta atividade dos alunos tem uma
relacdo estreita com as tarefas que o professor apresenta aos
alunos, ou seja, tarefas desafiantes criam oportunidades para
os alunos se desenvolverem matematicamente porque colocam
os alunos perante desequilibrios cognitivos (tipicamente,
situacOes para as quais as rotinas e as ideias conhecidas se
mostram insuficientes para a sua compreensio e resolucio).
Terceira ideia, o resultado da atividade dos alunos (na maioria
das vezes realizada em pequenos grupos) precisa de ser
comunicado aos outros (primeiro no pequeno grupo e depois
atodaa turma), recorrendo a diversas formas de representacéo,
com o objetivo de serem explicados e justificados. Nesta visdo
do ensino, a realizacdo de tarefas matemadticas e a discussdo
dos seus resultados nao sio fins em si mesmos, sao 0s meios
que permitem aos alunos, através de processos de abstracéo,
desenvolverem o seu conhecimento matematico, ao mesmo
tempo que aprendem a resolver problemas matemadticos e a
raciocinar e comunicar matematicamente.

As tarefas matemdticas construidas a partir de situacoes
humoristicas, como tiras de banda desenhada e cartoons, tém
boas condic¢des para corresponder a esta visdo do ensino que se
apresentou, ja que: (i) as situagdes humoristicas envolvendo a
Matemiatica, tal como as apresentamos a seguir, baseiam-se em
incongruéncias matematicas engragadas de alguma maneira,
que os alunos tém de resolver, ou seja, estas situagdes colocam
os alunos perante desequilibrios cognitivos que assumem

OUTUBRO ::

uma natureza problemdtica, a que tém de dar resposta; (ii)
na resolucdo das tarefas, os alunos sio chamados a usar os
seus conhecimentos matematicos prévios para interpretar a
situacdo humoristica que lhes é colocada e, eventualmente, rir
com ela — os alunos sdo depois desafiados a desenvolver o seu
conhecimento matematico através da colocacdo de questdes
que aprofundam a compreensdo da situagdo humoristica
apresentada.

O humor e o ensino sdo dois dominios que parecem nio
combinar bem, ja que o humor é habitualmente visto como
algo “pouco sério’; enquanto o ensino se caracteriza por
ser “sério’, pouco compativel com o rir. Este antagonismo
(aparente) pode explicar o facto de, habitualmente, os manuais
escolares de Matematica, nomeadamente os portugueses, ndo
incluirem situagdes humoristicas (Menezes et al., 2017a). J4 os
professores de Matematica, tanto portugueses como espanhois,
dizem apreciar e utilizar o humor no ensino da Matemdtica,
apresentando exemplos dessa pratica (Flores, Menezes, Ribeiro,
& Viseu, 2017). Estes exemplos estdo, sobretudo, associados
ao discurso oral dos professores nas aulas, tendo como
intuito motivar os alunos para a aprendizagem ou facilitar a
memorizagdo de terminologia matemitica. O recurso ao humor,
escrito ou gréfico, por parte dos professores de Matemadtica
tem ainda pouca expressio. E neste nicho que esta proposta
se insere, ou seja, mostrar que é possivel utilizar o humor no
ensino da Matematica, com seriedade, tendo por base propostas
escritas, na forma de tarefas mateméticas construidas a partir
de humor grafico. Pretendemos também mostrar que o recurso
ao humor gréfico pode ir muito para além da mera motivagao
dos alunos, tornando-se, ele préprio, em objeto do pensamento
matematico dos alunos.

Nas secges seguintes, apresentamos o enquadramento deste
trabalho no ambito do projeto HUMAT — Humor in Mathematics
Teaching, no qual foram desenhadas tarefas matematicas de base
humoristica (Menezes et al., 2017b), e também o relato e andlise
de uma aula do 4.° ano em que se recorre a uma destas tarefas:
“Quando 2.° ndo é grande coisa....
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ALGUMAS NOTAS SOBRE O HUMOR

O humor é um ato cognitivo com a intenc¢do de comunicar
aos outros uma situagéo engracada ou bem-disposta, podendo
ser acompanhado pelo ato fisiolégico de rir (Banas, Dunbar,
Rodriguez, & Liu, 2011). O humor pode produzir-se de
muitas maneiras, havendo vérias teorias que explicam o seu
funcionamento (Addo, 2008). Destas teorias, destacamos duas por
serem as que explicam grande parte das situacdes humoristicas:
teoria da superioridade e teoria da incongruéncia. A primeira
explica o humor pela ridicularizagdo de comportamentos ou
acoes das pessoas, assumindo quem o promove uma certa
posicao de superioridade em relacdo aos outros. Esta forma de
fazer humor é muito frequente no humor politico, mas também
em anedotas (por exemplo, de brasileiros sobre portugueses,
de nortenhos sobre alentejanos). Como é sabido, esta forma de
fazer humor coloca, por vezes, problemas ao nio ser bem aceite
pelos visados (é o caso, por exemplo, do humor negro e do humor
sobre motivos religiosos). A teoria da incongruéncia explica o
funcionamento do humor pela apresentacio sucessiva de duas
situacdes que, aparentemente, sdo incongruentes e absurdas
para os destinatdrios e que suscitam neles uma sensagdo de
desconcerto e de surpresa, ou seja, trata-se de uma espécie
de “rasteira” que se passa a mente (Adao, 2008). A resolugéo
da incongruéncia (problema), que corresponde ao encontrar
da racionalidade nas situagdes apresentadas inicialmente, faz
com que o ato humoristico seja bem-sucedido e isso possa vir a
desencadear, se apreciado pelos destinatarios, o riso ou o sorriso.

HUMOR COM VALOR EDUCATIVO

Para muitos, o humor e o trabalho parecem nao combinar bem,
pois ao primeiro associam contextos de lazer e situagdes que ndo
se levam a sério e ao segundo exatamente o contrario. Talvez por
isso, 0 humor com fins educativos tem uma presenca bastante
limitada no ensino, nomeadamente no da Matemdtica (Banas et
al,, 2011; Martin, 2007). Alguns estudos realizados nos tltimos
anos mostram que o uso do humor, quando acontece, surge
inserido no discurso oral dos professores e estd muito associado
auma caracteristica pessoal de alguns desses professores que o
utilizam para criar bom ambiente nas suas aulas e, dessa maneira,
facilitarem a aprendizagem (Banas et al, 2011; Flores, 2003;
Flores & Moreno, 2011; Flores, Menezes, Ribeiro, & Viseu, 2017).

No projeto HUMAT defendemos duas ideias fortes sobre a
utilizagdo do humor no ensino da Maremadtica. A primeira é a
de que a utilizagdo do humor para ensinar Matematica é para
todos os professores e ndo s6 para aqueles que tém um sentido
de humor especial. A segunda ideia é a de que o humor mais
adequado para a sala de aula deve basear-se em situagdes de
incongruéncia, associadas a tarefas matemdticas, que levem os
alunos a pensar matematicamente para rir. Assentes nestas duas
ideias, no projeto HUMAT concebemos um conjunto de tarefas
matemdticas que tem como ponto de partida humor grafico,
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de autores conhecidos, na forma de cartoons e tiras de banda
desenhada, que versam situa¢oes matematicas. Estas tarefas
estdo reunidas no livro Humor no ensino da Matemadtica: tarefas
para a sala de aula (disponivel online), sendo antecedidas por
consideracoes gerais sobre a utilizacdo educativa do humor
para ensinar e sucedidas de consideragoes especificas sobre
o seu uso em sala de aula de Matemadtica, com orientagoes de
exploragdo para cada uma delas.

O enunciado de cada uma das tarefas comeca com dois pedidos:
“Descreve a situacdo apresentada” e “Consideras a situagdo
engracada?” Estes pedidos tém como objetivo levar os alunos
a pensar matematicamente para apreciarem o humor da situagéo
apresentada, conjugando cognicdo e emocdo. As figuras1,2e
3 reproduzem os enunciados de trés dessas tarefas desenhadas
para alunos do 1.° ciclo: “Regularidade irregular’, “Certo ou
errado?” e “Quando o 2.° ndo é grande coisa...”

Seguindo

alogica, o
resultado, agora,
deve ser seis.

1. Descreve a situagdo apresentada na imagem. Consideras a situagao
engracada?

2. Por que razio tera o aluno respondido “seis”?

3. Encontra regularidades em adi¢oes de ntimeros naturais e justifica-as.

Figura 1. Tarefa “Regularidade irregular”

© Randy Glasbergen / glasbergen.com
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“O que queres dizer com... é o tipo errado de verdade?”

1. Descreve a situagdo apresentada na imagem. Consideras a situagéo
engracada?

2. Havera alguma “verdade” na situagéo apresentada? Porqué?

3. Como se poderia corrigir o resultado da operacdo sem apagar
qualquer um dos nimeros?

Figura 2. Tarefa “Certo ou errado”
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Estou aqui para tirar uma
novacarta de condugdo.

0Ok. £ o nimero dois!

1. Descreve a situacdo apresentada na tira. Consideras a situagdo
engracada?

2. Admitindo que neste dia a numeracio iniciou em 0, quantas
pessoas podem ja ter sido atendidas?

3. Se esta numeracdo continuar na forma como ¢ sugerida na
imagem, quantas pessoas ainda devem ser atendidas até chegar
ao 1? Eao 2?

Figura 3. Tarefa “Quando o 2.° ndo é grande coisa...”

Na tarefa “Regularidade irregular’, baseada numa imagem da
autoria de Juan Carlos Partidas, o leitor é surpreendido pela
inesperada resposta do aluno. A questio 1 procura perceber se os
alunos consideraram a situagao engracada, face a uma possivel
matreirice do aluno na sua resposta. A questdo 2 procura levar
os alunos a encontrar alguma racionalidade na resposta dada e
a questdo 3 corresponde a uma extensdo da tarefa.

Na tarefa “Certo ou errado?’, baseada numa ilustracao de Randy
Glasbergen, o leitor ¢ confrontado com um resultado inesperado
do produto de trés por dois. Esta surpresa é sucedida da fala
enigmdtica da professora quando refere que se trata do “tipo
errado de verdade” A primeira questdo procura averiguar se os
alunos compreenderam a situagdo apresentada e se a consideram
engracada. A questdo seguinte leva os alunos a encontrar o
racional da situacdo. A ultima questdo procura que os alunos
encontrem uma forma de tornar o resultado correto, mantendo
os trés 2.

Na tarefa “Quando 0 2.° ndo é grande coisa...; baseada numa tira
humoristica de Ryan Kramer, o leitor é surpreendido, tal como
o protagonista da histéria, com um nimero improvavel que
representa o tltimo cliente a ser atendido (0,001271). Tal como
nas outras tarefas, esta inicia-se com um pedido de descri¢do
da situagéo e, depois, com a pergunta: “Consideras a situagdo
engracada?”. As questdes seguintes procuram averiguar se os
alunos sdo capazes de utilizar numerais decimais com um
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numero de ordens decimais para além do que aprenderam e
se sdo capazes de utilizar esses nimeros num contexto em que
ndo é pressuposto o seu uso.

Em qualquer uma destas tarefas, os alunos sdo levados a
comunicar oralmente e por escrito, evidenciando o seu
pensamento e resolvendo problemas.

O HUMOR NA SALA DE AULA

Estas tarefas foram aplicadas por uma professora do 1.° ciclo
do ensino basico (segunda autora deste texto) numa turma de
4.° ano de escolaridade. Por uma questao de dimensédo deste
texto, relatamos somente a aplicacdo da tarefa “Quando o 2.°
néo ¢ grande coisa..”.

As tarefas foram apresentadas a professora no contexto de
uma acdo de formacio sobre Didatica da Matematica em que
o primeiro autor deste texto foi um dos formadores. Na fase de
preparacdo das aulas, para além do que foi discutido no grupo
de professores da acdo de formagéo, na tarefa “Quando o 2.°
nao é grande coisa...” a professora e o formador discutiram
adicionalmente esta proposta para a sala de aula. Desta discussdo
resultaram duas alteragdes ao enunciado da tarefa (por sugestao
da professora) e uma alteracdo ao modo de apresentacéo da tira
(por sugestdo do formador). No enunciado da tarefa alterou-se
o nimero indicado na quarta vinheta de 0,001271 para 0,1271
(a professora entendeu que o novo numero cumpria a mesma
funcdo humoristica que o anterior, mas ganhava em termos de
ser mais familiar para os alunos, que ja tinham falado de décimas
de milésimas). A professora sugeriu ainda a inclusdo de uma
4.* questdo com o objetivo de levar os alunos a refletir sobre
a tarefa matemdtica explicando o sentido do titulo: “Explica o
significado do titulo “Quando o 2.° ndo é grande coisa..”” Na
apresentacdo da tarefa aos alunos, optou-se por apresentar cada
uma das vinhetas da tira individualmente e convidar os alunos
a descreverem a situagdo observada. Dessa forma, esperava-se
uma melhor compreensio da situagdo e uma melhor apreciacio
do humor aquando da apresentacdo da quarta vinheta (pelo
efeito surpresa).

As tarefas obedeceram ao seguinte modo de implementacéo:
(i) Apresentacdo da tarefa; (ii) Resolu¢do da tarefa (em pares);
e (iii) Apresentacdo e discusséo coletiva dos resultados.

TRABALHANDO A TAREFA “QUANDO O 2.° NAO E
GRANDE COISA...”

Tal como planeado, a tira que serve de base a esta tarefa
matematica foi apresentada no quadro interativo vinheta a
vinheta, sendo isso comparado a apresentacido de um filme.
Este facto criou nos alunos grande expetativa, levando-os em
cada vinheta a tentarem compreender o que se passava e a
conjeturar sobre o que viria a seguir:
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Professora (P): Vamos ver a tarefa. Vamos apresentar slide a
slide. Estdo todos a ver? Conseguem ler os baloes?

Alunos (A): Sim.
P: Afonso, entdo 1é 14.
Afonso: “Estou aqui para tirar uma nova carta de condugio”

A maior parte dos alunos coloca o brago no ar. A professora
chama alguns alunos que logo procuram uma razdo para a
solicitagdo da personagem:

P: David.
David: Se calhar, ele perdeu a carta de condugéo.

Tomads: Se calhar, chumbou no exame ou, se calhar, levou uma
multa e perdeu os pontos todos da carta.

Guilherme: Ele, se calhar, queria uma nova carta para o caso
de perder a que tinha.

Inés: Podia ter deixado caducar a carta.

Os alunos e a professora riem com as razdes aventadas pelos
alunos para o pedido de uma nova carta. A professora, depois de
ouvir mais alguns alunos, apresenta a segunda vinheta criando
suspense nos alunos:

P: Olhem bem para a imagem, olhem para a expresséo do senhor,
como estd a senhora...

David: Se calhar, ele ia fazer o exame e o carro que ia ter era 0 2.
P: Diz 14, Samuel.

Samuel: Se calhar, era a senha para esperar.

P: Portanto, o senhor foi tirar uma nova carta de condugio.
A senhora deu-lhe o ntimero 2. Como ¢ que ficou o senhor?
Vejam a imagem.

Inés: Ficou feliz.

David: Ficou relaxado.

P: Rosdrio.

Rosério: Estd feliz porque acha que o ndmero 2 vai ser logo a
seguir.

Camila: Ele estd contente porque é o numero 2, mas, se calhar,
o 1 vai demorar muito tempo.

A professora decide focar os alunos na ideia de que se trata
de uma senha para espera numa fila e procura que os alunos
estabelecam conexdes com o seu quotidiano. Os alunos
correspondem:

P: Vocés costumam tirar senhas em algum lado?
Alunos: Sim.

P: Onde?

Matilde: Na charcutaria.

Guilherme: No talho.

(...)

Matilde: O nimero 1 é melhor que o ntimero 5. O 1 é logo
atendido e o 5 tem que esperar pelo 1, 2, 3 e 4, e eles podem
demorar muito tempo.
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P: Olhem, se eu tirar uma senha em algum sitio e sair o 90,
isso é mau?

Alunos: Depende...

Afonso: Depende do numero onde vai.

Alguns alunos, ainda com a segunda vinheta projetada, ligam
a conversa ao titulo da tarefa:

Guilherme: Como o titulo ¢ “Quando o 2.° ndo é grande coisa’,
se calhar, comegaram no ultimo até ao primeiro.

(...)

P: Ora, vocés ja falaram no titulo da tarefa e também ja deram
conta da cara da senhora. Parece que ela sabe qualquer coisa
que ele ndo sabe. (...) Entdo vamos ver o que acontece na quarta
imagem. Vejam com atengdo o que vai acontecer ao senhor. Em

que nimero estardo as senhas?

Os alunos ficam surpreendidos e soltam expressdes de espanto:

Os alunos comentam a situagéo.
Camila: Ena, aquilo ainda nem passou o 1!

Guilherme: Se calhar, aquilo estd a andar para atrds e ainda vai
demorar muito a chegar ao 2.

P: Se calhar, para que cada grupo possa ter a sua explicagdo,
vamos agora trabalhar dois a dois e ndo vamos, para ja, partilhar
todos. Depois, faremos isso mais a frente.

Neste momento da aula, nao fica claro se todos os alunos
compreenderam o caricato da situagdo, face ao niimero que
representa a pessoa que estd a ser atendida. Para ndo antecipar
a descricdo da situagdo e as questdes seguintes da tarefa, a
professora decide avangar com o trabalho de pares. Distribui
o enunciado da tarefa a cada par de alunos, tendo deixado linhas
para a resposta a cada uma das questdes. A professora pede
aos alunos para lerem o enunciado da tarefa. Ap6s a leitura de
cada questdo em voz alta, pede aos alunos para dizerem, por
outras palavras, o que é pedido. Os alunos comegam a trabalhar
a pares, com o acompanhamento da professora.

Alguns pares nio localizam bem o nimero da tltima vinheta
(0,1271). A professora dialoga com os alunos:

P: Acham que o senhor que foi tirar a carta de condugéo esta
contente do principio até ao fim?

Alunos (par): Na quarta imagem, ele ndo ficou téo feliz porque
viu que o nimero é abaixo de zero.

P: O nimero da quarta imagem é abaixo de zero?
Alunos (par): Sim.
P. Entdo vamos ld ver... vamos imaginar que tapamos os tltimos

trés algarismos do nimero [a professora tapa com a méo]. Que
numero fica?

Alunos (par): Uma décima (0,1).
P: Esse numero ¢ abaixo de zero?

Alunos (par): Nao.
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P: Entao?

Alunos (par): Pois, mas ele pensava que erasé 1, 2, 3, 4...

P: E era?

Alunos (par): Nao.

P: Entéo, expliquem 14 isso.

Alunos (par): Ele viu que ia no niimero 0,1271 e ele pensava
queeral, 2,3,4...

P: Entdo reparem, para ir deste nimero (0,1271) até ao que ele
tem (2), ainda falta muito ou pouco?

Alunos (par): Ainda falta muito [risos]. Por isso, ficou triste
porque ainda faltava muito pra chegar ao nimero dele.

Ainda com o mesmo par de alunos, a professora procura verificar
se os alunos consideraram a situacdo engracada:

P: Acham esta situacdo engracada?

Alunos (par): Sim, porque ele pensava que tinha um bom
namero e, afinal, a maquina ainda s6 iano 0,1271 e ficou triste.

P: Vocés acham que isto acontece na realidade?
Alunos (par): Néo, na realidade é 1, 2, 3...

P: Sabem que esta situagdo foi desenhada por um cartoonista
famoso para fazer rir as pessoas. Acham que ele conseguiu
fazer rir?

Alunos (par): Sim.
Num outro par, a professora procura levar os alunos a pensar

com numeros mais familiares, reduzindo também o numero
de ordens decimais do nimero da vinheta:

P: Entdo como é que isso vai?

Alunos (par): Vai bem. N6s achamos que, com certeza, a
mdquina deve estar avariada. Ela devia estar adar 1, 2, 3 e esta
a marcar 0,1271.

P: OK, mas admitindo que a mdquina estd assim e que nos
apagariamos todos os algarismos e s6 deixdvamos 0,1, ainda
faltaria muito para o 2?

Alunos (par): Sim, mas muito menos porque seria 0,1 - 0,2 -
0,3-0,4-0,5...

P: Pois...

Alunos(par): Por isso, ele ficou desapontado no fim.

A professora questiona o par sobre o caricato da situacgio:
P: E isto acontece na vida real?

Alunos (par): Nao, é estranho.

P: Se calhar, é por isso que é engracado.

Alunos (par): Pois.

P: Parece quase uma partida que fizeram ao senhor.
Alunos (par): Nés achdmos hilariante.

P: Ena!!

Alunos (par): Como se escreve? E-A-L...?

P: Ndo. H - I-L —A — RIANTE. Isto é uma palavra dificil. O
que quer dizer?
Alunos (par): E uma coisa engracada.

Para alguns pares de alunos, a leitura do numero ¢é dificil e a
professora intervém:

P: Entdo em que numero vai?
Alunos (par): Mil duzentos...
P: Mil!?

Alunos (par): 0,1271.

P: Sim. Mas imaginemos que em vez deste nimero, a maquina
marcava 0,1, 0 que ja seria esquisito. Quantos nimeros faltariam
parao 2?

[Siléncio]

P: Digam os niimeros.

Alunos (par): 0,1 -0,2-0,3-0,4-0,5-0,6-0,7-0,8 -
0,9 - 1,0.

P: Quantos numeros ja passaram?

Alunos (par): 10.

P: Quantos faltam para o 2?

Alunos (par): Outros 10.

P: E isto ndo vai de décima em décima. Vai demorar mais ou
muitissimo mais?

Alunos (par): Muitissimo mais.

Os alunos avangam para a questdo 2: “Quantas pessoas podem
ja ter sido atendidas?”.

P: Quantas pessoas foram atendidas?

Alunos (par): Foram atendidas 1271.

P: Como é que me explicam isso?

Alunos (par): Porque a primeira pessoa é 0,0001.

P: E a segunda?

Alunos (par): 0,0002.

P: E para chegar ao 1, ainda falta muito?

Alunos (par): Sim, oito mil e tal pessoas.

Naresolugdo, os alunos seguiram esta estratégia estabelecendo
uma correspondéncia entre a sequéncia dos niimeros naturais
e a sequéncia que enunciaram oralmente (figura 4):

2. Admitindo que neste dia a numerac&o iniciou em 0 (zero), quantas pessoas

podem ja ter sido atendidas?
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Figura 4. Resposta a questao 2
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Na resposta a questdo 3, a maioria dos pares de alunos recorre
ao algoritmo da subtracdo. Na figura 5, este par de alunos decide
colocar uma cruz em “0,:

3.Se esta numeragdo continuar na forma que € sugerida na imagem, quantas
pessoas ainda devem ser atendidas até chegar ao 1? E ao 27

o/
Y ' T
FZ« ;&.wa) a@‘”&.g 729 /_4"»//’5‘
Figura 5. Resposta a questdo 3
Contudo, outros alunos manifestam dificuldades em utilizar o
resultado para dar resposta a questéo:
P: Expliquem l4 a vossa estratégia.

Alunos (par): N6s fizemos uma subtragio. Para chegar ao 1,
ainda faltam 0,8729 e para chegar ao 2 ainda faltam 1,8729.

P: Entdo, oucam l4, se alguém olhar para o ndmero que esta
a ser atendido e disser que faltam seis pessoas e meia, acham
isso normal?

Alunos (par): Nao.

P: Portanto, a resposta a “quantas pessoas faltam?’, tem que
ser um numero...

Alunos (par): Inteiro.

P: Portanto, é uma ou duas ou vinte pessoas [pausa] entdo esse
“zero virgula”

[A professora faz uma pausa e afasta-se do par de alunos].

Na resposta a questdo 1, os alunos revelam compreensao da
situacdo apresentada, notando que a consideram engracada.

A generalidade dos alunos atribui sentido ao titulo da tarefa,
reconhecendo que o tipo de “contagem” usado na tira fez com que
a senha ndmero 2 nio fosse, como expectavel pelo protagonista,
o segundo a ser atendido (figura 6):

4. F?plgc'a [} sngmflcado do titulo: “Quqndo 0 2.° ndo € grande coisa..
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Figura 6. Resposta a questao 4

Ap6s o trabalho a pares, a professora organiza um momento
de apresentacio e discussdo dos resultados obtidos pelos pares.
Comeca pela primeira questédo da tarefa:
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P: Entdo, vamos ouvir as vossas respostas. Aten¢io, quando um
menino esta a falar, todos tém que ouvir para ver se pensaram
como noés ou se pensaram diferente.

Alunos (par): Nés achamos a situagdo engracada porque o
senhor recebeu a senha ndmero 2 e ficou bastante satisfeito
porque pensava que so faltava um nimero para o 2, mas ainda
faltavam 18 729 pessoas.

Filipe: Ele pensava que estava no 1, e ele era logo a seguir, mas s6
estava nas 1271 décimas de milésimas e ainda faltavam muitos,
muitos, muitos nimeros até ao 2. Nés achamos esta situagio
engracada e também muito surpreendente pois, aparentemente,
o numero dele era fantdstico, s6 que nem sequer estava em
numeros inteiros, mas em dizimas [a turma bate palmas a esta
intervencéo do colega].

Lara: Nés consideramos a situacdo engracada e divertida porque
o seu numero 2 pode ler-se 2,0000.

P: Os que estdo com o brago no ar querem comentar ou tém
alguma coisa diferente a acrescentar?

Tomas: Sim.

P: Mas € s6 texto ou sdo as ideias?

Tomas: Eu tenho diferente, acho que a mdquina estd avariada.
P: Entao, 1é 14.

Os alunos apresentam as suas respostas a questao 2 (“Admitindo
que neste dia a numeracéo iniciou em 0, quantas pessoas podem
ja ter sido atendidas?”):

Lara: Como isto anda de décima de milésima em décima de
milésima... sdo 1271 décimas de milésimas, ou seja, 1271 pessoas.
P: O que é que a turma pensa desta explicacdo? Concordam,
ndo concordam...?

A (coro): Concordamos.

P: Na pritica, aquilo que tu dizes é que podemos ir a este nimero
[0,1271] e cortar as unidades e a virgula.

Lara: Sim.
P: Muito bem.

Os alunos sido convidados a apresentar as suas respostas a
questdo 3, aquela que tinha colocado mais dificuldades devido
aos nameros utilizados para contar das pessoas:

P: Lucas, 1é a 3.% questio.

Lucas: “Se esta numeracdo continuar na forma que é sugerida
na imagem, quantas pessoas ainda devem ser atendidas até
chegarao 1? Eao 277

P: Entdo, como é que o teu grupo fez?

Lucas: Posso ir ao quadro?

P: Sim.

Lucas: Como esse nimero [escreve no quadro 0,1271] posso
escrever 0 1 em décimas de milésimas [escreve no quadro
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1,0000]. Depois, para ver até onde ia [pausa] quantas pessoas
faltavam para o 1, famos subtrair [escreve no quadro “1,0000 -
0,12717] (...) sdo 8729 pessoas. Para o dois...

P: Espera, espera. Deixa-me perguntar uma coisa, porque eu dei
conta durante o acompanhamento que alguns meninos disseram
que faltavam 0,8729 pessoas. Faz sentido este tipo de resposta?

Alunos (coro): Nao.
P: Porqué?
Lucas (aluno do quadro): Porque as pessoas sio inteiras.

Camila: Nés fizemos isso sem virgulas [escreve no quadro
“10000-12717].

P: O que vos parece?

[siléncio]

P: Como tinham sido atendidas 1271 para 10000, correspondente
ao 1, [pausa] e ndo 1000, como alguns meninos colocaram.

Para o dar resposta a “quantas pessoas ainda devem ser atendidas
até chegar ao 2?’, o raciocinio seguido foi o mesmo que o anterior.

NOTAS FINAIS

Os resultados da aplicagdo destas tarefas matematicas
baseadas em humor grafico, a alunos do 4.° ano, revelam que
estas propostas sdo bem acolhidas pelos alunos, criando-lhes
oportunidades para resolverem problemas, raciocinarem e
comunicarem matematicamente, oralmente e por escrito. A
proposta deste tipo de tarefas aos alunos faz com que o humor
no ensino da Matemadtica seja muito mais do que um elemento
motivacional, para ser uma possibilidade de gerar atividade
matemadtica produtiva para a aprendizagem.

As situagdes humoristicas, como se esperava, surpreenderam os
alunos e cativaram a sua atengéo, ou seja, conciliaram aspetos
de natureza emocional (que os levaram a rir amiide) com
aspetos de natureza cognitiva (necessarios & compreensio da
situacdo e das questoes adicionais que se colocaram em cada
uma das tarefas). Nem sempre as tarefas matematicas dos
manuais escolares primam por surpreender os alunos, ja que
muitas delas sdo meros exercicios de repeticdo, iguais a dezenas
de outros. Para além disso, algumas tarefas matematicas tém
contextos tdo artificiais e caricatos que podem fazer rir (sem
que isso tenha constituido uma inten¢ao dos seus autores). Este
aspeto, repetido, pode fazer com que os alunos percam a sua
capacidade de se deixar surpreender, quando isso € um propésito
dos autores das tarefas, como nestas de caracter humoristico.
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Comunicacao Visual

“Praticamente tudo o que os nossos olhos veem é comunicagdo
visual”. Esta afirmacdo de Bruno Munari, reconhecido designer
italiano, aponta-nos a natureza deste tipo de comunicacgdo, que
tem a sua origem nas Artes Visuais.

Bruno Munari afirma que:

conhecer a comunicagdo visual é como aprender uma lingua
composta s por imagens, mas imagens que tém o mesmo significado
para as pessoas de todas as nagoes e, por isso, de todas as linguas.
A linguagem visual é uma linguagem talvez mais limitada do que

a falada, porém, é mais direta. (p. 81)

Destacamos, assim, o cardter universal da linguagem das
imagens. Todos conhecemos o papel da linguagem visual, que
estd presente em inimeras situagdes a nossa volta. Isto significa
que todos estamos habituados a enviar e receber mensagens
através da linguagem visual, embora desconhecendo muitos dos
seus codigos e ndo tendo aprendido muitos aspetos da chamada
literacia visual.

Uma ideia que nos interessa destacar é que a mensagem visual
pode ser decomposta em informagéo e suporte. Considera-se
o suporte visual como “o conjunto dos elementos que tornam
visivel a mensagem’, isto é, “todas aquelas partes que devem ser
consideradas e aprofundadas para se poderem utilizar com a

méxima coeréncia em relagdo a informacao” (p. 93).

Interessa-nos, portanto, destacar cinco tipos de suporte
considerados pelos especialistas das Artes Visuais: Textura,
Forma, Estrutura, M6dulo e Movimento. A estes ha ainda a
acrescentar a Cor. Todos estes tipos de suporte tém uma forte
ligacdo & matemadtica e, por isso, o especialista de comunicagdo
visual recorre a muitas componentes da linguagem matemética
e a muitos objetos matematicos. Nao se espera que um professor
ou educador seja um especialista de comunicag¢ao visual; porém,
o conhecimento de muitos aspetos da comunicagéo visual e o

CRISTINA LOUREIRO

interesse por esta drea podem contribuir para desenvolver a
comunicacdo matemadtica.

Para despertar ou alimentar o interesse pela comunicagéo visual
fazemos uma pequena experiéncia ligando dois suportes, textura
e forma. Este ultimo é bastante familiar na matematica, mas
sobre o primeiro e a ligacdo dos dois talvez ji ndo possamos
dizer o mesmo.

TEXTURA E FORMA

Uma superficie pode ter uma textura ou adquiri-la. Texturizar
uma superficie é sensibilizd-la. Podemos, por isso, sentir a
textura ou criar a textura. Os designers consideram duas grandes
familias de texturas: as orgénicas e as geométricas. As primeiras
mais ligadas a natureza e as segundas mais construidas. Um dos
desafios dos designers é construir texturas organicas recorrendo
a processos, muitas vezes, de natureza geométrica.

Para pensar sobre este assunto, o melhor é fazer uma experiéncia
de texturizacéo a partir de uma forma geométrica fundamental,
o quadrado. Apresento-vos, por isso, um conjunto de quadrados,
divididos em partes, mas sem qualquer tipo de textura (figura
1). Naturalmente que a divisdo destes quadrados em partes foi
intencional e recorre a aspetos da gramédtica da forma, usando
linhas para marcar o quadrado. Nio sdo linhas quaisquer e foram
sendo dispostas de maneira a ficar estabelecido um conjunto
organizado de imagens que nos interpela e nos comunica
alguma coisa. A cada quadrado foi acrescentada informacao
pelo facto de terem sido tragadas algumas linhas. Além disso,
as figuras sdo todas distintas e o facto de estarem associadas
permite estabelecer ligagdes entre elas. Propositadamente, ha
intenc¢do de comunicar alguma coisa de um modo muito livre
e aberto, sem recorrer a qualquer tipo de comunicagéo verbal.

Experimentemos agora texturizar as figuras do conjunto obtendo
assim um novo conjunto (figura 2). A cada figura foi acrescentada

N
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Figura 2

informacédo visual. Mantém-se a auséncia de comunicagdo
verbal. O que ganhamos com a aplicagao da textura? O que
perdemos? Em que medida a mensagem se enriquece e nos
interpela, nos convida a responder estabelecendo, assim, um
didlogo meramente visual ou com uma forte componente de
comunicagéo visual?

A aplicacdo de texturas tem, principalmente, uma fungio visual.
No nosso exemplo, a aplicagdo da textura teve um propdsito
de comunica¢io matemdtica. E embora ele ndo tenha sido
desenvolvido, ficou bem patente que as varias divisdes do
quadrado em partes apontam vérios tipos de relagcdes que
podem ser estudadas geometricamente. Fica o desafio de obter
geometricamente, e para cada figura do conjunto, a relagdo
entre todas partes de cada quadrado e o quadrado inicial.
Naturalmente que a tltima figura é a mais intrigante. As relagdes
presentes e a simplicidade dos raciocinios geométricos para as
obter sdo inesperadas.

Os artistas aplicam texturas com objetivos de comunicagdo de
natureza distinta. Para ilustrar intenc¢oes estéticas, destaco uma
composicao de Sol LeWitt (figura 3). Neste caso, mantém-se a
forma de partida, o quadrado, também decomposto em partes
e mantém-se também o mesmo tipo de tipo textura, isto é,
tragos paralelos a grafite. Também LeWitt nos intriga e desafia
a descobrir o sentido desta sua composicdo, aparentemente, s6
estética. Serd mesmo s6 estética?

Figura 3

Uma outra composicdo de LeWitt (figura 4), possivelmente um
estudo para uma obra, pode ser associada a comunicagdo visual
que aqui apresentamos. Neste caso, a composicdo é sem textura
e com uma intencdo de estudo matematico. No texto que estd
na imagem pode ler-se: “linhas retas em quatro dire¢oes e todas
as suas combinagoes possiveis”

AR

Sol LeWitt.

Fifteen Frchings. Straight
lines in four directions
and all their possible com-
binations, in an edition

of rwenty-five copies, with
ten artist’s proofs. Printed
by Kathan Brown, Crown
Point Press, Oakland. Pub-
lished by Parasol Press,
Ltd. New York City, 1973.

Figura 4

A propésito de Sol LeWitt, sugiro a leitura do artigo de Eliana
Pinho, publicado na revista hd algum tempo e indicado nas
referéncias. Algumas imagens da obra de Sol LeWitt podem
ser obtidas em https://www.sollewittprints.org/introduction.

O objetivo desta nota foi mostrar como a comunicagido
puramente visual nos pode interpelar e desafiar do ponto de
vista matematico. Todas as imagens apresentadas sdo passiveis
de desenvolvimento que o espago desta nota ndo permitiu.
Fica, assim, a promessa de desenvolvé-las matematicamente
na perspetiva da comunicagéo visual.
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O feedback escrito como elemento regulador na
resolucao de problemas

JoAo CArLOSs TERROSO
JoANA Dias
FiripA MAcHADO

Com o desenvolvimento do processo de ensino-aprendizagem,
ao longo dos tempos, surgiram novas formas de avaliacdo,
alternativas ao tipico processo avaliativo baseado no julgamento
numérico. Sem deixar a sua funcio certificadora — uma avaliacao
com o intuito de reportar, informar e selecionar (avaliagdo
sumativa), a avaliacdo pretende também regular o ensino e
apoiar a aprendizagem dos alunos, assumindo um cardcter
mais formativo e regulador.

O feedback — que entendemos como um processo comunicativo
as produgdes ou intervengdes orais dos alunos, sob a forma
de um comentdrio escrito ou oral, com vista a sua melhoria
— é uma forma de operacionalizar a avaliacdo reguladora.
Deste modo, a comunicagio é uma importante dimensédo da
avaliagdo reguladora em contexto de sala de aula (Santos & Pinto,
2018). Por um lado, os alunos tém de comunicar, expressar o
seu raciocinio; por outro lado, o professor precisa comunicar
o que compreendeu desse raciocinio e estimular a melhoria
das produgoes dos alunos. O feedback vai, pois, ao encontro
de vdrias orientacoes constantes de documentos curriculares
de referéncia (ME, 2017; NCTM, 1999) e permite o acesso a
informacdo sobre o processo avaliativo a todos os intervenientes
— alunos e professor — garantindo, assim, a transparéncia desse
mesmo processo e promovendo a comunicagio entre alunos
e professor.

Neste texto, centramo-nos no feedback escrito porque foi aquele
a que demos mais atencdo nas nossas praticas letivas. Um dos
maiores desafios que enfrentdmos ao darmos feedback escrito as
produgoes dos alunos diz respeito ao caracter personalizado que
este processo acarreta. “F importante conhecer os alunos e dar
um feedback adequado ao perfil académico de cada um” (Santos
& Dias, 2006, p. 15). De facto, perante produgoes semelhantes,
em particular, perante dificuldades semelhantes de alunos
diferentes, 0 mesmo feedback nem sempre tem o mesmo efeito.
Mais ainda, em face a dificuldades semelhantes de um mesmo
aluno, o mesmo feedback também pode nao ter o mesmo efeito
(e.g., Vale, 2010). No entanto, e apesar deste caracter relativo
do feedback escrito, existem algumas caracteristicas que lhe
conferem qualidade e maior potencialidade no seu (desejado)
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efeito regulador. A escrita avaliativa (outra denominacao para

feedback escrito) deve:

— ser clara, para que autonomamente possa ser compreendida
pelo aluno;

— apontar pistas de a¢do futura, de forma que a partir dela o
aluno saiba como prosseguir;

— incentivar o aluno a reanalisar a sua resposta;

— ndo incluir a corre¢io do erro, no sentido de dar ao préprio a
possibilidade de ser ele mesmo a identificar o erro e a alterd-lo
de forma a permitir que aconte¢a uma aprendizagem mais
duradoura ao longo do tempo;

— identificar o que jé estd bem feito, no sentido de nio s6 dar
autoconfianca como igualmente permitir que aquele saber
seja conscientemente reconhecido (Santos, 2003, p. 19).

A qualidade do feedback é determinante para garantir um bom
funcionamento de um processo de comunicagio, isto é, onde
alunos e professores se entendam mutuamente. Mas o feedback
nem sempre leva a regulacdo pedagdgica (Santos & Dias, 2006).
Correspondera a um processo de regulacdo da aprendizagem
apenas quando o feedback é usado pelo aluno para melhorar a
sua aprendizagem (Wiliam, 1999).

Vérias investigagdes evidenciam que os professores, ao utilizarem
o feedback escrito regularmente, melhoram as aprendizagens
dos alunos (Black &Wiliam, 1998) e as suas capacidades de
identificacdo e autocorrec¢do dos erros (Santos, 2008). Mas,
para promover a autorregulacdo das aprendizagens dos alunos
¢é necessario que haja uma mudanca do estatuto do erro, no
contexto da sala de aula. O erro deve deixar de ser algo a
esconder de modo a evitar sangdes para ser algo inerente a
todo o processo de aprendizagem (Hadji, 1994; Pinto & Santos,
2006). S6 assim este poderd dar informagdes importantes para
apoiar de forma adequada um processo de avaliacdo reguladora
das aprendizagens.

No entanto, fornecer feedback adequado néo é tarefa facil para o
professor. Além do seu cardcter relativo, o tempo investido na sua
elaboracdo é significativo pelo que é necessario escolher muito
bem as tarefas sobre as quais se vai fornecer feedback. Por um
lado, devem ser escolhidas tarefas que levam os alunos a explicar
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a forma como pensaram, pois s6 assim o professor podera dispor
de informacdo suficiente para poder dar feedback adequado. Os
problemas (que potenciam varias abordagens e representagdes
e exigem a explica¢do do processo de resolucio) e as tarefas de
natureza mais aberta, como exploragdes e investigacoes, que
exigem a formulacdo de conjeturas e a descricao e justificacdo
dos raciocinios através de relatérios, por exemplo, prestam-se
a serem trabalhadas em duas fases, beneficiando os alunos do
feedback escrito fornecido pelo professor. Os testes escritos em
duas fases sdo exemplo de outras oportunidades para o professor
exercer o feedback escrito com forte intencdo reguladora das
aprendizagens dos alunos e para os alunos comunicarem
gradualmente melhor a forma como pensam matematicamente
(Pinto & Santos, 2006; Santos et al., 2010; Semana & Santos,
2010).

Por outro lado, as tarefas a comentar nido devem ser sujeitas a
qualquer tipo de classificagdo, pois dard ao aluno uma ideia de
conclusio, nio suscitando a necessidade de melhorar (William,
1999). Na verdade, a atitude e o comportamento do professor
sdo fundamentais para mostrar aos alunos a natureza e objetivos
que se pretendem alcancar na segunda fase do processo de
trabalho recorrendo ao feedback escrito. A segunda fase constitui
uma oportunidade para os alunos poderem refletir sobre o
trabalho que fizeram e o possam aperfeicoar, e é preciso que
eles compreendam isso muito bem (Santos, 2005).

A pratica continuada de feedback escrito ndo s6 ajuda os alunos
a compreender e interpretar os comentarios ao seu trabalho,
como ajuda o professor a melhorar a qualidade e adequabilidade
do feedback fornecido. Tal converge, progressivamente, numa
melhoria das produgbdes dos alunos e das capacidades de
comunicacdo escrita do professor (Dias & Santos, 2008; Santos
& Pinto, 2018).

Neste texto, partilhamos uma experiéncia que realizimos em
torno do feedback escrito, analisando em que medida este teve
um efeito positivo na melhoria das produgoes dos alunos a partir
de uma tarefa de natureza problematica que lhes propusemos.

A EXPERIENCIA REALIZADA

Escolhemos a tarefa apresentada na figura 1, selecionada de um
manual escolar do 8.° ano de escolaridade. Esta tarefa envolve
conhecimentos associados ao Teorema de Pitagoras, apelando a
capacidade de visualizagdo geométrica dos alunos e a capacidade
transversal de comunicacdo matemadtica.

E possivel colocar numa caixa de ferramentas, com 36 cm de comprimento,

27 cm de largura e 10 cm de altura, um pedago de cano metdlico de 42 cm
de comprimento? Explica a tua resposta.

36cm

Figura 1. Tarefa selecionada para a experiéncia realizada

Propusemos esta tarefa a um conjunto de alunos do 8.° ano de
escolaridade de um centro de explicagdes da Pévoa de Varzim e
de um centro de estudos de Matosinhos. Do total de dez alunos,
selecionamos apenas quatro alunos (trés da Pévoa de Varzim
e um de Matosinhos) uma vez que, na nossa opinido, as suas
resolugdes representavam a diversidade de respostas obtidas.

Todos os alunos ja tinham estudado o tema Teorema de
Pitagoras, embora ndo nos parecesse que tivessem abordado
este resultado no espaco. Por este motivo, e por aquilo que
observamos do trabalho dos alunos, esta tarefa apresentou-se
aos alunos como uma situacdo problemdtica — uma questdo
fechada em que o processo para encontrar a resposta ndo se
encontra imediatamente disponivel aos alunos, exigindo que
raciocinem sobre os dados para encontrar uma solugao.

O feedback escrito foi fornecido pelo professor que orientava
o trabalho de cada um destes alunos logo apds a resolucio da
tarefa. E os alunos tiveram a oportunidade de reformular as suas
produgoes, com base no feedback fornecido, imediatamente
apods receberem os comentérios do respetivo professor.

ANALISE DAS RESPOSTAS DOS ALUNOS

No que se segue, apresentamos as resolugdes dos quatro alunos
selecionados (Daniel, Manuel, Damiio e José — pseudénimos)
e analisamos as suas respostas iniciais, assim como o feedback
que lhes foi dado e as respostas finais por eles realizadas com
base nesse feedback.

Daniel

A primeira resolugdo do Daniel (figura 2) sugere que o aluno
procurou calcular o volume da caixa para tentar perceber se o
cano caberia (ou nao) dentro dela.
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R: O tubo cabia perfeitamente na diagonal.
Figura 2. Resposta do Daniel na primeira fase da tarefa

Na sua tentativa, o aluno enganou-se no proéprio calculo do
volume, obtendo um valor errado (97,2), dividindo-o por 10
e subtraindo-lhe o valor da medida do comprimento do cano.
Entendemos que a resposta evidencia um processo de resolucao
pouco claro e inadequado, ndo se percebendo o que o levou a
fazer os calculos que apresentou, nem como os valores usados
encaixavam na situagdo apresentada. No entanto, aparentemente,
o aluno percebeu que o tubo deveria estar na diagonal da caixa,
mas néo existem evidéncias do que o levou a referir isso.

Numa tentativa de ajudar o Daniel a perceber que a sua estratégia
ndo estava correta e de o incentivar a mudar de abordagem,
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demos-lhe o feedback que consta na figura 3. As palavras entre
parénteses dizem respeito ao que o Daniel escreveu apés receber
o feedback.
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Estive a analisar sobre a tua resolugéo... Nao percebi. Foste buscar o 972
onde? Serd que foi ao volume? (Sim)

Serd que o volume ird responder a questdo que é proposta? (Sim)

Tenta desenhar o cano dentro da caixa. Qual serd a posi¢do em que o
cano podera estar de modo a caber o maximo comprimento do cano
dentro da caixa? (Diagonal)

Figura 3. Feedback fornecido e respetivas respostas do Daniel na
segunda fase da tarefa

Numa segunda oportunidade de resolugéo, o Daniel respondeu
de forma afirmativa as duas questdes presentes no feedback do
professor e respondeu corretamente a tltima questao formulada.
No entanto, desistiu de tentar determinar se o cano caberia
dentro da caixa. Assim, da andlise que fizemos, verificimos
que o feedback dado ao Daniel ndo surtiu um efeito positivo em
pleno. Verificimos que o aluno identificou que o objetivo do
problema passava por descobrir a medida do comprimento da
diagonal espacial da caixa, mas ndo procedeu a sua determinacéo,
desistindo de completar a questdo. Pensamos que tal podera
ter acontecido devido ao facto de o professor ter baseado o
seu feedback num conjunto de questdes de resposta fechada
(sim ou ndo), em vez de ter baseado o feedback em questoes,
comentdrios ou pistas que incentivassem o Daniel e reanalisar
o que ja tinha feito (bem) e a debrugar-se sobre o que lhe faltava
fazer para completar o seu raciocinio.

Manuel
O Manuel apresentou a seguinte resposta como primeira

resolugdo do problema (figura 4):

Apesecr J; rao t('hl(‘ju;l'
rfe"ur\c- c(‘n}ﬂ: peire ’(“l

10 cm
E <& F(v:.‘vc" ctlpctu e con -
el ~e se esle ut’fwzr 55‘0.
b
il ‘
BT 5 coro et repre-
36cm 4 o F e >
; e (e
fterniet o e Julol “ J;J ’
o Siagural cors Lo
S:'J (r'r’.—w\.‘f{:x;:s ,evexn-
fades.

Apesar de ndo conseguir efetuar contas para tal, é possivel colocar o cano
se este estiver colocado como estd representado na figura, ou seja, na
diagonal com uma das extremidades levantada.

Figura 4. Resposta do Manuel na primeira fase da tarefa
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Pudemos verificar que o Manuel percebeu que, ao descobrir a
diagonal espacial, poderia chegar a uma concluséo e resolver
o problema. No entanto, Manuel afirmou que ndo possuia
informacéo suficiente para determinar a medida do comprimento
da diagonal espacial da caixa.

Perante esta resposta, o docente reforcou positivamente o
Manuel e procurou, no feedback fornecido, que o aluno se
focasse nas medidas que eram apresentadas no enunciado da
tarefa: Serd que ndo consegues chegar a medida dessa diagonal?
Tenta explorar mais o teu esquema. Utiliza as medidas que vés
na figura, tenta utilizar a figura e os conhecimentos que tens
para chegares a resposta. Estds num étimo caminho.

Apés a leitura do feedback, Manuel apresentou a seguinte
resolucdo ao problema proposto (figura 5):
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E possivel colocar um cano de na caixa de ferramentas, se este estiver na
diagonal da caixa, que tem de diagonal.

Figura 5. Resposta do Manuel na segunda fase da tarefa

Pudemos observar que o Manuel ndo sé reformulou a sua
conjetura, passando a utilizar a diagonal facial, como entendeu
perfeitamente o feedback escrito que lhe foi fornecido. Nesta
segunda fase, respondeu corretamente ao problema proposto
e utilizou uma abordagem geral, bastante eficiente. Assim, o
feedback fornecido surtiu um efeito positivo no aluno, tendo
contribuido para uma significativa melhoria da sua resposta.
Damiao

Durante a resolugio do problema, Damido confessou que havia
uma ideia que néo percebia e o professor solicitou-lhe o registo da
sua divida num post-it. A davida relacionava-se com o formato
do cano: o aluno pensava que o cano seria representado pela
pega da caixa existente na figura que acompanhava o enunciado
do problema. Achidmos curioso que, por vezes, as préprias
figuras que acompanham os enunciados dos problemas que sdo
apresentados aos alunos os podem confundir e que, portanto,
o professor deverd ter algum cuidado na selegdo dessas figuras.

O Damido foi bem sucedido na sua primeira resposta,
apresentando o seguinte raciocinio:
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D2 =1?+c%+h?
D? =367 + 272 + 107
D2 = 1296 + 729 + 100
D? = 2125
D =+2125
V2125 = 46

R: Sim, é possivel colocar.

Depois de analisada a resposta, verificimos que o aluno
apresentou uma resolucdo eficaz e correta. Para além de um
reforco positivo, o professor incluiu no feedback escrito a
possibilidade de tornar a resposta com um calculo mais simples,
tentando fazer com que o aluno, em vez de calcular a diagonal
espacial, passasse a calcular a diagonal facial da face de medidas
36 e 27 cm. Tal bastaria para chegar a resposta do problema.

O feedback dado foi o seguinte: Foi uma otima resolugdo!
Parabéns! A diagonal espacial resolveu o teu problema. Serd que
é a unica posi¢do que garanta que o cano cabe dentro da caixa?

Na figura 6, apresentamos a segunda produgdo do Damido,
com base no feedback fornecido.

3f‘if36a+ oy d® = 362 + 272
i aap b 708 d2:1295+729
R ORPCEY d® = 2025
o, I d =Vv2025
-0{; 2025 d= 45
(): SRR
- 42 <45

R: Nao, para além de o cabo caber numa diagonal espacial, cabe também
numa diagonal facial.

Figura 6. Resposta do Damido na segunda fase da tarefa

O aluno correspondeu de forma bastante positiva ao feedback
dado. Para além de dar uma resposta eficaz e eficiente, tenta ser
mais esclarecedor no seu raciocinio e justifica os passos que da.
Este aluno apresenta-se como um caso de sucesso na resolugéo
do problema proposto.

José

A resposta que foi entregue pelo José a tarefa foi a seguinte
(figura 7).

De facto, o José encontrou duas formas de colocar o cano dentro
da caixa, uma envolvendo a diagonal facial da base da caixa e
outra com a diagonal espacial da caixa. Desta forma, o aluno
mostrou ser eficaz a resolver o problema. Assim, o feedback
dado estimulou-o a procurar uma forma de chegar diretamente
a diagonal espacial, sem calcular a diagonal da base.

o~
O3 ¢

RL:%Z-iZ?z

o> 8% - 2964 3%
o Q%= 20725
R: o &oi’er\“ da coixa O cano AR = 20
elalico de G2 om cobe v / (;)-R - S g
aoo
b _’3
5 B i R: N ((_m;c”_l de. caixe, o temo
R Sy ol L) wddlico ds w2 ,m“(fv'ni Nx caima /./

vV

) %=

a=? R: Na diagonal A da caixa, o
h? = 362 + 272 a7k
s ) TR L T cano de metalico de 42 cm,
S cabe na caixa.
h =+2025
< h =45 cm
AZ =452 :-’102 R: Na diagonfil B da caixa,
RZ = 2025 + 100 o cano metalico de 42 cm,
h2 = 2125 cabe na caixa.
©h=v2125

Figura 7. Resposta do José na primeira fase da tarefa.

O feedback dado ao aluno foi o seguinte: Muito bem! De facto,
o cano metdlico cabe na caixa. Serd que em vez de fazeres dois
passos para chegar a diagonal b conseguias fazer os cdlculos
num s6 passo?
No entanto, o feedback dado ndo foi compreendido pelo aluno,
tendo o mesmo apresentado a seguinte resposta na segunda
fase (figura 8):

_bxa
&5 g
e 48,6

Figura 8. Resposta do José na segunda fase da tarefa.

Podemos observar que o José escreve a férmula da drea de um
tridngulo e que apresenta um valor (48,6) cuja origem néo é
indicada. Assim sendo, percebemos que o feedback dado nio
foi interpretado de forma correta pelo aluno e até o levou a dar
um passo no sentido oposto da resposta.

CONSIDERAGOES FINAIS

O feedback escrito deve ter em consideracdo o recetor da
mensagem para que de facto possa funcionar como um elemento
comunicativo com a firme inten¢do de ajudar os alunos a
melhorar as suas produgoes e as suas aprendizagens. Isto é, o
professor deve adaptar a linguagem, o vocabulario e o contetido
do que comunica a todo e a cada aluno a quem se destina o
feedback. Na experiéncia que realizdmos, o feedback dado aos
alunos Daniel e José ndo surtiu o efeito desejado ou apenas
o surtiu parcialmente, uma vez que, perante a mensagem do
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professor, estes alunos ndo conseguiram ter sucesso nas respostas
dadas. Porque ¢ que isso tera acontecido? O feedback dado ao
José foi curto, embora nos pareca ter sido claro e direto; no
entanto, o aluno podera ndo se ter sentido desafiado a procurar
um caminho mais curto para a solu¢do que ja tinha encontrado
— provavelmente poderiamos ter desafiado o aluno a resolver
uma situagdo um pouco mais complexa ou entio a inventar um
problema semelhante. J4 o feedback dado ao Daniel foi um pouco
longo e incluiu muitas questdes, que poderdo ter confundido
o aluno, fazendo-o centrar a sua atengdo na resposta a essas
questdes em particular e ndo conseguindo ver e compreender
a mensagem no seu todo, na sua globalidade.

Por outro lado, temos os casos do Manuel e do Damido, em que o

feedback surtiu o efeito desejado. Em ambos os casos, o feedback
incentivou os alunos a refletir sobre as respostas ja obtidas e a
completa-las, melhoré-las, comunicando melhor as ideias e os
seus raciocinios. Talvez tenha sido este enfoque do feedback
na reflexdo sobre o trabalho ja realizado que tenha contribuido
para que cumprisse o seu papel de elemento regulador. Nos
casos destes alunos, o feedback permitiu ao professor chamar
a atencdo dos alunos para aspetos que ndo sio captados por
eles inicialmente, mas que, numa segunda fase, numa segunda
oportunidade, lhes permitem enriquecer as suas respostas.

Verificimos ainda que os alunos envolvidos nesta experiéncia
que realizdmos solicitavam a ajuda dos professores para poderem
elaborar a resposta ao feedback. Por diversas vezes foi necessario
remeté-los para a mensagem escrita, coisa que estes tinham
relutincia em fazer, talvez por ndo estarem habituados a lidar
com situacdes semelhantes em contexto de sala de aula. Estas
reagoes dos alunos podem ser um indicador da dificuldade que
eles revelam em entender o papel do feedback: a ideia nao é que
eles respondam a uma nova questdo (vendo o feedback como
uma nova tarefa ou uma extensio da tarefa anterior), mas sim
que usem a informacéo contida no feedback para refletir sobre
o que jé fizeram e melhorar o que ji conseguiram fazer (vendo
o feedback no seu papel regulador).

O feedback escrito é um meio que contribui de forma eficaz para
a consciencializacio por parte dos alunos dos erros cometidos
e também para a busca de formas para os ultrapassar, para além
de ajudar a melhorar o seu desempenho, independentemente
do que ja conseguiram alcancar com a resposta dada. Através
de questaes, pistas e incentivos a reflexdo do aluno, o professor
consegue ter uma visdo mais aprofundada dos avancos e
recuos que os alunos realizam nas tarefas, permitindo recolher
evidéncias para futuras agdes educativas do professor. No
entanto, tal como Semana e Santos (2010) nos alertam, ndo
basta conhecermos as recomendac¢des da investigacdo em
Educacdo Matematica acerca das caracteristicas de um bom
feedback para que esteja garantido que os alunos irdo melhorar
as suas produgdes. Dar feedback é muito complexo e exige uma
constante reflexdo do professor acerca do efeito que este tem
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na aprendizagem de cada aluno. Sem dtvida, a pratica regular
de feedback ajudard a melhorar o préprio feedback dado pelo
professor e melhorard também a comunicacgéo de raciocinios
por parte do aluno.
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TECNOLOGIAS NA EDUCAGAO MATEMATICA

ANTONIO DOMINGOS

GeoGebra no Ensino Aprendizagem da
Trigonometria e Fun¢des Trigonometricas

O ensino e aprendizagem da matemdtica pode ser potenciado
pela utilizacdo da tecnologia em contexto da aula, ajudando a
compreensdo dos conceitos através da manipulacdo das suas
diferentes representagdes. Neste artigo procura-se mostrar como
os conceitos trigonométricos sdo apreendidos pelos alunos do
11.° ano de escolaridade quando utilizam o software GeoGebra
como ferramenta de trabalho. Em particular, pretende-se
perceber o papel do GeoGebra na conversio entre as diferentes
representacdes de objetos matemdticos e na comunicagdo
matematica.

Para essa andlise, utilizaram-se os contetidos programaticos do
dominio Trigonometria e Fungdes Trigonométricas que sdo
apresentados aos alunos do Ensino Secundério no inicio do
11.° ano.

INTRODUCAO

Uma das principais caracteristicas de um software de Geometria
Dinémica é a possibilidade de movimentar os objetos no ecra
do computador (folha grafica) sem alterar as propriedades da
construgéo inicial, o que permite, investigar, descobrir, confirmar
resultados e fazer simulagdes, permitindo, inclusive, levantar
questdes relacionadas com a sua aplicagdo pratica.
Ferramentas computacionais como o Cabri Géométre,
Geometer’s Sketchpad, ou 0 GeoGegra permitem a construgio
e manipulacdo de objetos geométricos e a descoberta de novas
propriedades desses objetos, através da investigacao das relagdes
ou medidas que se mantém invariantes. Possibilitam ainda um
contexto que promove a discussdo professor-aluno e aluno-aluno,
acerca dos objetos e propriedades observadas, favorecendo a
comunicagéo entre pares e professor-aluno.

O GeoGebra é um software de Matemdtica dindmica que combina
a facilidade de utilizacdo de um software de geometria dindmica
com alguns recursos de um sistema CAS (Computer Algebra
System) que permite manipulagdo simbdlica de expressoes e
uma folha de célculo. Entre outras funcionalidades, o GeoGebra
permite trabalhar em simultdneo com janelas/folhas diferentes
(figura 1): gréfica; algébrica e numérica; CAS; folha de calculo;
e permite visualizar, em simultineo, diferentes representacoes
de um mesmo objeto matematico.

Assim, diferentes representagbes de um mesmo objeto
matematico estdo relacionadas dinamicamente de tal forma

€7 GeoGebra - a X
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Figura 1. Janela GeoGebra com folha algébrica e duas folhas
graficas 2D
que cada representacdo se adapta automaticamente a
mudangas efetuadas em qualquer das outras representagoes,
independentemente da representacio utilizada inicialmente
para “definir/construir” o objeto.

A capacidade de efetuar conversdes entre diferentes
representagdes de um mesmo objeto ¢, segundo Duval (1993),
condicdo absolutamente necessdria para a formagdo de
conceitos matemdticos. Por exemplo, o NCTM afirma que “o
poder grafico das ferramentas tecnoldgicas possibilita o acesso
a modelos visuais que sdo muito poderosos, mas que muitos
alunos sdo incapazes ou ndo estdo dispostos a realizar de modo
independente” (NCTM, 2007, p. 27).

Segundo Costa (1997) um dos obsticulos no estudo das
fungdes trigonométricas, refere-se ao estatuto dos objetos
trigonomeétricos. Costa assinala a dificuldade de compreensao do
estatuto dos objetos trigonomeétricos, uma vez que estes surgem
inicialmente no quadro geométrico e numérico associados ao
tridngulo retangulo, mais especificamente, na resolucéo de
problemas envolvendo tridngulos retangulos, sem carateristicas
funcionais. Para se passar ao estudo das fun¢des trigonométricas
é necessario estender as defini¢des de seno, cosseno e tangente
ao angulo generalizado, relacionar estas defini¢des com o sistema
de coordenadas cartesianas e estabelecer a correspondéncia entre
a abcissa, x, de cada ponto da reta real, com o respetivo seno e
cosseno do dngulo de amplitude, medida em radianos, igual a x.
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CONTEXTO EDUCATIVO

Nos préximos pontos, apresentam-se excertos de didlogos que
ocorreram durante entrevistas realizadas a dois alunos da turma
envolvida na investigacdo, a Laura e o Pedro (nomes ficticios para
preservar a identidade dos mesmos), onde se procura, analisando
as resolugoes por eles apresentadas relativas a uma tarefa
(figura 2), compreender se o ambiente de trabalho possibilitado
pela mediacdo do GeoGebra, favorece as aprendizagens e a
comunicacao.

Com esta tarefa, de caracter eminentemente pratico, pretendia-
se ajudar os alunos a atingir os seguintes objetivos: identificar
as transformacoes geométricas que permitem obter o gréfico

cartesiano de uma funcio real de varidvel real da familia
f(x)=asin(bx+c)+d, a,be R\{0} e ¢,deR, como
imagem geométrica do grafico cartesiano da funcdo seno;
identificar, por andlise do seu gréfico cartesiano e/ou expressdo
analitica, o contradominio e o periodo fundamental de fungoes
desta familia; determinar uma expressio analitica de uma fungéo
trigonométrica que verifique determinadas propriedades ou da
qual se conhece parte da sua representacéo gréfica. Pretendia-se
ainda, com mediacdo do GeoGebra, favorecer a comunicagéo.
A tarefa foi apresentada aos alunos em suporte de papel e, para
a resolver, os alunos dispunham de um computador equipado
com o software GeoGebra.

Tarefa 1

1. Na caixa de entrada da folha grafica introduz cada uma das fungdes reais de varidvel real definidas pelas expressoes apresentadas na tabela seguinte.

Depois, na folha algébrica do GeoGebra, desativa todas as fungdes exceto a fungéo f.

T

Nota: deves configurar a folha gréfica de forma que, no eixo Ox, a “unidade de escala” seja 1t e a distancia entre marcas Z .

f(x) =sinx

g(x) =2+sinx

h(x) =—1+sinx

i(x) =3sinx

j(x) =4sinx

k(x) = —3sinx

I(x) = sin (x + g)

m(x) = sin (x - %)

n(x) = sin(x + m)

o(x) = sin(2x)

p(x) = sin(3x)

q(x) = sin (;)

2. Na folha algébrica do GeoGebra ativa uma fungéo de cada vez e completa a tabela seguinte:

Funcao Dominio

Contradominio Periodo fundamental

f

g

h

QT x | |~ ™~

3. Num pequeno texto identifica as transformagdes geométricas que permitem obter os graficos de cada uma das fungoes referidas em cada alinea como

imagem do gréfico da fungédo fe quais as alteracdes que se verificam em relacdo ao contradominio e periodo fundamental.

4. Determina uma expressdo para a fungio cujo grafico pode ser obtido como imagem do gréfico da fungéo definida pela expressdo f{x)=sin(x) e verifica

as seguintes propriedades:
4.1. tem contradominio [1, 3] e periodo z .
4.2. tem contradominio [-1,3], periodo 1’

5. Escreve uma expressdo que defina a fungéo real de varidvel real representada em referencial ortogonal xOy na figura seguinte.

i af--

Figura 2.
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Os didlogos professor/aluno ocorrem apds os alunos terem
resolvido as tarefas e tém por objetivo ajudar os alunos a
comunicar os resultados, a consolidar os conceitos envolvidos
e corrigir eventuais erros e, simultaneamente, ajudar o professor
a perceber a forma como os alunos aprenderam os conceitos
matematicos envolvidos na tarefa.
No didlogo seguinte, entre a Laura e o professor, pode
observar-se como a presenca do GeoGebra pode favorecer a
comunicacio, ajudando a aluna a reconhecer o erro cometido
na identificagdo do periodo fundamental da fungéo r.v.r. definida
por p(x)=sin(3x) e a corrigi-lo.

[...]
Professor: Na funcdo p indica o periodo fundamental como
sendo iguala Z ...
L.: Sim. 2
Professor: Pode explicar-me como obteve esse valor?
[A Laura ativa as representagoes graficas do seno e da fungio
(figura 3) observa-as e, aparentemente, fica confusa].

M N7 VAN Ve

Figura 3. Representagdes graficas das fung¢oes definidas por
flx)=sinx e p(x)=sin(3x)
Professor: Pode indicar-me onde posso observar, no grafico,
o periodo fundamental de p?

L.: Comeca aqui [aponta para a origem do referencial] e termina
. 2r .

aqui [aponta o ponto de coordenadas 50 cujas coordenadas

néo estao identificadas no referencial].

[o semblante da Laura mostra que percebe o erro mas tem

dificuldade em avancar].

Apercebendo-se da dificuldade da aluna o professor lan¢a nova

questao:

Professor: Quantas vezes cabe o periodo fundamental no
intervalo [0,27[?

L.: Penso que trés vezes. Sim, é isso, aqui, aqui e aqui [apontando,
na folha gréfica, para os pontos de abcissas 2—”, 47” e2r |.
Professor: Entdo, o periodo fundamental de p é?

L.: 2 dividido por 3.

Comparando, por sugestdo do professor, os graficos da funcio p
e da funcdo seno a Laura consegue identificar o erro cometido
e, em didlogo com o professor, mediado pelo GeoGebra,
reconhecer a relagdo entre os periodos fundamentais das duas
funcgoes, o que lhe permite obter o valor pedido.

No didlogo seguinte, entre o Pedro e o professor, pode observar-se
aimportancia do GeoGebra quer no que se refere as conversoes
entre as representacdes algébrica e gréfica, favorecendo o
desenvolvimento dos invariantes operatdrios relativos a cada
transformacdo e/ou & composicdo das mesmas, quer no que
refere a argumentacédo do aluno.

. O contradominio é ficil, sabemos que o seno estd entre
-le1, porisso é sé ver as transformacoes, que com os graficos,
¢ mais facil, olhamos para um e outro e vé-se logo.
Professor: E para o periodo fundamental como fez?

P.: Comparei com a funcio seno.

Professor: Como assim?

P.: Quando s6 hd translacdes, o gréfico sé se desloca para cima,
ou para baixo, para a esquerda ou direita, por isso o periodo
fica na mesma. O periodo também néo se altera quando se
multiplica o seno por um nimero.

Professor: Porqué?

P.: Porque nesse caso o grafico tem uma dilatacdo vertical, mas
na horizontal fica tudo na mesma.

Professor: O que quer dizer com fica tudo na mesma?

[O Pedro ativa as fungdes i, j e h e argumenta (figura 4)]

P.: Quando olhamos para o grafico destas fung¢des vemos que o
periodo fundamental comeca aqui [apontando, na folha grafica,
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Figura 4. Folha gréfica apresentada pelo Pedro com as fungoes fi,j e h.
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Figura 5. Folha grafica com as fungdes f (funcédo seno) e p (definida por p(x)=sin(3x)) ativas.

para o ponto de coordenadas (0, 0)] e acaba aqui [apontando
para o ponto de coordenadas (27, 0)].

P.: Estas aqui é que foram mais dificeis [referindo-se as fungoes
0, p e q]. No contradominio ndo, mas no periodo fundamental
fiquei um bocado baralhado...

Professor: Entdo, como resolveu o problema?

P.: Comparando os graficos com o do seno.

[...]

P: Mas o pior foi na funcéo p [ativa o grafico da fun¢ao]. Aqui

onde acaba a volta [aponta para o ponto de coordenadas o

(figura 5)] ndo aparece nenhum nimero. Fica mais dificil assim.

Mas depois, comparando, os graficos, vé-se que o periodo da

funcdo seno é trés vezes maior que o da funcéo p. Depois lembrei-

me que isto tem a ver com as dilatagdes e corzltrag()es horizontais
T

. , 1
e, como neste caso o coeficiente é 3 fica 5

No seu discurso, o Pedro recorre frequentemente as
representacdes graficas obtidas no GeoGebra, para sustentar
as suas assercdes. A comparagdo dos gréficos cartesianos das
diferentes fungdes com o grafico da fungdo seno permitem que
o Pedro identifique as transformacgdes geométricas associadas
a cada um dos parametros bem como as propriedades que se
mantém invariantes. A possibilidade de recorrer ao GeoGebra
ajuda o Pedro a clarificar os conceitos matematicos envolvidos
na resolucéo da tarefa e na organizagéo da sua argumentacéo,
favorecendo assim a comunicagdo e a aprendizagem.

CONSIDERAGOES FINAIS

Os didlogos apresentados reforcam a ideia de que ambientes
de Geometria Dinamica mediados por sofiwares como o
GeoGebra, porque permitem uma forte ligacdo entre as
diferentes representacdes de um mesmo objeto matematico,
melhorando assim a capacidade de conversao entre as mesmas,
favorecem as aprendizagens e promovem a argumentacgdo e a
comunicacgdo matemadtica, ajudando a detetar e ultrapassar erros.
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Assim, porque a apropriacdo do GeoGebra é feita a medida que os
alunos o vao integrando na sua atividade, a sua utilizagéo permite
o0 acesso a visualizacdo de conceitos/objetos matematicos, o que
favorece os didlogos dos alunos com o professor, permitindo
ao professor entender melhor o pensamento do aluno mediado
pelo GeoGebra e ao aluno uma melhor regulacdo das suas
aprendizagens.

Parece-nos por isso que a utilizacdo do GeoGebra, ou outros
softwares de Matemadtica DinaAmica, deve ser incentivada
quer dentro quer fora da sala de aula, promovendo o trabalho
auténomo dos alunos e tornando-os agentes da sua proépria
aprendizagem.
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A comunicacao em matematica e os desafios da
Lingua Gestual Portuguesa

Joana TiNnoco
MARIA HELENA MARTINHO
ANABEIA CRUZ-SANTOS

A aprendizagem da matemadtica é um processo dindmico no
qual cada aluno vai progressivamente construindo o seu préprio
conhecimento matemadtico, e fi-lo a partir de experiéncias
pessoais, bem como do retorno que recebe dos seus pares, de
professores e de outros adultos. Esta construcdo é amplamente
favorecida se o aluno estiver sujeito a experiéncias que lhe
possibilitem a construgéo social do conhecimento, através do
discurso, da atividade e da interagdo (NCTM, 2017).

Mas como é que se processard a comunica¢do na aula de
Matemdtica quando professor e alunos ndo sdo fluentes
numa lingua comum? Esta foi uma das questdes com que nos
depardmos quando decidimos realizar uma investigacdo numa
turma constituida por alunos com deficiéncia auditiva (DA),
onde a professora era fluente em Lingua Portuguesa (LP), na
sua vertente oral e escrita, e a lingua dominante nos alunos era
a Lingua Gestual Portuguesa (LGP).

Vivemos numa sociedade que defende a escola inclusiva, onde as
caracteristicas de cada um, apesar de poderem ser culturalmente
diferentes, sdo vistas como um complemento do outro e ndo
Como ameagas ou perigos que pdem em risco a nossa propria
integridade. Assim, a escola inclusiva deve ser um local onde a
todos e cada um dos alunos é favorecida a aquisi¢cao de um nivel
de educacdo e formacdo facilitadoras da sua plena inclusio social.

Para tal, é necessdria a criagdo de condigdes para que a vida na
comunidade escolar seja entendida, ndo sé como o partilhar
do mesmo espaco fisico, mas também como um local onde a
comunicagdo seja satisfatdria entre todos, permitindo a interacdo
entre os varios elementos que a constituem e onde haja um
processo de aprendizagem global e conduzido na lingua natural
de cada um (Cabral, 2005), que, no caso dos alunos portugueses
com deficiéncia auditiva, é a Lingua Gestual Portuguesa. Cabe
aos profissionais que trabalham com estes alunos poderem
pensar o curriculo e adaptar as suas préticas as necessidades,
caracteristicas e interesses de cada um deles (Freire & César,
2007), valorizando a educacéo bilingue e bicultural (Gongalves,
2005), dentro e fora da escola.

Apesar de haver evidéncias de que a aprendizagem matematica
que alunos com DA realizam segue processos semelhantes a
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dos seus pares ouvintes, nio se verificando correlagdo entre o
nivel de surdez e o desempenho em Matemadtica (Nunes, Evans,
Barros, & Burman, 2011), quando se efetua a comparagdo entre a
idade escolar e aidade cronoldgica verifica-se um desfasamento,
em Matematica, entre os alunos com DA e os seus pares de
desenvolvimento tipico de 2 a 3,5 anos (Baptista, 2008). Por
norma, os alunos com DA possuem niveis de escolaridade mais
baixos, percursos escolares descontinuados e marcados pelo
abandono precoce da escola, o que faz com que sejam cada
vez menos representativos 8 medida que se avanga no grau de
escolaridade (Nunes, 2012).

Para estes alunos, hd uma questio que fard sempre a diferenca:
nem sempre o professor de Matematica e os alunos possuem a
mesma lingua materna, ou sdo fluentes numa lingua comum.
Esta questdo ndo pode ser respondida, de forma simplista, pela
presenca de um intérprete de LGP nas aulas de Matematica
destes alunos, pois, por um lado, a mera existéncia ndo é por
si sé sin6nimo de que a mensagem esteja a passar entre os
vérios intervenientes de forma eficaz. Por outro lado, a LG[P]
ainda nio é suficientemente adequada a representacio de ideias
matemadticas com a clareza ou profundidade necessarias (Rowley,
2001). Na verdade, muitos gestos terminoldgicos ndo estdo ainda
estabilizados ou padronizados, e muito do vocabulario especifico
da disciplina de Matematica ainda ndo estd integrado no léxico
da LGP (Carvalho, 2013), como é o caso de paralelogramo,
isdsceles, escaleno e teorema (Nunes, 2012), algarismo, décima,
centésima e milésima, decimal, dezena, centena e milhar, fracéo,
menor e maior, multiplo, nimero primo, operacdo, percentagem,
poténcia, problema, quatrocentos, sequéncia, trezentos e vinte
e cinco, valor aproximado e valor exato (Almendra, 2014), entre
muitos outros.

Perante esta constatacio, procuramos dar resposta a questdo:
Que desafios linguisticos ocorrem na aula de Matemdtica
com alunos com deficiéncia auditiva? Para tal, procedemos a
observacdo de aulas de Matemadtica, durante um periodo letivo,
de janeiro a margo, de uma turma do 6.° ano de escolaridade,
constituida por quatro alunos com deficiéncia auditiva, de uma
escola de referéncia para o ensino bilingue da Regido Norte de
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Portugal. Estas aulas contavam com a presenca da professora de
Matemdtica e ainda de uma intérprete de LGP. Iremos analisar
neste artigo alguns episoédios que ocorreram com uma aluna,
a Carla.

CASO CARLA

Carla nasceu numa cidade do Norte de Portugal, tinha onze
anos e uma surdez severa a profunda, diagnosticada aos vinte e
seis meses (pré-linguista). Usava proteses bilaterais e apesar de
fazer leitura da fala, ndo o fazia de forma eficiente, dependendo
muito da traducdo simulténea realizada pela intérprete de LGP.
Carla frequentou turmas bilingues desde o pré-escolar, exceto no
primeiro e segundo anos, em que esteve inserida numa turma
regular.

Carla era uma das alunas da turma com maior perda auditiva,
o que ndo a impedia de interagir ativamente ao longo das aulas
observadas. Sempre que sentia necessidade, solicitava a presenca
da professora e, se esta estivesse ocupada, recorria a intérprete
de LGP ou a colegas. Trata-se de uma aluna muito expansiva e
dvida de conhecimento. Apesar de comunicar em LGP, Carla
usava preferencialmente a LP oral para comunicar. Procurava
superar a sua forte limitacdo auditiva recorrendo a LGP, a leitura
labial da lingua portuguesa falada e a lingua portuguesa escrita,
sendo nesta componente que demonstrava maiores dificuldades
ao nivel da compreensdo.

Carla revelou alguma limitacdo ao nivel do vocabulério, quer
utilizado no dia-a-dia, quer vocabuldrio matemadtico. Essa
dificuldade ficou evidente na leitura de enunciados escritos em
que desconhecia termos do dia-a-dia. Alguns exemplos: “Indica
os termos... O que é indica?’, “o que quer dizer... producéo de
macas?’, “Tinha [o pre¢o] marcado. Marcado?” ou “Camisola
Cujo prego... cujo???”.
Um exemplo ilustrativo é dado pela sua reacdo ao enunciado
que inclui o extrato seguinte:
Para realizar esta experiéncia, vais usar um recipiente graduado.
Comeca por escolher alguns objetos de formas e dimensdes
diferentes para serem mergulhados em dgua. De seguida deita dgua
no recipiente graduado até a marca de vinte decilitros. Mergulha,
um por um, todos os objetos que escolheste no recipiente, de modo
que fiquem completamente debaixo de agua (...). (Oliveira et al.,
2011, p. 8)

Perante este enunciado, Carla sentiu-se perdida com a expressdo
um por um por nao lhe atribuir qualquer significado. O episédio
vem retratado de seguida e revela como a pouca fluéncia em
lingua portuguesa pode prejudicar a compreensio de um
enunciado.

Carla (para outra colega): Isto é muitos... é para escolher um.
Professora: Lé bem, 1é bem.

Carla: Mas aqui um por um.

Professora: Sabes o que quer dizer um por um? (...) Mergulhou
todos...
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Carla: Mas néao diz cada um... diz por um... ndo percebo
Professora: Um por um é um de cada vez.

Carla: Mas aqui néo diz cada um!

Professora: Um por um. E igual.

Carla: Mas eu ndo sei.

Professora: Mas a gente estd, mas a gente estd a dizer...
Intérprete (para a professora): E um conceito que ela...
Intérprete (em LGP e oralmente): E igual.

Professora: E igual.

Carla: E porque néo estd cada um?

Repare-se que a aluna possui um leque muito restrito de
vocabulario e parece sentir-se confortivel com termos seus
conhecidos e desconfortavel com os que nio o sdo. Neste caso,
como ndo se sentia familiarizada com a expressao um por um,
foi com estranheza e relutincia que o aceitou como sinénimo de
cada um, mesmo apos o esclarecimento, por parte da professora
e da intérprete de LGP.

No que respeita a vocabuldrio matemdtico, Carla procurava
associar os termos que desconhecia a outras palavras cuja
fonética se aproximava. Por exemplo, desconhecia o significado
da palavra proporcionalidade, mas tentou dar-lhe sentido
dizendo “proporcio e nacionalidade’, recorrendo a palavras que
conhecia. Similarmente, quando a professora referiu a unidade
fundamental para medir volumes, Carla associou fundamental
a fundo e volume a nivel sonoro.
Esta limitacdo em termos de vocabuldrio, provocada pela pouca
fluéncia em LP, associada a limitacdo auditiva, justificava a
frequente solicitacdo de apoio. Em seguida transcreve-se outro
episddio ilustrativo de uma situagéo ocorrida em sala de aula,
onde a aluna demonstra conhecer o gesto representativo da
unidade de medida decilitro, mas néo a sua correspondéncia
em LP, recorrendo por esse motivo a intérprete.

Professora: Vejam l4 a pergunta, se faz favor. Releiam.

Carla: Dois dois virgula cinco.

(A aluna refere-se a 22,5 e faz o gesto de decilitro para a

intérprete, que traduz).

Intérprete: Decilitros.

Carla: Decilitros de sumo.

Professora: De qué?

Carla: Sumo. De sumo.

Professora: Leiam.

Intérprete: Ela disse decilitros.

Professora: Quem é que disse decilitros?

Intérprete: A Carla.

Professora: Mas ela estd-me a dizer sumo, sumo, sumo.

Intérprete: Mas antes disse decilitros.
Note-se que Carla conhecia o gesto para representar a unidade
de medida decilitro, mas desconhecia a sua correspondente em
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LD, pelo que recorreu a ajuda da intérprete de LGP para que
posteriormente pudesse dar a professora uma resposta correta.
Neste caso, a professora ndo ouviu a resposta dada pela aluna,
ou julgou que esta estaria a ter uma conversa paralela com a
intérprete de LGP. Percebendo, a intérprete de LGP interveio
reforcando a resposta dada. Repare-se, também, na forma como
a aluna efetuou a leitura do valor numérico, utilizando a tradugéo
linear da utilizada em LGP, ou seja, algarismo a algarismo: dois
dois virgula cinco, diferente da forma usual de leitura numérica
em lingua portuguesa.

A relagdo entre a LGP e a LP ndo é linear, uma vez que ambas
possuem estrutura prépria, o que pode gerar alguma confuséo.
Carla tinha um dominio maior da LGP do que da LP, como
tal, ela desenvolvia todos os seus raciocinios utilizando por
base a LGP. Quando era chamada a verbalizar, a aluna fazia a
traducdo direta de LGP para LP, o que resultava em construgoes
frasicas desestruturadas ou em leituras de nimeros de forma nao
convencional. Com os episédios que se seguem pretendemos
realcar algumas situagdes que evidenciam o conflito entre a
LGP e a LP e onde a tentativa de traducdo direta acabou por
induzir em erro.

Carla: Oito ... é metade ... oito é metade...

Professora: Oito é metade de quatro? Metade é mais ou menos
do que o nimero inicial?

Carla: Mais.

Professora: E o dobro?

Carla: Oito vezes dois.

Professora: O dobro de quatro quanto é que é?

(...)
Professora: Entdo se é o dobro, ndo pode ser metade, ou pode?
Carla: Oito vezes dois.

Professora: Nio é oito. E quatro. O Carla, tu disseste-me que
oito era metade de quatro. Nio foi isso que tu disseste?

Carla: E quatro metade dois.

Professora: E quatro é metade de dois? Nao! Dois é metade
de quatro. Quatro é metade de oito. E exatamente o contrério.
Tu tens, s6 tens é que trocar. Nio é oito que é metade. Quatro
é que é metade de oito.

Repare-se que em LGP se faz a sequéncia de gestos oito —
metade — quatro, que significa, se fizermos metade de oito da
quatro. Carla, fazendo a traducéo direta do seu pensamento
em LGP para LP utilizou esta mesma sequéncia quando tentou
explicar a professora que a metade de oito era quatro. Esta ndo
percebeu que a aluna estaria a fazer a tradugéo direta e sinalizou,
erradamente, um erro, deixando a aluna muito confusa.

A construgdo frésica diferente da usual também provocou alguns
constrangimentos a esta aluna, nomeadamente na comunicag¢io
com a professora. No epis6dio que a seguir partilhamos, onde é
pedido que os alunos encontrem o vigésimo termo da sequéncia
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5+7n, conhecendo alguns termos da sequéncia mas sem que
fosse conhecido o termo geral, apesar da aluna oralizar, a
professora nao entende o que ela quer dizer, pois é dito de uma
forma diferente da convencionada. Estas situagdes ocorriam
com frequéncia e deixavam quer a professora quer a aluna
visivelmente incomodadas.

Carla: Ja sei! Cem mais sete. E cinco vez vinte igual cem mais
sete. Cento e sete.

Professora: Porqué 107? Quantas vezes é que eu acrescentei...

Carla: Porque o sete e mais e mais e entdo cinco vez vinte
mais sete.

Professora: Nio sou capaz de perceber o que estds a dizer...

Repare-se que a aluna tenta indicar como procedeu justificando
o seu raciocinio, mas fa-lo utilizando uma linguagem de tal modo
diferente da convencional que a professora acaba por confessar
que ndo consegue perceber o que esta lhe estava a tentar dizer,
apesar de reconhecer que a resposta final estava correta.

CONSIDERACOES FINAIS

Verificimos que foram muitos os desafios linguisticos enfrentados
pela aluna ao longo das aulas observadas. Um dos desafios foi a
fluéncia e dominio proficiente em LP, oral e escrita, que afeta a
interpretacdo dos enunciados das tarefas e, consequentemente,
a sua resolucgdo. Foi notério que a aluna, apds a leitura do
enunciado, precisava da professora e da intérprete, pois vdrias
foram as palavras ou expressoes por si desconhecidas e que
fazem parte do léxico comum, como por exemplo, produgio
(de magas), (prego) marcado, um por um, entre outras. Outro
desafio prendia-se com palavras com a mesma grafia em LP
mas com diferentes significados de acordo com o contexto, por
exemplo, volume (sonoro ou como espago ocupado).

Foi possivel evidenciar as dificuldades causadas, em sala de aula,
pelo facto de muitos gestos terminoldgicos ndo estarem ainda
estabelecidos. Para colmatar estas dificuldades, a intérprete
recorria a soletragdo para LGP, na qual cada letra representa
um gesto, ou a criacdo de gestos combinados com os alunos,
e que apenas eram validos no contexto daquele grupo turma.

O facto das duas linguas, LGP e LD, terem uma estrutura
propria e bastante distinta, cuja tradugdo néo é linear, conduziu
a situagoes de m4 interpretacdo e compreensdo por parte da
professora do discurso da aluna. Este mesmo problema colocou-
se na leitura de nimeros representados com vérios algarismos.
De facto, quando se transpde, traduzindo literalmente de LGP
para LD, a leitura ndo é a convencional pois nio respeita o valor
posicional de cada algarismo.

Ficou evidente o desconforto vivido pela professora de
Matemadtica desta aluna devido ao desconhecimento das
barreiras linguisticas causadas pelas diferentes estruturas que
compdem as duas linguas, tendo chegado a pedir a professora
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de educacgéo especial que lhe arranjasse um livro “que me ajude a
descodificar alguns dos comportamentos dos mitdos... porque
é que eles ndo compreendem isto, o que é que eu tenho de
fazer para..”

A presenca de um intérprete de LGP ou a simples tradugéo dos
conteudos de LP para LGP ndo é suficiente para que os alunos
com DA obtenham niveis de sucesso comparaveis aos seus pares
de desenvolvimento tipico, estando a escola e os professores
de matematica sujeitos a desafios que devem conhecer para
poder superar e conduzir os seus alunos ao sucesso educativo
em contextos inclusivos.
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

Férias na Sildavia

A Silddvia tem um sistema monetario um pouco estranho. Ha moedas de trés tipos,

que valem um, cinco e doze sildares.

Nas férias, o Vitor e o Mdrio foram até 1. No tlltimo dia, foram a uma loja comprar

uma T-shirt com a bandeira do pais.

O Vitor pagou a sua com dez moedas, umas de “12” e outras de “1”.
J4 o Mdrio usou as suas ultimas onze moedas, sendo umas de “5” e as restantes de

“1” para comprar a dele.
Qual é o preco de uma T-shirt?

DATA DE NASCIMENTO

O problema proposto no ndmero 147 de Educagdo e Matemdtica
foi o seguinte:

Estava no café quando chegou a Manuela, acompanhada de
um amigo que se apresentou: “Sou o Luis”

Quando comegdmos a falar de matemdtica e de problemas,
disse-me ele:

— V@ ld esta curiosidade. Em 2021, no dia em que fizer anos, a
minha idade vai ser um divisor do ano em que nasci. E mais, se
multiplicarmos os niimeros correspondentes a esse dia, a esse
més e a idade que terei nessa altura, o resultado é precisamente
0 ano em que NAasci.

Fiz uns cdlculos.

— S6 com estas indicagdes, ndo é possivel descobrir quando
nasceste.

— Ah! — Acrescentou ele. — Mas se soubesses a minha idade,
saberias logo a resposta.

Qual é a data do teu nascimento do Luis?

Recebemos 12 respostas, enviadas por Alberto Canelas (Queluz),
Alice Martins (Torres Novas), Carlos Dias, Eugénia Graga
Martins (Lisboa), Fausto Barros da Silva (Coimbra), Gracga
Braga da Cruz (Ovar), Guilherme Salvador, Leticia Martins
(Guimarées), Mdario Roque (Guimardes), Pedrosa Santos (Caldas
da Rainha), Susana Dias (Torres Novas) e Vitor Fernandes
(Guimaraes).

As estratégias seguidas pelos nossos leitores foram muito
parecidas. A principal diferenca surge logo no inicio, na procura
dos possiveis anos de nascimento, em que algumas resolugdes
utilizaram o computador ou a maquina de calcular. Mas tal ndo
era preciso. Demos a palavra ao Mdrio:

A primeira constatagdo é a seguinte: se a idade do Luis, no dia
em que fizer anos em 2021, é um divisor do ano em que nasceu...
serd também necessariamente um divisor de 2021.

De facto, sendo i a idade do Luis no dia em que fizer anos em
2021, entdo 2021 — i = ni para algum natural n. Ou seja:
2021 = (n+1)i.

Como 2021 = 43x47, podemos entdo concluir que, no dia em
que fizer anos em 2021, o Luis fard 43 ou 47 anos. No primeiro
caso terd nascido em 1978; no segundo em 1974.

JOSE PAULO VIANA

(Respostas até 31 de margo, para
zepaulo46@gmail.com)

A partir daqui, as diversas resolugdes sdo muito parecidas.
Analisemos cada um dos casos:

A) Caso faga 43 anos, como 1978:43 = 46, entdo 46 terd que
ser decomposto como o produto de dois niimeros naturais, d e
m, com 1<d<31 e 1<sm<12.

Como 46 = 23x2, entdo teremos neste caso uma unica
hipétese para o dia e para o més do nascimento do Luis: 23 de
fevereiro!

B) Caso faga 47 anos, como 1974:47 = 42 e como 42 = 2x3x7,
teremos quatro hipdteses para a sua decomposi¢do num produto
de tipo dxm: 21x2, 14x3, 7x6 e 6x7.

Assim, a ultima informagdo do Luis implica que... o primeiro
caso seja o escolhido. A sua data de nascimento serd entdo 23
de fevereiro de 1978.

Pedrosa Santos acrescenta o seguinte comentario:

Como o Luis nasceu em fevereiro de 1978, tem hoje 40 anos. Jd
ndo se pode candidatar a Medalha Fields!

Nota final: a Leticia e o0 Mdrio levantam uma questdo relativa
ao enunciado do problema e a unicidade da solugéo.

A resolugdo anterior tem por base algo que poderd ser
pacificamente considerado: a nossa resposta final ndo pode
depender do dia em que o encontro do Zé Paulo com o Luis
teve lugar.

Penso que, se tal ndo for considerado, o segundo caso poderd
também fornecer uma resposta vinica. Suponhamos que o Luis
nasceu de facto no ano da revolugdo dos cravos. Se o encontro
no café se deu este ano, antes de 21 de Fevereiro, saber a idade
do Luis nessa data (43 anos), conduziria a data de nascimento
de 21 de Fevereiro. De modo idéntico, se o encontro teve lugar de
21 de Fevereiro a 13 de Margo, a idade do Luis nessa data (44
anos) levaria também aquela data de nascimento! Estes casos
ndo contrariam a ultima informagcdo do Luis, apesar de ndo
nos deixarem saber a resposta sem que ele dissesse, de facto, a
sua idade.

Para garantir que s6 pode existir uma solugéo, a Leticia sugere
que a dltima informacéo dada pelo Luis deveria ser:

“«

as se soubesses 0 ano em que nasci, saberias logo a resposta.”

O PROBLEMA DESTE NUMERO
José Paulo Viana

OUTUBRO :: NOVEMBRO :: DEZEMBRO #149-150

75



“Nao te esquecas de explicar o teu processo de

resolucao!”

Expressoes do pensamento matematico na resolucdo de problemas

com tecnologias

HELIA JACINTO
SUSANA CARREIRA

NfLia AMADO

Os rapidos avancos tecnoldgicos e a crescente facilidade no
acesso as mais sofisticadas ferramentas digitais tém vindo a
alterar a forma como interagimos com o mundo. Essa rapida
difusdo e o uso constante de tecnologias digitais estdo a impelir
o estudo da sua influéncia na prépria natureza do conhecimento
matematico. Em particular, esta imersdo no mundo tecnoldgico
estd a potenciar alteracdes ao nivel das “capacidades mateméticas
que sdo necessarias ao sucesso para além da escola” (Lesh, 2000,
p- 177), sendo necessdrio ter em conta que estas ferramentas

... introduzem novas situagoes de resolucgdo de problemas nas quais
a matematica é ttil; introduzem novas normas e procedimentos para
construcdo, argumentagdo e justificacdo; e expandem radicalmente
o tipo de capacidades e compreensdes mateméticas que contribuem
para o sucesso nessas situagdes (Lesh, 2000, p. 178).

Apesar de a resolucdo de problemas ter recebido muita atengdo
da parte de investigadores e educadores na tltima parte do século
XX, tem vindo a estar presente nos documentos curriculares de
forma volétil. Em 2007, o Programa de Matemdtica do Ensino
Bdsico trouxe grande vitalidade a resolugdo de problemas,
que passou a ser encarada como um objetivo geral do ensino
da Matemdtica, como uma capacidade transversal e como
uma metodologia de trabalho. Apés um periodo em que esta
importante capacidade foi reduzida a “selecdo e aplicacdo de
regras e procedimentos, previamente estudados e treinados”
(MEC, 2013, p. 5), surgem dois novos documentos orientadores

que espelham uma perspetiva ampla e integradora.

As recomendagoes constantes do Perfil dos Alunos a Saida
da Escolaridade Obrigatéria (ME, 2017) e das Aprendizagens
Essenciais para o Ensino Bdsico e Secunddrio (ME, 2018) estdo
em sintonia no que toca a aptiddo para “encontrar respostas
para uma nova situa¢do, mobilizando o raciocinio com vista a
tomada de decisdo e a eventual formulacdo de novas questoes”
(ME, 2017, p. 14) destacando-se, de entre as competéncias
associadas, o desenvolvimento de “processos conducentes a
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construgdo de produtos e de conhecimento, usando recursos
diversificados” (ME, 2017, p. 14). As Aprendizagens Essenciais
referentes ao Ensino Bésico abordam a resolugio de problemas
como um contetido de aprendizagem segundo o qual os alunos
devem “resolver problemas (...) em contextos matematicos e ndo
matematicos, concebendo e aplicando estratégias de resolucéo,
incluindo a utilizagdo de tecnologia, e avaliando a plausibilidade
dos resultados” (ME, 2018, p. 7).

Neste artigo pretendemos discutir o papel da tecnologia na
resolucdo de problemas de matematica e na comunicagio das
solu¢des produzidas por jovens participantes numa competicao
extraescolar de matemadtica. As resolugdes de problemas
que apresentaremos foram recolhidas através do projeto de
investigacdo Problem@Web, com foco nos Campeonatos de
Resolugdo de Problemas SUB12 e SUBI14, dinamizados pelo
Departamento de Matemdtica da Universidade do Algarve. O
SUBI14 destinava-se a alunos do 7.° e do 8.° ano, a frequentar
escolas das regides do Algarve e Alentejo. Quinzenalmente era
publicado um novo problema no website’ do campeonato e os
participantes dispunham de duas semanas para submeter a sua
resolucdo por e-mail ou através da pgina. As regras permitiam a
utilizacéo de quaisquer ferramentas tecnoldgicas para resolver os
problemas mas, para serem consideradas corretas, as respostas
tinham que incluir uma descri¢io detalhada e clara do processo
de resolugéo seguido.

RESOLVER UM PROBLEMA E EXPLICAR A SOLUCAO:
DUAS FACES DA MESMA ATIVIDADE

Os problemas propostos no campeonato SUB14 podem ser
considerados problemas ndo-rotineiros na medida em que nio
se resolvem através da aplicagéo de regras ou processos comuns
ou prontos a utilizar pelos alunos. Estes problemas requerem
abordagens em que existe liberdade para construir, testar e

1http:/ /www.fctec.ualg.pt/matematica/5estrelas/subs/subl4.html
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modificar as estratégias planeadas. Esta atividade é encarada
como o desenvolvimento de formas produtivas de pensar sobre
situagoes desafiadoras (Lesh & Zawojewski, 2007), em que o
aluno tem que adotar uma perspetiva matemadtica para encontrar
a solucgéo.

Na verdade, os participantes no SUB14 desenvolviam estratégias
de resolucio, muitas vezes, desprovidas de técnicas mateméticas
formais, mas muito marcadas pela sua experiéncia pessoal,
aspetos que vao ao encontro da ideia de que o conhecimento
matemadtico é uma construgéo essencialmente humana e que
a experiéncia pessoal do individuo tem um papel crucial na
atividade de conhecer e interpretar a realidade de um ponto de
vista matematico. Este envolvimento é consistente com o que
Freudenthal (1973) designou por processos de matematizagcdo,
ou seja, reflexdes sobre a realidade que levam a sua compreenséo
e alteracdo através da (re)construcdo e da (re)organizacdo
de contetidos ou métodos matematicos. E este processo de
interpretacdo dos dados e dos objetivos do problema que
espoleta a necessidade de desenvolver um modelo conceptual da
situa¢do, ou seja, em vez de selecionar uma estratégia poderosa,
os alunos tém que operar sobre a sua propria interpretacio, tém
que selecionar, aplicar ou criar procedimentos de forma ciclica
ou iterativa, desenvolvendo assim a sua abordagem.

De facto, o cerne desta atividade reside na abordagem
desenvolvida para obter a solu¢do, e ndo apenas na prépria
solucdo pelo que envolve a producio de interpretagdes que se
constroem e se desvendam a partir do pensamento matemético
desenvolvido. Contudo, essa abordagem s6 fica completamente
a descoberto mediante uma explicacdo pormenorizada dos
processos seguidos, pelo que encontrar a solu¢do de um problema
comporta, igualmente, a necessidade de criar uma explicacdo
para essa solucdo, ou seja, resolver um problema incorpora
tanto a resposta solicitada como o reportar do processo seguido
na sua obtencéo.

As proéprias regras de participacdo no SUB14: determinam o
envio de uma justificagdo convincente que explique a solucéo,
ou seja, implicam que cada concorrente pondere, intencional
e conscientemente, 0 modo como exprime o seu raciocinio e
como faz uso dos seus conhecimentos matematicos durante o
processo de encontrar a solugdo.

Um dos estudos desenvolvidos no ambito do projeto Problem@
Web mostrou precisamente que esta resolu¢do de problemas
compreende um processo sincrono de matematizagao e expressao
do pensamento matematico (Carreira, Jones, Amado, Jacinto, &
Nobre, 2016), o que quer dizer que a procura de uma resposta
para o problema abre caminho para criar uma explicagéo dessa
mesma solucdo. Consideramos, pois, que resolver-e-exprimir
problemas de matemdtica resume a atividade em que os jovens
participantes se envolvem.

Vejamos alguns exemplos. A resolucéo submetida por Cldudia ao
problema “Até encher o tanque” (figura 1) é ilustrativa: a jovem
comecou por apresentar a solucio final e, no texto subsequente,
explicou o seu raciocinio (figura 2). O modelo conceptual
implicito na sua abordagem indica que Cldudia procurou
matematizar as duas condi¢oes do problema, referentes ao
caudal de cada torneira, reconstruindo a sua interpretagao dos
dados e conferindo-lhe um aspeto algébrico. Claudia deduziu
o tempo necessdrio para que cada uma das torneiras encha
meio tanque e, a partir dai, resolvendo uma equagéio de 1.° grau,
concluiu sobre o tempo necessdrio para que as duas torneiras

em simultdneo encham o remanescente do tanque.
O Sr. Bonifacio tem um tanque na sua horta que precisa de
encher regularmente, podendo usar duas torneiras com
caudais diferentes. % &
Uma das torneiras enche um tanque em 6 horas e outra
torneira enche o mesmo tanque em 3 horas. Logo pela manh3,
o Sr. Bonifacio viu o tanque vazio e abriu a primeira torneira (que deita
menos). Quando o tanque estava a meio da sua capacidade decidiu abrir
também a segunda torneira (que deita mais) para ser mais rapido. Quanto
tempo demorou o tanque a encher, desde que ele abriu a primeira torneira?
N3o te esquegas de explicar o teu processo de resolugdo.

Figura 1. Enunciado do problema “Até encher o tanque”

Resposta:

O tanque demorou a encher 4 horas, desde que se abriu a primeira torneira,
sendo vejamos:

Quando de manhd o Senhor Bonifdcio abriu a torneira que deita menos, esta
demorou 3 horas até o tanque atingir metade da sua capacidade (V/2), pois
esta torneira demora 6 horas a encher o tanque. (1) V/2=3h

Apods ter atingido metade da capacidade do tanque o Senhor Bonifacio abriu
também a segunda torneira que deita mais, designadamente o dobro do
caudal da primeira, para encher a outra metade do tanque (V/2). Deste modo,
temos que (2) V/2=t+2t.

Substituindo (1) em (2), temos quanto tempo demoram as duas torneiras a
encherem a segunda metade do tanque:

3=3t<=>t=1h

Acrescentando as 3h que levou a encher a primeira metade do tanque, temos
que desde que se abriu a primeira torneira o tanque demorou 4 horas a
encher.

Figura 2. Resolugdo do problema “Até encher o tanque”
submetida por Cldudia

Também a resolucédo enviada por Beatriz (figura 3) mostra a
sua preocupacio em expressar com clareza o processo seguido
e o pensamento matemadtico que dai foi resultando. A jovem
optou por reproduzir uma simulagdo do enchimento do
tanque, primeiro considerando as condi¢des de enchimento
com a torneira 1 e, em seguida, com as torneiras 1 e 2. Aos
dois esquemas e correspondentes legendas, Beatriz acrescentou
uma descricdo textual do seu raciocinio em que justificou a sua
solucdo?, explicando de que forma os esquemas lhe foram tteis.
Nesta solu¢io sobressai o esquema elaborado para ilustrar o
processo de enchimento do tanque e que, por si s6, suporta

25 solucdo contém uma imprecisdo ao associar as duas partes a vermelhos
(dois y), que representam as quantidades de agua vertida pela torneira 1, com
2x, as quantidades vertidas pela torneira 2. Se assim fosse, o caudal seria o
mesmo, pelo que as partes a vermelho deviam estar legendadas com um tnico y.
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a solucdo encontrada. O esquema faz parte do processo de
resolucdo e, em simultineo, da explicacdo do seu raciocinio.

Resolucdo e Resposta...

-2

6h x

x 3h
X 1/3 (th)

A torneira 1 (que deita menos) enche o tanque em 6h. Isso significa que em 3
horas, enche metade do tanque. Assim, numa hora enche 1/3 (x) do tanque.
Depois de o tanque estar cheio até meio, o Sr.Bonifacio abriu a torneira 2 (que
deita mais), para enche-lo mais rapido. A torneira 2 enche o tanque em 3 horas,
ou seja, em metade do tempo que a torneira 1 enche. Assim, se numa hora a
torneira 1 enche 1/3, a torneira 2 enche 2/3 (y), ou seja, o dobro. 2/3 + 1/3 = 3/3
(metade do tanque). Portanto, numa hora, a 2% metade do tanque fica cheia.
R: Assim, o tanque enche em 4 horas (3h+1h).

Figura 3. Resolugédo do problema “Até encher o tanque” submetida
por Beatriz, construida em PowerPoint

RESOLVER-E-EXPRIMIR PROBLEMAS COM
TECNOLOGIAS DIGITAIS

A resolucdo de Beatriz destaca-se ainda por outro motivo —
o uso de imagens de torneiras e de gotas de dgua de diferentes
tamanhos, cores, chavetas e legendas — que ndo sdo uma
mera representacdo pictdrica pois tém um significado e uma
intencionalidade matemdtica. A sua solucdo sugere que a
reconstrucdo das condi¢des do enunciado através do esquema
foi revelando as relagoes implicitas entre os caudais das duas
torneiras e o tempo necessério até encher o tanque. O esquema
e os seus elementos pictdéricos suportam uma intensificagdo
da expressividade de Beatriz mas também ddo corpo ao seu
modelo conceptual, ou seja, a aluna mostra intencionalidade
em produzir uma solugdo que se explique a si propria. A fase
de procura da solugéo e a fase de explanacéo sdo facetas da
resolucdo de problemas que estdo intimamente relacionadas.

Esta relacdo entre o ato de resolver e o ato de exprimir torna-se
mais robusta, e também mais notéria, quando as tecnologias
digitais estimulam o desenvolvimento de uma abordagem ao
problema e suportam a expressao de pensamento matematico,
ndo sé na solucdo de Beatriz como noutras analisadas no ambito
do projeto Problem@Web (Carreira et al., 2016; Jacinto, 2017).

Tal como ja referimos, as regras de participagdo néo sé estipulam
que as solugdes sejam comunicadas eletronicamente, como
determinam o envio de uma justificagdo convincente que
explique a solucdo, pelo que ha que considerar que todo o
material incorporado na solugio final — para além do texto
ou expressoes matemadticas, todas as ilustra(;(")es, 0s esquemas,
ou o uso de cores — permitem tracar um roteiro do pensamento
matematico desenvolvido pelo jovem até obter a solucéo,
ideia que vai ao encontro do que Lesh e Doerr (2003, p. 3)
argumentaram:
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As descrigdes, explicagdes e construgdes nao sio apenas processos
que os alunos utilizam ao longo do percurso de “obtencdo da solugao”
e ndo sdo apenas pds-escritos que os alunos apresentam depois
de terem obtido a “solucio”. De facto, SAO as componentes mais

importantes das respostas que se pretendem.

Durante o seu periodo de vigéncia, o SUB14 recebeu — e aceitou
— resolugdes convencionais, isto €, mais comuns no contexto da
resolucdo de problemas com papel e lapis, na sala de aula. Mas,
a medida que as tecnologias foram invadindo a sociedade e as
escolas, notou-se também um nuimero crescente de concorrentes
que passaram a fazer usos expeditos de uma diversidade de
ferramentas, umas mais matematicas (e.g., GeoGebra, Excel),
outras menos (e.g., PowerPoint, Word, Paint).

O problema “E 14 se encontraram” (figura 4) envolve a ideia de
covariacdo e pode considerar-se um problema de movimento,
tendo originado dois modelos conceptuais bastante distintos:
a maior parte dos participantes desenvolveu a sua solugdo
considerando a viagem em desenvolvimento, enquanto um
pequeno conjunto de solugdes foram obtidas considerando a
viagem j4 finalizada.

O Alexandre e o Bernardo vivem a uma distancia de 22 km
um do outro e querem encontrar-se, mas s6 tém uma forma
de fazer o caminho... a pé! Nas férias decidem que irdo ao
encontro um do outro logo de manha.

O Alexandre parte da sua casa as 8 horas da manha e vai
caminhando a uma velocidade de 4 km por hora. O Bernardo
sai de casa uma hora mais tarde e caminha a uma velocidade
de 5 km por hora.

Nenhum dos dois amigos levou reldgio, mas é possivel saber a que
horas se encontraram. Que horas eram?

Nao te esquegas de explicar o teu processo de resolugdo.

Figura 4. Enunciado do problema “E 14 se encontraram”

Resposta:

tempo que o Alexandre leva a fazer o percurso=t
tempo que o Bernardo leva a fazer o percurso=t-1
percurso feito pelo Alexandre= 4t

percurso feito pelo Bernardo= 5(t-1)

a soma destes percursos=22km

4t+5(t-1) =22
4t+5t-5=22
9t=27

t=3

R: Quando o Alexandre andou 3h e o Bernardo 2h encontraram-se, isto é as 11h

Figura 5. Resolugdo do problema “E 14 se encontraram” submetida
por Bruno

A figura 5 mostra uma resolu¢io que tem por modelo
conceptual a ideia de olhar para a viagem finalizada e recorre
a uma linguagem algébrica formal. Nota-se que o jovem nio
incluiu qualquer tipo de esquema e partiu, precisamente, da
defini¢do de duas varidveis, estabelecendo uma relagio entre
elas escrevendo uma em func¢éo da outra. Formulou entdo uma
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equacdo e resolveu-a para encontrar o tempo decorrido até os
dois amigos se encontrarem.

A resolugédo submetida por Lucas (figura 6), em PowerPoint, é
exemplo de uma solugéo pictdrica: a distancia entre as casas dos
dois amigos é representada por um segmento de reta dividido em
intervalos de 2km, a posi¢do relativa entre eles e entre cadaume a
sua casa é representada pelos circulos claros e escuros. A variagdo
do tempo encontra-se registada na margem esquerda, mostrando
que cada variacgdo da posic¢do dos circulos corresponde a cada
um dos instantes sucessivos, de meia em meia hora. A solugido
é encontrada quando os dois circulos se sobrepoem e que Lucas
reforca na sua resposta final “Encontrar-se-do as 11h”

=2 Km

. Alexandre O Bernardo

R: Encontrar-se-dao as 11 h

Figura 6. Resolugdo do problema “E 14 se encontraram” submetida
por Lucas

Novamente se salienta o uso de imagens, da cor, de legendas para
construir um esquema que ilustra a situagdo a ser modelada.
Torna-se bastante evidente que as representagoes digitais
sdo meios efetivos de lidar com a ideia de uma viagem em
desenvolvimento desde o momento inicial até ao momento
do encontro, isto é, suportam um modelo conceptual de
covariacao entre a distancia percorrida e o tempo, e ainda entre
o deslocamento de cada um e o tempo decorrido (mais detalhes
em Carreira et al., 2016).

Hoje em dia, a ideia de que exprimir o que se pensa é parte
integrante da resolugdo de problemas de matemdtica ganha
novos contornos pois expressar pensamento matemadtico
requer considerar as ferramentas (digitais) adequadas. E nesse
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sentido que parece apropriado considerar que estes jovens,
que comunicam matematicamente com recurso a ferramentas
digitais, sdo fluentes num certo tipo de discurso matematico
no qual a escrita continua a estar presente, embora nao seja o
unico elemento nem necessariamente o mais evidente.

Num registo de discurso expositivo, um individuo “oferece-se
para ‘contar uma histéria’ sobre como resolveu o problema”
(Stahl, 2009 p. 49), ou seja, procede a uma narragio que
contém a sequéncia dos elementos essenciais da abordagem
que conduziu a solugio. Este tipo de discurso, de natureza
matemadtica, “tem as suas préprias caracteristicas, tais como
fornecer garantias matemdticas das afirmagdes, determinar
valores, abordar questdes de logica formal, etc” (p. 59). Mas
tem também uma natureza tecnolégica porque é produzido
por meio de ferramentas digitais. Este discurso expositivo que
¢, simultaneamente, matemadtico e digital, possui assim outros
atributos: o uso de diagramas, tabelas, imagens, legendas,
simbolos, a simulagdo de movimento, o uso da cor para
salientar aspetos especificos, o uso de ficheiros criados a partir
de programas, ou ainda combinagdes entre eles, para nomear
apenas algumas das possibilidades de utiliza¢do que os jovens
identificam nestas tecnologias. Tal como referem Pantziara,
Gagatsis e Elia (2009, p. 43):

... a utilizacdo de texto ou imagens serve para exprimir qualquer
informacao relacionada com o problema, pelo que nalguns casos
podem até nem ser necessarios para a solu¢do do problema mas
foram imprescindiveis para o desenvolvimento e a implementacdo
de uma abordagem para obter a solu¢do, no sentido em que tém o

poder de “gerar conhecimento”

Estas componentes sio consideradas fundamentais para
compreender a atividade de resolver-e-exprimir problemas com
tecnologias no sentido em que ndo suportam apenas o relato da
sequéncia de processos seguidos, mas sobretudo contribuem
para a conceptualiza¢do da estrutura matemadtica do problema.

CONSIDERAGOES FINAIS

A resolugéo de problemas de matemdtica com tecnologias deve
ser encarada como um processo sincrono de matematizacido
e de expressdo do pensamento matemadtico, no seio do qual
ocorre o desenvolvimento de modelos conceptuais das situagoes
problemadticas num processo que é mediado por ferramentas
digitais. Estas estruturas assentam em ideias e relagdes
matematicas, e facilitam a construcéio e o desenvolvimento de
uma abordagem para encontrar a solugao pretendida.

Argumentamos em torno da ideia de que resolver um
problema e exprimir o raciocinio desenvolvido sdo aspetos
fundamentais de uma mesma atividade, e que o processo de
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resolver-e-exprimir se torna mais robusto e visivel quando
a comunicacdo de pensamento matematico é mediada por
ferramentas tecnoldgicas. Tal como é atualmente reconhecido
nos documentos orientadores da pratica letiva, o papel das
tecnologias ndo é negligencidvel, tendo-se visto como originam
representagoes matemadticas digitais essenciais a resolu¢do dos
problemas.

Nos mesmos documentos encara-se a capacidade de comunicar
matematicamente como o ser-se capaz de “exprimir, oralmente
e por escrito, ideias matematicas, com preciséo e rigor, para
explicar e justificar raciocinios, procedimentos e conclusoes,
recorrendo ao vocabulario e linguagem préprios da matematica
(convengdes, notagdes, terminologia e simbologia)” (ME, 2018,
p- 14). Todavia, facilmente se constata que nem todos os alunos
se encontram num mesmo nivel de matematizagdo, pelo que a
tecnologia pode ser um importante veiculo que permite a todos
os alunos experimentar sucesso com a resolugdo de problemas.
As ferramentas tecnoldgicas abrem novas vias de comunicagdo,
novas possibilidades representacionais, permitindo que alunos
com diferentes desempenhos tenham voz. E pois, importante,
legitimar essas outras formas de expressividade do pensamento
matemdtico. Usar tecnologias para resolver-e-exprimir
problemas pode espoletar o desenvolvimento de diferentes
solucdes que permitam uma matematizacdo progressiva da
situacdo dada, percorrendo solugdes informais e estabelecendo
pontes com outras mais formais e abstratas ou que usem uma
linguagem simbolica.

Salientamos, por fim, que ser-se bem-sucedido na resoluc¢éo
de problemas de matemadtica envolve “coordenar experiéncias
anteriores, conhecimento, representacoes familiares e padroes
de inferéncia, e intuicdo, num esforco para gerar novas
representacoes e padroes de inferéncia” (Lester & Kehle, 2003,
p- 510). Assim, a mobilizacdo “coordenada” de experiéncias,
conhecimentos matematicos, representacdes, é o motor que
gera a criacdo de uma abordagem que permite superar o
desconhecimento de estratégias ou representacoes de utilidade
imediata para a obtencgéo da solugéo.

A “modernizagio’, a “inovac¢ao’, a “transformacio” dos espacos
escolares e das aprendizagens passa, necessariamente, por
uma consciencializacio e reconhecimento explicito de que
estes jovens trazem conhecimentos, saberes e modos de agir
aprendidos a partir de experiéncias de aprendizagem informais
ou exteriores a sala de aula, de que o SUB14 é exemplo. Um dos
maiores desafios que o professor de matemética do século XXI
enfrenta é, pois, conseguir tirar partido desses conhecimentos
nas suas aulas.
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APM 2018 — socios

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagao de Professores de Matematica (APM) é uma institui¢do de utilidade publica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da Matemdtica,

de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacgéo do ensino da Matematica, promovendo

atividades de dinamizagao pedagogica, formacdo, investigacdo e intervenc¢ao na politica educativa. A APM disponibiliza, aos professores de

Matematica e outros educadores, uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacao e utilizagao pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado
Atualmente a APM oferece sete modalidades de sécio individual:
+ sécio regular
+ sécio estudante regular
« sécio estudante @socio
« s6cio aposentado
+ @-socio
+ sdcio residente no estrangeiro
+ socio conjunto APM-APP*

e quatro modalidades para sdcios institucionais, dependentes do tipo
de produtos a que tem direito e que estdo discriminadas na tabela
abaixo.

*A Associagdo de Professores de Matematica (APM) e a Associagdo
de Professores de Portugués (APP) oferecem uma modalidade
de associado aos professores do 1.° ciclo do ensino basico: sécio
conjunto APM-APP que, através do pagamento de uma tnica quota
no valor de 50,00€, lhes confere o estatuto de associado da APP e
de @-sécio da APM. Pode inscrever-se indiferentemente (e pagar)
na pagina da APM ou da APP; as respetivas associagdes dar-lhe-ao
um n° de sdcio para cada associacdo. A partir dai pode usufruir das
vantagens de s6cio da APP e da APM.

Publicac¢des periddicas
Todos os associados individuais tém direito aos cinco ntimeros
anuais da revista Educagdo e Matematica (3 nimeros normais e um
namero duplo temético).
Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF
destas publicagdes no nosso portal, todos os outros terdo direito

Modalidades de associado individual Quota

Professor no ativo (scio regular) 55,00 €
Estudante s/vencimento (com regalias de @-s6cio) 16,50 €
Estudante s/vencimento (com regalias de socio regular) 40,00 €
Professor aposentado 42,50 €
@-s6cio 42,50 €
Associado residente no estrangeiro 66,00 €
Sécio conjunto APM-APP (s6 para professores do 1.° CEB) 50,00 €

Modalidades de associado institucional Quota
Modalidade I (1 exemplar da E&M) 72,50 €
Modalidade II (2 exemplar da E&M) 95,00 €
Modalidade III (1 exemplar da E&M +Quadrante) 100,00 €
Institui¢ao no estrangeiro (1 exemplar da E&M+Quadrante) | 140,00 €

também a receber pelo correio as edi¢oes impressas. Todos os
associados poderdo usufruir de preco especial na assinatura da

revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto que pode ir até 50%

na aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou online.

Requisicdo de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados terdo descontos na requisicio de materiais,

publicacoes, exposi¢oes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetdos
privados no portal da APM, a beneficiar de descontos na formacao
e em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a
APM tem protocolos ou noutros eventos em que a APM venha a
colaborar, a participar da vida da associagdo através dos grupos de
trabalho, dos nticleos regionais ou por outras formas e a divulgar o
seu trabalho através da APM.

Direitos dos associados institucionais

Para os associados institucionais existem diversas modalidades
de associado de acordo com a tabela respetiva abaixo. Para
além das revistas que recebem de acordo com a modalidade
escolhida, os associados institucionais, nomeadamente as escolas e
agrupamentos de escolas, podem beneficiar os respetivos docentes
(grupos 100, 110, 230 ou 500) com pre¢os especiais em encontros
ou formagdes; podem ainda usufruir dos beneficios de associado
na requisicdo de exposi¢cbes ou na compra de materiais para a
respetiva instituicdo.

Assinatura das revistas Educacio & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica
Quadrante
3 numeros + 1 nimero >

duplo temdtico (2 mirmenes)
Associado Portugal | = ... 15,00€
individual Estrangeiro | ... 30,00€
Nao associado | Portugal 50,00€ 35,00€
individual Estrangeiro 70,00€ 50,00€
Nao associado | Portugal 75,00€ 50,00€
institucional Estrangeiro 95,00€ 65,00€

Preco de capa das revistas Educacao & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica Quadrante
Temadtica 10,00€
Associado 10,00€
Normal 7,50€
X Tematica 10,00€
Nao associado 20,00€
Normal 7,50€
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