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EDITORIAL

PAULO CORREIA

A insuficiéncia das mudancas abundantes

A propésito das mudancas na Educagdo podemos encontrar
dois tipos de argumentos que tém sido veiculados com
alguma insisténcia... por um lado argumenta-se que a escola é
essencialmente a mesma desde o século passado, ou seja, que sdo
necessarias mudangas profundas, e por outro lado nio faltam
referéncias a mudancas excessivas nos curriculos, ou seja, sobre
a necessidade de estabilidade para melhorar.

Sendo verdade que os argumentos a favor da necessidade
de evolugdo referem-se sobretudo aos equipamentos e a
questdes organizativas (dos espagos e dos tempos) e que a
defesa da estabilidade incide essencialmente nos documentos
curriculares e procedimentos de avaliagdo, serd importante
compreender que estes elementos ndo devem ser entendidos
de forma independente. Nio se pode definir o curriculo sem
um enquadramento do tempo disponivel (para o trabalho
dos alunos e para o trabalho dos professores); ndo se pode
prescrever préticas de ensino sem assegurar as condi¢des
organizativas e tecnoldgicas que essas praticas implicam e ndo
se pode advogar a centralidade do curriculo em todas as suas
dimensdes enquanto se continua a (sobre)valorizar a avaliacdo
externa, desvalorizando o estreitamento do curriculo que lhe é
consensualmente imputada.

Mas ja existem mudancas... os processos de avaliagdo externa
ja incluem as provas de aferi¢ao que visam a avaliagdo de um
leque mais alargado de competéncias sem que a seriagdo dos
alunos seja desejavel, ou sequer possivel. Ainda assim, este é
um processo que precisa de melhoramentos e evolucdes... é
necessirio (continuar) a melhorar o processo de recolha de
dados e produgéo de informacdo e também de encontrar formas
de valorizar e utilizar a informacéo produzida.

A necessidade de repensar e discutir a pertinéncia e o papel dos
exames também comeca a ganhar forca e pode ser a base de
uma mudanca mais alargada. Um bom balanco entre a seriacdo
(necessdria) e a certificacdo (desejavel) ndo estd conseguido e
ninguém parece ter uma solugdo milagrosa... temos de continuar
a tentar que a préxima mudanga nos coloque numa situagéo
melhor.

Existem também sinais claros que apontam para a necessidade
de construir um curriculo diferente. Foi ja definido o Perfil
dos alunos a saida da escolaridade obrigatéria e a organizagdo
escolar ja valoriza explicitamente a Autonomia e Flexibilidade
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Curricular, mas a disciplina da matemaética precisa de programas
que sejam compativeis com este novo paradigma.

Precisamos de mais tempo para explorar adequadamente a
matemdtica, precisamos de explorar outros tipos de matemética
e precisamos de explorar outras competéncias nas aulas de
matemadtica.

Os programas em vigor prescrevem demasiados contetidos sem
acautelar condigoes para o aprofundamento e apropriaciao dos
conhecimentos que se pretendem desenvolver. A matemadtica
escolar é essencialmente a mesma do século passado ignorando
as evolugdes da propria disciplina e do contexto social em que
se insere, como a necessidade crescente de competéncias
relacionadas com a programacéo e o conhecimento de algoritmos
digitais, a necessidade crescente de valorizar a literacia estatistica
ou os ganhos que podem advir de um conhecimento matematico
assente e interdependente das novas ferramentas digitais.

As aulas de matemadtica continuam organizadas essencialmente
para o desenvolvimento das competéncias tradicionais como a
memorizagdo, repeti¢do ou tarefas centradas em procedimentos
rotineiros, embora ja seja claro que outras valéncias como a
criatividade, a capacidade de comunicacéo, de lideranca, de
trabalhar em grupo, sejam as caracteristicas com valorizagdo
acentuada e crescente no atual contexto social.

A definicdo de aprendizagens essenciais, num quadro de
manutencao dos atuais programas de matemdtica para o ensino
bésico, de matemdtica A e de matemdtica B ndo permitem a
evolugdo esperada. Pretende-se que contribuam para criar
condig¢oes de gestao do curriculo numa légica de curto prazo, mas
ndo sdo o melhor instrumento para dar resposta aos desafios que
asociedade coloca a escola. O que é verdadeiramente essencial é
produzir um curriculo com objetivos, contetidos, competéncias,
recursos, estratégias, avaliacdo ou outros elementos, com estas
ou outra formulagoes, mas enquadrados na realidade atual... ado
século XXI. O sucesso desta alteracdo depende ainda de valorizar
o papel do professor, através da formacdo, mas também com
mecanismos de valorizagdo profissional e social que ndo estdo
acautelados. A parte facil sdo os alunos... eles sdo genuinamente
do século XXI.

PAauro CORREIA

AGRUPAMENTO DE Esco1As DE ALCACER DO SAL
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A descoberta da Matematica nos caminhos do

linho

HELENA MARTINS

FATIMA REGINA JORGE
FATIMA PAIXAO ANTONIO PAIS
SusaNA DioNisio

Na formacdo inicial de professores/educadores de infancia,
a formacdo em diddtica é um tempo privilegiado para o
desenvolvimento de competéncias de integragdo dos dominios
tedrico e pratico com vista a progressiva apropriacgdo do sentido
da identidade docente que a Pratica de Ensino Supervisionada
(PES) acentuard. Neste sentido, a integragdo colaborativa dos
profissionais das instituicdes cooperantes com os das instituicoes
de ensino superior, na prépria diddtica, em atividades que
envolvam criangas, aponta para um maior potencial formativo
dos futuros educadores.

Por outro lado, o meio local proporciona boas oportunidades
educativas, cabendo a escola a exploracio de contextos nido
formais numa perspetiva interdisciplinar, no sentido de promover
aprendizagens de contetidos curriculares ou de enriquecimento
do curriculo, valorizando, ao mesmo tempo, a cultura regional
e o sentimento de pertenca a uma comunidade (Paixdo, 2006).

Na Educagdo Pré-Escolar, o desenvolvimento de nogoes
matematicas pressupde a ligacdo aos interesses das criangas e as
suas vivéncias quotidianas, para que possam criar representagoes
com significado e em articulagdo com outras dreas de contetdo,
de forma contextualizada e motivadora (DEB, 2016).

O bordado de Castelo Branco, marca da identidade cultural
da regido e da cidade de Castelo Branco, utiliza o linho como
suporte. A seda natural, tingida em diversas tonalidades, enche
de cor os diversos motivos vegetais e animais das pecas bordadas,
com simbologia associada a vida e aos sentimentos humanos.
Tem, nas colchas, a sua expressio maxima. A cidade exibe,
também, no espago publico, os elementos decorativos do seu
bordado tradicional. Podem observar-se em fachadas de prédios
de habitacdo, passeios e cal¢adas, ndo sendo, pois, alheios as
referéncias sociais e culturais das criancas.

No ambito das unidades curriculares de didatica da matematica
e ciéncias naturais e de didtica do portugués e estudo do meio
social do 1.° ano do mestrado em Educagéo Pré-escolar e Ensino
do 1.° Ciclo do Ensino Basico, desenvolveu-se um projeto, tendo

“O Linho - da semente ao tecido” como temética central dirigida
a criancas de 4 e 5 anos. As futuras educadoras planificaram,
implementaram e avaliaram uma sequéncia de atividades,
estruturadas em pré-visita, visita e pds-visita, na interacdo entre
contexto formal (Jardim de Infincia) e ndo formal (Horto de
Amato Lusitano).

DESCRICAO DO PROJETO

O tema surgiu enquadrado no projeto educativo de uma das
instituicdes cooperantes da instituicdo de formacio e privilegiou
aarticulagdo entre contextos formais (salas de atividades) e ndo
formais (Horto de Amato Lusitano). A intervencio educativa
focou-se no bordado de Castelo Branco e seus elementos
constitutivos, nomeadamente, o linho como base do bordado,
componentes figurativos, corantes naturais e simetrias, entre
outros. Foram envolvidos trés Jardins de Infincia de uma
Instituicdo Educativa (IPSS) da cidade, sete educadoras de
infincia e cerca de 140 criancas de 4 e 5 anos.

Estabeleceram-se como objetivos principais:
« Proporcionar experiéncias de aprendizagem significativas;

o Articular as diversas dreas de conteido da Educacdo
Pré-Escolar;
« Promover o conhecimento do patrimdnio cultural e artistico;
+ Promover a autoestima e a autonomia;
« Fomentar a curiosidade cientifica;
» Desenvolver competéncias para a vida em sociedade.
Na primeira fase as estudantes, futuras educadoras, planificaram
um conjunto de atividades, distintas para os grupos de 4 e 5
anos, que apresentaram as Educadoras Cooperantes, no sentido
de se coordenarem estratégias de implementacao.
Os Guides apresentados foram estruturados em trés etapas:
» Pré-visitaao Horto de Amato Lusitano (Atividades realizadas
em sala de Jardim de Infancia, para preparar a visita);

« Visita ao Horto de Amato Lusitano;

EDUCACAO E MATEMATICA



» Pos-vista ao Horto de Amato Lusitano (Atividades realizadas
em sala de Jardim de Infancia, explorando a visita).
Nas figuras 1 e 2 esquematiza-se a sequéncia de atividades
desenvolvidas com as criangas das salas dos 4 e dos 5 anos.

4 \/ N N\
Pré-visita Visita Pos-visita
*Criagdo de uma historia a +Jogo “O Rei Manda” «“Caixa das recordagdes”:
partir de elementos do «Jogo “A rede dos peixes” fotografias da visita ao
bordado de Castelo Branco +Jogo “Dentro e fora” horto/Dialogo acerca da
*Construgdo de puzzles com +Realizacio de padrdes de visita
imagens do bordado de repetiqii E *Ordenar as fotografias:
Castelo Branco «Semisiiteita cronologia temporal
«Construgdo de um regador «Estampagem com corantes
naturais
+Painel com padrdes das
estampagens realizadas

\e J\. J\. J

Figura 1. Atividades desenvolvidas com as criancas de 4 anos

~

Pré-visita Visita Pos-visita

* Apresentagdo Etiquetas de *Jogo “Caga as plantas” *Relembrar a visita

identificagdo «Construgio de puzzles
«Criagdo de uma historia a «Jogo “A rainha manda” (Tangram)-cronologia

partir de elementos do temporal

bordado de Castelo Branco +Jogo “O camaledo” *Reflexdo através de recorte
* Caixa das surpresas: «Estampagem com corantes
« Cangdo . naturais

*S t
«Ciclo do linho ementelra +Painel com padrdes das
«Construgéo de um regador estampagens realizadas
. /\ J\ J

Figura 2. Atividades desenvolvidas com as criangas de 5 anos

DESENVOLVIMENTO DO PROJETO

O projeto implicou uma visita de estudo ao Horto de Amato
Lusitano, situado no espago envolvente da ESE/IPCB e que
rende homenagem a vida, ao trabalho e ao espirito cientifico
do célebre médico e humanista, nascido em Castelo Branco,
em 1511. Constituido por trés zonas contiguas, mas distintas
pelo tipo de cultura (arbdreas e arbustivas, horticolas), nele se
encontram muitas das plantas utilizadas por Amato nas suas
curas médicas, sendo a planta do linho uma delas, e também
algumas das quais se extraiam pigmentos para obter corantes
usados para tingir o linho.

Descrevems-se, a titulo de exemplo, algumas das atividades
de pré-visita, visita e pds-visita ao horto.

O conjunto de atividades de preparagdo e motivacdo para a visita
incluiu, entre outras, a construcéo coletiva de uma histéria, tendo
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como ponto de partida imagens com elementos do bordado
de Castelo Branco. Cada crianca retirava aleatoriamente
uma imagem de uma caixa, que colava num painel e dizia
uma frase que dava continuidade ao texto que, assim, se ia
construindo. No final da atividade, a histéria foi lida para
o grupo de criancas e é de realcar que o texto evidenciou
a referéncia a locais e conhecimentos relacionados com
as vivéncias das criangas (figura 3).

A ARVORE QUE TEM AMIGOS

Era uma vez... a mama feliz, e encontrou uma palmeira, e
encontrou um jarro de flores e a mama encontrou uma flor.
No passeio estava um passarinho e depois viam uma flor.
Chegou a dguia e convidou para a festa das flores. Na festa
foram todos brincar e dancar e viram chegar um cavalo. O
corvo também foi a festa e o avd foi dangar. O Pedro foi a
festa brincar e a Diana ofereceu uma flor ao Pedro. A flor
também quis ir & festa e chamava-se amor-perfeito. A festa
era na Senhora de Mércoles, onde ficaram todos amigos
para sempre.

Vitoria, vitoria, acabou a historia!

Figura 3. Historia construida com as criancas de 5 anos

Durante a visita ao horto, para além de semear linhaca e
realizar jogos tradicionais, o grupo de 4 anos construiu
varios padrdes de repeticdo (figura 4), com imagens do
bordado de Castelo Branco em quadrados de cartdo,
colocando-as no chdo de forma sequencial, apés a
identificacdo do respetivo motivo de repeticéo.

Figura 4. Padroes de repeticiao
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Apos a visita, no jardim de infancia, as criancas de 5 anos
construiram, em pequenos grupos, um conjunto de seis
puzzles (sob forma de tangram), constituindo, no seu conjunto
as diversas fases do linho (da semente ao tecido) que depois

ordenaram (figura 5).

Figura 5. Fases do Linho

Como atividade final, todos os grupos de criangas realizaram
estampagens com corantes naturais, extraidos de plantas
existentes no Horto Amato Lusitano. Utilizaram moldes dos
motivos do bordado de Castelo Branco para fazer o tingimento,
individualmente, em quadrados de pano, que resultaram num
painel por sala, com padroes das estampagens realizadas (figuras
6e7).

Figuras 6 e 7. Estampagem com corantes naturais e Painel

CONSIDERACOES FINAIS

A avaliacdo das futuras educadoras permite concluir que a
planificacdo e implementacéo de um conjunto diversificado de
atividades e estratégias, integrando diversas dreas de contetido da
Educacio Pré-Escolar, foi uma oportunidade de desenvolvimento
de competéncias didaticas e pedagdgicas. Salientam aspetos
relacionados com a articulacio teoria-prética, a percecdo de
ser capaz de fazer mais do que imaginavam ou sentiam e a
capacidade de superacdo de imprevistos na acdo diddtica.
As reflexdes referem também a motivacdo sentida, fruto da
oportunidade de contacto direto com as criancas e a colaboragéo
ativa das educadoras envolvidas.

As dificuldades que surgiram foram superadas, nomeadamente
no que se refere a gestdo do tempo, a inseguranga e ao confronto
entre o que foi idealizado (a planificacdo enquanto hipdtese de
prética) e o que, efetivamente, aconteceu, com a colaboragio
quer das educadoras de infancia quer dos docentes da didatica.

Para as criangas envolvidas, as experiéncias proporcionadas
foram motivadoras, enriqueceram as aprendizagens e
estimularam o conhecimento de técnicas e saberes ancestrais.
A saida do jardim de infincia e o contacto com o meio local
estimularam a sua curiosidade. As atividades promoveram a
construgdo articulada do saber, abordando as diferentes dreas
de forma integrada.

Na avaliagdo das educadoras cooperantes as propostas
didaticas concebidas e desenvolvidas foram consideradas muito
interessantes pelo seu valor educativo, tanto na aprendizagem da
matematica como na perspetiva de aprendizagens transversais.
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Entrevista a MathGurl

Entrevista (escrita) para a revista Educacdo e Matemdtica

A Inés Guimaraes é uma jovem 20 anos que vive em Guimaraes
e estuda matematica na Faculdade de Ciéncias da Universidade
do Porto. Esta jovem tem, desde 2015, um canal no youtube de
divulgacdo da matematica, o MathGurl, onde tenta mostrar a
matematica de forma divertida. E uma hébil comunicadora e
acedeu a dar uma entrevista escrita a redacdo da Educacéo e
Matematica. Agradecemos a sua pronta disponibilidade e é essa
entrevista que aqui vos deixamos.

EM: Ja sabemos que gostas de matematica, mas quando é
que despertou esse gosto pela matematica?

Inés: Eu acho que sempre gostei de matematica, embora sé
me tenha comec¢ado a dedicar mais a drea a partir do 3.° ciclo.
Quando andava na primdria, lembro-me que me entretinha a
calcular poténcias sucessivas de 2 (do género, 1x2 = 2, 2x2 = 4,
4x2 =8, 8x2 =16, ...) até chegar aos milhdes, sei ld bem porqué.
Recordo-me também que a minha mée tinha uns cartdezinhos
com desafios matematicos que eu gostava de resolver, apesar de
muitas vezes ndo conseguir ou chegar a uma resposta errada.
Depois, no 7.° ano, apanhei um professor de matematica bastante
exigente que puxava muito pelos bons alunos e a partir daf
comecei a empenhar-me mais na drea. No ano seguinte, conheci
um rapaz da minha escola que tinha ganhado uma medalha
nas Olimpiadas de Matematica e comecei a treinar para essa
competicdo, sendo acompanhada e motivada por um outro
professor. Foi ai que comecei a gostar verdadeiramente da drea e,
desde entdo, passou a ser um dos principais focos da minha vida.

EM: Como surgiu a ideia de criares um canal no youtube
para falar de matematica?

Inés: Foram vdarios os motivos que me levaram a criar um
canal. Em primeiro lugar, eu sempre gostei de comunicar e
explicar coisas aos meus colegas. Nos meus 10.° e 11.° anos dei
palestras na escola e adorei a sensacdo. Por outro lado, nessa
altura andava um bocado desanimada com as Olimpiadas, dado
que ndo estava a conseguir chegar muito longe e ndo tinha
muito jeito para resolver o tipo de desafios que elas propunham,
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sinceramente. Mas como gostava tanto de matematica e sempre
senti a necessidade de fazer coisas para além da escola, decidi
entdo fazer matemadtica de uma forma diferente, direcionada
para as pessoas, com o objetivo de lhes passar algumas ideias e
conhecimentos que tinha adquirido ao longo do tempo. Portanto,
no inicio do meu 12.° ano, decidi criar um canal no YouTube
para comunicar temas que achasse interessantes e tentar mostrar
que, afinal, a matematica pode ser encarada de uma forma leve
e divertida.

EM: Como escolhes os assuntos que abordas nos teus videos?

Inés: Acima de tudo, eu tento sempre falar de coisas de que
gosto e que me fascinam, apesar de j4 ter saido vérias vezes da
minha zona de conforto quanto a certos topicos de matematica.
Aideia inicial era chegar aos jovens da minha idade e, portanto,
ndo tinha interesse em falar de coisas demasiado técnicas ou
avancadas, queria que fossem, sobretudo, curiosidades faceis
de acompanhar pelo pablico em geral. E ainda é assim, embora
as vezes me apeteca fazer videos um pouco mais especificos e
detalhados... e faco. Quero que as pessoas gostem dos contetidos
e do formato, mas, acima de tudo, quero que eu goste. O humor
também tem de estar sempre presente e € uma caracteristica
bastante acentuada no canal.

EM: Quais sdo as principais fontes a que recorres para o
contetido matematico dos teus videos?

Inés: Muitos dos temas que ja abordei foram tépicos que li
em livros de divulgacdo cientifica e me fascinaram quando eu
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era mais nova. As vezes também falo de algo relacionado com
algum conteudo que esteja a aprender na faculdade (mas de
forma muito mais simplificada, claro). Para além disso, as vezes
aceito sugestdes que os meus seguidores, amigos ou até mesmo
professores me vao dando. Finalmente, como eu costumo dizer,
sou profissional a violar o Google. Sem duavida, a Internet
ajuda-me imenso na elaboragdo dos guioes.

EM: Tens um video que te tenha dado especial prazer
realizar? E um favorito?

Inés: Euacho que me diverti a realizar a maior parte dos videos,
ndo hd nenhum em particular de que me esteja a recordar... E,
muito sinceramente, também gosto da maior parte deles, acho
que nio ha nenhum que seja o meu favorito. E mais f4cil para
mim dizer aqueles de que ndo gosto... que sdo sobretudo os que
fiz no inicio da carreira, quando ainda ndo tinha experiéncia
nenhuma (e falava de temas sem saber muito deles...).

EM: Tendo em conta os outros youtubers e o tipo de contetido
dos teus videos, achas que estas a atingir bons niveis de
audiéncia?

Inés: Sim, acho que sim. A minha audiéncia é maioritariamente
do Brasil (e eu ndo me queixo disso, gosto muito deles!), mas claro
que queria ter mais gente de Portugal a ver, sobretudo as camadas
jovens. Isso é algo que ainda ndo consegui atingir e gostava que
acontecesse... E 6bvio que ha youtubers que tém muitas mais
visualizagdes e seguidores do que eu, mas tratando-se de um
canal de matematica, acho que nio estd nada mau, apesar de
ambicionar sempre mais.

EM: Tens ideia se ha professores a usar os teus videos com
os alunos?

Inés: Sim! Muitos professores (sobretudo do Brasil) ja& me
enviaram mensagens para a minha pagina do Facebook a dizer
que mostravam o meu trabalho nas aulas e sei que hd varios que
acompanham o meu canal. Também ja recebi mensagens de
alunos (de Portugal) a dizer que me tinham conhecido porque
o professor de matemdtica deles tinha mostrado algum video
meu. Isso deixa-me mesmo muito, muito contente!

EM: Como aluna, que conselhos darias a um professor de
matematica para tornar as suas aulas de matematica mais
aliciantes e cativar os alunos para a matematica?

Inés: Acima de tudo, falar de uma forma descontraida, de igual
para igual, utilizando uma linguagem que seja compativel com os
alunos, para garantir que estao todos na mesma pdgina. As vezes
é facil ficarmos enrolados no rigor dos conceitos e acabamos por
ndo passar uma ideia intuitiva dos resultados, algo que considero

uma falha grave. Também ¢é preciso explicar porque é que alguém
haveria de querer saber das coisas que os professores estdo a
ensinar e com isto ndo me refiro a treta de mostrar sempre
situagdes reais em que os contetdos se apliquem, até porque
isso raramente acontece. O que eu quero dizer é que, de alguma
maneira, deve tentar-se fazer com que os alunos percebam que
hd ideias que por si s6 valem a pena e a matemadtica é, no fundo,
o gindsio da mente. E um conjunto de desafios estimulantes
que nos devem inquietar até serem solucionados, sdo enigmas,
mistérios e nds somos os detetives. Sei que falar é facil e colocar
isto em pratica é dificil, provavelmente utépico e inalcangavel,
mas sdo estas as minhas convicg¢des. Queria s6 dizer que admiro
imenso o trabalho dos professores e tenho nocdo de que nio é
nada facil motivar os alunos e conectar com eles.

EM: Tens alguma situacdo engracada que tenha ocorrido
com algum dos teus seguidores e aches interessante contar?

Inés: Infelizmente, ndo tenho assim nenhum episédio
verdadeiramente louco e entusiasmante que tenha acontecido...
Mas posso dizer que ja recebi alguns e-mails bastante bizarros
e atrevidos. Também acho piada quando estou a sair da casa
de banho da faculdade ou assim e vejo pessoas a cochichar algo
como “olha, é aquela rapariga que faz videos para o youtube’,
apesar de isso ser pouco frequente. Também ndo é comum
virem pessoas ter comigo a pedir fotos ou autdgrafos, mas ja
aconteceu. Para além disso, ouvi relatos de colegas a dizer que
estavam a passar na zona dos gabinetes dos professores e ouviram
o som da introducdo dos meus videos a dar... Nada me deixa
mais contente do que isso!

INEs GUIMARAES

MathGuul 2 4 2 = 5\4 @’
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Geoplano ordenado e o estudo das fracoes

Josk Luiz PASTORE MELLO

INTRODUCAO

A utilizagdo do geoplano como ferramenta didatica para o
ensino de topicos da geometria é bem conhecida, contudo, essa
abordagem nao esgota as possibilidades de uso desse dispositivo
didatico.

Propde-se neste artigo a apresentacao do uso do geoplano como
recurso visual para o estudo dos niumeros racionais e algumas de
suas propriedades. A atividade requer um geoplano, que pode
ser construido com madeira, cortica ou placas de isopor. Os
pontos da malha podem ser marcados com pregos ou alfinetes.

NUMEROS RACIONAIS NO GEOPLANO

Numeros racionais sio aqueles que podem ser escritos na
forma de fragdo P ,com p e q inteiros, e q #0. Vamos associar

a cada ndmero racional um par ordenado de inteiros (p,q), o
que permitira a visualizagdo desse ntiimero em um geoplano
ordenado (geoplano com marcagdes numéricas). Sem perda de
generalidade, simplificaremos nossa analise estudando apenas
as fragoes com numeradores e denominadores positivos em
um geoplano 8x8, sinalizando que o estudo torna-se mais
interessante em geoplanos maiores (20x20, por exemplo).
Vejamos alguns exemplos daquilo que estamos propondo:

q
O
4 D
Sl Os pontos A, B,C,eD
B representam, respectivamente,
4 . .
A 0s nameros racionais
&~
5 135 o 7
2 —_Z e L
1 C 3’4’1 6
0 2 34 8 78 e

Utilizando eléstico, linha ou barbante, podemos comecar a
praticar o uso do geoplano ordenado fazendo as seguintes
marcagoes:

(1) todas as fragées com denominador 5;
(2) todos os nimeros naturais;

(3) todas as fracoes equivalentes a 1 .
2

Respostas:

1M aq

8

'

6
= = == ===
4

2

2

1

61 23 4 56 s P
@ q

3 7
7

O}

5

4 ] ?
I

2

1

0 4.203; 4756 7 8:°
@) q

8 /’

7 ,d/

6|

S ;[

4

L1/

2—b/

1

0 2 3 4 5 € 3P

Com esse exercicio, o dispositivo permite observar que:

« fragdes com mesmo denominador necessariamente estao
alinhadas horizontalmente;
« fragdes improprias (e fracdes aparentes) estdo localizadas
na diagonal que passa pela origem, ou a direita dela;
« fracdes equivalentes necessariamente estdo alinhadas com
a origem e entre si.
Vejamos agora como proceder para fazer adicdo de fragoes
utilizando o geoplano ordenado. Por exemplo, para fazer

—+—, 0S passos sao:
2 3
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. . . 1
« marcamos o conjunto de fragcdes equivalentes a 5;

. . . 2
» marcamos o conjunto de fracdes equivalentes a g;

« procuramos fragdes nos conjuntos marcados que estejam
alinhadas horizontalmente e, nessa mesma linha de
alinhamento, encontramos o resultado da soma adicionando
os numeradores das fragoes.

q
[+
. /
A ast / lae|  |7is
| L/
3 /4
4L 1
i
2
1
071 2 3.4 5.6 78"

ORDENAGAO DOS RACIONAIS NO GEOPLANO

Uma outra tarefa simples que pode ser feita com o uso do
geoplano é a ordenagio dos elementos de um subconjunto de
numeros racionais.

Para ordenar dois racionais distintos representados por (m,n)
e (1), inicialmente amarramos na origem do geoplano um
barbante, que deve estar alinhado com o eixo p. Rotacionando
o barbante esticado em sentido anti-horério, o primeiro par
ordenado intersetado representa o maior racional. Vejamos
uma justificativa para o caso indicado na figura abaixo, onde

.. m r
queremos ordenar as fracoes — e —:

n S
q
C Y e o
S
n
barbante
L s
m r P

No geoplano, dois pontos que representam fragdes de mesmo
numerador sempre estdo alinhados verticalmente. Nesse caso, a
maior das fragoes representadas serd a de menor denominador,
ou seja, serd aquela representada pelo ponto mais préximo do
eixo p.

Observando a fragdo r , representada no geoplano, notamos que
existe uma fracao L' ,Scom s’>s, tal que (0,0), (m,n) e (1, 8’) sejam
colineares. Uma VeSZ que pontos colineares a (0,0) representam
fracoes equivalente, comparar (m,n) com (r,s) é equivalente a
comparar (r,s") com (,s). Como (r,8) estd mais préximo do eixo

p do que (1,5’), segue que r.m
S n

10

UMA FLORESTA DE RACIONAIS

Imaginemos agora uma situa¢do onde o geoplano representa
uma floresta, sendo cada ponto uma arvore muito fina. Se
estivéssemos localizados na origem, e olhando para a floresta,
que arvores seriam visiveis?

. X <3 s
Uma drvore correspondente a fracdo = ndo seria visivel por ter
. ) 2 1 .
a sua frente as drvores correspondentes a 7 ez Nessa linha
de visdo, a Unica arvore visivel seria aquela correspondente a

L1 1 -
fracio —. Explorando essa ideia para outras fragdes, pode-se
dizer que um ponto (p,q) do geoplano é visivel da origem se e
somente se p e ¢ sd0 numeros primos entre si, o que implica dizer

que as drvores visiveis sdo aquelas representadas por fragdes

irredutiveis £ .

q
Se considerarmos uma fragdo redutivel qualquer, como por

4 A .
exemplo —, encontramos a fracio irredutivel correspondente

ligando os pontos (4,8) e (0,0), e verificando que (1,2) representa
a arvore visivel que encobre (4,8).

RACIONAIS, UM CONJUNTO ENUMERAVEL

Sabemos que o conjunto dos racionais é enumerével, o que
significa dizer que podemos estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto dos racionais e dos nimeros naturais
(lembramos mais uma vez que, por efeito de simplificacéo,
estamos trabalhando apenas com os racionais positivos).

Uma vez que a representacdo no geoplano das arvores visiveis
a partir da origem indica todas as fragoes irredutiveis que
compdem o conjunto dos racionais, podemos utiliza-la para
colocar esses numeros em fila, o que possibilitard estabelecer
a bijecdo entre N e QQ:

8n Ay
MDA
6
5 5
4 ® Arvores visiveis a partir da origem
2 N —= Caminho de ordenacdo de todas as
2 fracdes irredutiveis a partir de 1/1
0 p
12304 5878
: L 2 L L 3 4 3 2 1 1 5 6 5 4,
2 1 2 3 1 1 2 3 4 5 1 1 2 3
r ¢ T T T 0T T
N: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ...

OUTRAS POSSIBILIDADES: OS NUMEROS IRRACIONAIS

Em um hipotético geoplano infinito, as arvores visiveis da
floresta indicariam todos os niimeros racionais. Imaginando
um observador localizado na origem do geoplano, e com visdo
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de alcance infinito, poderiamos fazer a seguinte pergunta: -
sera que para qualquer dire¢do que aponte a linha de visao do
observador ele sempre ird enxergar uma arvore?

A resposta a essa pergunta é “ndo” porque existem nimeros que
ndo podem ser escritos como quociente de inteiros, os nimeros
irracionais. Por exemplo, se a linha de visdo do observador for
uma reta com declividade ~/2 , ela nunca intersetard uma arvore.
Observando atentamente essa linha, as drvores visiveis da floresta

e o inverso das fragdes que essas drvores representam [ij,

P
verificaremos que a linha de declividade J2 esté cercada de

aproximacdes racionais de V2. Algumas dessas aproximagoes
23578
cometem erros por excesso, como —, —, =, —, — €lC,eoutras
11457 12345 q
-,—, —, —, — etc. Todas as fracdes = que
123 45 P
cometem erros por excesso estdo localizadas acima da reta de

por falta, como

declividade /2, e as que cometem erros por falta estdo abaixo

dessa reta. Lembrando que /2 ~1,41..., observe que as melhores
aproximacoes sdo aquelas dadas por pontos mais proximos o
possivel da reta de declividade \/5 . No nosso geoplano 8x8, as

7 3
melhores aproximacdes sdo 3 =L4 e 5= L,5. Em geoplanos

maiores podemos obter aproximacdes ainda melhores, como por

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Numero racional como quociente

As tarefas que envolvem o processo de partilha (divisdo em

partes iguais) sdo a base para a compreensao do numero racional

como um quociente. Mas é preciso ter em atencdo que essa

compreensdo vai para além da acéo fisica e da representacdo

pictdrica da divisdo em partes iguais.

Nos contextos dos problemas que propomos, o simbolo %

tem multiplos significados:

— Uma divisdo (a+b); No problema 1, sdo 3 pizas a dividir
por 7 pessoas;

— O numero racional que é o resultado dessa divisao ( de

>

uma piza); no problema 1, %de uma piza

— Uma razdo (se temos a pizas para b pessoas; ou se tivermos
diferentes grupos de pessoas e de pizas e queremos que as
partilhas sejam iguais). No problema 1, cada pessoa fica

1 . p . . ac
com = de piza e o numero de pizas partilhado é irrelevante,
podem ser 3 ou 300..

Este ultimo contexto (diferentes grupos de pessoas e pizas
e queremos que as partilhas sejam iguais) pode potenciar a

JULHO ::

17 .
exemplo —, que comete erro (por excesso) apenas na terceira
casa decimal de \/5 .

Reta de declividade

a 2

: L

7

6

5

4

3

2

194 s

0 p
1 2°3.4.5.6: 7 8
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CoLtG10o SANTA CRUZ (SA0 PAULO, BRASIL)

representacdo em diagrama de drvore na organizacao das mesas
e das pizas.

Com o udltimo problema proposto podemos potenciar a
aprendizagem da adi¢do e subtracio de fragoes.

Apos a resolugdo dos problemas, os alunos tém um conjunto de
questoes de reflexdo, que podera dar origem a uma discussao
plendria em que se podem colocar questdes adicionais para
verificar a aprendizagem.

Nota: Mais uma vez, esta proposta inspira-se nas sugestoes de
Susan Lamon de abordagem aos sentidos do numero racional, de que
ja resultou a proposta apresentada na revista 146, sé que temos mais

um elemento rendido a autora referida.

ADEIAIDE COSME

AGRUPAMENTO DE Escoras POENTE DOMINGOS SEQUEIRA, LEIRIA

IsaBEL RocHA

MANUE1A PIRES
AGRUPAMENTO DE Esco1as POENTE MARINHA GRANDE POENTE
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Numero racional como quociente!

Resolve os seguintes problemas:

1. Sete pessoas vao partilhar 3 pizas de cogumelos idénticas.
Que quantidade cabe a cada pessoa?

a. Faz um desenho que represente a situagéo.
b. Nomeia essa quantidade de piza.

c. Essa quantidade que parte representa do total de pizas
partilhado?

2. Um grupo de 12 pessoas partilha vérias pizas. Cada uma
tem no seu qrato, é de piza de queijo +% de piza quatro
estacOes + | de piza vegetariana. Quantas pizasde cada  ppp EXAO

tipo foram pedidas? . . .
P P Com base nos problemas resolvidos, responde as questdes que

' se seguem:
3. 24 amigos foram a um restaurante e encomendaram

. " 1. 4 fraca i
18 pizas de queijo. O restaurante tem 1 mesa para 12 Serd que o numerador de uma fragao (como quociente)

epresenta:
pessoas, 1 mesa de 6 pessoas, 1 mesa para 4 e 1 mesa repr
para 2. Como vai o empregado distribuir as pizas? a. O ndmero total de partilhas?
E que quantidade de piza cada um come? b. O nimero de itens em cada partilha?

¢. O numero de itens a partilhar?

4. Quem come mais piza, 4 pessoas que partilham 3 pizas d. O niimero de objetos numa unidade?

ou 7 pessoas que partilham 57?

5. Uma familia de 6 pessoas partilha 3 pizas de queijo e 2. Serd que o denominador de uma fragdo (como quociente)

4 vegetarianas e todos querem comer das duas. Que representa:

quantidade cada pessoa come? a. O numero total de partilhas?

b. O ntmero total de itens em cada partilha?
c. O ntmero de itens a partilhar?

d. O ndmero de objetos numa unidade?

3. O simbolo % pode representar a) uma operacio, b)
um nimero e c) uma razio.
Usa exemplos para explicar estes significados.

1Lamon, S.7J. (2006). Teaching fractions and ratios for understanding.
New Jersey: Lawrence Erlbaum Associates, Inc.

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS

Para esta seccdo escolhemos, por indica¢ao de Eduardo Veloso, o texto de Henrique Leitdo sobre a vida e obra de Pedro Nunes, publicado
originalmente em Loxodromie et Projection de Mercator, tradugao de José Lima, revista pelo autor. Escreve Raymond D’Hollander sobre a

inclusio do texto no seu livro:

“Henrique Leitao é professor de Fisica e investigador na Universidade de Lisboa, comissario cientifico da exposicao cientifica sobre Pedro
Nunes organizada na Biblioteca Nacional de Lisboa em maio de 2002, no 500.° aniversario do nascimento de Pedro Nunes, coordenador da
comissdo cientifica encarregada da publica¢do das obras completas de Pedro Nunes pela Academia das Ciéncias de Lisboa. Ninguém estaria
mais qualificado que Henrique Leitdo, eminente especialista de Nunes, para escrever a sec¢do que se segue. Agradecemos a sua preciosa

colaboragdo (D’HOLLANDER, 2005, p. 19)”

A redacio da revista Educagdo e Matemdtica agradece a Henrique Leitdo a gentileza de ter permitido a publicacio deste seu texto, enriquecendo

assim conteudo desta revista.

Pedro Nunes (1502-1574). Sua vida e obra,

HENRIQUE LEITAO

Pedro Nunes nasceu em Alcécer do Sal, uma pequena povoagao
a sul de Lisboa, que nos inicios do século XVI tinha uma certa
importancia em Portugal. Quase nada se sabe das suas origens
nem dos seus primeiros anos de vida. Os raros testemunhos
biograficos que chegaram até nos referem que, ainda jovem, foi
para a Universidade de Salamanca, em Espanha, onde estudou
medicina. Casou em 1523 e voltou para Lisboa em 1527 ou 1528.
Em 16 de Novembro de 1529, foi nomeado cosmégrafo, facto
que constitui o primeiro reconhecimento da sua competéncia
noutras matérias cientificas para além da medicina. Ao mesmo
tempo, desde dezembro de 1529 até finais de Janeiro de 1532, deu
aulas de Filosofia Moral, Ldgica e Metafisica na Universidade
(Estudos Gerais), em Lisboa, tendo concluido o doutoramento
em medicina em 1532. No inicio da década de 1530, comegou
também a dar aulas particulares de matemdtica aos jovens
principes, irmaos do rei D. Jodo III. Este cargo de tutor dos
principes é de realcar, pois revela a sua proximidade da vida
da Corte e a protecédo do rei, um aspeto que vird a mostrar-se
importante durante toda a carreira cientifica de Pedro Nunes.

Em 1537, Pedro Nunes publicou em Lisboa a sua primeira obra.
Trata-se de uma compilagdo de textos diversos: traducdes de
textos classicos — do Tractatus de Sphaera de Sacrobosco, do
Livro I da Geographia de Ptolomeu e dos primeiros capitulos
das Theoricae novae planetarum de Georg Peuerbach. A redagéo
em lingua vernacular destes textos demonstra um interesse por
estas questdes por parte de pessoas que ndo possuiam formacio
académica, provavelmente os principes e outros jovens nobres
da Corte, mas talvez também pilotos e outros ligados a vida do
mar. Além destas tradugdes, apresenta nesta mesma obra dois
textos originais sobre questdes de navegagdo: um Tratado sobre
certas dividas da navegagdo e um Tratado em defensam da
carta de marear. Sio dois trabalhos da maior importancia. E

Loxodromi

¢1 projection

de

Mercator -

RO 4
Vil Sy (NS
nestes textos que faz a disting¢ado entre a navegacdo ao longo de

um circulo méximo e a navegacéo seguindo um rumo constante
(posteriormente designadas, no século XVII, como navegagdes
ortodrémica e loxodrémica). O autor explica que os arcos de
circulo mdximo, que correspondem a distdncia mais curta entre
dois pontos da esfera, sdo distintos das linhas de rumo constante.
Apresenta pela primeira vez o conceito de loxodromia como
correspondendo a curva descrita por um navio navegando

PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS
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segundo um rumo constante e desenha estas novas curvas em
projecdo polar. Propde aos pilotos a maneira mais adequada de
navegar, ou seja, ao longo de arcos da curva de rumo constante,
introduzindo as corre¢des necessdrias para se aproximar de um
circulo maximo. Discute e apresenta também consideragoes
muito pertinentes sobre a problema da geometria das cartas
nduticas. Mais tarde retomara todas estas ideias, de modo mais
pormenorizado e bastante mais técnico, no seu livro publicado
em 1566, em Basileia.

Num certo sentido, a terceira década do século X VI foi a mais
produtiva na carreira cientifica de Pedro Nunes, correspondendo
aos anos em que se desenham os tragos mais significativos da sua
obra cientifica. Além do livro que publicou em 1537, preparou
outras obras que ndo chegou a publicar, mas que tiveram difusao
sob forma manuscrita: tratados sobre o astroldbio, sobre a
trigonometria esférica, os textos com os titulos De ortu et occasu
signorum, De planisphaerio geometrico, De globo delineando ad
navigandi artem, assim como uma traducio do De architectura
de Vitravio. Foi igualmente durante esses anos que pensou pela
primeira vez em escrever a uma critica do matematico parisiense
Oronce Finé (1494-1555) — o que vird a fazer alguns anos mais
tarde — e que comegou a trabalhar no seu livro de dlgebra, que
s6 publicard trinta anos depois. Foi nessa época que preparou
uma obra sobre os creptsculos, De crepusculis liber unus,
publicada em 1542, livro que foi frequentemente considerado
pelos historiadores como a sua obra mais criativa. Tomando
como base o texto entdo atribuido a Ibn-al Haytham, Liber de
crepusculis (que desde 1967 se sabe ser da autoria de Ibn Muhad),
que circulava durante a Idade Média na traducio de Gerardo
de Cremona, Pedro Nunes redigiu uma obra muito importante
tanto do ponto de vista da complexidade técnica como do rigor
matemadtico. O livro analisa de modo rigoroso a duracao dos
crepusculos em fungdo da latitude e da declinac¢do do Sol, e
determina o dia do menor creptsculo. E também nesta obra
que propoe o seu sistema de divisdo das escalas de graduagdo
dos limbos de instrumentos, conhecidos em varios paises pelo
nome de N6nio (nonius), que posteriormente sera aperfeicoado
por Jacob Curtius e Cristovao Clavius'. Com a publicacio de De
crepusculis Pedro Nunes alcanga finalmente uma notoriedade
internacional e a consagracdo no seu pais. Dois anos mais tarde,
em 1544, é nomeado professor de matematica na Universidade
de Coimbra. E possivel que este reconhecimento tenha levado
Pedro Nunes a decidir-se finalmente a escrever De erratis Orontii
Finaei, uma obra critica muito dura contra o matematico Oronce
Finé do College Royal de Paris que anunciava ter resolvido os
famosos problemas da quadratura do circulo, da duplicagdo
do cubo e da trissecgdo do angulo. Trata-se do tnico livro de
polémica na obra de Pedro Nunes, mas Finé ndo respondeu as
objecdes do matemadtico portugués.

14

A carreira de Pedro Nunes na Universidade de Coimbra foi
frequentemente interrompida pelas suas ocupacdes em Lisboa,
pois em 1547 foi nomeado Cosmégrafo-mor do Rei, o que o
obrigava a ausentar-se muitas vezes da universidade para
trabalhar na capital com cartégrafos, pilotos e construtores de
instrumentos. E possivel apurar que se encarregou de diversas
func¢oes administrativas na universidade, mas no que diz respeito
as aulas é manifesto que surgiram dificuldades e auséncias
frequentes, de tal modo que ndo ha ninguém no século XVI
que se possa verdadeiramente designar como discipulo de Pedro
Nunes. Na verdade, até a sua jubilagdo da universidade, em
1562, parece ter-se concentrado sobretudo nas suas fungoes
de cosmografo. De qualquer modo, relativamente aos anos na
Universidade de Coimbra, ha que referir a influéncia que a sua
obra exerceu junto do jovem jesuita aleméao Cristovao Clavius
que estudou no Colégio dos Jesuitas nessa cidade durante os
anos 1555-1560. Clavius nunca foi aluno de Pedro Nunes, mas
tece-lhe grandes elogios em todos os seus trabalhos. A admiragédo
de Clavius pelas obras de Pedro Nunes veio a determinar o
facto de o matematico portugués se tornar um dos autores mais
influentes entre os jesuitas sobre questdes matematicas no final
do século XVI e inicio do século XVII*

Se bem que uma parte consideravel das ocupacgoes de Pedro
Nunes em Lisboa estivesse ligada a sua funcdo de cosmégrafo-
mor, as suas relacdes com os pilotos e navegadores parecem
ter sido dificeis. Nas suas obras critica frequentemente a
insuficiente cultura cientifica desses homens e estes, por seu
turno, censuram-lhe os excessos tedricos e a inutilidade de
muitas das suas ideias na pratica quotidiana da vida a bordo.
De facto, o cosmdgrafo ndo tinha qualquer experiéncia da vida
no mar, pois ndo tinha nunca embarcado e a sua abordagem dos
problemas de navegacéo era sempre abstrata e teérica.

A partir da década de 1550, Pedro Nunes goza de uma grande
reputacdo internacional. Em Franca, Elie Vinet incluiu nas
numerosas edi¢oes da sua Sphaera emendata um texto do
matemadtico portugués sobre a largura dos “climas”. Jean Nicot, o
embaixador francés em Lisboa, enviou para o seu pais o Tratado
da Sphera do “grande matematico” Pedro Nunes, sugerindo que
fosse traduzido e impresso “para proveito dos capities franceses
que de tal se mostrem capazes’, e sabe-se que Pedro Nunes
se correspondia com alguns mateméticos franceses, como por
exemplo Jacques Peletier. Correspondia-se igualmente com John
Dee, na Inglaterra, que tinha uma grande admiragéo pelo seu
trabalho. Mas serd sobretudo depois da sua morte, nos tltimos
anos do século XVI, que a influéncia cientifica de Nunes se
tornard maior, junto dos cientistas espanhdis (como Simon de
Tovar, Garcia de Céspedes, Juan Cedillo Diaz), ingleses (Edward
Wright e Robert Hues, por exemplo) e dos Paises Baixos (como
Simon Stevin e Willebrord Snell).

PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS
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E praticamente certo que Gerard Mercator (1512-1594) seguia
com atencgdo o trabalho de Pedro Nunes. A prépria cronologia
dos acontecimentos parece mostrar uma espécie de influéncia,
pois Pedro Nunes publica as suas primeiras ideias sobre a
loxodromia em 1537 e Mercator desenha as loxodromias no
seu globo em 1541; seguidamente o portugués desenvolve
em pormenor a teoria matematica da curva loxodrémica em
1566 e Mercator apresenta o seu célebre mapa em 1569. Na
verdade, pode até conjeturar-se que John Dee tenha servido de
intermedidrio entre os dois. Em 1558, Dee escrevia a Mercator
informando-o que tinha escolhido Pedro Nunes, “a tinica reliquia
e ornamento das artes matemdticas entre n6s’, como executor
testamentério em caso de morte®. Além disso, sabe-se que, na
sua biblioteca pessoal, Mercator tinha as obras de Pedro Nunes®.

Foi s6 depois da sua jubilagdo na universidade que Pedro Nunes
retomou as suas publicacdes matemadticas. Em 1566 é publicado
em Basileia, pelo famoso editor Heinrich Petri, a Petri Nonii
Salaciensis Opera, uma recolha dos seus trabalhos que, de certo
modo, representa o seu mais importante legado cientifico. Nesses
textos, o autor retoma as suas ideias sobre a navegacéo tedrica
e a curva loxodrémica, desenvolvendo-as bastante mais do que
nos primeiros trabalhos publicados em 1537. O livro é também
interessante devido a outros textos, pois inclui uma versdo
comentada muito erudita das Theoricae novae planetarum de
Peurbach e um texto sobre os problemas mecanicos na tradi¢do
do pseudo aristotélico Mechanica Problemata. No ano que se
seguiu ao aparecimento das Opera, Pedro Nunes publica o Libro
de algebra en arithmetica y geometrica (Antuérpia, 1567), uma
obra que preparava havia trinta anos e que sera objeto de elogios
de eminentes algebristas, como Guillaume Gosselin e Adrianus
Romanus. Nos anos seguintes (1571 e 1573), apenas publicarad
reedicoes das suas obras. Curiosamente, a segunda edicdo das
Opera, feita sob a sua supervisio, em Coimbra, foi publicada
alterando o titulo asséptico de Opera para um titulo bem mais
programético: De arte atque ratione navigandi (Sobre a arte e a
ciéncia de navegar), o que confirma que a navegacdo tinha sido
uma das preocupagdes fundamentais do autor — em especial, a
transformacao da navegacédo de uma arte pratica numa disciplina
rigorosa e matematizada. Depois da sua morte, os editores de
Basileia fardao uma outra edigdo das Opera (1592). Em 1578,
no final da sua vida, Pedro Nunes foi consultado por Roma
para se pronunciar sobre o projeto de reforma gregoriana do
calenddrio. Nessa altura, estava ja muito idoso e doente, e veio
a morrer em agosto de 1578, antes de ter a possibilidade de
responder. A reacdo de Roma testemunha bem a notoriedade de
Pedro Nunes: informados de que o matematico portugués tinha
morrido antes de poder pronunciar-se sobre este importante
projeto, os diplomatas de Roma solicitam uma verificagdo
pormenorizada dos papéis pessoais do cosmdgrafo portugués®.

JULHO ::

Notas

1 E interessante registar a opiniio de Clavius sobre este livro de Pedro
Nunes: “Pedro Nunes, lusitano, matemadtico célebre da nossa época, hd
64 anos publicou um erudito e elegante livro sobre os creptisculos, no
qual demonstra de maneira muito perspicaz coisas muito importantes e
interessantes, que pareceriam totalmente paradoxais se nao estivessem
apoiadas nas mais firmes demonstragdes», trad. de: Cristophori Clavii,
Digressio geometrica de crepusculis, integrada no In sphaeram
loannis de Sacro Bosco commentarius (Operum Mathematicarum),
Mainz, 1611, III, p. 256. Sabe-se também que o dinamarqués Tycho
Brahe construiu instrumentos equipados com o nénio, mas que nao
chegaram até nds. Nao existe sendo um exemplar de um instrumento
contemporaneo do nénio, construido pelo inglés James Kynuyn.

2 Como recentemente escreveu um especialista em ciéncia dos jesuitas:
«Tra i matematici del medio Cinquecento Pedro Nunez fu uno dei
pitt influente sulla scuola di Clavio». Ugo Baldini, «Legem impone
subactis», Studi su Filosofia e Scienza dei Gesuiti in Italia, 1540-1632,
(Roma : Bulzoni, 1992), p. 243. A influéncia da obra de Nunes sobre os
matemdticos jesuitas franceses foi registada por Antonella Romano, La
contre-Réforme mathématique, Constitution et diffusion d’'une culture
mathématique jésuite a la Renaissance, (Roma : Fcole Francaise de
Rome, 1999).

3 “Por isso, se a minha obra ndo puder ser publicada enquanto eu for
vivo, leguei essa tarefa a um homem eruditissimo e gravissimo — que
é para nds o unico depésito, a honra e a coluna das artes Matematicas
— em verdade o sr. Pedro Nunes, de Alcacer do Sal; e, ha pouco pedi-
lhe com instancia que, se quando eu morrer, lhe fosse entregue este
meu trabalho, benigna e humanamente o adopte como seu, assim se
digne de finalmente o acabar, limar e rever com cuidado, para utilidade
publica dos sabios, como se fosse absolutamente trabalho seu’, trad.
de: Wayne Shumaker (ed.), John Dee on Astronomy, Propaedeumata
Aphoristica (1558 and 1568) (Berkeley e Los Angeles : University of
California Press, 1978), pp. 114-115.

4 A biblioteca de Mercator perdeu-se e ndo se conhece nenhum
exemplar do catdlogo publicado em 1604 com o titulo Librorum
bibliothecae clarissimi doctissimi viri piae memoriae Gerardi Mercator
(...) (Lugduni Batavorum, Ex officina Thomae Basson, 1604). Mas um
manuscrito desse catdlogo sobreviveu e foi recentemente publicado:
Anne Cherton e Marcel Watelet (eds.), «Catalogus», in Marcel Watelet
(ed.), Mercator Cosmographe, (Fonds Mercator do Banco Paribas,
1994), pp. 403-413.

5 Todo este episddio é narrado por Léon Bourdon em “Avis des
astronomes portugais sur le projet gregorien de reforme du calendrier’,
Revista Filoséfica, 7 (1953) 5-46.

HENRIQUE LEITAO

FACULDADE DE CI1£NCIAS DA UNIVERSIDADE DE LISBOA

TRrRADUGAO: Jost LiMa
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PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS ...

O Bindémio discriminante de uma equacao de
segundo grau com coeficientes inteiros

Noinicio deste século, o governo brasileiro institui a necessidade
do cumprimento de horas de pritica como componente
curricular para os cursos de formacdo inicial de professores. Em
2005, para exemplificar como poderiam funcionar tais praticas,
escrevi um texto sobre uma caracterizacdo do discriminante
de uma equacido do segundo grau com coeficientes inteiros
e, no ano de 2017, durante uma discussdo sobre pratica como
componente curricular, utilizei mais uma vez ideias que
apresentei naquela ocasido. Um dos estudantes que participava
das discussdes sugeriu, com a concordancia de outros que
ali estavam, que eu publicasse tais resultados para torna-los
acessiveis a mais pessoas. Atendendo a sugestdo, resolvi expor
os resultados numa revista que pudesse inclusive transpor
as fronteiras brasileiras aproveitando assim para apresentar
algumas diferencas terminolégicas deste assunto.

Dada uma equacio do segundo grau com coeficientes inteiros,
isto é, ax’ +bx+c=0, a,b,ceZ e a=0 1)

utilizando a férmula resolvente, que no Brasil denomina-se

comumente férmula de Bhaskara’, podz—se\/c.oncluir que as
- - -btA

solucdes da equacdo sdo da forma x =

A = b?- 4ac.

E notéria a importancia do que em Portugal se denomina
binémio discriminante, e no Brasil apenas discriminante, A,
na resolucdo de tais equagoes. No entanto, em diversos casos
utilizamos ou calculamos o discriminante e nao refletimos se
qualquer nimero inteiro pode ser o resultado do discriminante
de uma equacéo do tipo (1). Vocé leitor ja se perguntou, por
exemplo, se o numero 7 pode ser o valor do discriminante de
uma equacdo como a que estamos tratando (com coeficientes
inteiros)? E 0 5?

, com
2a

Vamos responder a essas perguntas provando um resultado que
caracteriza o valor do discriminante das equagdes de segundo
grau com coeficientes inteiros, demonstrando que um nimero
inteiro é o discriminante A de uma equacéo do tipo (1) se, e
somente se, A é um multiplo de quatro ou um nimero cuja
divisdo por quatro tem resto um.

Para essa prova utilizaremos o Algoritmo da Divisdo? cujo
enunciado segue abaixo e cuja demonstragio pode ser
encontrada em livros de Introducéo a Teoria dos Numeros
ou livros de Algebra Elementar®.

1 N3o se sabe ao certo por que e quando a denominagédo férmula de Bhaskara
comecou a ser utilizada no Brasil e apesar de muitos considerarem tal
denominacgio errénea (afinal tal método de resolugio era conhecido antes
mesmo do nascimento de Bhaskara) essa expressio é rotineiramente utilizada
inclusive em livros didaticos.

2 Que também é denominado Algoritmo da Divisao de Euclides ou Algoritmo
de Euclides.

3 Como, por exemplo, [MC] e [AG]
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Teorema1 (Algoritmo da Divisdo) Sejam a e b inteiros, com
b = 0. Existem inteiros q e r Gnicos e tais que a = bq + r, onde
0<r<|b|.

O algoritmo da divisdo diz-nos que qualquer inteiro é da forma
2q, ou 2q + 1, para algum ¢ € Z . Do mesmo modo, qualquer
inteiro é da forma 3¢, 3q + 1, ou 3¢q + 2 para algum g €Z ou
da forma 4q, 4q + 1, 4q + 2 ou 4q + 3 e assim sucessivamente,
conforme a nossa necessidade.

De posse de tais factos, estamos prontos para enunciar e
demonstrar a caracterizacgdo descrita anteriormente.

Proposicao 2 Um nuimero inteiro A é discriminante de uma
equagdo do segundo grau do tipo (1) se, e somente se, A é da
forma 4k ou 4k + 1, para algum k € Z

Demonstracao: Pelo Algoritmo da Divisdo sabemos que o
inteiro b da equagéo (1) ou é par, ou é impar, isto é, b = 2q ou
b=2q + 1, para algum ¢ € Z , portanto

A = b*- 4ac = 4q* - 4ac = 4(q* - ac) ou
A=b*-4ac=4q¢*+4q +1 - 4ac =4(q*+ q — ac) + 1, ou seja,
A=4koulA=4k+1,comk=(q*-ac)ouk=(q*+q-ac)e
portanto ke Z .

Reciprocamente se A = 4k, onde k € Z , basta tomarmos, por
exemplo, os coeficientes a =1, b = 0 e ¢ = (-k) na equacgéo (1)
e teremos A = b*- 4ac = 02— 4(1)(-k) = 4k.

Ja se A =4k + 1 com keZ, podemos atribuir a a, b e c,
respetivamente, os valores 1, 1 e (k) e assim

A =b>-4ac=(1)*-4Q1)(-k) = 4k + 1.

A proposito, acabamos de responder também as perguntas a
respeito do 7 e do 5 feitas anteriormente. Podemos afirmar a
partir da proposicdo anterior que 7 ndo pode ser o valor do
discriminante de uma equagéo de segundo grau com coeficientes
inteiros, pois ndo pode ser escrito da forma 4k ou 4k + 1, com
k €Z,ja que é da forma 4k + 3, com k = 1. E por outro lado,
como 5 é da forma 4k + 1, com k = 1, entdo existe uma equagio
de segundo grau com coeficientes inteiros cujo binémio
discriminante assume esse valor!

Referéncias

[AG] Gongalves, A. Introdugdo a Algebra. Projeto Euclides - SBM,
Rio de Janeiro, 1999.

[MC] Millies, E. C. P., Coelho, S. P. Numeros: Uma Introdugdo a
Matemadtica. EDUSP, Sdo Paulo, 2000.

DaAvip Pirgs Dias
IME-USP

PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS ...

EDUCACAO E MATEMATICA



Linha de rumo de Pedro Nunes

EpuArDO VELOSO

Este é o terceiro e tltimo artigo de uma série que dedicdmos a um
dos resultados mais importantes do matemadtico portugués Pedro
Nunes, a linha de rumo, designada actualmente por loxodrémia.
Estd completamente fora do ambito dos textos publicados nesta
revista a apresentacdo da linha de rumo a partir das investigagoes
do préprio Pedro Nunes e da sua transcricdo matemadtica em
termos modernos. No entanto, no sentido de combater um
ensino de matemadtica que ignora a histéria da matematica,
nomeadamente em Portugal, seria desadequado nio incluir a
linha de rumo na série de artigos sobre curvas notaveis que temos
vindo a publicar na EM. E possivel, como espero demonstrar
neste artigo, apresentd-la de modo acessivel e mesmo praticével
pelos alunos de matemética, desde que tenham oportunidade de
utilizar computadores e um programa de geometria dindmica.
Julgo mesmo que este assunto poderia dar origem a diversos
tipos de projectos desenvolvidos por grupos de alunos.

Como cosmografo-mor, Pedro Nunes foi defrontado por
davidas levantadas pelos navegadores portugueses relativas
aos longos percursos no Oceano Atléntico, os quais exigiam
meétodos de navegacao diferentes dos adoptados na navegacéo no
Mediterraneo ou ao longo da costa de Portugal. Daqui resultaram
investigacoes e resultados, que Pedro Nunes tratou em diversos
tratados que publicou. A situacdo de que vamos partir pretende
explicar, com um exemplo acessivel mas ndo necessariamente
histdrico, o tipo de questdes que levou Pedro Nunes a descoberta
da linha de rumo.!

Imaginemos uma nau navegando no Atlantico e que pretende
dirigir-se de um ponto A para um ponto B.

O percurso mais curto para navegar de A para B ¢ seguir o arco
do circulo maximo que contém os dois pontos, que na figura 1
estd indicado por uma linha a preto. Os navegadores estavam
convictos, da sua experiéncia anterior em navegacdes de curta
distancia, que se mantivessem, com auxilo da agulha de marear,
o angulo que o trajecto AB faz com o meridiano que passa por
A, esse rumo levaria a nau até ao ponto B. Mas verificaram na
pratica que nao, e levantaram esta questdo ao cosmografo-mor.
Pedro Nunes mostra, no seu tratado Sobre a arte e a ciéncia
de navegar, que a curva descrita pela nau, se mantivesse esse
rumo, iria afasté-la do arco AB. Explica que a nau descreveria
uma curva — a linha de rumo — que, no nosso modo actual de
nos exprimirmos, seria uma espécie de espiral sobre a esfera

Ps
Figura 1

terrestre, que se estenderia na direc¢do dos pélos. Inicialmente
Pedro Nunes julgava que a linha de rumo atingiria os poélos,
mas posteriormente concluiu que se aproximaria deles sem
nunca os atingir (assintoticamente, dirfamos nés ...). E a curva
a cor da figura 1.

A recomendacgdo feita aos pilotos pelo cosmdégrafo-mor
é que adoptem o trajecto mais curto entre A e B (0 arco a
negro de circulo méximo), mas que para isso terdo que fazer
sucessivas alteragdes ao rumo seguido, contrariamente ao que
esperariam. Neste artigo, iremos mostrar como, utilizando um
programa de geometria dindmica — que no nosso caso sera
o Geometer’s Sketchpad — é possivel estudar e visualizar, de
modo relativamente simples, esta descoberta de Pedro Nunes.

Aconselhamos o leitor a ler, antes de continuar, os artigos
anteriores? e o texto de Henrique Leitdo sobre a vida e obra de
Pedro Nunes (neste niimero da revista).

Como as figuras que apoiam o texto sio necessariamente
simplificadas e nio podem mostrar todas as construgoes
necessdrias, sio acompanhadas por videos explicativos e outros
apoios existentes online. O que iremos tentar neste artigo é
mostrar, dados dois pontos A e B sobre a esfera, como podemos
construir e comparar, de modo elementar e préprio de um ensino
de matemdtica para todos:

o O arco de circulo mdximo AB.

« Uma linha de rumo que passe por A e que coincida, no
inicio do trajecto AB, com este arco.

CONSTRUCAO DO ARCO DE CiRCULO MAXIMO AB

A figura 2 representa as vistas e a perspectiva cavaleira da esfera
terrestre. Eis a sequéncia de construgdes a efectuar:

JULHO :: AGOSTO :: SETEMBRO #148
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L. Posi¢do de um ponto a partir das suas coordenadas

Pretendemos assinalar, sobre as vistas e sobre a perspectiva,
dois pontos A e B, conhecidas as suas coordenadas geograficas.
Para isso:

*

*

IL.
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nas preferéncias do Sketchpad, escolhemos “directed
degrees” e “units”;

colocamos um ponto La . e um ponto Lo , respectivamente
sobre a vista de frente do meridiano de Greenwich (gr,) e
sobre a vista de cima do equador (eq);

medimos os dngulos Z,C,La, e Z,C Lo, que designamos
como Lat A e Long A; Z é a interseccdo de gr com eg;
arrastamos os pontos La, e Lo, até obtermos os valores
desejados ;

criamos um outro ponto B, da mesma forma.

Construgdo do arco de circulo mdximo entre A e B

IIa. Determinar os tragos do plano A (A, e A)) contendo
os pontos A, B e C (construgdo habitual da geometria
descritiva);

IIb. O plano A intersecta a esfera no circulo maximo c, .
As vistas deste circulo sdo duas elipses ¢, e c , cujos
eixos maiores sdo os dois segmentos e, e e, paralelos
respectivamente aos tragos A e A,

Fig

C

ura 2

=

Ilc. Construindo o arco Lo,Lo,, é possivel (ver online)
construir os arcos A B, e A,B, nas vistas e depois AB
(persp. cav.) com a ajuda do comando Construct Locus.

ONSTRUCAO DE UMA LINHA DE RUMO’

A linha de raciocinio que fundamenta esta construgdo assenta
nos seguintes pontos:

*

*

a projecgdo estereogrdfica (que designaremos por St) —
projecta cada ponto da superficie da esfera (excepto P,)
num ponto do plano 7, tangente a esfera em P;

cada meridiano é transformado por St numa semi-recta de
T, com origem em P

tanto St como a sua inversa St* sdo transformacgdes conformes
(conservam os angulos);

se considerarmos, no plano 1, uma espiral equiangular Es
de centro (ou pdlo) em P, essa curva fard o mesmo angulo
o com todas as semi-rectas com origem em P

aimagem da espiral Es por meio de St* serd uma curva sobre
a superficie da esfera e, tendo em atencdo os dois dltimos
pontos, fard o mesmo angulo o com todos os meridianos;
serd entdo uma linha de rumo Lr.

Iremos entdo prolongar a sequéncia anterior de construgoes.
Para detalhes nas construcdes, ver online.
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Figura 3

IIa. Construgdo de uma espiral equiangular no plano horizontal:
« nas preferéncias do Sketchpad, escolhemos “radians” e
“tenths”;
+ constroi-se um eixo das abcissas e nesse eixo os pontos ,
k L, e L.k"t;
« rotacdo (angulo ¢ radianos) do ponto L.k"t, obtendo L.k t’;
« seleccionando ¢ e L.k"t" e clicando em Construct:Locus
obtém-se a vista de cima da espiral equiangular, Es ; a vista
de frente confunde-se com a Linha Terra.
Ib. Construgdo da imagem de Es sobre a esfera — a linha de
rumo Lr — , por meio de St
+ constroi-se um ponto genérico N sobre sobre E¢ e depois a
sua imagem St(N) sobre a esfera, nas vistas e na perspectiva;
« constroéi-se (Construct:Locus) o lugar geométrico de St*(N)
navista de cima (Lr,) e na perspectiva (Lr), como se pretendia.
+ constréi-se St(A), e ajustam-se L e k até Es, passar por
St(A), e — visualmente — Lr coincidir com o arco AB na
vizinhanca do ponto A.

Notas:

1. Segue-se uma lista de recursos escritos e online sobre a linha

de rumo. E uma resenha necessariamente incompleta.

Livros
PEDRO NUNES. Sobre a arte e a ciéncia de navegar. OBRAS, vol. 1V,
Fundacgio Calouste Gulbenkian, 2008.

RAMOND D’'HOLLANDER. Loxodromie et projection de Mercator.
Institut Océanographique, Paris, 2005.

Este livro é muito completo e descreve detalhadamente os trabalhos de
Pedro Nunes e a actividade posterior de matemadticos que comentaram
e desenvolveram as ideias de Pedro Nunes.

Artigos

Queird, J. F (2002). Pedro Nunes e as linhas de Rumo, Gazeta de
Matemdtica. 143 42-47.

Randles, W.G.L. (2002). Pedro Nunes e a descoberta da curva
loxodrémica, Gazeta de Matemdtica, 143 90-97.

Recursos online

O site de apoio ao contetido deste artigo contém, por exemplo, videos
descrevendo construgdes no Sketchpad, acesso directo a textos, etc.
https://www.eduardoveloso.pt/geom_textos/linha_de_rumo.html

O site do Atractor contém, nos Temas Matemadticos, uma magnifica
seccdo dizendo respeito a curva loxodrémica https://www.atractor.pt

2. Artigos anteriores nas revistas 142, 146 e 147.

3. Ver online os videos exemplificativos destas construgoes.

EpuArDO VELOSO
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REPORTAGEM - 1.° CAMPEONATO NACIONAL MUILTIPLI EM LEIRIA

DiNA TAvARES, EUNICE OLIVEIRA, FERNANDO SEBASTIAO, HUGO MENINO

ANA 1A FERIA, RiTA TEIXEIRA

O Instituto Politécnico de Leiria (IPLeiria) e a Alfiii (empresa
que criou o Multipli) promoveram, no passado dia 14 de junho
de 2018, a primeira edi¢do do Campeonato Nacional Multipli,
que se realizou na Escola Superior de Educacéo e Ciéncias Sociais
(ESECS) do IPLeiria e contou com o apoio da Associacdo de
Professores de Matemética (APM) e da Sociedade Portuguesa
de Matematica (SPM).

O Campeonato Nacional Multipli, que se pretende que tenha
uma periodicidade anual, é fruto de uma organizagio conjunta,
constituida por docentes do departamento de matemdtica
da Escola Superior de Tecnologia e Gestio (ESTG), do
Departamento de Matematica e Ciéncias da Natureza da ESECS,
do IPLeiria, assim como por elementos da Alfiii.

Este campeonato baseia-se no jogo de cartas MULTIPLI da Alfiii,
com uma dinamica especialmente criada para o ambiente escolar.
O MULTIPLI é o jogo da tabuada ao contrdrio, que para além de
poder ser jogado como um simples jogo de bisca, até 10 jogadores,
se apresenta agora também na modalidade de campeonato, com
uma dindmica diferente e novas regras: um arbitro que langa
os pedidos e dois jogadores que se defrontam, pontuando o
jogador que responder de forma correta mais rapidamente. O
jogo permite multiplicar de uma forma divertida, ao mesmo
tempo que leva os jogadores a raciocinar e a exercitar a memdria.

O Campeonato Nacional Multipli destina-se a alunos dos 3.°,
4.°,5.°e 6.°anos de escolaridade do ensino bésico, de qualquer
escola nacional publica ou privada e tem como principais
objetivos potenciar o desenvolvimento do pensamento légico
e os conhecimentos relativos a tabuada, fomentar o interesse
dos alunos pela matematica e estimular a componente ladica
ao longo do processo de ensino-aprendizagem.

Nesta 1.* edi¢do cada escola ficou responsavel por organizar
todo o processo de selecao dos alunos, podendo inscrever no
campeonato no maximo 4 alunos por cada um dos 4 anos de
escolaridade.

A competicdo decorre num formato de rondas, nas quais os
jogadores competem apenas entre jogadores do mesmo ano de
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escolaridade, sendo o ndmero de rondas definido para cada ano
de escolaridade, em fungdo do niimero de alunos participantes,
de acordo com o método suico.

Nesta primeira edi¢éo, o campeonato superou as expectativas,
em termos de alunos inscritos, uma vez que contou com a
participagdo de 131 alunos (54 alunos do 3.° ano, 55 alunos do
4.°ano, 10 alunos do 5.° ano e 12 alunos do 6.° ano), provenientes
de 34 escolas a nivel nacional.

Alguns estudos nacionais e internacionais, como o PISA, tém
vindo a revelar que a par de atividades em sala de aula, os
alunos também aprendem matemadtica numa multiplicidade
de contextos ndo formais, onde se inclui a participacdo em
competicoes matemdticas. Desta forma, acreditamos que a
participacdo dos alunos, em competicdes desta natureza, podera
ter um efeito positivo na sua motivacio para a aprendizagem
da matematica, no desenvolvimento do célculo mental
através da multiplicagdo de nimeros naturais, e no seu gosto e
autoconfianca na disciplina de matemadtica.

Sdo virios os estudos que destacam que o uso de tarefas
diversificadas, de materiais manipuldveis e de jogos podem
favorecer a aprendizagem da matematica. Em particular, a
utilizacdo de jogos no processo de ensino e aprendizagem
da matemadtica pode favorecer a aprendizagem de conceitos,
o célculo mental e a capacidade de raciocinar em contexto,
sendo um fator de motivagéo para os alunos e consequentemente
contribuir para o sucesso escolar. Foi nesta base que a comissdo
organizadora tomou a iniciativa de promover o primeiro
campeonato nacional com o jogo MULTIPLI, esperando também
desta forma vir a estimular o uso de dindmicas matematicamente
ricas em sala de aula que envolvam o recurso ao MULTIPLI
para auxiliar o trabalho relativo as tabuadas, ao mesmo tempo
que os professores identificam os alunos para participarem no
campeonato.

O Campeonato Nacional Multipli é também uma oportunidade
para estimular a motricidade fina e capacidades motoras, uma
vez que o jogo implica agarrar com os dedos e fazer lancamentos
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rdpidos de cartas, sendo a rapidez uma variavel importante para
ganhar ou ndo uma jogada.

O ambiente geral do campeonato foi muito agradavel para
todos os participantes. Desde logo para os professores e pais
que acompanharam as criangas até a ESECS, manifestando o seu
orgulho nestes heréis do calculo mental, passando pelos arbitros
(estudantes do ensino superior) que orientaram a realizagdo
das rondas e se envolveram ativamente em todas as dinamicas,
até aos concorrentes que estiveram felizes e empolgados em
todos os momentos do campeonato. Foi possivel recolher vérios
testemunhos que ilustram esta dimensdo de envolvimento e
alegria:

“Eu gostei e achei muito divertido. Eu acho que é bom para a

memoria e para ficar mais esperto.” Noah - 3.° Ano

“Gostei muito do MULTIPLI porque aprendi a multiplicar melhor
e ndo so, aprendi que o mais importante ndo é ganhar e, sim,
participar nesta competicdo incrivel criada pela Ana”” Rodrigo -
3.°Ano

“Achei engragado. Nao ganhei mas diverti-me muito. Mas mesmo
assim por ja estarmos aqui ja somos todos campedes. Gostei de
trabalhar a pares e foi espetacular!” Maria - 4.° Ano
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“O jogo é extraordindrio, criativo. Gostei muito de estar
aqui presente. Aprendi, diverti-me e sem esquecer-me. Foi
fantéstico” Manuel - 4.° Ano

“Eu acho que este campeonato é muito importante para
exercitarmos o nosso cérebro e também nos divertirmos que é
o mais importante. Eu gostei muito...” Helena - 5.° Ano

“E um jogo muito divertido para jogares com os teus amigos ou
familiares. E um bom jogo para desenvolver o célculo mental e a
tabuada. E um bom jogo para desenvolver a tua movimentacio das
maos” Samuel - 6.° Ano

Decorridas as rondas em cada uma das categorias, apuraram-
se os 1.° e 2.° lugares:

Categoria 3.° ano

1.° Lugar: Maria Amaral -
Colégio Conciliar de Maria
Imaculada — Leiria

2.° Lugar: Constanca Ferreira
- Jardim Escola Jodo de Deus
— Leiria

Categoria 4.° ano

1.° Lugar: David Luz - Escola
Bésica de Santo Anténio — Rio
Meao

2.° Lugar: Afonso Mendes -
Escola Bésica de Picassinos —
Marinha Grande

Categoria 5.° ano

1.° Lugar: Arthur Longo -
Escola Os Aprendizes — Birre
Cascais

2.° Lugar: Manuel Jordao -
Escola Os Aprendizes — Birre
Cascais

Categoria 6.° ano

1.° Lugar: Miguel Carvalho -
Colégio Rainha Dona Leonor
— Caldas da Rainha

2.° Lugar: Samuel Roda -
Agrupamento de Escolas Dr.
Correia Mateus - Leiria

JULHO ::

Foram posteriormente atribuidos prémios ao 1.° e ao 2.°
vencedores de cada ano de escolaridade do campeonato,
nomeadamente livros, kits MULTIPLI, sacolas com material
escolar, T-shirts, relogios, pulseiras digitais e medalhas assim
como certificados de vencedores. A todos os participantes
no campeonato foi também oferecido um certificado de
participacdo, e uma sacola com material escolar e vouchers
de entradas gratuitas em todos os museus de Leiria para dois
adultos.

Atendendo ao sucesso desta primeira edi¢io, que s6 foi possivel
como o apoio dos nossos parceiros, ird ter lugar em 2019, em
Leiria, o 2.° Campeonato Nacional Multipli.

Estejam atentos a novidades em http://campeonato.multipli.pt/.

DiNA TAVARES, EUNICE OLIVEIRA, FERNANDO SEBASTIAO, HUGO
MEeNINO
INSTITUTO POLITECNICO DE LEIRIA

ANA 1A FERIA, RrTA TEIXEIRA
ALFIII
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

Retas e mais retas

O Hugo tragou virias retas numa folha de papel.
A reta r interseta 18 retas.
A reta s interseta 13.

No
E no maximo?

minimo, quantas retas interseta a reta £?

Nota: as retas poderdo s6 se intersetar fora da folha.

(Respostas até 31 de dezembro, para zepaulod6@gmail.com)

O problema proposto no nimero 146 de Educagdo e Matemdtica
foi o seguinte:

Temos um quadrado ABCD.
Pelos vértices A, B e C tracamos trés retas paralelas a, b e c.

Adistdncia entre asretas a e b é de 5 centimetros e entre as retas
becédell centimetros.

Qual é a drea do quadrado?

Recebemos 17 respostas:

Adilson de Campos (Brasil), Alice Martins (Torres Novas),
Bruno Visnadi, Carlos Dias, Graga Braga da Cruz (Ovar),
Helder Martins (Lisboa), Hugo Ribeiro (Guimaries), Hugo
Silva, José Carlos Frias (Lisboa), José Carlos Pereira, Leticia
Martins (Guimardes), Mério Roque (Guimardes), Marta Marques

22

JOSE PAULO VIANA

PARALELAS NO QUADRADO

Martins, Pedrosa Santos (Caldas da Rainha), Susana Dias (Torres
Novas), do duo Eduarda Barreto & Gabriela Barreto (Torres
Novas) e do trio Jodo Mendes, Rodrigo Filipe & Rui Fernandes
(Guimardes).

O Hugo Ribeiro comegou com estas consideragoes:

Devo de dizer que o problema, numa primeira impressao, me parecia
impossivel. Era como um daqueles problemas em que nos ddo a
massa do sol, a distdncia do sol & Terra e nos perguntam qual é a
temperatura em Guimardes.

Mas depois de olhar com olhos de ver percebi que ndo era assim
tdao complicado. Digamos que inicialmente estava a olhar para o

problema. Ndo a vé-lo.

As resolugoes foram quase todas geométricas. As excegdes
vieram dos dois Hugos e do trio de Guimaraes, que seguiram
a via trigonométrica a partir do dngulo « entre a reta b e o
lado BA. A Marta acrescentou também uma confirmacio do
resultado usando o programa Geogebra.

As estratégias geométricas foram bastante variadas.

1.2 Resolucio (para fora do quadrado)

Foi usada por varios leitores (Adilson, Alice, Mdrio, Graga, JC
Pereira). Demos a palavra a Graga.

Redesenhei a figura e completei-a, tracando as retas
perpendiculares a a, b e c que passam por B e D:

O PROBLEMA DESTE NUMERO
José Paulo Viana
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U/E

A figura é bem nossa conhecida: é uma das demonstragées do
Teorema de Pitdgoras! (E imediato mostrar que os tridngulos
ABE e BCF sdo congruentes).

A drea de ABCD é11° + 5% = 146.

2.2 Resolugéo (para dentro do quadrado)

Foi seguida pelo duo Barreto e por Alice, Mario, Marta, JC
Pereira e Carlos. Seguem-se as explicagdes deste dltimo.

C
C D
-
‘\ 'f”’
\ oY
\\ L ”,a \\
Yor” \
\ \
\ \
\ \ /
\ )\/ b
\ /’ 1
) - _| \
K\ \
/“/ \
~~ \
\
B A
a

Desenham-se os segmentos:

— CK perpendicular a b

— DL paralelo ab

— AM perpendicular a b

— BJ sobre b

Os triangulos ABJ, BCK, CDL e DAM séo obviamente idénticos.
Pelo enunciado sabe-se que A] mede 5 e que CK mede 11, logo
BJ também mede 11.

O lado AB é a hipotenusa do triangulo retangulo ABJ e mede

V5117 =4/146 -

Logo, BC tem a mesma medida.
A area do quadrado ABCD serd

ABx BC =146 x~/146 = 146 .

O Mirio, usando a figura anterior, acrescentou uma variante
a este processo.

Temos MJ =AM — AJ =11-5=6.

O quadrado ABCD estd decomposto num quadrado central, de

lado 6, e mais quatro tridngulos retangulos idénticos, de catetos
5e1l. Entdo, a sua area é

62+4><%><5><11:36+110:146

O]José Carlos Frias fez uma mistura dos dois primeiros processos,
considerando o triangulo CBK dentro do quadrado e o triangulo
CDG fora. Como eles sdo iguais, pelo teorema de Pitagoras
determina-se a medida do lado do quadrado e, a partir dai, a
area pedida.

3.2 Resolugio (com dois quadrados)

O Mario propds ainda o seguinte.

Consideremos o poligono EFGHANPQ, formado pela jun¢ao
do quadrado EFGH, de lado 16, e do quadrado ANPQ, de lado 6.

P

A drea deste poligono é 162+62=292

Pela particdo da figura, vé-se que a drea de ABCD é exatamente
metade, ou seja 146.

Nota final: Pedrosa Santos foi enviando resolugdes cada vez
mais simples, acompanhando a dGltima com a frase de Antoine
Saint-Exupéry “A perfeicdo ndo ¢ alcancada quando ji ndo ha
mais nada a ser incluido, mas sim quando ji ndo ha mais nada
a ser retirado”.

O PROBLEMA DESTE NUMERO
José Paulo Viana
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A aplicacdo MILAGE APRENDER+, um contributo
para a diferenciacdo pedagdgica e aprendizagem
autonoma da matematica

MAURO FIGUEIREDO
ANA PAu1lA ALVES
SiLVIA ZUZARTE
SONIA BARBOSA

INTRODUCAO

O professor no século XXI assume um papel cada vez mais
relevante ao orientar os alunos na sua aprendizagem, usando
ferramentas e estratégias que os ajudem a desenvolver nio s6
competéncias técnicas (hard skills), mas também competéncias
que os preparem para enfrentarem um mundo em constante
mudanga. Estamos a referir-nos ao desenvolvimento de
competéncias transversais (soft skills) como o pensamento
critico, a capacidade de desenvolver solugdes criativas para os
problemas, a capacidade de comunicagio, o trabalho em equipa
e a resiliéncia.

A tarefa do professor de matemdtica ndo é ficil, na medida
em que tem de gerir as aprendizagens dos alunos atendendo
aos diferentes pontos de partida e a diversidade de formas
de aprender, sabendo motiva-los para a aprendizagem,
orientando-0s no seu percurso com recurso a estratégias que
lhes desenvolvam o prazer por aprender.

A popularizagdo das tecnologias mdveis, com o uso generalizado
dos smartphones pelos alunos, cria uma oportunidade de
utilizacdo destes equipamentos para fins educativos. A
aprendizagem movel envolve o uso de tecnologias moveis,
isoladamente ou em combinacdo com outras tecnologias de
informacdo e comunicacéo, a fim de permitir a aprendizagem
a qualquer hora e em qualquer lugar (UNESCO, 2014). A
aprendizagem movel apresenta diversas vantagens em relacdo
a aprendizagem tecnoldgica convencional por ser pessoal,
portatil, colaborativa, interativa e contextual, servindo de apoio
a aprendizagem formal e informal, com um enorme potencial
para transformar as praticas pedagdgicas nas salas de aula atuais,
sem investimentos adicionais em tecnologia, nem necessidade
de reinvestimentos por obsolescéncia dos equipamentos.
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O PROJETO MILAGE APRENDER +

O projeto MILAGE (Mathematlcs bLended Augmented
GamE), financiado pela Unido Europeia e coordenado pela
Universidade do Algarve, teve o seu inicio em 2015, através do
programa ERASMUS+ e envolve sete parceiros de quatro paises
(Portugal, Espanha, Noruega e Turquia). O seu principal objetivo
¢é promover a criacdo de recursos digitais e a utilizacdo de
tecnologias moéveis (smartphones e tablets) para a aprendizagem
da matematica, visando melhorar o desempenho de todos os
alunos nesta disciplina (Figueiredo et al., 2017).

No éambito deste projeto a Universidade do Algarve
desenvolveu uma aplica¢io para a utilizacio pelos alunos,
MILAGE APRENDER+, que estd disponivel gratuitamente
para dispositivos méveis com sistema operativo Android, iOS
e Windows.

Esta aplicacéo foi desenvolvida essencialmente para potenciar a
aprendizagem maével com recurso aos smartphones ou tablets.
O seu modelo pedagégico tem por base motivar os alunos,
pela inclusao da gamificagéo; estimular a autonomia dos alunos
através de um esquema de autoavaliacdo e de avaliacdo por
pares; promover uma aprendizagem mais interativa adaptada as
necessidades individuais dos alunos, pela inclusdo de materiais
e ajudas diversificadas e assegurar que todos os alunos tenham
acesso a uma base comum de conhecimento de qualidade, pela
disponibilizacdo de fichas de variados graus de dificuldade
(Figueiredo et al., 2017).

Na verdade, a gamifica¢do tem sido uma das apostas da educagéo
no século XXI e é geralmente definida como “o uso de elementos
de design de jogos em contextos néo relacionados com jogos”
(Deterding et al., 2011). De um modo geral, a gamificagio assenta
em trés objetivos: motivar, comprometer e recompensar (Lee
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e Hammer, 2011). A gamificacdo estd presente na nossa vida
quotidiana, por exemplo, a prépria remuneracio é uma forma de
gamificacdo usada para motivar e comprometer quem trabalha
e de recompensa pelo desempenho individual. Na educacéo, a
gamificacdo tem um grande potencial para motivar os alunos
para a aprendizagem (Lee e Hammer, 2011).

Esta componente de gamificagdo estd presente na aplicagdo
MILAGE APRENDER+, pois esta inclui um esquema de
pontuacdo que estd associado a resolucdo de exercicios com
quadros de classificagao organizados por trés categorias: Escola,
Pais e Mundial. Considera-se que a atribuicdo de pontos ao
resolver exercicios pode motivar o aluno. Quantos mais exercicios
resolver, mais pontos ganha. Para além disso, a aplicagdo também
comporta um esquema de autoavaliacdo gamificado em que o
aluno determina a sua avaliacdo, comparando a sua resolugdo
com as instru¢des de avaliagdio que lhe sdo apresentadas,
analisando deste modo as diferentes etapas de resolugdo do
exercicio, com beneficios para a sua aprendizagem.

Sabemos ainda que a investigacdo tem apoiado a ideia de que os
alunos motivados autonomamente sdo mais bem-sucedidos em
contexto escolar e que beneficiam mais quando a sua autonomia
é apoiada pelo contexto (por exemplo, pelos professores, pelas
ferramentas...) (Reeve, 2006). No caso da aplicacio MILAGE
APRENDERH+, a promocgao do trabalho auténomo e a revisitagdo
dos contetidos alcangados com o esquema de autoavaliagdo
e de avaliacdo pelos pares, contribui para a identificacdo dos
passos fundamentais na resolugio de exercicios, o que se reflete
no armazenamento do conhecimento na memoria de longa
duragéo (Figueiredo et al., 2017).

Por outro lado, a aplicagdo também coloca a disposiciao de
cada aluno um conjunto de fichas, elaboradas por professores,
com diferentes niveis de complexidade (inicial, intermédio
e avancado) bem como elementos de ajuda, explicando as
resolugdes através de instrucoes de avaliagdo ou com videos
educacionais. Estes elementos de ajuda, que sdo importantes para
aresolucdo auténoma dos exercicios, podem ainda ser revisitados
sempre que os alunos necessitarem, proporcionando um apoio
que se prolonga no tempo e se adapta as suas necessidades
individuais. Para além disso, pela disponibilizagdo de recursos
diferenciados, os alunos tém acesso ndo s6 a exercicios com um
grau de dificuldade reduzido e as suas resolu¢des, mas também
a problemas mais complexos suscetiveis de estimular os alunos
com mais competéncias (figura 1).

Por tudo isto, podemos dizer que a aplicagio MILAGE
APRENDER+ pode assegurar a igualdade de oportunidades
para todos ao contribuir nio s para a melhoria de desempenho
dos estudantes com maiores dificuldades na matemadtica, mas
também por proporcionar aos alunos com melhor desempenho
estimulos e desafios mais complexos.
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MILAGE APRENDER - © 0

Pontos 70 @

Escolhe a disciplina, capitulo, sub-capitulo e ficha

Disciplina Capitulo
10° Ano - Matematica A 7 4. Geometria analitica no espago v

Sub-capitulo

4.1. Referenciais cartesianos do espago. Conjuntos de pontos do espago v

Fichas

Resolver Exerc icio.s/ Ficha 3 - Equagdes do plano

Ficha 4

Figura 1. Captura de ecra com fichas de diferentes graus de
dificuldade

A UTILIZACAO DO MILAGE APRENDER+ EM CONTEXTO
DE APRENDIZAGEM

A aplicagio MILAGE APRENDER+ contém materiais para o
ensino da matemadtica, organizados por anos de escolaridade,
do 1.° a0 12.°, que podem ser utilizados em sala de aula ou fora
desta, com total autonomia do aluno. Definimos, de seguida,
trés possibilidades de utilizacdo da aplicacdo em contexto de
aprendizagem.

A - Utilizacdo da aplicacio MILAGE APRENDER+ em
contexto de sala de aula

Na aula, os alunos podem resolver (individualmente, a pares
ou em pequenos grupos) uma ficha de exercicios da aplicagdo
MILAGE APRENDERH, selecionando-a a partir de um conjunto
de fichas organizadas pelas respetivas temdticas do seu ano de
escolaridade. Indicamos a seguir um exemplo de utilizagdo da
aplicagaio MILAGE APRENDER+ em sala de aula que pode ser
aplicado a qualquer ano de escolaridade.

Atividade pratica - MILAGE APRENDER+
(Aprender com os pares)

Tempo de duragdo: 45 min ou 90 min
Material necessario: 1 dispositivo mdvel por cada par de alunos

Ano de escolaridade: geral

Descricao:

Os alunos, a pares, acedem a uma ficha da aplicacio MILAGE
APRENDER+ e resolvem-na, no seu caderno, apresentando
todos os passos da resolucio de cada um dos exercicios da ficha
(figura 2). Ambos os alunos resolvem os exercicios apresentados,
confrontando as resolugdes, melhorando, se for caso disso, e
escolhendo uma delas ou reescrevendo-a com base em ambas
as resolucoes. De seguida, um dos alunos fotografa a resolugao
com a aplicagdo. Ambos comparam a resolucéo fotografada com
a apresentada na aplicacdo MILAGE APRENDER+ e atribuem
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a pontuacdo. Se quiserem, poderdo ainda visualizar, para cada
questdo, uma explica¢do em video da resolucdo. Concluida a
ficha, iniciam a revisdo por pares, analisando as resolugoes dos
colegas, verificando o raciocinio apresentado e atribuindo a
respetiva pontuacao.

Nota: O aluno que inicialmente ndo tirou a fotografia, pode
entrar de seguida e continuar os mesmos procedimentos de
modo a obter a sua pontuagao.

\

Figura 2. Alunos do 12.° ano de Matematica A

Preparacao:

Antes do inicio da utilizagdo da aplicagio MILAGE APRENDER+,
em aulas anteriores, os alunos e os respetivos encarregados de
educacao recebem informagoes sobre o projeto e a aplicacéo,
esclarecendo as ddvidas e questdes relativamente a sua utilizagdo
e pertinéncia pedagdgica.

Material:

Para a resolucdo das fichas em sala de aula, o professor deve
certificar-se que os alunos tém a sua disposigéo os dispositivos
moveis. Em relacdo ao acesso a Internet, caso ndo haja um
bom acesso, os alunos poderao descarregar previamente a ficha
indicada para uma resolucéo offline na sala de aula.

Orientacdo:

Na aula, o professor indica duas fichas com niveis de dificuldade
diferente (inicial e intermédia) que cada par de alunos vai
procurar resolver.

Os alunos terdo de resolver as suas ddvidas no par podendo,
quando necessério, esclarecer ddvidas com o professor.

Avaliacéo:

No final, o professor pode acompanhar o trabalho, o desempenho
e a evolugio dos seus alunos e obter dados estatisticos. Por
exemplo, o professor tem acesso, para cada aluno, a resolucéo

dos exercicios, a pontuagdo que este atribuiu a sua resolucéo,
bem como a cotagéo atribuida na avaliagdo de pares (figura 3).
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Figura 3. Ecra da aplicacdo na versao do professor

B - Utilizacao da aplicacao MILAGE APRENDER+ fora da
sala de aula

A aplicagaio MILAGE APRENDER+ também pode ser usada
na aprendizagem fora da sala de aula (em casa, na biblioteca ou
em outros espacos). Os alunos podem realizar autonomamente
as fichas que quiserem, por sua iniciativa, ou as indicadas pelo
professor, ao seu ritmo e onde estiverem.

Um misto de utilizagdo em sala de aula e em casa também
é possivel. No entanto, pela nossa experiéncia, consideramos
importante que o professor faca pelo menos uma atividade em
sala de aula para que os alunos percebam o potencial da aplicagdo
e se motivem para a sua utilizagao.

C- Construcio de recursos pelos alunos para a aplicacao
MILAGE APRENDER+

Os professores podem ainda proporcionar aos seus alunos
atividades de aprendizagem em que estes assumem o papel de
produtores de recursos para a aplicacio MILAGE APRENDER+
(figura 4). Motivar os alunos para a explicagdo de um exercicio
em video pode representar uma experiéncia muito rica para o
aluno que se confronta ndo sé com o dominio do conteddo, mas
também da comunica¢do matematica. Nesse contexto, cabe
ao professor o papel de orientacdo, supervisdo e de validagao
final das fichas construidas pelos alunos. As fichas sdo sempre
submetidas na aplicacdo pelo professor, de acordo com as
normas estipuladas pelo projeto. Este tipo de atividades pode
promover um maior envolvimento do aluno na sua aprendizagem
na medida em que este passa a sujeito da prépria construgio e
reconstrucio do saber.
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Figura 4. Alunos do 10.° ano de Matematica A

A VERSAO DO PROFESSOR MILAGE APRENDER+
PROFESSORES

Associada a aplicag¢do dos alunos estd disponivel a versio do
professor, MILAGE APRENDER+ PROFESSORES, igualmente
gratuita para os sistemas operativos Windows e OS X da Apple,
para que os professores (do 1.° ciclo ao secundério) possam
acompanhar o trabalho dos seus alunos. Também os professores
podem tornar-se criadores de contetdos de aprendizagem,
sendo necessario o preenchimento do formuldrio (https://bit.
ly/2mRSSrj), tendo sido prética a realizagdo de agdes de formagéo
de professores no ambito da utilizacdo pedagdgica da aplicacéo.

Uma das vantagens da aplicacdo para o professor é que lhe
permite a inclusdo, de um modo simples, de materiais adequados
aos seus alunos e de acordo com o contexto da turma. Os
materiais sio produzidos por professores de acordo com o
curriculo nacional de matemdtica. Desde 2016, tem-se vindo
a constituir uma comunidade de professores e alunos utilizadores
da aplicagdo e, também de “produtores” de conteudos, que
disponibilizam materiais que ficam acessiveis a todos os
utilizadores da aplicagio.

CONSIDERACOES FINAIS

Da nossa experiéncia de utilizacdo da aplicagio MILAGE
APRENDER+ com alunos do 3.° ciclo e secundério, podemos
destacar a sua importincia no apoio ao estudo auténomo do
aluno e a sua motivagdo para a aprendizagem da matematica.
Com a sua utilizacdo conseguimos gerir de um modo mais
eficiente diferentes ritmos de aprendizagem e outras dindmicas
de trabalho. O facto de também criarmos recursos para a
aplicacdo, permite-nos aproveitar melhor o seu potencial
pedagdgico, pois dispomos sempre de recursos adequados as
aprendizagens dos alunos.

Consideramos que a utilizagdo da aplicacito MILAGE
APRENDER+ pode ser uma estratégia pedagdgica bastante util, a
juntar a tantas outras de que o professor dispoe atualmente. Pode
dar um contributo importante para um aumento da autonomia
dos alunos e para a diferenciacdo pedagégica dentro e fora da
sala de aula. Cabe ao professor analisar a melhor estratégia de
utilizacdo desta aplicagdo para beneficio da aprendizagem dos
seus alunos.
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ESPACO GTI

Avaliacao de atitudes, valores e comportamentos:
uma investigacdo na formacao de professores

GABRIEIA DINIS
CRISTINA MARTINS

A formacdo para a docéncia dos 1.° e 2.° ciclos do Ensino
Basico, em Portugal, é estruturada em dois ciclos, um 1.° ciclo
correspondente a Licenciatura em Educacgdo Bésica e um 2.°
ciclo relativo ao mestrado profissionalizante. No mestrado,
a pratica de ensino supervisionada (PES), correspondente ao
estdgio de natureza profissional, é objeto de relatério final (RF),
aapresentar e defender em provas publicas. O regulamento da
PES da Escola Superior de Educacédo do Instituto Politécnico
de Braganca (ESE-IPB) d4 orientag¢des para a elaboracdo do RE,
tornando visivel o reconhecimento de uma postura reflexiva e
investigadora na pratica profissional de um professor ou futuro
professor para melhor poder enfrentar e lidar com situacoes
problemadticas que constantemente surgem na sua pratica.

O RE, na ESE-IPB, fruto da reflexdo constante dos supervisores
sobre o processo de supervisdo e formacéo de futuros professores,
tem conduzido a reestruturagdes, quer quanto a sua estrutura
quer quanto ao seu conteddo. Na dltima versdo, é relevante
a existéncia de um tema integrador da agédo, aprofundado na
reflexdo sobre as varias experiéncias de aprendizagens realizadas
e na investigacdo empirica realizada.

Neste texto pretendemos dar conta, sinteticamente, de parte
do trabalho desenvolvido pela primeira autora e plasmado no
seu RF (Dinis, 2016), da qual a segunda autora foi orientadora.
Neste RF o tema integrador escolhido foi o processo de
avaliacdo, tendo em mente que a consideracdo das atitudes,
valores e comportamentos dos alunos é determinante para uma
avaliacdo completa e integral das e para as suas aprendizagens
(Fernandes, 2011).

Num primeiro ponto deste artigo, revelamos o resultado da
andlise efetuada aos documentos oficiais orientadores do
processo de avaliacdo do ensino bésico, a data de realizacdo
deste estudo (ano letivo de 2015-2016), particularizando como
é contemplada (ou ndo) a consideracéo das atitudes, valores e
comportamentos. O mesmo foi feito em relacdo a documentos
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especificos do agrupamento onde a primeira autora realizou o
seu estagio.

No ponto seguinte apresentamos as opinides dos professores
sobre o processo de avaliacdo das aprendizagens dos alunos e,
especificamente, sobre a consideracdo das atitudes, valores e
comportamentos.

\

Relativamente a metodologia de investigacdo seguida na
elaboragdo do RF e especificamente na investigacao realizada,
optamos por uma perspetiva qualitativa, seguindo um design
de investigacdo sobre a prépria pratica. Acreditamos que o
professor na concretizagdo da sua missdo tem necessidade de
se envolver em investigacdo que o ajude a lidar com as situagdes
problemdticas que constantemente surgem na sua pratica (Ponte,
2002).

O QUE NOS DIZEM DOCUMENTOS ORIENTADORES

O Decreto-Lei n.° 17/2016, de 4 de abril, em vigor a data de
realizagdo do estudo, apresentava como objetivo “estabelecer
os principios orientadores da avaliagdo das aprendizagens
nos ensinos bdsico e secundério” (p. 1123), tendo por base o
reconhecimento da “necessidade de aprofundar a articulagido
entre a avaliagdo externa e a avaliacdo interna das aprendizagens
e de reavaliar a realiza¢io de exames nos primeiros anos de
escolaridade” (p. 1123).

Para a andlise deste diploma, numa primeira fase, procedemos a
andlise de cada um dos artigos ou pontos referentes a avaliagdo
e numa segunda fase procurdmos dar resposta as categorias
definidas a priori, baseadas nos topicos constantes no guido da
entrevista realizada aos professores: (i) Conceito de avaliagdo;
(i) Dominios integrantes da avaliacdo; (iii) Instrumentos de
avaliacdo utilizados; (iv) Fungoes da avaliagdo no processo de
ensino-aprendizagem; (v) Forma de consideracgio das atitudes,
valores e comportamentos no processo de avaliacdo; (vi) Provas
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de avaliacio externa; e (vii) Articulagio entre a avaliacdo interna,
curriculo e avaliacdo externa.

Na tabela 1 destacamos, apenas, o resultado da segunda fase da
andlise em que tivemos em consideragdo as referidas categorias.

Especificamente, sobre a consideracdo das atitudes, valores e
comportamento no processo de avaliacdo dos alunos verificimos
que o Decreto-Lein.°17/2016 néo fazia qualquer referéncia a este
assunto. Desta feita, aprove-nos dizer que seria importante que
o principal documento orientador contemplasse explicitamente
este dominio.

Tabela 1- Cruzamento das categorias pré-definidas com o definido
Decreto-Lei n.° 17/2016, de 4 de abril

Referéncia efetuada no Decreto-

Categorias Lei n.° 17/2016, de 4 de abril

Conceito de avaliacdo Nao é feita referéncia ao conceito

Séo referidas as modalidades de

Dominios integrantes da avaliagao o
avaliacdo

E feita referéncia a importancia da
recolha de informacdo

Instrumentos de avaliacdo
utilizados

Fungoes da avaliagdao no processo

. . Sdo explicitadas
de ensino e aprendizagem

Forma de consideracdo das
atitudes, comportamentos e valores
no processo de avaliagao

Nao é feita referéncia a estas
componentes/dominios

Sao explicitadas as funcoes das

Provas de avalia¢do externa
provas

Referéncia explicita a
complementaridade entre os
processos de avaliagdo interna e
externa das aprendizagens (artigo
3.2, alinea n)

Articulagdo entre a avaliagdo
interna, curriculo e avaliacdo
externa

Salientamos que, foi com satisfagdo, que vimos este decreto
recentemente revogado através do Decreto-Lei n.° 55/2018 de
6 de julho, onde, no seu artigo 1.°, pode-se ler:

O presente decreto-lei estabelece o curriculo dos ensinos bésico
e secunddrio, os principios orientadores da sua concegdo,
operacionalizacdo e avaliagdo das aprendizagens, de modo a garantir
que todos os alunos adquiram os conhecimentos e desenvolvam as
capacidades e atitudes que contribuem para alcangar as competéncias

previstas no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria.

Apresentamos a tabela 2 com a sintese da segunda fase da andlise
efetuada aos documentos orientadores do agrupamento.

Podemos, assim, aferir que os documentos orientadores
definidos no agrupamento fazem referéncia a consideracao das
atitudes, valores e comportamentos no processo de avaliagdo
dos alunos, bem como apresentam os itens que sdo tidos em
consideracdo nesta avaliacéo.

Tabela 2- Cruzamento dos regulamentos do agrupamento com as
categorias pré-definidas

Documentos orientadores do

Categoria agrupamento
Conceito de avaliagao Indicado
Dominios integrantes da avaliagao Indicados
Instrumentos de avaliagdo dos alunos | Identificados

Fungdes da avaliacdo no processo de

. : Sao explicitadas
ensino-aprendizagem dos alunos

E indicada a ponderagdo na
atribuigdo percentual aos diferentes
dominios

Forma de consideragdo das atitudes,
comportamentos e valores no
processo de avaliacao

Sédo indicadas as modalidades de

Provas de avalia¢@o externa L
avaliacdo

Articulagdo entre a avalia¢@o interna,

. s Nado ¢ referida explicitamente
curriculo e avaliagdo externa

A VOZ DOS PROFESSORES

Os objetivos desta parte da investigacdo foram: identificar e
interpretar as percecoes de professores sobre o processo de
avaliacdo das aprendizagens dos alunos e, mais especificamente,
sobre a consideracdo das atitudes/valores dos alunos neste
processo. Participaram nesta investigacdo seis professores
dos 1.° e 2.° ciclos. A recolha de dados foi efetuada através de
entrevistas semiestruturadas. A analise dos dados consistiu na
selecdo dos dados mais representativos e na sua interpretacio
e organizacdo de acordo com as categorias definidas a priori e
apresentadas no ponto anterior.

Relativamente aos conceitos e fun¢des do processo de avaliacio,
destacamos que, na opinido dos professores participantes neste
estudo, é entendido como uma verificagdo das aprendizagens e
que permite adequar e mudar estratégias, bem como regular e ter
feedback da aprendizagem. Quanto as componentes/dominios
a considerar no processo de avaliagdo e aos instrumentos
de avaliacdo a utilizar, constatdimos que o comportamento,
as atitudes e valores sdo considerados numa percentagem
que é definida em departamento, recolhendo os professores
informacgoes com os instrumentos que consideram adequados.
As grelhas de observacédo foram especificamente apresentadas
para a avaliagdo deste dominio. A inclusdo no processo de vérios
dominios, como sejam o dos conhecimentos e capacidades e o
socioafetivo é fundamental para a concretizacio do processo
e, consequentemente, a diversificacdo dos instrumentos de
avaliacdo. Em nossa opinido, a diversificacdo e a adequacio dos
instrumentos de avaliacdo ao processo de ensino-aprendizagem
vdo permitir ao professor realizar uma avaliagdo continua,
completa, global e integradora. No trabalho realizado, os
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professores, no geral, sugerem que se faca uma avaliagdo
continua, ao longo do ano, devendo os pais e os alunos ter
um papel mais ativo na escola. H4, ainda, professores que
consideram que o curriculo deveria sofrer alteracoes, de forma
a estar adequado ao que é compreensivel os alunos aprenderem.

EM SINTESE

Da analise do Decreto-Lei n.° 17/2016, de 4 de abril, destacamos
aabordagem de aspetos fundamentais do processo de avaliacéo,
contudo, ndo é efetuada qualquer referéncia aos diferentes
dominios a contemplar neste. Nao nos foi possivel perceber a
indica¢do da forma como é efetuada a consideragdo das atitudes,
valores e comportamentos no processo. A nosso ver, este
apresentou-se como um ponto menos positivo neste diploma,
consequentemente considerdmos que a tutela deveria ter a
funcdo de tornar explicito este assunto no documento que se
apresenta como o principal orientador do processo. Ao encontro
das nossas expectativas, o recentemente publicado Decreto-Lei
n.°55/2018 de 6 de julho contempla de forma clara este aspeto.

A anilise dos documentos orientadores do agrupamento revelou
que o processo de avaliacdo das aprendizagens dos alunos deve
englobar conhecimentos, competéncias, atitudes, valores e
comportamentos.

Da voz dos professores destacamos que o processo de avaliacdo
deve incluir as atitudes, valores e comportamentos e estd
articulada com a ideia expressa nos documentos orientadores do
agrupamento, obedecendo a sua consideragdo, na classificacido
final do aluno, a uma percentagem que é previamente definida
em departamento. O professor deve recolher informacdes
utilizando os instrumentos adequados.

Salientamos que a realizacdo desta investigacdo deixou claro, em
nosso entender, o interesse de (re)pensar o processo de avaliagdo
(Santos, 2003). Os pais, a sociedade e a escola tém o dever
de formar pessoas com principios e valores, ou seja, cidaddos
ativos e responsaveis. Em contexto de sala de aula, o professor
devera valorizar a aquisicdo de conhecimentos pelos alunos e
o desenvolvimento de vdrias capacidades, bem como relevar a
aquisicao de comportamentos, atitudes e valores consenténeos
com as exigéncias da sociedade atual, perfeita e naturalmente
alinhados com o processo de avaliacio.

Neste contexto, é de ressalvar o expresso no atual documento
Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria (Gomes,
C. S., Brocardo, J. L., Pedroso, J. V. et al,, 2017)), homologado
pelo Despacho n.° 6478/2017, 26 de julho, igualmente apés a
conclusio do estudo aqui apresentado. Este apresenta-se como
um referencial “a nivel curricular, no planeamento, na realizagdo
e na avaliagdo interna e externa do ensino e da aprendizagem”
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(p. 9) estando estruturado em Principios, Visio, Valores e Areas
de Competéncias. Concretamente, os Valores, sdo “entendidos
como os elementos e as caracteristicas éticas, expressos através
da forma como as pessoas atuam e justificam o seu modo de
estar e agir” (p. 9), tratando-se de uma “relagdo que se exprime
através de atitudes, condutas e comportamentos” (p. 9). As
competéncias sido “entendidas como combinagdes complexas de
conhecimentos, capacidades e atitudes que permitem uma efetiva
acdo humana em contextos diversificados” (p. 9), envolvendo
“conhecimento (factual, concetual, processual e metacognitivo),
capacidades cognitivas e psicomotoras, atitudes associadas a
habilidades sociais e organizacionais e valores éticos” (p. 9). E,
pois, imperativo afirmar que os atuais documentos orientadores
dos ensinos basicos e secundario evidenciam a importancia dos
aspetos emergentes do estudo realizado, sendo nossa crenca
que o(a) professor(a) os colocard em pratica no processo de
ensino-avaliagcdo-aprendizagem.
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APS: Alunos Promotores do

Sucesso

RAQUEL AZEVEDO
Rur LEmos

Alunos promotores do sucesso (APS) é um projeto do
Agrupamento de Escolas de Ribeirdo que se enquadra na
concretizacdo das dimensoes Elevados Padroes Académicos e
Aprendizagem Ativa do Plano de Melhoria do Projeto Educativo
do agrupamento e procura dar resposta aos objetivos estratégicos
definidos no Plano Municipal de Melhoria e Eficicia da Escola,
integrando desde o ano letivo 2014/2015 a matriz curricular do
terceiro ciclo do agrupamento como oferta complementar para
os oitavo e nono anos de escolaridade.

APS surge para dar resposta a uma fragilidade evidente do
agrupamento: elevadas taxas internas de insucesso a disciplina
de matemdtica no terceiro ciclo e taxas de sucesso na avalia¢do
externa de nono ano de escolaridade abaixo das nacionais,
pretendendo intervir ndo sé sobre o insucesso a disciplina de
matematica, como também na qualidade do seu sucesso.
Com este projeto o agrupamento d4 um passo importante
na construcdo de um plano estratégico contextualizado de
promogio do sucesso escolar antecipando-se ao Programa
Nacional de Promocéio do Sucesso Escolar (PNPSE).

APS foi desenhado numa perspetiva de desenvolvimento e
promocao ndo sé de aprendizagens matematicas significativas,
mas também de valores sociais e comportamentais essenciais
que favorecam uma cidadania ativa.

A aprendizagem ativa da matematica, pressupondo “processos
de ensino centrados no envolvimento ativo dos alunos na sua
aprendizagem, promovendo a sua autonomia, centrando-se o
processo ensino aprendizagem no aluno, devendo cada um
desenvolver o seu potencial, para conseguir progredir nas
aprendizagens matematicas, consolidar conhecimentos e atingir
as metas de aprendizagem existentes” (Projeto Educativo do
Agrupamento de Escolas de Ribeirao, p.8) constitui a estratégia
central do projeto.

A igualdade de oportunidades de sucesso e a diferenciagdo
pedagdgica constituem os principios orientadores deste
projeto, que ao longo de toda a sua operacionalizagdo “implica
a consideracdo das preferéncias e expectativas dos alunos no
planeamento e implementacdo de estratégias” (Projeto Educativo
do Agrupamento de Escolas de Ribeirdo, p. 8). O envolvimento
ativo do aluno na gestdo dos processos da recuperacdo e
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consolidagio de aprendizagens e no desenvolvimento de processos
de ensino e aprendizagem de competéncias matematicas de nivel
mais elevado impulsiona sucesso a disciplina de matematica.

OBJETIVOS DO PROJETO
APS tem como objetivos:

« criar ambientes de aprendizagem diversificados e centrados
no aluno que permitam desenvolver o trabalho colaborativo
entre pares e motivem os alunos para a aprendizagem da
matematica;

« melhorar as aprendizagens dos alunos de oitavo e nono
anos a matemadtica, implementando estratégias que
promovam a igualdade de oportunidades e um ensino mais
individualizado;

» recuperar e consolidar aprendizagens de contetdos
matematicos de ano(s) de escolaridade transato(s) ou do
préprio ano de escolaridade que estejam a condicionar o
sucesso do aluno a disciplina;

« criar dispositivos de identificacdo de alunos que revelem
capacidades para a aprendizagem da
matemadtica e definir, para estes, percursos que promovam
o desenvolvimento de competéncias matematicas de nivel
mais elevado;

« intervir sobre o insucesso a disciplina de matemadtica no
terceiro ciclo, pretendendo também qualificar o sucesso;

excecionais

» potenciar uma escola inclusiva tendo como principio a
educacio para a cidadania.

IMPLEMENTAGCAO DO PROJETO

APS resulta da triangulagio no processo ensino e aprendizagem
dos vetores:

« avaliacdo diagnostica e formativa;

» processos de ensino e aprendizagem colaborativos e

centrados nos alunos;

« diferenciacdo pedagdgica.

O sucesso desta triangulacédo exige um refor¢o da participagao
e envolvimento dos encarregados de educagio na vida escolar
dos seus educandos, assumindo o diretor de turma um papel
preponderante na comunicagéo do projeto.

O projeto é operacionalizado em quatro fases:
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+ Fase 1 — Avaliacdo diagnéstica (diagnose das dificuldades
evidenciadas pelos alunos em contetdos do terceiro ciclo,
de anos transatos ou do préprio ano de escolaridade);

« Fase 2 — Definicdo dos grupos homogéneos de trabalho
(até 5 alunos) e escolha do aluno impulsionador do sucesso;

« Fase 3 — Reforco e consolidagio de aprendizagens;

+ Fase 4 — Avaliacdo formativa das aprendizagens.

FASE 1

Avaliacio diagnostica

A primeira fase decorre até ao final do més de setembro
ocupando dois a trés blocos de 50 minutos. Nesta fase o professor
comeca por apresentar o projeto aos alunos e uma listagem
dos contetdos do terceiro ciclo de anos transatos. Os alunos
registam no seu caderno todos os conteidos ordenando-os
segundo uma escala numérica que traduz as dificuldades sentidas
na aprendizagem, aplicacdo, operacionalizacdo e articulacdo
desses conteudos. Apds a recolha desta informacédo e com os
dados obtidos da avaliagdo diagndstica, o professor apresenta aos
alunos uma sintese desta informacéo, apresenta indicadores que
constituem o ponto de partida para a constru¢do de um processo
de promocio do sucesso contextualizado e diferenciado.

FASE 2
Definicido dos grupos homogéneos de trabalho (até 5 alunos)
e escolha do aluno impulsionador do sucesso

De acordo com os dados recolhidos da Fase 1, o professor,
organiza grupos de alunos que evidenciam dificuldades no
mesmo conteddo (até 5 alunos) e escolhe um aluno da turma
para ser o aluno impulsionador do sucesso do grupo. Este aluno
é escolhido de entre aqueles que revelam menos dificuldades
no contetido a ser trabalhado no grupo.

O processo de formagdo dos grupos e escolha do aluno
impulsionador do sucesso dos alunos é realizado sempre com
a participagdo e concordancia destes.

FASE 3
Reforco e consolidacdo de aprendizagens

O professor constréi tarefas de acordo com as dificuldades
diagnosticadas em cada grupo, para serem trabalhadas
pelos alunos nos seus grupos. Na selecdo das tarefas o
professor procura proporcionar aos alunos diferentes tipos
de experiéncias matemdticas, nomeadamente comunica¢do
matemdtica, resolucio de problemas, atividades de investigacdo,
e demonstragdes matemadticas, que proporcionem uma
aprendizagem significativa, permitindo aos alunos capitalizarem
e mobilizarem aprendizagens. As tarefas proporcionam um
percurso de aprendizagem individualizado e coerente que permite
aos alunos construirem colaborativamente aprendizagens que
promovam a recuperacdo, enriquecimento e desenvolvimento
de aprendizagens matemadticas.

O processo de ensino e aprendizagem estd centrado nos
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alunos, assumindo estes um papel ativo e desenvolvendo
as aprendizagens de forma colaborativa, sendo autores de
processos de aprendizagem unicos. O aluno que assume o
papel de impulsionador do sucesso ajuda o grupo na resolugdo
do trabalho proposto, solicitando a intervengdo do professor
sempre que o grupo nio consiga, colaborativamente, ultrapassar
alguma dificuldade. O professor intervém quando solicitado,
gerindo dificuldades que surjam na resolucdo das tarefas,
proporcionando aos alunos pistas/reflexdes que lhes permitam
continuar de forma auténoma e num contexto de partilha e
colaboragao o seu processo de aprendizagem. Esta dindmica de
trabalho colaborativo permite a aquisicdo e desenvolvimento
de competéncias essenciais para o desenvolvimento de uma
cidadania ativa, estimulando a reflexdo critica e criando
experiéncias de comunicagdo impares.

FASE 4
Avaliacao formativa das aprendizagens

Ap6és os alunos terem terminado as tarefas propostas (o nimero
de blocos destinados para a sua resolugdo serd ajustado a
maior ou menor complexidade das aprendizagens) os alunos
realizam uma tarefa que pretende ser um instrumento de
avaliacio formativa do processo de recuperacio e consolidagdo
de aprendizagens. A avaliagdo formativa é realizada na aula
e posteriormente o professor apresenta critérios de avaliacdo
permitindo aos alunos, em contexto de grupo, refletirem sobre
o processo de aprendizagem desenvolvido. Ao longo do ano
letivo o professor utiliza os resultados da avaliacdo formativa
essencialmente com o objetivo de melhorar os processos de
ensino e aprendizagem implementados e de introduzir ajustes
que promovam o sucesso. Também na avaliagdo formativa os
alunos assumem um papel preponderante na reflexao sobre os
resultados obtidos e na regulacdo e melhoria destes processos.
A avaliacdo formativa é uma informacido em feedback para
todos os intervenientes, suportando um importante processo de
tomada de decisio: o aluno ird continuar a reforcar e consolidar
aaprendizagem desse contetido ou ird fazer parte de um grupo
de reforco e consolidagdo de aprendizagens de outros contetidos.
No caso de serem necessdrios o reforco e consolidacido da
aprendizagem desse mesmo contetdo, estes nunca ocorrerao
de forma continua, devendo ser proporcionado ao aluno
novas experiéncias de aprendizagens de outros conteidos e
s6 mais tarde este integrard um novo grupo para refor¢o de
aprendizagens essenciais ndo consolidadas, procurando-se
sempre reforcar a autoestima do aluno.

CONSIDERACOES ADICIONAIS

Os grupos de trabalho sdo definidos de acordo com as
dificuldades diagnosticadas, ndo sendo estanques, podendo um
aluno num determinado contetido fazer parte de um grupo e
noutro conteudo fazer parte de um outro grupo. A escolha do
aluno impulsionador da aprendizagem em cada grupo também
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ndo é fixa, sendo a escolha deste sempre adequada ao contetido
em causa, podendo mesmo um aluno num dado momento ser
impulsionador da aprendizagem de um contetido e noutro ndo
o ser.

Sempre que o professor considera pertinente, ou os alunos
evidenciam a necessidade de reforcar e consolidar processos
de aprendizagem de contetdos lecionados no préprio ano
letivo, estes contetidos integram os processos de aprendizagem
a desenvolver pelos alunos.

Ao longo da operacionalizagdo e do decorrer do ano letivo, os
professores envolvidos no projeto retinem, para refletir e debater
em diferentes momentos as estratégias pedagdgicas utilizadas
e os dados recolhidos da avaliagdo formativa. Assim, ao longo
da implementacéo, os professores ajustam eixos de atuacdo
a partir da reflexdo conjunta sobre as decisoes pedagogicas e
organizacionais e os efeitos dos reajustamentos que vao sendo
introduzidos.

MONITORIZACAO DO PROJETO

A monitorizacgdo do projeto desenvolve-se em duas fases: recolha
e compilacdo sistemadtica de dados acerca dos resultados que
decorrem da implementacédo do projeto (avaliacdo intercalar
e avaliacdo final do primeiro e segundo periodos), e andlise do
grau de consecugdo dos objetivos consignados no projeto e
reflexdo sobre a eficicia das estratégias e medidas preconizadas.
No processo de monitorizagdo do projeto pretende-se o
envolvimento de diversos membros da comunidade educativa,
considerando que os resultados obtidos permitem ndo s6
verificar o grau de concretizacdo dos objetivos propostos mas
também introduzir ajustamentos ou correcdes estratégicas ao
projeto.

AVALIACAO DO PROJETO

O plano de avaliagéo do projeto integra dois campos de avaliagio:
avaliacdo da implementagdo e avaliagdo dos resultados ou
impacto.

Com a avaliacdo procura-se analisar:

« o projeto no sentido de determinar se este foi implementado
como previsto ou adequadamente implementado. Neste
caso avalia-se a que nivel as atividades da componente
organizacional e pedagdgica foram implementados (i.e.
avaliacdo de implementagdo do projeto);

« osresultados obtidos com o projeto, avaliando o impacto do
projeto nos resultados escolares dos alunos a matematica
(oitavo e nono anos) e na relacdo pedagogica (i.e. avaliacdo
de resultados ou impacto do projeto).

Os dados obtidos da monitorizacdo do projeto constituem uma
base de trabalho para a avaliagéo do projeto.

REFLEXAO FINAL

APS pretende estabelecer nos alunos uma motivagio e ambicéo
pelo sucesso a matematica de todos e de cada um, procurando
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a promoc¢do de uma acgdo auténoma, responsavel e solidaria
dos alunos a nivel coletivo e individual.

O projeto foi perspetivado ndo s6 no proporcionar condigoes para
que todos os alunos possam efetuar aprendizagens significativas
e recuperar e consolidar aprendizagens, combatendo-se o
insucesso a disciplina de matematica, mas também no qualificar
0 sucesso escolar.

Este projeto assume-se como um projeto de promocéo do sucesso,
da igualdade de oportunidades de sucesso, da participagdo
ativa dos alunos na construcao de espagos e experiéncias de
aprendizagens diferenciadoras, procurando néo sé6 a recuperagdo
e consolidacdo de aprendizagens matematicas mas também o
desenvolvimento de processos de ensino e aprendizagem de
competéncias matemdticas de nivel mais elevado. Foi desenhado
numa légica de progressao exponencial contextualizada, ndo se
estabelecendo aprioristicamente percursos estruturados, mas
sim de acordo com as respostas que cada aluno individualmente
for sendo capaz de dar, assumindo a avaliagdo formativa um
papel preponderante.

APS é hoje um agente nio s6 de mobilizagdo de competéncias
matemadticas nos alunos e catalisador de conhecimentos das
aprendizagens entre pares, promovendo o sucesso e a qualidade,
mas também potenciador de capacidades e atitudes inscritas
no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria. APS
reconhece contextos, respeita diferencas e torna a matematica
uma disciplina inclusiva. Terminamos com o testemunho
de uma aluna impulsionadora do projeto “Eu sou aluna
impulsionadora do sucesso! Ser professora dos meus colegas é
uma enorme responsabilidade! O que posso fazer de diferente
da minha professora? O facto de trabalhar num pequeno grupo,
respeitando o ritmo de cada um, ouvirmos todos as ddvidas
de todos, partilharmos sugestoes, utilizarmos uma linguagem
matematicamente desconstruida, faz a diferenca! E se eu nido
tenho dificuldades no conteiddo em que estou a trabalhar
com os meus colegas, porque é que APS é importante para
mim? Permite-me ndo s6 desafiar as minhas competéncias
e aprendizagens matematicas, como melhora as minhas
competéncias sociais. Aceitar as diferencas e construir a partir
destas o sucesso é ambicioso!” Diana, aluna do 8.° ano.
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CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

CRISTINA LOUREIRO

Esferas e aproximacoes de esferas — definicao

e definicoes.

A PROPOSITO DA NATUREZA E DO PAPEL DAS DEFINICOES EM GEOMETRIA

Uma das ideias que considero mais marcantes sobre a natureza e
o papel das defini¢des em geometria é a preocupacio de Coxeter
(1973) ao definir poligono. Este matemadtico afirma no inicio do
livro que vai considerar uma defini¢do e que depois, mais a frente
no mesmo livro, vai considerar outra. Além disso é notdvel o
cuidado que Coxeter tem em associar sistematicamente a ideia
de possibilidade quando refere defini¢des. “Podemos definir” é
uma expressao recorrente para este gedmetra.

Conhecendo o destaque que é dado as defini¢oes no ensino da
geometria, nunca é demais refletir sobre a natureza dindmica
das definic¢des e discutir as consequéncias desse dinamismo
para o papel que estas podem ter no ensino e na aprendizagem.
Nesta caso, escolho a esfera como objeto de debate.

A ESFERA

Este objeto geométrico estd praticamente ausente da
aprendizagem nos primeiros anos de escolaridade. E quase
exclusivamente relegado para o papel de contraexemplo de
poliedro. No entanto, a esfera é o sélido geométrico com simetria
perfeita, simultaneamente o mais mével e mais instavel. Esta
também muito presente no nosso dia a dia, sendo as suas
aproximacgdes objetos comuns. Poderia e deveria por isso ter
um papel mais relevante na aprendizagem.

Mas afinal de que falamos quando queremos referir uma esfera?

Nesta discussdo recorro as ideias de Baruk (2005) por as
considerar as mais completas e dindmicas. Para falar de uma
esfera, esta matemdtica parte da superficie esférica e evidencia
duas ideias importantes:

— uma superficie esférica é uma superficie cujos pontos estdo
todos @ mesma distdncia de um ponto chamado centro;

— uma superficie esférica encerra uma porgio de espago, ou
seja, um volume, a que se chama esfera” (Baruk, 2005, p. 437).

E acrescenta ainda. “Os pontos de uma superficie esférica sio
todos aqueles cuja distancia ao centro € igual ao raio. Os pontos
da esfera sdo todos aqueles cuja distancia ao centro é inferior ao
raio. Se a esfera inclui a superficie esférica considera-se fechada,
no caso contrario considera-se aberta”.

Gosto especialmente da observagio de Baruk: “Quando a palavra
“esfera” figura num enunciado sem mais precisdo, é porque se
trata de uma esfera fechada” (2005, p. 437).

Tenho encontrado outras defini¢oes de esfera. Esfera é definida
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como “o conjunto dos pontos do espaco tridimensional que
estdo & mesma distdncia de um ponto fixo, chamado centro”
(Musser, Burger & Peterson, 2006, p. 623). Esta defini¢do
considera apenas a superficie esférica e é comum em outros
livros de referéncia de origem anglo saxénica.

No livro de geometria Elementos de Geometria (Fernandes, p.
478): “Esfera ¢ o sélido gerado por um semicirculo (semicirculo
gerador) que roda em torno do seu didmetro (eixo) até dar uma
volta completa”. Nesta defini¢do a esfera é considerada como
um sélido de revolugéo.

Para ja temos defini¢des que ndo sdo totalmente equivalentes
e defini¢oes que recorrem a propriedades distintas da esfera.
Seguramente que podemos obter outras definicdes se
atendermos a outras propriedades da esfera. Para isso € til
procurar maneiras distintas de estruturar espacialmente a esfera,
isto é, de conceber vérios tipos de estruturas que permitem
obter ou compor uma esfera.

A ESTRUTURACAO DA ESFERA

Um baléo cheio pode ser uma boa imagem de uma superficie
esférica. Assim como uma bola de basquete ou de andebol. As
bolas de futebol ja sdo aproximagdes a esfera de outra natureza
pois séo poliedros.

Os deliciosos bombons Baci sdo boas aproximacoes a esferas
fechadas em que a superficie esférica é de chocolate e o interior
é um saboroso recheio com avelas. Mas é verdade que ha outros
bombons que sdo aproximacgdes mais perfeitas da esfera.

As laranjas sdo esferas quase perfeitas. Podemos destacar a
casca como uma superficie esférica e o interior que revela uma
estrutura de gomos muito apelativa. Comegamos a encarar a
esfera como um sélido de revolucio.

O que acontece quando cortamos uma esfera por um plano?
Obtemos sempre um circulo. A esfera ¢ o tinico sélido que tem
esta propriedade, isto ¢, qualquer corte determinado por um
plano gera sempre uma figura plana do mesmo tipo. Nem o
cubo tem esta propriedade. Ndo ha maneira de cortar uma esfera
e obter uma outra figura que ndo seja um circulo. Ha algum
tempo, numa sessdo de formacdo, ficimos todas estupefactas e
algo incrédulas com esta propriedade da esfera. Nunca tinhamos
encarado a esfera deste ponto de vista. Obtivemos a confirmagéo
desta propriedade no dicionério de Baruk.

CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA
Cristina Loureiro
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A propriedade anterior tem uma situagio de restri¢io quando o
corte da esfera passa pelo centro. Neste caso, obtemos circulos
méaximos ou meridianos. Esta propriedade permite obter
uma esfera estruturada a partir de um conjunto de circulos
méximos como mostra a figura 1. Faco notar que embora
usemos a designacdo de “circulos maximos’; o que temos sdo
circunferéncias.

Um berlinde de vidro é uma esfera que néo revela a estrutura.
Pode ser ttil para medir o volume da esfera e obter de um modo
concreto a inesperada relacdo entre o volume de uma esfera e o
de um cilindro circunscrito. Recordo que esta relacdo é de 2/3.
Entre os objetos do nosso dia a dia descobrimos varias
estruturagdes espaciais da esfera. Todas elas reveladoras de
relacoes significativas do objeto tridimensional com os seus

elementos constituintes bidimensionais. Sdo excelentes exemplos
da relagdo 3D-2D.

Figura 3

COMENTARIOS FINAIS

A superficie esférica é uma superficie ndo planificavel. Talvez
por isso tenhamos a ideia de que é uma superficie dificil de obter.
No entanto, as estrutura¢des de que falimos ddo excelentes
pistas para construir objetos esféricos que sio muito boas
aproximacoes a esfera. Para este trabalho foram inspiradoras
as obras de alguns artistas que sdo sem divida nenhuma quem
melhor explora estas relagoes.

Apresentamos um conjunto de objetos esféricos construidos
pelas criancas em dois jardins de infincia. Na figura 1 as esferas
sdo construidas a partir de tiras de papel iguais para obter
circulos méaximos, na figura 2 a estruturacéo é feita a partir
dos raios. Apresentamos também uma aproximagio a esfera,
do artista Rui Sanches (2017), em que a estruturacdo é feita a
partir de planos paralelos (figura 3).
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Ensino de conceitos basicos de probabilidade por
meio de um jogo de dados e da metodologia de

resolucdo de problemas

JoAo ViTor TEODORO
JoskE MArcos LoPEs

Apresentamos neste trabalho um novo jogo, baseado naquele
elaborado por Lopes (2006), para o ensino dos conceitos basicos
de probabilidade. Por uma questédo de espago, consideraremos
aqui apenas alguns dos muitos problemas que elaboramos
envolvendo situagoes de jogo, onde suas solugdes induzem os
alunos na construgdo/reconstrucdo dos conceitos matemdticos
estudados.

0)0GO

O jogo consiste no lancamento simultdneo de dois dados e deve
ser disputado por dois jogadores, diremos Jodo e Maria, onde um
jogador joga ap6s o outro terminar a jogada. Supondo que Jodo
jogue primeiro, entdo ele lanca os dois dados simultaneamente
e sua pontuacéo corresponde a soma das faces superiores dos
dados, caso queira, poderd repetir o langamento com os dois
dados mais uma vez, mas os pontos desse segundo lancamento
substituirdo os pontos do primeiro. O mesmo ocorre com Maria.
Vence o jogo quem obtiver a maior pontuagéo.

Questoes que poderio ser colocadas aos alunos:

1. Ojogador deve sempre aproveitar o segundo lancamento?

2. O segundo jogador possui vantagens sobre o primeiro
jogador?

ESPACO AMOSTRAL E EVENTO

Problema 1. Quantas e quais sdo as pontuagdes possiveis nesse
jogo?

Solucdo. Sabendo-se que cada dado tem os valores das faces
variando de 1 até 6 e, que, para uma possivel pontuacio,
somam-se dois desses valores. Entdo, podemos ter as seguintes
pontuagoes: 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11 ou 12. Portanto, existem
onze possibilidades de pontuagéo.

Problema 2. De quantas maneiras diferentes o jogador podera
marcar 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11 e 12 pontos?

Solucio. Denotaremos por (face do dado um; face do dado
dois) as possiveis faces superiores dos dados sorteadas. Entéo,
independentemente do jogador utilizar um ou dois lancamentos,

para marcar:
dois pontos temos {(1; 1)}; trés pontos temos {(1; 2), (2; 1)}; quatro
pontos temos {(1; 3), (2; 2), (3; 1)}; cinco pontos temos {(1; 4), (2; 3),

(3;2), (45 1)}; seis pontos temos {(1;5), (2; 4), (3; 3), (4; 2), (5; 1)}; sete
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pontos temos {(1; 6), (2; 5), (3; 4), (4; 3), (5; 2), (6; 1)}; oito pontos
temos {(2; 6), (3; 5), (4; 4), (5; 3), (6; 2)}; nove pontos temos {(3; 6),
(45 5), (5; 4), (6; 3)}; dez pontos temos {(4; 6), (5; 5), (6; 4)}; onze
pontos temos {(5; 6), (6; 5)}; doze pontos temos {(6; 6)}.

Nos problemas 1 e 2, consideramos os acontecimentos da
experiéncia aleatdria “Lancamento de dois dados” e, observamos
que a unido de todos esses subconjuntos que fornecem as
possibilidades de faces sorteadas (acontecimentos elementares),
forma o espago amostral da experiéncia.

Dessa forma, no caso do jogo considerado, o espago amostral das
possiveis faces sorteadas nos dois dados, que representaremos
por S, é dado por 36 elementos.

DEFINICAO DE PROBABILIDADE

Problema 3. Considerando-se apenas o primeiro langamento,
Jodo terd mais chances em obter sete ou oito pontos?

Solugdo. Como foi visto no problema 2, ha seis possibilidades
entre 36 existentes de se fazer sete pontos, isso corresponde

a fracdo % ~16,67%. E, ha cinco possibilidades entre 36

existentes de se fazer oito pontos, isso corresponde a fragao

35_6 ~13,89% . Portanto, como 36 > 36 , Jo@o terd mais chances

em obter 7 do que 8 pontos.

Na resolugdo do problema 3 temos utilizado a nocdo de
proporcdo entre a parte e o todo. Estamos assim, usando
intuitivamente a definicdo de probabilidade de Laplace como
sendo o quociente entre o nimero de casos favoraveis (nimero
de elementos do evento) e o nimero total de casos possiveis
(nimero de elementos do espago amostral).

numero de elementos do Evento

Assim, p=P(Evento)=
ssim, P=P( ) numero de elementos do Espago Amostral

Esta definicao é valida apenas para espagos amostrais finitos
com acontecimentos elementares equiprovaveis, possibilitando
resolver problemas como: Qual a probabilidade de Jodo obter
10 pontos?

As probabilidades para cada uma das pontuagdes possiveis,
considerando-se apenas o primeiro lancamento sdo apresentadas
na figura 1.
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Figura 1. Gréfico com pontuagdes possiveis e suas respectivas
probabilidades no primeiro langamento
Problema 4. Considerando-se apenas o primeiro langamento,

qual a probabilidade de Jodo nio obter 10 pontos?

Solugio. Este problema pode ser utilizado para introduzir o
importante conceito de evento complementar. Para a solugdo do
problema calculamos a probabilidade de Jodo obter 10 pontos
e depois subtraimos do todo (100% ou 1).

Como a probabilidade de Jodo marcar 10 pontos é 8,33%, teremos
entdo que a probabilidade de ndo marcar 10 pontos sera dada por:

p=100%-28,33% ~ 91,67%
O evento complementar é denotado por 4 e P(4) =1-P(A).

Problema 5. Se Jodo obteve 7 pontos no primeiro langcamento,
qual a probabilidade de manter, aumentar ou diminuir sua
pontuacgdo se decidir usar o segundo langamento?

Solucdo. Para manter a pontuagdo Jodo deve obter 7 pontos
no segundo lancamento. Isto ocorre com probabilidade
P -6 ~16,67%

36
Para diminuir sua pontuacio, Jodo deve obter 2, 3, 4, 5 ou 6
pontos no segundo lancamento. Isto ocorre com probabilidade

1
p =—5 ~41,67% "
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Para aumentar sua pontuacgio, Jodo deve obter 8, 9, 10, 11
ou 12 pontos em seu segundo lancamento. Isto ocorre com
probabilidade p 1 ~41,67% -

36

Jodo pode diminuir a pontuagdo quando utiliza o segundo
lancamento e deve decidir em quais casos é vantajoso lancar
novamente. Apresentamos na figura 2 as probabilidades que

Jodo possui para aumentar sua pontuagao, assim deverd adotar
a seguinte estratégia.

e e & 9=
2 o ®o o
1 1 ! T

aumentar a pontuagao
°
N
h

no segundo langamento

Probabilidade de Jodo

o
=)
T

2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
Pontuagéo de Jodo em
seu primeiro langamento

Figura 2. Pontuagdes possiveis e respectivas probabilidades de aumentd-las
no segundo lancamento

Estratégia de Jodo: Se Jodo obtém 7 pontos ou mais em seu
primeiro langamento entéo ele para. No caso contrario, isto é,
se obtém 2, 3, 4, 5 ou 6 pontos em seu primeiro langamento
entdo usard o seu segundo possivel lancamento.

Deve-se observar que se Jodo marcou 3 pontos em seu primeiro
lancamento entdo usard o segundo lancamento e podera diminuir
sua pontuacdo. A estratégia de Maria deve ser diferente, ela ja
conhece a pontuagio obtida por seu opositor.

SOMA E PRODUTO DE PROBABILIDADES

Problema 6. Qual a probabilidade de Jodo obter 2 pontos neste
jogo?

Solucéo. Jodo obtém 2 pontos no seguinte caso:

« Obtém 2, 3, 4, 5 ou 6 pontos no primeiro lancamento e

obtém 2 pontos no segundo lancamento. Temos assim a
probabilidade, p B ~1,16%
36 36 1296

“ »

Observar o papel do “e” na solugado do problema 6. Neste caso
devemos multiplicar as probabilidades referentes ao primeiro
e segundo langamento.

Problema 7. Qual a probabilidade de Jodo obter 7 pontos neste
jogo?
Solucio. Jodo obtém 7 pontos nos seguintes dois casos:

« Obtém 2, 3, 4, 5 ou 6 pontos no primeiro langcamento e

obtém 7 pontos no segundo langamento. Temos neste caso

a probabilidade, p, 6 9%
36 36 1296
« Obtém 7 pontos no primeiro lancamento. Temos neste caso
a probabilidade, p, _5
36
Portanto, a probabilidade de Jodo obter 7 pontos serd dada por:
90 6 306
=p P, =+ —=——~23,61%
PPTP 1506 T 36 T 1206 ’

A figura 3 apresenta as probabilidades que Jodo possui para
marcar 2, 3, 4, ..., 12 pontos no jogo. A pontuagéo mais provavel
é 7 com aproximadamente 24% e a menos provavel é 2 com
aproximadamente 1%.

Observar na solugiao do problema 7 o papel do “ou’, por isso
somamos as probabilidades dos dois casos.

e

N

&
1

o

N

=)
1

o
Ty
(3]

[=]
=
o

e

°

a
1

Probabilidade de Jodo obter
a pontuagéo correspondente

o
o
o

2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
Pontuagao

Figura 3. Pontuagdes possiveis do jogo e suas respectivas probabilidades de
Jodo pontuar no jogo
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PROBABILIDADE CONDICIONAL

Problema 8. Considerando-se apenas o primeiro lancamento,
qual a probabilidade de Jodo marcar 7 pontos, sabendo-se que o
ndmero da face do primeiro dado é maior do que a do segundo?

Solucdo. Quando langamos dois dados temos um espago
amostral S constituido de 36 resultados possiveis, neste caso
a informacdo que o numero da face do primeiro dado é maior
do que a do segundo, reduz o espago amostral para {(2; 1),
(3;1), (3;2), (45 1), (45 2), (45 3), (55 1), (55 2), (55 3), (5; 4),
(6; 1), (65 2), (65 3), (65 4), (6; 5)}, ou seja, 15 elementos
(espago amostral reduzido, notagdo: S’). Destes 15 elementos,
Jodo pode marcar 7 pontos em trés deles, quando ocorrer (4; 3),
(5;2) ou (6; 1). Assim, a probabilidade de Jodo marcar 7 pontos
no primeiro lancamento, sabendo-se que o nimero da face do
1

primeiro dado é maior do que a do segundo dado é p:i -—.
15 5

A informacao fornecida a priori altera o valor da probabilidade,
ou seja, o cédlculo da probabilidade estd condicionado a
informacgéo tida a priori. O nimero de casos possiveis (S)
varia de um problema para outro. Entretanto, para todos estes
problemas, estamos calculando a probabilidade condicional

como o quociente: o
- numero de casos favoraveis
probabilidade = - ,
#S
onde #S’ representa o niimero de elementos do conjunto S'

Para o problema 8, vamos definir os seguintes acontecimentos:

A = {Jodo marcou 7 pontos no primeiro lancamento dos
dois dados} e

B = {O ntuimero da face do primeiro dado é maior do que a
do segundo}.

Desejamos calcular a probabilidade de ocorrer o acontecimento
A, sabendo-se que o acontecimento B ja ocorreu. A notagido
comumente utilizada é P(A|B).

Temos neste caso, B = {(2; 1), (3;1), (3; 2), (45 1), (4; 2), (4; 3),
(5; 1), (5; 2), (5; 3), (5; 4), (6; 1), (6; 2), (65 3), (6; 4), (6;5)}, com
15 elementos. Assim, p(B)=£.

Ainda, A = {(1; 6), (2; 5), (3; 4), (4; 3), (5; 2), (6; 1)} e ANB =

{(4; 3), (5; 2), (6; 1)}, com 3 elementos. Assim, P(A\B)=3i6 )
Das probabilidades calculadas acima e do resultado do problema
8, obtemos: 3
3 36 _ P(ANB)
P(AB) = — = 36 -
BB =15 15 Pp(B)
36

A relagdo acima ndo se verifica apenas para o caso particular
do problema 8. Esta relagdo é a definicio do conceito de
probabilidade condicional.

UM ULTIMO PROBLEMA

Estratégia de Maria: se obtém pontuagdo maior do que Jodo em
seu primeiro lancamento, entdo o jogo termina com a vitéria de
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Maria. Se obtém pontuacdo menor do que Jodo em seu primeiro
lancamento entdo utiliza o seu segundo langamento. Agora,
quando empata com Jodo em seu primeiro langamento entdo
realiza o segundo lancamento se, e somente se Jodo obteve uma
pontuacdo menor do que 7.

Problema 9. Se Jodo marcou 3 pontos qual a probabilidade de
Maria vencer, perder ou empatar o jogo?

Solucao. Maria vence o jogo nas seguintes duas condigoes:

+ Obtém 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 ou 12 pontos no primeiro

33
langcamento. Isto ocorre com probabilidade p, = e

+ Obtém 2 ou 3 pontos no primeiro lancamento e obtém 4,

5,6,7,8,9,10, 11 ou 12 pontos no segundo lancamento.
3,33 99
36 36 1296
Portanto, a probabilidade de Maria vencer serd dada por:

33 99 1287

=p tp, = ot —— =L % 99,31%
PP T 56 1206~ 1296 °
Maria perde o jogo se obtém 2 ou 3 pontos no primeiro
lancamento e 2 pontos no segundo lancamento. Isto ocorre
com probabilidade p= 3L 3 0,23%

. " P36 36 1296 o

Maria empata o jogo se obtém 2 ou 3 pontos no primeiro

lancamento e obtém 3 pontos no segundo lancamento. Isto

ocorre com probabilidade p = 3,26

= ~ 0,46%
Usando o Teorema da Probabilidadg Tolt?a?,6podemos mostrar
que a probabilidade de Maria vencer o jogo é 45,22%, de
perder é 38,47% e a de empatar é 16,31%. Assim, concluimos
que a probabilidade de Maria vencer o jogo é maior do que
a probabilidade de perder. Esta observagao ja havia sido feita
anteriormente; o segundo jogador estd numa situagdo melhor,

ele ja sabe a pontuagédo obtida por seu opositor.

Isto ocorre com probabilidade p, =

Utilizar a estratégia e o conhecimento pode trazer certas
vantagens nos jogos e nas situagdes cotidianas, em relacdo as
decisoes intuitivas ou tomadas impulsivamente. Muitas vezes,
mesmo que de forma impercetivel, lidamos com pessoas
que propdem situagdes, estando em um cendrio vantajoso.
E imprescindivel compreender e sistematizar, por meio da
matemadtica, essas situagdes, de forma a estabelecer uma relacao
igualitaria.
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TECNOLOGIAS NA EDUCAGCAO MATEMATICA

ANTONIO DOMINGOS

A tecnologia entre uma tarefa de geometria
analitica e a Vesica Piscis

Num periodo em que a discussdo sobre as questdes de gestdo
e desenvolvimento do curriculo se reavivou, nomeadamente
com o projeto da autonomia e flexibilizagao curricular, parece
ganhar redobrada pertinéncia uma abordagem transformadora
e estruturadora do ensino e aprendizagem da matematica —
também ela contendo uma dimenséo de desenvolvimento do
curriculo — a resolugdo de problemas suportada pelo recurso
as tecnologias digitais.

Santos-Trigo, Reyes-Martinez e Aguilar-Magalén (2015) estéo
entre os autores que defendem exatamente essa ideia. As variadas
ferramentas digitais que estdo a nossa disposicéo tém diferentes
potencialidades, intencionalidades e capacidades. Mas as suas
potenciais vantagens estdo sempre diretamente relacionadas com
aqualidade das tarefas e dos processos de raciocinio que os alunos
poderio experimentar ao trabalhar com uma dada ferramenta
(sejam tecnologias de multiplas finalidades, sejam tecnologias
mais especificamente destinadas a atividade matematica).
Santos-Trigo € um investigador mexicano interessado no papel
transformador da tecnologia que nos impele a questionar formas
tradicionais e padronizadas de tratar e sequenciar os contetdos e
os conceitos matematicos e a hierarquizacéo de conhecimentos,
tantas vezes aceites como dados adquiridos e incontestaveis.
Os seus trabalhos ilustram frequentemente formas de abordar
situagdes matemdticas com recurso a tecnologias dindmicas que
as tornam em situacoes poderosas porque, num apice, suscitam e
promovem desdobramentos, incursdes por topicos inesperados,
ligacbes entre conceitos e topicos ou a investigacdo de relagoes
matematicas.

E neste sentido que a ideia de problematizacio no ensino e
aprendizagem da matematica — em que as questoes e situagoes
matematicas ganham f6lego e profundidade no ambito de uma
abordagem questionadora com recurso a tecnologias — esta
nitidamente ligada a flexibilizacdo do curriculo. Por isso, fica
a adverténcia: “uma barreira a uma abordagem de resolucgéo
de problemas com tecnologias é o facto de se trabalhar e
acompanhar um curriculo muito estruturado geralmente
composto de sequéncias de unidades e contetidos” (Santos-
Trigo, Reyes-Martinez e Aguilar-Magaldn, 2015, p. 300).

No que se segue, trazemos uma breve visdo desta perspetiva
transformadora, propulsionada pela integracdo coordenada
de ferramentas digitais no 4&mbito de uma tarefa de geometria
analitica no plano. Discutimos varios aspetos da tarefa, tirando
partido de potencialidades do GeoGebra, e depois infletimos
em diregdo a outras questdes de geometria com conexdes a
outras areas do conhecimento.

GEOMETRIA ANALITICA: EQUACAO DA
CIRCUNFERENCIA, INTERSECOES E AREAS

A tarefa proposta tem aspetos que lhe conferem alguma riqueza,
no sentido em que ndo pressupde apenas um trabalho rotineiro de
reproducio de métodos ou conhecimentos tratados previamente.
O mais importante, contudo, é vé-la como uma tarefa dindmica e
poderosa quando se incorpora o uso coordenado de tecnologias.

Esta tarefa envolve virias questdes relacionadas com duas
circunferéncias cujos centros e raios sio dependentes de um
parametro a.

Considere os pontos A=(a,0) e B=(0,0), sendo a>0. Sejam as
circunferéncias com centro em cada um desses pontos e raio a.

1.Prove que cada uma das circunferéncias passa pelo centro
da outra.

2.Determine as coordenadas dos pontos de intersecdo das
circunferéncias, P e Q, a custa de a.

3.Determine a relacdo entre o comprimento de PQ e o
comprimento de AB.

4. Considere a regido de sobreposi¢do dos dois circulos (uma
lente). Determine a sua érea.

5.Como varia a area dessa regido em funcao de a?

Naturalmente, todas as questdes colocadas podem ser resolvidas
analiticamente, usando conhecimentos essenciais de geometria
analitica e nog¢des de trigonometria.

A nossa abordagem vai, porém, no sentido de tirar partido
do GeoGebra e das suas possibilidades, quer no dominio da
geometria, quer do calculo algébrico (CAS), quer ainda da
representacdo de fungdes.
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Na janela grafica, comecamos por criar um pardmetro a,
associado a um seletor, em que definimos a variagdo de a entre 0
e 10, por exemplo. De seguida, mantendo os eixos coordenados
visiveis, marcamos os pontos A e B. Por fim, usando a ferramenta
que permite construir uma circunferéncia com centro num
ponto e raio dado, construimos as duas circunferéncias referidas.
O resultado na janela grafica, colocando o seletor no valor 5,
corresponde ao que se vé na figura 1:

a=5
e e 6

Figura 1. A construcéo das duas circunferéncias ligadas a um
seletor que permite variar o pardmetro a

Naturalmente, esta construgio é dindmica, sendo condicionada
pelo valor do pardmetro a, que, ao ser alterado, desloca o centro
A e altera o raio das circunferéncias.

Relativamente a primeira questao proposta, € claro, ao fim de
algumas observagdes, que cada uma das circunferéncias passa
pelo centro da outra. Visualmente, esta conclusio é imediata.
Mas também é possivel justificar este facto, percebendo que a
distancia entre os centros das duas circunferéncias é igual a a,
ou seja, ao valor do raio. Isso equivale a afirmar que qualquer
das circunferéncias passa pelo centro da outra. Ainda outra
forma de justificar a mesma observacdo seria mostrar que a
equacdo de cada circunferéncia é verificada pelas coordenadas
do centro da outra. Esta podera ser a forma menos espontanea
de pensar e, para muitos alunos, provavelmente a mais complexa.
Sabe-se que a ideia de um ponto pertencer a uma curva como
sinénimo de verificagdo da sua equagdo néo é facil de assimilar,
para muitos alunos. A utilizacdo das ferramentas de CAS pode
eventualmente dar uma ajuda para tornar essa ideia mais clara.
Najanela algébrica, as duas circunferéncias, automaticamente
designadas por c e d, ficam representadas pelas suas equagoes.
Najanela de CAS, podemos ver o resultado da agdo de substituir
as coordenadas do centro de uma circunferéncia na equacgio da
outra, usando o comando Substitute. O resultado é apresentado
a seguir (figura 2). Em cada linha, relativa a cada uma das
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substitui¢des, surge uma igualdade verdadeira.

~ Algebra |~ cAs ]|
B ™[]
= Conic z AR
L0 ¢ (x-Bp+y*=25 1 | Substitute[c, {x=0,y=0}]

O d:x*+y*=25 ol -~0=0
= Number
~0 a=5 5 | Substitute[d, {x=a,y=0} ]
= Point

o - -

@ A=(5,0) 25 =25

@ B=
B=(0,0) 3|

Figura 2. A utilizacdo de ferramentas de CAS para verificar o
efeito da substitui¢do das coordenadas de um ponto na equagdo de
uma circunferéncia
Passando a questdo seguinte, vamos tratar da obtencdo das
coordenadas dos dois pontos de interse¢do das circunferéncias,
que se designam por P e Q. Na janela gréfica, podemos construir
os pontos de interse¢do das duas curvas, usando a ferramenta que
determina a intersecdo entre dois objetos. Na janela algébrica,
surgem as coordenadas desses pontos (para o caso de
a=5), expressas em nimeros decimais: P=(2.5, 4.33) e
Q=(2.5, -4.33). Nio é facil estipular uma relacdo entre estes
valores e o valor do parametro a. Podemos fazer experiéncias,
recorrendo a alteracdo do pardmetro a e observar o efeito nas

coordenadas dos dois pontos, como se ilustra na figura 3:

P=(1,1.73) Q=(1,-1.73)

az4 P=(2, 3.46) Q=(2, -3.46)

a=10

P=(5, 8.66) Q=(5, -8.66)

Figura 3. Variagdo do parametro a e as correspondentes
coordenadas de P e Q

Parece bastante dbvio que a abcissa dos dois pontos corresponde
a ~ 7o~ . 7

a > Contudo, no é tio evidente a forma como se obtém o valor

da ordenada a custa de a.

Passemos, novamente, a janela de CAS. Iremos usar a fun¢éo
CSolve que permite obter as solugdes de um conjunto de
equagdes simultdneas com uma ou mais incognitas (figura 4):

= Conic " T
o i (x-10) +y? =100 1 | Substitute[ ¢, {x=0,y=0} ]
@ d: x2+y2=100 O > 0=0
= Number
@ a=10 2 | Substitute[d, {x=a,y=0} ]
= Point
o A=(10,0) | ~ 100 =100
@ B=(0,0
: P= ((5, s.)as) 5 CSolve {c.d}. {xy}]
o Q= (5, -8.66) . IR {{x=5,y=5\/§},{x=5,y=—5\/§}}

Figura 4. Os valores exatos das coordenadas dos pontos de
intersecdo, com recurso ao CAS

De novo, se alterarmos a posi¢do do cursor para variar o
pardmetro a, encontraremos o mesmo tipo de expressdo
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numérica para as ordenadas dos pontos P e Q, podendo portanto

a Ba a f3a
U ,——— |.Com

> 197127

esta informacdo, ja ¢ facil encontrar a relacao entre a medida
do segmento PQ e do segmento AB: PO=-Ba e AB=a,
logo PO =+/34B -

Avancemos agora para a questdo da drea da regido em que os dois

admitir-se que setem P =

circulos se sobrepdem. Chama-se a esta figura geométrica uma
lente. No caso que estamos a considerar, trata-se de uma lente
especial, pois os dois circulos tém raios iguais e a distancia entre
os centros € igual ao raio. Veremos adiante que esta lente tem
tido uma grande influéncia na arte, ao longo de muitos séculos.

Para o célculo da area da regido pretendida, as ferramentas
graficas do GeoGebra poderdo dar algum apoio, ainda que ndo
de forma direta pois, para a construcédo de por¢oes de circulos,
apenas encontramos ferramentas para construir setores circulares
e setores circuncirculares. Faremos a construcio em dois passos,
para obter um segmento de circulo: construiremos um setor
circular e retiraremos um tridngulo (com vértices no centro da
circunferéncia e nos pontos P e Q) a esse setor. Dessa forma,
obteremos metade da lente. A respetiva representacgio grafica
obtém-se, atribuindo uma cor ao setor circular e colocando
o tridangulo a branco, escolhendo depois nas propriedades
avangadas dos dois objetos a camada (Layer) 1 e a camada 2,
respetivamente (figura 5).

~ Algebra 2|~ Graphics

El|E= mEE|
= Conic 15
o Sector, =104.72 a=10
9 e (x-1072+y* =100
9 d:x2+y*=100
= Number
© Area=61.42
9 a=10
= Point
o A=(10,0)
@ B=(0,0)
@ P=(5,8.66)
o Q=(5,-8.66)
= Segment
o a=1732
@ p=10
% q=10
= Triangle
9 poly1=433

Figura 5. Sobrepondo um triangulo (branco) a um setor circular
(sombreado) surge a representacdo de um segmento circular

Como se pode ver na janela de dlgebra, a drea do setor circular
é calculada de imediato (104.72) e a drea do tridngulo é também
obtida automaticamente (4:3.3). Basta fazer a diferenca entre
estes valores para obtermos a drea de meia lente. Assim, quando
o raio é 10, essa 4rea é 61.42. Portanto, nesse caso, a area da
lente terd o valor de 122.84 (figura 6).

AreaTotal=122.84

151

Figura 6. A representacao da lente, com base em duas meias-
lentes, e respetiva area
O valor exato da drea da lente pode ser encontrado sem grandes
célculos. O dngulo ao centro ZPAQ é um angulo especifico desta
lente: 120°. Este facto pode ser facilmente verificado, notando
que o tridngulo PAB é equilétero, pelo que o angulo ZPAB mede

. . . . Ta
60°. Assim, a area do setor circular é: A(setor) = = Quanto

a area do tridngulo isdsceles de vértices P, A e Q, sabe-se

que a base tem o comprimento @ =3a eaaltura ¢ £,

Depois, calculando a diferenca entre a drea do setor e a area

do triangulo e multiplicando o resultado por 2, tem-se a drea
47 -33 2
—|a".
6
O resultado permite afirmar que a drea da lente é diretamente

da lente: A(lente) =

proporcional ao quadrado do raio (pardmetro ). Mas existe a
hipétese de criar, na janela de Folha de Calculo, uma tabela de
valores representando a variavel a e a variavel Area da lente. A
tabela obtém-se, gravando os dados destas varidveis em duas
colunas a medida que se desloca o seletor (entre 0 e 10) (figura 7).

o i ST dsh
I | A ErEEE==e=]
0 i EIFI@ [
AreaTotal=122.84 1 Raio | Lente
2] 1 123
* 3| 2 a0
4 3 1106
5] 4| 19865
|6 | 5 3071
[7] 6 4422
| 8 | 7 60.19
9 8 7862
| 10 | 9 995
|11 | 10 12284
| 12 |
6l

Figura 7. A recolha dos valores das duas varidveis numa janela de
Folha de Célculo, 8 medida que se faz variar o valor de a

TECNOLOGIAS NA EDUCAGAO MATEMATICA
Anténio Domingos

JULHO ::

AGOSTO :: SETEMBRO #148 41



Fazendo a regressdo bivariada, observa-se a representacéo grafica
de uma fungéo quadratica e a respetiva expressido analitica:
y=1.23x" (figura 8).

100 1

501

0 T T T T T
2 4 6 8 10

Figura 8. Grafico da curva ajustada ao conjunto de pontos
representados na tabela

Compreende-se facilmente que a drea da lente varia com
o quadrado do raio, ji que esta é também a lei de variagdo
da drea do circulo como funcdo do seu raio. A constante de

4z -33

proporcionalidade, , ¢ menos 6bvia e constitui uma

6
das carateristicas especificas desta lente especial.

Uma breve sintese das vérias potencialidades que o GeoGebra
ofereceu para trabalharmos sobre as questoes lancadas numa
situacdo de geometria analitica fica espelhada nas diversas
janelas (Algebra, Graficos, CAS, Folha de Calculo) que fomos
gerando e manipulando, em torno da resolucéo das sucessivas
questoes (figura 9):

‘Substiutel, (=03=0) |

[~ Graphics [~ Spreasaneet |
Clelc- [ [ B[] vedun ~]2] o] E[E[E]S- ]l
et |

o erma T T Ts

- 0=0

‘Substiteld, p=ay=0}]
-~ 100=100 A
1108
00| |
071
w2z
019
7862

¢

4

CSonel (e (il 0
o« {{x=sy=5v3}, {x=5y=-5v3} /
o .
= K

el I v AT

Figura 9. As diversas janelas do GeoGebra utilizadas na resolucdo
das diversas questoes

BESEGasE

995
12284

|
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A VESICA PISCIS: UMA PONTE COM A ARTE

Vesica Piscis é o nome atribuido a esta figura geométrica (regido
de intersecdo de dois circulos com o mesmo raio e cujos centros
estdo separados entre si por uma distancia igual ao raio). O
nome da figura tem origem no Latim e literalmente significa
bexiga de peixe.

De facto, a tarefa de geometria analitica que colocdmos no inicio
tem a ver com a construcdo da Vesica Piscis e leva-nos a algumas
das suas carateristicas especiais. Desde logo, a Vesica Piscis
conduz a construcéo da raiz quadrada de 3. Como verificdmos,
se o raio dos circulos for igual a 1, a altura da Vesica Piscis
é 3. Outro resultado é a medida da sua 4rea, para um raio
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unitario:

@zm.

A Vesica tem uma extraordindria importancia na geometria e
na arte e tem igualmente atraido a aten¢do dos matematicos,
designadamente pelas relagdes que esta permite estabelecer
com outros conceitos (como é o caso do niumero de ouro) e pela
forma como se liga a outras construcdes geométricas. E oportuno
referir, além disso, que a Vesica Piscis é atualmente objeto de
estudos diversos e constitui tema de investigacdo em teses de
mestrado e de doutoramento, designadamente em Belas Artes.
Refiram-se, como exemplos, a tese de mestrado em Desenho,
de Filipe Alberto da Silva (2013), e a tese de doutoramento
em Ciéncias da Arte, de Simao Palmeirim Costa (2016). No

«

primeiro destes trabalhos, é dito no resumo: “.. de régua e
compasso, revelaram-se exaustivamente (mas seguramente néo
todas) as construgdes possiveis de serem construidas por duas

circunferéncias ou dois arcos apenas” (p. do Resumo).

H4, com efeito, toda uma mistica que envolve a Vesica Piscis
e que a torna numa construgdo especial, muito em virtude da
sua simplicidade e da forma como dessa simplicidade podem
nascer variadas construgdes, mas também de algumas das suas
propriedades e de uma certa harmonia estética basica que
consegue imprimir em muitas obras notaveis de arquitetura
e pintura. Silva (2013) apresenta, no seu estudo, uma resenha
histérica sobre a origem e a presenca da Vesica Piscis, desde
a Pré-histdria até ao Renascimento. Segundo o autor, o mais
antigo testemunho encontrado em Portugal da Vesica Piscis,
que reproduzimos na figura 10 (a Vesica Piscis na construgédo de
um tridngulo equilétero), é o legado de um arquiteto chamado
Anténio Rodrigues. Viveu no século XVI, foi arquiteto de obras
régias e a ele se atribui a autoria de um Tratado de Arquitetura
datado de 1576.

Q

Figura 10. A Vesica Piscis na constru¢do de um tridngulo
equilatero
A figura que se segue (figura 11) foi retirada da galeria digital
The Web Gallery of Art (https://www.wga.hu/index.html), um
repositdrio aberto de obras de arte e arquitetura da Europa,
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do século VIII ao século XIX, que contém muitos milhares
de reprodugdes de obras. A imagem é de uma escultura em
madeira policromada, datada do periodo 1200-20, da autoria
de um artista Cataldo desconhecido. Representa Cristo em
Majestade e os Apdstolos, podendo ser encontrada no Museu
Nacional de Arte da Catalunha, em Barcelona. A imagem mostra
perfeitamente a Vesica Piscis (ou, segundo alguns autores, a
Mandorla que se reduz aos dois arcos de circunferéncia que
delimitam a lente).

Figura 11. Foto de escultura em madeira representando “Cristo em
Majestade e os Apostolos” (disponivel em https://www.wga.hu/
index.html)

No GeoGebra, podemos importar a imagem e sobre ela realizar
a construcdo da Vesica Piscis, como se ilustra na figura seguinte.
Para o efeito, foi-se deslizando o cursor no seletor até se chegar
a um ajuste razodvel (figura 12).

A imagem pode agora impelir-nos a levantar algumas outras
questoes: Qual serd, aproximadamente, a relacido entre a altura
e alargura desta peca de madeira? Qual serd, aproximadamente,

a relacdo entre a altura da figura de Cristo e a altura da figura
de um Apoéstolo? Qual serd, aproximadamente, a relagio entre
a drea ocupada pela figura de Cristo (a Vesica Piscis) e a drea
ocupada pela figura de cada Apoéstolo? (Uma curiosidade: a
peca de madeira, de acordo com os dados disponibilizados pela
galeria digital, tem 135 x 98 cm).

Figura 12. A Vesica Piscis construida no GeoGebra sobre a
imagem da escultura

Ao leitor, deixamos o convite de pensar sobre estas e outras
possiveis questdes que podem daqui despontar, ndo deixando
de sublinhar o cardter mesclado, entre o enigmético, o evidente
e o surpreendente, que esta construcdo tao simples nos permite
captar nesta peca. Ao mesmo tempo, ndo podemos deixar de
notar que na arte do principio do século XIII ndo existia o
GeoGebra... mas ja existia, hd muito, a geometria, o compasso
e o esquadro. Temos hoje outras tecnologias e outros media, e
somos hoje outros humanos-com-media (Jacinto & Carreira,
2017), podendo usufruir destes media digitais, ndo apenas para
resolver questdes de geometria analitica de uma forma mais
estimulante e poderosa, levando a raciocinar e aprender ideias
matemdticas, mas também como ferramentas que nos permitem
investigar o mundo, através da matematica.
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PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS ...

VAMOS JOGAR MATEMATICA

SANDRA CRISTINA COSTA

Todos os dias nos deparamos com sérias dificuldades de
aprendizagem dos alunos, que claramente identificamos
associadas a falta de atengdo/concentragao, falta de empenho,
falta de trabalho individual, etc. No entanto, quando os
confrontamos com a possibilidade de jogar um jogo, a atitude
inverte-se, quase globalmente. A primeira questao que colocam
é: “que jogo?”. A segunda questdo que colocam é natural: “como
se joga?”

Falo de todos os tipos de jogos, que ndo os jogos de azar em
que a sorte de ganhar ou perder ndo dependem da habilidade
do jogador, mas apenas de probabilidades mateméticas.

O ser humano tem uma capacidade, diria inata, para jogar. Desde
tenra idade, o desafiar de um sorriso, um choro, um fixar de
olhar, o desafio para receber cécegas, langar um brinquedo
ao chdo e esperar que alguém lho devolva, faz com que tudo
a volta de um bebé lhe crie articulacdo e desenvolvimento,
ao mesmo tempo que interage, socializa, estimula, aprende,
desafia e desenvolve processos criativos. Ganha experiéncias,
partilha conhecimentos e emogdes. Desenvolve a cognicéo, a
autoconfianca e o autoconceito.

O carécter ladico dos jogos pode, pois, ser transformado num
caracter interventivo. Implementando o jogo em atividades
associadas a atividade pedagdgica ou criando analogias entre a
aprendizagem de um dominio e a predisposicdo e propensdo que
os alunos tém para jogar, quer em contexto de sala de aula, quer
em contexto ocupacional, pode promover-se a metacognicio.

Através do jogo, aprendem a respeitar-se as regras e, por
conseguinte, a fortalecer as relagdes interpessoais. Com o
jogo, experiencia-se o sucesso, o insucesso, desenvolvem-se
novas estratégias, novos desafios. Aquando da explicagdo ou
da compreensdo das regras de um jogo, da analise das estratégias
utilizadas, dos erros cometidos, do estudo do pormenor de
posi¢des dominantes, doreconto, ouaquando do desenvolvimento
de um jogo, desenvolvem-se skills como a comunicagéo, a
atencgdo, a concentragdo, o empenho, a memoria, o raciocinio
légico/dedutivo, a aptidao para resolver problemas, a abstracéo, o
espirito critico, a proficiéncia, a competéncia, a destreza mental,
o respeito, o estimulo. Desenvolve-se a capacidade de treinar,
de inovar e de recomecar, transversal a todas as idades e as
diferentes dreas do saber. Desenvolvem-se a autoconfianca,
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a autossuperacdo, a persisténcia, a resiliéncia, a inteligéncia
emocional, “técnicas de argumentacéo e de demonstracéo, que
constituem a proépria natureza da Matematica’, bem como a
“Comunicac¢éo ou o Raciocinio Matemadtico’,... “capacidades
estruturais indispenséveis”.

Para jogar um jogo, seja este de estimulacdo mental ou fisica
ou muitas vezes ambos, é necessario conhecer as suas regras
e existir um objetivo, tal como na matemadtica; o jogador deve
prever, planear, organizar, articular, analisar a parte e o todo,
antecipar consequéncias e modificar estratégias com vista ao
sucesso, ndo descurando o seu cardter lddico, devem definir-se
estratégias vencedoras, assim como na matematica.

Parece, portanto, importante estabelecer uma analogia entre esta
tematica dos jogos e a aprendizagem da matematica, articulada
com o meio envolvente, com vista ao sucesso integral dos nossos
alunos.

Vamos, por isso, jogar Matemadtica. De facto, aprender
matematica ndo é mais do que aprender a jogar um jogo e
conhecer as suas regras.

E necesséria persisténcia na resolucio de um exercicio, de um
problema, de um desafio, ou de uma tarefa em matematica e para
ultrapassar dificuldades é necessario ter atitudes compativeis, em
particular, de nunca desistir do desafio. Estratégias devem ser
desenvolvidas, facilitando a comunicacéo, a expressio, a lingua
e criando analogias com a matematica. Assim, a maneira como
o aluno se comporta a jogar matematica esta relacionada com
as consequéncias que terd, a curto ou a longo prazo.

A minha principal motivacéo para ser professora de matemética
¢, para além de a divulgar, desenvolver nos alunos o gosto de a
aprender e de a discutir. De ndo desistir perante as dificuldades.
Tentar e errar, ndo é perda de tempo, mas um investimento na
concretizagdo de um objetivo. Fazem parte do jogo. Se desistir,
perco. Se ndo souber as regras, perco. E honestamente, ninguém
gosta de perder! Por isso, devo recomegar.

No dia 28 de abril de 2014, o meu filho Bernardo ficou doente
e ndo foi a escola. Pediu-me para jogar xadrez com ele. Apds
algumas partidas, deixei-o a s6s para que pudesse descansar.
Pouco tempo mais tarde chamou-me e desafiou-me a jogar
um jogo que acabara de inventar, com somente quatro regras,

1 Metas Curriculares do Ensino Bésico - Matemética
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Jogo “Cavalo em Linha”

Categoria: Jogo matematico. 4 ‘
Material:
4 pecas (cavalos) por jogador, de cor diferente. g {
Tabuleiro 4X4-. _
Numero de Jogadores: :
2 jogadores. . O
Objetivo:
Alinhar os quatro cavalos, em qualquer direcio, horizontal, ) . B b s d )
vertical, ou diagonal, ou impedir o adversirio de se Figura 3. No jogo do “Cavalo em Linha” todas as pecas tém de ser
T jogadas, pelo menos, uma vez.
Regras: 4. Captura: Nio existe captura.

1. Colocar as pecas no tabuleiro de acordo com a figural. 5 Fim da partida:

Vence o jogador que conseguir alinhar os seus cavalos em
4 O O O O qualquer diregdo, vertical, horizontal, ou diagonal (figuras 4 e
5) ou que consiga impedir todos os movimentos do adversario
3 (figura 6).
2
4
101000 5) OO 0|0
a b c d
Figura 1. Disposic¢ao inicial das pegas no tabuleiro do jogo do 2 O
“Cavalo em Linha”
2.Sortear o jogador que inicia a partida. ! O O O
3.Movimentos: a b G d

Alternadamente, cada jogador pode mover uma das suas
pecas em qualquer diregdo de um ponto para uma casa vazia
do tabuleiro, descrevendo um L (2x1 ou 1x2), podendo saltar
as pegas intervenientes (2 semelhanca do movimento do 4 O O
cavalo do jogo do xadrez).

Figura 4. As brancas ganham

3
a.Na figura 2 o cavalo que ocupa a casa c2, pode jogar para O
uma das casas vazias: al, a3, b4 ou d4. 2 O O

Q@O
‘ ) ; 1 O

X - = a b c d
3 O | .- . g
4 Figura 5. As pretas movimentaram todos os cavalos e ganham

O] O
a b c d 3 O O
Figura 2. Movimentos possiveis do cavalo que ocupa a casa c2

. | . 2 | @ O
b.Para um jogador vencer a partida, deve ter movimentado

todas as suas pecas, pelo menos, uma vez. 1 O O

Na figura 3, os cavalos que ocupam as casas b2, c3 e d4 foram
movimentados. No entanto, o cavalo que ocupa a casa al ainda
ndo foi jogado. As brancas ainda ndo reuniram condi¢oes
para vencer o jogo®.

a b © d

Figura 6. Jogam as brancas. Perdem o jogo

2 Apelo a memoria e concentragdo de ambos os jogadores, dado que as pegas
de cada jogador sdo indistinguiveis.
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e que designou, no mesmo dia, por Cavalo em linha. Dado que
ja joga xadrez desde os quatro anos, foi facil para ele desenhar
o tabuleiro ideal, definir as regras formais do jogo, condi¢des
de vitéria e de derrota. Incentivado, escreveu-as ele préprio a
computador, e, ap6s revisdo do texto e da imagem, submeteu-o
ao concurso Inventa o teu jogo, do Campeonato Nacional de
Jogos Matemadticos2, décima primeira edi¢éo, levada a cabo pela
Associacdo LUDUS/Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa. O jogo Cavalo em linha foi considerado Jogo Matemdtico
e foi classificado em ex aequo, com o primeiro lugar!3

O Jogo Matematico Cavalo em Linha é muito facil de explicar
e de jogar, e o Bernardo desenvolveu diferentes aberturas e
algumas estratégias dominantes, que tornam o jogo cada vez
mais interessante e estimulante, a medida que as explora a cada
partida.

Com o objetivo de divulgar a matematica e o seu jogo, o Bernardo
imprimiu os tabuleiros e as instrugdes, recortou os pedes em
eva, com a ajuda do irmdo mais novo, César, e ofereceu, em
mao, um exemplar do jogo a cada um dos alunos participantes
na Cerimdnia de Abertura das Finais Nacionais das Olimpiadas
Portuguesas da Matemdtica de 2017, que decorreram em Viseu.

3 http://ludicum.org/cnjm/2014-2015-cnjm11/
concurso-inventa-o-teu-jogo-vencedores
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Este processo criativo é um exemplo em como as capacidades
e as competéncias matemadticas se podem desenvolver sem ter,
necessariamente, de dar mais do mesmo.

O Bernardo com o Jogo Cavalo em linha

O Bernardo tem agora treze anos de idade e continua a gostar
muito de jogar Matemdtica!

SANDRA CRISTINA MENDES DA COSTA

Escora SECUNDARIA ALVES MARTINS, VISEU

Este ano o encontro A Matematica nos
Primeiros Anos realiza-se no Instituto de
Educacao, da Universidade do Minho, em
Braga.

Este encontro, promovido pela Associacao
de Professores de Matematica é dedicado aos
primeiros anos, ou seja, desde o pré-escolar
ao final do 2.° ciclo.

PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS ...

EDUCAGCAO E MATEMATICA



Sessao especial do ProfMat 2018: O papel das

*

revistas na vida profissional dos professores

As revistas Educagdo e Matemadtica e Quadrante, as duas
publicacdes periddicas da APM, a primeira mais dirigida
aos professores e a segunda mais dirigida aos professores
investigadores, realizaram uma sessdo especial conjunta no
ProfMat 2018 no dia 5 de abril ao fim da tarde. As diretoras das
revistas, Lina Brunheira (Educagdo e Matemdtica) e Hélia Oliveira
(Quadrante) apresentaram as principais linhas orientadoras das
revistas. Ana Isabel Silvestre e José Tomas Gomes foram os
colegas convidados a partilhar as suas experiéncias e reflexdes
com e em torno de cada uma das revistas, respetivamente
Quadrante e Educacdo Matemdtica. A sala esteve cheia e a
sessdo foi filmada. Dada a riqueza das experiéncias apresentadas
nessa sessdo, pareceu-nos que seria uma pena néo partilhar com
0s nossos leitores algumas delas. Assim, deixamo-vos aqui a
transcricdo de alguns dos momentos de partilha enriquecedora
da sessdo, revista pelos colegas convidados.

Ana Isabel Silvestre

Boa tarde a todos.

Ana Isabel da Escola Dom Pedro Varela, no Montijo.

Obrigada pelo convite, estou muito satisfeita por partilhar, no
ProfMat, a minha experiéncia em torno da leitura da revista
Quadrante. Inicialmente, eu tive algum receio de aceitar este
convite, pois ¢ dificil dizer quais sdo os artigos da Quadrante, que
usei durante o mestrado e o doutoramento, aos quais reconheco
impacto na minha prética profissional.

Eu tive conhecimento da revista em 2003, 2004. Nessa altura,
fiz leituras regulares para os trabalhos do mestrado e para o
projeto PDTR', em que tive a oportunidade de participar. Com
a leitura dos artigos identifiquei, ndo sé alguns contetdos que

1 Projeto internacional - Professional Development of Teacher-Researchers
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eram alvo de investigagdo, quer nacionais, quer internacionais,
como aspetos que eram inovadores, nomeadamente, as questoes
relacionadas com a comunicagdo, a argumentacao e o raciocinio
matematico. A importincia das conexdes [mateméticas] descrita
em vdrios artigos, também fez repensar outras questoes,
nomeadamente, aspetos da pratica da sala de aula. No fundo,
arevista Quadrante foi uma janela aberta para o conhecimento.

O que é que este conhecimento me deu em termos de trabalho
com os meus alunos? Num processo continuo, que nio acontece
de um dia para o outro, considero que me deu a capacidade
para tomar decisdes em relagdo a gestdo do programa, em
particular, tomar decisdes de acordo com o perfil das minhas
turmas. Além disso, a capacidade para selecionar e adaptar as
tarefas disponiveis nos artigos, no sentido de criar aquilo que
eu considero muito importante, os percursos de aprendizagem,
para as minhas turmas. E ampliei, ainda, o meu conhecimento
sobre o reportério das estratégias dos alunos. Compreender,
quase de imediato, as estratégias de resolugdo dos alunos tem,
na minha opinido, um impacto muito importante no trabalho
de sala de aula. Quantas vezes os alunos dizem “eu nio percebo
isto, isto e isto” e nds estamos a ouvir mas, de facto, nao estamos
a compreender aquilo que eles nos querem dizer. A medida
que fui lendo, também fui percebendo padrdes nos erros [dos
alunos]. Por estes motivos, perco muito tempo a ouvir os alunos.

Publico: Desculpa. Nédo perdes, gastas.

AIS: Gasto, mas também ganho. E, penso que os alunos também
ganham. Ouvir os alunos para compreender como pensam é
muito importante.

Concluindo, estas leituras deram-me conhecimento e
tranquilidade para decidir o que fazer com as turmas. Nao
decisoes ad-hoc, mas decisdes baseadas no conhecimento. E
importante ter um conhecimento sélido para decidir e justificar
as nossas opgoes, na escola, aos colegas, a comunidade e também

aos pais.

Foi dificil selecionar os artigos para apresentar, mas existem
dois que tenho a certeza terem tido impacto, ndo s6 na minha,
como na pratica de outros colegas. (...) O primeiro artigo que
menciono é A aprendizagem dos ndmeros racionais, um artigo
de Cecilia Monteiro e de Hélia Pinto, publicado em 2005% que,
de forma aprofundada, apresenta os diferentes significados da
fracdo. Foi realmente um artigo muito importante! Apresenta

2 Monteiro, C. & Pinto, H. (2005). A aprendizagem dos ntimeros
racionais. Quadrante, Vol. 14, N.o 1, 89-106. APM.
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indicagoes sobre a necessidade de trabalhar esta representacdo
de forma articulada com as outras representa¢des dos numeros
racionais e documenta os erros frequentes dos alunos. Além
disso, deu-me a conhecer um conjunto de aspetos [sublinhados
e visiveis no slide] que me pareceram extremamente relevantes,
os aspetos que envolvem o raciocinio multiplicativo. E, de facto,
na minha opinido, este deve ser um trabalho muito forte no 2.°
ciclo de escolaridade.

Como vos disse estes sdo artigos de janela aberta para o
conhecimento. Porqué? Neste artigo encontrei o Rational
Numbers Project?, um projeto com 30 anos, que foi sempre
financiado, alocado na Universidade do Minnesota, nos Estados
Unidos, cujos ultimos artigos sairam em 2017. [O site] tem
disponivel um conjunto de ligdes, retiradas das diferentes fases
do projeto e que estdo acessiveis. Quando uso este recurso, eu
adapto as tarefas as nossas necessidades. Na sequéncia da leitura
deste artigo, procurei mais recursos para a sala de aula, em linha
com indicag¢des do projeto e encontrei o llluminations (NCTM).
Como exemplo, mostro uma aplicagio que permite explorar, em
simultineo, as diferentes representacoes dos nimeros racionais*
. Uma aplicacdo facil de usar, gratuita e os alunos podem usa-
la no seu telemével.

O segundo artigo, O pensamento algébrico na aprendizagem
da Matematica nos primeiros anos® [no slide], de Ana Paula
Canavarro, é um artigo que considero muito importante
e que tem sido o meu guido de trabalho, no ambito da
dlgebra nos primeiros anos. O que é que é importante para
os alunos? Saber fazer generalizacoes e utilizar diferentes
representacdes. Mais uma vez, este é um artigo de uma janela
para o conhecimento. Vamos a procura de mais! Ndo vamos
ficar sé por aqui! Nesse sentido, apresento dois exemplos de
recursos que usei posteriormente. O primeiro exemplo, é um
livro Reconceptualizing Early Mathematics Learning®, que
apresenta reflexdes, baseadas em investigacdes, sobre o que é
relevante na aprendizagem da matemdtica nos primeiros anos de
escolaridade. O segundo exemplo, sdo as brochuras publicadas’
pelo Ministério da Educagéo, da regiao do Ontario, com acesso
livre na Internet (figura 1).

3 Rational Numbers Project http://www.cehd.umn.edu/ci/
rationalnumberproject/

4 Aplicagio do Illumination (NCTM) https://www.nctm.org/
Classroom-Resources/Illuminations/Interactives/Fraction-Models/

5 Canavarro, A. P. (2009). O pensamento algébrico na aprendizagem da
Matematica nos primeiros anos. Quadrante, 16(2), 81-118.

6 livro Reconceptualizing Early Mathematics Learning (Advances

in Mathematics Education) https://www.springer.com/gp/
book/9789400764392

7 Brochura Exploring the Power of Growing Patterns, uma publicagdo
do governo de Ontério (Canada) http://www.edu.gov.on.ca/eng/
literacynumeracy/inspire/research/W W _ExploringPower.pdf
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Research Monograph #55
Why do we teach growing
patterns and what do pattems
have to do with algebra?

Exploring the Power of Growing Patterns
By Dr: Ruth Beatty

Lakehead University

Patterning activities are pervasive in mathematics textbooks and the
Ontario curriculum, K—8. They afford youmg students the uppummm o
develop their algebraic thi in de

Research Tells Us

« Patterning activities are a powerful
tool for introducing young children
to sophisticated algebraic concepts.

« Even very young students. can develop
‘anunderstanding of functions.

« For older students, working with
linear pattems can serve as an
effective introduction to graphs

aldebraie conocpta7A¢
makes a significant difference

4 pat
students to functions, an integral part of algebraic thi

Two Ways of Thinking About Growing Patterns
Consider a typical growing patterning sctivity: Jesse (a Grade 6 student)
was casily able to describe the patter in Figure 1 as “Start with three

of functions. and add two cach time.” When asked by his teacher ho
uld be in the next pasition, he confidently stated, *
« How patters sre presented g
and di s the key to their 9 tiles, so 11 for the next " He
s “"f to predict the 100th posit

“That's too big! Maybe.... st
P et nunum

E E =T
E xphtt o ctonal rasaning

RUTH BEATTY is an Associste.
Professor in the Faculty of Education
at Lakehead university. Her research
interests include investigating how
children of all ages develop algebraic
thinking. the affordance of visual
representations in mathemstics

and the connections between
Anishinaabe ways of knowing and
Westem mathematics curriculs.

/

support every child
reach every student

Figura 1. What works? Research into Practice (Ontario)

Como resultado do aprofundamento do meu conhecimento
sobre varios aspetos do pensamento algébrico, fui explorando
as tarefas com propdsitos mais claros e definidos. Por exemplo,
constatei que a maioria dos alunos respondia a questoes do
manual que apresentam sequéncias figurativas, pois as cores
usadas sugerem estratégias de resolugdo. Pelo contrério, os
mesmos alunos ndo resolviam tarefas semelhantes, em fichas
de trabalho ou de avaliagdo, em que a cor ou sombreado nio
estava presente. Para ultrapassar esta dificuldade dos alunos,
segui as indica¢des dos recursos que indiquei anteriormente, isto
¢, incentivei os alunos a pintar as figuras de acordo com o padrao
que observavam, a fazer a sua propria exploracdo numérica.
Como exemplo, apresento duas resolucoes de uma tarefa que
pede aos alunos, do 6.° ano, a escrita da expressdo geradora de
uma sequéncia figurativa (figura 2).

no({e @ hf {‘0"“({’3
(0] ol 2:000) | 34228
[€) S22xa4  4=2yQ 51@°4
) ;22301 b8 #4613
N bz ol nxd 2hdl Parhded

Figura 2. Resolugdo da Gléria (6.° ano)
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Figura 3. Resolugdo da Nicole (6.° ano)

As duas alunas revelam o modo como visualizam o padrio, como
exploram as regularidades e escrevem uma expressdo geradora.
Apesar da necessidade de melhorar a escrita algébrica, as alunas
revelam compreender o significado da “sua” expressao geradora.

José Tomas Gomes

P

Comecei a dar aulas em Tondela, em 1976, onde me iniciei
nos jornais, nos panfletos.... e o cheiro faz parte dessas coisas.
A revista da APM tem o seu cheiro. Se a revista cheira bem ...
(risos). Outra coisa é a capa. Hé capas de que se gosta mais, outras
nem tanto. A explicacdo que acompanha a capa desperta-me
sempre a atencdo, ela conta-me a sua histéria. Depois,... vou a
contra capa... consulto a sec¢do dos problemas. E ando por ali
a pensar. Dos problemas falarei daqui a pouco.

Ontem, encontrei a Lina e contei-lhe o que estava a pensar
dizer-vos hoje aqui. Com um ar sério, ela aconselhou-me a
encarar a coisa de uma maneira mais profunda e avisou-me
de que iria 14 estar mais gente (risos). Entdo, fui buscar esta

JULHO ::

preciosidade (o primeiro ndmero da revista) que tinha l4 num
bat! Neste primeiro ntimero hd muitos temas de que poderiamos
falar, mas destaco um artigo, engracadissimo, que eu utilizei n
vezes na escola, na relagdo com os pais, como diretor de turma,...
vocés devem saber a que me refiro, aquela histéria da Mafalda
que o Henrique vai buscar sobre o que a professora escreveu
no caderno... Sabem essa histéria?

Publico: Nio. (Risos) Nao nos lembramos...

JTG: Para ja, era banda desenhada, que é uma coisa que eu acho
que a revista perdeu. E o que é que diz o Filipe a Mafalda? “Vé
14 o que a professora de Matemadtica me escreveu no caderno”
E portanto, o que se pedia depois aos miudos, aos pais, aos
professores, etc., era que “conjeturassem” sobre o que a professora
teria escrito no caderno do Filipe. Portanto, o Henrique divulga
as respostas de um conjunto de alunos. Isto foi assunto de varias
revistas e de acesa polémica. Durante vérios anos, esta ideia
acompanhou-me e esteve na base de muita coisa que fiz.

Passou-me pela cabeca trazer uma carrada de revistas,... mas
depois disse...ndo, vamos controlar esta sede! Trouxe, assim, uma
outra revista que marcou o meu percurso profissional enquanto
trabalhei na ESE de Lisboa, na formacio inicial, particularmente
no 1.° ciclo. Foi a revistan.° 40 aquela a que mais vezes recorri.
Esta foi, digamos, a minha revista de referéncia. A que li e reli...

Mas a esta aqui (revista n.° 32), achei particular graca,... “A
reforma dos programas”! Nos anos 90, tinha deixado o 3.° ciclo
e a coisa estava mais ou menos calma,... quando reentrei, em
2011, perguntavam-me "Quantos testes ja fizeste?’, “Qual é a
média das tuas turmas?’;, “Como é que estamos de ranking?”..
e eu pensei, “Oh raio!’; os resultados da matematica (batendo
com a mdo na revista)! Portanto, é uma pressao inacreditavel!
E vivo indignado porque,... quando hoje me confronto outra
vez com o 3.° ciclo, vejo duas coisas: primeiro, o programa é
muito parecido com o que eu ja dava em 1980 e 90 e depois,
ainda tem mais contetdos! Em 1980 j se dizia “ndo se consegue
cumprir o programa’”. Diziamos isso nestes féruns. “Como é que
a gente faz?” Hoje, ndo podemos dizer isso. Cumprimos todos o
programa! Néo se debate. A escola ndo debate. Por acaso, achei
engracado que este ano, no ProfMat, esta questao tenha estado
presente em vérios foruns.

E curioso (mostrando a capa da revista),... é um ProfMat em que
estdo todos jovens (risos), a Cristina Loureiro, a Guilhermina, a
Lurdes Serrazina, a Adelina e o Albano. Estas carinhas... (risos).

Publico: Foi onde esse ProfMat?
JTG: Este foi o ProfMat 94 foi ....

Publico: ...em Leiria. Qualquer dia fazemos um quiz (risos)!

JTG: Hoje as coisas estdo piores. Nos temos de dizer isto aqui
(a revista)... dizemos, mas tem de ser mais forte. Quando
estamos no terreno a dar aulas, isto é dramadtico. Sinceramente
é dramatico...
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Para irmos jantar, eu sé quero dizer mais uma coisa em relacéo
a revista e aos problemas. Depois destas derivas é preciso ler
coisas sérias... entdo, dedico-me ao editorial.

Em geral, qual é a minha atitude quer em relacéo a revista, quer
em relacdo a Quadrante? E a de uma ave de rapina (risos), é
uma atitude de aproveitar as ideias, as propostas e os materiais
para a sala de aula, “isto vai-me dar jeito ou ndo?”.

Vou a ultima parte da histéria. Uma das coisas que tenho feito
nas escolas é pegar no problema que o José Paulo propoe e
leva-lo para a sala de professores. A escola assina a revista,
estd 14 na sala de professores e normalmente até temos espagos
mais ou menos formais, outras vezes informais, para conversar
sobre o problema. No ano passado, conseguimos (o grupo de
professores de Matemadtica) dar resposta a quase todos os
problemas,... enviamos em nome da escola, etc..

A agenda deste ano teve a
colaboracdo do Nucleo do Algarve
na escolha dos desafios mensais.

Preco de capa: 8,50 €
Preco de s6cio: 7 €

50

Vocés conhecem o perfil dos problemas do Zé Paulo e ndo
sdo nada de transcendente, sdo problemas que o comum dos
mortais é capaz de resolver, mas de facto, hd dificuldades e,
por vezes, este didlogo é importante... e para mim o desafio
é levarmos isto para partilhar. Esta construgdo cruza-se com
outro trabalho que tenho andado agora a fazer... € o Polya que
apresenta uma lista de uma vintena de problemas com ajudas
intermédias. Para mim, a ajuda intermédia é essa conversa que
eu tenho com os colegas. Tenho vindo a coligir problemas com
ajudas intermédias. A minha ajuda intermédia na resolugdo
de problemas ¢ esta conversa com os colegas ... e, vamos l&
conversar para o jantar.

A REDACAO DA EDUCACAO E MATEMATICA

APM - AGENDA DO PROFESSOR 2018-2019

2018-2019

Agenda do Professor
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APM 2018 — socios

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagao de Professores de Matematica (APM) é uma institui¢do de utilidade publica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da Matemdtica,

de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacgéo do ensino da Matematica, promovendo

atividades de dinamizagao pedagogica, formacdo, investigacdo e intervenc¢ao na politica educativa. A APM disponibiliza, aos professores de

Matematica e outros educadores, uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacéo e utilizagao pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado
Atualmente a APM oferece sete modalidades de sécio individual:
+ sécio regular

+ sécio estudante regular

« sécio estudante @so6cio

« socio aposentado

+ @-socio

+ sécio residente no estrangeiro

+ sécio conjunto APM-APP*

e quatro modalidades para sdcios institucionais, dependentes do tipo
de produtos a que tem direito e que estdo discriminadas na tabela
abaixo.

*A Associagdo de Professores de Matematica (APM) e a Associagdo
de Professores de Portugués (APP) oferecem uma modalidade
de associado aos professores do 1.° ciclo do ensino basico: sécio
conjunto APM-APP que, através do pagamento de uma tnica quota
no valor de 50,00€, lhes confere o estatuto de associado da APP e
de @-sécio da APM. Pode inscrever-se indiferentemente (e pagar)
na pagina da APM ou da APP; as respetivas associagoes dar-lhe-ao
um n° de sdcio para cada associacdo. A partir dai pode usufruir das
vantagens de s6cio da APP e da APM.

Publicacodes periddicas
Todos os associados individuais tém direito aos cinco ntimeros
anuais da revista Educagdo e Matematica (3 nimeros normais e um
ntmero duplo temético).
Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF
destas publicagdes no nosso portal, todos os outros terdo direito

Modalidades de associado individual Quota

Professor no ativo (scio regular) 55,00 €
Estudante s/vencimento (com regalias de @-s6cio) 16,50 €
Estudante s/vencimento (com regalias de socio regular) 40,00 €
Professor aposentado 42,50 €
@-s6cio 42,50 €
Associado residente no estrangeiro 66,00 €
Sécio conjunto APM-APP (s6 para professores do 1.° CEB) 50,00 €

Modalidades de associado institucional Quota
Modalidade I (1 exemplar da E&M) 72,50 €
Modalidade II (2 exemplar da E&M) 95,00 €
Modalidade III (1 exemplar da E&M +Quadrante) 100,00 €
Institui¢ao no estrangeiro (1 exemplar da E&M+Quadrante) | 140,00 €

também a receber pelo correio as edi¢des impressas. Todos os
associados poderdo usufruir de preco especial na assinatura da

revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto que pode ir até 50%

na aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou online.

Requisicao de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados terdo descontos na requisicio de materiais,

publicacgoes, exposi¢oes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetdos
privados no portal da APM, a beneficiar de descontos na formacao
e em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a
APM tem protocolos ou noutros eventos em que a APM venha a
colaborar, a participar da vida da associagdo através dos grupos de
trabalho, dos nticleos regionais ou por outras formas e a divulgar o
seu trabalho através da APM.

Direitos dos associados institucionais

Para os associados institucionais existem diversas modalidades
de associado de acordo com a tabela respetiva abaixo. Para
além das revistas que recebem de acordo com a modalidade
escolhida, os associados institucionais, nomeadamente as escolas e
agrupamentos de escolas, podem beneficiar os respetivos docentes
(grupos 100, 110, 230 ou 500) com pre¢os especiais em encontros
ou formagdes; podem ainda usufruir dos beneficios de associado
na requisicdo de exposi¢cdes ou na compra de materiais para a
respetiva instituigdo.

Assinatura das revistas Educacio & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica
Quadrante
3 numeros + 1 nimero >

duplo temdtico (2 mirmenes)
Associado Portugal | ... 15,00€
individual Estrangeiro | ... 30,00€
Nao associado | Portugal 50,00€ 35,00€
individual Estrangeiro 70,00€ 50,00€
Nao associado | Portugal 75,00€ 50,00€
institucional Estrangeiro 95,00€ 65,00€

Preco de capa das revistas Educacao & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica Quadrante
Temaética 10,00€
Associado 10,00€
Normal 7,50€
. Tematica 10,00€
Nao associado 20,00€
Normal 7,50€
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