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Porte Pago

Sobre a capa

A capa da edigdo 146 da EM reproduz numa pavimentagao em mosaico
romano (Parque Arqueoldgico de Paphos, Chipre) o duelo mitico entre
o herdi grego Theseu e o Minotauro, criatura imagindria, com a cabeca
de um touro num corpo de homem. No mito, Theseu consegue triunfar
sobre o Minotauro e abandonar o labirinto. O Labirinto do Minotauro
é uma das histérias mais divulgadas da mitologia grega, tendo chegado
a Portugal, também, pela cultura do império Romano e podendo ser
observada nas ruinas romanas de Conimbriga.

Os labirintos tém sido utilizados, ao longo dos tempos, por exemplo,
na matematica, na literatura, na poesia, na religido e na pintura. Com
diferentes interpretagoes no imagindrio humano, o Labirinto do
Minotauro exprime-se como uma metafora para a luta incessante do
ser humano contra o obscuro, o medo do desconhecido, conseguindo,
por fim, obter a clareza e a sabedoria.

Neste nimero também colaboraram

Carlos Alberto Assis, Carlota Brazileiro, Cristina Cruchinho, Eduardo
Veloso, Fatima Simdes, Fernando Nunes, Isabel Correia, Isabel Rocha,
José Paulo Viana, Manuela Pires, Maria Emilia Brederode Santos, Mario
Bessa, Neusa Branco, Patricia Damas Beites, Rogério Berrincha, Sandra
Bento, Silvia Semana, Susana Colaco (A.Khan), Susana Colago (IPS),
Thiago Barcelos Castilhos

Saiu da Redacdo da Educacao e Matematica

No final de 2017, saiu da Redagdo a nossa colega Helena Amaral.
Esta nota corresponde ao agradecimento publico que fazemos aos
colegas que colaboraram connosco, mas neste caso precisamos de
um predmbulo.

A Helena Amaral integrou a equipa em 1996, na edi¢dao do ntimero 39,
curiosamente o nimero que antecede a publica¢io da revista dedicada
ao 1.° ciclo, o seu ciclo de ensino. Sdo portanto 103 as edigdes em
que participou, ao longo de quase 22 anos. Como a prépria Helena
gosta de dizer, “ainda é do tempo” em que os redatores paginavam a
revista, recorrendo aos seus conhecimentos em PageMaker, numa
versio muito menos sofisticada e com muito menos recursos do que
os que existem hoje. Além do contributo que tem dado, a Helena tem
sido um testemunho da histéria da Educagdo e Matemadtica que é feita
ndo sé dos nimeros que sdo publicados, mas também das pessoas que
tém “passado” pela Redacdo, das suas ideias, energia e conhecimento.
Agradecemos assim a Helena Amaral o muito que nos deu ao longo
destes anos.

Correspondéncia

Associacio de Professores de Matematica

Rua Dr. Jodo Couto, n.o 27-A, 1500-236 Lisboa
Tel: (351) 21 716 36 90

Fax: (351) 21 716 64 24

E-mail: revista@apm.pt

Nota

Os artigos assinados sdo da responsabilidade dos seus autores, nao
refletindo necessariamente os pontos de vista da Redagdo da Revista.
Por opgéo do editor e/ou autores, alguns artigos nao obedecem as
regras do novo acordo ortografico.



EDITORIAL

MARIA EMILIA BREDERODE SANTOS

O Professor no seu Labirinto

Os professores em Portugal parecem encontrar-se numa situacao
paradoxal: por um lado, os resultados escolares tém vindo a
melhorar' e os professores gozam de uma imagem positiva por
parte dos alunos e dos seus familiares?. Também uma sondagem
recente num jornal popular colocava a escola e os professores a
frente, na “confianca dos portugueses, da Igreja, dos Tribunais,

da Banca ou dos Hospitais”

Mas, por outro lado, “em Portugal regista-se uma elevada
percentagem de professores que se sentem muito pouco
reconhecidos no seu local de trabalho” e poucos sdo os alunos
do secundério que quereriam seguir uma carreira ligada a
educacdo’®.

Se os resultados dos alunos tém melhorado, permanece uma
taxa de retencéo escolar que é das mais elevadas da OCDE e que
continua a ser precoce (comeca logo no 2.° ano de escolaridade),
injusta (por ser muito mais provavel nas criangas de meios
mais desfavorecidos) e inttil*. A prevaléncia da “metodologia
expositiva” na sala de aula (que é considerada das mais elevadas
entre os paises da OCDE) é apontada como um dos fatores

possiveis de explicagdo para o insucesso escolar em Portugal.

Os directores de escolas do 3.° Ciclo e Secunddrias consideram
Y& s

que o maior problema dos professores é “a resisténcia 8 mudanga”

que se traduziria, por exemplo, na pouca frequéncia de aulas

1 No Preficio do Estado da Educacéio 2016 “Os resultados das avaliacoes
internacionais do final do 1° Ciclo (TIMMS) e aos 15 anos (PISA) tém
revelado claras melhorias nas aprendizagens dos alunos portugueses.
Estes estudos realcam também o aumento da percentagem de escolas
portuguesas inseridas em meios socioecondmicos desfavorecidos
capazes de mitigarem a desvantagem dos alunos”” (p.7).

2 “QOs alunos portugueses do 4° ano nao sé se sentem bem na escola
como tém os professores em grande consideragdo. 88% dos alunos
afirmam que o seu professor tem um grande sentido de envolvimento
com os alunos, porque conhece as suas necessidades, expoe de forma
clara e facil de compreender, da trabalhos interessantes, sabe ouvir
os alunos e dé bom feedback para que os alunos possam melhorar”
(E.E. 2016, p.34).

3 Estado da Educagio 2016,CNE, (p.40)

4 Ver prefacio Estado da Educacio 2016,CNE, (p.7)
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dadas em conjunto mas é a prépria organizacdo do tempo e do

espaco da escola que o dificulta.

Estas aparentes contradi¢des colocam os professores numa
situacdo paradoxal e penosa. Sentem que a sua profisso se tornou
muito mais complexa, que as suas fung¢des se multiplicaram e
nao podem ser reduzidas a antiga definicdo do ensino como

“transmissdo de conhecimentos”.

Os professores sabem que o mundo mudou. Hoje, quando a
educacéo é reconhecida como um direito de todos os cidadios
e uma necessidade de desenvolvimento das sociedades, os
resultados jd ndo sdo so6 atribuidos aos alunos e as familias,
tornaram-se também uma responsabilidade das escolas e dos

professores.

Essa responsabilidade torna a profissdo de professor muito
mais exigente, multipla e complexa. Os professores sabem
que tém que diversificar metodologias e diferenciar a sua
pedagogia. Mas sentem-se espartilhados numa légica que se
autossustenta: programas extensos e inadequados, exames
sobre esses programas, gestdo pouco pedagégica, horarios
sobrecarregados que ndo favorecem a articulacdo e a colaboragéo
entre colegas, numa tradicao de isolamento que os condiciona

e leva a imutabilidade.

Para que os professores ndo se sintam acusados nem acossados,
para que ndo se sintam “de pés e méos atados’, muito tem que
mudar na escola, mas essa mudanga tem que ser feita com
eles e com os parceiros, principais interessados — alunos, pais,
comunidade.....

O Conselho Nacional de Educacdo (CNE), com a riqueza,
variedade e representatividade dos seus Conselheiros, pode
contribuir para abrir caminhos de mudanca neste labirinto de

expectativas contraditdrias.

MARiA EMiLIA BREDERODE SANTOS

PRESIDENTE DO CONSELHO NACIONAL DE EDUCAGAO
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Propor tarefas que promovam o raciocinio e a resolu¢io
de problemas

Usar e relacionar representacdes matematicas
Favorecer um discurso matematico significativo
Colocar questdes pertinentes

Chegar a fluéncia procedimental a partir da compreensdo
conceptual

Apoiar um esfor¢o consequente na aprendizagem da
matematica
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O Projeto de Autonomia e Flexibilidade Curricular

— PAEC

CRISTINA CRUCHINHO

Em julho de 2017, no Despacho n° 5908, publicado no Didrio
de Republica do dia 5 desse mesmo més, pude comegar a ler
ideias como: “autonomia e flexibilidade curricular’, “valorizagéo
da gestdo e lecionagao interdisciplinar e articulada do curriculo
através do desenvolvimento de projetos que aglutinem
aprendizagens das diferentes disciplinas’; “assuncdo da
importancia da natureza transdisciplinar das aprendizagens,
da mobilizagdo de literacias diversas, de multiplas competéncias,
tedricas e préticas, promovendo o conhecimento cientifico,
a curiosidade intelectual, o espirito critico e interventivo,
“flexibilidade

contextualizada na gestdo do curriculo utilizando os métodos, as

a criatividade e o trabalho colaborativo’,

abordagens e os procedimentos que se revelem mais adequados
para que todos os alunos alcancem o Perfil dos alunos a saida
da escolaridade obrigatéria”

J4 me tinha cruzado com discussdes sobre o Perfil dos alunos
a saida da Escolaridade Obrigatéria, mas movida pela sua
referéncia no Despacho n° 5908, que me estava a deixar bem
curiosa e inquieta, fui analisar o documento e entre principios
e valores, saliento o que se pode ler sobre competéncias-chave,
“os sistemas educativos tém vindo a mudar de paradigmas
centrados exclusivamente no conhecimento para outros que
se focam no desenvolvimento de competéncias — mobilizadoras
de conhecimentos, de capacidades e de atitudes — adequadas
aos exigentes desafios destes tempos, que requerem cidadaos
educados e socialmente integrados; jovens adultos capazes de
pensar critica e criativamente, adaptados a uma sociedade das
multiliteracias, habilitados para a acio quer auténoma quer
em colaboracdo com os outros, num mundo global que se
quer sustentdvel” Neste documento, aparece uma defini¢do
de competéncia - “competéncias sio combina¢des complexas
de conhecimentos, capacidades e atitudes que permitem uma
efetiva agdo humana em contextos diversificados. (...) Podem
ser representadas em termos visuais como uma construgéo
integrada, de acordo com o esquema da figura 1.

JANEIRO ::

>
Capacidades 8\>

Figura 1. Esquema concetual de competéncia, do projeto
2030 da OCDE (adaptado), extraido do Perfil dos alunos a
saida da escolaridade obrigatéria, pag.19.

PAFC E PERFIL DOS ALUNOS A SAIDA DA
ESCOLARIDADE OBRIGATORIA/PROGRAMA DE
MATEMATICA

Fiquei e estou incrédula!

Como conciliar o PAFCe o perfil dos alunos a saida da escolaridade
obrigatdria com o atual programa de matematica? Serd que se
promove o desenvolvimento de competéncias, nos estudantes,
quando se defende que “apenas a memorizagdo e a compreensao
cumulativa de conceitos, técnicas e relagdes matemdticas
permitem alcancar conhecimentos progressivamente mais
complexos e resolver problemas mais exigentes”? — pagina 28
do programa e metas curriculares de matematica A, ensino
secundario.

Nao me parece que haja compatibilidade entre o PAFC, o perfil
dos alunos a saida da escolaridade obrigatéria e o programa e
metas da disciplina de matematica!

Aprende-se matemadtica, fazendo matematica e ndo decorando
a matematica!

Experiéncias como a drea de projeto ou a area escola, hd anos
atrds, permitiram-me ter a certeza que os alunos aprendem
e aprendem muito ao desenvolverem os seus projetos.
Desenvolvem variadissimas competéncias - de relacionamento
interpessoal, de desenvolvimento de autonomia, de interpretagdo
e comunicac¢io, de raciocinio e resolucdo de problemas - e
adquirem conhecimentos cientificos porque os procuram para
resolverem situagdes com que se deparam e estio fortemente
motivados a empreenderem no seu projeto.

FEVEREIRO :: MARCO #146 3



PAFC NA MINHA ESCOLA

No atual ano letivo de 2017/2018, sou professora de matematica
das duas turmas que a Escola Secundéria com 3° ciclo Filipa
de Vilhena tem no PAFC: 7°B e 10°B. Embora pertencam a
mesma escola, a forma como o projeto curricular de turma se
estd a desenvolver em cada uma delas é radicalmente diferente,
evidenciando bem que é um documento préprio de cada turma
e que é resultado dos seus intervenientes.

No 7°B, escolheram-se certas atividades do plano anual
de atividades da escola para a turma participar. O conselho
de turma decidiu tratar os temas escolhidos da disciplina
transdisciplinar e auténoma — Cidadania e Desenvolvimento
—através de dominios de autonomia curricular. Surgiram varios
projetos para a turma desenvolver ao longo do ano letivo: “E, se

” «

fosse contigo?’, “Paranhos, um territorio em mudanca’; “Jovens
promotores de saide’;, “Comunicar online’, “Distribuir afetos”

e “Projeto de educacgdo sexual de turma”

Em cada projeto, para além da atividade a desenvolver, das suas
finalidades e dos objetivos a atingir, preocupamo-nos em ter
presente as competéncias, listadas no perfil do aluno a saida da
escolaridade obrigatéria, que se podem desenvolver nos alunos
e as aprendizagens essenciais que cada disciplina interveniente
vai promover. Em “Paranhos, um territério em mudanca’, na
disciplina de matemadtica, os alunos véo identificar e representar
semelhancas de figuras no plano, usando material e instrumentos
apropriados e utilizd-los para a construgdo de uma maquete
de ruas e locais da freguesia de Paranhos. Ainda na listagem
das aprendizagens essenciais a privilegiar na colaboragdo da

ania Fifj,
W '
5 %

ouau™

Esco, ”

realizagdo do projeto, os alunos vdo conceber e aplicar estratégias
de resolugéo de problemas e ter oportunidade de desenvolver a
sua capacidade de abstragdo e generalizacdo, compreendendo
e construindo argumentos matemdticos e raciocinios logicos.

No 10°B, com vista a constru¢io da articulagido curricular, os
professores do conselho de turma foram desafiados pela diretora
de turma, a listar, em relagdo a sua disciplina, palavras-chave,
temas, competéncias, contetidos e atividades de enriquecimento
curricular. Na matemadtica listei: 16gica, histéria da matemdtica,
modelagéo, tecnologia, resolugdo de problemas, raciocinio e
comunicacdo. Com este levantamento, em conselho de turma,
planearam-se os primeiros dominios de autonomia curricular:
“Terra um planeta especial” com a intervencdo das disciplinas de
Biologia e Geologia A e Portugués; “De que modo a légica esta
presente no discurso quotidiano?” onde se podem promover
as aprendizagens essenciais das disciplinas de Filosofia e
Matemadtica A; planeou-se ainda um dominio entre Fisica e
Quimica A e Matematica A a privilegiar aprendizagens essenciais
no tema fungdes. Ja deu para constatar que o projeto curricular
de turma é dindmico e esté fluentemente em mudanga. Ha novos
dominios que se criam, hd problemas e dificuldades que surgem
que é premente ultrapassar.

Este Dominio de Autonomia Curricular construido pelas

professoras de Filosofia e Matematica A, comegou por identificar

os conhecimentos, as capacidades e as atitudes comuns as duas

disciplinas:

— utilizar conscientemente diferentes tipos de argumentos
formais e nido formais na andlise critica do pensamento e

Dominio de Autonomia Curricular — Guido 1

Filosofia e Matematica — 10.2 B—2017/18

1948 * 1998 . 7 e
? trabalho filosofico

Filosofia - Racionalidade argumentativa da Filosofia; a dimensao discursiva do

Matematica — Logica Proposicional

Tema: A importancia da légica.

Problema: De que modo a ldgica esta presente no(s) discurso(s) do quotidiano?

Perfil dos alunos

e Aplicar linguagens, de modo adequado em diferentes contextos de comunicag&o.

e Trabalhar, em colaboragdo, em ambientes digitais e analdgicos.

o Gere adequadamente a sua conta de correio eletrénico e a relagdo com as diferentes aplicagdes a ser usadas.

o Compreende o papel de cada uma das aplicagdes em uso face as tarefas solicitadas: de gest3o de informagao, de
selecdo e partilha de informag&o, de discussdo, de colaboragéo, de organizagdo e produgdo.

o Participa ativamente nos processos de decis3o e de partilha de responsabilidades.

o Cumpre as suas tarefas dentro do tempo e com qualidade, contribuindo com valor acrescido para a elaboragéo

dos produtos finais.

e Desenvolver e aplicar, transferindo para novas situagdes, ideias e solugdes.

® Pensar logicamente com um pensamento critico, capaz de mobilizar o conhecimento matematico e filoséfico.

Figura 2. Dominio de Autonomia Curricular — Filosofia e Matemdtica A
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na expressdo do préprio pensamento;

— aplicar o conhecimento de diferentes faldcias formais na
verificacdo da estrutura e qualidade argumentativas de
diferentes formas e de comunicacéo;

— aplicar inspetores de circunstincias na valida¢io de formas
argumentativas;

— aplicar as regras de inferéncia do Modus Ponens, do Modus
Tollens, do silogismo hipotético, das Leis de De Morgan, da
negacdo dupla, da contraposi¢io e do silogismo disjuntivo
para validar argumentos;

— simplificar expressdes envolvendo operagoes
proposicdes, substituindo-as por proposi¢des equivalentes

e determinar o valor légico sempre que possivel;

com

— resolver problemas envolvendo operagdes logicas sobre
proposicdes.

O trabalho foi apresentado aos alunos no inicio de dezembro
e terminou em finais do primeiro perfodo. Foi fornecido um
guido, onde constam a listagem das dreas de competéncias do
perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatéria a privilegiar,
os conhecimentos, as capacidades e as atitudes comuns as
duas disciplinas que se pretendiam desenvolver, os critérios
de avaliagdo no processo de trabalho e dos produtos finais,
assim como ainda um cronograma das atividades. Pretendia-
se que os alunos construissem um texto argumentativo sobre
Igualdade de Género — um dos temas da area curricular
Educacgdo para a Cidadania. Nesta escrita colaborativa, deveriam
surgir proposi¢des nas cinco formas conectivas e as formas
argumentativas estudadas. O texto devia conter uma tese
explicita, ter pelo menos trés formas proposicionais comuns
as duas disciplinas e trés formas de inferéncia validas estudadas.

Definiram-se os seguintes parametros de avaliagdo:

— pesquisa informacgdo acerca do tema;

— seleciona e organiza informacéo;

— revela conhecimento sobre o tema;

— argumenta, negoceia e aceita diferentes pontos de vista;

— toma posi¢do fundamentada e critica acerca do tema;

— estabelece objetivos e toma decisdes para resolver problemas;

— revela aperfeicoamento e aprofundamento de competéncia,
conhecimentos e atitudes;

— demonstra responsabilidade, autonomia e solidariedade;

— dialoga e demonstra respeito pelos outros.

Para avaliar o produto final, considerdmos os seguintes critérios

de avaliacdo:

—aplica corretamente, ao longo do texto, as formas
proposicionais e de inferéncia vélidas;

— cumpre as indicag¢des para a construgio do texto;

— cria textos corretos, originais e pertinentes para o tema em

JANEIRO ::

questao.

Os alunos envolveram-se na cria¢do dos textos e trabalharam
a par as suas preocupacoes sobre a Igualdade de Género com
a escrita de frases em que as proposicdes, as operagdes logicas
e as inferéncias fossem uma realidade.

Alguns excertos dos textos dos alunos:

“As mulheres deviam ter as mesmas oportunidades que os homens
ou as mulheres sdo seres inferiores. As mulheres nao sdo seres
inferiores. Logo, as mulheres deviam ter as mesmas oportunidades

que os homens”

“Se as mulheres sdo seres intelectualmente iguais aos homens, entao,
ndo sio seres inferiores aos homens. Se nio sdo seres inferiores,
entdo, deviam ter os mesmos direitos dos homens. Logo, se as
mulheres sdo seres intelectualmente iguais aos homens, entdo,

ambos os sexos deviam ter os mesmos direitos.”

Em finais de janeiro, passados quatro meses de implementagao
do PAFC que balanco se faz?

Ver os alunos a fazer matemadtica, aprendendo matematica
sempre foi e ha-de continuar a ser muito bom, talvez a linha
orientadora de qualquer professor(a). Claro que ja todos nos,
ao longo dos varios anos da nossa profissao, vimos 0s nossos
estudantes envolvidos em projetos de interdisciplinaridade onde
se realizam enquanto adolescentes e onde lhes é permitido
desenvolver competéncias que os tornem cidadaos conscientes,
criticos e cooperantes de uma sociedade sempre em mudanga.
Entdo qual a diferenga?

O PAFC veio dar énfase, veio legislar, a existéncia de projetos
interdisciplinares que de alguma forma se faziam com mais ou
menos frequéncia. Trouxe a Cidadania e Desenvolvimento para
os conselhos de turma com os respetivos dominios a desenvolver.

E NA MATEMATICA?

As aprendizagens essenciais parecem ser uma lufada de ar
fresco face ao atual programa de matematica. Serdo? Estarei
a entender bem?

Estes dois documentos, Aprendizagens Essenciais e Programa
de Matematica A, embora tenham os mesmos contetdos
matematicos, permitem orientar as aprendizagens de forma
claramente diferente. Num, cumprindo o que ¢ aprendizagem
essencial, 1é-se: “recorrendo a situagdes e contextos variados,
incluindo a utilizagdo de materiais diversificados e tecnologia,
o aluno deve resolver tarefas que requeiram a resolugido de
problemas, o raciocinio e a comunicacio matemaéticos’,
enquanto que no atual programa de matematica deparamo-
nos com citagdes como “provar, fixada uma unidade de
comprimento e dados um referencial ortonormado do espago

FEVEREIRO :: MARCO #146 5



e pontos A(al, a,, az) e B(by, by, b3), que a medida da distancia
V@ =b)* +(a, =b,) +(ay—=by)*) e
representd-la por «d(A,B)».

entre A e B é igual a

Serd que alguma vez estas duas formas de abordar a aprendizagem
matemdtica se conseguem conciliar?

O PAFC estrutura-se numa ldgica de que se aprende ciéncia,
fazendo, experimentando, resolvendo problemas, intervindo,
... O aluno vai construindo o conhecimento, realizando
aprendizagens efetivas e significativas tendo assim acesso a
uma educacdo, promotora da justica social e da igualdade de
oportunidades.

O Programa de Matemadtica assenta no principio da transmissao
dos conteddos, da passagem do testemunho que a matematica
¢é uma ciéncia de hipdtese, tese e demonstracdo. Entende que
ha que primeiro conhecer os contetidos existentes ha séculos
para depois ter oportunidade de desenvolver certas dreas de
competéncias.

Como se estard a interpretar o Programa e/ou as Aprendizagens
Essenciais pelas diversas escolas do pais? Da minha experiéncia
neste ano letivo, constato a existéncia de algum acompanhamento
relativo a flexibilizagdo dos curriculos das diversas disciplinas e
como é gerido a nivel do conselho de turma. Hd reunides com a
equipa de acompanhamento do PAFC onde véo representantes
das escolas, mas a preocupagio néo é sobre a gestdo disciplinar.
Sente-se a énfase no conselho de turma e menos preocupagio
nos grupos disciplinares.

Em agosto de 2016, as Orientagdes de Gestao Curricular para
o Programa e Metas Curriculares de Matemdtica e Matemadtica
A acrescentaram mais um conjunto de ideias para orientar as
planificagdes, mas que tem algumas orientagdes apenas para
os alunos que vdo a exame nacional em 2018 e em 2019. E os
alunos que, neste ano letivo, estdo no décimo ano?

H4 os das Aprendizagens Essenciais e hd os outros. Os que
estdo abrangidos pelo Despacho n° 5908, ainda se sabe que
a avaliacdo externa tem como referencial as Aprendizagens
Essenciais enquanto denominador comum (artigo 23°). E os
alunos que nao ingressaram no PAFC? Também ji ndo estdo
abrangidos por algumas das orientagdes de gestdo do documento
de agosto de 2016. Entdo esses conseguirao apreender tudo o
que ainda nenhum conseguiu?

E preciso claramente um novo programa de matematica.

E também é preciso tempo. Os professores precisam de mais
tempo. Para se poder adaptar a realidade matematica a cada
turma, é preciso mais tempo. Se se quer personalizar, em
vez de demonstrar de igual forma para todos, sem olhar as
caracteristicas identificadoras de cada grupo turma, é preciso
tempo para reunir, tempo para pensar, tempo para respirar.

CRISTINA CRUCHINHO

EscorA SECUNDARIA FILIPA DE VILHENA

PME42

42nd Annual Meeting
July 3-8, 2018
Umea, Sweden

O 42nd Annual Meeting of the International Group for the Psychology of Mathematics Education
(PME) realiza-se entre 3 e 8 de julho de 2018, na cidade de Umea, situada no norte da Suécia. Este ano
dedica-se ao tema “Delight in Mathematics Education’, focando-se nos aspetos que contribuem para um
ensino e uma aprendizagem da Matemadtica divertidos, significativos e inspiradores, tanto para os professores

COmo para os alunos.

As datas de inscricédo e de submisséo de propostas, o programa e outras informacgdes tteis estdo disponiveis

no site: http://www.pme42.se/
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

Paralelas no quadrado

Temos um quadrado ABCD.
Pelos vértices A, B e C tragamos trés retas paralelas a, b e c.

A distancia entre as retas a e b é de 5 centimetros e entre as
retas b e ¢ é de 11 centimetros.

Qual é a drea do quadrado?

(Respostas até 10 de junho, para zepaulo46@gmail.com)

JOSE PAULO VIANA

B

a

Perfeicoes numéricas

O problema proposto no ntimero 143 de Educacao e Matematica
foi o seguinte:

A Graga encontrou trés niimeros naturais que cumprem
estas condigoes:

— A diferenga entre quaisquer dois deles é um quadrado
perfeito.

— A soma dos trés niimeros é um quadrado perfeito.

— O maior dos niimeros é o menor possivel.

Quais sdo os nimeros da Graga?

Recebemos dez respostas: Alberto Canelas (Queluz), Alice
Martins (Torres Novas), Carlos Dias, Edgar Martins (Queluz),
Graca Braga da Cruz (Ovar), Leticia Martins (Guimaraes),
Manuel Saraiva (Covilhd), Mario Roque (Guimardes), Martim
Correia (Alcicer do Sal) e Pedrosa Santos (Caldas da Rainha).

Uma primeira questéo se levantou ao Alberto, ao Carlos e ao
Edgar: Os numeros da Graga podem ser repetidos? Por exemplo,
serd de admitir (1, 1, 2) ou (3, 3, 3) como solu¢des? Ai, 0 Martim
foi categoérico: “No inicio, sabia que ndo podia haver nimeros
repetidos porque a diferenca entre eles seria de 0, e 0 ndo é um
quadrado perfeito” Realmente, a definicdo com mais aceita¢do
é a de que os quadrados perfeitos sio numeros naturais (1, 4, 9,
16, 25, ...) e ndo incluem o zero. Além disso, reforca o Carlos,
o problema ficaria “muito pouco interessante”

Ultrapassada esta duvida, quase todos os nossos leitores
seguiram, com mais ou menos formalismo, um processo
semelhante.

Sejam x, y e z os nimeros procurados por ordem crescente.

Facamos um esquema, usando a primeira informacao.

‘.2
e SRR »
x Y z
be--ao-o- e >l

d B

Logo, a?+b?=c?e portanto (a, b, ¢) é um terno pitagorico.
Como queremos a menor solugdo possivel, vamos partir do

terno (3, 4, 5), sendo entdo as diferencas entre pares de nimeros
iguaisa 9,16 e 25.

Podemos escrever os nimeros da Graga em fun¢do do menor
deles:

y=x+9 e z=x+25

A soma dos trés nimeros tem de ser um quadrado perfeito Q:
x+(x+9)+(x+25)=Q ou 3x=Q-34.

Entdo, Q — 34 tem de ser multiplo de 3. Experimentemos os
possiveis valores de Q maiores que 34.

Se Q = 36, vem 3x = 36-34 = 2. Nio serve.

Se Q =49, vem 3x = 49-34 = 15. Logo, x = 5.

Os nameros da Graga sio (5, 14, 30).

Encontrada a solucdo, ha quem va mais longe, apresentando
resultados que cumprem todas as condi¢oes exceto a dltima.

Ainda a partir do menor terno pitagérico (3, 4, 5), o Mério
indica os casos seguintes: (10, 19, 35), (22, 31, 47), (29, 38, 54),
(45, 54, 70), (54, 63,79), ...

Ja o Manuel e o Carlos, usam o terno pitagoérico (6, 8, 10) para
encontrar (11, 47, 111), (20, 56, 120), (40, 76, 140), ...

Finalmente, o Carlos escolhe o terno (9, 40, 41) para as solugdes
(29, 110, 1710), (58, 139, 1739), etc.

O PROBLEMA DESTE NUMERO
José Paulo Viana
JANEIRO :: FEVEREIRO ::
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PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS

Nesta sec¢do concluimos a publicacdo do texto de Malcolm Swan, cuja primeira parte foi publicada na revista Educacéo e

Matematica temdtica n.° 144-145.

Conceber tarefas e aulas que desenvolvam a
compreensao concetual, a competéncia estratégica

e a consciéncia critical

MAircoiM SWAN

PRINCIiPIOS PARA A CONCECAO DE AULAS A PARTIR DE
TAREFAS

Os principios que norteiam a concec¢ao das tarefas e a realizacao
de aulas tém uma base substancial na investigacio tedrica e
empirica. Este espaco ndo nos permite enumera-los todos aqui.
Séo principalmente derivados do construtivismo social: tanto
os conceitos como as estratégias sdo conjuntamente criados
como linguagem e os simbolos séo apropriados e interiorizados
(Bakhtin 1981; Vygotsky, 1996). Os seguintes principios sdo,
talvez, os mais importantes:

+ Usar avaliacdo formativa; conceber e adaptar as aulas ao
conhecimento que os alunos ja tém (Black & Harrison, 2002;
Black et al, 2003; Black & Wiliam, 1998; Black et al., 1999).

+ Desenvolver a linguagem matematica através de atividades
de comunicagdo que incentivem o didlogo (Ahmed 1987;
Alexander, 2006; 2008; Mercer, 1995).

» Focar diretamente quaisquer obstdculos concetuais
especificos ou processos (Bell, 1993; Wigley, 1994) e
criar surpresa, tensdo e conflito cognitivo que possam ser
abordados através de discussido (Brousseau, 1997).

« Criar conexdes entre topicos, tanto dentro da matematica
como entre esta e o mundo real. Utilizar varias representacgdes
(Askew, Brown, Rhodes, Johnson & Wiliam, 1997).

« Promover a avaliacdo de pares, usando tarefas que permitam
aos alunos a permuta de papéis, a explicacdo e o apoio
muatuos (Bell, Swan, Crust & Shannon, 1993).

« Utilizar tarefas e questdes que promovam a explicacdo, a
aplicacdo e a sintese, ao contrério de apenas recorrerem a
memoria (Bills et al, 2004; Watson & Mason, 1998).

No entanto, os principios nao sio suficientes. Também devem
ser acompanhados por uma compreensio do contexto para o
qual séo planificados, tendéncia criativa e visdo profissional
(Schoenfeld, 2009).

CONCECAO DE AULAS A PARTIR DE TAREFAS: ALGUNS
EXEMPLOS

A concecgdo de uma aula envolve a sequenciacio de tarefas
matematicas de forma a conseguir cativar tanto os alunos,
como chamar a sua atengdo para determinados conceitos ou
estratégias. Planificar o desenvolvimento de uma aula é bastante
parecido com a tarefa do guionista quando descreve a agdo
de um filme. Segundo Trottier (1998), o roteiro tipico de um
filme esta estruturado em trés fases. Existe uma fase inicial de
preparagdo, na qual sdo apresentadas as personagens, os seus
relacionamentos e os seus mundos e se coloca a questdo ou
situacdo dramética. Depois, hd o confronto com um obsticulo.
As personagens devem aprender novas competéncias e trabalhar
colaborativamente para lidar com a sua dificil situacdo. Muitas
vezes falham o objetivo, a tensdo sobe e atinge-se o climax da
crise. Finalmente, hd a fase de resolugdo que inclui um pico,
um desenlace e, talvez, até mesmo uma reviravolta. O terreno
comum com a concecdo da aula é evidente.

A minha prépria concecdo de aulas foi influenciada pelo
processo demonstrado no estudo da aula japonesa (Fernandez
& Yoshida 2004; Shimizu 1999). Estas aulas sdo frequentemente
estruturadas com quatro componentes chave: hatsumon
(o professor apresenta a turma um problema para iniciar a
discussio); Kikan-shido (os alunos resolvem o problema em
grupos ou individualmente); neriage (uma discussao a nivel de
toda a turma em que se comparam e contrastam estratégias
alternativas e na qual se pretende chegar a um consenso) e
finalmente o matome ou resumo. Entre as diversas fases, a parte
de neriage é considerada a mais crucial. O termo refere-se a
amassar ou polir em cerdmica, onde argilas de diferentes cores
sdo misturadas, servindo como metéfora para a consideragio
da combinagéo de interpretagdes e abordagens utilizadas pelos
alunos na resolugdo de um problema de matemadtica. Na fase
de matome, os professores japoneses costumam fazer uma
cuidadosa observacdo final sobre a sofisticacdo matematica das

PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS
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abordagens utilizadas. Contudo, verificimos que a utilizacéo
deste modelo acarreta enormes exigéncias aos professores,
particularmente quando tentam interpretar, selecionar e discutir
detalhadamente o raciocinio dos alunos.

Em 2009, a Fundacio Bill e Melinda Gates contactou o centro
de investigacdo em Nottingham, para desenvolver um conjunto
de cem aulas que seriam um elemento essencial no programa
da Fundagéo “College and Career Ready Mathematics’, que se
apoia nos “Common Core State Standards for Mathematics”
(NGA & CCSSO, 2010). Em resposta, foi criado o “Mathematics
Assessment Project” (MAP) para se perceber em que grau o
material didatico pode habilitar os professores a implementar
os principios que descrevemos, aliados as tarefas de qualidade,
parte integral do curriculo implementado nas suas aulas, mesmo
nos casos em que o apoio ao desenvolvimento profissional é
limitado ou inexistente. A concecdo dessas aulas apoiou-
se em resultados da investigacdo e permitiu a publicagdo
dos “Classroom Challenges’, descritos noutro lugar (Swan &
Burkhardt, 2014). Neste artigo, vou sublinhar com brevidade a
sua estrutura e ilustrar como o quadro anteriormente descrito
foi utilizado na sua conce¢do. Amostras de aulas podem ser
descarregadas em http://map.mathshell.org.

Dentro do projeto MAP, cridmos dois tipos de aulas: aulas de
desenvolvimento de conceitos (orientadas para os objetivos! 2
e 4) e aulas de resolucdo de problemas (dirigidas aos objetivos
3 e 4). Decidimos, desde o inicio, que estes dois tipos de aulas
necessitavam ser mantidos em separado, pelas razoes antes
discutidas. A estrutura destas aulas é semelhante, com um
claro foco na avaliagdo formativa. Vamos agora evidenciar a
estrutura geral de aulas tipicas de desenvolvimento concetual
e de resolucdo de problemas dos “Classroom Challenges” e
considerar como os principios acima referidos sdo realizados
dentro desses desafios.

A concecdo das aulas de desenvolvimento concetual tem
sido fortemente orientada por principios que se tém revelado
eficazes na nossa investigacéo anterior (Swan, 2006). Cada aula
é precedida por uma avaliagdo diagndstico curta, concebida para
descobrir os entendimentos e interpretagdes atuais dos alunos.
Damos aos professores alguma orientacgéo sobre o que pode ser
a avaliacdo diagndstico, no sentido de auxiliar o professor na
preparacéo de perguntas de exploracéo que podem ser usadas
na proépria aula. A aula, em geral, segue o contorno descrito a
seguir. O leitor encontrard uma explicacdo completa da aula
relacionada com a tarefa da “Representar e traduzir: aumento e
reducdo percentual” (publicado na EM n° 144 -145), no sitio do

1 Estes objetivos sdo apresentados na 1.° parte do texto.
1° Objetivo: Desenvolver o conhecimento factual e a fluéncia processual

2° Objetivo: Desenvolvimento da compreensao concetual; 3° Objetivo:
Competéncia estratégica; 4° Objetivo: Competéncia critica

JANEIRO ::

MAP?2. O espago nio nos permite reproduzir todos os detalhes
aqui.

1. Explicite os conceitos e os métodos em jogo na aula. Propoe-
se uma tarefa inicial com o proposito de fazer com que os alunos
se apercebam das suas proprias interpretagdes intuitivas, para
que surja curiosidade e seja esbogado o nivel de raciocinio que
se espera conseguir durante a atividade principal. Assim, por
exemplo, o professor apresenta a tarefa ilustrada na figura 11
e pede aos alunos que selecionem a histéria que melhor se
ajuste ao grafico. Geralmente, o resultado ¢ a circulacdo de
opinides dos alunos, com a maioria a optar pela hipétese B. O
professor pede e analisa as explicagdes e assinala no diagrama
essas escolhas, mas ndo corrige os alunos, nem tenta que a
solucdo seja descoberta, nesta altura.

2. Atividade colaborativa: correspondéncia entre grdficos,
historias e tabelas. Cada grupo de alunos recebe um conjunto
de cartdes, como o mostrado na figura 12. Dez gréficos de
distdncia/tempo devem ser associados a nove ‘histérias’ (a
décima serd escrita pelos alunos). Posteriormente, quando os
cartoes forem discutidos e associados, o professor distribui um
conjunto adicional de cartdes que contém tabelas de distancia/
tempo com dados numéricos. Esses cartdes permitirdo que os
alunos verifiquem as suas respostas e reconsiderem as decisoes
tomadas. Os alunos farédo cartazes para revelar o seu raciocinio.

3. Discussdo entre grupos: comparar interpretacées. Os
cartazes dos alunos sdo exibidos, e eles observam e verificam
cada um dos cartazes dos outros grupos, pedindo explicagdes
para correspondéncias que parecem ndo estar corretas. Nesta
fase, portanto, sublinha-se a avaliacdo entre pares.

4. Discussdo plendria. Os alunos retomam a tarefa que foi
introduzida no inicio da aula, cuja resolugédo é agora pedida.
Baseando-se em exemplos dos alunos, elaborados durante a aula,
o professor chama a atencéo para os conceitos significativos que
surgiram (e.g., a conexdo entre velocidade, declives nos graficos
e as diferencas com as tabelas). Colocam-se questdes adicionais
para verificar a aprendizagem, usando pequenos quadros em
branco. “Mostrem um grafico de tempo/distancia para esta

”, o«

histéria”;

”, «

Mostrem uma histéria para este grafico”;
uma tabela que se encaixe neste grafico”; e assim por diante.

Mostrem

5. Trabalho individual: melhorar as solugées para a tarefa
introdutoria. Os alunos agora retomam o trabalho que fizeram
na tarefa introdutéria, descrevem o que responderiam de
maneira diferente e escrevem sobre o que aprenderam.

A estrutura da aula acima descrita contém muitas das
caracteristicas do ‘ensino diagndstico’ (ver, por exemplo, Bell,
1993; Swan, 2006) que a nossa investigagdo anterior mostrou

2 http://map.mathshell.org.uk/materials/lessons.php?taskid=208&
subpage=concept
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Associar um grafico com uma histéria

A. O Tom levou o seu céo a passear no parque. Comegou
aandar devagar e depois aumentou o ritmo de passada.
No parque, inverteu a marcha e caminhou calmamente
para casa.

B. Desde a sua casa, o Tom pedalou na sua bicicleta em
direcdo a leste, subindo uma encosta ingreme. Ao fim
de algum tempo a inclina¢do diminuiu. Desceu depois
a encosta oposta, desde o cume até casa.

Distancia a casa

C. O Tom foi correr. No final da rua deu com um amigo e
abrandou o ritmo. Quando se separou do amigo, andou
rapidamente em direcdo a casa.

Tempo decorrido

Figura 11. Atividade introdutdria: Interpretar graficos de distancia/tempo.

A B 1.0 Tom correu de casa até a | 2.A frente da casa do Tom estd uma colina.
g = paragem do autocarro e esperou. O Tom subiu lentamente a encosta,
= S Percebeu que tinha perdido o atravessou o cume e desceu a correr a
g § autocarro e regressou a casa. encosta oposta.

Z g
a A
tempo tempo

C D 3.3 O Tom partiu de casana prancha | 4. O Tom andou devagar e parou para ver
g o de skate e foi aumentando a as horas no reldgio. Percebeu que estava
= S velocidade. Diminuiu a velocidade atrasado e comegou a correr
2 € de modo a poder evitar o piso
z g irregular, tendo acelerado depois.

(=)
tempo tempo

E F 5.0 Tom saiu de casa para correr | 6. O Tom caminhou até a loja que estava no
g g mas, como estava em baixo de extremo da rua. Comprou o jornal e fez o
= — S forma, foi andando mais devagar, percurso de volta a correr.

2 g até que parou
3 <
a A

tempo tempo

G H 7.0 Tom foi dar um passeio com | 8.Este grifico estd completamente
g g amigos. Lembrou-se de repente errado. Como é que o Tom pode estar
= S que tinha deixado a carteira em simultaneamente em dois sitios?

2 g casa. Correu para a ir buscar e
z g depois teve de correr para alcangar
(=)
os outros.
tempo tempo

I J 9. Depois da festa, o Tom andou com | 10. Escreve uma histdria feita por ti.
g calma para casa
3 P
< o
z o
2 g
E E
A A

tempo tempo

Figura 12. Correspondéncia de cartdes: graficos e histérias

ser mais eficaz, a longo prazo, do que qualquer das outras
abordagens, exposicdo ou descoberta guiada, acontecendo o
mesmo em diversos temas: valor decimal de posicdo, razoes,
transformacoes por reflexdo, fungdes e graficos e nimeros
racionais (Bassford, 1988; Birks, 1987; Brekke, 1987; Onslow,

10

1986; Swan, 1983). Estes estudos permitiram concluir que o
valor do ensino diagnéstico parece estar ligado a valorizagdo dos
métodos intuitivos e das ideias que os alunos traziam para cada
aula, proporcionando experiéncias que despoletaram ‘conflitos’
de ideias, tanto a nivel individual como em relacgao aos colegas,
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e criou oportunidades para os alunos refletirem e analisarem
as inconsisténcias das suas interpretacoes.

Vou agora ilustrar um dos desafios da sala de aula, focado na
resolucio de problemas: “Ter gatinhos”3. Como j4 foi assinalado,
os professores acham que é muito dificil interpretar, monitorar e
selecionar o extenso raciocinio dos alunos durante uma aula de
resolucéo de problemas. Foi por isso que resolvemos preceder
cada aula com uma avaliacdo preliminar, em que os alunos
resolvem o problema individualmente. O professor analisa
uma amostra das tentativas iniciais dos alunos e identifica as
principais questdes que precisam de ser abordadas na aula.
Através dessa testagem anterior, desenvolvemos uma tabela
de problemas “comuns” que alerta os professores para as
dificuldades que os alunos possam ter e indica as perguntas
que o professor podera colocar para potenciar um pensamento
mais frutuoso (figura 13). Os professores analisam as respostas
iniciais dos alunos, com a ajuda dessa tabela. Se o tempo permitir,
podem escrever questdes de retorno sobre o trabalho de cada
aluno ou, alternativamente, preparar perguntas para serem
consideradas por toda a turma.

Problema

Tem dificuldade
em comecar

Sugestdes para perguntas

Consegues descrever o que acontece nos
primeiros cinco meses?

Nao consegue
desenvolver uma
representacao
apropriada

O trabalho nao é
metodico

Consegues fazer um diagrama ou uma tabela
que mostrem o que estéd a acontecer?

Consegues comegcar olhando apenas para
as ninhadas da primeira gata? O que fards a
seguir?

Desenvolve um
modelo parcelar

Pensas que a primeira ninhada de crias terd
tempo para crescer e terem elas proprias
ninhadas?

Que suposigdes fizeste? Todos os gatinhos
nasceram no inicio do ano? Todas as crias sdo
fémeas?

Nao formula
suposicoes claras
ou razoaveis

Faz uma tentativa
bem sucedida

Como é que podes verificar esta resposta
usando outro método?

Figura 13. Um estrato da “Tabela de problemas comuns” da
atividade “Ter gatinhos”

3
Ter gatinhos*

Os gatos nao conseguem adicionar mas multiplicam-se! 1
Apenas em 18 meses, esta gata pode ter 2000 descendentes.

Nimero de crias

numa ninhada:

Duragio da

gravidez: Idade em quea | Normalmente

Cercade | atapodetera deda6
primeira

2 meses 4 |-
gravidez: Cerca +

de 4 meses

Descobre se este nimero de
descendentes ¢ realista.

Idade a partir da
qual uma gata
nio pode ter
filhos: Cerca de
10 anos

Eis algumas informagoes de
que vais precisar:

Média de
ninhadas que
uma gata pode
ter anualmente:

Enunciado da tarefa inserido na primeira parte do texto, publicado na
Educagdo e Matemdtica n° 144 -145

JANEIRO ::

Esta forma de retorno tem-se vindo a revelar mais poderosa do
que a atribui¢io de classifica¢oes ou de notas, que desvalorizam
amatematica e que encorajam a competicdo, e ndo a colaboragao
(Black et al. 2003; Black & Wiliam, 1998)

Chegamos agora a propria aula. Enquanto a estrutura rigorosa
dependerad do problema especifico, as aulas de resolugdo de
problema sdo geralmente organizadas da seguinte forma:

1. Introducgdo. O professor volta a apresentar a tarefa principal
para a aula e devolve o trabalho aos alunos junto com as
perguntas formativas. Os alunos tém alguns minutos para
lerem essas perguntas e para lhes responder individualmente.

2.Trabalho de grupo: comparacdo das estratégias de
abordagem. Pede-se aos alunos que trabalhem em pequenos
grupos para discutir o trabalho de cada um e para produzir
seguidamente um cartaz mostrando uma solucdo conjunta
que seja melhor do que qualquer das tentativas individuais.
Os grupos estdo organizados de modo a que os alunos com
ideias contrastantes fiquem juntos. Esta atividade promove a
colaboragdo e a avaliagdo entre pares. O papel do professor
serd o de observar os grupos e desafiar os alunos, usando as
perguntas preparadas e assim aperfeicoarem e melhorarem
as estratégias.

3.Discussdo entre grupos: comparar as estratégias de
abordagem. Dependendo do leque de abordagens utilizadas
pelos alunos, o professor, neste momento, pode pedir aos
alunos para reverem as estratégias elaboradas por outros
grupos da turma e justificar a sua prépria (a maioria ndo
tera chegado a uma solugéo, nesta fase). Se ndo existirem
divergéncias marcantes nos métodos usados, ou se ndo é
evidente a utilizacdo de representacdes mais sofisticadas,
entdo o professor pode ir diretamente para a fase seguinte.

4. Trabalho de grupo: criticar “exemplos do trabalho dos
alunos’. O professor apresenta no maximo quatro exemplos
de “trabalho dos alunos’, retirado dos materiais (figura
14). Este trabalho previamente preparado foi selecionado
para destacar abordagens alternativas. Cada exemplo estd
anotado com perguntas que chamem a aten¢do dos alunos.
(por exemplo, “O que é que cada aluno fez corretamente?
Quais os pressupostos? Como poderd ser melhorado o seu
trabalho?”) Isto permite que os alunos contatem com
estratégias e representacdes que até essa altura podem nao
ter considerado.

5.Trabalho de grupo: aperfeicoamento de solucées.
Os alunos tém uma oportunidade para reverem as
abordagens iniciais. Voltam a tarefa e tentam usar ideias
para aperfeicoarem ainda mais as suas resolugdes.
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6.Discussdo a nivel de toda a turma: uma revisdo da
aprendizagem. O professor organiza uma discussdo em
plendrio para focar os processos envolvidos no problema,
tais como as implica¢des de adotar suposi¢oes diferentes,
o poder de representagdes alternativas e as representagoes
matematicas gerais da estrutura do problema. Tudo isto
também poderd acarretar referéncias adicionais as abordagens
incluidas nos exemplos do trabalho dos alunos.

6 i 0 Yt Y ] W v YA v L L Il [ 5

Ue—-——-)e—{l—,»“-mHLt#“-»e—L—«Wﬂ—?"i

Sk SiX s Six
a cak couldhom 2y iitens
2000 is Not feakistic

(uma gata pode ter 24 gatinhos; 2000 ndo é realista)

A Alice escolheu representar a tarefa usando um eixo do tempo.
Considerou apenas o nimero de crias da primeira gata. Utilizou
corretamente parte da informacéo disponibilizada, assumindo que
nascem seis crias em intervalos regulares. Esqueceu que estas crias
também vdo ter as suas proprias ninhadas. Nao descreveu o seu
raciocinio nem os seus pressupostos.

(Mde;
rensts ,// L \\x 6 meses;
A ,E % total dos gatos=I+..;
o S
Gronths ‘/ \L l/ l/ X \ Logo, ndo é realista)
b b b 6 6
f manths J L l

Todal cats = [+ 6xb6 + éx3b
= [ +36421b
=253

—

So ibs not realishe

O Wayne assumiu que a mae tem seis crias depois de seis meses e
levou em linha de conta a sucessdo de ninhadas. Contudo, esqueceu-
se que cada gato pode ter mais do que uma ninhada. Apresentou
um eixo do tempo de modo claro. Ndo explicou de onde veem os
intervalos de seis meses.

Figura 14. Amostra de trabalho para discussdo, com comentdrios

do professor

A anterior descricdo da aula contém muitos recursos que
ndo sdo comuns no ensino da matemadtica, pelo menos nos
EUA ou no Reino Unido. Existe uma énfase pronunciada na
utilizagdo preliminar da avaliacdo formativa, o que permite
ao professor preparar-se para o que ird encontrar na aula,
no que respeita aos raciocinios dos alunos, fornecendo
respostas adaptadas. Os alunos passam a maior parte da aula
conversando colaborativamente, focados na comparagdo de
processos matematicos. As sucessivas oportunidades para o
aperfeicoamento da resolugdo permitem que os alunos utilizem
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uma multiplicidade de métodos, os quais comparam e avaliam.
Finalmente, ‘a amostra do trabalho dos alunos’ é usada para
promover o desenvolvimento da competéncia critica (4°
objetivo). Este aspeto tornou-se o foco da nossa investigacdo
mais recente. Vamos agora apresentar alguns dos problemas
que esse facto gera.

DESENVOLVIMENTO DA COMPETENCIA CRITICA COM
AMOSTRA DO TRABALHO DOS ALUNOS

Muitos investigadores tém salientado a importancia da
comparagdo de abordagens usadas pelos alunos para as
tarefas cognitivamente exigentes, no entanto, tem-se revelado
extremamente dificil para os professores colocarem este aspeto
em pratica. No ambiente complexo da sala de aula, lutam para
monitorizar o raciocinio matemdtico dos alunos, discernir
o valor matematico das abordagens alternativas, selecionar
resolugdes para a discussdo em toda a turma e organizar essa
discussdo para que os alunos construam significados. Os
professores tém dificuldade em estabelecer conexdes entre as
abordagens dos alunos e em reconhecer e valorizar os seus
métodos comparando-os com conhecimento vélido existente
(Brousseau, 1997; Chazan & Ball, 1999; Lampert, 2001; Stein
et al, 2008). Na pratica, a partilha de ideias degenera muitas
vezes em meros ‘apresenta e relata; com a participagio a ter
prioridade sobre a aprendizagem (Stein et al, 2008).

Em resposta a este desafio estamos atualmente a investigar os
usos potenciais da preparac¢io anterior a aula de ‘amostras do
trabalho dos alunos’ para discussdo em sala de aula, focando
conceitos e processos fundamentais, enquanto se desenvolve
simultaneamente a competéncia critica. Achamos que os
exemplos do trabalho dos alunos tém variados usos potenciais.
Na resolugio de problemas, por exemplo, podem ser usados para
encorajar um aluno que estd preso numa linha de raciocinio a
considerar outras perspetivas, ou para permitir a comparagio
de representacdes alternativas e concentrar-se na identificagdo
dos pressupostos de modelac¢do. Na aprendizagem concetual, as
amostras podem ser usadas para chamar a atencéo a existéncia
de concegdes erradas comuns e de interpretacdes alternativas.
A amostra de trabalho precisa de um delineamento cuidado
para cada um destes propésitos, de modo a que a atengdo dos
alunos fique em consondncia com as finalidades das aulas.
Comecgamos habitualmente com o trabalho real do aluno que
depois é adaptado e reescrito, tornando-o claro, legivel e focado
na questao que desejamos ver discutida.

A partir de evidéncia recolhida da observagdo de mais de
100 professores em, salas de aula, nos EUA, estabelecemos as
seguintes diretrizes para a conce¢do de amostras de trabalho
(Evans & Swan, 2014):

« Desencoraje as andlises superficiais que os alunos possam
fazer, afirmando explicitamente o propésito da amostra de
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trabalho e fazendo perguntas especificas que se relacionem
com esta finalidade:

« Incentive comparacgdes holisticas, construindo amostras
de trabalho curtas, acessiveis e claras e excluindo erros
processuais, ou outros, que desviam a atencdo do objetivo
proposto;

+ Deixe o trabalho incompleto, de modo a que os alunos
tenham de se envolver no raciocinio iniciado para o
completar;

+ Sequencie a distribui¢do da amostra do trabalho dos alunos
para que possam ser feitas comparagdes sucessivas entre
pares de abordagens semelhantes;

+ Dé aos alunos tempo e oportunidades suficientes para
incorporarem, nas suas préprias solucoes, o que eles
aprenderam das amostras de trabalho;

« Providencie apoio aos professores, de forma a que, na
discussdo a nivel de toda a turma, eles possam identificar
e extrair critérios para a comparagdo de abordagens
alternativas.

OBSERVACOES FINAIS

Este artigo é uma reflexao pessoal sobre como é que estamos
agora a comecar a compreender os desafios da concecdo de
tarefas, depois de muitos anos de realizacdo de investigacoes
sobre este assunto.

O quadro tedrico aqui apresentado néo pretende ser abrangente,
mas tem-se revelado forte, nas mdos de quem concebe tarefas
e curriculos. Quando se identifica um objetivo a alcangar,
o quadro fornece-nos uma forma de identificar o tipo de
atividade de sala de aula que pode alcancar esse objetivo, e o
nosso corpo de modelos acumulados fornece-nos exemplos,
sobre os quais podemos conceber tarefas. E com a utilizacio
deste processo, lento e iterativo, que as tarefas sdo concebidas
e ensaiadas nas aulas, revistas e corrigidas. Esta abordagem,
embora normativa no desenvolvimento de produtos em geral,
¢ muito mais dispendiosa do que o “modelo de autoria’, tantas
vezes usado em educacdo: produzir um esquema; recolher
comentadrios; rever; publicar. No nosso trabalho, observamos
geralmente cada aula entre trés e cinco vezes, em cada um dos
dois ciclos de desenvolvimento. Isto permite-nos obter um
retorno rico e detalhado, a0 mesmo tempo que também nos
permite distinguir problemas gerais de implementacdo a partir
de mais exemplos de varia¢oes idiossincraticas dos professores
considerados individualmente. N6s desenvolvemos ferramentas
de observagdo sistemdtica para recolha de dados (Swan &
Burkhardt, 2014) e, no desenvolvimento dos “Desafios da sala
de aula’, agora temos mais de setecentas destas observagoes
para nosso apoio. Lentamente, estamos a aprender. Talvez que
o campo de investigacdo do projeto esteja ainda na sua fase
inicial, mas estamos a fazer progressos.
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Numeros racionais como operadores

Sabemos das dificuldades dos alunos em trabalhar com nimeros
racionais em todas as interpretacdes do conceito, por isso
escolhemos alguns problemas que incidem na interpretacdo do
ntimero racional como operador e em diferentes representacgdes
(fracdo e percentagem).

Na interpretacdo como operador, os nimeros racionais surgem
como transformadores de uma situagio (operam sobre ela),
por exemplo, aumentam ou reduzem o nimero de itens num
conjunto discreto, transformam uma figura geométrica plana
noutra da mesma forma, mas com dimensdes diferentes (maior
ou mais pequena), ...Estamos a falar em ampliacoes, redugoes,
aumentar, encurtar, multiplicar e dividir.

E compreender os niimeros racionais como operadores implica
compreender os efeitos da aplicacdo sucessiva de dois ou mais
operadores, quando o segundo operador é aplicado ao resultado
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Vygotsky, L. (1996). Thought and Language (A. Kouzlin, Trans, 9th ed.)
Cambridge: Massachusetts Institute of Technology Press.

Watson, A., & Mason, J. (1998). Questions and prompts for mathematical
thinking. Derby: Association of Teachers of Mathematics.

MArcoiM SWAN
CENTRO DE INVESTIGAGAO EM EDUCAGAO MATEMATICA, UNIVERSIDADE

DE NOTTINGHAM

TrADUGAO: FERNANDO NUNES

1 Tradugdo da segunda parte da conferéncia plendria que Malcolm Swan
apresentou no Encontro de Investigagdo em Educagdo Matematica,
realizado em Sesimbra em 2014 e organizado pela Sociedade Portuguesa
de Investigacdo em Educacao Matematica.

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

obtido com a aplicacdo do primeiro operador. Este tipo de
composi¢do surge com frequéncia em situagdes do dia a dia.

Para os Materiais para a aula de Matemadtica, deste nimero
da Educagdo e Matemaitica, selecionamos do livro Teaching
fractions and ratios for understanding, de Susan Lamon (2006)
um conjunto de sete problemas, que traduzimos e adaptdmos.
Ap6s a sua resolugdo os alunos tém um conjunto de questdes de
reflexdo, que podera dar origem a uma discussdo plendria (no
sentido de Swan, ver texto da se¢do para este n.° seleciondmos)
em que se podem colocar questdes adicionais para verificar a
aprendizagem. .

IsABEL RocHA
MANUEIA PIRES

AGRUPAMENTO DE ESCOLAS MARINHA GRANDE POENTE
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Numeros racionais como operadores'

Resolve os sete problemas que se seguem e responde as questdes colocadas na reflexdo final, de forma a serem
discutidas na turma.

1. Ontem poupei na compra de uma blusa cujo precgo original
era 60 euros, porque me fizeram um desconto de 10%. A
minha irma foi hoje a mesma loja e conseguiu um desconto
adicional de 10% sobre o preco de ontem.

dd ao Pedro 6 barras de chocolates, quantas bolos ele
deverd dar a Mariana?

c. A Mariana e o Pedro concordam que uma troca justa
é 6 pacotes de sumo por % de uma pizza grande.
Se o Pedro d4 a Mariana 21 pacotes de sumo, que
quantidade de pizza deve dar-lhe a Mariana?

1.1. Quanto é que ela poupou em dinheiro?

1.2. E em termos percentuais qual o valor do desconto
relativamente ao preco original? d. A Mariana e o Pedro concordam que uma troca justa

2. O meu primo ofereceu-me um poster, ampliando uma foto € 2 tortas de péssego por 5 tortas de maca.

das nossas férias conjuntas para 360% do seu tamanho
original. Como ficou com falta de clareza e perdeu-se a
foto original, decidi levar o poster a uma loja de cdpias para
reduzir de forma a ficar apenas 220% do tamanho original.

Se o Pedro dd a Mariana 6 tortas de macd, que
quantidade de tortas de péssego deve dar-lhe a Mariana?

6. Nesta figura consegues ver % de % de 1 ? Pinta a parte

5 ?
correspondente.

Que parte desta figura representa o produto 1 % X % ?

Que percentagem do seu tamanho atual devo solicitar? 1

3. De 1990 a 2000, numa certa cidade, a populagéo sofreu
um decréscimo de 10%. Os censos seguintes abrangendo
a década seguinte (2000-2010), revelaram que, devido a
recuperagdo econémica, a populacdo da cidade aumentou
10%.
Comparando com 1990, que podemos dizer da populagdo
em 2010?

4. Comecamos com uma certa quantidade e executamos
sucessivos aumentos (ou acréscimos) e reducgdes (ou
decréscimos) nessa quantidade. Ao resultado da nossa

7. Representa a parte sombreada de cada figura como um
produto de fragoes

primeira a¢do outro acréscimo ou decréscimo é aplicado. i .
Que percentagem da quantidade original obteremos em
cada situacdo?
o o . o N _
a. Umdecréscimo de 10% € seguido de um acréscimo de 15% REFLEXAO

b. Um acréscimo de 10% é seguido de um decréscimo de 10% .
Pensando nalguns dos problemas resolvidos, apresenta as

c. Umdecréscimo de 50% é seguido de um acréscimo de 60% . . - .
justificagoes pedidas.

. ( u u ( . ~ . 7 .
d Um acrescimo de 20/ ese ldO de m decreSCImO de 50/
a. como eXphCar a razao de sucessivos acrescimos e

decréscimos da mesma percentagem nio nos conduzirem
a quantidade inicial?

e. Umdecréscimo de 30% é seguido de um acréscimo de 25%

f. Um decréscimo de 10% é seguido de um acréscimo de

0,
10% b. porque dois decréscimos seguidos ndo correspondem a
5. Resolve cada um dos problemas que se seguem, indicando um decréscimo total em relagdo ao valor inicial igual a
o operador. soma desses decréscimos?

a. A Mariana e o Pedro concordam que uma troca justa é
10 amendoins por 1 dabarra de chocolate. Se Mariana

. que operadores originam um acréscimo na quantidade

inicial e que operadores levam a um decréscimo?

dé ao Pedro 3 barras de chocolates, quantos amendoins

ele deverd dar a Mariana?
1 Lamon, S.]. (2006). Teaching fractions and ratios for understanding.

b. A Mariana e o Pedro concordam que uma troca justa ;
q J New Jersey: Lawrence Erlbaum Associates, Inc.

é 1% barras de chocolate para 6 bolos. Se a Mariana
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Que simbolos sao estes?

SANDRA BENTO
PATRiCcIA DAMAS BEITES
FATIMA SIMOES

No dominio de contetido Primitivas e Calculo Integral, do
novo Programa de Matemadtica do Ensino Secundario, surge
uma lista de descritores norteados pelos objetivos gerais:
Definir a nogdo de primitiva; Abordar intuitivamente a nogdo
de integral definido; Resolver problemas. Apesar de aparecer
logo no descritor 1.3. uma indicagdo para a possibilidade de
representar as primitivas de f{x) pela notacdo [f{x)dx, s6 no
descritor 2.2. surge o objetivo de conhecer a origem histdrica
da expressio / ' flx)dx.

a

Encontramos no caderno de apoio ao 12.° ano, sec¢io PCI12,
informacdo complementar com uma breve explicagdo sobre o
simbolo /. Atribui-se a Leibniz a sua introduco no século XVII,
por ser a forma usada nessa época para a letra s e pretender
abreviar a palavra soma. O texto continua de forma vaga e
informal a explicar, sem referéncia, a atribuicdo do significado de
produto de duas medidas a expresséo f{x)dx. Resume a nota¢ao
Jftx)dx como significando historicamente, se ffor positiva, uma
soma de dreas de retangulos com largura infinitesimal dx e
altura f{), esta considerada constante ao longo de um intervalo
de comprimento chamado desprezavel.

Com este resumo, o professor s6 terd algumas pistas sobre
a origem dos simbolos / e dx. A quantidade de informagdo
formal que fica subentendida, nomeadamente com uma sé
referéncia a medidas infinitesimais como sendo assunto trivial,
e a auséncia de representacdes visuais caracterizam uma
postura académica conhecedora do formalismo subjacente mas
reticente quanto a contribui¢io da Histéria da Matemaética no
ensino-aprendizagem.

HISTORIA, PORQUE?

O papel da Histéria da Matemdtica na Educagéo tem vindo a
ser marcadamente destacado com fundamentacio de dois tipos:
instrumento no ensino-aprendizagem da Matemdtica e objetivo
em si mesmo (Jankvist, 2009). A este propo6sito, Radford, Boero e
Vasco (2002) exploram a relagdo da Histdria no desenvolvimento
conceptual da Matematica com a aprendizagem desta. Destaca-
se a importancia da Psicologia Sécio-Histdrica, que tem em
Vygotsky um dos expoentes maximos, pelo papel relevante
na concegdo de aprendizagem, nomeadamente na construgao
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da mente a partir das raizes socioculturais. Vygotsky (1989)
analisa os mecanismos que integram Histéria e Cultura no
funcionamento cognitivo e identifica as bases natural e cultural.
A influéncia da primeira manifesta-se nos processos cognitivos
bésicos mais relacionados com mecanismos autométicos de
resposta; a segunda estd implicada em fung¢des superiores
que dependem da capacidade do sujeito recorrer a processos
simbolicos como raciocinio, resolucdo de problemas ou
linguagem. Esta é a ferramenta da construcdo do pensamento
que o autor mais valoriza, porque é veiculo de expressdo e
agente mediador no contexto socio-histérico e cultural em que
o individuo se desenvolve.

Da perspetiva sociocultural e histérica, a mediacdo é central na
evoluc¢do humana, pois configura mudancas de ordem qualitativa
ao longo do tempo. Considera-se que o desenvolvimento humano
deve ter em conta as mudancas ocorridas simultaneamente a
quatro niveis: filogenético (desenvolvimento da espécie), histérico
(espécie), ontogenético (individual) e microgenético (processos
psicolégicos). Sdo as funcgdes psicoldgicas superiores que
permitem o desenvolvimento do sujeito ao nivel ontogenético,
num continuum que se carateriza por transformacdes dialéticas
qualitativas (Abreu, 2000).

Ao nivel ontogenético, considera Vygotsky que existem dois
saltos qualitativos: linguagem oral e linguagem escrita. A
aquisicao da linguagem constitui assim um marco importante
no sentido em que, como sistema simbdlico, é o mediador
por exceléncia no desenvolvimento das fungdes psicoldgicas
superiores, pois o individuo ao interagir com o seu contexto,
mesmo néo tendo acesso direto aos objetos, dispoe de sistemas
simbdlicos que representam a realidade na base da experiéncia
e do conhecimento. A competéncia permite que o individuo
consiga, de forma abstrata, analisar e generalizar as caracteristicas
dos objetos a outros acontecimentos e contextos e fundamentar
a comunicacdo na sua func¢do de transmissdo das experiéncias
ao longo da histéria (Luria, 1976; Vygotsky, 1989).

Através da linguagem constréi-se a comunicagéo, a planificagéo
e aautorregulacdo dos processos de pensamento, sendo a fungédo
comunicativa a que o liga ao mundo externo, na relacio com os
intervenientes do contexto sociocultural e histérico. De igual
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forma, considera-se a Matematica um sistema de signos a serem
apropriados pelo aluno a partir da interagdo com o contexto, da
mediagdo dos professores e do desenvolvimento histdrico da
drea. Os signos funcionam como ferramentas para solucionar
problemas a nivel cognitivo, tais como recordar, analisar e decidir.

Outro conceito fundamental, que permite compreender a
importancia de integrar historicamente conceitos matemdticos, é
o de internalizacdo dos mediadores culturais. Para Abreu (2000),
o ato de contar dependera de uma reconstrugéo interpessoal dos
sistemas de contagem em uso num contexto cultural particular.
Neste sentido, alguns auxiliares mais objetivos, por exemplo
contar pelos dedos, serdo progressivamente transformados
em representacdes, subsididrias de um discurso interno que
permitird ao individuo tornar-se autébnomo, deixando assim
de depender desses auxiliares.

Na construcdo da internalizacio dos mediadores culturais,
destaca-se o papel estruturante do contexto através das
propriedades dos sistemas de signos de uma cultura e das
interagoes sociais dos membros dessa cultura com os aprendizes,
uma vez que os primeiros sdo detentores do conhecimento
do sistema de signos. Para esta construgdo é necessirio que
as culturas promovam processos de ensino-aprendizagem
potenciadores do desenvolvimento. E neste ambito que surge
o conceito de zona de desenvolvimento proximal em Vygotsky
— distancia entre os niveis de desenvolvimento real e potencial.
O primeiro refere-se a uma zona do desenvolvimento na qual o
individuo resolve, de forma independente, as tarefas que a sua
cultura lhe exige. O segundo configura um potencial que s6
serd atingido se, nessa resolucdo, o individuo tiver a mediagdo
de pares mais desenvolvidos, assumindo relevancia o papel do
professor e o dos métodos pedagégicos ativos.

FACTOS MARCANTES

A figura 1 reproduz uma elucidativa figura na tradugéo de Motte
(1739) dos Principia de Newton, considerado, juntamente
com Leibniz, um dos fundadores do Célculo (Boyer, 1968). O
enunciado conclui, da construgdo, que diminuindo a largura dos
retangulos inscritos e aumentando o seu nimero in infinitum,
a soma das areas dos retdngulos inscritos ou circunscritos a
curva e a drea delimitada pela curva serdo iguais.

Segundo Rickey (1996), o simbolo de integral aparece impresso
pela primeira vez em 1686 na primeira obra Sobre uma geometria
oculta e a andlise dos indivisiveis e infinitos de Leibniz. A
primeira vez que a palavra integral aparece associada ao simbolo
é num artigo de Jakob Bernoulli em 1690. O seu irméo Johann
explica o uso dessa palavra em resposta a uma carta de Leibniz:
consideracdo do “diferencial como uma parte infinitesimal de
um todo ou integral” (citado em Rickey, 1996, p. 34).

Kb—v”';m
N
%Mdo
|

A BF D E

Figura 1. Reprodugdo da figura 6 em Motte (1739, p. 44)

Segundo Kline (1972, Vol. I), a ideia mais influente do Calculo,
depois dos conceitos de derivada e de integral como limite de
uma soma, foi a de que o integral pode ser obtido invertendo
o processo de diferenciagdo. As conclusoes de Newton nesse
sentido foram generalizagoes de ideias de muitos matematicos
antes dele, tendo sido particularmente influenciado pelo trabalho
Arithmetica Infinitorum de John Wallis. No que diz respeito
a relacionar a soma de dreas infinitesimais com a reversio
do processo para obter taxas de variacdo instantaneas, numa
publicacdo de 1711 Newton determina a drea abaixo de uma
curva designando por momento de x o acréscimo infinitesimal
o feito a varidvel, e por momento da drea o acréscimo oy feito a
drea z=ax™ debaixo da curva.

oy

o

X+ o

Figura 2. Reproducéo da Fig. 17.13 em Kline (1972, Vol. I, p. 360)

Newton designa por z + oy a drea delimitada pela curva,
pelos eixos e pela ordenada em x + o, concluindo que
z+0y=a(x+0)". Newton prova que y=amx1 dividindo o
desenvolvimento binomial por o e desprezando, sem rigor
formal, os termos com o. Reciprocamente, se a curva for definida
por y=amx"1  entdo a area abaixo da curva é dada por z=ax".
Como ja tinha expressado esta mesma drea como soma de areas
infinitesimais, Newton mostra assim que estas somas podem
ser obtidas por reversido do processo de derivacdo (Teorema
Fundamental do Célculo integral).
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Leibniz desenvolve em paralelo métodos andlogos mas com
diferencas, nomeadamente por o objeto de estudo inicial serem
sequéncias de numeros, a partir das quais faz a transicdo para
o Calculo pensando nos seus termos como imagens por uma
fungdo. Elucidativo pode ser o facto do ponto de partida de

x?

Leibniz para a igualdade f @ de =% ser o calculo da drea do
tridngulo de base x e altura y = x. Leibniz fara a transi¢do do caso
discreto das sequéncias para o caso geral em que dx e dy sdo
incrementos de uma fungdo arbitrdria. Concluird também que a
“integragdo como processo de soma é o inverso da diferencia¢ao”
(Kline, 1972, Vol. I, p. 375).

Tanto Newton como Leibniz foram responsdveis pelas
aritmetizacdo do Célculo e reducédo dos problemas de célculo
de dreas, até entdo tratados como somas, a processos de anti-
diferenciacdo. Mas o rigor formal s6 chegard século e meio
depois, no principio do século XIX, com as contribui¢oes de
Bolzano, Cauchy, Abel, Dirichlet e Weierstrass, que chamam a si
amissdo de “trazer ordem ao caos” (Kline, 1972, Vol. II1, p. 947).
Quanto a definicdo de derivada, foi Cauchy que introduziu as
quantidades dx e dy, cujo quociente é f"(x), em 1821. E também
Cauchy que publica a primeira demonstragdo formal do Teorema
Fundamental do Célculo.

O significado preciso do termo infinitesimal e a abordagem
nos cursos atuais de Calculo continua a ser assunto de debate.
Tall (1981) enuncia a premissa polémica de que o velho calculo
infinitesimal, criticado nos tltimos trés séculos por constituir uma
teoria imprecisa e imperfeita, pode ser perfeitamente satisfatério
em determinados contextos de ensino pré-universitario. Analisa
varias hipdteses de abordagem do conceito, iniciando com o
“velho e intuitivo método infinitesimal” de Leibniz (Tall, 1981,
p- 16), mas, depois de discutir a necessidade de ferramentas de
niveis distintos de sofisticacdo, conclui que o método do limite
dindmico, com exemplos numéricos e visualizacdes dindmicas,
pode constituir a melhor abordagem inicial.

HISTORIA, COMO?

Jankvist (2009) considerou trés categorias na utilizagdo da
Histéria da Matematica em sala de aula: ilumina¢ao; modular;
de base histdrica. Na primeira, a informacéo histdrica surge
como um complemento ao ensino-aprendizagem da Matematica.
Exemplo desta seria uma biografia de Leibniz. Na segunda, a
estruturacdo é por médulos dedicados a Histéria, como algumas
aulas relativas ao curriculo mas propiciando o estudo de outros
conteudos. O desenvolvimento da Matematica ao longo do tempo
fundamenta a terceira, aplicando-se indiretamente no ensino-
aprendizagem. Um exemplo seria a ordem de apresentacéo de
N,Q*,R,C respeitando a evolucdo histérica.

Katz, Dorier, Bekken e Sierpinska (2002) referem estudos
de caso que relacionam os dominios histérico e psicoldgico,
dando exemplos da Histéria da Matemdtica onde transparecem
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as dificuldades dos matematicos em problemas do curriculo
escolar numa versdo contemporanea, e para os quais parecem
existir dificuldades de aprendizagem. O exemplo que interessa
particularmente no contexto do Calculo Integral é o conceito
de limite, pois ai reside o mistério do termo infinitesimal. E
de alguma forma esclarecedor que a formalizagdo rigorosa do
conceito de limite, a instilacdo do rigor na Analise (Kline, 1972,
Vol. III) s6 tenha sido desenvolvida cerca de século e meio depois
da contribuicido de Leibniz e Newton.

O referido exemplo é objeto de pesquisa de Schneider (1988)
que conclui que as dificuldades na passagem da intuigdo para a
compreensao rigorosa no conceito de limite e as consequentes na
compreensio da nogao de integral como drea limitada por uma
curva, provém do mesmo obstdculo epistemoldgico: “os alunos
ndo conseguem separar na sua mente a matematica do mundo
ilusoriamente sensivel das medidas” (Katz, Dorier, Bekken &
Sierpinska, 2002, p. 150). Como referem Radford, Boero e Vasco
(2002), esse obstdculo é a fonte de erros previsiveis e recorrentes
de um individuo ao tentar utilizar conhecimento para resolver
um problema. Distingue-se de obsticulos individuais, como
as capacidades cognitivas, ou de obstaculos diddticos criados
pelas escolhas de ensino.

Bussi e Sierpinska (2002) consideram que a abordagem histérica
no ensino da Matemadtica pode ser feita de forma explicita, com
a consulta de documentos ou estudos histérico-epistemoldgicos
relacionados com os conceitos, mas também pode ser implicita.
Na investigacdo de Schneider (1988) as tarefas sao desenhadas
com o intuito de confrontar os alunos com as suas crencas
prévias. A mediacdo do professor é fundamental para garantir
a consciencializagdo das perce¢des da Matematica pelos alunos
e das suas conexdes com os fendmenos fisicos percetiveis.
A eficiéncia desta abordagem deve ser testada caso a caso,
atendendo a especificidade dos contetidos, a origem sé6cio-
cultural dos estudantes e as varidveis didéticas precisas.

Mason (2002) sugere a Histéria da Matematica para humanizar,
advogando que alguns alunos podem ser conquistados se tiverem
nocao das dificuldades que os matematicos passaram ao longo
do tempo, sujeitos as suas proprias paixoes e fragilidades, para
chegar a resultados que foram sendo aperfeicoados. Para isso
sugere taticas para as aulas, que contribuam para a aprendizagem
dos alunos e o enriquecimento do curriculo: recolher uma colegéo
de retratos e curiosidades sobre matematicos ou teoremas
importantes; localizar os momentos em que certos simbolos
ou ideias emergiram e a sua evolugéo; explorar controvérsias; e
estabelecer conexdes entre resultados que surgem em diferentes
momentos de aprendizagem e para os quais ndo se adivinha a
partida uma ligacéo.

O fazer matemdtica, processo heuristico que inclui erros e
duvidas, tem vindo gradualmente a ser reconhecido como
muito importante do ponto de vista didatico. A comunicagéo da
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Matemidtica é, em geral, organizada de forma linear, mas esconde
as motivagoes e as dividas que surgiram no seu desenvolvimento.
A integracdo da Histéria da Matematica no ensino, com reservas
elencadas por Tzanakis e Arcavi (2002), pode contribuir para
mostrar aos alunos que erros, ddvidas, argumentos intuitivos,
becos sem saida, controvérsias e abordagens alternativas sao
parte integrante da construgdo matemdtica. A integragdo
pode ser direta, com factos e fontes histéricas, mas também
indiretamente inspiradora numa abordagem genética do
ensino-aprendizagem (Tzanakis & Arcavi, 2002). Esta visdo,
caso particular das abordagens de base histérica, considera
fundamental, para a atribuicdo de significado pelos estudantes,
o caracter de necessidade do objeto de estudo como solucéo
para um problema. Segue a metodologia de recuperar as ideias
chave e questoes que originaram novos caminhos de investigacao
ao longo da evolugéo histérica do assunto estudado, e tentar
reconstruir os passos de forma didaticamente apropriada para
a sala de aula.

Schneider (2002) apresenta exemplos, inspirados na Histéria
da Matemitica, do grupo de trabalho Abordagem Heuristica
da Analise. Reproduzimos aqui a abordagem do conceito de
limite, pois nela reconhecemos a introducéo a defini¢do de
integral na nossa pratica letiva, ainda que com o auxilio de
representacoes visuais.

Considera-se a drea limitada por y=x3, x=0, e y=0.
Preenche-se esta com n-I retdngulos inscritos, cuja soma
das dreas é dada pela sucesséo:

1oV 1 T, 1m@-1\ n*-20%+4n2 1/ 2 1
Sl S
Zun" \n n* " n* 2 4n# 4 n n?
i=0 i=0
Considera-se também a sucessdo definida pela soma das areas
dos retangulos circunscritos:

“lex(i+1)3_1X“Z"1,+13_1(n(n+1))2_1(1+2+1)
2 ) s L0 D =t ) =ity te)

i=0 i=0

As duas sucessdes tém ambas limite % . Para provar que o
valor da drea pretendida é este limite, observa-se que a mesma
é limitada pelas duas sucessoes (Schneider, 2002, p. 246).

Também encontramos este tipo de abordagem genética em
Paschos e Farmaki (2011). Os autores recuperam elementos
historicos do século XIV, relacionados com o estudo do
movimento no final da Idade Média, destacando o papel das
representagdes geométricas do movimento e da Geometria
Euclidiana no aparecimento do Calculo. Transcrevem
enunciados de alguns matematicos, designados na época por
calculadores, onde sdao definidos os conceitos de velocidade
instantanea, movimento de aceleragdo uniforme e nio uniforme,
e se enuncia o Teorema da velocidade média, acompanhados
das representagdes na figura 3.

JANEIRO ::

Figura 3. Representacoes de abordagem genética (Paschos &
Farmaki, 2011, p. 148)

As tarefas de Paschos e Farmaki (2011) sdo baseadas em situacoes
de estudo de um movimento, em particular usando gréficos
tempo-velocidade para a representacdo que sdo familiares
aos alunos. Estes identificam a representacao de grandezas
relacionadas com o movimento (tempo, velocidade, distincia
percorrida) nos gréficos, instrumentos fundamentais de
mediagdo numa abordagem intuitiva a conceitos matematicos.
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O terceiro encontro de professores organizado

Flexibilidade curricular em pela Associacdo de Professores de Matemética e o
- Instituto de Educagdo da Universidade de Lisboa,
Matematica no ambito de um protocolo de colaboracio entre
perspetivas, experiéncias, interrogacoes estas instituicoes, serd dedicado a reflexio sobre a
encontro de professores flexibilidade curricular em Matemadtica nos diferentes

niveis de escolaridade, num momento em que este
tema estd na ordem do dia, assumindo-se também
como um tempo e um espaco de formacio de
professores.

5 de maio de 2018
Instituto de Educagéio da Universidade de Lishoa

Pretende-se, com este encontro, aprofundar a
reflexdo e o debate em algumas questdes relativas
a flexibilidade curricular nomeadamente no que
se refere ao Projeto de Autonomia de Flexibilidade
Curricular (PAFC). Com esta finalidade apresenta-
se um programa do encontro com trés Sessoes
plendrias — uma conferéncia seguida de debate,
uma apresentacdo do PAFC, um painel sobre aspetos
especificos do tema do encontro — e sessoes paralelas
de Grupos de Discussio por ciclos de escolaridade.

O encontro realiza-se em Lisboa no Instituto de
Educagio, a 5 de maio de 2018, entre as 9 horas e 30
minutos e as 17 horas e 30 minutos. A Associa¢ido de
Professores da Matematica e o Instituto de Educacio
convidam a participagdo os professores do ensino
bésico e do ensino secunddrio, a quem o encontro é

Informacdes e inscricdes em: www.apm.pt

organizacao
Instituto de Educag@o da Universidade de Lisboa

Associacto de Professores de Matematica
particularmente dirigido.

.
U Ic APM O encontro serd certificado como acdo de curta
Lssan Instituto de (R i
—— Educacio Sl

duragéo (Despacho n.° 5741/2015 Artigo 3.°).
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CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

CRISTINA LOUREIRO

(Geometria com e sem muros

A ideia chave deste artigo é uma reflexio sobre a utilizagdo de
programas de geometria dindimica (AGD) na aprendizagem
da geometria desde os primeiros anos. Esta reflexdo ¢é feita
aproveitando o duplo sentido da palavra muro e brincando
um pouco com esse sentido.

UM PROBLEMA COM MUROS

Sao bastante conhecidos os problemas de geometria sobre
muros. A variagdo do comprimento da sombra de um muro
em funcédo da sua altura, a obtenc¢io da altura do muro sem
precisar de ir ao cimo do muro sdo dois dos modelos mais
comuns. Nesta nota resolvo e discuto mais um. O problema é
simples e foi divulgado ha algum tempo pelo José Paulo Viana
num dos seus artigos semanais do Jornal Ptblico. Ndo me lembro
exatamente da formulagdo apresentada, mas o problema é o
seguinte:

Temos dois muros paralelos e ligamos o topo de cada um deles a base
do muro oposto por uma corda, como mostra a figura 1. As duas
cordas encontram-se num ponto. Um dos muros tem 3 m de altura e

o outro 5 m. Qual é a altura do ponto de encontro das duas cordas.

Figural

Para mim é impensével nos dias de hoje abordar um problema
de geometria como este sem recorrer de imediato a um ambiente
de geometria dindmica (AGD). Para fazer a construgédo dindmica

surge logo uma questdo, qual é a distancia entre os muros? A
auséncia deste dado, que ndo foi facultado, aponta logo para
fazer a construcgdo dindmica com esta distancia varidvel. Depois
de feita a construcgdo, basta fazer as medi¢oes e obtemos de
imediato o valor da altura pedida. O problema esta resolvido
para os valores dados e identifica-se logo um primeiro invariante:
a altura pedida mantém-se quando se varia a distancia entre os
muros. Porém, ainda nos falta conhecer outras relacoes entre
os vérios elementos da figura.

O passo seguinte é identificar alguns elementos e estabelecer
relagdes entre eles. Propositadamente decido representar os
dados por letras pois o ambiente dindmico empurra-me para
trabalhar com medidas variaveis, o que é o mesmo que dizer
que estamos a trabalhar com qualquer medida (figura 2).

n 0.62 h
. b =0.38

b a

hh 1.00
a+b-'

Figura 2

Obtidas algumas medidas e calculando a razdo entre a altura
pedida e a altura de cada um dos muros, surge um novo e
desafiador invariante. A soma destas duas razdes mantém-
se sempre igual a 1. Conhecida esta relacio, o problema est4
resolvido para qualquer valor de a e de b, isto é, para todas
as medidas da altura de cada um dos muros. Basta substituir
a e b e calcular h.

Nesta fase faz sentido perguntar porque serd a soma das duas
razodes invariante e igual a 1?

Para compreender esta relacdo o problema vai passar rapidamente
de um problema de geometria a um problema de dlgebra.

CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA
Cristina Loureiro
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m _d : dn
— == ou seja m=—
h a
n a . dah
=== ou seja n=—
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. dh dh
de onde se tira —+ —=d
a b
. . , h h
que simplificado é - iE = 1
a
relagd@o esta que € equivalente a h(a+b) =ab
. ab
ou seja h=—
a+b

O problema que ji estava resolvido com o AGD para
quaisquer medidas da altura de muros, fica agora totalmente
compreendido. Mas tornou-se um problema de élgebra e isso
carregou-o de dificuldades, colocou-lhe mais muros, agora de
natureza compreensiva. Considero que ao nivel da aprendizagem
o problema foi desafiador e interessante na parte do AGD,
adequado ao 3° ciclo para todos os alunos. A segunda parte,
algébrica, ja coloca outras exigéncias e é discutivel para que
nivel a sua adequacdo para todos.

Como conclusio destaco a ideia de que, com recurso a um AGD,
o problema dos muros adquiriu uma configuragéo totalmente
diferente do que se fosse resolvido com papel e lapis. Alids,
sem um AGD o problema dos muros era, simultaneamente,
um problema de geometria e de algebra, e teria sido resolvido
com recurso as relagdes entre os elementos de dois tridngulos
retangulos. A resolugdo de um problema como este leva-nos a
questionar a orientacgdo do ensino da geometria, tanto ao nivel
dos contetidos a trabalhar como da natureza das tarefas a realizar
pelos alunos. E aqui que entra a segunda parte da reflexio.

APRENDER GEOMETRIA SEM MUROS

Descrevo agora um episddio simples passado recentemente
numa turma de 2.° ano de escolaridade. Nesta turma a professora
integra o recurso ao GeoGebra, pelos seus alunos, desde o 1.° ano.

A tarefa proposta aos alunos foi a seguinte:

Descobrir todas as bandeiras triangulares que se podem
construir num geoplano de 3 por 3.

O GeoGebra permite trabalhar com uma rede quadriculada e,
por isso, é uma representacdo fiel do geoplano com a mais valia
de ser dindmica. Os alunos tinham de recorrer ao GeoGebra
para fazer as experiéncias e depois representar as solugoes
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obtidas no papel. O objetivo da tarefa era construir tridngulos,
em posicdes diversas, e identificar relagdes simples entre os lados
dos tridngulos. O contexto escolhido, construir bandeiras, tinha
como intengdo proporcionar logo uma orientagdo para que os
tridngulos nao fossem desenhados nas posi¢des mais comuns.

Na resolugdo os alunos descobriram os 8 tridngulos possiveis
(figura 3). Nem todos os alunos descobriram todos os tridngulos,
mas o oitavo, o ultimo da figura 3, em baixo a direita, foi
descoberto por vérios alunos e originou uma discussao coletiva
animada. Mas o mais interessante é que a prépria professora,
ao fazer a planificacdo da tarefa, tinha pensado que os alunos
ndo iriam descobrir este oitavo tridngulo pois era o inico que
ndo tinha nenhum lado coincidente com as linhas da rede
quadriculada e poderia néo ser considerado como uma bandeira.
Foram os alunos que o descobriram e argumentaram que s6
com este tinham todos os tridngulos possiveis.

° °® ° L ° L ]
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Figura 3

Os alunos desta professora resolvem tarefas de geometria
desafiadoras e as expectativas da professora sio sempre elevadas,
no entanto eles ultrapassam-nas sem dificuldade e acabam
por surpreender a professora. Vale a pena destacar que esta
professora lhes apresenta a geometria sem muros.

No caso das bandeiras, o problema sugere logo um
desenvolvimento que é descobrir todos os quadriléteros possiveis
de construir num geoplano de 3 por 3 e depois descobrir todos
os poligonos. No caso do problema dos muros ficou clara a
abordagem por invariantes que os AGD possibilitam para a
resolucdo de problemas.

A matemdtica sempre teve muros para os alunos. Entendidos
aqui muros como obstdculos que é preciso ultrapassar. Os
recursos tecnoldgicos permitem eliminar muitos desses muros.
Infelizmente parece que insistimos em manter os muros, mesmo
quando temos recursos cada vez mais acessiveis e poderosos a
disposicdo de todos e que nos permitem elimina-los.

CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA
Cristina Loureiro
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Geometria descritiva e perspectiva cavaleira

EpuarpO VELOSO

Comecamos por recordar uma afirma¢do que deveria
constituir, neste tempo em que se continua ainda a procura
das “aprendizagens essenciais” na matematica escolar, o tema
principal de reflexdo sobre a matemdtica na escolaridade
obrigatoria:

“A razdo primordial para se proporcionar uma educagio matemética
prolongada a todas as criangas e jovens é de natureza cultural,
associada ao facto de a matemdtica constituir uma significativa
heranga cultural da humanidade e um modo de pensar e de aceder

ao conhecimento™! .

Se tal fosse aceite e seguido, seria natural que os estudantes
portugueses acedessem, por exemplo, ao longo da sua
escolaridade, a algum dos trabalhos do matematico portugués
Pedro Nunes — que para muitos, depois de 12 anos de
matematica, é apenas o nome de uma escola em Lisboa.

Acontece que a tecnologia nos dé hoje a possibilidade de explorar
temas de matematica, sobretudo de geometria, que sem o seu
recurso seriam inacessiveis. Com a ajuda de software apropriado,
esses temas podem contribuir assim para a finalidade apontada
da educacgio matemdtica para todos. E o caso da linkha de rumo
de Pedro Nunes, um tema muito interessante que comegaremos
a abordar neste artigo. Tratando-se de uma curva sobre a
esfera, teremos que recorrer a processos de representacio,
transformacdes geométricas e curvas auxiliares. Tal facto ird
exigir uma sequéncia de trés artigos:

+ o primeiro dizendo respeito a geometria descritiva e a
perspectiva cavaleira;

+ o segundo dedicado a projec¢ao estereografica;

« e finalmente o terceiro apresentando a linha de rumo de
Pedro Nunes.

Como dissemos, a tecnologia a que os alunos deveriam ter acesso
permanente permite tratar este assunto num nivel relativamente
elementar. Recorreremos a um programa de geometria dinamica,
o Geometer’s Sketchpad (GSP). Serd possivel, aos leitores que
utilizem habitualmente outro programa, como o Cabri, ou
mesmo o Geogebra, replicar os métodos, que mostraremos

JANEIRO ::

em detalhe — descri¢oes completas e pequenos videos online,
por exemplo2.

GEOMETRIA DESCRITIVA

Foi o matematico francés Gaspard Monge (1746-1818) que
inventou a geometria descritiva, uma descrigao dos principios
matemadticos para a representacao de objectos tridimensionais no
plano. Esta representacdo tinha naturalmente sido aproximada
de forma empirica desde ha muitos séculos por arquitectos e
cendgrafos, mas Monge sistematiza-a de forma rigorosa. Como
processo exemplar de matematizagéo, envolvendo actividades
de visualizagdo importantes na educagdo matemadtica para
todos, a sua abordagem elementar deveria ser considerada na
escolaridade obrigatdria.

A Geometria Descritiva, como disciplina, esta integrada nos
cursos superiores de arte, arquitectura e engenharia e no ensino
secunddrio, como disciplina bienal da componente especifica
dos cursos cientifico-humanisticos de ciéncias e tecnologia e
de artes visuais (e nos cursos de ensino artistico especializado
de artes visuais). Faremos uma apresentagdo muito sumadria da
descritiva de Monge, apenas o que necessitamos para, por meio
da perspectiva cavaleira, abordar a projeccdo estereografica.

Imagine o leitor dois planos m;— horizontal e 1, — vertical
(figura 1). Os rectangulos sombreados servem apenas para
indicar a posicédo relativa dos planos, pois estes estendem-
se indefinidamente em todas as direc¢des. A intersec¢do
dos dois planos chamava-se — no meu tempo, ha 70 anos...
— linha terra (LT). Imagine ainda um sélido tridimensional
representado na figura: trata-se de uma piramide ABCDE, cuja
base é o quadrado ABCD. Considere em seguida que efectua as
projecgdes ortogonais da pirdmide sobre os dois planos, obtendo
as figuras tragadas sobre 11; e 1y na figura 1.

Monge dé ainda um passo essencial: executa uma rotagio de
90° de um dos planos de projeccdo em torno da recta LT, de
modo a que os planos fiquem coincidentes e portanto as duas
figuras possam ser desenhadas em verdadeira grandeza numa
mesma folha de papel... Imaginemos entdo a rotagéo de 1m; em
torno de LT de modo a ficar coincidente com 1y,

FEVEREIRO :: MARCO #146 23



Figural

Na figura 2 estd o resultado final. A piramide estd apenas
representada pelas suas projecgdes ortogonais nos dois planos,
agora coincidentes. Devido a este facto, os sombreados ndo sao
precisos nesta representacio. As duas figuras que representam a
pirdmide sdo vulgarmente chamadas a vista de cima (projec¢ao
em 117) e a vista de frente (projeccao em ).

Em resumo, a tese de Monge, tal como estd exposta nas ligoes
que dava na Escola Normal Superior no ano III da Républica
Francesa (1794), é que podemos ter um conhecimento completo
de um objecto tridimensional se conhecermos as suas duas vistas,
de frente e de cima3.Essas licdes foram publicadas em 1799 e
mereceram, de Poncelet e de Gauss, as seguintes observagoes:

Poncelet, 1865

Dissemos que a Geometria descritiva, tal como é empregue
normalmente, tem, sobre a das coordenadas, a vantagem de usar
apenas dois planos de projecgdo. Além disso, opera directamente
e graficamente sobre as projecgdes e, por operacoes ainda graficas,
leva-nos ao que se refere a figura do espago. Numa palavra, todas
as relagoes ou propriedades descritivas do plano sdo traduzidas em
relagdes ou propriedades espaciais, e reciprocamente.

Gauss, 1813

Esta obra deve ser louvada pela sua enorme clareza, a concisao do
seu texto, a progressao bem conseguida do mais facil ao mais dificil, a
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grande quantidade de ideias que apresenta e a sua realizago perfeita.
Por essa razdo, recomendamos a sua leitura; encontraremos ai um
rico alimento espiritual, que contribuird sem qualquer divida para
a conservacdo e progresso do verdadeiro espirito geométrico que

falta por vezes na matemadtica actual.

Julgamos que as palavras destes dois matematicos sao ainda muito
justas, incluindo a falta de um verdadeiro espirito geométrico
na educa¢do matemdtica actual, estando a matemdtica na
escolaridade obrigatdria infestada de equagdes, coordenadas
e andlise... A inclusdo nos programas de uma apresentagdo
histérica e conceptual da geometria descritiva poderia contrariar
esta tendéncia.

PERSPECTIVA CAVALEIRA

Se alguém nos pedisse um desenho dando a ideia do que é
um cubo, nunca nos lembrariamos de desenhar as suas duas
vistas em geometria descritiva... O que talvez fizéssemos era
apresentar-lhe um dos desenhos da figura 3. Como se obtém
este tipo de representag¢do? Imaginemos um cubo no espaco e
um plano exterior, no caso presente um plano paralelo a face
DCGH. Efectuemos uma projecgéo cilindrica (ou paralela) do
cubo, mas ndo ortogonal, sobre esse plano. O resultado seria
um desenho como os da figura 3. Apenas as imagens das faces
paralelas ao plano de projeccdo se manteriam iguais as faces
do cubo, as outras dependeriam da direccdo de projeccdo. Este
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tipo de imagem do cubo é denominada representacdo do cubo
em perspectiva cavaleira®.

Acontece que é muito simples, com a ajuda de um software
de geometria dindmica, como o GSP, construir a perspectiva
cavaleira de um sélido tridimensional a partir das suas duas
vistas em geometria descritiva.

Esse processo estd descrito de forma completa, incluindo um
pequeno video, nas péginas online de apoio a este artigo (ver
nota 2). Resta apenas dizer neste ponto que a direccdo da
projeccio paralela preferida e portanto escolhida é a que tem
como resultado a figura sombreada (em baixo, a direita). O que
se pretende é que

« 0s segmentos ortogonais ao plano de projec¢do fiquem com
50% do comprimento dos segmentos iguais e paralelos ao
plano de projecgdo, isto é BC/ AD = .5

+ 0 &ngulo entre um segmento ortogonal e um paralelo seja
de 30°; por exemplo, ang (AB,AD) = 30°.

No ponto seguinte, obteremos uma esfera em perspectiva
cavaleira.

IMAGEM DE UMA ESFERA EM CAVALEIRA

Vamos mostrar como, a partir das vistas de frente e de cima
de uma esfera, podemos obter a sua imagem em perspectiva
cavaleira, tendo em atencdo que em artigos seguintes esse tipo
de imagem da esfera irad ser fundamental.

JANEIRO ::
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Trata-se de um processo exigindo um programa de geometria
dinamica, como o GSP. Aqui indicaremos o processo sem grandes
detalhes, sendo o recurso aos materiais online essencial para a
compreensao e execugdo pratica da construcdo da perspectiva
cavaleira. Iremos supor que a esfera de partida representa a
esfera terrestre, dado que iremos posteriormente tragar sobre
ela a linha de rumo do Pedro Nunes.

No lado direito da figura 4 estdo representadas as vistas da
esfera, que sdo obviamente duas circunferéncias iguais e com
os centros na mesma perpendicular a linha terra (LT). Para
fixar ideias, supomos que a semi-circunferéncia g, (a linha mais
carregada) é a vista de frente do meridiano de Greenwich (sendo
a sua vista de cima o segmento horizontal g;). Como podera
ver online, definimos uma ferramenta denominada cavaleira,
no GSP, que constréi, para cada par de vistas (P,,P;), o ponto
correspondente P na perspectiva cavaleira (dada uma projeccao
paralela sobre o plano de frente, definida pelas suas vistas d2 e
d1). Assim sendo, obtemos:

« apartir de C, e de Cy,

« acircunferencia de centro C e raio igual ao segmento CP,
que ¢ a imagem em perspectiva cavaleira do meridiano de
Greenwich;

» por meio do comando locus, o equador eq (ver online ).
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Notas 4. Para informacgéo suplementar sobre a perspectiva cavaleira,
1. Paulo Abrantes, http://www.netprof.pt/pdf/Competencias_ pode ler um texto de apoio, http://www.apm.pt/apm/
basicas/Matematica.pdf geometria/inoveg/egtextl.html, a um curso organizado

2.Site de apoio a este artigo: https://www.eduardoveloso.pt/ pelo Centro de Fomagao da APM em 1998 http://www.
geom_textos apm.pt/apm/geometria/inoveg/curso. html.

3.As licoes de Monge estao publicadas: Gaspard Monge.
Geometrie Descriptive. Editions Jacques Gabay, 1989, Paris. EDUARDO VELOSO

6th INTERNATIONAL CONGRESS of
EDUCATIONAL SCIENCES and DEVELOPMENT

De 21 a23 dejunho de 2018, na cidade de Setibal, decorre o 6th International Congress of Educational
Sciences and Development que incide sobre diversos temas no ambito das Ciéncias da Educacéo e da

Psicologia do Desenvolvimento e tem como destinatdrios investigadores, docentes, educadores, estudantes,
gestores e diretores escolares, abarcando todos os niveis do sistema educativo formal e contextos informais
de aprendizagem e educagdo. As datas de inscri¢do e de submissdo de propostas, o programa e outras
informagdes tteis estdo disponiveis no site: http://congresoeducacion.es/edu_web6/presentacion_p.html
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Autorregulacao da aprendizagem dos alunos em
matematica: que papel para o professor?

A autorregulacdo da aprendizagem compreende processos
de regulacdo em que os alunos monitorizam e avaliam o seu
progresso em direcdo a objetivos, recorrendo a feedback
interno que geram para determinar quando devem persistir
numa determinada abordagem ou ajustar as suas estratégias
de aprendizagem. Um investimento intencional do professor
para promover estes processos tende a resultar numa melhoria
da capacidade de autorregulacdo dos alunos, o que, por sua
vez, contribui para uma melhoria da aprendizagem (Brown &
Harris, 2013; Zimmerman, 2011). Mas de que modo se pode
levar esta intencionalidade a pratica?

AUTORREGULACAO DA APRENDIZAGEM PELOS
ALUNOS E O PAPEL DO PROFESSOR

A autorregulacdo da aprendizagem pode ser entendida como
um ciclo que inclui trés fases: (i) antecipagdo, com defini¢ao de
objetivos e planos; (ii) desempenho, que envolve autocontrolo e
auto-observacao; e (iii) autorreflexdo, que inclui autojulgamento
e autorreacdo (Zimmerman, 2011). A autoavaliagdo é um
processo de autorregulacdo especialmente associado a fase de
autorreflexdo. As mais-valias da autoavaliacdo sdo reconhecidas
pela investigacdo e tendem a ser mais significativas quando esta
ndo se limita a uma simples autoclassificacio e recorre a critérios
com foco num conceito de qualidade partilhado (Andrade, 2013;
Black & Wiliam, 1998; Brown & Harris, 2013). De facto, uma
autoavaliagdo promotora da aprendizagem pressupde que os
alunos: (i) possuam um conceito de qualidade (ou objetivo) a que
possam aspirar; (i) comparem o seu nivel atual de desempenho
com o nivel desejado; e (iii) se envolvam em ac¢éo apropriada
que minimize ou elimine o fosso entre o nivel atual e o desejado
(Sadler, 1989). Neste contexto, o nivel de qualidade desejado é
refletido por critérios de avaliagdo partilhados por professor
e alunos. Embora os critérios possam ter origem externa, eles
devem ser apropriados internamente pelos alunos (Black &
Wiliam, 1998; Nunziati, 1990). O envolvimento dos alunos em
processos de negociacdo que os ajudem a compreender esses
critérios e 0 modo como podem usé-los no contexto do seu
trabalho facilitam esta apropriagdo (Wiliam, 2007).

A autorregulacdo é uma capacidade naturalmente presente
no aluno, mas o seu desenvolvimento requer um processo
de aprendizagem (Nunziati, 1990) que deve ser apoiado pelo

professor (Sadler, 1989). Discussdes matematicas coletivas
podem ser promovidas com este intuito. O debate coletivo de
conceitos e processos matematicos ndo sé permite informar
sobre 0 modo como os alunos estdo a aprender, mas também
promove a responsabilidade e autoridade dos alunos enquanto
agentes de aprendizagem (Wiliam 2007). Feedback que ajude
os alunos a ter uma percec¢do mais precisa sobre a qualidade do
seu desempenho e oportunidades para reflexdo sistematica sdo
também estratégias com potencialidades para o desenvolvimento
da autorregulacéo pelos alunos (Black & Wiliam, 1998).

UMA INTERVENCAO DE ENSINO PROMOTORA DA
AUTORREGULACAO PELOS ALUNOS

A intencionalidade do professor para promover a autorregulagdo
pelos alunos s6 pode ser concretizada através de uma intervengéao
de ensino cuidadosamente planeada. Este foi o caso de uma
intervencédo concebida num contexto de um grupo colaborativo
constituido por cinco professores de matematica do 3.° ciclo do
ensino basico e eu enquanto investigadora. A professora Joana,
um dos membros do grupo, implementou a intervencao de
ensino ao longo de dois anos letivos, numa turma inicialmente
do 8.°ano de escolaridade. A intervencéo contemplou estratégias
orientadas para trés vertentes: apropriacdo dos critérios de
avaliacdo pelos alunos; comunicagdo oral intencional em
discussdes matemadticas coletivas; e autoavaliacdes escritas
pelos alunos.

Os critérios de avaliacdo foram estabelecidos e apresentados aos
alunos na forma de uma grelha de descritores para o desempenho
desejado (Quadro 1). Os critérios foram definidos pelo grupo
colaborativo (para que refletissem o desempenho matematico
desejado no dmbito da intervencéo), tendo, portanto, origem
externa aos alunos.

O significado e o valor dos critérios de avaliacdo foram objeto de
negociagao sistemdtica entre professora e alunos, especialmente
em momentos formais, intencionalmente planeados. Destes,
destacam-se a primeira abordagem aos critérios, com avaliagdo
de um exemplar de trabalho de alunos; e confrontos regulares de
avalia¢des de alunos e professora. No primeiro ano, a valorizagdo
dos critérios foi promovida quase exclusivamente como referentes
para a autoavaliacdo a posteriori, ja no segundo contemplou o
uso dos critérios como referentes para uma regulacdo interativa
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e proativa (para monitorizacio do desempenho nas aulas e
defini¢do de objetivos).

Quadro 1. Critérios de avaliacdo

Na aula de Matematica, sou capaz de/vou trabalhar para:

Usar os conceitos e resultados mateméticos corretamente

w) ~

o S | e mostrar compreensdo.
8

w g

S o

.5 & | Usar os termos certos.

QT

=] . . s. .

8 9 Realizar os procedimentos necessirios (cdlculos,
& | algoritmos, uso de férmulas e regras ...) de forma completa

e correta.

Usar conhecimentos exteriores a tarefa importante para
a sua resolugéo.

Usar e relacionar os dados importantes da tarefa, de forma
adequada.

Apresentar uma estratégia adequada e sistematica.

Apresentar um processo de resolu¢ao completo.

Estratégias e Processos de
Raciocinio

Apresentar uma solugdo/conclusao completa, correta e
de acordo com a restante produgéo.

Descrever/Explicar de forma clara o trabalho realizado.

Apresentar argumentos/justificagdes validos.

Fazer intervencdes importantes, nos momentos certos
e por iniciativa préopria, em particular em reacgdo as
intervencdes dos colegas e professor.

— Colocar questoes a colegas ou ao professor.

— Comentar as intervengdes dos colegas ou professor.

— Fazer comparagoes entre as intervengoes.

Comunicagéo Escrita e/ou Oral

— Relacionar as intervengées com outras ideias
matemadticas/aprendizagens anteriores.

As discussdes matematicas coletivas foram parte integrante de
um modelo ciclico de aulas num quadro de ensino exploratério,
surgindo apos a realizagdo em pequenos grupos de uma tarefa
matemadtica desafiante e antes de uma tarefa de autoavalia¢do
escrita. Estas discussdes foram reguladas por normas sociais e
matemadticas estabelecidas com os alunos e sistematicamente
reforcadas pela professora. As normas sociais destacavam o valor
de: (i) contribuig¢oes dos alunos para o discurso; (ii) ouvir e fazer
sentido das contribui¢es dos pares; (iii) pares como audiéncia
privilegiada de comunicagio; (iv) participacdo equitativa dos
alunos. O redirecionar de questdes para a turma e o proporcionar
de espagos para interagéo entre pares com uma contribuicéo
intencional reduzida da professora sdo exemplos de estratégias
usadas. As normas matematicas traduziram-se maioritariamente
pelos critérios de avaliacdo.

Tarefas de autoavaliacdo escrita diversificadas foram propostas

aos alunos de acordo com objetivos mutdveis ao longo da
intervencdo. Por exemplo, numa fase inicial uma grelha de
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avaliagdo foi usada para a autoavaliagdo em grupo pelos alunos,
face ao nivel reduzido de autorregulacio envolvido e ao objetivo
primordial de negociar o significado e valor dos critérios como
referentes para a autoavaliacdo. Alunos e professora usaram
esta grelha para os quatro primeiros ciclos de aulas, situando
o desempenho dos alunos num nivel de 1 a 4, dependendo
da proximidade ao nivel desejado descrito. Justificagdes para
os niveis atribuidos foram discutidas na turma nos momentos
de confronto de avaliagdes. Reflexdes escritas individuais
foram propostas por dez vezes numa fase posterior (face aos
niveis superiores de autorregulacdo) e foram suportadas por
orientagdes para a sua escrita e feedback regular relativamente ao
desempenho dos alunos nas aulas e em autoavalia¢oes anteriores.
Nestas autoavaliacdes foi pedido aos alunos que refletissem
sobre: aprendizagens e dificuldades; comparagdo do desempenho
face aos critérios de avaliacdo; aspetos a melhorar e agoes para
atingir o nivel desejado. A autoavaliagdo nio teve consequéncias
diretas para a avaliacdo sumativa, e a confianca e o a vontade
dos alunos foram promovidos por uma abordagem positiva e
nao-punitiva.

Ao longo da intervengio de ensino e em relagdo com a pratica de
Joana, os alunos melhoraram o seu desempenho nas discussoes
coletivas, evoluiram em direcdo a apropriacdo dos critérios
de avaliacdo e desencadearam processos de autorregulacido
enriquecidos, especialmente potencializados pelas reflexoes
escritas, num percurso individualizado e néo linear.

PAPEL DO PROFESSOR E AUTORREGULACAO PELOS
ALUNOS EM DISCUSSOES MATEMATICAS

Recorro agora a um episddio de aula para ilustrar a pratica de
Joana na vertente das discussoes coletivas e as oportunidades
geradas para a autorregulacdo pelos alunos. No episodio discute-
se o nimero de casos possiveis para determinar a probabilidade
de, escolhendo trés vértices de um cubo, eles definirem uma face.
Sandro estd no quadro a apresentar a sua resolucdo. O aluno
ja havia identificado, por exaustio, o nimero de possibilidades
fixando o vértice A e estd a registar as possibilidades (sem
repeticdo) fixando o vértice B. Nesse registo, Sandro comete
um erro e Joana aguarda que a turma se pronuncie. Daniel acaba
por identificar o erro do colega (fala 1). Sandro é encaminhado
por colegas para a correcdo do erro (fala 2) e é incentivado
pela professora a continuar a resolucdo (fala 3). Andreia e
Maria dao indicacdo de outra possibilidade que ndo deve ser
contemplada (falas 5 e 6). Desta vez, Joana remete a validagido
da contribuicdo das alunas para Sandro, aparentemente, para
que ele se aproprie da situacdo e das contribui¢des e possa,
autonomamente, avangar na resolugdo (fala 7). As oportunidades
concedidas revelam-se bem-sucedidas, com Sandro a revelar
processos de autorregulacdo. O aluno usa o feedback recebido
para reorientar a sua acéo inicial que havia conduzido ao erro
e parece monitorizar eficazmente a nova a¢do, ao continuar
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corretamente a resolugdo e avangar com uma conjetura
matemadtica, a0 mesmo tempo que identifica obstdculos que
se lhe colocaram na resolucio inicial (falas 8 a 11):

1. Daniel: Oh Sandro (...) 0 A jd ndo conta.

2. Eduardo: Pois (...) Porque agora tu vais por BAC, por
exemplo, ndo é? (...) E ja estd ali ABC. E depois vais por
BAD e jd estd ali ABD (Pausa) Podes apagar o A.
(Sandro apaga registo)

3. Professora: Portanto, ali, em vez de comecar com o A, ja
sé vais comecar com...?

Eduardo: O C.
(Sandro recomeca registos no quadro)

5. Andreia: (...) também ndo vai por BCA.
6. Andreia e Maria: Porque ja estd ABC.

7. Professora: (...) Agora, é que ele vai ver (...) Oh Sandro,
agora para terceiro vértice, entdo? (...)

8. Sandro: B, C, D.
(...)

9. Professora: E a seguir?

(...)

10. Sandro: BCE.
(Sandro conclui registos para vértices B e C. Discute-
se o namero de possibilidades fixando determinados
vértices, até que Sandro avanc¢a com uma conclusao)

11. Sandro: Estd sempre a reduzir 1 (...) Eu ndo tinha percebido
isto.

Neste episddio, a professora assume um papel relativamente
estruturante das interagdes, mas ao valorizar a partilha e
apreciagdo dos processos matemdticos adotados pelos alunos,
e em especial encarregar os alunos de validar/refutar e decidir
sobre a adequacdo/eficiéncia das resolucdes apresentadas,
desencadeia processos de regulacdo pelos alunos, os proprios
e também os pares.

A CONCLUIR

A autorregulacdo da aprendizagem pelos alunos é uma
capacidade que pode e deve ser desenvolvida com o apoio do
professor. A literatura aponta diversas possibilidades para a
pratica do professor com esse intuito. A intervenc¢io de ensino
aqui apresentada contempla e articula estratégias e acdes
especificas dirigidas a trés vertentes — apropriacéo dos critérios
de avaliacdo pelos alunos; comunicagdo oral intencional em
discussoes matematicas coletivas; e escrita de autoavaliagoes
pelos alunos — e constitui um modelo longitudinal (prolonga-se
por dois anos letivos) e relativamente holistico (molda o préprio
processo de ensino e aprendizagem através de multiplas linhas de
acdo) com potencialidades para a promogao da autorregulacio
dos alunos.

O professor de matemdtica interessado em promover o
desenvolvimento da capacidade de autorregulacdo dos alunos
é convidado a usar esta intervencdo como inspiracdo e ponto
de partida para a sua propria prética, ajustando as estratégias
sugeridas e forma de concretiza¢ao em funcéo das carateristicas,
condi¢des disponiveis e intengdes especificas a sua sala de
aula. Importa, contudo, notar que o desenvolvimento da
autorregulacdo pelos alunos é um processo complexo, que
requer um investimento sistematico do professor. Nao obstante
as sugestoes e possibilidades aqui apresentadas, sdo esperados
desafios e dificuldades na sua implementacéo. A colaboragio
entre professores mostra-se um contexto favorével a concegéo e
concretizacdo de uma intervencéo desta natureza e pode ajudar
a ultrapassar eventuais obstaculos.
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Questoes a volta dos problemas

Jost PAuro ViANA

Quando queremos que a resolucdo de problemas tenha um
papel decisivo no ensino da Matematica, pode ser importante,
ou mesmo essencial, refletir sobre o assunto e tentar responder a
uma série de questoes. O que iremos fazer é justamente procurar
encontrar resposta para um conjunto de interrogacdes que,
enquanto professores, nos podem surgir quando queremos
resolver problemas com os alunos.

Claro que as respostas aqui apresentadas refletem néo s6 as
experiéncias por que passei mas também as opinides que criei
e as opgoes que fui tomando. Nao sdo, de modo nenhum,
respostas definitivas nem absolutas. Pretendem simplesmente
ser um contributo para as desejéveis discussdes que se devem
ir tendo nas escolas entre os professores.

EM QUE ANOS DE ESCOLARIDADE SE PODERA PROPOR
UM CERTO PROBLEMA?

Perante um problema que nos parece interessante, temos de
pensar em que anos de escolaridade ele fara sentido e podera
contribuir positivamente para o desenvolvimento do raciocinio
dos alunos ou para a aplicagdo, numa situagdo inesperada, de
contetidos matematicos recentemente tratados. Por outro
lado, o mesmo problema poderad ser apresentado, com ligeiras
variantes ou restri¢des, em diferentes niveis de escolaridade.
E o que acontece, por exemplo, com o problema “Um nimero
muito grande”:

Qual é o maior nimero que se consegue obter usando apenas
quatro vezes o algarismo 2?

Descoberto esse nimero, que ultrapassa a capacidade das
calculadoras, pode langar-se uma nova pergunta a quem tenha
um pouco mais de conhecimentos matematicos:

Aproximadamente, quantos algarismos tem esse niimero?

Quando os alunos ji estudaram os logaritmos de base 10,
podemos mesmo levar o problema mais longe:

Exatamente, quantos algarismos tem esse niimero?

30

O PROBLEMA DEVE ESTAR DIRETAMENTE
RELACIONADO COM OS CONTEUDOS DO PROGRAMA?

Claro que ndo é obrigatério. Sempre que possivel deveremos ir
colocando problemas relacionados com o que os alunos estao
a aprender, e os manuais escolares trazem habitualmente este
tipo de propostas.

No entanto, em qualquer momento pode ser oportuno um
problema interessante, ligado a outros contetidos matematicos
ou que, ndo diretamente relacionado com o que os alunos estdo
a estudar nesse momento, obrigue a um tipo de raciocinio ndo
usado com frequéncia. Existem muitas fontes onde os procurar:
revistas, como a Educacdo e Matemdtica e a Mathematics
Teacher, ou livros de divulgacdo, como os da colegéo O Prazer
da Matemdtica, da Gradiva, ou livros de recolha de problemas
como os Desafios.

Um bom exemplo disto é o problema “Soma para 2017
Descobre as parcelas desta soma, em que cada letra corresponde

a um s6 algarismo e vice-versa. Além disso, nenhum niimero
comega por 0.

-+

ol U »
— T m ™
N~ T N

2

Com este enunciado, o problema pode ser proposto a qualquer
pessoa. Aos mais novos exigir-se-a apenas que descubram uma
solugdo. Para quem conheca a prova dos nove, pode sugerir-se
que responda primeiro a esta questéo:

Dos dez algarismos 0, 1, 2, ..., 8, 9 s6 vamos usar nove. Lembra-te
da prova dos nove e descobre qual é o algarismo que, de certeza,
ndo poderd ser usado.
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O PROBLEMA ESCOLHIDO E ADEQUADO PARA A
MAIORIA DOS ALUNOS DA TURMA PARA ONDE O VOU
LEVAR?

Esta é uma questdo que deve estar sempre presente. Um
problema desadequado pode ter efeitos contraproducentes e
negativos:

— desmotivar varios alunos,

— acentuar a ideia, infelizmente frequente, de que a
Matematica é muito dificil, abstrata e s6 ao alcance de
uma minoria.

Como as turmas sdo normalmente heterogéneas, de vez em
quando temos de ter previstos prolongamentos ou variantes do
problema para os propor aos alunos que o conseguem resolver
mais depressa que a maioria. Um exemplo é, no problema
anterior, “Soma para 2017, acrescentar uma restricio ao
enunciado inicial:

O numero ABC é a menor das trés parcelas. Qual é o maior
valor possivel para ABC?

E depois:

Qual é o menor valor possivel para ABC?

ONDE DEVEM OS ALUNOS RESOLVER O PROBLEMA: NA
AULA OU EM CASA?

Alguns problemas serdo resolvidos na sala de aula. Como os
alunos tém bem presente a situacio, é possivel avancar mais
facilmente para uma discusséo alargada:

verificando a validade das varias estratégias de resolugéo
que foram descobertas e usadas,

comparando as varias estratégias apresentadas,

analisando as possiveis solu¢des (se houver mais que uma),

avancando para variantes ou prolongamentos do problema.

Outros problemas deverio ser resolvidos em casa e entregues
ao professor. Desta forma, poderemos testar dois objetivos que
normalmente ndo sio ficeis de avaliar, pelo menos de forma
sistemadtica, no decorrer das aulas:
— a capacidade de encontrar uma estratégia de resolugdo e
de chegar a solucdo,
— acapacidade de transmitir ideias, raciocinios e conclusoes
matematicas por escrito.
Neste caso, devemos previamente explicar claramente que os
alunos poderao (e, por vezes, deverdo) discutir o problema entre
si ou com outras pessoas mas que a resolucéo e a passagem a
escrito terdo de ser sempre rigorosamente individuais.

Podem existir alguns inconvenientes:

— como os trabalhos tém de ser previamente corrigidos,
a discussio do problema poderd néo ser tdo profunda e

enriquecedora visto terem passado alguns dias e os alunos
ndo terem tdo presente as estratégias que utilizaram,

— ndo ha garantias de que os trabalhos foram na realidade
feitos pelos alunos.

Na minha opinido, isto ndo acontece com frequéncia e a maior
parte dos casos sio facilmente identificaveis (a linguagem usada
ndo é a habitual no aluno, o tipo de raciocinio é mais rebuscado
do que o costume, a técnica matemadtica nio foi ainda dada nas
aulas, etc.).

Uma forma de atenuar esta tltima desvantagem é, quando
acharmos que isto possa ter acontecido ou vir a acontecer, pedir
aos alunos que expliquem uma ou duas passagens da resolugao.
Claro que, para isto, é preciso fazer uma boa gestdo do tempo.

COMO DEVE O PROBLEMA SER RESOLVIDO:
INDIVIDUALMENTE OU EM GRUPO?

Nao hd regras absolutas sobre esta questao. Alguns problemas
tém mais sentido se pensados e feitos individualmente, enquanto
outros se tornam muito mais ricos e formativos se forem
analisados, discutidos e resolvidos em grupo. Contudo, mesmo
nestes tltimos, penso que é de exigir sempre uma resolugao
escrita individual.

COMO DEVEM OS ALUNOS APRESENTAR A
RESOLUCAO: ORALMENTE OU POR ESCRITO?

Tudo dependerd dos objetivos que o professor pretende alcangar
com o problema.

A apresentacdo oral exige muito mais tempo de aula e, por
isso, muitas vezes nido pode ser pedida a todos os alunos. Tem
a vantagem de permitir ao professor discutir certos aspetos e
aperceber-se de falhas ou lacunas que, noutras circunstincias,
talvez passassem despercebidas.

A resolugio escrita pode ser pedida a todos os alunos e corrigida
e classificada pelo professor. Posteriormente, é possivel dedicar
parte de uma aula a analise do problema e das estratégias de
resolucéo.

Durante a discussdo dos problemas, poderd valer a pena referir
que:
— Todas as estratégias que levam a solugdo sdo boas.

— Algumas estratégias poderdo ter vantagens sobre outras
mas apenas por serem mais claras, menos trabalhosas ou
utilizarem conceitos e técnicas mais simples.

— Embora o objetivo dltimo seja chegar a uma solugéo, é
conveniente usar estratégias que nos permitam garantir
que encontramos todas as solu¢des e, também, que possam
ser usadas noutros problemas e situagdes.

JANEIRO :: FEVEREIRO :! MARGCO #146
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O QUE DEVEM APRESENTAR OS ALUNOS: APENAS A
RESPOSTA OU UM RELATO DE TODO O PROCESSO DE
RESOLUCAO?

S6 em casos excecionais nos interessard apenas a resposta.

No ensino da Matematica, a riqueza da resolucéo de problemas
vird ndo apenas do desenvolvimento dos raciocinios e técnicas
especificos desta disciplina mas também do aperfeicoamento
da capacidade de transmitir, oralmente ou por escrito, as ideias,
0s conceitos e os processos matematicos.

COMO DEVERA SER FEITA A AVALIACAO DO TRABALHO
DOS ALUNOS?

A avaliagdo deve estar sempre presente, embora possa assumir
vérias formas.

Em todos os casos, alguns comentérios poderdo ser muito
Uteis para o aperfeicoamento do aluno. Além das eventuais
corre¢des matematicas, devemos ir chamando a atengédo para
outros aspetos: a necessidade de se usar linguagem apropriada,
o beneficio da clareza, a vantagem de se ser conciso.

CONSIDERAGOES FINAIS

O que tenho verificado quase sempre é que, perante um bom
problema, praticamente toda a gente se concentra a tentar

encontrar uma solu¢do. E a grande maioria ndo desanima
perante as dificuldades. Por exemplo, veja-se o que me aconteceu
nalgumas aulas em que foi proposto um problema interessante.
Quando um grupo significativo de alunos jé o tinha resolvido
€ me pareceu que era preciso avangar para os ocupar, ndo me
contive e disse: Vou dar uma pista. Mas logo os que ainda ndo
tinham terminado reclamaram e, sem levantar os olhos do papel
ou da calculadora, gritaram: Espere sé um bocadinho! E eu,
vendo o erro da minha impaciéncia, esperei...

Sou de opinido que, no decorrer das aulas, os problemas deveréo
estar sempre presentes. Umas vezes como introdugdo a um
novo conceito ou a uma nova técnica de calculo. Outras vezes
como forma de verificar se esses conceitos ou técnicas estdo
assimilados. Outras ainda para fazer a ponte entre diferentes
temas da Matemadtica. Finalmente, de vez em quando,
simplesmente como forma de desenvolver e comparar os vérios
tipos de raciocinio.

(Adaptado de Viana, J. P. (2012), Uma Vida Sem Problemas — A
Matemdtica nos Desafios do Dia a Dia, Lisboa: Clube do Autor)

Jost Pauro Viana

VPCT2018

Encontro Internacional

A voz dos

Professores
de C&T

Encontro Internacional 2018

http://vpct2018.utad.pt

O VPCT2018 — A voz dos professores de C&T Encontro Internacional, com a duragdo de trés dias, pretende ser um férum

internacional, para profissionais da Educac¢do em Ciéncia e Tecnologia (Ciéncias Matematicas, Ciéncias da Natureza, Ciéncias

Fisicas e Quimicas, Engenharia, Informdtica e Tecnologia), apresentarem e discutirem relatos e investigacio de préticas de ensino

e divulgacao de C&T. Em particular pretende-se:

+ Divulgar, apreciar, valorizar e melhorar as praticas de ensino de C&T de professores de todos os niveis de ensino que

lecionem estas matérias, mostrando o que fazem para que seja possivel refletir e melhorar;

» Interagir com investigadores, para que tanto professores como investigadores possam beneficiar deste trabalho conjunto.
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A inclusao da cegueira na aula de Matematica...

O que necessitam os professores de saber?

CARLOTA BRAZILEIRO

A visdo é, por exceléncia, o sentido que faculta uma melhor
recolha de informacdo do meio envolvente. A auséncia total
ou parcial deste sentido, limita a percecdo que o individuo
cria da realidade e, em particular, interfere no seu perfil geral
de aprendizagem. Segundo Campo (1986) a deficiéncia visual
condiciona o ensino/aprendizagem da matemdtica, cabendo
ao professor o papel de incentivar o processo de aquisi¢do de
conceitos matemdticos nos alunos com problemas visuais.

A minimizagdo do impacto provocado pela auséncia total, ou
parcial da visdo na aprendizagem da matemadtica, pode ser
conseguida através da articulacdo de técnicas e estratégias de
ensino, apoiadas por auxiliares técnicos especificos e recursos
materiais adaptados. Deste modo, a conce¢do de um curriculo
adaptado para a matematica exige um investimento significativo
por parte do professor, uma vez que os alunos cegos devem ter
acesso a informacio e a materiais equivalentes aos seus pares de
modo a que lhes seja garantida uma educagéo de alta qualidade.
(Kinash & Paszuk, 2007).

Pretende-se com o presente artigo, facultar algumas ideias/
pistas que permitam ao professor de matemadtica nortear uma
pratica pedagdgica inclusiva.

CARACTERIZACAO DA DEFICIENCIA VISUAL

A deficiéncia visual de acordo com a Organizagdo Mundial de
Satde (OMS) contempla 5 categorias diferentes, baseadas na
medicdo da acuidade e do campo visual, apds corre¢io. Em
Portugal, a legislacdo atual contempla as categorias apresentadas
na tabela 1.

As situagoes que se enquadram na problematica da deficiéncia
visual incluem uma populagdo bastante heterogénea. Por
exemplo, a cegueira integra individuos totalmente cegos,
mas também aqueles que tém problemas visuais graves que
os coloca num quadro de cegueira legal. Estes tltimos podem
possuir residuos visuais passiveis de serem utilizados para o
desenvolvimento das aprendizagens uma vez que a cegueira
¢ uma deficiéncia sensorial caracterizada por uma recolha de
informacdo visual total ou seriamente prejudicada (Ochaita &
Espinosa, 2004).

Tabela 1. Categorizacédo da deficiéncia visual em Portugal
Retirado de: Dias, C. (2012). Tese de Doutoramento (p. 14)

Categoria Descrigao Situagdo
Moder gda Acuidade visual, no melhor olho, corrigida entre
ouParcial 31 ¢1/10, e sem problemas no campo visual. Baixa
Severaou Acuidade visual menor do que 1/10 e 1/20 e um Viséo
residual campo visual inferior ou igual a 20°.

Acuidade visual superior a 1/10 e com um campo

visual inferior ou igual a 20° em cada olho.
Cegueira . . . . .
Legal Acuidade visual inferior a 1/10, no melhor olho Cegueira

apds correcao.

Auséncia total de visdo.
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Nestes casos o tato é um dos principais sistemas sensoriais que
o aluno utiliza para obter representagdes espaciais equivalentes
as que advém da informacéo visual (Morash, Pensky, Alfaro &
McKerracher, 2012). Desta forma hd uma recolha de informagéo
bastante precisa no caso de objetos préximos e de dimensoes
pequenas, todavia, mais lenta do que a visdo e, no caso de
objetos grandes, faculta informacgéo sequencial e fragmentada
(Ochaita & Espinosa, 2004). No entanto, é possivel percecionar
as caracteristicas dos objetos (tamanho, forma, textura, etc.) e o
modo como podem ser utilizados (Withagen, Vervloed, Janssen,
Knorrs & Verhoeven, 2010).

A audicdo também é importante no desenvolvimento e na
aprendizagem de criangas com problemas de visdo. Contudo,
os autores ndo sdo unanimes no modo como a informagio
auditiva é incorporada pelo individuo. Ochaita & Espinosa
(2004) defendem que no caso da cegueira é utilizada com o
proposito de localizar e identificar objetos e pessoas no espaco,
sendo menos precisa do que a visdo. Ihsen, Troester & Brambring
(2010) argumentam que o facto de uma crianga identificar a
localizagdo de um som, ndo é sinénimo de reconhecimento
representacional. Néo existem evidéncias de que seja expectavel
que a crianca pense que um determinado objeto estd no local
onde se localiza o0 som, mas defendem que o som de um objeto
familiar tem um papel importante na identificagdo desse objeto
por uma crianga cega congénita.

O olfato é o sistema sensorial cuja fungéo ¢ essencialmente para
reconhecer pessoas e ambientes (Ochaita & Espinosa, 2004).
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A deficiéncia visual interfere no modo de reconhecimento
do meio e terd, por isso, implicagcdes no processo de ensino/
aprendizagem do aluno. A preparagido das adequagdes necessarias
a implementacgdo do curriculo de matematica junto de alunos
com deficiéncia visual carece de um conhecimento prévio,
por parte do professor, de aspetos fundamentais relacionados
com o modo como se processa essa aprendizagem. Contudo,
a aprendizagem da crianga com deficiéncia visual depende de
varios fatores. Esses fatores incluem, para além da problemética
visual, o préprio contexto onde estd inserida (Simén, Echeita,
Sandoval & Lopez, 2010).

CARACTERIZAGAO DO PROCESSO DE APRENDIZAGEM
DA MATEMATICA

Uma percecio deficitdria do quotidiano, por si sé, terd influéncia
no processo de ensino/aprendizagem do aluno. Este facto deve
ser tido em consideragdo pelo docente de matematica aquando
da sua pritica em contexto de sala de aula. Campo (1986)
concebe a existéncia de dois principios orientadores de uma
pratica diferenciada do curriculo de matemadtica, um de ordem
matematica e outro de ordem psicoldgica geral, assumindo que
ambos sdo diretamente influenciados por problemas visuais
(baixa visdo ou cegueira), denominados de condicionamentos.

No concernente aos principios de ordem matematica, Campo
(1986) defende que o professor deve efetuar conexdes com a
realidade, em particular, relacionadas com o quotidiano do
aluno em situagdes concretas. O recurso a experimentacdo
é fundamental, podendo, para isso, recorrer-se a fisica com
a realizacdo de atividades experimentais e com recurso a
materiais adaptados. Além disso, os contetidos devem seguir

Ordem

Matematica

Figura 1. Principios orientadores de uma prética diferenciada no
curriculo de matemadtica segundo Campo (1986)

uma coeréncia légica, incorporando a linguagem simbdlica e
formal e respeitando as grafias especificas (no caso da cegueira).

Os enunciados das atividades/tarefas devem ser objetivos,
conter apenas a informacio relevante e terem em conta os
constrangimentos enunciados. Por exemplo, o pressuposto de
que a exploragdo visual é mais morosa, leva a que a apresentacéo
das imagens/figuras seja simplificada e/ou acompanhada de
explicagdes orais ou escritas. No caso da cegueira o recurso
permanente a materiais adaptados (modelos tridimensionais,
cubaritmo, etc.) e tecnologias especificas de apoio (leitor de ecr3,
linha braille, etc.) torna-se essencial. Além disso, o professor
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e Exploragdo essencialmente haptica na cegueira—
maior lentiddo

e Exploragdo visual sistemética (fragmentada) na
baixa visdo —maior lentiddo

* Motricidade pode ser uma condicionante na

organizacdo e determinadas atividades

Comunicacdo em contexto de sala de aula

essencialmente oral

Exploragdo de recursos especificos (auxiliares

tiflotécnicos e recursos adaptados)

e Possivelpassividade

Deficiéncia

Visual: .
Baixa Visao
Cegueira .

Figura 2. Constrangimentos provocados pela Deficiéncia Visual,
Campo (1986)

deve estar atento a possiveis sinais de passividade por parte
destes alunos, promovendo momentos de descontracgdo e/ou
pausas no trabalho sempre que se justifique.

Em Portugal, as principais estratégias para a promocao das
aprendizagens em alunos com problematicas ao nivel da visao
constam do documento Alunos Cegos e com Baixa Visdo —
Orientagoes Curriculares. A tabela 2 plasma algumas dessas
estratégias.

Tabela 2. Orientacoes adaptadas de Pereira, F. (2008)

Baixa Visao Cegueira

—Proporcionar informagdes ~ —Evitar fornecer informacgoes

verbais que descrevam o desnecessdrias;

que ocorre na sala de aula. —Substituir expressdes como

” o«

—Alertar para as mudancas “aqui’; “ali’, por localizagdes

na disposic¢io da sala; espaciais relativas ao aluno

_Verificar se o aluno (a tua direita, a tua esquerda,

compreendeu os conceitos e etc.);

se 0s registou; —Utilizar modelos a trés

_Usar contrastes; dimensoes fazer associagoes

_Evitar reflexos da luz. entre informagodes visuais,

Assegurar-se se o aluno sons ou cheiros;

—Solicitar a ajuda da docente
de educacdo especial para a
exploragdo de um recurso

especifico (cubaritmo etc.);

necessita de iluminacdo
adicional;

—Estar atento a sinais de
fadiga. Alternar as tarefas

que exigem maior esforgo —Verificar se percebeu o objeto

visual com tarefas nao no seu todo;
visuais. —Ter em consideragdo que a
escrita em braille ocupa mais

espaco e é mais morosa;

—Efetuar instrumentos de
avaliacdo com dimensdes
adequadas ao tempo util em
sala de aula.

ADAPTACAO DE RECURSOS MATERIAIS

As estratégias a aplicar pelo docente devem integrar recursos
materiais adaptados. Esses recursos devem ser construidos e/ou
adaptados de acordo com determinadas qualidades (ver tabela 3).

EDUCACAO E MATEMATICA



Tabela 3. Qualidades do material manipulével
Retirado de: Dias, C. (2012). Tese de Doutoramento (p. 52)

Qualidades que o material manipuldvel adaptado deve reunir

Cegueira

Baixa Visao

Cineticamente estatico.

Cineticamente estatico ou
pouco dindmico.

O tamanho total, no maximo,
deve caber nas duas maos.

O tamanho deve permitir uma
observacio ao nivel do campo
visual.

Todas as partes bem distintas
ao tato (volumes, texturas e
relevos).

Todas as partes distinguiveis
através do uso da cor, do
contraste, do brilho ou do
fundo.

Resistente e estavel de forma
a ndo se alterar com a a¢do
mecanica de exploragdo
héptica.

Estar a uma distancia
acessivel e oportuna, evitando
exploragdes limitadas e
complexas.

Posi¢ao adequada, procurando
a simetria em relacdo ao plano
vertical.

Posicéao e iluminaciao
adequadas, conforme as
caracteristicas da baixa visdo.

A inclusio de criancas com deficiéncia visual em contexto de
sala de aula carece de um conjunto de estratégias especificas,
ndo implicando necessariamente uma mudangca radical na
prética letiva do professor. Segundo Uliana (2013) o uso correto
de materiais concretos na sala de aula, principalmente nas aulas
de matematica, reduz o grau de abstracdo. Heller, McCarthy
& Clark (2005) defendem que um cego tem dificuldade
na identificacdo de uma figura de natureza tridimensional
no plano. Segundo os autores, os alunos cegos ndo estdo
familiarizados com as nocdes de perspetiva e de profundidade
(abstratas). Partindo-se do principio que no caso da cegueira
a exploracdo tétil assume uma relevancia extrema, o professor
deve, numa fase inicial, utilizar modelos tridimensionais e s4
ap6s um trabalho ao nivel da percecdo das projecoes de figuras
tridimensionais no plano, recorrer a impressdes em alto-relevo
(Heller, McCarthy & Clark, 2005).

EXPERIENCIAS PRATICAS

Com o proposito de exemplificar a aplicagdo, em contexto de
sala de aula, de algumas das estratégias, principios e orientagdes
anteriormente referidas, apresentam-se de seguida dois exemplos
praticos de adaptagdes especificas para um quadro de cegueira.

ALGUNS EXEMPLOS DE ADAPTACOES

A Inés (nome ficticio) é uma aluna com cegueira total congénita
que atualmente frequenta o 2.° ano de escolaridade. As suas
professoras, a docente titular de turma e a professora de
educacgdo especial prepararam, adaptaram e aplicaram alguns
recursos materiais e estratégias a luz dos principios e orientagoes
mencionadas anteriormente.

No ambito do reconhecimento de caracteristicas externas de
alguns animais selvagens integrado no programa curricular para

0 2.° ano de escolaridade, mais especificamente integrado no
tema Os seres vivos no seu ambiente, selecionou-se o hipopétamo
como objeto de estudo.

Numa fase inicial a Inés explorou uma representagdo
tridimensional do hipopdtamo. Depois de identificadas as
principais caracteristicas desse animal (forma, nimero de
patas, cor, etc.) explicou-se a aluna quais as dimensoes reais
do animal comparando-o ao cavalo, que a aluna conhece
bem por fazer hipoterapia. Paralelamente, escutou-se o som
emitido pelo hipopétamo (discriminacio auditiva). Em seguida,
incutiu-se a ideia de que o hipopétamo iria ser “prensado” até
atingir a espessura de uma folha de papel. Deu-se entéo inicio
a nocdo de projecdo de objetos tridimensionais no plano.
Esta nocdo foi aprofundada através da percecdo téctil do
contorno do hipop6tamo, ainda no seu formato tridimensional.
Posteriormente, com o auxilio de um escantilhdo a aluna
identificou tatilmente a silhueta de um hipopétamo.

Na figura 3 observa-se a Inés a pintar a silhueta de um
hipopétamo de cor castanha usando um marcador com aroma
de canela (discriminacdo olfativa).

Esta metodologia foi replicada no contexto do estudo dos
solidos geométricos tendo sido utilizados os polidrons e uma
estrutura que permite observar empiricamente a representacao
em perspetiva de um paralelepipedo no plano.
O estudo das nog¢oes supraditas realizou-se através da exploragdo
tactil dos solidos que se encontram na figura 5.

Na figura 6 observa-se o paralelepipedo que permitiu a
Inés compreender o modo como se obteve a projecido do
paralelepipedo no plano. A sequéncia de imagens ilustra a

Figura 3. Pintura da silhueta de um hipopétamo

MR SHETCH

Figura 4. Marcadores perfumados (especificos
para usar com criangas cegas)
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experiéncia realizada em contexto de sala de aula, em que a
Inés acompanhou tatilmente a “deformacéo” do sélido.

No decurso deste processo a aluna trabalhou a nog¢ido de
profundidade e de perspetiva recorrendo a explicagdes orais
e a exploracdo tatil. Apds esta experiéncia, a Inés revelou
compreender melhor a no¢do empirica da representagdo do
paralelepipedo em perspetiva, no plano.

Figura 5. Situagdo inicial

CONSIDERACOES FINAIS

As estratégias seguidas, embora aplicadas em contetdos de dreas
curriculares diferentes, assentaram num mesmo principio. A
crianca partiu da exploracdo titil de figuras tridimensionais,
para em seguida, tomar conhecimento da noc¢do empirica de
profundidade e da representacdo de figuras tridimensionais
no plano. De notar que a tarefa inicial (com o hipop6tamo)
apenas fez referéncia a silhueta e s6 numa fase posterior (com
os sélidos geométricos) é que a Inés experienciou as no¢des de
profundidade e de perspetiva no plano. Paralelamente, foram
trabalhadas competéncias/capacidades especificas ao nivel das
diferentes dreas sensoriais (percecdo téctil, auditiva e olfativa).

Os exemplos anteriores plasmam a importancia das praticas
do professor no processo de ensino/aprendizagem dos alunos
e, neste caso particular, de alunos com deficiéncia visual.
Estratégias como as mencionadas anteriormente devem fazer
parte integrante da atividade habitual ao nivel das préticas letivas
dos docentes.

Figura 6. Projecdo (empirica) de uma figura tridimensional
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Expressdes numeéricas na promocao do
pensamento relacional no 1.° ciclo do ensino

basico

IsABEL CORREIA
SusaNaA Co1aco
Nrusa BrRaNCO

Os alunos desde os primeiros anos de escolaridade devem
desenvolver a sua proficiéncia de calculo, dando sentido aos
numeros e as operagoes, e a sua capacidade de raciocinio,
conseguindo identificar regularidades e generaliza-las. Vérias
situacoes de sala de aula sdo propicias a essas aprendizagens, tal
como o trabalho com expressdes numeéricas para a promocio do
pensamento relacional. O pensamento relacional envolve uma
abordagem ao trabalho com ndmeros que foca a identificacdo
de relagdes numéricas significativas (Jacobs, Franke, Carpenter,
Levi & Battey, 2007), tendo por base o conhecimento das
propriedades das operagdes e a sua utilizagdo, sem que seja
necessario o seu conhecimento formal, ou seja, o conhecimento
da sua definicdo. O pensamento relacional compreende a
andlise de expressoes ou equagdes na sua globalidade e ndo
como processos a serem realizados passo a passo (Carpenter,
Levi, Franke & Zeringue, 2005; Franke, Carpenter & Battey,
2008). Os alunos evidenciam pensamento relacional quando
compreendem porque sdo possiveis as transformacoes nas
expressoes e porque substituem expressdes por outras que lhe
sdo equivalentes, aspeto essencial para o pensamento algébrico
(Kaput, 2008).

Neste artigo procuramos conhecer o desempenho de alunos
do 3.°ano de escolaridade em expressdes matemdticas onde se
evidencia o pensamento relacional e analisar aspetos centrais
da sua discussio em sala de aula.

EXEMPLOS DE EXPRESSOES NUMERICAS EM TESTES
NACIONAIS E INTERNACIONAIS NO 1.° CICLO

Nos ultimos anos, provas de avaliagdo nacionais e internacionais
para alunos do 1.° ciclo do ensino bdasico, tém contemplado
expressdes numéricas com espagos vazios para os alunos
preencherem. Apresentamos, em seguida, alguns exemplos
dessas situagoes e os resultados obtidos. Em 2011, o Trends in
International Mathematics and Science Study (TIMSS) questiona
ovalor em falta para que aigualdade 3+8=__+6 seja verdadeira.
Esse espaco esta imediatamente a seguir ao sinal de igual, do seu
lado direito. Nesta questdo, apenas 40% dos alunos portugueses
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responderam corretamente. No teste intermédio de 2.° ano de
2013, 34,6% dos alunos indicaram corretamente o niimero em
falta para completar corretamente a igualdade 17-5=__-4.
O espago para preencher esta também junto ao sinal de igual, do
seu lado direito. Contudo, esta expressio envolve a subtragio.
Dos que erraram, 37,1% colocaram o nimero 12 no espago em
falta, resultado que, tal como refere o relatério “indicia uma
visdo operacional do sinal de igual em detrimento de uma visdo
relacional” (IAVE, 2013, p. 17), uma vez que os alunos colocam
a seguir ao sinal de igual o resultado da operagdo que estd do
lado esquerdo do sinal de igual, desprezando a operagdo do
lado direito. Em 2014, no teste intermédio do 2.° ano, evidencia-
se uma melhoria nos resultados (IAVE, 2015) que pode estar
associada a uma melhoria na interpretacao do uso do sinal de
igual para expressar uma relagdo de equivaléncia em detrimento
da interpretacdo operacional, mas também ao facto de estar
envolvida a adi¢do e ndo a subtracdo, como anteriormente.
Os alunos tinham que indicar o nimero que completava
corretamente a igualdade 15+8=__+7, ao que responderam
corretamente 50% dos alunos. Os dois documentos referem
a importéncia dos alunos se envolverem em situacdes que
permitam desenvolver o significado do sinal de igual, de modo
a promover a passagem de uma visdo procedimental para uma
visdo relacional. O teste intermédio de 2.° ano de 2015 envolve
uma divisdo, estando o espaco para preencher do lado esquerdo,
__+4=5, e a prova de aferi¢do de 2.° ano de 2016 também
apresenta expressdes numeéricas com espagos para preencher do
lado esquerdo e do lado direito do sinal de igual, envolvendo a
adicdo, 11+__=19, 19+__=25,8+4=__+5. Destes dois tltimos
anos ndo estdo publicados os resultados.

DISCUSSAO DE EXPRESSOES NUMERICAS NO 3.° ANO
DE ESCOLARIDADE

No ambito da pratica pedagdgica, durante a formacéo inicial da
primeira autora deste artigo, foram propostas a 22 alunos de 3.°
ano vérias tarefas que visavam promover o pensamento relacional.
Na aula, os alunos respondiam individualmente a cada questio e
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perante as respostas obtidas em cada uma eram envolvidos na sua
discussao coletiva, confrontando interpretagoes e relacdes entre
eles. A discusséo sobre 0o modo como pensam sobre as diversas
expressOes numéricas é fundamental para o desenvolvimento
do seu pensamento relacional. A apresentacdo e a discussao de
diferentes abordagens que possam surgir, por parte de alguns
alunos, permitem que sejam analisadas varias relagdes de modo
que progressivamente se apropriem de diferentes estratégias e
selecionem estratégias eficientes para cada situagio.

Identificamos aqui a interpretacdo dos alunos do sinal de igual em
expressOes numéricas e a sua capacidade de estabelecer relagoes
entre os nimeros e usar as propriedades das operagdes, no
ambito de uma abordagem que visa a promocao do pensamento
relacional. Além disso, descrevemos as principais ideias
matemiticas envolvidas na discussdo coletiva proporcionada pela
dindmica da ferramenta digital Kahoot!. A figura 1 exemplifica
o modo como a questdo é projetada para os alunos, ficando a
questdo na parte superior, um circulo com o tempo restante para
resposta e as vérias opgdes de resposta. A figura 2 apresenta
o esquema de cores e figuras (vermelho -A; azul - <; laranja
- O; verde - O) que os alunos observam no seu dispositivo
(smartphone, tablet ou computador). Esse esquema corresponde
ao que é projetado, permitindo-lhes selecionar a sua resposta.

Qual o valor em falta na expressao: 8 + 4 +5

Figura 1. Exemplo de questio colocada no Kahoot!

Figura 2. Esquema de cores e figuras para resposta no dispositivo
do aluno

Esta ferramenta digital permite definir um periodo de tempo
para resposta e quando este termina fornece ao professor
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dados das respostas dos alunos em cada questdo, permitindo
que este identifique e discuta com a turma as principais ideias
matemadticas e os principais erros de interpretacgdo e de célculo
que os alunos cometem.

As tarefas que aqui apresentamos dizem respeito ao trabalho
com expressdes numéricas envolvendo a adi¢ao, em particular,
igualdades em que falta um ntimero e igualdades que os alunos
devem identificar como verdadeiras ou falsas. Para Carpenter,
Franke e Levi (2003) o trabalho com expressdes numéricas
contribui para que os alunos: (i) se envolvam em discussoes
sobre o uso apropriado do sinal de igual; (ii) usem o pensamento
relacional; (iii) tenham confianga na utilizacdo de propriedades
matematicas fundamentais, e (iv) elaborem conjeturas.

Situagdo 1 - Qual o valor em falta na expressio: 7 + 8 = [0+ 9

Para esta questdo surgem como possibilidades de resposta
os valores 15, 6, 8 e 24. A maioria dos alunos (64%) assinala
como resposta correta o valor 15, o que evidencia uma
visio procedimental, tendo os alunos colocado no espaco
imediatamente a seguir ao sinal de igual o resultado da operacao
que estd a esquerda deste sinal, 7 + 8, ignorando parte da
expressdo do lado direito (+ 9). Apenas 23% dos alunos assinala
aresposta correta, o valor 6. Face a estes resultados a discussdo
em sala de aula focou (i) a posicéo do sinal de igual e do espago
a preencher e o papel da parcela 9 no lado direito do sinal de
igual, e (ii) comparacdo de parcelas de um lado e de outro do
sinal de igual, de modo a estabelecer relacoes entre elas e com
isso determinar o valor em falta.

Situacdo 2 - Qual o valor em falta na expressao: 23 + 15 =
26 +0

Para esta questdo surgem como possibilidades de resposta
os valores 12, 18, 38 e 64. Metade dos alunos assinala a
resposta correta, o valor 12, o que mostra uma melhoria no
desempenho dos alunos. Contudo, 27% ainda evidencia uma
visdo procedimental, indicando como resposta o valor 38 que
corresponde a soma a esquerda deste sinal, 23 + 15, ignorando
ainda parte da expressdo do lado direito (26). A discussdo em
sala de aula focou uma vez mais (i) a posicao do sinal de igual
e do espaco a preencher e o papel da parcela 26 no lado direito
do sinal de igual, e (ii) a comparacdo de parcelas de um lado
e de outro do sinal de igual, de modo a determinar o valor a
compensar na parcela em falta para igualar os resultados de
ambos os lados, tal como exemplifica a Figura 3.
+3
V.
23 + 15=\2§;{[}:|
-3

Figura 3. Esquema de relagdes na igualdade da situagao 2
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Situacdo 3 - Qual o valor em falta na expressao: 72 + 36 =

36 +

Nesta questdo surgem como possibilidades de resposta os
valores 36, 108, 72 e 10. Cerca de 41% dos alunos assinala a
resposta correta, o valor 72. Trata-se de uma situagdo onde se
aplica a propriedade comutativa da adi¢do, sendo dada uma
das parcelas no lado direito que é igual a uma das parcelas do
lado esquerdo. Os resultados evidenciam que os alunos ainda
revelam dificuldade na intepretacdo da expressdo, em particular
do significado do sinal de igual e da sua posi¢do na expressio,
tendo cerca de 27% dos alunos dado como resposta o valor 108
(72 + 36). Além dos aspetos relacionais ja evidenciados nas
questdes anteriores, emerge também nesta questao a referéncia
a propriedade comutativa da adi¢io.

Situacao 4 - Qual o valor em falta na expressiao: O+177 =
331 +170

Nesta questdo surgem como possibilidades de resposta os
valores 331, 324, 177 e 323. Cerca de 86% dos alunos assinala
corretamente o valor em falta, 324. Este resultado revela
uma grande melhoria na interpretacdo da expressdo e no
estabelecimento de relagoes entre as parcelas de um e de outro
lado do sinal de igual. Na discusséo coletiva emerge a referéncia
a posicdo da parcela em falta e a relagdo entre os valores de um
lado e de outro, destacando-se a compensacdo necessaria para
se verificar a igualdade.

Situacdo 5 — Assinala a igualdade que é falsa:

18 +15 =20 +13;18 + 26 = 20 + 24;
18 + 22 =20 + 24;18 + 12 =20 + 10

Nesta questdo ndo ¢é solicitado o valor em falta, mas sdo
apresentadas quatro expressoes diferentes, sendo que trés delas
respeitam a igualdade e uma delas nio verifica a igualdade.
Os resultados sido bastante dispersos. Apenas 25% dos alunos
responde corretamente e assinala a igualdade 18 + 22 = 20 +
24 como falsa. A igualdade que mais alunos consideram como
falsa (40%) € 18 + 15 = 20 + 13. Estes resultados evidenciam a
necessidade de propor e discutir situacoes diversificadas para
melhorar a compreensido dos alunos e para que estes sejam
colocados perante desafios cognitivos significativos para a sua
aprendizagem matematica.

A CONCLUIR

Esta experiéncia permite conhecer a interpretagdo das igualdades
e do sinal de igual que os alunos apresentam e identificar
aspetos a abordar em sala de aula para o desenvolvimento do
seu pensamento relacional. Como refere o NCTM (2017), uma
das praticas de ensino nucleares que visam a promogao de uma
aprendizagem profunda da Matemdtica é a obtencdo e a utilizacdo
de evidéncias do pensamento dos alunos. Esse documento
refere que “um ensino eficaz da matemadtica usa evidéncias do
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pensamento dos alunos para avaliar o seu progresso no sentido da
compreensdo matematica e para ajustar continuamente o ensino
de modo a apoiar e ampliar a aprendizagem” (p. 53). O trabalho
realizado contribui para a aprendizagem matematica dos alunos,
bem como para o desenvolvimento do conhecimento profissional
da futura professora, em particular, sobre o significado que os
alunos atribuem ao sinal de igual e como desenvolvem o seu
raciocinio e expressam as suas ideias matemadticas. Ao considerar
as evidéncias dos erros cometidos pelos alunos e das lacunas
conceptuais que evidenciam, o professor pode planear a sua
prética ajudando-os a melhorar a sua compreensdo e o seu
raciocinio matematico. Os resultados obtidos nesta experiéncia
reforcam a importancia de priticas que fomentem o pensamento
relacional, recorrendo a igualdades diversificadas e levando os
alunos a estabelecer relagdes entre as operagoes e os nimeros
de um lado e outro do sinal de igual.
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Associacdo de Professores
de Matematica

217163690; encomenda@apm.pt
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Khan Academy em Portugal

Neste artigo pretende dar-se a conhecer a plataforma Khan
Academy em portugués europeu, bem como a utilizagéo da
mesma num projeto-piloto realizado em 5 Agrupamentos de
Escolas da Zona Oeste.

A Khan Academy em portugués europeu é uma plataforma
educativa online gratuita e acessivel a todos, que permite que
os alunos, através da resolucdo de exercicios e visualizacdo de
videos, aprendam matemética de uma forma diferente, divertida
e ao seu ritmo.

Lancada em fevereiro de 2017 pela Fundagéo Portugal Telecom,
a plataforma Khan Academy (KA) em portugués europeu
esta disponivel em https://pt-pt.khanacademy.org/; contém
atualmente, 21.000 exercicios interativos e mais de 1.250 videos
de matematica, sobretudo do ensino bésico. Conta hoje com
22.000 utilizadores e 3,9 milhdes de minutos de utilizagio,
disponibilizando a experiéncia para trés tipos de utilizadores:
alunos, professores e encarregados de educagéo.

UTILIZADORES E FUNCIONALIDADES DA PLATAFORMA

Os alunos usufruem de uma experiéncia personalizada
de aprendizagem, com recursos educativos adaptados ao
ritmo de cada um. Podem explorar os contetidos resolvendo
exercicios interativos de Matemaética, tendo a ajuda de dicas e/
ou visualizando videos explicativos. Uma vez que a plataforma
tem caracteristicas de jogo, vio ganhando pontos, medalhas
e desbloqueando “avatares” quando resolvem exercicios
e visualizam videos. A medida que os alunos evoluem na
aprendizagem, a sua atividade vai sendo registada em relatérios,
disponiveis para o aluno, professores e encarregados de educacio.

Os professores, por seu turno, podem criar turmas, recomendar
exercicios e videos e monitorizar em tempo real os conhecimentos
e progresso dos alunos (por periodo de tempo, por conteudo,
ou mesmo por alunos com dificuldades).

Os pais, podem néo s6 monitorizar o progresso do seu educando
mas também (re)aprender Matemadtica.

UM ANO DE TESTES NAS ESCOLAS DO OESTE - O
PILOTO “MATEMATICA E KHAN ACADEMY”

Nos anos letivos de 2016/2017 e 2017/18 a Fundagéo Portugal
Telecom, em colaboracdo com a Direcdo Geral da Educagio e
com a Educom, tem vindo a desenvolver um projeto-piloto de
utilizacdo da Khan Academy em 5 Agrupamentos de Escolas

(AEs) da Zona Oeste: AE Rafael Bordalo Pinheiro (Caldas
da Rainha), AE Josefa de Obidos (Obidos), AE Dom Luis
de Ataide (Peniche), AE Ferndo do P6 (Bombarral) e AE do
Cadaval), envolvendo 30 professores e 750 alunos. O projeto-
piloto é acompanhado por uma equipa de monitorizacdo do
Centro de Investigacdo, Unidade de Investigacdo Educagdo e
Desenvolvimento (UIED), sediado na Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Nova da Lisboa.

Em cada um destes dois anos letivos, os professores frequentam
uma oficina de formacéo de 50 horas (25 horas presenciais e 25
horas de trabalho auténomo). Aqui, nio s6 ficam a conhecer
todas as funcionalidades da plataforma como sdo acompanhados
no trabalho desenvolvido com os alunos. A plataforma Moodle
é utilizada como ferramenta de apoio ao processo de formagio,
potenciando a partilha de recursos e experiéncias dos professores
com os seus alunos. Cabe aos professores do projeto decidir
as metodologias de utilizagdo da plataforma com os seus
alunos, tendo a KA sido utilizada, durante o primeiro ano do
projeto-piloto, para consolidar pré-requisitos, introduzir novos
contetdos, rever conceitos ja lecionados, dentro e fora da sala
de aula, entre outros. A plataforma foi utilizada regularmente
nas salas de aula, quer em aulas préticas realizadas nas salas de
computadores quer através da projecdo de videos e exercicios.
Muitos professores utilizaram, ainda, a plataforma para
realizacdo de T.P.C.

Na sessdo de apresentagdo dos resultados do primeiro ano,
realizada em maio de 2017, todos os professores referiram que
o projeto desenvolveu a capacidade de interajuda e cooperagdo
entre os alunos, bem como uma maior autonomia na utiliza¢do
das TIC.

No que respeita a aprendizagem dos alunos, todos os professores
referiram que, com o projeto, se verificou um aumento da
motivacdo dos alunos para a aprendizagem da matematica.
Salientaram que, com a utilizacdo da KA, as aulas se tornaram
mais dindmicas e interessantes e que no caso dos T.P.C a maior
parte dos alunos se sentia mais motivado para a realizacdo de
exercicios na plataforma do que para os habituais exercicios
do manual.

As carateristicas de jogo da plataforma permitiram que os alunos
aprendessem matematica de uma forma lddica, aumentando
a sua motivacdo, entusiasmo e envolvimento nas atividades.
Este facto parece ter tido efeitos benéficos na aprendizagem:
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os bons alunos mantiveram o bom nivel de desempenho e os
alunos com mais dificuldades revelaram melhores desempenhos,
impulsionados pela motivacgio acrescida que a plataforma lhes
proporciona (efeito de jogo) e pelo apoio de colegas com maior
nivel de proficiéncia.

Houve ainda professores que relataram que a KA permite
respeitar a velocidade de trabalho de cada aluno, desenvolvendo
a sua autonomia. Referiram que os melhores alunos revelaram
uma maior autonomia no seu processo de aprendizagem e que 0s
alunos com muitas dificuldades, que normalmente desmotivam
devido as grandes lacunas a nivel dos pré-requisitos essenciais,
encontraram na plataforma uma maneira de experienciar
o sucesso. Com a ajuda da plataforma, foram percorrendo
pequenos passos que ndo os deixaram cair num ciclo de
desénimo, desenvolvendo tarefas adequadas a sua aprendizagem,
permitindo que aos poucos fossem adquirindo competéncias
da disciplina que eles julgavam nunca conseguir atingir.

Entre marco e abril de 2017 realizou-se o “Torneio Interturmas
Khan Academy” (TIKA), nas escolas do projeto piloto
com dois objetivos principais: 1) motivar os alunos para a
utilizacdo sistemdtica dos recursos da KA em contexto escolar,
proporcionando-lhes oportunidades de pratica e promovendo as
aprendizagens da Matemadtica na KKA; e 2) apoiar os professores
erespetivos AEs no envolvimento dos seus alunos na utilizacédo
pedagdgica e didatica da plataforma KA. Os objetivos do TIKA
foram plenamente alcangados, uma vez que o tempo médio
diario de utilizagdo da plataforma por cada aluno aumentou 9
vezes na semana da fase de qualificagdo.

Com este projeto-piloto, os alunos dos 5 AEs utilizaram a
plataforma KA durante mais de 333.900 minutos, tendo
praticado quase 80 mil competéncias.

A RELEVANCIA DOS EQUIPAMENTOS E DA
CONETIVIDADE

Ainda no projeto-piloto, a qualidade da internet, o niumero de
computadores/tablets disponiveis na escola e especificidades de
cada turma foram fatores decisivos na escolha das metodologias
a utilizar. Na grande maioria das escolas existia menos de um
equipamento (computador ou tablet) para cada dois alunos,
pelo que os alunos trabalhavam a pares ou em pequenos grupos,
permitindo experiéncias muito ricas ao nivel de tutoria entre
alunos. Por forma a equilibrar a igualdade de oportunidades de
acesso a utilizacdo da plataforma, garantindo, no entanto, que
arealidade escolar ndo era alterada significativamente, durante
o primeiro ano de piloto, a Samsung disponibilizou 37 tablets
para o projeto.

FUTURO - NOVOS CONTEUDOS E FORMAGCAO

A Fundagéo PT continua a trabalhar no sentido de disponibilizar
na plataforma mais contetidos de matematica, ndo s6 do ensino
basico mas também do ensino secundario. Para além disso,
como forma de disseminar a utilizacio da KA nas escolas
nacionais, desenvolve sessoes de formacdo praticas, destinadas
a professores, com a duragdo de 3 horas. Em parceria com a
DGE e Educom, irdo ainda ser realizadas oficinas de formacao
em vdrias localidades do pais.

No site da Fundagédo PT, disponivel em www.fundacaotelecom.
pt, pode encontrar recursos para utilizacdo da plataforma e
solicitar uma sessdo pratica para a sua escola.

Susana Corago

GESTORA DA KHAN AcaDEMY NA Funpagio PT

tice DUCA218
Technology Enhanced Learning

OV Congresso Internacional TIC e Educacgido — ticEDUCA2018 é um evento bienal que se realiza desde 2010
no Instituto da Educa¢io da Universidade de Lisboa, tendo este ano como tema Technology Enhanced Learning.

Este congresso tem-se constituido como um espaco de partilha e de reflexao sobre a investigacdo desenvolvida no
dominio das Tecnologias Digitais na Educacéo e destina-se a toda a comunidade académica nacional e internacional
— educadores, professores, formadores e estudantes de licenciatura, mestrado e doutoramento.

As submissoes encontram-se abertas até dia 1 de marcgo de 2018.

Mais informagoes em: ticeduca2018.ie.ulisboa.pt
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PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS ...

Regra da derivada do quociente revisitada

Em Josevich (2016) foi feita uma abordagem alternativa a prova
da regra da derivada do produto de duas func¢des evitando
o argumento classico de prova que consiste em adicionar e
subtrair uma determinada quantidade. Acontece que truques
como esse podem ser bastante contraintuitivos para estudantes.
Argumentos similares de ‘adicionar e subtrair’ sdo usados
também para provar a regra da derivada do quociente. Provas
alternativas podem ser obtidas usando a regra da cadeia ou
derivacao implicita. No entanto, essas ferramentas aparecem
mais tarde, enquanto que a regra do quociente aparece logo
no inicio do Célculo Diferencial. Aqui, inspirados pela ideia de
Josevich deduzimos também a regra do quociente.

Comegamos por obter trés regras usando a definicdo de derivada
e artificios algébricos simples como casos notéveis e reducéo
ao mesmo denominador:

1. (fZ) (X) _ll fz(x+h')_fz(x)
(f(x + h) f(X))(f(X+ h) + f(x)) _
h
= Zf(X)f ().

1 1

2 1y _.fu+m F®_
() 0= TR

f(x) f(x+h)
fx+hfx)

f'()
fAxy

Agora, com uma combinacéo de 1. e de 2. obtemos:

&(%yuw=

1 1
fz(x + h) fz(x)

(f(x) f(x +h)(f(x) + f(x + h))

h

e PR )
h=0 h
AE)

i)

JANEIRO ::

Usando 1. e 2. temos que:

4. [(f +:_])2]' -

Usando 1. e 3. deduzimos que:
oy
arr+2(E) + () =2(6r+ () -

Por uma observagdo direta de 4. e de 5. obtemos a regra da
derivada do quociente:

(i) _ f’gg—2 fg'

Durante a apresentacdo, em aula, podemos escolher apresentar
aregra do produto, como em Josevich, usando 2. e finalmente

observar que:
f,_ 1!_ ,1 1I_
(9) (fg) f9+f(9) B

Referéncia

Josevich, P. (2016). An Alternative Approach to the Product Rule. The
American Mathematical Monthly, 123(5), 470.
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PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS ...

Dois erros no uso do Teorema de Tales/Critérios
de Semelhanca de triangulos

O Teorema de Tales ocupa um lugar central no programa atual
da disciplina de Matematica no 3.° Ciclo. E um resultado muito
importante do ponto de vista teérico, no sentido em que serve de
“alicerce” a outros resultados, também centrais, como sejam os
critérios de semelhanca de tridngulos, por exemplo. Neste texto
breve serdo aspetos de natureza pratica que serdo abordados.

O Teorema de Tales surge nos manuais escolares, e noutras
obras de referéncia, com diferentes formulacdes. Gosto
particularmente do enunciado usado por Amorim [1]:

Se cortarmos os lados dum angulo (ou os seus prolongamentos)
por um feixe de paralelas, os tridngulos formados terdo os lados
proporcionais (figura 1).

Simbolicamente:

AB AD BD

Da proporc¢ao B

AB  AD

)

pode deduzir-se a
proporcao

C BD//CE

AB Figura 1
BC

As proporgdes (2) e (3) sdo bastantes tteis em termos praticos,
como se ilustra nos dois exemplos registados. Em cada uma das
situacoes, assinalou-se a “propor¢ao mais simples”.

44

Proporcdo | Proporcao | Proporcao

A §) 2) ®)

10 5

10-x 2 x

Figura 2

Proporgéo | Proporcao

@ )

Proporgdo

®3)

12 x+15
8 X

B_x+l,5
4 1,5

Figura 3

Na resolucédo de exercicios onde é possivel o usar o teorema
de Tales (ou os critérios de semelhanca de tridngulos) é usual
alguns alunos escreverem a seguinte igualdade:

AB CD

22 (4B > BC)
BC BE
Serd que esta “proporg¢do” poderd ser valida?

A resposta a esta questdo é sim; esta igualdade é verdadeira,

quando, e apenas quando, 2£  for igual a 1445

5 (nimero de

ouro).
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Consideremos entéo a situagdo representada na Figura 4.

Suponhamos que Aq
AB_CD - B> BO)
BC BE

Pelo Teorema de Tales:
@ _ic
BE AB

Assim,

B _Cp
BC BE

B _ic
BC AB

/B
A

rlls e AB > BC

Designando 4B por a e BC Figura 4

por b:

a a+b a b
—= oS —=1+—
b a a

1
fazendo %=q, vem: ¢=l+—<qg*—qg-1=0
q

15

Resolvendo a equacdo anterior resulta: ¢ =

2
1+/5
Como g>1, 9 = >
Portanto, 22 _ & quando, e apenas quando, AB 1+ Vs .
BC BE BC 2

E possivel observar o erro referido acima na resolucio seguinte.

A proporgao apresentada pelo aluno estd incorreta (figura 5).
A igualdade 04 _D 04 _1+35

AC 4B AC

ocorre somente quando =
q AC 2

5. Na Figura estdo representadas duas semirretas, 0C e 0D e duas retas paralelas, » e s.

Sabe-se que:

* areta r interseta as semirretas 0C e 0D nos
pontos A e B, respetivamente;

¢ areta s interseta as semirretas 0C e OD nos
pontos C e D, respetivamente;

* oponto A pertence ao segmento de reta [0OC];

® 0A=98cm, AB=56cm e CD =8,4cm

A figura nao esta desenhada a escala.

Determina AC.
Apresenta o resultado em centimetros.
Apresenta todos os calculos que efetuares.

GL.F_’ _,”S'ﬁ(_ 1=y k-C :f,exg;t‘( {=> A¢ = 83 da (=}
A—C 3‘6 5.6 5,6
7
129 KC = % o
€ A o & (F ™
Figura 5

Outro erro que surge com alguma frequéncia pode ser observado
na resolucdo que se apresenta na figura 6. A “proporgio”
apresentada pelo aluno s6 é vélida quando, e apenas quando,
AH = HI .

17. Na figura, as retas AM e Al sao concorrentes

easretas NH e MI sao paralelas.

Sabendo que:

e HI=152cm;

— M AT X 16
® AH=6,4cm ; ﬁ___f_:!\__f_:ﬁ:—_i’:-i
o WV IH “ %
e AN =4 cm.

L= 4x26 §4

Determina MI. 6/44152:2160 152 ~5a-548
ML =568
Figura 6
Demonstracao.
Suponhamos que AC_Cb
up e 5w
CD AC
Pelo Tk Tales: —=—
e<? eorema de Tales T
Assim,
AC_CD  AC _AC  JB-BC
BC BE BC 4B
Figura 7
CONCLUSAO

Contrariamente a outros erros que habitualmente observamos
nas resolucdes dos alunos, penso que nao serd facil encontrar
uma explicacdo para as duas situagdes referidas neste texto.
Serd que estes erros também ocorreriam na eventualidade
dos alunos ndo terem conhecimento das igualdades (2) e (3)
referidas? Convém, no entanto, ter presente que nio facultando
estas duas proporc¢des aos alunos, surgirdo, inevitavelmente,
constrangimentos na resolucédo de alguns exercicios.

Referéncias
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[3] A. Bivar, C. Grosso, F. Oliveira, L. Loura e M.2 C. Timéteo. Programa
e Metas Matemdtica, Ensino Basico. MEC, 2013.

[4] A. Bivar, C. Grosso, F. Oliveira e M. C. Timéteo. Caderno de Apoio
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Os Poligonos estrelados regulares e a férmula

de Euler

CARLOS ALBERTO M. DE AsSSIS
THIAGO BARCELOS CASTILHOS

A igualdade e” =cos0 +i.send , conhecida como a formula
de Euler é uma das mais belas férmulas. Sendo assim, o objetivo
deste artigo, € mostrar a utilizagdo da expressdo do lado esquerdo
da férmula (no caso, e ) na construcao de poligonos estrelados
regulares.

0 - .
USANDO €~ NA CONSTRUCAO DE POLIGONOS
REGULARES

Primeiramente, vamos utilizar equagdes polinomiais da forma
x" — 1 =0, e, atrelado a encontrar essas raizes, utilizaremos
¢’ =cos0 +i.send, na construcdo do poligono regular inscrito
na circunferéncia. Observe que, resolver equagdes desse tipo,
nada mais ¢, do que encontrar as # raizes de indice n da unidade,

2
fazendo rotagdes, considerando 6 = 2k onde K=0, 1, 2,...,n-1,
n

U = cis(zk—ﬂ) , ver em [2]).

Comecemoz, entio, exemplificando, com a equacio x° —1=0.
Ou seja, iremos calcular as raizes de ordem 5 de 1, e construir
o poligono chamado de pentagono regular. Fazendo os
célculos, para K=0, temos e"* = cos 0 +i.sen0 = 1; para K=1,
fica,

iy - o \/§—1+i.(\/10+2\/§)

5 =cos—+isen— =
5 5 4

e

-

que equivale a uma rotagdo de 72°, ou ainda, temos é da

volta. Para o valor de K=2, obtemos,

g 4y —VS-l+i \/10-2\/5)

5 T .
e’ =cos—+isen—= ;
5 5

\/10—26)

=Ccos— +isen— = R
5 5

—

N

no caso de K=3, ficamos com,

o7 . 671 671 —\/g—l—i.

5

—

e

N

e, finalizando, sendo K=4, temos,

46

8. o % \/g—l—i.(\/10+2\/§)

—1
e’ =cos—+isen—=
5 5 4

Estes valores sdo rotacoes sucessivas de 72°. A representacio
geométrica dessas raizes estd no grafico a seguir.

A

OS POLIGONOS ESTRELADOS

A representacgdo de um poligono estrelado regular se dara através
. . n

da notacdo {n/r},onde n e r sdo primos entresie 1 < r < 5 Essa

notacdo significa que, a construgdo desses poligonos estrelados

se dard ao construirmos o poligono regular de n lados através da
resolucio da equacgdo x”” -1=0, e fazendo r rotages (ou voltas)
utilizando a sequéncia dos valores encontrados, respectivamente,
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20 e )3

2kr . 2kr .
i — i
e n

naspoténcias e " ,|e ” , .em torno da origem,

iremos obter as “pontas” do poligono.

UM EXEMPLO

Para exemplificar, vamos iniciar, com a construgdo do seguinte
poligono estrelado regular tao conhecido em nossa literatura, que
é a “estrela de 5 pontas’, e, serd representada usando a notagdo
{5/2}. Ou seja, n=5 representa a construgéo do pentagono regular
(usando a equagio x° —1=0 conforme mencionado antes), e,
fazendo rotagdes de 2 em 2 pontos (a sequéncia das poténcias
de uma de suas raizes) em torno da origem, serdo construidas
as “pontas” dessa estrela.

Voltando as raizes da equagdo ¥ -1=0, perceba que se

2, 8z,
5 5 A .
escolhermos ¢ ou e” , ,assequéncias de suas
(2w
respectivas poténcias serdo, | g5 | ¢ sl €3 e

8 . 87 . 3
—1 —1 —1

5 5 5 -
e’ ,le seees| € > e ambas irdo “percorrer” os 5

pontos da circunferéncia formando o pentagono regular. S6
4n . [

—1 —1
nos restam verificar as sequénciasde €’ e e> . Assim,
67 . 67zi

o7, o
para as poténcias de e 3 , temos as seguintes rotagdes, € ° ,

3

[ 2 127 . 27, 671',, 187![, 87 .
6, 2z, 2w o 18z, 8z
e’ | =e’ =ed e’ | =ed =e’
ox \' 24m,  4x, (6x,\ 30m,
oni
e’ | =e’ =ed ,|e’ | =e’ =M =le
6 \&  3ex.  er
eS| =5 —e5

Veja, que essa sequéncia ird construir as “pontas” da estrela
dentro do pentdgono regular, fazendo rotagdes de 2 em 2 pontos
em torno da origem em uma circunferéncia de raio unitério.

JANEIRO ::

Observacio:

4r .
1

Note que, para e’ , teremos, em um primeiro instante, a

“mesma” estrela de 5 “pontas’, com a notagio {5/3} . Mas, repare

; = . .o n
que esse poligono ndo satisfaz a condicdo de 1 < r < 5

A SOMA DOS ANGULOS DAS “PONTAS” DO POLIGONO
ESTRELADO

Uma relacdo importante que merece atencio, é que a soma
dos angulos internos das “pontas” de um poligono estrelado
regular é dada por S=(n-2r)x180°. Esta relacio foi descoberta
pelo matematico Thomas Bradwardine (1290 — 1349). Assim,
por exemplo, a soma dos dngulos internos das “pontas” de
{5/2}, é igual a, S=(5-2x2)x1800=1800 .

Para mostrar tal relagéo, perceba que a circunferéncia é dividida
o

Lo « 360
emy partes iguais, entdo, cada arco mede graus. Agora,

ao escolhermos o vértice de partida, sdo feitas r “voltas” para
a construcdo do primeiro lado e depois r “voltas” novamente,
formando o primeiro dngulo inscrito (que nada mais é do
que uma “ponta” do poligono estrelado) como ilustra a figura
seguinte:
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«

Como foram dadas 2r “voltas’, temos entdo um arco de

360°

(n—2r) graus, e com isso, cada angulo das “pontas” do

o

poligono estrelado regular é dado por 180

(n—2r).Mas, como
n

(]

A s ... 180
sdo n Angulos, podemos multiplicar

(n - 2r) por 7 e obter

a soma S. Para agucar a curiosidade do leitor, deixamos como

exercicio, que construa os seguintes poligonos estrelados:
{712}, {713}, {8/3}, {9/2}, {9/4} e {10/3}.
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ESTATUTO EDITORIAL DA EDUCACAO E MATEMATICA

A Educagdo e Matemdtica é uma publicacdo periddica da
Associacdo de Professores de Matemadtica (APM). A sua
periodicidade atual é de cinco nimeros anuais, sendo um
deles tematico e duplo. A revista aborda questdes relacionadas
com o ensino e aprendizagem da Matemdtica. Dirige-se aos
professores de Matematica, de todos os niveis de ensino,
em especial aos socios da APM, constituindo um meio de
comunicacéo privilegiado da Associagdo, em Portugal e no
estrangeiro. Os principais objetivos da Educagdo e Matemadtica

sa0:
+ Promover a troca de ideias e experiéncias entre professores;

« Estimular a reflexdo sobre problemas e desafios da educagio
matematica;

+ Discutir temas atuais e importantes da educa¢iao matematica
e da educacdo em geral;

o Fornecer elementos de trabalho para as praticas dos
professores;
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+ Divulgar informacao relevante para os professores.

A Educagdo e Matemadtica publica textos de natureza diversa.
Vive muito da contribui¢do dos sécios, que sdo autores da
maior parte dos artigos. Estas contribuicbes passam por
ideias, pontos de vista, comentdrios, relatos de experiéncias,
artigos de opinido, recensdes de livros, resolucdo de problemas,
noticias... A Educag¢do e Matemdtica tem um conjunto de
seccdes de natureza diversificada, algumas das quais com
cardter permanente. A revista tem uma equipa redatorial
a quem compete desenvolver todo o trabalho de rececdo e
revisio de artigos, bem como organizar a prépria revista. A
semelhanca das outras revistas informativas, a Educacéo e
Matematica assegura o respeito pelos principios deontoldgicos
e pela ética profissional dos jornalistas, assim como pela boa
fé dos leitores.
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APM 2018 — socios

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagio de Professores de Matematica (APM) é uma institui¢do de utilidade publica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da Matemdtica,

de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovagéo do ensino da Matematica, promovendo

atividades de dinamizagdo pedagogica, formacdo, investigacdo e intervenc¢ao na politica educativa. A APM disponibiliza, aos professores de

Matematica e outros educadores, uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacéo e utilizagao pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado
Atualmente a APM oferece sete modalidades de sécio individual:
+ socio regular
+ sécio estudante regular
« sécio estudante @so6cio
« socio aposentado
+ @-socio
+ sdcio residente no estrangeiro
+ socio conjunto APM-APP*

e quatro modalidades para sdcios institucionais, dependentes do tipo
de produtos a que tem direito e que estdo discriminadas na tabela
abaixo.

*A Associagdo de Professores de Matematica (APM) e a Associagdo
de Professores de Portugués (APP) oferecem uma modalidade de
associado aos professores do 1° ciclo do ensino basico: s6cio conjunto
APM-APP que, através do pagamento de uma unica quota no valor
de 50,00€, lhes confere o estatuto de associado da APP e de @-sécio
da APM. Pode inscrever-se indiferentemente (e pagar) na pagina da
APM ou da APP; as respetivas associagoes dar-lhe-do um n° de sécio
para cada associagdo. A partir dai pode usufruir das vantagens de
socio da APP e da APM.

Publicacodes periddicas
Todos os associados individuais tém direito aos cinco ntimeros
anuais da revista Educagdo e Matematica (3 nimeros normais e um
namero duplo temético).
Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF
destas publicagdes no nosso portal, todos os outros terdo direito

Modalidades de associado individual Quota

Professor no ativo (scio regular) 55,00 €
Estudante s/vencimento (com regalias de @-sécio) 16,50 €
Estudante s/vencimento (com regalias de socio regular) 40,00 €
Professor aposentado 42,50 €
@-s6cio 42,50 €
Associado residente no estrangeiro 66,00 €
Sécio conjunto APM-APP (s6 para professores do 1.° CEB) 50,00 €

Modalidades de associado institucional Quota
Modalidade I (1 exemplar da E&M) 72,50 €
Modalidade II (2 exemplar da E&M) 95,00 €
Modalidade III (1 exemplar da E&M +Quadrante) 100,00 €
Institui¢ao no estrangeiro (1 exemplar da E&M+Quadrante) | 140,00 €

também a receber pelo correio as edi¢des impressas. Todos os
associados poderdo usufruir de preco especial na assinatura da

revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto que pode ir até 50%

na aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou online.

Requisicdo de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados terdo descontos na requisicio de materiais,

publicacoes, exposi¢oes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetdos
privados no portal da APM, a beneficiar de descontos na formacao
e em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a
APM tem protocolos ou noutros eventos em que a APM venha a
colaborar, a participar da vida da associagdo através dos grupos de
trabalho, dos nticleos regionais ou por outras formas e a divulgar o
seu trabalho através da APM.

Direitos dos associados institucionais

Para os associados institucionais existem diversas modalidades
de associado de acordo com a tabela respetiva abaixo. Para
além das revistas que recebem de acordo com a modalidade
escolhida, os associados institucionais, nomeadamente as escolas e
agrupamentos de escolas, podem beneficiar os respetivos docentes
(grupos 100, 110, 230 ou 500) com pre¢os especiais em encontros
ou formagdes; podem ainda usufruir dos beneficios de associado
na requisicdo de exposi¢cbes ou na compra de materiais para a
respetiva instituigdo.

Assinatura das revistas Educacio & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica
Quadrante
3 numeros + 1 nimero >

duplo temdtico (2 mirmenes)
Associado Portugal | = ... 15,00€
individual Estrangeiro | ... 30,00€
Nao associado | Portugal 50,00€ 35,00€
individual Estrangeiro 70,00€ 50,00€
Nao associado | Portugal 75,00€ 50,00€
institucional Estrangeiro 95,00€ 65,00€

Preco de capa das revistas Educacao & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica Quadrante
Temidtica 10,00€
Associado 10,00€
Normal 7,50€
X Tematica 10,00€
Nao associado 20,00€
Normal 7,50€
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