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Neste nimero também colaboraram

Ana Henriques, Ana Paula Canavarro, Ant6énio Domingos,
Catarina Delgado, Cristina Loureiro, Dina Morais, Fitima Mendes,
Fernando Nunes, Helena Gil, Helena Moreira, Hélia Oliveira, Irene
Segurado, Isabel Rocha, Joana Brocardo, Jodo Pedro da Ponte,
Leonor Santos, Lina Brunheira, Lurdes Serrazina, Manuela Pires,
Paula Figueiredo, Susana Brito, Susana Carreira.

Sobre o nimero tematico

O que diz a investigacdo em educagdo matemadtica sobre as
aprendizagens dos alunos é o tema escolhido pela redacdo da
revista para a temdtica de 2017. A opcdo por este tema, inédito nas
nossas temadticas, deve-se a relevancia que atribuimos ao contributo
da investigacdo para as praticas de sala de aula. Entendemos que
a revista também compete a divulgacdo dessa investigagdo junto
dos professores, dai a se¢do permanente do Grupo de Trabalho em
Investigacao (GTI), pelo que chegou a altura de a ela dedicarmos
um numero temadtico.

Felizmente que na nossa associagdo temos uma comunidade de
investigadores em educagdo matemdtica muito ativa, com saber
e experiéncia relevante para a concec¢do deste nimero tematico.
A dificuldade ndo foi encontrar um nome, mas escolher um.
E escolhemos a Joana Brocardo, porque além de pertencer a
essa comunidade, tem enriquecido esse percurso profissional
com outras vivéncias, nomeadamente na drea do curriculo e da
formagdo de professores, uma conjugagdo muito enriquecedora
para o objetivo desta revista.

Agradecemos a motivagdo e o empenho que colocou na concegio e
concretizagdo deste numero da Educagdo e Matematica.

Nota: Neste nimero hd trés sec¢does que ndo tém a dimensdo
habitual e que foram além dos seus objetivos. Cristina Loureiro
e Anténio Domingos, colaboradores permanentes das secgoes
Caderno de Apontamentos de Geometria e Tecnologias na
Educacdo Matematica e Lurdes Serrazina, membro do GTI,
foram, por proposta da redagdo, autores de artigos focados nas
recomendagoes da investigacdo relevantes para a aprendizagem
dos alunos, dentro das temadticas que sdo abordadas nas respetivas
seccoes, ficando enquadrados nelas.

Correspondéncia

Associacao de Professores de Matematica

Rua Dr. Jodao Couto, n.o 27-A, 1500-236 Lisboa
Tel: (351) 21 716 36 90

Fax: (351) 21 716 64 24

E-mail: revista@apm.pt

Nota

Os artigos assinados sdo da responsabilidade dos seus autores,
nio refletindo necessariamente os pontos de vista da Redagdo
da Revista. Por opgdo do editor e/ou autores, alguns artigos nao
obedecem as regras do novo acordo ortogréfico.



EDITORIAL

JOANA BROCARDO

A aprendizagem da Matematica olhada a partir
da investigacdo: uma visao de 360°

A propésito de um pequeno artigo que escrevemos ha ja muitos
anos, recordo bem o modo entusiasta com que Paulo Abrantes
identificava como caracteristica distintiva da investigagdo em
educagdo matematica realizada em Portugal, a estreita relagao
de colaboracdo entre investigadores e professores. Como
explicava, os investigadores e professores do ensino superior
tinham sido professores dos outros niveis de ensino durante
varios anos e mantinham lacos de trabalho e colaboracdo com
os seus anteriores colegas.

Igualmente distinto do que acontece em muitos outros paises
¢é o facto de a investigacdo se ter comecado a desenvolver
relativamente tarde. A primeira tese de doutoramento é de
Jodo Pedro da Ponte, em 1984, e as primeiras dissertacoes de
mestrado datam da segunda metade dos anos 80.

Este ntimero temadtico da revista reflete a existéncia de uma
atividade de investigagdo em educagdo matemdtica dinamica,
bem mais intensa do que nos anos 80, e mesmo 90, e preocupada
com as aprendizagens dos alunos. Tal como nos anos 90,
investigadores e professores continuam a colaborar em projetos
de ambitos diversos. Algumas destas colaboragdes sdo suscitadas
pela necessidade de desenvolver projetos individuais como o
da realizacdo de uma dissertacdo de doutoramento. Outras
refletem a realizacdo de projetos mais longos e que integram
equipas de investigadores e professores bem mais numerosas.
Todas elas tém marcado decisivamente o que sabemos sobre a
aprendizagem dos varios tépicos da Matemdtica em Portugal,
permitindo-nos partir de exemplos e experiéncias curriculares
realizadas nas escolas portuguesas para perspetivar caminhos a
seguir que possam conduzir a uma melhoria das aprendizagens
dos nosso alunos.

A revista abre com um artigo da responsabilidade do GTI,
elaborado por Lurdes Serrazina, que nds dd uma panoramica
geral da investigacdo realizada em Portugal nos tltimos anos.
Depois, uma série de nove artigos situam recomendagdes
da investigacdo relevantes para a aprendizagem dos alunos,
articulando conclusoes e exemplos de estudos portugueses com

0 que se perspetiva em cada tépico e em vérios niveis de ensino,
ao nivel internacional. Cada um destes artigos proporciona
uma visao geral, mas precisa do que se sabe ser importante ao
nivel da geometria, da modelagdo e conexdes matematicas, da
organizacdo e tratamento de dados, dos niumeros e da élgebra,
do uso da tecnologia, da comunicagio e da avaliagcdo. Nesta
revista conseguimos, também, contar com o retrato de uma
experiéncia colaborativa de quatro professoras que procuram
integrar resultados da investigacdo na planificacdo de aulas de um
grupo de professoras do 1.° ciclo e analisar o modo como alguns
manuais escolares refletem recomendacdes da investigagdo sobre
aspetos relativos aos nimeros racionais.

Pensamos ser importante que ao folhear e ler esta revista
se conseguisse ter uma abrangéncia de 360° que reflita a
panoramica sobre o que sabemos acerca da aprendizagem dos
nossos alunos. Por isso, seleciondmos um artigo do notével
designer e investigador Malcolm Swan sobre a concecido de
tarefas que permitam desenvolver a compreensido concetual,
a competéncia estratégica e a consciéncia critica.

Completamos esta visdo 360° com dois aspetos. O primeiro,
incluido no “Pense nisto’; perspetiva uma organizagao de sala
de aula em que os alunos resolvem problemas nos quadros que
arodeiam e em que os professores conseguem ter evidéncias
imediatas do que eles pensam, a medida que o seu pensamento
se desenrola. O segundo, subjacente a todas as conclusoes da
investigacdo é, por isso, transversal a todo esta revista. Diz
respeito ao professor, unanimemente reconhecido como o
elemento chave central da promogéo de uma aprendizagem
relevante e significativa dos alunos. ‘Professor 360’ talvez possa
dar uma boa imagem desta ideia! Porque nao?

JoanA BROCARDO

Esco1a SUPERIOR DE EDUCAGAO, INSTITUTO POLITECNICO DE SETUBAL
& UIDEF - InstiTuTO DE EDUCACAO, UNIVERSIDADE DE L1SBOA
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ESPACO GTI

Contributos da investigacdo para a
aprendizagem da matemadtica: uma visao

global
LURDES SERRAZINA

Aceitar o desafio langado pela editora convidada deste nimero
temadtico para fazer este artigo representou uma certa ousadia
da minha parte. Realizar um levantamento da investigacdo
realizada em Portugal em educacdo matemadtica implica ter
acesso a informacao que nem sempre estd disponivel, sobretudo
no que se refere a dissertagoes de mestrado.

Assumo assim o risco de, por falta de informacéo, ndo referir
trabalhos importantes, pois, embora tenha procurado fazer uma
pesquisa exaustiva, ha sempre algo que fica de fora. Elegi como
fonte privilegiada de informacéo os repositdrios institucionais
inseridos no sistema RCAAP!, ndo ignorando que estes s6 foram
institucionalizados na ultima década e que a informacéo que
disponibilizam pode corresponder apenas a trabalhos com datas
posteriores a sua criagdo. Apesar destes constrangimentos, decidi
aceitar o desafio por me parecer importante que este niimero
tematico da Educacdo e Matematica inclua esta informacéo.
Optei por me focar nos estudos académicos concluidos a partir
do ano 2000, dadas as limita¢oes do espago, a maior dificuldade
em aceder a trabalhos mais antigos e também porque jé existe
informacdo publicada sobre a investigacao realizada até aos anos
90 do século passado (Ponte, 1993; Ponte, Matos & Abrantes,
1998). Também a APM disponibilizou até muito recentemente
uma lista de dissertacoes de mestrado e teses de doutoramento
realizadas pelos s6cios.

Este artigo tem um caracter sobretudo informativo, com o
objetivo de dar a conhecer contributos da investigacao realizada
no nosso pais para a aprendizagem da Matemdtica. Sdo referidas
investigacoes focadas na aprendizagem dos alunos, mas também
outras focadas nos professores ou questdes curriculares, no
entendimento que todas elas constituem contributos para uma
melhor aprendizagem da Matematica.

Pelas limitagdes no acesso, ja referidas, por razdes praticas e de
exequibilidade optei, ainda, por considerar apenas dissertacoes
de mestrado realizadas apds a profissionalizagéo, isto é, ndo
foram consideradas dissertagoes (normalmente designadas por
relatdrios) desenvolvidas para completar a formagao inicial (nos
cursos pos-Bolonha). Dentro das limitagdes enunciadas, a minha
opcdo foi olhar apenas para estudos académicos realizados em

1 RCAAP - Repositério Cientifico de Acesso Aberto Portugués

Portugal e certificados por institui¢cdes portuguesas.

A proximidade que tem existido entre a comunidade de
investigacdo em educagdo matemadtica, as salas de aula e os
professores dos ensinos bdsico e secunddrio reflete-se no
facto que muitos dos investigadores que realizaram teses de
doutoramento ou dissertagdes de mestrado, no periodo em
andlise, sdo eles proprios professores daqueles niveis de ensino,
mantendo-se como tal mesmo depois de concluidas as suas
teses e dissertagoes.

O artigo estd organizado em vdrias secgdes focando
respetivamente: os niveis de escolaridade em que incidem os
estudos (desde o pré-escolar até ao ensino superior), principais
metodologias utilizadas, temas curriculares abordados (quer
temas matemdticos quer temas transversais), outras tematicas.

Tendo em conta as limitagoes referidas, optei por partir das
teses de doutoramento, completando com informagdes vindas
de dissertacdes de mestrado. Na minha pesquisa identifiquei que
foram concluidas?, entre 2000 e julho 2017 em universidades
portuguesas, mais de 85 teses de doutoramento em Didatica da
Matematica ou cujo foco é o ensino-aprendizagem da matematica
ou, ainda, a interdisciplinaridade com a matemadtica. Ficam
de fora da andlise a seguir apresentada um pequeno nimero
(menos de 10%) que correspondem a estudos desenvolvidos
em comunidades de prética extraescolar ou estudos de histdria
de ensino da matematica que tive dificuldade em integrar na
organizacédo adotada.

A INVESTIGAGCAO REALIZADA POR NIVEIS DE
ESCOLARIDADE

A tabela 1 ilustra, em termos quantitativos, as teses de
doutoramento concluidas em Portugal, agrupadas por
quinquénios. Como se constata, o numero de teses concluidas
ndo foi 0o mesmo nos diferentes quinquénios, nem a sua evolugéo
foi linear ao longo do tempo. O periodo 2010-2014 é o de maior
producio, tendéncia que poderd manter-se em 2015-2019 dado
o nimero de trabalhos concluidos nos tltimos dois anos e meio.

2 Consideram-se as teses apresentadas e aprovadas em provas
publicas no periodo referido.
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Tabela 1. Teses de doutoramento realizadas por niveis de

escolaridade
. Pré- R N 3.°CEB/ Superior
Periodo escolar 1.°CEB | 2.°CEB Sec |EL Prof| Mat
2000-2004 1 2 1 8 2 1
2005-2009 1 1 3 3 -
2010-2014 - 14 5 12 3 1
2015-2017
(ulho) 1 5 3 6 1 1
Total 3 23 10 29 9 3

A inclusio de uma tese num dos niveis de escolaridade significa
que o seu objeto de estudo incidiu sobre professores, alunos ou
curriculo desse nivel (hd trabalhos referidos em dois niveis de
escolaridade, por eles incidirem, por exemplo, no pré-escolar
e no 1.° ciclo ou nos 1.° e 2.° ciclos).

Em relacdo ao ensino superior optei por separar os estudos
realizados na formacao inicial de professores daqueles que incidem
sobre a aprendizagem dos alunos em disciplinas de Matematica
(Domingos, 2003; Henriques, 2010) ou sobre concegdes dos
professores (Rosa, 2015). Os estudos relativos a formagéo inicial
de professores distribuem-se de uma forma bastante equilibrada
ao longo do tempo. Este equilibrio mantém-se quando se olha
para o tipo de institui¢do de formacao — Escolas Superiores de
Educagdo (ESE) ou Universidades. Incidem sobre: a formagao
em Diddtica da Matemadtica num contexto de resolucdo de
problemas e de materiais manipuldveis (Vale, 2000); o estagio
pedagdgico (Viseu, 2008); a histéria da matemdtica (Jorge, 2008);
a comunicacdo em matemdtica (Medeiros, 2010); ou, as mais
recentes, sobre aspetos especificos do conhecimento matematico
e didatico relativos ao pensamento algébrico (Branco, 2013) ou
ao conhecimento estatistico (Santos, 2015) de estudantes de
Licenciatura em Educacédo Bésica (LEB).

Na educagao pré-escolar foram apenas concluidos trés estudos
de doutoramento de natureza muito diferente, sendo todos
focados nas criangas. Palhares (2000) estuda a transi¢do
pré-escolar — 1.° ciclo; Maia (2007) os registos graficos das
criangas e a aprendizagem da matematica; e Soutinho (2016)
a compreensdo de problemas de natureza aditiva e estrutura
multiplicativa por criancas do pré-escolar. No que se refere a
dissertacoes de mestrado com foco no pré-escolar, o nimero
é também reduzido quando comparado com o nimero total
de dissertagoes realizadas.

A leitura da tabela 1 permite ainda ver que as teses que incidem
no 1.° ciclo do ensino basico representam cerca de 37% do total
das realizadas com foco nos ensinos basico e secunddrio. A
sua distribuicéo ao longo do tempo néo é linear, tendo o maior
namero sido concluido no periodo 2010-2014. Constata-se que a
investigacdo neste ciclo de ensino sofreu um grande incremento
no periodo em andlise, verificando-se uma tendéncia contraria
a referida por Ponte (1993) que constatava que os estudos no

1.° ciclo tinham apenas um cardcter pontual.

Com incidéncia no 2.° ciclo do ensino bésico identifiquei 10
estudos de doutoramento o que faz com que, proporcionalmente,
este seja o ciclo do ensino basico onde foram desenvolvidos
menos estudos de doutoramento, mantendo-se a tendéncia
identificada por Ponte (1993), embora pareca estar a alterar-se.

A maioria dos estudos realizados tem como foco o 3.° ciclo do
ensino basico e o ensino secundario.

Das 14 teses desenvolvidas com foco no 1.° ciclo, no periodo
2010/2014, sete correspondem a trabalhos desenvolvidos com
professores e os restantes com alunos. De referir ainda que
trés das teses desenvolvidas com professores (Cardoso, 2010;
Martins, 2011; Silva, 2011) foram-no no ambito do Programa
de Formacdo Continua em Matemadtica (PFCM), que se
desenvolveu em Portugal entre 2005 e 2011, onde foram também
desenvolvidas vérias dissertacoes de mestrado, com foco no
desenvolvimento profissional dos professores.

Porque pode ser relevante, relativamente ao ensino néo superior,
a tabela 2 mostra o numero de trabalhos cujo foco séo alunos
e aqueles que estudam professores.

Tabela 2. Publico alvo dos estudos de doutoramento realizados
nos 1. °, 2.° ou 3. ° ciclos do ensino basico e no ensino secunddario

Periodo Incidéncia
Alunos Professores
2000-2004 5 7
2005-2009 5 2
2010-2014 19 12
2015-2017 8 5
36 26

OUTUBRO ::

De notar que existe um maior ndmero de estudos que tem
como foco os alunos. Os estudos realizados com professores tém
como objetivo estudar: (i) o seu desenvolvimento profissional
através de dispositivos de colaboragio (por exemplo, Saraiva,
2002) ou tendo como foco a histéria de vida (Guimaraes,
2004); (i) a pratica letiva (por exemplo, Santos, 2001); (iii) a
identidade profissional de professores de matemética no inicio
da carreira (Oliveira, 2004). Apenas um pequeno nimero estuda
as concegdes e atitudes dos professores perante a Matemadtica
e o seu ensino (Guimaraes, 2003; Martins, 2015).

METODOLOGIAS UTILIZADAS

A metodologia predominante é a metodologia qualitativa e, na
sua grande maioria, estudos de caso. Dependendo do estudo, os
casos sdo professores, alunos, grupos de alunos ou turmas. Mais
recentemente, alguns estudos assumem como metodologia a
investigacdo baseada em design (design based research), como
é o caso de Mendes (2012) ou Carrapico (2016). A tese de
Dias (2013) assume, num dos estudos que a compdem, uma
metodologia de investigacdo baseada em design e, no outro,
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uma abordagem qualitativa. Apenas um nimero reduzido de
teses de doutoramento assume uma metodologia mista, isto é,
qualitativa e quantitativa (por exemplo Vieira, 2013; Martins,
2015; ou Soutinho, 2016). O estudo de Figueiredo (2017) assume
uma metodologia quantitativa, descritiva e correlacional.

Relativamente a dissertacdes de mestrado, a metodologia mais
comum ¢ também qualitativa e na grande maioria estudos de
caso.

TEMAS CURRICULARES

Nesta seccdo apresento a andlise das temadticas abordadas
nos diferentes estudos, partindo mais uma vez das teses de
doutoramento identificadas no periodo indicado. Inclui também
nas tabelas temdticas nimeros relativos a estudos de mestrado
que consegui identificar, numa tentativa de dar uma visao mais
completa da investigacdo realizada. Numa primeira parte os
estudos estdo agrupados por temas matematicos curriculares. Na
segunda parte esse agrupamento é feito por temas transversais.

Temas matemcdticos curriculares

Os trabalhos analisados cobrem de modo muito desigual os
temas curriculares: Naumeros e Operacoes, Algebra, Geometriae
Medida e Organizagéo e Tratamento de Dados (OTD) (tabela 3).

Tabela 3. Numero de teses de doutoramento nos diferentes temas
e niveis de ensino

Temas | °T¢ |10CEB|2°CEB|3°CEB| Sec | 'L | Total
escolar Prof.
Nﬁmerqs e 1 4 3 8
Operagdes
Geometria
e Medida 1 2 1 1 5
Algebra e o | 2 | 2 | 3 1 |1
Fungdes
OTD 2 1 2 1 1 7

*Uma das teses incide sobre os 1.° e 2.° ciclos do ensino basico.

Niumeros e Operagdes

Inclui neste tema estudos que incidem sobre tdpicos relativos
aos Numeros e Operagdes, quer sejam realizados com alunos
ou com professores ou incidam no curriculo. Os estudos com
foco no pensamento algébrico no 1.° ciclo do ensino basico sdo
considerados no tema Algebra.

Tabela 4. Estudos no tema Numeros e Operagoes

Pré- | 1oCEB | 2°CEB | 3°CEB
escolar
Teses de doutoramento 1 4 3 0
Dissertagoes de mestrado 2 16 2 1

Os estudos analisados incluem temdticas como sentido
do ndamero, conceito de nimero (nos diferentes conjuntos
numéricos), operagdes aritméticas e célculo mental. Foram
identificadas oito teses de doutoramento. Soutinho (2016)

centra-se na educacdo pré-escolar e na compreensio de
problemas de estruturas aditivas e multiplicativas. Na perspetiva
do sentido de ntumero, Ferreira (2012) estuda a resolucéo de
problemas de adi¢do e subtragdo de alunos do 2. ano e Mendes
(2012) debruca-se sobre a aprendizagem da multiplicacdo
também no 1.° ciclo. Rodrigues (2015) estuda a aprendizagem
da noc¢do de namero e da resolucio de problemas aritméticos
no 1.° ciclo. Delgado (2014) debruga-se sobre as praticas dos
professores do 1.° ciclo e o desenvolvimento do sentido de
numero. Carrapico (2016), no 2.° ciclo, incide sobre o célculo
mental com nimeros racionais. Também no 2.° ciclo e sobre
nimeros racionais sdo os estudos de Pinto (2011) e Ventura
(2014), sendo o primeiro sobre o desenvolvimento do sentido
de multiplicacéo e divisdo e o segundo sobre a aprendizagem
dos nimeros racionais através das conexdes entre as diferentes
representagoes.

Também identifiquei um grande ndmero de dissertagoes de
mestrado realizadas no 1.° ciclo e apenas uma no 3.° ciclo que
aborda a tematica dos ndmeros reais. A grande maioria parte
da ideia de sentido do nimero, estudando diferentes operagoes
aritméticas ou diferentes campos numéricos. Grande parte dos
estudos realizados no 1.° ciclo focam essencialmente no conjunto
dos nimeros naturais com o zero, ji os do 2.° ciclo tém como
foco os numeros racionais.

Geometria e Medida

O tema menos estudado é o da Geometria e Medida (tabela 5),
quer no que se refere a dissertacdes de mestrado quer a teses de
doutoramento. Apenas identifiquei cinco teses de doutoramento,
abordando temdticas e niveis de ensino muito distintos. A tese
de Costa (2005) aborda o tema da visualizagéo a partir de uma
experiéncia com alunos do 4.° ano. Ainda no 1.° ciclo existem
algumas dissertacoes de mestrado sobre o tema das figuras
geométricas e a sua classificagdo ou aspetos transversais como
atividades de investigacdo em geometria ou o desenvolvimento
do pensamento geométrico ou ainda a geometria e as historias
infantis.

A tese de Lopes (2010) desenvolvida no 3.° ciclo do ensino
bésico debruga-se sobre praticas de ensino de geometria,
tendo como principal foco de investigacdo as préticas de
ensino da professora investigadora. A de Santos (2016) estuda
o desenvolvimento de uma plataforma digital e o seu contributo
para o ensino da geometria. Também com foco no 3.° ciclo foram
realizadas algumas dissertagdes de mestrado incidindo sobre o
raciocinio geométrico, por vezes com recurso ao computador
e/ou programas de geometria dindmica ou envolvendo outros
materiais.

Ao nivel do ensino secundario foi desenvolvido o estudo de
doutoramento de Neto (2009), sobre desenvolvimento do
raciocinio dedutivo de alunos do ensino secundario.

Na formacdo inicial de professores dos primeiros anos, a tese de
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Tabela 5. Estudos em Geometria e Medida

Tema Pré-escolar 1.>CEB

2°CEB 3°CEB Sec EL

Teses de

doutoramento ) 1

2 1 1

Geometria
Dissertagoes de

mestrado

1 4 -

Teses de
doutoramento

Medida - —
Dissertacoes de

mestrado

doutoramento de Ribeiro (2005) debrugou-se sobre a influéncia
da utilizagdo de um programa de geometria dindmica na forma
como os alunos encaram a Matematica e a sua aprendizagem.
Foi ainda desenvolvida uma dissertacdo de mestrado que faz
um diagndstico dos conhecimentos em geometria revelados
por alunos da Licenciatura em Educac¢io Basica.

Sobre Medida nao tive acesso a nenhum estudo de doutoramento.
Identifiquei duas dissertagoes de mestrado realizadas no 1.°
ciclo que abordam o conceito de drea com alunos do 3.° ano
de escolaridade. No 2.° ciclo foi realizado um trabalho com
alunos do 5.° ano que se refere & aprendizagem dos conceitos de
perimetro e drea, e outro também no 6.° ano sobre o conceito
de volume. Um terceiro estudo desenvolvido no 5.° ano foca
também a aprendizagem do perimetro e drea, no ambito de
uma experiéncia de ensino realizada com o GeoGebra. Existe
ainda uma dissertacdo de mestrado sobre os conceitos de drea
e perimetro com alunos de um curso de Educacéo e Formagéo.
Algebra

Este é o tema onde foram identificados mais estudos de
doutoramento. Foram desenvolvidas 11 teses de doutoramento,
com incidéncia nos diferentes niveis de ensino. Trés destas teses
focam-se no 1.° ciclo do ensino bésico e na aprendizagem do
pensamento algébrico pelos alunos (Mestre, 2014; Pimenta, 2016;
Vieira, 2014). Uma quarta tese (Cardoso, 2010), realizada com
professores do 1.° ciclo no &mbito de um programa de formacéo
continua, estuda o seu conhecimento matematico e didatico
com incidéncia no pensamento algébrico. A tese de Fernandes
(2006) estuda as aprendizagens algébricas de alunos do 1.° a0 6.°
ano. A aprendizagem deste tema foi também objeto de estudo
em diversas dissertacoes de mestrado e nos diferentes niveis
de escolaridade (tabela 6).

Tabela 6. Estudos desenvolvidos em Algebra

Algebra Pré- 1.°CEB|2.°CEB|3.° CEB| Sec F L
escolar

Teses de . .

doutoramento } 4 2 2 3 1

Dissertacgoes

de mestrado 1 5 3 8 7 1

*Um estudo foi desenvolvido com alunos do 1.° ao 6.° ano.
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Silvestre (2012) trabalhou com alunos do 2.° ciclo sobre a
aprendizagem do raciocinio proporcional. As teses desenvolvidas
no 3.° ciclo também referem o desenvolvimento do pensamento
algébrico: Duarte (2011) analisa o papel das tecnologias no
conhecimento profissional dos professores; Nobre (2016)
realizou uma experiéncia de ensino com alunos do 9.° ano. As
oito disserta¢des de mestrado no ambito do 3.° ciclo do ensino
basico estudam, para além do desenvolvimento do pensamento
algébrico, temas como equagdes e fungoes.

No ensino secunddrio o tema Fungdes é focado nas trés teses,
sendo que duas (Bishop, 2001; Consciéncia, 2014) estudam o
papel da calculadora gréfica na aprendizagem daquele tépico
e a outra (Pereira, 2016) pretende promover a construgio dos
significados e dos raciocinios matematicos dos alunos do 11.° ano
de escolaridade na aprendizagem dos parametros em fungoes.
As dissertacdes de mestrado também abordam este tema, sendo
ainda estudado o efeito das tecnologias. A tese de Branco (2013),
na formacéo inicial de professores dos primeiros anos, incide
igualmente sobre pensamento algébrico. No &mbito da formagéo
de educadores de infincia e do estudo dos padrdes foi realizada
uma dissertacdo de mestrado.

Existem também dissertacoes desenvolvidas em cursos de
Educacdo e Formacdo, nomeadamente sobre a aprendizagem
da proporcionalidade direta e das fungoes.

Organizacdo e Tratamento de Dados (OTD)

Com foco neste tema, foram identificadas seis teses de
doutoramento nos diferentes niveis de ensino e na formagio
inicial de professores dos primeiros anos (tabela 7). Martins
(2015) estuda as atitudes dos professores dos 1.° e 2.° ciclos
do ensino basico em relagio a estatistica e Rodrigues (2016) o
conhecimento e praticas de professores do 1.° ciclo em educagéo
estatistica no contexto de um trabalho colaborativo.

Tabela 7. Estudos desenvolvidos em OTD

Algebra Pré- ) o CEB|20 CEB|3°CEB| Sec | EL
Escolar

Teses de

doutoramento ] 2 1 2 1 1

Dissertagoes

de mestrado 1 2 3 1 1 )

*Uma tese estd incluida nas duas colunas.
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Os estudos de doutoramento com dmbito no 3.° ciclo sdo estudos
realizados com alunos, tendo como objetivo a promocgao do
desempenho estatistico (Carvalho, 2001) e o desenvolvimento
da literacia estatistica (Campelos, 2014). O estudo de Filipe
(2017), realizado no ensino secunddrio, debruga-se sobre o
conhecimento de professores do ensino profissional para ensinar
estatistica em contexto de modelacio.

De notar que foram realizadas dissertagcdes de mestrado na
educacgdo pré-escolar e nos diferentes niveis de ensino, tendo
como objetivos o desenvolvimento do pensamento estatistico,
da literacia estatistica ou o planeamento estatistico. Um estudo
foi realizado com alunos do 12.° ano e teve como foco a andlise
combinatdria.

TEMAS CURRICULARES TRANSVERSAIS

Vérios estudos desenvolvidos nos ensino bésico e secunddario
ou na formacdo inicial de professores focam temas transversais
(ver tabela 8), como a resolucdo de problemas (Amaral, 2016;
Barbosa, 2010; Ferreira, 2012; Jacinto, 2017; Rodrigues, 2015;
Sardinha, 2011; Soutinho, 2016; Vale, 2000), as tarefas de
investigacdo (Brocardo, 2001; Henriques, 2010), o raciocinio
matematico (Neto, 2009; Silvestre, 2012), ou a comunicagdo
matematica (Guerreiro, 2012; Martinho, 2007; Medeiros, 2010;
Menezes, 2004).

Tabela 8. Teses de doutoramento sobre temas curriculares

transversais
Pré- | 1° 2.° 3.
Temas escolar CEB | CEB | CEB | >¢¢ | Sup | EL
Resolugio de 1 3 9 1 1
problemas
Investigagdes 1 1
Raciocinio 1 1
Comunicagao 2 1 1 1
Argumentagao/
< 1 2
Demonstracao

Embora tenha incluido na mesma categoria diferentes estudos
sobre resolucgdo de problemas, este termo ndo é entendido da
mesma forma nas diferentes teses. Refere-se tanto a problemas
relativos a operagoes aritméticas (Ferreira, 2012; Mendes, 2012;
Rodrigues, 2015) como a resolucdo de problemas em geral
(Barbosa, 2016; Vale, 2000) ou ainda a resolu¢io de problemas
com tecnologias (Amaral, 2016; Jacinto, 2017). As teses inseridas
na categoria raciocinio referem-se ao desenvolvimento do
raciocinio proporcional no 2.° ciclo (Silvestre, 2011), ou ao
raciocinio dedutivo no ensino secundario em geometria (Neto,
2009). Sobre a comunica¢do matemética foram realizadas duas
teses com professores do 1.° ciclo (Guerreiro, 2012; Menezes,
2004) e uma com professores dos 2.° e 3.° ciclos (Martinho,
2007), tendo como caracteristica comum o facto de terem sido
realizados em ambientes de natureza colaborativa. Existe apenas
uma tese sobre demonstracao (Rodrigues, 2009) e duas sobre

argumentacdo (Boavida, 2005; Gil, 2013) que poderiam ter sido
incluidas no tema raciocinio, mas optei por separar.

Tabela 9. Dissertacoes de mestrado sobre temas curriculares

transversais
Pré- 1e° 2.° 3.°
Temas escolar| CEB | CEB | CEB Sec EL
Resolugéo de
- 5

problemas
Investigacoes 3 1 1
Raciocinio 1 1 1
Comunicagao 3 1

Tal como os estudos de doutoramento, o maior ntimero de
dissertagdes identificadas sdo na tematica da resolugdo de
problemas e na das atividades de investigacdo seguida pela da
comunicacdo. O desenvolvimento do raciocinio é aquele em
que identifiquei menos estudos.

Outras temdticas

Os jogos sdo objeto de estudo em, pelo menos, duas teses
de doutoramento, uma que analisa o papel dos jogos na
aprendizagem da matematica do 1.° a0 6.° ano de escolaridade
(Ferreira, 2014) e outra que estuda a adaptacdo dos jogos
para alunos com baixa visdo e cegueira (Dias, 2013). Também
identifiquei uma dissertacdo de mestrado desenvolvida no 1.°
ciclo sobre o papel do lidico na aprendizagem. Existe ainda a tese
de doutoramento de Albino (2017) enquadravel nas necessidades
educativas especiais, com alunos surdos. Esta autora ja tinha
na sua dissertacdo de mestrado trabalhado com alunos surdos.

O papel dos materiais manipuldveis na aprendizagem,
nomeadamente o geoplano, é objeto de estudo em pelo menos
duas dissertagdes de mestrado, uma realizada no 1.° ciclo e
outra no 2.° ciclo do ensino bésico. A utilizagio e o papel de
diferentes tecnologias como a calculadora, a calculadora gréfica
e programas de geometria dindmica sdo objeto de estudo em
diferentes teses e dissertagoes.

Relativamente a avaliagdo das aprendizagens identifiquei trés
teses de doutoramento que estudam praticas avaliativas, uma no
3.2 ciclo (Semana, 2016) e duas no ensino secundério (Dias, 2013;
Monteiro, 2013). Relativamente a dissertacoes de mestrados
existem duas realizadas no 1.° ciclo, uma sobre critérios de
avaliacdo na resolucdo de problemas e outra sobre avaliagdo
reguladora. No 2.° ciclo foi desenvolvido um estudo sobre
praticas de avaliagdo formativa. Foi ainda identificado um outro
estudo de mestrado centrado nas praticas de avaliagdo sumativa
de professores de Matemadtica e outro sobre as concegdes e
praticas de avaliagdo de professores estagiarios de Matemadtica.
No ensino secunddrio foi estudada a utilizacdo do portefélio
reflexivo como instrumento de avaliagdo reguladora. Ainda
nesta temdtica, e relativo ao 12.° ano, também foi realizada uma
dissertacdo de mestrado.
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CONSIDERACOES FINAIS

A andlise aqui apresentada, com as limitagdes enunciadas,
mostra que muito se avancgou na investigacdo em Educacdo
Matematica neste século XXI. Mostra ainda que a grande maioria
dessa investigacdo inclui indicagdes para a aprendizagem e as
praticas de sala de aula, a que importa dar uma maior divulgacio.

Outro aspeto a realcar é o da existéncia de investigacdo em
educacdo matematica, ao nivel do doutoramento, nos diferentes
niveis de escolaridade, sinal do crescimento da investigacdo
em Educacdo Matemdtica em Portugal, quando se compara
com o que acontecia nos anos 90 do século passado (Ponte,
1993). Como conseguir que os resultados destes estudos sejam
potenciados nas salas de aula e favorecam as aprendizagens em
Matematica dos nossos alunos é o desafio que temos de enfrentar.

De notar que a investigacdo portuguesa tem acompanhado as
tendéncias curriculares internacionais de que sdo exemplo o
grande nimero de estudos sobre o pensamento algébrico nos
primeiros anos ou sobre Organizacéo e Tratamento de Dados, ou
ainda a existéncia de diferentes estudos sobre temas curriculares
transversais como a comunica¢do matematica.

No entanto, os dados apresentados mostram que existem temas
ainda muito pouco estudados e onde é urgente haver maior
incidéncia, como o ensino e aprendizagem da Geometria e
Medida. Nos temas transversais destaco o reduzido niimero
de estudos sobre o raciocinio. Outra temdtica pouco estudada
é a da avaliacdo das aprendizagens quer se trate da avaliacdo
reguladora ou da avaliagdo sumativa.
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Ser matematico na sala de aula

FATIMA MENDES

A matemdtica ndo é uma disciplina contemplativa, mas sim
criativa. Ninguém poderd retirar dela grande consolo quando
tiver perdido o poder e o desejo de criar, e isto pode acontecer a

um matemdtico bastante cedo. (Hardy, 2007, p. 113)

A citagdo com que se inicia este artigo foi retirada da obra
Apologia de um matemdtico, de G. H. Hardy, considerado,
por muitos, como um dos mais brilhantes matemadticos do
século XX. Embora este se esteja a referir aos matematicos e a
matemadtica pura, esta afirmacéo poderia, facilmente, referir-se
aos alunos do ensino bésico e 8 Matematica enquanto disciplina
curricular. Efetivamente pode pensar-se na matematica escolar
como uma disciplina a partir da qual deve surgir o desejo de
criar e de mostrar aos outros o que se criou, e em que é possivel
experienciar o que significa fazer matematica tal como fazem
os matematicos profissionais. Nao ¢ facil ‘ser matemadtico’ na
sala de aula, mas é, certamente, uma experiéncia pela qual os
alunos do ensino bésico devem passar, desde muito cedo, sob
pena de ndo retirarem ‘grande consolo’ da Matematica.

Mas como pensam e trabalham os matematicos? Hd atualmente
varios artigos e livros muito interessantes e acessiveis, que nos
ddo a conhecer, de modo simples, o trabalho dos matematicos
e que nos permitem estabelecer algum paralelismo entre o seu
trabalho e o trabalho dos alunos na sala de aula. Um exemplo é
olivro Cartas a uma jovem matemdtica’, de lan Stewart (2006).
Neste, 0 matemadtico, baseando-se em Jacques Hadamard, refere
que a criagdo em Matemdtica parece estar associada a trés etapas.

Uma primeira, em que se parte de um problema e se trabalha
sobre ele: tenta-se compreendé-lo, exploram-se diferentes modos
de o abordar, procuram-se diferentes exemplos para identificar
caracteristicas gerais que se revelem tteis na sua resolugdo. De
acordo com Stewart (2006), esta fase, no caso dos matematicos,
“leva a que nos afundemos num pantano, um estado de confusao
desesperada, a medida que a verdadeira dificuldade do problema
emerge” (p. 52).

Uma segunda etapa corresponde a deixar de pensar no problema
e ir fazer outra coisa, permitindo que o subconsciente pense
sobre o problema original e esclareca a confusido resultante
dos esforcos conscientes. O subconsciente néo ird resolver

1 Recomendado pelo Plano Nacional de Leitura, para leitura auténoma,
aos alunos do 3.° ciclo.
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completamente o problema, mas poderd alertar para outros
caminhos, provavelmente mais promissores para encontrar a
solucdo. Como explicita Stewart “Este é o grande momento
«aha», quando a pequena lampada por cima da tua cabeca se
liga de repente” (p. 52).

Uma terceira etapa diz respeito a organizacao e a escrita formal
de tudo o que foi pensado e feito, de modo a poder ser publicado
e lido por outros matemadticos. Embora nido seja referido
explicitamente por Stewart, esta fase corresponde também a
apresentar o seu trabalho a outros matematicos profissionais,
sujeitando-o a validagdo, ou nao.

Contudo, tal como explicita o mesmo autor, hoje em dia a
resolucdo de problemas matematicos passa ndo apenas por
um processo em trés etapas, mas por uma rede complexa de
processos. Cada matemadtico usa estes processos e etapas muitas
vezes, de formas e niveis diferentes.

Na sala de aula, perante um problema desafiador, os alunos,
tal como os matemadticos, envolvem-se na sua resolucdo.
Tentam compreendé-lo e pensam numa estratégia de
resolucdo. Frequentemente enveredam por caminhos dificeis,
aparentemente sem saida. Nessa altura uma boa deciséo é parar
um pouco, olhar para o problema segundo uma outra perspetiva,
tentar encontrar uma forma diferente de o abordar e explorar.
Depois, ¢ essencial construir um caminho que conduza a solugdo
pretendida. Finalmente, é importante registar detalhadamente
a resolu¢do encontrada, de modo a ser compreendida e
validada por outros. Estes, na sala de aula, nio sio matemadticos
profissionais, mas sdo os colegas, aprendizes de matemadticos e
o professor, que orienta todo o processo.

Procurando ilustrar a atividade matemdtica que pode ser
desenvolvida pelos alunos na sala de aula e o seu paralelismo
com a atividade dos matematicos profissionais, apresento um
exemplo das aulas que incluem um congresso matemdtico, na
acecdo de Fosnot e Dolk (2001), concretizando-o numa turma do
3.2ano de escolaridade. Nestas aulas os alunos tém oportunidade
de fazer matematica, assumindo o papel de matemdticos durante
o processo de resolucdo de problemas e de apresentagdo do
trabalho realizado a comunidade matematica, sujeitando-se a
um processo de validagéo. Tal como acontece nas comunidades
de matemadticos, as suas ideias e resolucdes sdo consideradas
verdadeiras se os seus pares as considerarem verdadeiras.
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CRIAR OPORTUNIDADES PARA FAZER MATEMATICA:
PARTIR DE TAREFAS DESAFIANTES

Um ponto de partida determinante para o trabalho na sala
de aula sdo as tarefas que se propdem aos alunos. Tal como é
referido pelo NCTM (2017) uma das oito préticas do professor
que enquadram o ensino e a aprendizagem da matematica é
“propor tarefas que promovam o raciocinio e a resolucdo de
problemas” (p. 10), de modo a envolver os alunos em tarefas
desafiantes que apoiem uma aprendizagem com sentido (idem).

Tendo a preocupacdo de propor aos alunos tarefas desafiantes, no
contexto da aprendizagem das opera¢des multiplicacgéo e divisdo,
Isabel, a professora da turma do 3.° ano propde a realizacdo do
seguinte problema (Mendes, 2012):

MINIATUR AS DE ANIMAIS

Para a visita ao Jardim Zooldgico, organizada pelo ATL, os alunos foram divididos
por grupos, tendo cada grupo um monitor

responsavel. ~
O grupo do Guilherme ficou com oito M g [
alunos e o do Francisco com sete alunos. n !
% O
o

A porta do Jardim Zoolégico cada
monitor recebeu um saco com miniaturas
de animais para distribuir pelos alunos do
seu grupo.

O saco do grupo do Guilherme tinha 256
miniaturas e o do grupo do Francisco
tinha 224.

Gullmmawi — andsea
No intervalo para o lanche cada monitor distribuiu, igualmente, as miniaturas do seu
saco pelos alunos do respetivo grupo.
— Achas que é justa esta partilha das miniaturas de animais?
— Afinal com quant: ini de is ficam os alunos do grupo do
Guilherme e os alunos do grupo do Francisco?

Figura 1. Tarefa — Miniaturas de animais (Mendes, 2012)

Os alunos leem o problema, mostrando compreender a situagdo
proposta. Antes de passarem a sua resolucédo sdo desafiados,
por Isabel, a pensar na questéo final: “Achas que ¢ justa esta
partilha das miniaturas de animais?” Imediatamente os alunos
se interessam por tentar dar resposta a questdo e, na sua maioria,
respondem que a partilha ndo € justa “pois os sacos ndo tém
o mesmo numero de miniaturas”. Alguns, poucos, referem
que a partilha até pode ser justa “porque ha mais miniaturas
para o grupo que tem mais criangas” Perante estas afirmag¢oes
divergentes, a curiosidade das criancas desperta e sentem-se
desafiadas a procurar resolu¢des que lhes permitam validar, ou
ndo, as conjeturas construidas.

Isabel propoe a realizagdo de um congresso matematico (na
acecdo de Fosnot & Dolk, 2001) para que possam ser partilhadas
as diferentes resolucoes. Os alunos sabem que, para que este
se realize, tém que resolver a tarefa proposta e construir um
poster, que serd afixado para que todos o possam observar. A
tarefa Miniaturas de animais realizou-se ja no 3.° periodo escolar
e desde o inicio do ano que os alunos desta turma realizam
congressos matematicos, ndo precisando, nesta altura, de grandes
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explicagoes sobre o processo. Antes do primeiro congresso, no
inicio do ano letivo, a professora explicou detalhadamente o
que significava organizar um evento destes:

Isabel — Depois de resolverem os desafios nas diferentes folhas vou
entregar-vos uma folha branca grande e uma caneta mais grossa e
vao ter de escolher a melhor forma, porque podem ter resolvido
de vdrias maneiras, para apresentarem aos companheiros como
resolveram cada uma das tarefas. Depois vamos expor todas as
resolugdes, devem ser 11 ou 12, porque estdo aos pares. A seguir
vao todos ter oportunidade para observar as resolucoes de todos com
muita atenc¢do. Desta vez vém trés pares apresentar aos colegas o seu
trabalho. Das préximas vezes escolherei outros pares para também
apresentarem os seus trabalhos. Percebem que nido hd tempo nem
necessidade de todos apresentarem sempre, sendo a semana nao
chegava. Ainda hd ddvidas?

Para que todo o processo que culmina com a realizacdo de um
congresso matemético seja o motor de aprendizagens efetivas
em matematica é essencial a escolha da tarefa.

Para escolher a tarefa, o professor deve ter ideias claras sobre o
que pretende que os alunos aprendam durante a sua resolugio.
Efetivamente “estabelecer metas matemadticas para enfatizar
a aprendizagem” (NCTM, 2017, p. 10) é uma das préticas de
ensino que ajudam a promover uma aprendizagem efetiva em
matematica. No caso desta tarefa, Isabel tinha como finalidade
que os alunos relacionassem a divisdo com a multiplicacéo e
resolvessem problemas de divisdo recorrendo a estratégias
multiplicativas.

Na escolha da tarefa pesam também as suas caracteristicas, que
devem desafiar o aluno, motiva-lo a resolvé-la e a perseverar
na sua resoluc¢do. Além disso, esta deve permitir maltiplas
abordagens e estratégias diversificadas de modo a promover o
raciocinio e a resolucgdo de problemas (NCTM, 2017).
Também os matemadticos profissionais se sentem desafiados a
resolver problemas ou a provar conjeturas elaboradas por outros
ou por si proprios. Muitas vezes o desafio e a motivacio estdo
associados a sua intuicdo sobre a veracidade dessas conjeturas
e, frequentemente, ao facto de ainda ninguém as ter conseguido
provar. Foi o que aconteceu com a chamada Conjetura de
Poincaré.

Poincaré, que viveu entre o final do século XIX e o inicio
do Século XX, formulou a seguinte questdo, que pode ser
apresentada de forma simples, mas menos precisa do ponto
de vista matematico® serd que “todos os corpos tridimensionais
cujas fitas eldsticas possam ser encolhidas num ponto podem
ser transformados numa esfera?” (Szpiro, 2008, p. 158). O
facto de Poincaré ter formulado uma pergunta, e ndo uma

2 Entre o rigor e a formalidade do ponto de vista matemadtico e a
compreensdo da conjetura pelos leitores nao especialistas em topologia
e geometria, optou-se por apresentar a conjetura de um modo simples
mas compreensivel aos leitores.
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afirmacdo que carecia de uma prova, agucou a curiosidade de
muitos mateméticos. De facto, Poincaré deixou a questio sem
resposta porque morreu pouco tempo depois. Aparentemente,
a resposta do matematico a sua pergunta era afirmativa e, por
isso, muitos envolveram-se na procura de contraexemplos.
Quando néo os encontraram, porque efetivamente eles ndo
existiam, perseveraram durante cerca de 100 anos na procura
de uma prova, que veio a ser construida por Perelman. E de
referir que, embora tenha sido este matematico, ja no século XXI,
que demonstrou a conjetura de Poincaré, é consensualmente
aceite que os trabalhos de Hamilton foram fundamentais para
a construgio dessa prova’.

RESOLVER PROBLEMAS: A ESSENCIA DO TRABALHO
DOS MATEMATICOS

Na turma do 3.° ano o problema é resolvido em pares. Esta
opgao de Isabel possibilita aos seus alunos uma oportunidade
para “construir socialmente o conhecimento através do discurso,
da atividade e da interacdo, no contexto de problemas com
sentido” (NCTM, 2017, p. 9).

Se compararmos com o que fazem os matematicos, temos a ideia
de que estes, na procura de uma prova de uma determinada
conjetura, ou na resolucdo de problemas desenvolvem um longo
trabalho solitdrio, ndo partilhado. De facto, parece ter sido o
que aconteceu com Perelman que, durante cerca de oito anos,
se isolou na procura da prova da conjetura de Poincaré e que,
apenas quando lhe pareceu que a tinha conseguido realizar, a
resolveu partilhar (Szpiro, 2008).

Mas nem sempre é assim. Por vezes, durante a tentativa de
resolu¢ido de um problema ou de demonstrac¢io de um teorema,
os matemdticos sentem, também eles, a necessidade de partilhar
com outros o que estdo a fazer. Andrew Wiles, o matemdtico que
em 1995 provou o Ultimo Teorema de Fermat, embora durante
muitos anos tenha trabalhado sozinho na sua demonstracéo,
chegou a um ponto em que percebeu que era necessario partilhar
com alguém o trabalho que vinha realizando para conseguir
avancar (Aczel, 1997). Tal como refere Aczel (1997), Wiles
“decidiu que, provavelmente, ndo conseguiria grandes progressos
se mantivesse o actual secretismo” (p. 113) e contactou outro
matematico, Nick Katz, familiarizado com a teoria dos nimeros,
para discutir alguns aspetos do seu trabalho. Este é um episédio

muito interessante, descrito por Amir Aczel, em que é referido
o estratagema forjado pelos dois para que ninguém suspeitasse
do tema em que estavam a trabalhar — inventaram um curso
lecionado por Wiles, em que desistiram todos os estudantes
exceto Katz. Deste modo Wiles e Katz tinham um pretexto
para trabalhar juntos sem qualquer desconfianga. Pouco tempo
depois, Wiles sente, mais uma vez, necessidade de partilhar o
seu trabalho com um outro colega “para tentar ganhar um pouco
mais de clareza nas dltimas dificuldades que lhe surgiam” (p. 114).

Ganhar clareza nas dificuldades e ajudar-se mutuamente sdo
também propdsitos do trabalho a pares na turma do 3.° ano.
Os pares de alunos leem mais uma vez a tarefa Miniaturas de
animais e decidem, de modo auténomo, a sua resolucio. Isabel
monitoriza o seu trabalho, esclarecendo-os e questionando-
os de modo que estes possam prosseguir nas estratégias que
constroem. Se colocam questdes especificas relativamente
a resolucdo que elaboram ou pretendem elaborar, sio-lhes
dirigidas outras questdes que os ajudem a raciocinar, mas que
ndo os orientem para determinada resolucio. A professora vai
colocando, também, questdes com o proposito de os ajudar a
explicitar o seu modo de pensar e a construir argumentos que o
fundamentem, aumentando a sua compreensio sobre as ideias
matemadticas em causa na tarefa (Smith, Bill, & Hughes, 2008).
Um outro objetivo da monitorizagio realizada pela professora
¢ o de ter atencdo ao que dizem e fazem, tentando identificar
o seu potencial matematico, considerando a fase de discussdo
da tarefa (Stein, Engle, Smith & Hughes, 2008), neste caso, o
congresso matematico.

A tarefa das Miniaturas foi identificada como sendo uma situacido
de divisdo por todos os alunos, ainda que tenham construido
resolugdes diferentes. Nem todos chegaram a solugdo através
da primeira tentativa de resolucio.

Cristévao e Francisco fazem uma primeira tentativa escrevendo
consecutivamente todos os ndmeros entre 224 e 256,
provavelmente para perceberem a diferenca entre os dois
numeros (figura 2). Depois de discutirem os dois sobre esta
tentativa de resolucdo decidem abandonar a estratégia, por ndo
a considerarem promissora, e colocam os primeiros célculos
entre paréntesis. Voltam a ler o problema e a discutir sobre uma
outra estratégia de resolucao.

Numa primeira fase, David e Tiago optam por uma estratégia
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Figura 2. Primeira tentativa de resolu¢ao de Cristévao e Francisco

3 Sobre os diferentes contributos para esta demonstragdo podera ser
consultada a obra de Szpiro (2008).
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subtrativa, calculando também a diferenca entre 256 e 224.
Contudo, ndo parecem atribuir significado ao resultado obtido,
optando por abandonar esta resolucéo, riscando-a (registos a
esquerda da figura 3). Voltam a ler o problema e a pensar numa
outra resolugdo.

Figura 3. Primeira tentativa de resolucao de David e Tiago

Diogo e Maria Rita ndo compreendem a pergunta final do
problema e resolvem-no de modo a encontrar uma situagéo
justa para todas as criancas e ndo a comparar as duas situagoes
apresentadas. Assim, pensam numa situacdo préxima da
realidade — juntar todas as miniaturas num unico saco e
reparti-las equitativamente por todas as criancas. Adicionam
primeiro 256 e 224 e efetuam o célculo 480+15, atribuindo-
lhe o significado de partilhar 480 miniaturas de animais por
15 alunos.

Os seus registos (figura 4) evidenciam que ndao lhes foi facil
efetuar o célculo necessério, tendo realizado algumas tentativas
sem sucesso. Ainda assim, depois de a terminarem, Diogo e Maria
Rita estdo contentes e confiantes na sua resolucdo. Confrontam o
resultado final com o dos colegas e parece-lhes que foram bem-
sucedidos na sua estratégia. Comecam entdo a realizar o seu
poster, que ird integrar a exposicao antes do congresso. Durante
o periodo de monitorizacio, Isabel, ao observar a resolucdo dos
dois alunos, decide logo que esta serd uma das apresentadas e
discutidas no congresso matematico.
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Figura 4. Resolucdo de Diogo e Maria Rita
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Também Andrew Wiles, quando em junho de 1993 termina o
seu trabalho e o apresenta em Cambridge numa palestra, esta
confiante na demonstragédo do tltimo teorema de Fermat. Numa
primeira fase, toda a comunidade matematica acredita que o
teorema estd finalmente provado e a noticia corre o mundo
inteiro. O artigo de Wiles é, entdo, enviado a um grande grupo
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de especialistas em teoria dos nimeros para ser analisado (Aczel,
1997).

Na turma do 3.° ano ha pares de alunos que constroem estratégias
diversificadas baseadas na multiplicacdo. Ana Rita e Miguel
optam por realizar produtos sucessivos a partir de produtos de
referéncia maltiplos de 10 (10x8 e 10x7), como mostra a figura.
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Figura 5. Resolugdo de Ana Rita e Miguel

Ja Enzo e Guilherme apoiam-se na disposicdo retangular
e recorrem a produtos parciais para calcular o nimero de
miniaturas de animais com que ficou cada crianca (figura 6).

Nesta fase, todos os alunos estdo empenhados em construir as
suas resolucdes e em procurar respostas para a questio deixada
no ar: “Sera que a partilha das miniaturas é justa?”

PREPARAR A APRESENTAGAO DO TRABALHO REALIZADO:
A CONSTRUCAO DOS POSTERES

Depois de resolverem a tarefa das Miniaturas os alunos da turma
do 3.° ano comegam a produzir os seus pOsteres. Nesta altura
do ano os alunos ja tém alguma experiéncia de construcéo de
posteres, a propésito de outras tarefas e, por isso, ja decidem com
alguma facilidade o que é importante neles constar, de modo que
os seus registos sejam compreendidos pelos colegas. Também
j se habituaram a organizar melhor a informacéo, distribuindo
os registos pela folha de papel A3 disponibilizada. Por exemplo,
David e Tiago cuja primeira resolugdo é apresentada na figura
3 constroem o seu péster com a informagéo que consideram
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Figura 6. Resolucdo de Enzo e Guilherme

essencial comunicar e apresentar aos colegas, um pouco diferente
dos registos iniciais (figura 7).
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Figura 7. Péster de David e Tiago

Os posteres sao afixados no espago negociado pela professora
Isabel e pelo professor titular da outra turma que partilha a
mesma sala. De modo a ficarem acessiveis a todos, os posteres sao
colados pelos alunos nas paredes dos armdrios da sala (figura 8).

Enquanto os vdo colando vao observando, com curiosidade e
interesse, os posteres dos colegas, tentando desde logo perceber
se chegaram ao mesmo resultado, se usaram o mesmo processo
de resolucdo ou se cometeram alguma incorregéo.

Também a maior parte dos matemadticos profissionais preparam
apresentacdes sobre o seu trabalho em congressos. Deste modo,
sujeitam o trabalho que vém realizando a validagdo externa,
efetuada pelos seus pares. Também neste aspeto Perelman
foi original relativamente a sua demonstracio da conjetura
de Poincaré. Ao invés de divulgar num congresso o trabalho
que vinha realizando, optou por escrever um conjunto de trés
artigos que enviou, espagadamente, para um arquivo na Internet
a que tinham acesso apenas matemadticos. S6 depois de ter vérias
reagoes positivas sobre a correcdo do seu trabalho, e de a noticia
sobre a sua demonstragdo ter sido amplamente divulgada, é que
o matemadtico aceitou fazer um conjunto de palestras.
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Figura 8. Fotografia de alguns dos pdsteres realizados no 4mbito
da tarefa Miniaturas

CONHECER O TRABALHO DE OUTROS MATEMATICOS: A
VISITA A EXPOSICAO

Na turma do 3.° ano, depois de a exposicao de pdsteres estar
montada, hd um tempo préprio em que todos tém oportunidade
de a visitar. Efetivamente € essencial em todo este processo de
‘ser matematico’ o observar com atencéo e tentar compreender
as produgoes dos colegas, comparando-as com as suas, COmo
mostra a figura 9.

Alguns alunos tiram notas no seu caderno sobre aspetos que
nio compreendem ou sobre questdes que pretendem colocar
aos colegas durante o congresso. Esta atitude de observacio e
questionamento ¢ incentivada por Isabel, fundamentando-a com
o facto de que, se conhecerem bem os posteres, poderio intervir
mais ativamente na discussao que se ird seguir, tornando-a mais
participada por todos. Por exemplo, Joana observa atentamente
o0s posteres dos outros grupos e aponta as suas duvidas/questdes.
Eis algumas: “Néao percebo o da Eva. Porque é que a Ana Rita
ndo fez o dbaco e fizeram as tabuadas? Porqué o Gui(lherme)
fez 2x8 e 10x8? .... Como é que o Zé e o Hugo sabem logo o
resultado?” (figura 10).

Figura 9. Visita a exposi¢ao dos pdsteres
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Figura 10. Duavidas e questdes de Joana, durante a ida a exposicao

Joana, tal como os colegas, sabe como é importante compreender
os raciocinios dos colegas e questiona-los relativamente as
suas resolugdes, levando a sério o seu papel de participante
no congresso. Contudo, é dificil perceber as representacdes
dos colegas, sobretudo quando sdo muito diferentes das suas,
indiciando quase sempre modos de pensar também diferentes
dos seus. Por isso, coloca questbes que espera virem a ser
respondidas no dia seguinte, durante o congresso.

APRESENTAR E VALIDAR O TRABALHO REALIZADO: O
CONGRESSO MATEMATICO

A professora do 3.° ano organiza o congresso matematico
no dia seguinte a resolucdo do problema que o despoleta, a
construcio dos pdsteres e a visita a exposicdo. Esta opgdo estd
associada a sua pratica de selecdo e ordenagdo dos pdsteres que
vdo ser apresentados e discutidos. Deste modo pode observa-los
cuidadosamente e, de acordo com as resolugdes apresentadas e
com o proposito da tarefa, selecionar e ordenar as apresentagoes.
No dia seguinte, os alunos visitam mais uma vez a exposi¢do
e inicia-se o congresso. Isabel vai solicitando aos alunos que
apresentem os seus posteres, de acordo com a ordem pensada.
Por isso, estes sdo descolados dos armadrios e colados no quadro,
como mostra a figura 11. Todos os alunos sdo convidados a
intervir, solicitando esclarecimentos, colocando dudvidas ou
comparando o seu modo de resolu¢do com o dos colegas que
apresentaram.

Esta fase de discussio coletiva é fundamental para as
aprendizagens dos alunos: podem interligar-se as diferentes
resolugdes e estabelecer-se pontes entre representacoes distintas
e entre as estratégias e as ideias matemadticas que se pretendem
realcar (Smith, Hughes, Engle, & Stein, 2009). A orquestracdo de
Isabel é essencial tanto ao longo do congresso como na sintese
final que realiza com a ajuda dos alunos.

Ana Rita e Miguel sdo desafiados por Isabel a explicar como
pensaram, uma vez que o seu poster parecia ser alvo de algumas
perplexidades por parte dos colegas. Joana foi uma das alunas
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256-240- ¢

Figura 11. Apresentacdo de um dos posteres

que questionou a sua resolugéo (figura 10).

Ana Rita — Nés vimos que tinhamos de fazer 256 a dividir por oito
e 224 a dividir por sete. Como ainda nio sabiamos o resultado,
fizemos por multiplicacdes.

Isabel — Os outros grupos também pensaram assim, mas fizeram
de maneira diferente. Ora, continuem a explicar.

Ana Rita — N6s também tentdamos fazer com o retangulo, mas ndo
conseguimos perceber como se faz.

Isabel — Mas expliquem 14 a vossa maneira.

Ana Rita — N6s fomos fazendo a tabuada toda até ao 32.
Guilherme — Mas como é que sabiam que parava ai? Quantas vezes
fizeram a tabuada?

Ana Rita — Sabiamos porque 32x8 é 256, o nimero das miniaturas .
Isabel — E é ficil fazer desta maneira?

Ana Rita — Mais ou menos.

Isabel — E porqué mais ou menos?

Ana Rita — Por causa de demorar algum tempo e quem néo sabe
a tabuada pode enganar-se.

Isabel — Mesmo quem sabe também se pode enganar, pois sao
muitos célculos.

Ana Rita — A nés aconteceu-nos isso.

Isabel — E como podiam fazer de maneira mais rdpida e sem se
enganarem?

Ana Rita — Passar logo de 10 vezes para 20 e depois para 30 vezes.

Ana Rita fundamenta o seu modo de pensar evidenciando que
reconhece ser um problema de divisdo e explica que optaram
por usar multiplicagdes. Explica ainda que inicialmente tentaram
usar outro processo, mas ndo conseguiram, tendo decidido
depois “fazer a tabuada toda até ao 32”. Um colega, Guilherme,
coloca-lhe uma questdo associada ao “saber quando parar” a
qual a aluna responde adequadamente, dando evidéncia da sua
compreensdo sobre o procedimento que usa. Além disso, quando
interpelada por Isabel, consegue destacar os riscos do uso desta
estratégia, avancando ainda para a explicitacdo de uma outra
mais eficaz, recorrendo a fatores mualtiplos de dez.

O péster construido por Diogo e Maria Rita tinha suscitado
muito interesse e curiosidade. Confiantes na sua resolugio,
apresentam-na aos colegas, comec¢ando por explicar como
entenderam o problema e como realizaram os célculos. Referem
que se apoiaram no modelo retangular para realizarem o calculo
480+15. Quando explicitam o seu modo de pensar, referem
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que calculam primeiro 10x15 mas ainda estava “longe” de
480, depois experimentam 20x15 e, finalmente, 30x15. Como
ja estava “perto’; é esse o produto que registam, identificando
depois 2x15, de modo a perfazer o total de 480.

Isabel promove a discussio no sentido de esclarecer o contexto
do problema e de modo que eles consigam perceber a diferenca
entre a sua interpretacéo e a dos outros colegas. Diogo e Maria
Rita explicam mais uma vez como entenderam o problema,
sendo interpelados pelos colegas no sentido de ser clarificado
o entendimento comum sobre a situacdo ai proposta. No
debate associado, hd alunos que se admiram como é que, tendo
compreendido de modo diferente o problema e tendo efetuado
um célculo diferente, Diogo e Maria Rita obtém também uma
resposta de 32 miniaturas para cada crianga. Isabel intervém,
explicando a razdo e dando um exemplo de uma outra situagdo
em que tal ndo acontece. Todos os alunos, incluindo Diogo e
Maria Rita, concluem que esta resolu¢do néo estd de acordo
com o problema proposto embora até “dé o mesmo resultado”

A discussio coletiva teve como finalidade, entre outras, evidenciar
que a resolucdo de Diogo e Maria Rita néo era a adequada ao
problema, embora, numa primeira fase, durante a exposicio,
tanto os préprios autores como os colegas considerassem a
resolucgdo correta, mas intrigante.

Também os congressos dos matematicos profissionais tém
como grande finalidade a apresentacdo e validacdo, ou néo,
dos trabalhos desenvolvidos ou em desenvolvimento. Quando
Wiles apresentou o seu trabalho sobre a conjetura de Fermat
em junho de 1993 estava convencido da sua veracidade,
bem como a maior parte dos matemadticos que o ouviu. Mas
quando alguns analisaram em pormenor o documento escrito
perceberam que alguma coisa nédo estava correta. Wiles voltou
a trabalhar arduamente durante muitos meses até que um
dia, j4 em setembro de 1994, ao voltar a estudar os papéis
que tinha escrito descobriu, finalmente, 0 que estava mal. De
acordo com Aczel (1997) o que o matemadtico percebeu era
“tao indescritivelmente belo, tdo simples, tao elegante ... e olhei
precisamente com descrenca” (p. 121). Mais uma vez voltou a
escrever o documento e a envid-lo a matemadticos de todo o
mundo. Em 1995 ¢ publicado o artigo com a demonstracdo
sem qualquer falha no Annals of Mathematics.

CONSIDERACOES FINAIS

A investigacdo realizada na turma do 3.° ano (Mendes, 2012)
evidencia que o envolvimento dos alunos em congressos
matemdticos, na ace¢ido de Fosnot e Dolk (2001), possibilita-
lhes experienciar o que fazem os matemadticos profissionais:
sdo desafiados a resolver problemas, procuram uma sua
resolucdo que, por vezes abandonam, e persistem na procura
de uma estratégia que conduza a solucédo. Estdo conscientes
da importincia de apresentar e discutir o trabalho realizado,
de modo a construir socialmente o conhecimento através do

discurso, da atividade e da interagdo (NCTM, 2017). Ou seja,
a investigacdo realizada revela que é possivel proporcionar aos
alunos, através da realizagdo de congressos matematicos, uma
verdadeira experiéncia matematica na sala de aula, tal como é

preconizado em documentos de natureza curricular, como o
NCTM (2017).

A turma funciona como uma comunidade de matematicos,
colocando questdes, solicitando esclarecimentos, tirando
duvidas, validando o trabalho realizado, ajudando todos a
avancar no seu conhecimento matemaético.

Os alunos, tal como os matemdticos, percecionam que a
pertenca a essa comunidade matemadtica e, em particular, a
realizacdo de um congresso, reflete o que é dito por Stewart
(2016) “A melhor forma de fazeres progredir a causa da
matematica é encontrares-te com outros matematicos” (p. 132).

Mas a matemdtica nunca chega ao fim. A solugdo de um problema
apenas abre portas a um conjunto de novos problemas (Szpiro,
2008, p. 368)
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CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

CRISTINA LOUREIRO

O desenvolvimento do raciocinio geométrico

e espacial *

O raciocinio geométrico e espacial sdo indissociaveis, afirmacgao
que justifica a escolha do titulo deste artigo, escrito com o
propésito de apresentar as ideias poderosas que a investigacao
educacional tem trazido ao ensino da geometria. O ponto de
partida ¢ a ideia de que o raciocinio geométrico se constroéi e
que os alicerces desta construcido sdo determinantes para toda
aaprendizagem da geometria subsequente. A sua orientagdo é
a procura da conciliacdo de um ensino da geometria baseado
no rigor do raciocinio geométrico com o sentido das formas e
das relagoes geométricas. Assim, embora as ideias apresentadas
se foquem principalmente na educacéo basica, ele cobre toda
a aprendizagem da geometria. A orientagdo do texto ndo
enveredou por uma abordagem temadtica da geometria e
nio ha referéncias a nenhum tema em particular. E um texto
naturalmente incompleto em que procurei responder a um
desafio de forma também desafiadora.

O texto estd organizado em trés pontos encadeados, sendo que o
ultimo constitui uma espécie de conclusio: I) Aspetos especificos
do ensino e aprendizagem da geometria; II) Resultados
decorrentes da investigacdo neste dominio; III) Desafios que
se colocam hoje a investigacdo.

O ENSINO E APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA —
ALGUNS ASPETOS ESPECIFICOS

O mundo da geometria estd a mudar e os Gltimos anos tém dado
um novo brilho a este campo do conhecimento matematico,
afirma Joseph Malkevitch. Para este matematico, a geometria,
que ao longo da histéria se desenvolveu entre o interesse
na descricdo do mundo fisico e a construcdo de sistemas
axiomaticos, passou hoje do ramo da matematica dedicado ao
estudo das formas e do espacgo, para o ramo da matematica que
estuda os fenémenos visuais (Malkevitch, 2009).

Podemos considerar a geometria como uma rede complexa
de conceitos, formas de pensar e sistemas de representacdo
que sdo usados para analisar e imaginar ambientes espaciais
(Battista, 2007). Michael Battista afirma que “a maior parte
do raciocinio geométrico é espacial, considerando este tipo de
raciocinio como a habilidade para ver, analisar e refletir sobre
objetos espaciais, imagens, relagdes e transformagoes” (2007, p.
843). Este investigador destaca o papel das imagens ao servigo
de outras operagdes mentais e afirma que o raciocinio espacial
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proporciona, simultaneamente, a entrada e os instrumentos
para o raciocinio geométrico formal.

A geometria lida com objetos que podem ter uma existéncia
fisica, com os quais podemos interagir, e estuda também os
processos de interagio com esses objetos. E decisivo ter presente
que os objetos fisicos, com existéncia palpavel ou desenhos,
sdo sempre representacdes dos objetos geométricos (figura 1).
Esta carateristica especifica do conhecimento matemaético
distingue-o de todas as outras formas de conhecimento,
conferindo a visualizacdo e a representacdo um papel essencial
na compreensdo matematica.

Figura 1. Desenho de um cubo, in “Desenho — Percecao e
investigacdo Formal” de Anténio Olaio, Coimbra 2016

O raciocinio espacial, nos niveis iniciais do raciocinio
geométrico, estd limitado ao nivel superficial das ideias
visuais. E reconhecido que um dos aspetos mais importantes
da educagdo matemadtica das criangas é que estas desenvolvam,
de modo crescente e integrado, representacdes que sintetizem
imagens flexiveis e conceptualizagcdes geométricas (Sarama e
Clements, 2009), constituindo assim o seu reportdrio de imagens
pessoal, progressivamente mais rico, diversificado, flexivel e
dinadmico. Além disso, deve ser dado énfase aos processos pelos
quais os alunos progridem da andlise de figuras particulares
para abstracoes gerais de classes de figuras, bem como, aos
mecanismos que permitem usar conceitos geométricos abstratos
e formais para analisar figuras particulares (Battista, 2007).

Investigar sobre os varios tipos de raciocinio geométrico implica
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investigar sobre os varios aspetos do raciocinio espacial que lhe
estdo associados. Esta carateristica do raciocinio geométrico tem
orientado o foco da investigacdo em geometria principalmente
para os processos cognitivos. Embora a natureza social da
aprendizagem seja hoje considerada como um dos aspetos
mais relevantes no ensino, é reconhecido que poucos estudos
tém examinado a aprendizagem da geometria nesta perspetiva.
Mantém-se ainda hoje a afirmacio de que os investigadores
ainda ndo sabem o suficiente sobre como as vérias componentes
da prdtica social influenciam a construcdo pelos alunos dos
conceitos e raciocinio geométricos, muito embora a investigacao
neste dominio tenha vindo progressivamente a integrar as
dimensodes de comunica¢io matematica e as perspetivas sociais
da aprendizagem (Battista, 2007; Jones & Tzekaki, 2016).

E amplamente afirmado que a maior parte da investigacio
atual no ensino e aprendizagem da geometria estd focada na
utilizacdo de ambientes computacionais (Battista, 2007; Jones
& Tzekaki, 2016). Esta atragdo, a expressao ¢ do proprio Battista,
leva alguns autores a tentar compreender porque razdo o ensino
e a investigacdo em geometria abracaram a tecnologia talvez
mais entusiasticamente do que qualquer outra drea da educagéo
matematica. Um dos aspetos identificados estd precisamente
na riqueza que os ambientes de geometria dindmica (AGD)
proporcionam ao processo de fazer geometria, permitindo a
cada um explorar ideias geométricas de modos diferentes, e
indiscutivelmente melhores, do que exploracoes de papel e
lapis, ampliando significativamente a habilidade para examinar
grandes conjuntos de exemplos rigorosamente construidos,
infundindo movimentos dindmicos as investigacoes (Battista,
2007).

Interdependéncia entre raciocinio geométrico e raciocinio
espacial, com envolvimento da visualizacdo, necessidade de
maior atencdo ao papel dos aspetos sociais da aprendizagem e
o recurso a ambientes digitais sdo trés circunstancias especificas
da investigacdo sobre o ensino e aprendizagem da geometria,
que ajudam a compreender a situagdo atual da investigacdo
neste dominio.

IDEIAS DECORRENTES DA INVESTIGACAO NO
DOMINIO DA GEOMETRIA DETERMINANTES PARA O
CURRICULO E PARA A FORMACAO DE PROFESSORES

Destaco quatro ordens de ideias chave como basilares para
pensar o ensino da geometria hoje, seja do ponto de vista
curricular ou das préticas de ensino: a) a estruturacido do
raciocinio geométrico; b) a ligacdo 3D-2D; c) as tarefas e os
recursos, d) o desenvolvimento do raciocinio geométrico do
professor.

O modelo de van Hiele para o desenvolvimento do raciocinio
geométrico é considerado como o melhor e um dos mais
significativos para descrever como é que os alunos constroem
conce¢des matemdticas (Sfard & Cobb, 2014). Este modelo,

desenvolvido a partir do fim dos anos cinquenta, tem como ideia
base fundamental o pressuposto de que o raciocinio geométrico
evolui segundo niveis de compreensdo de complexidade
crescente, passando sucessivamente desde o nivel de visualizagdo
pela andlise, abstracédo, deducéo e rigor. Segundo a teoria de van
Hiele, o progresso do raciocinio geométrico faz-se por niveis
discretos, sequenciais e hierdrquicos. Este modelo é consistente
com a perspetiva construtivista da aprendizagem e constitui uma
teoria ttil para entender o progresso a fazer pelos estudantes a
medida que o seu raciocinio geométrico se desenvolve (Battista,
2008).

Existe um consenso de que o objetivo destes niveis ndo seja o
de classificar o raciocinio de cada estudante. Os descritores
que caraterizam cada nivel sdo uteis para identificar aspetos
importantes do raciocinio geométrico e devem ser considerados
como guias para o ensino que o professor se propde fazer.
Para desenvolver as capacidades de raciocinio inerentes a um
nivel é necessério ter em consideracio o desenvolvimento de
capacidades e conceitos inerentes a um nivel anterior. Por
exemplo, para compreender a classificacio de uma figura
geométrica (terceiro nivel, abstrato/relacional) é necessario ser
capaz de caraterizd-la tendo em conta as suas propriedades,
descrevendo as relagdes espaciais entre as componentes da figura
(segundo nivel, descritivo/ analitico). E precisamente entre estes
dois niveis que se situam os conceitos geométricos fundamentais
da geometria elementar préprios da educagdo basica. Tem sido
identificado pela investigacdo que muitos estudantes no final da
educacio bésica ndo apresentam indicadores de desenvolvimento
do seu raciocinio geométrico inerentes ao terceiro nivel, e muitas
vezes nem sequer inerentes ao segundo.

No que respeita aos niveis mais exigentes, facilmente se
compreende que estejam relacionados com a escolaridade mais
avancada. O quarto nivel, dedugéo, é inerente a capacidade
de elaborar uma sequéncia de afirmagdes que justifique uma
conclusio como consequéncia dos dados de partida. E o quinto
nivel, rigor, inerente a capacidade de compreender o préprio
sistema axiomatico.

Num dos artigos mais recentes da autoria do préprio van
Hiele, este investigador afirma que “pensar sem palavras ndo
é pensar” e que o desenvolvimento do raciocinio geométrico
depende mais do ensino e das experiéncias vividas do que da
idade ou de qualquer outro tipo de maturidade do aprendente.
Para van Hiele, o ensino deve promover o desenvolvimento do
raciocinio geométrico através de sequéncias de atividades que
possibilitem a integra¢do progressiva de novas aprendizagens
no conhecimento que o estudante ja possui (van Hiele, 1999).

Ao longo dos anos este modelo tem sido estudado, melhorado,
aplicado e desenvolvido, dando também origem a outros modelos.
No entanto, as suas ideias fundamentais permanecem. O modelo
de van Hiele é considerado ainda hoje como particularmente
robusto e com impacto e influéncia na investigacdo e na
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aprendizagem (Sfard & Cobb, 2014). Segundo estes autores, a
identificacdo do papel do ensino na mudanga cognitiva e o foco
na linguagem como o principal fator dessa mudanga contribuem
para a facilidade de conciliagdo deste modelo com as abordagens
centradas no desenvolvimento da comunica¢do matematica.

Um dos desenvolvimentos do modelo de van-Hiele é o modelo
de estruturacdo de Battista que constitui uma orientagdo muito
util do ponto de vista didético. Este investigador, a partir de
experiéncias de aprendizagem realizadas com o recurso a AGD,
desenvolve a ideia de que a aprendizagem da geometria tem por
base o conceito chave de estruturacéo, sendo esta de trés tipos:
estruturagdo espacial, estruturacdo geométrica e estruturacdo
logico formal (2008, p. 138).

A estruturacdo espacial, entendida como a operagdo mental
de construcdo e organizagdo no espaco de uma forma ou
objeto, ou de um conjunto de objetos, determina a percecéo
do objeto e integra a identificagdo de componentes do objeto e
o estabelecimento de relagdes entre componentes e comp0sitos.

Por exemplo, 0 mesmo objeto geométrico, o paralelepipedo,
admite mais do que uma estruturacio espacial. Pode ser
encarado como um sélido compacto em que se destacam seis
faces retangulares, como uma pilha de retdngulos todos iguais
sobrepostos, como uma estrutura oca na qual se destacam as
arestas, ou como uma superficie desmontdvel composta por
trés pares de retdngulos iguais. Ao ler cada uma destas quatro
descricoes diferentes, propositadamente apontadas aqui sem
qualquer representacdo visual associada, idealizamos uma
imagem mental do paralelepipedo. No primeiro caso a melhor
imagem ¢é a de um sélido de madeira, no segundo, de uma
resma de papel ou de um pacote de bolachas cream craker,
no terceiro, de uma estrutura feita com palhinhas ou, mais
sofisticadamente, com polydrons, e, no quarto, de uma caixa
de cartdo facilmente planificivel. Qualquer destas estruturacoes
espaciais do paralelepipedo nos remete para caracteristicas
distintas deste poliedro, todas elas importantes e necessarias
para a sua conceptualizacdo geométrica. Percebemos que a
estruturagdo espacial do paralelepipedo ndo se esgota numa
unica imagem, fisica ou mental, e que todas elas poderéo ter um
papel distinto. Além disso, rapidamente também percebemos
que hd outras estruturagdes possiveis, por exemplo, a disposi¢do
de um conjunto de cubos todos iguais, dispostos em camadas
iguais que sdo formadas pelo mesmo nimero de barras iguais.

A estruturacio espacial é condigdo indispensdvel a compreenséo
e estruturagdo das medidas geométricas de comprimento, drea
e volume e das relagdes entre elas (Sarama & Clements, 2009).

A estruturacdo geométrica descreve a estruturacéo espacial em
termos de conceitos de geometria formal. Isto é, na estruturagdo
geométrica de uma situacgdo espacial, o sujeito usa os conceitos
de geometria como angulos, declive, paralelismo, comprimento,
retangulo, sistemas de coordenadas e transformacdes
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geométricas, entre outros, para conceptualizar e operar sobre
uma dada situac@o. Para que a estruturacdo geométrica faca
sentido para alguém, ela terd que evocar uma estruturagdo
espacial adequada.

Por exemplo, para relacionar os elementos faces, arestas e
vértices de um paralelepipedo, a estrutura espacial a evocar
deve ser a estrutura de polydrons. Para identificar o paralelismo
das faces do paralelepipedo € significativo evocar uma pilha de
retangulos justapostos.

Por fim, Battista considera a estruturacdo logico formal, na
qual se organiza os conceitos geométricos ou as estruturas
geométricas num sistema e que especifica as relacdes que podem
ser descritas e estabelecidas através de raciocinio légico. Para
chegar a estrutura légica, o individuo deve organizar logicamente
conjuntos de propriedades.

Seguindo o exemplo dos paralelepipedos, é nesta estruturagao
que encaramos o cubo como um paralelepipedo. Para o fazer
percebe-se o sentido de evocar uma pilha de retangulos
justapostos ou uma superficie desmontavel formada por trés
pares de retdngulos iguais e associar a qualquer destas imagens,
pilha ou planificagéo, o quadrado como elemento da classe dos
retdngulos. Deste modo organiza-se a classe dos paralelepipedos
numa perspetiva inclusiva, de classes hierarquicamente
integradas em outras classes.

Este exemplo ajuda-nos a compreender a importincia destes
trés tipos de estruturacdo e a utilidade destas ideias para a
elaboracdo de tarefas de aprendizagem e para o planeamento
do ensino. O exemplo ilustrativo do paralelepipedo foi escolhido
intencionalmente por apontar um outro aspeto determinante
na estruturacdo geométrica, a ligacdo 3D-2D.

Figura 2. Foto de escultura de arte publica de Artur Rosa (Lisboa)

“— Sao quadrados.

— Mas também retangulos.

— Ha retdngulos de grossuras diferentes, um é mais grosso,
outro é médio e o outro é fino”
Estas afirmacoes de trés criangas sdo um excerto de um didlogo,
ocorrido no jardim de infancia, a partir da observagdo da uma
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escultura composta por paralelepipedos de vérias dimensoes,
com espessuras vincadamente diferentes, em que dois deles
sdo aproximadamente cubos (figura 2). Este didlogo serve para
introduzir a discussdo do lugar relativo das figuras 2D e 3D, uma
das questdes que se coloca sempre na organizagio do ensino e
aprendizagem da geometria. Deverdo ser as figuras 3D encaradas
primeiro que as outras, pelo facto dos objetos tridimensionais
serem mais familiares para as criancas? Johnston-Wilder e
Mason (2005) respondem a esta questdo ao defenderem que
tanto a geometria sélida como a plana devem ser ensinadas
de modo integrado. O que é importante, é que o foco seja o
raciocinio geométrico e este exige tarefas que envolvam os alunos
em manipulacdes apropriadas, que proporcionem oportunidades
para dar sentido as relacoes e para ver essas propriedades como
invariantes, independentes de uma situacdo particular, e passar
a raciocinar com base nessas propriedades.

Segundo Jones e Tzekaki (2016) a investigacdo tem mostrado
que as dificuldades dos alunos em visualizar e explicar os seus
raciocinios podem ser devidas a falta de experiéncias prévias e
ao débil desenvolvimento de imagens mentais. Ideia que confere
uma relevancia especial a tridimensionalidade e a necessidade
de a articular com a bidimensionalidade. Os objetos reais sdo
maioritariamente tridimensionais e muitos desenhos a duas
dimensdes sdo representagdes de objetos tridimensionais. Ainda
segundo estes investigadores, os resultados de estudos em que
as tarefas espaciais combinam figuras geométricas 2D e 3D,
apoiadas por ferramentas tecnolégicas relevantes, contribuem
para o desenvolvimento das capacidades e do conhecimento
inerentes ao raciocinio geométrico e espacial, confirmando
assim o importante papel dos ambientes tecnoldgicos no
desenvolvimento deste raciocinio.

A perspetiva de estruturacio que discutimos aponta para a
necessidade de ir conjugando ao longo da escolaridade tarefas
que combinem o desenvolvimento do raciocinio geométrico com
o desenvolvimento do raciocinio espacial, associados sempre
a visualizacdo. E tendo também sempre presente a natureza
abstrata dos objetos e conceitos geométricos e a necessidade
de que eles e as agoes sobre eles se sustentem num universo
pessoal de imagens mentais ricas e dindmicas. A investigacdo
tem mostrado (Jones & Tzekaki, 2016) que a visualiza¢do é um
requisito para demonstrar e resolver problemas em geometria.
Tanto as representagdes visuais como o processo pelo qual
estas se desenvolvem sdo indispensaveis para a obtencdo de
solucdes e para construcdo de demonstragdes. No entanto,
estes investigadores consideram que ainda sdo limitadas as
pesquisas que relacionam a visualizacido com o desenvolvimento
de processos criativos, muito embora afirmem que os AGD e
o recurso a tecnologias digitais oferecem novas possibilidades
para o estudo da visualizacdo de objetos geométricos.

Estas orientacdes conduzem-nos naturalmente a encarar o
professor, o principal responséavel por orquestrar o ensino.

Para isso retomo o modelo de van Hiele, pois uma das suas
carateristicas mais significativas é que ele se aplica a qualquer
aprendente. Este aspeto explica a importancia que este modelo
tem tido na compreensdo do desenvolvimento do raciocinio
geométrico dos professores e tem influenciado muita da
investigacio sobre a sua formacdo neste dominio. E por isso
que é adequado comparar a investigagéo sobre o conhecimento
geométrico dos professores recorrendo aos mesmos referenciais
usados para compreender o conhecimento geométrico dos
estudantes. Jones e Tzekaki afirmam que, “com base nos mesmos
referenciais, a investigagéo sobre o conhecimento dos professores
sobre diferentes ideias geométricas tem vindo a apresentar baixos
niveis de compreensdo geométrica” (2016, p. 139). Para estes
investigadores esta conclusio aponta para a necessidade de
melhorar a formacéo de professores e de realizar estudos com
propostas que incluam tarefas relevantes, software especifico
e exploracdo de abordagens de ensino.

DESAFIOS QUE SE COLOCAM HOJE A INVESTIGACAO
NO DOMINIO DA GEOMETRIA

Um das mais importantes dreas de investigacéo, tanto para a
prética de ensino como para a produgdo de conhecimento, estd
no estudo dos processos que permitem aos estudantes avangar
da sua estruturagdo espacial pessoal, idiossincratica e auto
inventada, para a estruturagdo geométrica formal (Battista, 2008;
Jones & Tzekaki, 2016). Este avanco deve ser encarado de forma
progressivamente refinada, com uma orientacdo recursiva e
adaptada a acessibilidade dos conceitos geométricos apropriados
em cada momento.

De certo modo é como se encardssemos a aprendizagem da
geometria como um caminho a percorrer, com duas vias lado a
lado, a da estruturagéo espacial e a da estruturagéo geométrica
na qual estd incluida a estruturagao légico formal. As duas vias
vao estabelecendo cada vez mais ligacoes entre si. A via da
estruturacio espacial é uma espécie de alicerce da estruturagdo
geométrica. Nao faz sentido que os conceitos geométricos
formais, com uma forte natureza abstrata, sejam trabalhados
sem uma solida estruturacgdo espacial.

Ao defender a acessibilidade conceptual como dependente de
uma boa rede de estruturacdo dos conceitos, tanto espacial
como geométrica, que progressivamente se vai complexificando,
Michael Battista defende também a dependéncia das interacoes
sociais que se estabelecem na sala de aula a medida que o
ensino proporciona os andaimes para a construgdo dessa
rede. E precisamente ao professor que compete proporcionar
as condigdes para a construcio dessa rede de estruturacao.

Este investigador evidencia o interesse em conhecer os tipos
de salas de aula que promovam a valorizagéo, pelos estudantes,
de justificacdes cada vez mais sofisticadas em geometria, bem
como 0s processos sociais que ajudam a desenvolver esses
progressos. E preconiza a necessidade de investigacdo sobre
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como os fatores afetivos estdo relacionados com a aprendizagem
da geometria, nomeadamente o interesse em saber qual o sentido
que os estudantes dao as ideias comunicadas por outros quando
estas ideias sdo discrepantes das suas proprias ideias ou, sendo
consistentes com as suas, sdo expressas numa linguagem ou
raciocinio diferentes.

Podemos concluir que a investigacdo tem proporcionado
ideias e instrumentos poderosos para melhorar o ensino e
aprendizagem em geometria e, simultaneamente, que ha muito
por estudar e conhecer neste dominio. Apesar de no nosso pais
a investigacdo neste Ambito ndo ser a mais relevante ao nivel
de doutoramentos e de projetos de investigacéo institucionais
ou de grupos de investigadores, este dominio de estudo tem
tido uma presenca significativa em projetos e dissertagoes de
mestrado realizadas em Portugal. Este facto indicia seguramente
interesse neste dominio e um potencial de trabalho colaborativo
entre professores de matemdtica e educadores matemaéticos.
Todo o raciocinio espacial e muito do raciocinio geométrico
ndo sdo exclusivos da Matematica e destaco a sua importancia
nas Artes Visuais. Importa evidenciar este aspeto no momento
atual em que se discute a flexibilidade curricular e em que se
desenham condi¢oes mais favoraveis para o desenvolvimento
de projetos curriculares interdisciplinares. Matematica e Artes
Visuais sdo seguramente uma boa alianca.

Para terminar convido-o a fechar os olhos. Durante uns minutos
pense apenas em paralelepipedos procurando exaustivamente
percorrer o seu banco pessoal de imagens. Depois procure na
internet imagens do trabalho do escultor portugués José Pedro
Croft e desafie um colega de Artes Visuais para realizar um
projeto de geometria, seja com criancas do pré-escolar ou com
alunos do ensino basico ou secundério.
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Contributos da investigacdo para o ensino da
Estatistica e das Probabilidades

ANA HENRIQUES
HfriA OLIVEIRA

O modo como os alunos percecionam as suas experiéncias em
Estatistica, descrevendo-as muitas vezes como pessoalmente
desinteressantes, revela que ainda ndo se verificaram mudancas
significativas no modo como o ensino da Estatistica e das
Probabilidades é concretizado para permitir desenvolver as
capacidades que sdo esperadas e que justificaram a incluséo
desta drea no curriculo (Hedges & Harkness, 2017). Para nos
adaptarmos com sucesso as mudangas sociais e tecnoldgicas
que enfrentamos atualmente, € necessario encontrar formas de
proporcionar aos alunos oportunidades de experienciar a pratica
da Estatistica, a qual, por sua vez, ajuda-os a compreender o
seu poder e utilidade e a tornar o seu estudo mais significativo.

Na educacio estatistica tem-se verificado um crescente recurso
a simulagdes para ilustrar conceitos estatisticos e permitir aos
alunos descobrirem por eles préprios importantes principios,
desenvolvendo igualmente o seu raciocinio estatistico (Lane
& Peres, 2006). De facto, a disponibilidade generalizada da
tecnologia, em particular a educacional, tem tornado a maioria
das simulacdes de livre e fcil acesso.

Neste texto centramo-nos na simulacio e o seu potencial para
o ensino da Estatistica e das Probabilidades, em particular no
que respeita ao raciocinio estatistico dos alunos. Apresentamos
dois exemplos que informam a utilizacdo de simulagdes no
ensino e aprendizagem de importantes ideias estatisticas que
a investigacdo em educacdo estatistica tem vindo a defender,
os quais envolvem, especificamente, as ideias de variabilidade,
amostragem, representagdes, distribui¢des, aleatoriedade e
probabilidade.

RACIOCINIO SOBRE DISTRIBUICOES E AMOSTRAGEM

A comparacéo de distribuicoes tem sido apontada na investigacao
como uma atividade de enorme importancia no ensino da
Estatistica pelo facto de incorporar no¢des basilares como a
de dados, variabilidade e distribui¢do (Biehler, Frischemeier,
Reading & Shaughnessy, 2018). De facto, problemas que
requerem a comparacido de distribuicbes para dois ou
mais grupos sdo comuns em Estatistica e constituem uma
oportunidade de os alunos poderem experimentar, pelo menos
parcialmente, o processo de investigacdo estatistica. Nessa
atividade, é fundamental que os alunos compreendam o papel
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da amostragem e sejam sensiveis a aspetos relacionados com
a variabilidade nos dados, passando a vé-los ndo como casos
isolados, mas como agregados. Para tal ha necessidade de pensar
em contextos ricos que estimulem os alunos a desenvolver o
seu raciocinio em torno dessas nogoes, tal como procuramos
ilustrar em seguida.

Uma experiéncia com peixes

A tarefa Uma experiéncia com peixes (Oliveira & Henriques,
2015) parte de uma situacdo hipotética, enquadrada numa
atividade humana (figura 1), para levar os alunos a raciocinarem
sobre distribui¢des e amostragem ao compararem dois grupos,
a partir de amostras de diferentes dimensdes geradas por
simulagdo. Para responderem a questdo inicial colocada, os
alunos tém de compreender aspetos importantes de uma
investigacdo estatistica, como a necessidade de dados e os
fatores que podem afetar a precisio das suas inferéncias. Com
esta tarefa pretende-se que os alunos aprofundem as nog¢oes de
distribuicdo e variabilidade, em particular a variabilidade que
resulta do processo de amostragem, apoiados num software
para trabalhar com dados estatisticos (TinkerPlotsT™M).

Esta tarefa foi realizada por alunos de duas turmas do 8.° ano,
de duas escolas, apds terem abordado o tema da amostragem,
constituindo uma oportunidade de estes aprofundarem as suas
ideias sobre este topico.

Um aquicultor tem abastecido os seus tanques-rede com um novo tipo
de peixe, geneticamente modificado, fornecido por uma empresa que lhe
assegurou que “os peixes geneticamente modificados, ao crescerem,
atingem o dobro do comprimento dos peixes normais’.

Pensas que o aquicultor pode confiar na afirmagdo da empresa? O que
dever4 ele fazer para verificar a sua veracidade?

Figura 1. Tarefa Uma experiéncia com peixes (Oliveira &
Henriques, 2015)

Numa primeira fase, os alunos foram levados a pensar sobre
como proceder para obter as evidéncias necessdrias para
responder a questdo inicial, de modo a sensibiliza-los para
a importincia de averiguar a veracidade de determinadas
afirmacoes através da exploragdo de dados recolhidos com
esse proposito. O grande objetivo é levar os alunos a perceber
como planear uma experiéncia estatistica que permita obter
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evidéncias necessdrias para verificar a veracidade da afirmacao
com base em dados, discutindo aspetos como: que dados sdo
necessérios e como proceder a sua recolha (onde se incluem
questdes relacionadas com a amostragem e os fatores que a
podem afetar).

Diversos alunos afirmam a necessidade de obter informacéo
estatistica, associada as ideias de amostra, como referem
Miguel e Pedro (figura 2), ou a realizagdo de um teste, como é
apontado por Antdnio (figura 3), que permita avaliar se os peixes
geneticamente modificados atingem o dobro do comprimento
dos peixes normais. E curioso verificar que Anténio, tal como
outros alunos destas duas turmas, parece sensivel a necessidade
de garantir que os dois tipos de peixe crescam sob as mesmas
condicoes.

Pensas que o aquicultor pode confiar na afirmacao da empresa? O que devera ele fazer
Acvie Copav, Cle devie \AY owmg

o e o opecimink fa b e

para verificar a sua veracidade? Voo
atfe s ke, ac ume amos e

@ (2 Se .
Figura 2. Resolugdo de Miguel e Pedro da Q1
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Figura 3. Resolugdo de Anténio da Q1

De modo a garantir que todos os alunos compreendiam
plenamente a situagido, e se apropriavam do processo de
amostragem, antes de iniciarem o trabalho no software, foi
feita uma simulagdo com “cartdes-peixe” (n=625), em papel.
Cada cartdo indicava o tipo de peixe de que se tratava (normal
ou geneticamente modificado) e o respetivo comprimento.
A professora fez a simula¢do, em grande grupo, com cada
aluno a ‘pescar; de um saco, um cartdo-peixe, e registando o
respetivo comprimento no quadro, numa representacgdo grafica
semelhante & que surge na Parte I da tarefa (figura 4).

Este é um momento que pretende levar os alunos a ponderar
sobre a necessidade de medir todos os peixes, o que seria muito

1. O aquicultor decidiu criar num tanque cerca de 625 peixes, alguns de tipo
normal e outros geneticamente modificados. Quando os peixes estavam
completamente desenvolvidos (fase adulta), o aquicultor identificou e mediu
o comprimento de cada um deles. Na tua experiéncia, estes peixes sdo
simulados por pequenos cartdes (cartdes-peixe), com a indicagéo do seu
tipo (normal ou geneticamente modificado) e do seu comprimento (em
centimetros).

2. Regista abaixo os dados (tipo e comprimento do peixe) relativos a um
conjunto de 25 cartdes-peixe que a turma ‘pescou’

normal

Tipo

modificads
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T T 1.
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Figura 4. Questdes 1 e 2 da parte I
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demorado e dispendioso, ou optar por uma amostra que seja
representativa da populagéo, ou seja, através de uma amostra
aleatéria, tal como simularam. Os alunos geralmente tém
opinides muito diversas sobre a dimensdo dessa amostra, o
que representa uma boa oportunidade para discutir com eles
que esta dimenséo depende mais da variabilidade da populagido
subjacente (no limite, se todos os peixes fossem iguais bastaria
recolher um) do que da dimensio da populacéo a estudar.

A partir da representacdo grafica, os alunos podem obter
um conjunto de informagdes que permita a comparagao dos
dois grupos de peixes. Analisando as respetivas distribuicoes,
podem atender, por exemplo, aos valores minimos e maximos,
concentragio/dispersdo de valores, valores centrais ou a forma
da distribui¢do como um todo, variabilidade dos dados e a
aleatoriedade do processo.

Na parte II da tarefa (figura 5), os alunos tiveram oportunidade de
continuar a discussio sobre a variabilidade e representatividade
das amostras, através da simulagdo da recolha de amostras de
dimensio crescente, com o software TinkerPlots™, para a
populacdo que tinham considerado na parte I da tarefa. Uma
das representacdes mais tteis para comparar distribui¢oes de
dados numéricos é o diagrama de extremos e quartis, uma vez
que tal andlise exige que sejam tomadas em linha de conta as
caracteristicas globais de cada distribuicao (centro, dispersao e
forma). Assim, para cada amostra simulada, os alunos analisaram
a sua distribuicdo através da construcdo de diagramas de
extremos e quartis focando-se na média, mediana e amplitude
interquartil para cada tipo de peixe, para poderem responder
a questdo inicial.

1. Simula amostras de dimensio 25, 50 e 100. Para cada uma delas, constréi
um diagrama de extremos e quartis e regista, numa tabela, algumas das
medidas estatisticas que calculaste.

2. Com base na informacao obtida, compara as distribui¢oes obtidas para
as varias amostras e responde a questdo inicial. Apresenta argumentos para
justificar a tua resposta que possam ajudar o aquicultor a decidir se deve
manter este negdcio com a empresa fornecedora.

Figura 5. Parte II da tarefa

Com a analise das diferentes amostras recolhidas aleatoriamente
da mesma populacio, os alunos podem perceber a sua
variabilidade e também que estas, geralmente, apresentam
caracteristicas semelhantes as da populacdo, em particular as
carateristicas associadas ao centro da distribuicéo. Eles tém agora
condigdes de usar argumentos estatisticos para fundamentar a
resposta a questdo inicial da tarefa.

Através das suas respostas pode depreender-se que olham para
os dados como um agregado, néo se centrando nos casos isolados
o que poderia leva-los a afirmar que os peixes geneticamente
modificados ndo tinham comprimento superior aos normais
“porque hd alguns peixes ‘normais’ que sdo maiores” (figura 6).

EDUCACAO E MATEMATICA



Box Plot of Length (cm)
21

¢

dedu gudu

8 10 = 14 16 18 20 22 24 26 4528'%5 32 34 36 38 40 42 44
Length (cm)

(Tl
(8484

¢
%
G qududiudy  udududs

Figura 6. Diagrama de extremos e quartis por Carolina

Embora os alunos tivessem obtido os valores da média e da
mediana de cada distribui¢éo, no computador, o grupo Andreia
e Gil foi um dos poucos que usou essas medidas na sua resposta
a questdo 2. O grupo evocou a média na comparacio dos dois
grupos de peixes, considerando que o aquicultor ainda teria a
ganhar com o negdcio pelo facto de a média do comprimento
dos peixes geneticamente modificados ser superior a dos peixes
normais (figura 7). Tal afirmacéo é corroborada pelos valores da
média obtidos para as trés amostras crescentes que registaram
diretamente numa caixa de texto no TinkerPlots™,

Achamos que o aquicultor deve manter o negdcio com a empresa

fornecedora pois a média do comprimento dos peixes geneticamente

modificados é maior do que a dos normais.

Figura 7. Resolucdo de Andreia e Gil da Q2 da parte II

Verificou-se, nestas turmas, uma tendéncia dos alunos para
se focarem na amplitude interquartil para fundamentar as
suas respostas, com base no que observam no diagrama,
possivelmente também influenciados pelo pedido de célculo
da amplitude interquartil que é feito na tarefa. Por exemplo,
Miguel e Pedro apenas se referem ao intervalo interquartil para
cada grupo de peixes, a que associam, erroneamente, uma nogao
de “média” (figura 8). Nédo explicam como concluiram que o
comprimento dos peixes geneticamente modificados nio é o
dobro do dos outros, mas ainda assim consideram que o primeiro
grupo tem um tamanho superior e que o negécio pode ser
vantajoso para o aquicultor.

Verifica-se, pois, que os alunos néo retiraram toda a informacéo
relevante dos vdrios diagramas de extremos e quartis que
construiram, o que denota a complexidade associada a esta
representacdo. Embora nio sendo possivel perceber como
interpretam as duas distribui¢des, verifica-se que encontraram
uma forma de acomodar a variabilidade dentro de cada grupo
que permite comparar os dois grupos (ainda que com bastantes
limitagoes), de forma a dar resposta a questdo desafiante que
a tarefa lhes colocou.

Com esta proposta realizada no 8.° ano pretendemos ilustrar
algumas das ideias que a investigacdo realca como sendo as
grandes apostas a considerar na educacéo estatistica dos jovens:

7

— Promover o raciocinio estatistico é o objetivo principal a

2. Com base na informagdo obtida, compara as distribuicoes obtidas para as varias
amostras e responde a questdo inicial. Apresenta argumentos para justificar a tua
resposta que possam ajudar o aquicultor a dei'\t:ir se deve manter este negocio com a
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Figura 8. Resolugdo de Pedro e Miguel da Q2 da parte II

considerar no ensino da Estatistica. Num momento em
que, a partir da atividade de qualquer cidaddo, sdo geradas
enormes quantidades dados e em que estes sdo usados para
controlar e influenciar a sociedade, é fundamental que os
jovens desenvolvam a capacidade nio s6 de interpretar e
avaliar criticamente a informacdo estatistica, mas também
de tomar decisdes com base nessa informacio.

— A realizagdo de investigacées estatisticas pelos alunos
contribui quer para a compreenséo da Estatistica como um
processo investigativo para resolver problemas reais quer
para explorar ideias chave deste dominio do conhecimento.
Para que tal aconteca, é necessdrio conceder oportunidades
aos alunos para experimentarem tais processos, de um modo
significativo, nomeadamente, explorando o processo de
amostragem.

— O ensino da estatistica tem sido fortemente influenciado
por abordagens vinculadas a causalidade e ao determinismo,
que resultam numa tendéncia de nio reconhecer o papel
critico da variabilidade no raciocinio estatistico (Meletiou-
Mavrotheris & Stylianou, 2003). E importante que os
alunos experienciem a omnipresenca da variabilidade e
que valorizem as ferramentas estatisticas como meio para
descrever e quantificar essa variabilidade, ajudando-os a ter
uma visdo mais global da estatistica (Moore, 1997).

— O raciocinio sobre distribui¢es, nomeadamente na
comparagdo de grupos, é uma atividade central na estatistica
e que os alunos também podem desenvolver, a partir de
contextos a que possam atribuir significado e recorrendo
a representagoes adequadas e poderosas.

— Uma vez que o trabalho na Estatistica envolve lidar com
conjuntos alargados de dados, o ensino deve proporcionar
também essa experiéncia aos alunos. O recurso da simulagdo,
nomeadamente tirando partido de diversas ferramentas
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tecnoldgicas ao nosso dispor, pode constituir um importante
apoio ao raciocinio do aluno.

RACIOCINIO PROBABILISTICO

E muito comum confrontarmo-nos com situagbes em que
podemos encontrar a probabilidade de um acontecimento
recorrendo a regra de Laplace. Por exemplo, escolher uma
carta de um baralho, dd-nos uma chance de 1/52 de obter uma
carta especifica, ndo importa que carta tenhamos escolhido. No
entanto, esta forma de proceder nédo é adequada para encontrar
probabilidades relativas a maioria das situacdes de vida real,
sendo exigido algo mais complexo do que a teoria classica de
Probabilidade para os resolver.

Para além disso, sdo amplamente reconhecidas as dificuldades
que alunos e adultos enfrentam quando raciocinam sobre
acontecimentos envolvendo acaso e incerteza, cometendo erros
sistemadticos e persistentes na tentativa de tomar decisoes sobre
eles e evidenciando crengas, por exemplo sobre o lancamento
de dados, do tipo ‘nédo sai muitas vezes um seis, por isso o seis
deve ser dificil de obter’ Pelo contrdrio, os jogadores experientes
frequentemente aceitam que cada resultado é igualmente
provavel, pois a observacdo dos resultados obtidos em anos
de experiéncia de lancamento de dados, moedas ou jogos de
cartas confirmam-no (Batanero, Chernoff, Engel, Lee, & Sanchez,
2016).

Esta situacdo pde em evidéncia a necessidade de contrariar
a excessiva énfase que é dada no ensino a concecio classica
de probabilidade através da exploracdo dos seus diferentes
significados e das relagdes que se podem estabelecer entre eles
através de simulag¢des, cendrio que ilustramos com base na tarefa
langamento de uma moeda.

Lancamento de uma moeda: um exemplo

Esta tarefa foi realizada com alunos de 15 e 16 anos de uma
turma numa escola da Costa Rica (Ramirez Montes, 2017). Estes
alunos tém um bom desempenho académico, o que se refletiu ao
longo do trabalho nas tarefas propostas em sala de aula, sendo
ativos e empenhados nos desafios propostos pelo investigador.

A tarefa, que integra uma sequéncia de cinco tarefas construidas
e realizadas para trabalhar os conceitos basicos de Probabilidade,
visa introduzir o significado de probabilidade frequencista
através de uma abordagem experimental, com recurso ao
Geogebra como ferramenta de simulagéo, levando os alunos
a inferir a lei dos grandes nimeros e a utilizar este significado
para determinar probabilidades e identificar equiprobabilidade
de acontecimentos. No entanto, para uma boa compreensio de
probabilidade em situa¢des reais, é fundamental o confronto entre
resultados tedricos e experimentais e, como tal, a abordagem
frequencista ndo deve ser usada isoladamente. Assim, a tarefa
também explora a articulacdo entre os significados cldssico e
frequencista de probabilidade e aborda conceitos e propriedades
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importantes (como aleatoriedade, variabilidade e dimensio da
amostra) que podem promover o desenvolvimento do raciocinio
probabilistico dos alunos e a compreensio do papel dos modelos
na previsdo da incerteza e da aleatoriedade.

Na introdugéo da tarefa, tal como mostra a figura 9, os alunos
sdo solicitados a responderem a duas breves questdes, antes de
realizarem a simulagdo do langamento de uma moeda. Nesta
fase inicial ndo é dado nenhum feedback as respostas dos alunos,
remetendo a sua discussdo para o final da tarefa. Os alunos
poderiam responder com base nas suas conce¢des ou experiéncias
prévias mas, considerando que o modelo envolvido é simples e
baseado em resultados igualmente provéveis (assumindo que a
moeda é equilibrada), estes foram capazes de afirmar que quando
uma moeda é lancada, deve sair metade das vezes cara e outra
metade coroa, resultado do modelo de probabilidade cléssico que
ja Ihes foi ensinado neste nivel de ensino, permitindo o confronto
entre resultados tedricos e experimentais na segunda parte da
tarefa. Neste caso, os alunos néo evidenciaram dificuldades para
calcular probabilidades por meio da regra de Laplace, nem para
interpretar que esta probabilidade pode representar-se como
uma fragdo ou percentagem.

Langamento de uma moeda

Nesta tarefa tens a oportunidade de realizar uma experiéncia aleatoria que
consiste no lancamento de uma moeda ao ar para calcular a probabilidade
do acontecimento: “obter coroa ao lancar a moeda”.

a) Se lancares uma moeda ao ar, que resultados esperas obter?

b) Qual a probabilidade dos acontecimentos:

A: obter coroa ao lancar a moeda.

B: obter cara ao lancar a moeda.

Figura 9. Introducao da tarefa Lancamento de uma moeda

A seguir, na parte I da tarefa (figura 10), propoe-se aos alunos
uma observacdo e reflexdo sobre o que acontece com as
frequéncias de um acontecimento quando se repete muitas
vezes uma experiéncia. Sdo fornecidas instrugdes iniciais sobre
como realizar uma simulacdo com a applet do Geogebra, mas
ndo como a usar para descobrir as respostas.

A questdo comeca com uma moeda desconhecida, pelo que
ndo se sabe se é equilibrada ou ndo. Alguns alunos revelam
conhecer a regra de Laplace no inicio da tarefa, mas nao refletem
sobre a validade da sua aplicacdo manifestando a crenca que
a equiprobabilidade estd sempre presente nos acontecimentos
elementares e que a podem aplicar no lancamento de uma
moeda, como evidencia a resolugdo seguinte (figura 11) de
Enrique e Ricardo a alinea a) da questdol da tarefa.

Mas a procura da resposta pretende-se experimental, pois os
alunos podem examinar os dados resultantes do lancamento da
moeda para decidirem se provém de uma moeda equilibrada
ou enviesada, associando a equiprobabilidade ao primeiro caso.
Existem vérias abordagens possiveis, incluindo lancar a moeda 5
ou 10 vezes, registar o nimero de caras e coroas e depois repetir
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PARTE I

Abre o arquivo do Geogebra com nome Langamento de uma moeda. Ao
abrir o arquivo encontrards diversos objetos que simulam a experiéncia de
langamento de uma moeda. (...) Tens agora a oportunidade de simular o
langamento da moeda.

1. Experimenta realizar varias simulagdes usando distintos valores de
n (numero de langamentos sucessivos da moeda), clicando no botao
VariarQuantidadeDeLancamentos, e observa o comportamento da
frequéncia relativa dos resultados obtidos em cada simulagdo. Regista cada
valor na folha Registo de dados.

Os acontecimentos sair cara e sair coroa sao equiprovdveis? Justifica.

b) A que valor se aproximam ou tendem as frequéncias relativas dos
acontecimentos sair coroa e sair cara a medida que aumenta o nimero
de lancamentos ?

Figura 10. Parte I da tarefa Lancamento de uma moeda
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Figura 11. Resolucédo de Enrique e Ricardo da alinea a) da Q1

vérias vezes a experiéncia para outro numero de lancamentos.
Ao compilar as frequéncias dos resultados, os alunos observam
que quando lancam uma moeda 10 vezes, como no exemplo
da figura 12, podem néo obter o0 mesmo nimero (metade)
de caras e coroas e que os resultados variam de aluno para
aluno. No entanto, se lancarem um grande ntimero de vezes,
observam que os resultados irdo comecar a estabilizar para as
probabilidades esperadas de 0,5 para cara e coroa (figura 12)
levando-os a desenvolver interpretagdes de frequéncia relativa
e a inferirem a lei dos grandes nimeros.

A simulagdo do lancamento da moeda é uma experiéncia que
produz resultados aleatérios, na qual existe sempre a incerteza
de como a moeda ird cair num préximo lancamento. Observar
que se o resultado de um lancamento de uma moeda € cara isso
ndo significa que no préximo irdo obter coroa, dada a natureza
aleatdria da experiéncia, favorece também o desenvolvimento
do conceito de aleatoriedade. Portanto, ao observarem o que
acontece num grande nimero de langamentos, os alunos
comecam a desenvolver a no¢do de que embora haja incerteza
e variabilidade nos resultados, estas podem ser quantificadas
usando probabilidades.

IE 3204, ° 4

Figura 12. Simulagdo do langamento de uma moeda n vezes (n=10
e n=500)
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A segunda parte da tarefa (figura 13) tem o propdsito de explorar
as conexoes entre as interpretagdes frequencista e classica de
Probabilidade, levando os alunos a reconhecer a variabilidade
nos resultados e um padrdo de tendéncia das frequéncias,
estabelecendo uma relacdo entre o numero de langamentos
da moeda e a estabilidade das frequéncias relativas, base para
fazer boas estimacoes da probabilidade. E importante que os
alunos compreendam que cada resultado é imprevisivel e que
aregularidade é apenas alcangada ap6s um grande nimero de
lancamentos.

PARTE II
1. A partir dos dados registados, que relacdo observas no comportamento dos
valores das frequéncias obtidas na questdo anterior para os acontecimentos
sair coroa e sair cara a medida que o nimero de lancamentos aumenta,
a respeito do valor da probabilidade que definiste na parte introdutdria
desta tarefa?

2. Com base na resposta anterior, que relagdo podes estabelecer entre a
probabilidade tedrica e a frequéncia relativa de um acontecimento depois
de se realizar uma quantidade “grande” de n simulagdes de uma experiencia
aleatdria envolvendo acontecimentos elementares equiprovéveis?

Figura 13. Parte II da tarefa Lancamento de uma moeda

A partir das simulagoes realizadas, os alunos desenvolvem
a nogdo que quanto mais vezes se repetir um fenémeno
aleatério mais préximos os resultados estardo do modelo
matematico esperado (figuras 14 e 15), tendo sido capazes de
inferir corretamente a lei dos grandes niumeros como limite das
frequéncias que tende para a probabilidade tedrica ou cldssica.

Los volores se womdienen eadre 40-60%. suiendeos
(a cantidod de. \anzomientos, mos

wdet w fregupncion -

[Os valores mantém-se entre 40% e 60%. Quanto mais aumenta a quantidade
de lancamentos mais perto de 50% est4 a frequéncia]
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Figura 14. Resolugdo de Afonso e Leonardo da Ql, parte II
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[Numa quantidade grande de ensaios, a frequéncia dos acontecimentos vai
ser muito parecida a probabilidade teérica]

Figura 15. Resolugdo de Anténio e Marcos da Q2, parte II

Esta tarefa, e os breves excertos que apresentdmos do trabalho

dos alunos na sua resolugdo, permitem exemplificar o que a

investigacdo tem vindo a defender para o ensino da Probabilidade,

contribuindo para desenvolver nos alunos uma maior intuicéo e

o seu raciocinio probabilistico, o qual é visto como relevante para

a tomada de decisdes na vida real por se referir a julgamentos

e tomada de decisdo sob incerteza.

— A aprendizagem da Probabilidade envolve um raciocinio
“distinto do logico-determinista que é caracteristico de
outras dreas da Matemadtica” (Sdnchez & Valdez, 2017, p.
128), ndo sendo favordvel um ensino que enfatize a concegéo
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cléssica de probabilidade sem atender a sua articulagdo
com outras concegdes, como a frequencista.

— A Probabilidade é vista como ferramenta essencial na
Estatistica, o que requer diferentes abordagens e tipos
de raciocinio. Por isso, deve ser introduzida de duas
formas; como um valor tedrico do grau de confianca que
podemos atribuir a um resultado ou pode ser definida ap6s
a observacdo da frequéncia relativa.

— - Aevolugio do ensino através de atividades experimentais, a
crescenteatencdo dadaaandlise de dados e o desenvolvimento
de software educativo com capacidades dinadmicas (por
exemplo, Applets, Geogebra ou TinkerPlots™), permitiu
a introdugdo experimental da nogdo de probabilidade
baseada em observacdes do fendmeno de estabilizacio
de frequéncias relativas de um evento associado a uma
experiéncia aleatéria (Chaput et al., 2011).

— O método de simulagdo constitui uma boa forma de
introduzir a Probabilidade, desde os niveis mais elementares,
destacando-se o seu potencial para explorar os seus distintos
significados e raciocinios mais intuitivos, evitando que os
alunos consolidem ideias erradas (Batanero et al., 2016). Este
processo também permite explorar importantes conceitos
e propriedades (por exemplo, aleatoriedade, variabilidade,
tamanho da amostra, lei dos grandes ntumeros) que sdo
de dificil compreensido para os alunos mas que podem
ajudé-los a desenvolver o seu raciocinio probabilistico e a
compreender o papel dos modelos na previsdo da incerteza
e da aleatoriedade.

— Embora o recurso a simulagdo possa tornar a aprendizagem
mais facil e divertida, deve evitar-se o uso de simulagdes em
que os alunos sejam observadores passivos ou tenham acesso
auma simulacdo sem lhes fornecer estrutura suficiente para
descobrirem eles préprios os principios importantes. Uma
abordagem em que os alunos sdo questionados antes de
interagir com a simula¢ao e depois usam-na para confirmar
as suas respostas parece ser efetiva nas suas aprendizagens
(Lane & Peres, 2006).

— Um cendrio promissor para ir ao encontro da necessidade
de aprofundar o ensino da Probabilidade é enfatizar os
seus diferentes significados, explorando o raciocinio ligado
as conexoes entre a probabilidade tedrica e a estimacio
frequencista da probabilidade num ambiente de modela¢do
através de simulagdo, que surge como o elemento integrador
de propostas desta natureza (Batanero et al., 2016; Chaput
etal,, 2011).

A TERMINAR

Os exemplos aqui apresentados espelham intencionalidades
na construgcdo de tarefas que decorrem de resultados da
investigacao, tendo sido elas proprias aplicadas na sala de aula,
com o objetivo de compreender em que medida promovem o
raciocinio dos alunos e assim refletir sobre a sua adequabilidade
arealidade escolar. Como vimos, estes alunos revelaram diversas
dificuldades, mas nio se pode esperar um caminho linear para
o desenvolvimento de capacidades cognitivas de nivel superior,
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como € o caso do raciocinio estatistico, especialmente quando
estas ndo sdo valorizadas, de um modo consistente, ao longo
da escolaridade. Levantam-se muitos desafios a investigacéo e,
principalmente, ao professor no seu dia a dia, contudo, pequenos
passos positivos devem motivar-nos a trabalhar em conjunto
para que estes possam multiplicar-se e, assim, tornar mais
significativas as experiéncias dos nossos alunos no campo da
estatistica.
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A aprendizagem da Algebra: resultados de estudos

portugueses

JoAo PEDRO DA PONTE

Nos ultimos anos tem vindo a perceber-se que, para além
dos aspetos gerais relativos a aprendizagem da Matematica,
é necessario compreender os aspetos especificos relacionados
com a aprendizagem em campos especificos como a Geometria,
a Algebra, a Estatistica e as Probabilidades. Cada um destes
campos envolve processos de trabalho e dificuldades préprias
por parte dos alunos. Este artigo apresenta resultados de alguns
estudos realizados em Portugal sobre Algebra, procurando
dar conta da diversidade dos trabalhos realizados e das suas
implicagdes para o processo de ensino-aprendizagem.

A Algebra é um campo da Matemética que se apoia em duas
ideias fundamentais: a nogao de varidvel como entidade abstrata
que pode ser representada de vérias formas (simbdlicas e ndo
simbdlicas) e a nogdo de estrutura envolvendo relagoes, operagoes
e suas propriedades. Uma ideia também fundamental, que se
apoia nas anteriores, é a possibilidade de expressar afirmacdes
gerais (“generalizacdes”) sobre as estruturas matemdticas com
recurso a nogdo de variavel.

SEQUENCIAS

Uma perspetiva que emergiu nos ultimos anos é que o
pensamento algébrico pode (e deve) desenvolver-se desde o
inicio da escolaridade, mesmo sem o uso de uma linguagem
simbdlica. E o que em inglés se designa por “early algebra’. Neste
campo, assume grande destaque o trabalho com sequéncias. As
sequéncias sdo disposi¢cdes de objetos, usualmente em niimero
infinito, que seguem (ou ndo) um determinado padrdo. Os
objetos podem ser numeros (sequéncias numéricas), figuras
geométricas, configuragdes pontuais ou quaisquer outras figuras
(sequéncias pictdricas).

A propésito das sequéncias podem colocar-se numerosas
questdes, como encontrar o objeto seguinte, um objeto distante,
uma lei geral de formacéo ou decidir se um certo objeto integra
ou ndo a sequéncia. Ana Morais (2012) realizou uma experiéncia
de ensino para estudar o modo de promover o desenvolvimento
do pensamento algébrico de alunos do 2.° ano, dando especial
atencdo as capacidades de representacdo e generalizagdo. A
experiéncia decorreu na sala de aula, com a participacdo de
toda a turma com base em sete tarefas envolvendo sequéncias
pictdricas repetitivas e crescentes. A maioria dos alunos mostrou
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facilidade em continuar as sequéncias repetitivas. Conseguiram
também estabelecer generalizagdes nas sequéncias crescentes
(encontrando termos préximos, termos distantes e leis gerais de
formacéo) utilizando diversas estratégias como a representacao
e contagem, a estratégia aditiva e até a estratégia mais sofisticada
de decomposic¢do dos termos (figura 1). De um modo geral, os
alunos recorreram a representagdes informais por eles criadas e
a linguagem natural, mas também usaram representacdes mais
formais, coordenando as sequéncias dadas com a sequéncia
dos niimeros naturais.

Observem a sequéncia e descubram como serd a figura seguinte.

Quantos circulos tem?

td LR
. yté 9 . 7714 O
[ ) o
L J L X J o0 )
o ) o P
Figura1 Figura 2 Figura 3 0 C
. J

Figura 1. Sequéncias no 2.° ano de escolaridade - Representacao
da “sequéncia em v” feita pelo aluno Frederico (Morais, 2012)

Apesar de algumas dificuldades que, por vezes, os alunos
manifestaram, os resultados indicam que a experiéncia de ensino
contribuiu para o desenvolvimento do seu pensamento algébrico,
dando sustentacdo a conjetura de ensino-aprendizagem
segundo a qual os alunos desenvolvem as suas capacidades
de representacgio e generaliza¢io realizando tarefas de cunho
exploratério, interagindo em pequenos grupos e em coletivo e
utilizando diferentes representacdoes matematicas.

Um importante tipo de sequéncias sdo as sequéncias pictdricas,
que ddo origem a padrdes visuais. Num outro estudo realizado
com duas turmas do 6.° ano, Ana Barbosa (2009), deu especial
atenc¢do ao modo como alunos resolvem problemas que envolvem
a generalizacdo de padrdes nestas sequéncias. A compara¢io
dos resultados pré-teste/pds-teste mostra que o trabalho
com padrdes visuais promoveu uma evolugdo significativa no
desempenho dos alunos e na sua capacidade de generalizagdo.
Os alunos mostraram-se capazes de usar diversas estratégias
de generalizagdo visuais embora, por vezes, quando se pediam
valores distantes, usassem estratégias aditivas e formulassem
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generaliza¢des aritméticas. A visualizagdo foi especialmente util
para analisar a estrutura de um padrdo como uma configuragdo
de objetos relacionados entre si por uma dada propriedade.

O trabalho em contextos puramente numéricos conduziu a
alguns erros, como a combinagdo de variaveis diferentes ou
a utilizacdo indevida da proporcionalidade direta mostrando
a tendéncia dos alunos para usar processos sem compreender
muito bem o seu significado. Como seria de esperar, as tarefas
envolvendo padrdes ndo-lineares mostraram-se bastante mais
dificeis do que as que envolviam padroes lineares. O estudo
mostrou ainda dificuldades por parte dos alunos no uso da
linguagem para descrever leis de formacdo, apoiando-se
frequentemente em casos particulares.

As sequéncias sdo objetos matematicos de cunho eminentemente
algébrico, uma vez que, no fundo, sdo fung¢des de varidvel natural.
Estes e outros estudos mostram que o trabalho com sequéncias
tem grandes potencialidades para promover a capacidade de
generalizacdo dos alunos e também para os levar a trabalhar
com diversas representacbes matemadticas, relacionando
representagdes ativas (objetos, movimentos do corpo como
“contar pelos dedos”), iconicas (figuras, diagramas) e simbdlicas
(em notacdo matematica e também em linguagem verbal).

ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Um outro campo importante do pensamento algébrico que é
importante considerar no 1.° ciclo tem a ver com o raciocinio
relacional, que envolve o trabalho com diferentes tipos de
relacdes (como a igualdade e a desigualdade) e propriedades
de relacoes e operagoes (como as propriedades comutativa,
associativa e distributiva).

Os alunos mostram capacidade de realizar raciocinio relacional
quando conseguem resolver tarefas recorrendo a estas
propriedades e sem efetuar os calculos indicados. Raquel Cerca
(2014) estudou o desenvolvimento do pensamento relacional,
através de relagoes de igualdade e desigualdade, em alunos do
3.2 ano, seguindo uma abordagem de cunho exploratério. O
estudo deu atencdo nao sé aos processos de generalizagdo, mas
também aos processos de justificagdo, outra faceta importante
do raciocinio matematico. A sua experiéncia de ensino deu
especial atencdo a interpretagio do sinal de igual e dos simbolos
de maior e menor, a partir de tarefas envolvendo expressoes
numéricas. Muito importantes foram também os momentos de
discussio coletiva em que os alunos apresentavam e justificavam
as suas ideias.

Os resultados mostram que os alunos melhoraram a sua
compreensdo das relagdes de igualdade e desigualdade. As
estratégias dos alunos mostram muitos exemplos de raciocinio
relacional, sem recorrer a célculos para determinar a relagdo
existente entre duas expressoes (figura 2). No entanto, como se
esperaria, os alunos mostraram alguma dificuldade em justificar
as suas ideias a ndo ser recorrendo a exemplos concretos. As
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generalizacoes que surgiram foram desenvolvidas, na maior
parte dos casos, no momento de discussdo coletiva e com alguma
orientac¢do da professora. A dinamica de trabalho criada de sala
de aula revelou ser muito importante para o desenvolvimento
do raciocinio relacional.

Algumas das expressoes apresentadas ndo sdo verdadeiras. Descobre
quais sdo, sem recorreres a cdlculos.

¢) 2500-601= 2500-500-100-1v

w 5004400 4 & 43 »A.Qo.é“oﬁ.

Figura 2. Pensamento relacional - Resolucdo da aluna Rafaela
(Cerca, 2014)

A capacidade de generalizagdo constitui, como vimos, um
aspeto fundamental do pensamento algébrico. Num outro
estudo, Célia Mestre (2014) procurou compreender como se
desenvolve esta capacidade nos alunos do 4.° ano no decurso
de uma experiéncia de ensino na sala de aula ao longo de um
ano letivo. Esta experiéncia tinha por base uma perspetiva de
pensamento algébrico que considera a generalizacdo e a sua
representacdo como aspetos centrais, valorizando os contextos
que envolviam estruturas algébricas e sequéncias. O trabalho
na sala de aula assumiu uma perspetiva de construgdo do
conhecimento matematico baseada na interacédo e no didlogo
e seguiu uma abordagem exploratéria, com destaque para os
momentos de discussio coletiva.

Os resultados mostram que a capacidade de generalizagiao dos
alunos evoluiu no sentido da mudanga de atencdo de casos
particulares para casos gerais, com progressiva apropriacao
da representacéo simbodlica e cada vez menor dependéncia do
contexto especifico da situagéo. Verificou-se ainda uma forte
interdependéncia entre o trabalho com sequéncias e estruturas
algébricas, tendo a exploragdo da variagdo de quantidades
conduzido ao desenvolvimento da no¢ao de varidvel e da relagdo
de dependéncia entre varidveis.

Uma estrutura algébrica particularmente importante é a
proporcionalidade direta, um tépico fundamental dos programas
escolares. Ana Isabel Silvestre (2012) estudou o desenvolvimento
do raciocinio proporcional dos alunos do 6.° ano, no quadro
de uma unidade de ensino de natureza exploratéria. Em
vez de ensinar a “regra de trés” para usar na resolucdo de
problemas, explorou a natureza multiplicativa da relacdo de
proporcionalidade direta e o uso de diversas representacdes,
com destaque para as tabelas de razéo (figura 3).

Este estudo mostra que os alunos melhoraram a sua capacidade
de distinguir relagdes de proporcionalidade direta de outras
que ndo o sdo, embora ainda mostrassem algumas dificuldades
ap6s a unidade de ensino, e apropriaram-se facilmente da
representacdo em tabela de razdo. Mostra também que,
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inicialmente, os alunos usavam com frequéncia estratégias nao
proporcionais e pré-proporcionais na resolu¢io de problemas
de valor omisso. Durante a unidade de ensino e no seu final os
alunos revelam tendéncia para usar estratégias proporcionais,
pelo que esta parece ter dado um contributo importante para o
desenvolvimento do raciocinio proporcional dos alunos.

Sr. Alto e Sr. Baixo

Na figura podes ver o Sr. Baixo
medido com clipes. O Sr. Baixo tem
um amigo, o Sr. Alto.

Quando medimos a altura dos dois
amigos com fésforos, o Sr. Baixo
mede quatro fésforos e o Sr. Alto
mede seis fésforos.

Quantos clipes sdo necessarios para
medir o Sr. Alto?
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Figura 3. Problema do Sr. Alto e Sr. Baixo (proporcionalidade) -
Resposta da aluna Célia, no teste final (Silvestre, 2012)

Estes estudos mostram que os alunos tém capacidade de
desenvolver o seu raciocinio relacional, incluindo o raciocinio
proporcional, estabelecendo relagbes e usando as suas
propriedades para realizar generalizagdes e justificacdes. Esse
desenvolvimento esté ligado nédo s6 a escolha cuidadosa de tarefas
tendo em vista os conceitos visados e ao uso de representagoes
apropriadas, mas também aos modos de trabalho de sala de
aula, onde se destaca uma perspetiva exploratdria que d4 aos
alunos a responsabilidade de formular e usar estratégias de
resolucdo das tarefas e onde se cria um ambiente dindmico de
participacdo, marcado pelo trabalho colaborativo entre alunos
e pelas discussoes coletivas com toda a turma.

EXPRESSOES, EQUACOES, INEQUACOES E FUNCOES

O estudo da Algebra entra numa nova etapa no 3.° ciclo. O
trabalho feito nos ciclos anteriores (em especial se foi realizado
na perspetiva acima descrita) pode ter levado a introducéo de
simbolos, mas agora passa-se a fazer operagdes com simbolos e a
considerar as suas propriedades. Deste modo, o uso da linguagem
simbdlica assume agora uma muito maior complexidade,
colocando sérias dificuldades aos alunos.

Viérios estudos realizados neste ciclo deram especial aten¢do
ao desenvolvimento do pensamento algébrico, com particular
atenc¢do ao dominio da linguagem simbdlica com compreensao.
Estes estudos consideraram tépicos algébricos como expressoes,
equacdes, inequagoes e fun¢des. Uma investigacédo realizada
por Neusa Branco (2008) procurou compreender de que modo

uma unidade de ensino para o 7.° ano baseada no estudo de
padroes e regularidades pode contribuir para o desenvolvimento
do pensamento algébrico e, em particular, para a compreensao
das varidveis e equagoes.

Os resultados mostram que os alunos desenvolveram o seu
pensamento algébrico, nomeadamente a capacidade de
generalizar e de usar a linguagem algébrica para expressar
generalizagoes (figura 4). No entanto, a evolu¢io que evidenciam
ndo é igualmente significativa em todos os temas abordados. Por
exemplo, na resolucdo de problemas, os alunos usaram sobretudo
estratégias aritméticas e manifestaram alguma dificuldade
em representd-los usando a linguagem algébrica. Revelam
evolugdo na compreenséo desta linguagem relativa aos diferentes
significados dos simbolos em diversos contextos e ao significado
e manipulacdo de expressdes, mas mostraram fragilidades na
sua compreensdo, o que levou a autora a sublinhar a necessidade
de um longo caminho com vista ao pleno desenvolvimento do
pensamento algébrico.

OUTUBRO ::

1. Considerem as seguintes figuras:

Figura n.’1

Figura n.*2

Professora — De onde vem aquele dois?

Beatriz — Vem dos dois quadrados de dentro.

(...)

Professora — Tenho tantos grupos de dois quantos o nimero da
figura. Agora vamos explicar o trés.

Susana — O trés sdo os trés quadrados das filas.

Professora — Quantas vezes tenho estas filas de trés?

Varios alunos — Quatro.

Professora — Na figura trés repetem-se quatro. Na figura quatro
vao repetir-se...

Viérios alunos — Cinco.

Professora — Na figura cinco, repetem-se...

Varios alunos — Seis.

Professora — Portanto tenho trés vezes N mais um.

Figura 4. Discussao da decomposicdo da figura de acordo com a
expressdo 2N +3(N +1) (Branco, 2008)

Outro conceito fundamental nesta etapa do estudo da Algebra é
o conceito de fun¢ido. Ana Matos (2007) realizou uma unidade
de ensino para estudar o modo como a resolugéo de tarefas com
caracter exploratdrio e investigativo, envolvendo este conceito,
pode contribuir para o desenvolvimento do pensamento
algébrico de alunos do 8.° ano.

Os resultados sugerem que a énfase na exploragio de relagdes
funcionais proporcionou o desenvolvimento de significado da
linguagem algébrica e das suas possibilidades de utilizacdo por
parte dos alunos. Mostram também que os alunos alargaram o
leque de estratégias de que dispunham para explorar situagdes
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que envolvem variaveis, raciocinando de modo cada vez mais
geral e expressando as suas generalizagdes numa linguagem mais
formal. Observa-se uma evoluc¢éo do pensamento algébrico dos
alunos, embora, tal como no estudo anterior, tenham subsistido
dificuldades, mostrando que a compreensdo da linguagem
algébrica é um processo que precisa de ser trabalhado ao longo
de um periodo alargado de tempo.

No estudo dos numeros reais e inequagoes da-se especial aten¢ao
as propriedades das operagdes. Ao contrario das equagdes do
1.2 e 2.2 grau, que tém no maximo duas solugdes, as inequagdes
podem admitir como solugdo conjuntos infinitos. Joana Mata
Pereira (2012), no quadro de uma unidade de ensino realizada
na sala de aula, estudou os processos de raciocinio de alunos
do 9.° ano em tarefas algébricas envolvendo estes conceitos.
Procurou compreender como estes processos se relacionam com
as representacoes usadas e com a compreensido de conceitos e
procedimentos algébricos.

Os alunos mostraram facilidade na formulacéo de generalizagoes,
na sua maioria resultantes de abordagens indutivas, partindo de
um ou mais casos particulares. Alguns alunos formularam mesmo
generalizagoes de cunho dedutivo com base em propriedades
algébricas. As justificagdes ndo surgiam espontaneamente,
mas os alunos faziam-nas decorrendo do questionamento.
Estas justificacdes baseavam-se em conhecimentos anteriores,
propriedades ou conceitos matematicos ou em contraexemplos
que refutam uma afirmacdo. A atribuicdo de significado mostrou
ser muito importante quando se registavam dificuldades nas
conexdes entre os conceitos e propriedades necessirios a
realizacdo da tarefa.

Outros tépicos importantes do 3.° ciclo sio os sistemas
de equacgdes, a proporcionalidade inversa e a resolucdo de
equagdes do 2.° grau. Num estudo realizado igualmente no
9.° ano, Sandra Nobre (2016) analisou o desenvolvimento do
pensamento algébrico dos alunos no quadro de uma experiéncia
de ensino privilegiando a resolucdo de problemas, alguns dos
quais para resolver com a folha de célculo. O estudo centrou-se
no uso de diversas representacdes na aprendizagem de métodos
formais algébricos, considerando a sua evolugéo e coordenacio
na resolucdo das tarefas propostas (figura 5). Ao mesmo
tempo, procurou compreender o papel da folha de célculo na
aprendizagem dos métodos formais algébricos, designadamente
quando usada em articulacdo com o papel e ldpis.

A sequéncia de tarefas e a sua articula¢do, ora conjugando ora
alternando entre o uso do papel e lapis e da folha de calculo,
levaram os alunos a evoluir nas representagdes utilizadas bem
como na sua transformacdo. Os resultados sugerem que a
resolucdo de problemas promoveu nos alunos um pensamento
mais abstrato e uma perspetiva algébrica das resolugdes que
os conduziu ao uso da linguagem algébrica. A resolugdo de
exercicios ajudou a promover a destreza na manipulacdo
simbdlica e a fluéncia na utilizacdo dos métodos formais.
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Figura 5. Tarefa de introdugdo aos sistemas de equagdes (Nobre,
2016)

No seu conjunto, estes estudos mostram que é possivel promover
nos alunos o dominio da linguagem algébrica, com reflexos
positivos na aprendizagem de conceitos e procedimentos,
através de atividades significativas, seja o uso de tarefas
envolvendo sequéncias, seja através de propostas desafiantes
como exploragdes e problemas, seja ainda recorrendo ao uso de
novas tecnologias. No entanto, os estudos também mostram a
necessidade de um trabalho de longo prazo para que o dominio
aprofundado da linguagem algébrica se desenvolva em toda a
sua dimensao.

FUNCOES NO ENSINO SECUNDARIO

O estudo das fungdes é um tema de natureza algébrica que assume
um lugar proeminente nos programas do ensino secundario e
que tem sido considerado em diversas investigacoes. Assim,
Carlos Silva (2009) estudou o contributo da resolucéo de tarefas
de natureza exploratdria e investigativa, envolvendo o uso da
calculadora grafica, na aprendizagem das fun¢des quadraticas
de uma turma de alunos do 10.° ano. Os resultados mostram
que, no fim do estudo, os alunos eram capazes de identificar as
propriedades das fun¢oes afim e quadrdtica nas representacoes
grafica e algébrica.

No entanto, os alunos revelaram diversas dificuldades na
compreensdo do conceito de funcdo em diferentes representacdes
que néo foram superadas com o trabalho realizado. Apesar do uso
da calculadora grafica, alguns alunos utilizaram principalmente
processos algébricos na resolugdo de problemas, recorrendo
apenas a processos graficos quando a tarefa o promovia
diretamente. Os resultados sugerem que a realizagao das tarefas
propostas contribuiu para a aprendizagem dos alunos, mas
também mostram que as suas dificuldades conceptuais e uso
limitado de representagdes nio sdo facilmente ultrapassados
numa sé unidade de ensino, requerendo um trabalho continuado.

O papel das situagoes contextualizadas em situagoes da
realidade merece também atencido nesta etapa do estudo da
Algebra. Arminda Azevedo (2009) procurou compreender os
processos de raciocinio e dificuldades dos alunos do 10.° ano na
resolucdo de problemas e em tarefas de exploracéo e investigagdo
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de natureza contextualizada, com recurso a calculadora grafica,
numa unidade de ensino sobre fung¢des. Os tépicos tratados
foram generalidades sobre fungdes, fungao quadratica, fungdo
modulo e fungdes polinomiais com grau superior ao 2.°.

O uso da calculadora grafica permitiu o confronto das virias
formas de representar fungdes, contribuindo para a sua
compreensdo e das suas propriedades. Os resultados indicam
que a realizagdo das tarefas propostas, com recurso a calculadora
grafica, desenvolveu o raciocinio matematico dos alunos. A
resolucdo de problemas contextualizados contribuiu para
uma aprendizagem com significado das fungoes e as tarefas
de exploragéo e investigacdo desenvolveram a capacidade de
identificar regularidades e formular, testar e justificar conjeturas.
Os relatorios escritos e as apresentagdes orais contribuiram
para o desenvolvimento das capacidades de comunicar
matematicamente e justificar processos. As discussoes e reflexoes
sobre as tarefas permitiram clarificar o pensamento intuitivo
dos alunos e alargaram o leque de estratégias por eles utilizadas.

A calculadora grafica constitui um instrumento de trabalho
com grande potencial para o estudo das fun¢des. Madalena
Consciéncia (2013) procurou compreender como é que os alunos
se apropriam deste instrumento ao longo do 10.° e 11.° ano e qual
o papel que este desempenha na aprendizagem das fungdes.

Os resultados sugerem que o processo de apropriacdo das
potencialidades da calculadora é demorado. No final do 11.° ano
os alunos mostraram ainda alguma dificuldade em compreender
e interpretar determinados aspetos do funcionamento da
calculadora, em particular no que diz respeito a representagdo
grafica. O estabelecimento de conexdes entre representagoes
afigura-se essencial para evitar interpretacdes incorretas. O
estudo mostra que o acesso rapido a representacdo grafica
facilitado pela calculadora promove o desenvolvimento de uma
visdo estrutural do conceito de fungéo, incentiva a exploragédo
de situagdes problemadticas e contribui para a flexibilidade nas
estratégias de resolucdo de problemas.

Um tépico especifico que mereceu também interesse da
investigacdo é a nocdo de parametro, que conduz ao estudo de
familias de fun¢des. Magda Pereira (2016) estudou o processo
de construcdo dos significados e do raciocinio matematico dos
alunos na aprendizagem desta nogdo em alunos do 11.° ano.
Desenvolveu um método de ensino para mediar os significados
matemdticos dos alunos desde contextos matematicos concretos
até contextos genéricos e estruturados, que usou para elaborar
as tarefas de uma unidade de ensino.

Este método ajudou a atingir os objetivos pretendidos. Os
alunos desenvolveram o significado de parametro como algo
que pode ficar definido e que permite resolver os problemas
matemdticos com a atribui¢do de um valor concreto. O trabalho
realizado promoveu a sua compreensido da nogdo de letra
enquanto incégnita, enquanto variavel de uma funcao e enquanto
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parametro, em tarefas envolvendo representagdes em registos
graficos, algébricos, esquemadticos e em linguagem natural.

CONCLUSAO

Todos os trabalhos referidos foram realizados na sala de aula, na
maior parte dos casos através de experiéncias de ensino em que
o professor assumiu também o papel de investigador. Alguns
centram-se em ideias especificamente algébricas, outros usam
a Algebra como contexto para o estudo de questdes de natureza
transversal como o raciocinio, o uso de representagdes, as
estratégias de resolugdo de problemas e o uso de tecnologia. Em
todos os casos, procurei destacar os resultados especificamente
relacionados com conceitos e processos algébricos.

Os estudos indicados mostram que a no¢ao de variavel pode ser
desenvolvida a partir dos primeiros anos de modo a preparar
0 seu uso intensivo numa etapa posterior. Nos diversos niveis
de ensino, os alunos mostraram-se capazes de formular
generalizacoes, desenvolvendo uma melhor compreensao dos
conceitos algébricos, bem como a sua capacidade de raciocinio.

O uso e articulacdo de diversas representagdes assume um papel
muito importante. Na fase da early algebra, é fundamental a
articulacdo entre as representacdes visuais, numérica e em
linguagem natural. Numa etapa mais avangada tem uma
importancia fundamental a articulagdo entre as representacoes
algébrica e gréfica e a linguagem natural. A tecnologia (folha
de célculo, calculadora grafica) pode ter um papel importante
precisamente para facilitar este processo de articulacdo de
diversas representacoes. O uso de situacdes contextualizadas
mostra poder ajudar os alunos na construcéo de significados.

A escolha de tarefas constitui um elemento decisivo em todos
os estudos apresentados. Tarefas de natureza desafiante,
como problemas, investigacdes e exploragdes mostram-se
fundamentais para levar o aluno a desenvolver uma atividade
matematica produtiva e construir novos significados.

Na maioria dos estudos, o modo de trabalho na sala de aula
seguiu uma abordagem exploratdria, em que os alunos foram
primeiro desafiados a trabalhar em tarefas e depois a apresentar
as suas resolugdes e discutir as resolu¢des dos seus colegas em
momentos de discussdo coletiva. Estes estudos apontam, sem
excecdo, que esta abordagem tem grandes potencialidades para
promover a aprendizagem dos alunos, com compreenséo, dos
conceitos e processos algébricos, embora seja necessario um
trabalho longo e continuado no decurso dos diversos ciclos de
escolaridade.
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Ser professor hoje obriga a uma aprendizagem constante e a ter capacidade de investigar e refletir sobre a sua pratica
profissional. Deste modo, torna-se necessdrio criar dindmicas, que promovam o desenvolvimento profissional dos
professores, integradas na cultura de escola, visando a qualidade das aprendizagens. Este desafio estd presente nas
publicagdes O professor como investigador do Grupo de Trabalho de Investigacdo (GTI) da APM.

Refletir e Investigar sobre a Pratica profissional (GTI, 2002)

Nesta publicacdo encontramos uma coletinea de textos que testemunham experiéncias profissionais
dos elementos do grupo enquanto investigam a sua pratica profissional para melhor compreender
as suas acoes e as suas necessidades, e melhora-las.

O Professor e o Desenvolvimento Curricular (GTI, 2005)

USRI

0 Professor
€0 Programa de Mate
do Ensino Basico

Inclui um conjunto de textos que relatam experiéncias, vividas pelos autores, centradas na gestao,
concretizag¢io e desenvolvimento do curriculo, contribuindo para uma melhor compreenséo das
questoes curriculares.

O professor de Matematica e os projetos de escola (GTI, 2008)

Publicagdo cujo foco é o professor que investiga a sua pratica no ambito de projetos de escola.
Os artigos reunidos mostram que é possivel realizar projetos de escola e gerar dindmicas que
permitam o desenvolvimento profissional dos professores e da cultura de escola.

0 professor de Matematica
& 0s projectos de escola

O professor e o programa de Matematica do ensino basico (GTI, 2010)

0 PROFESSOR
€0 DESENVOLVIMENTO CURRICULAR

Contém o relato de experiéncias, realizadas por professores e formadores dos diferentes niveis
de ensino (do 1.° ciclo do ensino bésico ao ensino superior), que levam a reflexao de que forma
estas podem contribuir em termos do conhecimento para a profissdo, e que mais valias trazem
para a vida das escolas, em particular para o grupo de professores de Matematica.
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Uma trajetdria de aprendizagem para a classificacao
e definicao de quadrilateros

LiNA BRUNHEIRA

A coeréncia é um valor muito importante na matemadtica. A
questdo perturbadora sobre se um quadrado é ou nio um
retangulo, a que atualmente respondemos convictamente “sim”
contrariando as convicgdes dos nossos alunos, poderia ter outra
resposta: “depende” Depende de qué? Das defini¢des que estamos
aadotar para os quadrilateros. Se a nossa defini¢do de retangulo
for “quadrildtero com todos os angulos retos’, o quadrado é um
caso particular do retdngulo. Mas se considerarmos a defini¢cdo
de Euclides (Elementos, Livro I, Silva, s.d.) que afirma sobre
o retangulo “E a figura, que de uma parte for mais comprida,
pode ser rectangula, mas ndo equilatera’; entdo o quadrado
deixa de ser considerado retangulo. Euclides usava assim uma
definicdo exclusiva que conduz a uma classificacio partitiva,
ou seja, que organiza separadamente os objetos, neste caso
figuras geométricas. Se deixdmos de adotar estas defini¢oes
para alguns conceitos é porque existem varias vantagens nas
defini¢des inclusivas, como conduzirem a uma maior economia
na formulagdo de defini¢cdes ou teoremas e simplificarem a
deducédo de propriedades para os conceitos mais especificos
(De Villiers, 1994).

Na verdade, como refere De Villiers (1994), existe uma estreita
relacdo entre as defini¢des e as classificagdes. Uma certa definicao
implica um tipo de classificacdo e uma classificacdo determina
igualmente o tipo de definicdo. Mas entéo por onde comecar?
Serd esta uma questdo do tipo “quem nasceu primeiro, o ovo
ou a galinha”? Em matemadtica, uma teoria comega com termos
primitivos e axiomas, a partir dos quais todas as outras nogoes
sdo definidas e os teoremas sdo demonstrados, usando as regras
do raciocinio légico. Contudo, como explica Pélya (1975), este
encadeamento néo reflete a forma como a matematica é criada
ou como ¢ aprendida. Do ponto de vista do ensino, De Villiers
(2017) refere que persiste uma crenga de que uma boa pratica
significa fornecer primeiro uma defini¢do concisa do conceito,
depois alguns exemplos e contraexemplos e, posteriormente, a
exploracdo das suas propriedades. Contudo, esta abordagem
conduz a ideia errada de que a criacio matemdtica comeca com
defini¢oes (que os alunos ndo sabem de onde vém nem como
foram escolhidas) e que nio existe mais do que uma defini¢ao
para o mesmo conceito. Mais ainda, De Villiers considera
que ao “servir” definicdes acabadas aos alunos se estd a negar
a possibilidade de se envolverem no processo de definir e a
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promover uma imagem da matemdtica como uma ciéncia
“ : ”
absolutista”

De facto, e no caso da aprendizagem das figuras geométricas, a
investigacdo em educagdo matematica tem mostrado evidéncia
que nos leva a questionar a adequacgéo de uma abordagem que
parte das defini¢des para a organizacdo das figuras em classes.
Viérios estudos sobre a aprendizagem dos quadrildteros,
envolvendo alunos, professores e futuros professores, mostram
que frequentemente os individuos conhecem as defini¢des, mas
ndo raciocinam de acordo com tais defini¢des (ver por exemplo
Fuyjita, 2012). Isto significa, por exemplo, que os alunos podem
enunciar corretamente uma definicdo para paralelogramo
sem admitir que o retdngulo pertence a essa classe. Alguns
investigadores, como Hershkowitz (1989), explicam que este
problema se deve, em parte, aquilo a que chamam efeito
prototipo, ou seja, a tendéncia para restringir os conceitos
tomando apenas como exemplos alguns casos especiais e assim
acrescentar atributos desnecessérios ou falsos. Situagdes comuns
que traduzem este fendmeno sdo frequentemente detetadas
pelos professores: achar que um retangulo tem de ter lados
consecutivos diferentes, assumir uma posi¢do convencional com
dois lados horizontais e dois verticais ou até considerar que
os primeiros tém de ser maiores do que os Gltimos. Acontece
que, frequentemente, é o exemplo protétipo que é usado como
base do julgamento que os alunos fazem das figuras e ndo a sua
defini¢do ou as suas propriedades, o que resulta na classificagdo
errada das figuras.

O que fazer entdo? Poderiamos pensar em contrariar a existéncia
de protétipos, no entanto, Hershkowitz alerta também para
que, habitualmente, os individuos ndo assimilam qualquer
exemplo de um conceito sem que antes tenham adquirido um
exemplo protétipo como referéncia. E certo que a exposicio
sistemadtica dos alunos a um leque restrito de exemplos contribui
para reforcar a ideia de que hd exemplos mais representativos
do que outros mas, como refere ainda a autora, a culpa néo é s6
dos manuais escolares ou dos professores que exibem sempre
o mesmo tipo de exemplo. Esta investigadora realizou um
interessante estudo com alunos do 5.° ao 8.° ano, professores
e futuros professores de 1.° ciclo' a quem foi pedido que

1 No original, elementary teachers.
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analisassem defini¢cdes para dois conceitos “inventados” — os
bitrian (figura geométrica que consiste em dois tridngulos
com um vértice comum) e os biquad (figura geométrica que
consiste em dois quadrildteros que partilham um lado) — e a
partir das defini¢oes escolhessem exemplos destes conceitos a
partir de um conjunto de figuras que lhes foi apresentado ou
construissem eles proprios alguns exemplos. Curiosamente,
os resultados revelaram que, mesmo sendo conceitos sobre os
quais nao tinham experiéncia prévia, também se observou o
efeito protétipo pois os participantes tenderam a identificar
muito melhor alguns exemplos relativamente a outros. Esta
experiéncia mostra assim que a maneira como analisamos as
figuras ndo é puramente analitica, mesmo quando partimos de
uma definicéo, e que a forma como percecionamos visualmente
as figuras tem um papel fundamental.

Deixemos a questdo colocada provisoriamente em aberto
e consideremos o conceito de trajetéria hipotética de
aprendizagem.

TRAJETORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAGEM

Quando planificamos o ensino de um tépico tomamos vdrias
decisdes — o que privilegiar, quais as tarefas a propor, como
encaded-las, quais os recursos a usar, quais os papéis dos alunos
e professor em cada momento, etc. A¢des tdo comuns como a
selecdo e encadeamento dos exercicios ou problemas a realizar
do manual refletem a perspetiva que temos sobre a forma como
os alunos aprendem aquele topico, dadas as condi¢des existentes
no momento. De certa forma, concebemos uma trajetdria para
a aprendizagem dos nossos alunos, informada por experiéncias
anteriores, perspetivas mais gerais sobre o ensino e, nalguns
casos, dados da investigagdo. Esta ideia foi desenvolvida por
alguns investigadores, dando origem ao conceito de trajetéria
hipotética de aprendizagem.

Para Clements e Sarama (2004), uma trajetéria hipotética
de aprendizagem compreende trés aspetos: um objetivo de
aprendizagem, uma perspetiva tedrica (ou modelo) sobre a
progressdo no pensamento e aprendizagem das criancas num
determinado dominio e uma sequéncia de tarefas. A trajetéria
baseia-se num modelo de aprendizagem que é suficientemente
explicito para descrever os processos envolvidos na persecucdo
dos objetivos a atingir e concretiza-se através de uma sequéncia
de tarefas que pretende desencadear a atividade matemdtica
que, hipoteticamente, conduzird a progressdo das criancas.
Os investigadores que concebem a sequéncia assumem que
esta constitui um programa particularmente eficaz, mas nio
sugerem que é a Unica, ou mesmo a melhor, para atingir os
objetivos definidos, até porque o curriculo é determinado por
varios outros fatores, como os conhecimentos que os alunos ja
possuem, as suas preferéncias e envolvimento em determinadas
tarefas ou contextos. Este ¢, por um lado, um dos motivos pelos
quais os professores podem e devem construir e/ou adaptar
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trajetérias de aprendizagem, pois s6 os proprios detém o
conhecimento mais completo sobre os seus alunos. Por outro
lado, é também um dos motivos pelos quais uma trajetéria
serd sempre hipotética, na medida em que o professor, a priori,
também ndo pode conhecer completamente a dindmica que
serd desencadeada e, consequentemente, como se processara
o ensino e a aprendizagem.

Para a construgdo destas trajetdrias, os investigadores recorrem a
investigacao ja existente e que pode informar as trés componentes
da trajetéria — os objetivos, o modelo de aprendizagem e a
construgéo das tarefas. Contudo, a implementacao das trajetérias
constitui também um novo campo de investigacdo e uma
oportunidade para aprofundar o conhecimento sobre o ensino
e a aprendizagem.

De seguida, volto a questdo inicial sobre a orientagdo a dar
para o ensino da classificacdo e definicdo de quadrildteros.
Para isso, apresento a trajetéria que tenho desenvolvido nos
ultimos anos com estudantes do 2. ano de uma Licenciatura em
Educacgdo Bésica, as ideias em que assenta e alguns resultados
da investigacdo que poderdo ser tteis aos professores que
pretendam implementar ou adaptar esta trajetdria no 3.° ciclo.

UMA TRAJETORIA PARA A CLASSIFICACAO E DEFINICAO
DE QUADRILATEROS

A trajetdria construida visou a aprendizagem da classificagdo
hierarquica dos quadrilateros e sua definicdo. Contudo, é
importante clarificar que, além do conhecimento sobre como
estas figuras se relacionam e conhecer as definicdes, este
trabalho foi valorizado na medida em que promove o raciocinio
geométrico, evocando processos como a generalizagdo e a
justificacdo, bem como a comunica¢do matemadtica. Além
disso, ha ainda uma vertente relativa a natureza da matematica
associada a compreensdo do que é e qual o papel de uma
defini¢do. No que diz respeito ao modelo de ensino, a trajetdria
estd fundada num ensino de tipo exploratério, onde cabe a
quem aprende uma parte importante do trabalho de descoberta
e construcdo do conhecimento, e numa dindmica de aula em
que se reserva um espaco significativo ao trabalho dos alunos
sobre as tarefas, a par de momentos de discussdo e negociagao
de significados (Ponte, 2005). De seguida apresento as ideias
que orientaram a construcdo da sequéncia de tarefas.

Osresultados dainvestigacdo existente, ja referidos anteriormente,
levaram-me a questionar uma abordagem aos quadrilateros que
se iniciasse com as defini¢oes. Além da ideia de que conhecer a
defini¢do de um conceito ndo implica raciocinar em consonancia
com tal defini¢éo, os quadrilateros colocam-nos ainda um outro
desafio: desde criancgas desenvolvemos uma grande familiaridade
com alguns quadrilateros, especialmente quadrados, retangulos
e losangos, sem conhecer as suas defini¢des (e assim deve ser...)
e, portanto, o nosso conhecimento sobre aquelas figuras esta
fortemente enraizado na nossa experiéncia e nas imagens visuais
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que incorpordmos. Assim, conjeturei que o trabalho com os
quadrilateros devesse alargar essa experiéncia, numa atividade
que aliasse a vertente visual com a vertente analitica. Surge assim
a primeira tarefa da sequéncia — a investigacdo das propriedades
de vérios quadrilateros notaveis (quadrado, retangulo, losango,
paralelogramo, trapézio e papagaio) com recurso ao GeoGebra.
Preparei um conjunto de ficheiros? com construgdes de cada um
destes quadrildteros (ver na figura 1 o exemplo do paralelogramo)
e que foram disponibilizados aos estudantes.

A partir da manipulagdo do quadriltero, os estudantes
responderam a um conjunto de perguntas (ver figura 2) e
registaram as suas conclusdes numa tabela.

Paralelogramo Diagonais

D Ver diagonais

D Ver angulo de intersegao

Ver angulos intemos

D Verificar paralelismo

D Verificar eixos de simetria D Ver pontos médios

Figura 1. Imagem do ficheiro para estudo das propriedades do
paralelogramo

Nesta tarefa propomos que estudes as principais propriedades dos
quadrilteros mais conhecidos.
1. Vejamos o caso do paralelogramo:
« Existem lados congruentes?
» Existem lados paralelos?
« Existe alguma relacdo entre os seus angulos?
« Assuas diagonais sdo congruentes? Intersetam-se nos pontos
médios (bissetam-se)? Qual é a sua posicdo relativa?
« Existem eixos de simetria?

Finalmente, identifiquemos casos particulares. Por exemplo, o
quadrado serd um paralelogramo? E um retangulo? E um papagaio? ...

Figura 2. Questoes formuladas na tarefa para as propriedades do
paralelogramo

A andlise que efetuei sobre a atividade desenvolvida nesta

primeira tarefa da sequéncia identificou alguns resultados

interessantes e aspetos criticos a ter em atengao e que sistematizo
de seguida:

+ O ficheiro do GeoGebra permitiu descobrir com alguma
facilidade as propriedades invariantes em andlise,
pois a manipulacdo da figura com elementos visiveis
(particularmente as medidas) torna muito evidente a
congruéncia de lados ou angulos.

2 Pode aceder a estes ficheiros em https://www.geogebra.org/search/
perform/search/lina%20brunheira escolhendo o nome de cada
quadrildtero que pretende estudar.
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« A manipulagdo da figura permite alargar o conjunto de
imagens visuais que os estudantes associam ao conceito,
particularmente quando o quadrildtero surge em posigoes
ndo convencionais ou com medidas mais “extremadas” (por
exemplo, retdngulos muito estreitos).

Ha uma tendéncia geral no que respeita a atitude dos alunos
face aos casos particulares: os alunos ndo manipulam as figuras
intencionalmente para assumirem casos particulares (por
exemplo, colocar o paralelogramo com a forma de um quadrado)
e, quando estes surgem acidentalmente, tendem a ignora-los
por os considerarem uma espécie de erro de programacdo.
Assim, é importante que o professor “provoque” os alunos
para considerarem estes casos e comecarem a refletir sobre as
relacdes entre os quadrilateros. A discussdo coletiva sobre as
conclusdes dos alunos constitui uma oportunidade fundamental
para esta reflexao.

A primeira tarefa da sequéncia permitiu assim descobrir varias
propriedades dos quadrildteros e comecar a considerar as
relagdes hierdrquicas que surgem ao percebermos, por exemplo,
que é possivel construir um quadrado a partir de um retangulo
ou de um papagaio. Desta forma, a classificacdo dos quadrilateros
comeca a surgir na primeira tarefa, mas ela requer um tratamento
que permita sistematizar estas ideias. Surge assim a segunda
tarefa que recorre a um diagrama de Venn e a um fluxograma
para organizar as figuras (figura 3).

QUADRILATEROS

———

Um par de lados paralelos

e ——

——

Dols pares de lados paralelos

Quatro dngulos
retos

Quatro lados
Iguals

[ 2 ? |

Trapézios

[z 1]

Paralelogramos

=

Papagaios

7|

Retangulos Losangos

Quadrados
Figura 3. Diagrama de Venn e fluxograma da tarefa 2

Nesta tarefa, os estudantes comecaram pelo preenchimento do
diagrama de Venn de acordo com as relagdes que estabeleceram
na tarefa 1 e prosseguiram para o fluxograma onde colocaram
as propriedades que permitem transformar cada quadrilatero
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noutro, seguindo a orientacio das setas. Por exemplo, o espago
que liga o papagaio ao losango foi preenchido com a propriedade
“quatro lados congruentes” (que também pode ser uma defini¢ao
para losango), mas surgiram também outras hipéteses como
“dois eixos de simetria” ou “angulos opostos congruentes” que,
associadas as propriedades do papagaio, implicam que este se
restrinja ao losango. Ainda no fluxograma, colocaram uma nova
seta que completasse o esquema de forma a respeitar todas

as

relagdes encontradas, o que conduziu a ligagdo entre os

paralelogramos e os losangos.

Da anélise da implementacéo desta tarefa destaco os seguintes
aspetos:

.
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A utilizagdo de esquemas visuais como o diagrama ou o
fluxograma sdo fundamentais para organizar e sistematizar
as relacoes encontradas;

O diagrama de Venn torna particularmente evidente as
relagdes inclusivas. Neste caso, surgem algumas ddvidas
a ter em conta: ha alunos que tendem a repetir o mesmo
quadrildtero em todas as zonas em que as propriedades
sejam respeitadas (por exemplo, colocam o quadrado nas
seis zonas possiveis). Este erro evidencia a necessidade de
compreender que, se colocamos o quadrado fora da regido
definida pela propriedade “Quatro lados iguais” significa
que o quadrado ndo respeita essa propriedade, o que é
falso. Outro aspeto a realcar é a importancia de assinalar
quadrilateros ndo notdveis — o conjunto dos quadrilateros
que ndo tém um par de lados paralelos inclui os papagaios
(ndo losangos), mas também outros casos que nio tém
quaisquer propriedades a ndo ser os quatro lados que
definem um quadrilatero.

O fluxograma reforca as relagdes encontradas anteriormente
e estabelece uma primeira ponte para as definicdes. Um
aspeto que pode ser sensivel é a possibilidade de preencher
os espacos de mais do que uma forma, o que deve ser
discutido com os alunos.

As duas formas de organizac¢do sido muito uteis, mas sé se tira
o verdadeiro proveito delas se o professor colocar a discussdo
afirmagdes como: “todos os quadrados sdo retdngulos’,
“todos os paralelogramos sdo losangos” ou “todos os
quadrados sdo papagaios” Estas trés afirmacgoes oferecem
desafios de nivel diferente. A primeira é facilmente aceite
depois do estudo realizado; a segunda é facilmente negada,
mas os alunos tendem a dizer que “os paralelogramos nao
sdo losangos, os losangos é que sao paralelogramos’, o que
estd parcialmente correto porque devemos antes dizer “nem
todos os paralelogramos sdo losangos” — uma subtileza que
pode ser compreendida aludindo a relagdes andlogas como
“nem todos os cdes sdo ddlmatas” em vez de “os cdes ndo sdo
dalmatas” Finalmente, a Gltima afirmacdo representa o maior
desafio, pois a tendéncia ¢ para ndo aceitar que os quadrados
sdo papagaios. Isto acontece porque as imagens protétipo
de cada quadrilatero sédo significativamente diferentes por

haver menos propriedades que sdo partilhadas pelas duas

figuras (o que acontece noutros casos em que as relagoes

sao “indiretas”).
A Ultima tarefa da sequéncia trata finalmente as defini¢oes
de alguns quadrilateros, mas o seu propdsito ¢ muito mais
ambicioso do que apresentar defini¢cdes. Pretendemos que os
estudantes compreendam o que é uma definicdo, se envolvam
na sua construcio e discutam o interesse de umas defini¢oes
relativamente a outras, em particular, a vantagem de chegar
a defini¢cdes econdmicas, ou seja, um conjunto de condi¢des
minimo para definir a figura. Desta forma, a tarefa 3 (figura 4)
parte das propriedades de trés quadrilateros nio identificados (A
— paralelogramo, B — retangulo, C — papagaio) e que os alunos
devem comecar por reconhecer. O trabalho com as defini¢oes
comeca com a escolha de propriedades que determinem a figura
e prossegue com uma selecao “mais econdémica” A sugestao da
utilizacdo de um geoplano de 11 por 11 decorre da necessidade
de fazer vérias experiéncias de construcdo de poligonos que
respeitem as propriedades enunciadas usando um instrumento
que promova o rigor da construcao. A utilizagdo de um ambiente
de geometria dindmica (AGD) é também adequado para testar
tais construcdes.

Quadrilatero A

Quadrilatero B

Quadrilatero C

Al. Dois pares de
angulos opostos iguais
A2. As diagonais
bissetam-se

A3. Os lados opostos
sdo iguais

A4. Os angulos
consecutivos sao
suplementares

A5. Dois pares de lados
paralelos

Bl. As diagonais sdo
iguais

B2. As diagonais
bissetam-se

B3. Os lados séo iguais
dois a dois

B4. Os 4ngulos sdo
todos iguais

B5. Dois pares de lados
paralelos

Cl. Lados consecutivos
iguais dois a dois

C2. As diagonais sao
perpendiculares

C3. Uma diagonal
bisseta a outra

C4. Dois angulos
opostos iguais

C5. Um eixo de
simetria contendo dois
vértices.

Para as questdes seguintes, usa o geoplano de 11 por 11. Faz

o registo em papel ponteado de algumas figuras de forma a

argumentar as tuas escolhas.

2. Descobre quais sdo os quadrilateros designados por A, B e C.

3.Serd possivel definir o quadrilitero A usando apenas uma
propriedade? Se sim, qual? H4 mais do que uma possibilidade?
E duas propriedades? Justifica as tuas escolhas.

4. Faz o mesmo estudo para os quadrilateros B e C.

Figura 4. Excerto da tarefa 3 sobre defini¢des

Nesta tarefa destaco os seguintes aspetos:

» Depois do estudo realizado anteriormente, os alunos
descobrem facilmente quais sdo os quadrilateros designados
por A, BeC.

+ O paralelogramo (A) surpreende por ser possivel defini-lo
usando, isoladamente, qualquer uma das propriedades
apresentadas. Este caso é particularmente importante
para que compreendam que podem existir defini¢cdes
equivalentes e discutir a razdo pela qual algumas sdo mais
adotadas do que outras (por exemplo, A5 é muito mais
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comum do que A2).

+ O retingulo (B) tem apenas uma possibilidade de ser
definido por uma unica propriedade (B4), no entanto, a
conjuncdo de duas propriedades como as referentes as
diagonais (B1 e B2) resulta também noutra defini¢do. Se
acrescentarmos qualquer outra propriedade a definicdo
continua correta, mas deixa de ser econdmica — o que
constitui uma oportunidade para perceber este conceito.

+ O papagaio (C) apresenta uma propriedade (C5) que envolve
um eixo de simetria e que permite definir o quadrildtero
— uma propriedade que ndo é muito utilizada, mas pode
ser eficaz se estivermos a construir a figura num AGD - o
que mais uma vez conduz a relevancia de umas defini¢oes
face a outras. De registar que neste quadrilatero surge com
frequéncia a proposta de o definir usando apenas C2 ou
C3. Isto acontece porque, quando pensamos em segmentos
perpendiculares, imaginamos quase sempre que um bisseta
outro (e vice-versa), acrescentando assim uma propriedade
sem que nos apercebamos.

COMENTARIOS FINAIS

Neste artigo falei essencialmente de geometria, da aprendizagem
dos quadrildteros e do que nos diz a investigacdo sobre este
assunto. Contudo, gostaria que encontrassem nele uma
mensagem transversal relativamente ao ensino de qualquer
tdpico, seja um conteudo, seja uma capacidade. Todos sabemos
0 quao importantes sdo as tarefas que propomos aos alunos.
Exercicios, problemas, investigacoes, seja qual for a sua natureza,
escolhemo-las pelo seu valor intrinseco, pelo potencial que
encontramos em cada uma. Contudo, tdo importante como
a escolha da tarefa, é a sua sequenciacdo. Uma tarefa pode
parecer-nos muito interessante, mas se nao for intencionalmente
enquadrada numa planificacio mais ampla, onde faga sentido,
e por uma pratica consistente com os nossos objetivos, boa
parte do seu potencial pode perder-se. Os resultados da
investigacdo podem ajudar-nos neste aspeto e, certamente, a
nossa experiéncia e conhecimento. No seu conjunto, sdo eles
que apoiam a construgdo de trajetérias de aprendizagem.

No que respeita a aprendizagem da classificacdo de quadrilateros,
esta serd, provavelmente, um processo sempre bastante dificil.
Apesar de o processo de classificar ser inerente a nossa condigéo
humana e estar presente em tantas atividades, na verdade,
hd vérios fatores que o tornam bastante complexo. Como
afirmam Mariotti e Fischbein (1997), as classifica¢gdes formais
recorrem frequentemente a critérios estruturais que ndo sdo
imediatamente claros e estdo longe dos critérios percetuais aos
quais estamos habituados a remeter a atividade espontinea de
classificar.

A aprendizagem das defini¢cées dos quadrildteros ndo serd
algo tdo complexo se a restringirmos a simples memorizacéo.
Contudo, a literatura mostra que saber dizer a defini¢do ndo

significa conhecer o conceito pois, como explica Vinner (1983),
quando mobilizamos um conceito evocamos sobretudo as suas
representacdes (imagens mentais, experiéncias, etc.), o que é
particularmente verdade no caso das figuras geométricas em
que os conceitos tém uma componente declarativa mas também
uma visual.

Estas dificuldades colocam aos professores e investigadores a
responsabilidade de procurarem as estratégias mais adequadas
com vista a melhoria das aprendizagens. A trajetéria que
apresento neste artigo constitui um contributo nesse sentido.
Como expliquei anteriormente a propdsito do conceito de
trajetéria, ndo assumo que seja a inica via ou mesmo a melhor.
Também como fui referindo a propésito de cada tarefa, ndo é um
caminho sem adversidade. Surgem vdrias dividas, questoes e até
controvérsias que nem sempre sio faceis de ultrapassar. Contudo,
atrevo-me a dizer que qualquer outro caminho que néo suscite
estes problemas estd a encobrir as dificuldades que os alunos tém
com estes assuntos. Promover oportunidades para que sejam os
alunos a construir o seu conhecimento com compreensio é um
caminho desafiante e trabalhoso mas, simultaneamente, mais
proveitoso do ponto de vista da aprendizagem. Aprendizagem
dos alunos, sobre os conteddos matemadticos e em torno das
capacidades que queremos desenvolver, mas também do
professor a quem se oferece uma janela sobre o conhecimento
e o pensamento dos seus alunos.
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O que a investigacdo nos diz acerca da aprendizagem
da matematica com conexdes — ideias da teoria

ilustradas com exemplos

ANA PAuiA CANAVARRO

Ponto prévio

Este artigo tem como proposito sintetizar ideias da investigacdo
atual em educagdo matematica sobre a aprendizagem de conexdes
pelos alunos, procurando debrugar-se sobre as potencialidades
das conexdes relativamente a visdo dos alunos sobre a
Matemadtica e aos conhecimentos e processos matematicos
que podem desenvolver. Para tal, discuto o que se entende
por conexoes, considerando a sua diversidade e proposito, e
apresento duas estratégias produtivas para a abordagem de
conexdes com os alunos — a exploragdo de representacdes
multiplas e a utilizacdo da modelagdo matemadtica. Isto porque
ndo basta convocar a undnime bondade das conexoes, é preciso
saber como as promover, na teoria e na pratica. As ideias aqui
abordadas sdo vélidas para qualquer ciclo de escolaridade —
ilustro-as sobretudo com exemplos dos primeiros ciclos de
escolaridade pela atual oportunidade que me oferece o projeto
MatDance em que estou envolvida com Mercedes Prieto, um
projeto de desenvolvimento curricular e investigacdo que
corporiza ele mesmo as conexdes entre a Matemadtica e a Danga,
concretizadas no 1.° ciclo de escolaridade. Esclareco ainda que
para a elaboracdo deste artigo contribui um conjunto vasto de
referéncias bibliograficas mas apenas refiro as mais incisivas
e acessiveis para ndo sobrecarregar o texto. Recordo ainda
que a Revista Educagdo e Matemdtica n° 110, de 2010, é uma
revista temdtica dedicada as Conexdes, que tem como editora
convidada Susana Carreira, e constitui um excelente recurso
para aprofundar este tema.

DUAS IDEIAS SOBRE AS CONEXOES

O conceito de conexdo, reportado com este vocdbulo,
projetou-se em 2000, quando o NCTM elegeu as conexoes
como um processo matematico essencial a desenvolver pelos
alunos de qualquer idade, desde a educacio infantil ao 12.° ano
(NCTM, 2000). Até entdo, era mais vulgar ouvir-se referéncias as
relagdes da Matemdtica com outras dreas, as suas aplicagdes ou
até a modelagdo matemdtica. A adogdo de um termo especifico
até entdo quase nada usado e a atribuicdo de um estatuto igual
ao da resolucdo de problemas ou raciocinio matematico,
evidenciaram a importancia da abordagem das conexdes na
aula de matematica.
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Mas a que se referem afinal as conexdes? Destacam-se na
literatura duas ideias transversais.

A primeira ideia tem a ver com a diversidade das conexdes.
Em geral, a literatura especifica conexdes entre a Matemadtica
e as outras disciplinas ou dominios do saber como a Fisica,
a Medicina ou as Artes, entre a Matemdtica e a vida real,
incluindo as préticas culturais didrias como tomar banho,
fazer desporto ou ir ao supermercado, entre a Matematica e
as profissdes ou mundo do trabalho, como a engenharia, a
pastelaria ou a produgéo de tapetes de Arraiolos. Sdo também
muito frequentes as referéncias as conexdes dentro da prépria
Matematica, quer entre contetidos de dominios distintos como,
por exemplo, a Aritmética e a Geometria, quer entre conceitos
e procedimentos, como por exemplo entre o conceito de area
e o(s) procedimento(s) adotado(s) para determinar o seu valor.
Referidas talvez com menos énfase sdo as conexdes relativas aos
diferentes estadios de desenvolvimento das ideias e conceitos
matematicos, que deveriam ter as conce¢des e conhecimentos
prévios que os alunos transportam consigo para a escola
como ponto de partida para novas aquisicoes e ampliacoes de
conhecimentos com vista a construgao progressiva de um corpus
mais formalizado e abstrato.

A segunda ideia tem a ver com o propdsito das conexdes. Muitas
sdo as ideias que se encontram na literatura relativas a conexoes
e que tém a ver com ligar, relacionar, ancorar, articular, associar...
mas o seu objetivo fundamental néo se basta com proporcionar
o conhecimento de relagdes mais ou menos engragadas, mais ou
menos insuspeitadas, entre diferentes dominios da Matematica
ou para além dela. Por exemplo, pode ser interessante reparar
que a soma de n nimeros impares consecutivos é um nimero
quadrado e a ilustracdo deste resultado com desenhos de
quadrados progressivamente maiores é muito sugestiva, mas
amera observacio ndo garante ir além da curiosidade. O grande
proposito das conexdes é que ampliem a compreensdo das ideias
e dos conceitos que nelas estdo envolvidos e, consequentemente,
permitam aos alunos dar sentido 8 Matematica e entender esta
disciplina como coerente, articulada e poderosa — em vez de
ser perspetivada, como recorrentemente acontece, como uma
colecdo de regras ad-hoc a aplicar em situagdes particulares
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pré-determinadas e sem outra utilidade para além da de passar
nos testes.

A intencionalidade desta abordagem as conexdes é bem
patente nos Principios e Normas para a Matematica Escolar,
que defendem que os alunos devem ser capazes de reconhecer
e usar conexoes entre ideias matematicas, de compreender
como as ideias se inter-relacionam e se constroem umas com
as outras de modo a produzir um todo coerente e, por ultimo,
de reconhecer e aplicar a Matematica em contextos exteriores
a Matematica (NCTM, 2000).

Como tirar entdo partido das conexdes para ampliar a
compreensdo da Matematica pelos alunos? Naturalmente,
ndo basta enunciar a sua existéncia ou apresentar exemplos
esporadicos. As conexdes precisam de integrar a experiéncia
matematica dos alunos, de forma intencional e continuada. A
investigacdo tem vindo a mostrar que existem duas estratégias
que apoiam de forma eficaz a abordagem das conexdes: uma
delas é a exploracdo de representacdes multiplas e suas
inter-relacdes, a outra é a da utilizacdo da modelagdo
matematica como uma tarefa estruturante do trabalho na aula.
O que referir sobre cada uma delas?

A EXPLORAGAO DE REPRESENTAGCOES MULTIPLAS
COMO ESTRATEGIA PARA AS CONEXOES

A representacdo — considerada também pelo NCTM (2000)
como um processo matematico fundamental — constitui a
possibilidade de comunicagéo acerca dos entes matematicos,
por natureza abstratos e, portanto, sem existéncia palpével
no mundo dos objetos em que vivemos. Muitas vezes se
esquece que, por exemplo, o quadrado ndo existe sendo na
nossa imaginacdo. O desenho que dele fazemos num papel, o
quadrado que recortamos em cartolina, a descricdo que dele
fazemos, a designacdo [ABCD], todas sdo meras representagoes
desse ente perfeito que idealizamos, representacoes apenas
aproximadas mas que tém a vantagem de nos permitir lidar
com o quadrado em diversas situa¢des. E assim é para todos
os conceitos matemadticos, a comecar pelos préprios ndmeros.

O uso de representagdes multiplas e a exploracdo das suas
inter-relacdes, frequentemente referidas como conexoes
entre representagdes, oferece uma oportunidade impar para
o estabelecimento de conexdes, nomeadamente de conexdes
dentro da prépria Matemédtica — mas ndo sé. A investigacao tem
vindo a revelar que quando os alunos aprendem a representar,
discutir e estabelecer conexdes entre as ideias matemadticas,
conseguem aprofundar a sua compreensdo sobre essas ideias
(NCTM, 2014). Vérios estudos mostram que a profundidade
da compreensdo estd relacionada com a forga das conexdes
entre as representagdes matemadticas que os alunos tiverem
interiorizado. Cada representagdo funciona como uma lente
e a sua conjugacdo proporciona uma imagem mais completa e
articulada do conceito (Tripathi, 2008). Isto significa que néo

OUTUBRO ::

basta conhecer diferentes representagdes sobre uma mesma
ideia. Para se ganhar compreensio, é necessério estabelecer
pontes entre as diferentes representagdes disponiveis e
interpretar umas a luz das outras.

O esquema de Lesh, Post e Behr (1987) (figura 1) reporta-se a
cinco diferentes representagdes que podem ser convocadas para
cada conceito, evidenciando as relagdes entre essas diferentes

//-m\\
<N/

G @D

Figura 1. Representacdes matematicas e suas conexdes

A representacdo simbolica é uma representacdo por exceléncia
da Matematica. Os simbolos tém um lugar dnico, o seu uso
simplifica eficazmente a forma de referenciar algo e a sua
manipulacdo permite alcangar resultados que, sem eles, seriam
de todo impossiveis. No entanto, a artilharia simbdlica nédo é
tudo e por detras dela ficam camuflados os significados que se
revelam através da visualizagdo das imagens (a que Bruner chama
representacgdo iconica), da experiéncia com os objetos fisicos
que se movem no espago (a que Bruner chama representagio
ativa), situados em determinados contextos, e que podem ser
explicados pelo uso da palavra oral ou escrita.

A titulo ilustrativo, podemos recorrer ao exemplo da fragdo. O
simbolo % é muito eficaz e utiliza-se bem desde que negociados
os significados dos dois nimeros usados e separados por um
traco. Além disso, nomeia-se facilmente: um sobre dois ou um
meio. Mas a imagem que recorre ao circulo, por exemplo, mostra
quanto € o todo inteiro, a sua meia parte e até que sobra outra
meia parte e que as duas meias partes juntas se completam — e
mostra-o de forma intuitiva sem qualquer negociacao prévia —
tal como acontece se um circulo de papel for dobrado ao meio e
intencionalmente manipulado. Pode até experimentar-se que se
se dobrar o semicirculo obtido também ao meio, se obtém quatro
partes iguais, aproveitar para introduzir o conceito de um quarto,
representa-lo por %4, observar que dois quartos correspondem a
um meio, escrever % + % = % ... Até ao momento, ja implicimos, &
excecdo da contextual, as diferentes representagdes, relacionando
0 universo numeérico e o geométrico, mantendo-nos dentro
da Matematica. No entanto, se % se reportar, por exemplo, a
amplitude da volta que um dangarino executa ao girar sobre os
seus proprios pés, a representacio contextual vem estabelecer a
conexdo das anteriores com a realidade. Neste caso, a designacao
“um meio” passa a ser “meia volta” e ndo hd ddavidas de que
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dois quartos de volta sio meia volta e que meia volta mais um
quarto de volta sdo trés quartos de volta — abrindo lugar ao
aparecimento natural da escrita simbolica que acompanha a
percecdo do movimento fisico do corpo, de um seu possivel
registo por imagem (figura 2), da sua explicacdo por palavras...
Daqui podem despoletar muitas ideias interessantes — por
exemplo, se se girarem meias voltas um niimero par de vezes,
completam-se voltas inteiras e fica-se voltado para o mesmo
ponto; mas se se girarem meias voltas um niimero impar de
vezes, completam-se voltas e meia e fica-se voltado para o ponto
oposto. E um excelente ponto de partida para iniciar a adi¢io ou
mesmo a multiplicacdo de fragoes, podendo as regras derivar da
andlise dos casos concretos que sdo experienciados e tém sentido.

d) Dois quartos de volta

d) Um quarto de volta mais
meia volta

Figura 2. Representacdo visual de voltas e quartos de volta de
alunos no Projeto MatDance

Quando se convocam diferentes representacdes para um
mesmo conceito, em geral conectam-se diferentes dominios
da Matemadtica pois a representacdo visual recorre com
frequéncia a figuras geométricas e a representacio fisica a
objetos tridimensionais, entre os quais estd o proprio corpo com
asua insercdo e ocupagio espacial. A representacao contextual,
quando pertinente, possibilita a relacdo do(s) conceito(s) com
a situacdo extra-matemadtica em exploracéo.

Note-se que para estabelecer conexdes ndo basta apresentar
aos alunos diferentes representagdes. A presenca de diversas
representagdes nio garante o aprofundamento da compreenséo
per si. Gojak (2013), por exemplo, refere-se ao uso de materiais
manipuldveis para a introdu¢io de conceitos mas, como ela
afirma, muitas vezes estes surgem com intuito de motivacéo
dos alunos ou de ilustrar alguma ideia sem que revertam para

conhecimento
extra-matematico (CEM)

N\

modelo real ("
conhecimento
extra-matematico (CEM) \ﬁ

situacdo ﬁ—'> *

real da situacido

resultados| |
reais

Resto do mundo

representacio mental

a exploracio ou articulagdo da representacio fisica com a(s)
outra(s) utilizada(s). O estabelecer de conexdes tem de ser
intencionalmente preparado pelo professor. Os alunos precisam
de ter experiéncias em que sejam apoiados nos seus esforcos
de estabelecer conexdes entre o que fazem com os materiais
manipuldveis e as ideias matemadticas que estes representam —
e isto é vélido para quaisquer representagoes.

A MODELAGCAO MATEMATICA COMO ESTRATEGIA PARA
AS CONEXOES

A modelacdo matematica é um processo composto por uma
sequéncia de fases bem identificadas em que se estabelecem
pontes entre 0 mundo nio matemédtico e o matematico. Rita
Borromeo Ferri prop6s um ciclo de modelagio para o trabalho
na sala de aula que pode ser adotado em qualquer nivel de
escolaridade e ndo apenas em anos mais avancados, como por
vezes tende a pensar-se. Este ciclo foi publicado na Educagéo
e Matemadtica 110, de onde recupero a figura 3.

Como a figura 3 bem ilustra — adotando uma representacédo
visual — a modelacdo consiste essencialmente em matematizar,
através de um objeto matemdtico, uma dada situacdo de um
contexto extra-matematico, a qual se analisa e simplifica de modo
a ficar tratavel, retirando dessa matematizacéo a possibilidade
de agir sobre a situagdo real, tirando beneficios desse uso da
Matemdtica.

Assim, o ciclo de modelacdo constitui uma ferramenta para o
estabelecimento de conexdes, nomeadamente, de conexdes entre
a Matemadtica e o que estd para além dela, sejam outras disciplinas,
outros dominios do saber, sejam ciéncias, humanidades ou artes,
ou a vida do dia-a-dia e suas praticas reais. Muito embora se
adeque na perfeicdo a situagdes que podem ser matematizadas
através de fungdes matemadticas, também funciona no &mbito
de modelos mateméticos de outros tipos, como, por exemplo,
um esquema que traduz uma situagéo.

Ilustro este cendrio menos comum recorrendo de novo ao projeto
MatDance. Os alunos, que haviam recentemente aprendido

| Compreender a tarefa
( ) modelo 2

5 Simplificar/Estruturar a
matematico

tarefa; utilizagio/necessidade
de CEM, dependendo da
tarefa

3 Matematizagio; CEM é aqui
fortemente necessirio

4 Trabalhar matematicamente;
utilizacio de conhecimentos

| resultados i
o matemdticos
5 Interpretagio
- 6 Validagio
Matemdtica

Figura 3. Ciclo de modelagdo matemadtica (Ferri, 2010)
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« Danga-se em quadrilhas;

« Tem de caber dois passos por lado do
quadrado;

+ 0s pares e os contra pares fazem uma
vénia

*Também existem cumprimentos na
diagonal

« Tem de haver seis quadrilhas
alinhadas para os 24 alunos da turma

modelo real (7}
conhecimento
hc:::: poden extra-matemitico (CEM) \£
conseguir situaglio nl
dangar bem real

o Vira da
Elvira?

* representagio mental
da situagio

Figura 4. Conexdes entre a matematica e a danga, com o modelo dos quadrados para marcar o chio e dancar melhor

uma nova danca, a do Vira da Elvira, procuravam melhorar a
imagem global da coreografia executada pela turma, ainda muito
desconcertada. Surgiu a ideia de se marcar o chdo com pontos
chave que permitissem a cada um dangar no(s) sitio(s) certo(s).
Revistos em conjunto os conhecimentos extra-matematicos
relativos as condicionantes da danca, cada grupo de criangas
apresentou uma proposta e foi eleito o esquema que se observa
na figura 4, correspondendo ao modelo que explica a danca das
quadrilhas (grupos de quatro dangarinos). E aqui o quadrado
jando é s6 um quadrado desenhado numa folha de papel.
Trata-se de um quadrado simultaneamente estdtico que se
refere a posicoes de dancarinos, mas também de um quadrado
dindmico que incorpora o percurso realizado pelos dangarinos
quando “percorrem” o quadrado e se detém nas vénias sobre os
seus lados e sobre as suas diagonais. E a designagdo [ABCD] ja
ndo é uma mera representacgdo simbdlica porque A, B, Ce D séo
os quatro dangarinos que compdem a quadrilha e que trazem
vestidos dorsais com as correspondentes letras. E a solugdo
gerada pelo modelo para o problema, que se traduz por dangar
sobre as marcas entretanto desenhadas no chdo em func¢io da
proposta desenhada, pode ser apreciada e validada tal e qual ou
ajustada e melhorada. Com esta experiéncia, os alunos tém a
oportunidade de estabelecer diversas conexdes, aprofundando
a compreensio sobre o que é um quadrado, os elementos que o
compoem, as relacoes entre eles e até as fungdes que podem ter.
A modelagdo matemdtica proporciona a oportunidade de os
alunos relacionarem efetivamente as situagoes extra-matematicas
com a Matematica que se lhes adequa, que as explica e que, de
algum modo, as controla. Esta experiéncia, que deve contemplar

aimplicacdo dos alunos em todas as fases do processo, reverte
para o desenvolvimento de multiplas capacidades e para a
atribuicdo de sentido e valor aos conhecimentos matematicos,
sendo o reconhecimento da utilidade da Matemdtica pelos alunos
uma das principais vantagens que a investigacdo reporta deste
tipo de abordagem (Pierce & Stacey, 2006).

A modelacio e a experiéncia que ela comporta pode constituir
uma oportunidade para proporcionar uma pratica matematica
mais realista e completa aos alunos. Na realidade, a investigacdo
tem vindo a revelar que a Matemadtica escolarizada que os
alunos aprendem diariamente nas salas de aulas ndo os prepara
necessariamente para lidar com situagoes efetivamente reais
(Bonotto, 2001). Nestes casos, a utilizagdo de estratégias
matematicas locais situadas no contexto sdo mais eficazes do
que os algoritmos que sdo em geral ensinados na escola — estes
sdo procedimentos genéricos poderosos mas que acabam por ter
dificuldade em se adequar a muitos contextos extra-escolares.
Levar para a sala de aula exemplos de situacdes da realidade ndo
é suficiente para o estabelecimento de conexdes. E necessario
que os alunos tenham oportunidade “de experiéncia” que lhes
permita conectar os dois mundos apartados: a vida além da sala
de aula e a Matematica da sala de aula.

SINTESE: O QUE PROPORCIONAM AS CONEXOES EM
TERMOS DA APRENDIZAGEM DOS ALUNOS?

Sistematizando resultados da investigacdo sobre a aprendizagem
da matematica com conexdes, destaco os seguintes pontos
relevantes que diversos estudos evidenciam de forma transversal:

+ Os alunos aprendem com maior aprofundamento
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da compreensio, nomeadamente diversas
representagdes sdo conectadas;

+ Os alunos conseguem conceber a Matemdtica como uma
atividade que faz sentido;

+ Os alunos desenvolvem capacidades transversais,
nomeadamente de interrogar e interpretar no contexto das
conexoes abordadas;

+ Os alunos desenvolvem uma atitude mais favordvel
relativamente & Matemadtica, apreciando o seu valor como
explicacdo das situagcdes extra-matemdticas e possibilidade
de predicdo/intervengéo sobre essas situagoes;

+ Os alunos aprendem néo s6 contetidos da matemdtica como
também dos assuntos extra-matemadticos que sdo abordados.

quando

A investigacdo mostra também que estas aprendizagens
requerem intencionalidade por parte do professor e trabalho
sistemadtico, sendo mais eficazes quando as conexdes sdo
assumidas como uma forma de abordar a Matemadtica nas
praticas didrias — o que tem vindo a acontecer, que haja registo,
no contexto de projetos interdisciplinares. A investigacdo mostra
também que esta abordagem ainda tem muito caminho a fazer
e que se depara com grandes desafios no que diz respeito ao
curriculo de matemadtica a diversos niveis — o curriculo oficial
é exclusivamente focado nos seus contetdos disciplinares, os
materiais curriculares tém uma l6gica eminentemente disciplinar,
o curriculo de matematica praticado pelos professores estabelece
conexdes de forma esporddica e o curriculo avaliado ainda ndo
contempla as conexdes nos conteddos avaliados.

W
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42nd Annual Meeting
July 3-8, 2018

Umea, Sweden

O 42nd Annual Meeting of the International Group for the Psychology of Mathematics Education
(PME) realiza-se entre 3 e 8 de julho de 2018, na cidade de Umea, situada no norte da Suécia. Este ano
dedica-se ao tema “Delight in Mathematics Education’; focando-se nos aspetos que contribuem para um
ensino e uma aprendizagem da Matemadtica divertidos, significativos e inspiradores, tanto para os professores

COmo para os alunos.

As datas de inscrigdo e de submissé@o de propostas, o programa e outras informacgdes tteis estdo disponiveis

no site: http://www.pme42.se/
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

O dobro do outro

Temos duas semirretas r e s, com a mesma origem, e um ponto P entre elas.
Queremos unir as semirretas por um segmento de reta AB passando por P.

Onde deve ficar o ponto A (ou o B) de modo que a distancia AP seja o dobro

da PB?

Nota: Problema de Wayne Wickelgren, publicado no livro How to Solve
Mathematical Problems, Dover Publications, Nova lorque, 1995.

(Respostas até 31 de margo, para zepaulo46@gmail.com)

JOSE PAULO VIANA

O problema proposto no numero 142 de Educacdo e
Matemadtica foi este:

O Mdrio afirmou:

— Se tiver um geoplano de malha quadriculada suficientemente
grande, consigo construir um tridngulo retdngulo em que nenhum
dos lados é horizontal ou vertical e com as suas medidas a serem
numeros inteiros! Serd que o Madrio tem razdo?

Se sim, em drea, qual é o menor desses tridngulos?
Recebemos cinco respostas, enviadas por Alberto Canelas
(Queluz), Carlos Dias, Ernesto Mota (Lisboa), Luis Pedrosa
Santos (Caldas da Rainha) e Mério Roque (Guimaraes).

Demos a palavra ao Carlos:

Temos que encontrar trés tridngulos retdngulos que satisfacam
as seguintes condigoes:

1- Tenham lados de comprimento inteiro

2- Sejam retangulos

3- Dois deles sejam semelhantes

4- As hipotenusas desses dois sejam iguais aos catetos do terceiro.
Depois, usou uma folha de célculo e um programa de visual basic
para encontrar todos os tridngulos com catetos inferiores a 1000.
Por curiosidade, indica o mais “bicudo” (95, 900, 905) e o mais
“parecido” a um isésceles (595, 600, 845). No fim, acrescenta:
Ndo me agrada o modo como resolvi este problema. OK,
funcionou, mas ndo me agrada. Ndo me agrada por ser do tipo
“for¢a bruta’.

Outros leitores comegaram também por indicar as restri¢oes
a impor.

Como diz o Alberto:

Para que tanto os catetos como a hipotenusa do tridngulo referido
pelo Mdrio respeitem as premissas do problema tém de verificar-
se duas condigies:

a) A medida dos lados do tridngulo tém de constituir um terno
pitagorico;

b) Cada um dos catetos desse tridngulo é a hipotenusa de um

No geoplano

tridngulo retdngulo cuja medida dos lados constitui também
um terno pitagorico.

Na mesma linha de pensamento, o Luis acrescenta:

A partir dos primeiros ternos pitagoricos primitivos (3, 4, 5),
(5,12, 13), ... e dos produtos destes por fatores inteiros elabora-
se uma lista de ternos.

Agora, procuram-se naquela lista os dois ternos mais pequenos,
cujos terceiros elementos sejam os dois primeiros de um terceiro
terno; isto é, genericamente, se se tiver os ternos (a, b, c) e
(d, e, f), procura-se a existéncia de um terceiro terno (c, f, g).

O Ernesto reforca uma das condi¢des necessarias:

Os dois ternos pitagoricos que ddo origem

aos catetos do tridngulo procurado (no
10850 caso 9-12-15 e 12-16-20) tém de ser 12
muiltiplos de um mesmo terno pitagorico
primitivo (neste caso, 3-4-5).

Para todos estes leitores, o menor
tridangulo nas condi¢des impostas tem
como medidas dos lados 15-20-25.

Finalmente, o Alberto vai mais longe e indica uma forma de
encontrar todos os tridangulos do tipo procurado:

Em geral, podemos afirmar que se representarmos por a;-bi-c; e
aj-bj-cj ternos pitagdricos primitivos (em que i e j sdo niimeros
inteiros positivos, iguais ou diferentes, e representam o niimero de
ordem do terno) e por k um nilmero inteiro positivo, sao solugées
do problema os tridngulos retangulos correspondentes aos ternos
pitagoricos dados pela formula seguinte:

kac-kbc-keg,
Por exemplo, a partir dos ternos 3-4-5 e 5-12-13 e com k=1,
obtemos quer o tridngulo 3x13, 4x13, 5x13 ou 39-52-65

quer o tridngulo 5x5, 12x5, 13x5 ou 25-60-65

Ambos sdo tridngulos retangulos construiveis num geoplano,
sem que qualquer dos lados seja horizontal ou vertical.

O PROBLEMA DESTE NUMERO
José Paulo Viana
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Sublinhandoresultadosdainvestigacdoem modelacao
matematica e aplicacdes na aprendizagem

SUSANA CARREIRA

Um ensino da Matemadtica que ignore ou descarte, como algo
supérfluo, a atividade de modelagdo matematica e as aplicagoes
da Matemdtica em problemas do mundo real, representa um
dano para a educagdo matematica dos jovens e futuros cidaddos.
Esta afirmacéo perentdria tem hoje uma clara fundamentagao
em inumeras recomendagdes e orientacdes internacionais,
entre as quais bastara mencionar a reiterada énfase dada
pelos suportes tedricos dos estudos do PISA a capacidade de
interpretacdo, compreensdo, andlise e tratamento matematico
de situagdes mais ou menos complexas que envolvem problemas
da vida quotidiana e fenémenos do mundo real, tanto fisico
como social, como da esfera do trabalho. Muitas vezes, tais
problemas ou situagdes problemdticas sdo designados como
fracamente estruturados (ill-structured no Inglés) para acentuar
a sua natureza indeterminada, ambigua, passivel de multiplas
abordagens, por vezes confusa e desordenada, por contraste com
questdes ou problemas cuja estrutura matemadtica se apresenta
como mais definida e previsivel.

H4 ainda vdrias ideias enraizadas quanto a forma de ver
a modelacdo matemdtica no ensino e aprendizagem da
Matemdtica. Uma delas é a de que esta atividade pressupoe
uma base prévia de conhecimentos matematicos, sem os quais
o aluno serd incapaz de construir e desenvolver um modelo
matematico plausivel da realidade. Esta ideia tem vindo a ser

contestada por estudos e experiéncias que tém revelado
nitidamente que as criancas, desde cedo, tém a capacidade de
trabalhar em problemas de modelagdo matematica e de criar
modelos vilidos e interessantes para diversas situagdes sobre
as quais sdo capazes de pensar, refletir e investigar.

Igualmente, hd que salientar duas velhas resisténcias com as
quais se dissimula, muitas vezes, a rejeicdo ou a recusa de incluir
amodelacdo matematica e as aplicacdes na aula de Matematica,
desde o 1.° ciclo do ensino bésico ao ensino superior. A primeira
é a ideia de que as tarefas de modelagdo requerem um tempo
prolongado e porventura excessivo para a sua realizacdo. Com
efeito, sdo olhadas, por vezes, como um entrave a um certo tipo
de ensino, altamente centrado nos conteidos, na formalizacio e
no treino de técnicas matemdticas. A segunda resisténcia consiste
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na visdo de que a modela¢do matematica nao é verdadeiramente
Matemdtica e ndo cabe nos chamados “conteddos matematicos’,
nédo merecendo, por isso, a mesma prioridade e a mesma urgéncia
na aula de Matematica. Fica, pois, reservada para um momento
de eventual desafogo na planificacéo do ensino e adquire entdo
o0 estatuto de uma atividade recreativa e diferente para motivar
os alunos ou desanuviar a sala de aula.

A investigacdo e os estudos ja produzidos, tanto a nivel tedrico
como de experiéncias no terreno, tém, contudo feito vingar
resultados e conclusdes que contrariam francamente estas e
outras ideias cristalizadas. Hoje, podemos afirmar com bastante
seguranca que a modelacdo matemadtica tem uma importancia
irrefutavel na aprendizagem da Matematica de todos os alunos e
em todos os niveis de ensino. Sdo varios os féruns internacionais
em que o debate e a investigagao se tém desenvolvido e afirmado,
neste dominio. Destacaria, por uma questio de brevidade,
organizagdes como o ICTMA (International Community
of Teachers of Mathematical Modelling and Applications)
e o ERME (European Society for Research in Mathematics
Education), no tltimo dos quais existe um Thematic Working
Group on Applications and Modelling. Serdo, genericamente,
estes dois féruns que servirdo de base a algumas das notas
que me proponho dar neste artigo, relativamente a alguns dos
principais contributos da inclusdo de modelagéo e aplicagdes
na aprendizagem dos alunos.

Antes, porém, importa salientar que ao falar de aprendizagem
estarei a dar uma latitude alargada ao conceito, incluindo nessa
amplitude aspetos que, embora muitas vezes negligenciados
pelo curriculo, ndo passam despercebidos a alguns decisores
politicos. Refiro-me & importancia, cada vez mais reconhecida,
da capacidade de mobilizacdo de conhecimento matemaético e
extra-matemadtico para a resolu¢io de problemas de enorme
complexidade e exigéncia, no mundo em que vivemos, e que
rapidamente se podem exemplificar: a preméncia de encontrar
formas eficientes de gerir recursos naturais exauriveis, a
necessidade de controlar e erradicar epidemias, ou a busca
de solugdes eficientes de transporte de pessoas e mercadorias
ou, ainda, o desenvolvimento de estratégias para lidar com a
poluicdo e o aquecimento global, entre muitos outros grandes
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problemas. Para todos estes grandes problemas é 6bvio que a
integracdo de conhecimentos cientificos de mdltiplas dreas é
indispensével e também que a participacdo de modeladores
matemadticos serd indubitavelmente uma mais-valia.

E neste contexto que vejo com apreco as palavras do ex-
presidente dos EUA, Barack Obama, no seu discurso na Feira de
Ciéncias da Casa Brancal: “A ciéncia é mais do que uma disciplina
escolar, ou que a tabela periddica, ou que as propriedades das
ondas. E uma abordagem ao mundo, uma forma critica de
compreender, explorar e de lidar com o mundo, adquirindo
assim a capacidade de mudar esse mundo e de compartilhar
esse conhecimento acumulado. E uma forma de pensar que diz
que podemos usar o raciocinio e a logica e a investigagdo honesta
para chegar a novas conclusoes e resolver grandes problemas’.

Abracando as ideias resumidas nesta curta declaragéo,
apresento em seguida um exemplo do que pode ser feito na
aula de Matemdtica com uma tarefa? de modelagdo matematica
que envolve trabalho experimental e o desenvolvimento de
um protétipo do mundo real.

UMA TAREFA DE MODELACAO MATEMATICA: EXPLORAR
A MATEMATICA NO MUNDO REAL

A tarefa foi construida e aplicada em duas turmas do 9.° ano,
no ambito de uma investigacdo de doutoramento em curso
no Instituto de Educacdo da Universidade de Lisboa. Neste
estudo, todas as tarefas de modelagéo (no total de cinco) foram
realizadas em aulas de Matemadtica regulares, tendo como
carateristicas comuns a criacdo de um ambiente experimental
que pressupde a utilizacdo de materiais relacionados com o
problema proposto e a producdo de um relatério escrito por
cada grupo sobre o trabalho efetuado e as conclusoes obtidas.
Além disso, foi igualmente decidido que cada uma das tarefas
colocaria um problema em que era pedida uma resposta para
uma necessidade ou encomenda apresentada por uma pessoa
ou grupo de pessoas.

A tarefa “Calibracio de tomates” refere-se a necessidade de criar
um sistema de calibracdo de frutos, por exemplo de tomates,
segundo um sistema designado por calha (ou trilho) em V, em
que os frutos deslizam ao longo de uma calha em forma de V,
colocada em plano inclinado, em que os dois bordos da calha
formam um angulo agudo. A medida que os frutos rolam sobe
a calha, vdo caindo num coletor, de acordo com o seu didmetro,
sendo que no inicio a distancia entre os bordos € menor e no final
é maior. A figura 1 ilustra um destes mecanismos de calibracéo

1 Disponivel em https://obamawhitehouse.archives.gov/the-press-
office/2015/03/23/remarks-president-white-house-science-fair

2 A tarefa “Calibragio de tomates” é uma das tarefas especificamente
desenvolvidas no trabalho de investigacdo que faz parte integrante da
tese de doutoramento em Didatica da Matemadtica, de Ana Margarida
Baioa, professora de Matemética do Agrupamento de Escolas D. Manuel
I — Tavira.

que existem efetivamente para realizar a calibracido de frutos
por tamanho.

Figura 1. Calibracéo de frutos por didmetro num sistema
de calhaem V

E sabido que, atualmente, na comercializacdo de produtos
agricolas existem regulamentagdes diversas sobre a qualidade
dos produtos elegiveis para o consumo. Entre outras, ainda
que discutivel, estd a tendéncia para a uniformizacio dos
tamanhos dos frutos por classes (por isso se designa também
de classificagdo) que sdo consideradas aceitaveis e que levam,
além disso, a uma diferencia¢do no preco de venda. Existem
empresas cujo ramo de atividade é o da produgao de sistemas de
calibragéo de frutos e horticolas, que apresentam as carateristicas
técnicas dos seus sistemas e demonstram como funcionam e o
que permitem fazer. A figura 2 estd ligada a uma dessas empresas
que apresenta diversas imagens e videos online sobre os
processos de calibragdo® que oferece aos seus clientes.

Figura 2. Um exemplo da separagdo de tomates por calibres

O enunciado da tarefa “Calibracdo de tomates” é o seguinte:

3 Foto disponivel em http://www.mvisia.com.br/images/calibradora_
tomates_03.jpg
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Um pequeno produtor de tomates estd a terminar a sua primeira
colheita do ano. A colheita dos frutos estd a ser feita de forma
continua e os tomates estdo a ser armazenados em caixas. O seu
objetivo é a venda dos tomates a uma empresa distribuidora que
pretende a entrega dos frutos em caixas, segundo diferentes calibres.
A calibragéo de frutos pode ser feita segundo vérios critérios (cor,
peso, tamanho), sendo o tamanho o mais frequente e mais simples.
O agricultor contactou uma firma de equipamentos agricolas,
solicitando aconselhamento para uma forma eficiente e rdpida de
calibragdo de tomates por tamanho.

O pedido do agricultor implica ensaiar um protétipo para a calibragao
dos tomates, como se segue.

Resposta a consulta N° FR26 de “Tudo fresquinho’; 02/03/2017
— Amostra de tomates retirados de 5 caixas

— Anédlise de tamanhos e defini¢do de calibres

— Separacdo pelo sistema em V

— Obtengdo de modelo de separagdo para operagio do
mecanismo

Da experiéncia...

Tens a tua disposicao uma amostra de tomates, tesoura, fita métrica
e fita-cola. Utiliza o trilho formado por duas barras ligadas numa
extremidade, que devem ser colocadas em plano inclinado e com
um angulo de abertura conveniente. Tens cartdo rigido para colocar
verticalmente por baixo do trilho de modo a formar divisérias. Os
tomates, ao rolarem no trilho, deverao cair na divisao certa de acordo
com o seu calibre.

...ao modelo

Define as classes de calibres dos tomates, usando os didmetros.
Regula as separagdes a colocar no mecanismo em forma de V para
que os tomates, ao deslizarem sobre o trilho, caiam nas aberturas
corretas e fiquem separados por calibres.

Antes do inicio da aula, foram colocados na sala os materiais
que os alunos, em grupos, iriam utilizar na realizagdo da tarefa.
Cada grupo tinha uma calha ou trilho previamente construido
com duas estacas de madeira, unidas numa das extremidades por
uma dobradica que permitia variar a sua abertura. Poderiam usar
caixas variadas, de uso comum, que lhes foram disponibilizadas,
para apoiarem as extremidades da calha de modo a que esta
ficasse inclinada. Tinham ainda pedagos de cartio grosso que
teriam de cortar com o tamanho adequado e colar a pequenos
suportes de madeira para assim criarem separadores que
posicionariam por baixo do plano da calha e que funcionariam
como divisérias para a recolha dos frutos. Por fim, cada grupo
recebeu uma amostra de 10 tomates com didmetros variados.

A figura 3 ilustra um ensaio de utilizagio do sistema de calibragéo
em V antes da implementacéo da tarefa em sala de aula.
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Figura 3. Testes prévios de funcionamento do material usado para
simular o trilho em V

Uma das carateristicas relevantes da tarefa estd no facto de se
poder usar o sistema em V para realizar experiéncias com frutos
de tamanhos variados, podendo testar-se a melhor abertura da
calha e também decidir sobre as classes de didmetros que se irdo
estabelecer. Com efeito, grupos diferentes propuseram diferentes
solugodes para a classificacdo dos frutos, havendo alguns que
optaram por definir apenas 3 classes de calibres e outros grupos
definiram 4 ou mais classes. A possibilidade de efetuarem
medigdes, com uma fita métrica, quer dos didmetros dos tomates
(usando o perimetro equatorial) quer das dimensoes do trilho
em cada uma das separagdes, levou ao desenvolvimento de
modelos essencialmente empiricos para a defini¢ao das classes.
Posteriormente, a criacio de um modelo matemdtico para a
calibragéo pelo sistema em V permitiu gerar uma importante
discussdo e exploragio da situa¢do experimental, que envolveu a
construgdo e reconstrucio de conceitos matematicos relevantes,
entre os quais: semelhanca de tridngulos, esfera e circunferéncia,
diametro da esfera, reta tangente a uma circunferéncia, bissetriz
de um angulo e mediatriz de um segmento, circunferéncia
inscrita num tridngulo isdsceles, razodes trigonométricas do
tridngulo retdngulo, variavel independente e dependente, fungdo
linear, proporcionalidade direta, etc.

Quando se examina o funcionamento do sistema em V, percebe-
se que o fruto rola apoiado sobre os dois bordos da calha (isto
é, sobre duas retas concorrentes obliquas) e que, em certo
momento, cai porque deixa de ter apoio nas calhas. No momento
imediatamente anterior, o tomate terda a sua circunferéncia
equatorial tangente as duas calhas. Usando o GeoGebra para
visualizar e explorar esta situagdo, podemos construir um angulo
agudo e um circulo com um dado raio que se vai deslocando
ao longo da bissetriz (figura 4a, 4b, 4c). E evidente que estdo a
ser assumidas muitas simplificagdes neste modelo da situagiao
real, comecando por uma dbvia que é a de assumir que o tomate
tem uma forma esférica.

A figura 4 mostra que inicialmente a esfera estd apoiada nas
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calhas, observando-se as cordas GF e IH nas duas primeiras
posicoes, determinadas pelos lados do 4ngulo sobre o circulo.
Na ultima posicdo, as cordas deixam de se observar e isso
corresponde ao facto de haver apenas um ponto de contacto
entre o circulo e cada um dos lados do angulo. Nessa situacéo
limite, o fruto estd encaixado entre os bordos da calha, mas
imediatamente a seguir ele cai no intervalo da calha e é recolhido
por um recipiente. Todos os circulos de didmetro inferior ao
representado cairiam “dentro” da calha em posicdes anteriores,
isto é, mais proximas da origem do &ngulo.

4c

Figura 4 (a, b, c). Simulacdo do deslocamento da esfera sobre a calha
e verificagdo da passagem do fruto entre as calhas

Assim, podemos estabelecer uma diviséria (perpendicular
a bissetriz) que nos indica essa mesma condigdo. Antes da
divisdria, cairdo os frutos de calibre inferior ao dado; depois
da divisodria, irdo cair os frutos de calibre superior. A figura 5
mostra essa divisdria e permite ainda observar a medida da
abertura da calha tomada com base nos pontos de intersec¢do
da diviséria com os lados do angulo (distincia entre L e M).
Na experiéncia pratica, esta medida pode ser obtida com uma
fita métrica no protétipo real. Analogamente, pode medir-se o
comprimento da calha desde a origem do angulo até a diviséria
(distancia entre A e L). Conhecendo estas medidas, podemos
saber qual o didmetro da circunferéncia (ou didmetro méaximo

JAL| =213

Figura 5. Representacdo da posi¢do em que a esfera, ao rolar sobre a
calha, cai entre os dois bragos da calha, exatamente antes da diviséria

da esfera). Esta medida é obviamente dada pelo GeoGebra mas
pode também ser conseguida com recurso a nogdes geométricas.

Estamos na situacdo em que a circunferéncia estd inscrita num
triangulo isdsceles (figura 6). Isso significa que a circunferéncia
¢ tangente aos trés lados do tridngulo AML e sabemos que o
raio é perpendicular a reta tangente no ponto de tangéncia.
Portanto, o triangulo ABC é um triangulo retangulo em B. Além
disso, é semelhante ao tridngulo retdngulo AKL, uma vez que
tém em comum o dngulo em A (metade do angulo formado
pelos lados da calha).

DIVISORIA|

|AL| =213

Figura 6. Circunferéncia inscrita no triangulo is6sceles AML

Assim, de acordo com a figura 6, sabendo que KL = 2,25 (metade
da distancia entre L e M) e AL ~ 21,3, ao aplicar-se o Teorema
de Pitdgoras, obtém-se AK =~ 21,18.

Em seguida, usando a semelhanga de triangulos, tem-se a relagéo:

KL __r
A

L AK-r
Substituindo os valores conhecidos, determina-se o comprimento
do raio da esfera:

225. »
21,3 21,18-7

_2,25*21,18

2355 =2

Notamos, portanto, que a abertura da calha (distancia entre
L e M), que designaremos por b, é b=4,5 e que o didmetro da
esfera é D=4. Isto mostra que a medida da abertura da calha
ndo tem a mesma medida do didmetro méximo ou calibre do
tomate que vai ser recolhido nessa diviséria. A colocagdo das
divisdrias deve, entdo, ter em conta este facto.

Uma das questdes que parece ser relevante examinar, neste
problema, ¢ a seguinte: serd o aumento do didmetro proporcional
a distancia percorrida pelo fruto até a sua queda? Ou, de outro
modo: se quisermos estabelecer as divisérias de modo a que haja
um acréscimo constante do calibre, como deve ser estabelecida
a medida da abertura da calha? A intuicdo e a experiéncia
levam-nos a pensar que o calibre aumenta proporcionalmente
a distancia percorrida pelo tomate sobre o trilho. Da mesma
forma, parece razoével supor que o calibre correspondente a
cada diviséria aumenta proporcionalmente a abertura da calha.
E, do ponto de vista geométrico, se considerarmos novamente
a semelhanca de tridngulos, veremos como colocar divisdrias
que limitarao os diametros, por exemplo, na sequéncia: D=4,
Dy=6, D3=8.

O caso do didmetro D;=4 estd ja resolvido e corresponde a uma
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abertura b1=4,5 . A figura 7 evidencia a semelhanca entre os
sucessivos tridngulos, de acordo com a qual é possivel calcular
aabertura da calha da 2° e da 3* diviséria, usando a proporgao:

1_Dn

F"_bn

LM = 45 [EF| =68 s

|AL| =213

\CK\ 2

IPW| =3
1Qz| =4

Figura 7. Variacdo dos didmetros dos tomates e correspondentes
aberturas da calhaem V

Assim, para um didmetro de 6 unidades, vem uma abertura

by = 4:5A_X6 ~ 6,8 €, para um diametro de 8 unidades, a abertura

4,5x8
4

serd p, = = 9. Visto de outra forma, por cada acréscimo

k que adicionarmos ao didmetro inicial da esfera, a abertura da

calha terd um acréscimo de 4 45 k.

Tomando a abertura da calha como funcéo do calibre, x, é ficil
concluir que se trata de uma funcdo linear, cuja expressao sera:
b(x) = %x .

Finalmente, se preferirmos usar o comprimento /, medido
sobre o lado do angulo, desde o vértice até a posicdo da
diviséria, uma proporgédo andloga pode ser utilizada: D’ = [/i".
Para esta opgéo, importa lembrar que o comprimento f =21,3
corresponde ao didmetro D;=4. Logo, para cada incremento
k no didmetro do tomate, faremos um aumento de 214 3k na
distancia entre o vértice e a divisoria. Se pensarmos na fungio

em que o comprimento | depende do calibre x, teremos entéo:

I(z) = 211’3,r .

Na aula, os grupos usaram uma ou outra das duas abordagens,
como se pode ver nas figuras seguintes (figuras 8 e 9).

CLASSE D CLASSE C CLASSE B CLASSE A

0-3,2cm 3,3-52cm 53-6,2cm 6,3 -7,8cm

X

Figura 8. Medicdo da distancia
entre o vértice e a diviséria

Figura 9. Medicdo da abertura
da calha onde se colocou a

diviséria

A titulo de exemplo, um dos grupos considerou as seguintes
classes de didmetros, usando letras para as designar:
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Possivelmente, o limite maximo foi induzido pelo tamanho do
maior tomate que aparecia na amostra que o grupo recebeu.
E interessante comparar esta proposta com a tabela que uma
empresa do México, produtora e exportadora de produtos
horticolas, apresenta na sua pagina na Internet* para os
calibres de tomates destinados a exportacgdo (figura 10). As
semelhancas sdo curiosas e evidenciam a capacidade dos alunos
de compreenderem o problema e de trabalharem sobre ele de
uma forma racional e bastante plausivel.

CATEGORIA I {QUALIDADE DE EXPORTACAD OU TAMANHO ACEITE)

EXTRA GRANDE MEDIO PEQUENO
GRANDE Do €7 a Do57a Do 4T a
Maikzdo 81 mm €6 mm e 56 mm

82 mm

Figura 10. Exemplo de classificacdo de tomates por didmetro, em 4
classes

O modelo que foi obtido para o sistema em V, que permite
saber a distancia entre o vértice e a divisdria, bem como
a abertura da calha, como funcio do didmetro, pode ser
facilmente aplicado para esta ou qualquer outra proposta de
classes de calibres, mantendo o angulo de abertura da calha
inicialmente estipulado. Por exemplo, para limitar o didmetro

de 56 mm, a abertura da calha onde se coloca a diviséria terd

deser b(5,6) = ﬂ x 5,6 = 6,3. Ja a distAncia do vértice a divisoria

21,3

deverd ser [(5,6) = =4 %5,6=298.

CONSIDERANDO A INVESTIGACAO SOBRE MODELAGAO
MATEMATICA E APLICACOES NA APRENDIZAGEM

O exemplo da tarefa “Calibracdo de tomates” e a breve referéncia
ao trabalho que os alunos, na sala de aula, podem desenvolver
nessa tarefa, tirando partido de materiais simples e usuais,
permitem sublinhar as carateristicas fundamentais da modelagédo
matematica e as suas potencialidades para a aprendizagem. De
facto, do ponto de vista da investigacdo, inimeras possibilidades
se abrem ao estudo e andlise de aspetos relacionados com a
aprendizagem neste tipo de aulas. Procurando sintetizar o que
a investigacdo e o trabalho de muitos autores ja revelaram (cf.
Blum, Galbraith, Henn, & Niss, 2007; Carreira & Baioa, 2011;
Carreira, Barquero, Kaiser, Lingefjard, & Wake, 2015; English,
Arlebick, & Mousoulides, 2016; Stillman, Blum, & Biembengut,
2015; Stillman, Blum, & Kaiser, 2017; Stillman, Kaiser, Blum, &
Brown, 2013), concluo com um conjunto de notas e observagoes
sobre as contribui¢oes da modelagdo matematica e aplicacoes

4 Adaptado de: http://www.premierhorticultura.com/exportacion_premier_
horticultura_group.html
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para a aprendizagem dos alunos:

.

.

*

.

.

A modelagdo matemadtica é uma atividade que contribui
para a construgdo de significado dos conceitos matemdticos;
os alunos, além de terem a oportunidade de perceber como
os conceitos matemadticos sdo necessarios e fecundos para
resolver um determinado problema, também encontram
dncoras de andlise e compreensdo dos conceitos matemdticos
nas proprias carateristicas do problema e no facto de estar
relacionado com aspetos do mundo real que eles alcangam.

O processo de modelacdo matematica tem como ideia chave
uma permanente interacdo ou movimento: do mundo real
para a matemadtica e da matematica para o mundo real.
Estes dois deslocamentos sdo essenciais e constituem, na
maioria dos casos, a maior dificuldade para os alunos. Por
principio, perante uma tarefa de modelacdo, os alunos
ndo tém qualquer ideia de qual a matemdtica que irdo
usar para realizar a tarefa. Uma etapa importante é a da
compreensdo da situagdo real a modelar, etapa a que muitas
vezes se chama construgdo de um modelo real da situagdo.
Importa que os alunos sejam apoiados nesta etapa, sendo,
por exemplo, bastante recomenddvel uma discusséo prévia
com todos os alunos sobre a forma como estao a idealizar
e compreender a situagdo ou o problema.

A modelagdo matemdtica consiste na construgdo de modelos
de uma parte da realidade; envolve o estabelecimento de
pressupostos, a simplificacdo da realidade e possiveis formas
de a considerar. Por isso, as tarefas de modelagdo matemdtica
permitem aos alunos criar uma imagem adequada da
Matemdtica, em que vdarias solugdes sdo admissiveis,
aceitdveis e justificiveis para um mesmo problema.

A modelagdo matematica anda de mios dadas com a aplicacdo
da Matemética; um problema de modelagdo matemdtica tem
a possibilidade de ser estendido, ampliado, ou aprofundado,
em muitos e diversos sentidos. As tarefas de modelagao
matematica podem ser concebidas em termos de sequéncias,
existindo tarefas que sdo pensadas primordialmente para o
surgimento de conceitos matemadticos novos e outras que
podem ser pensadas para desenvolver e aprofundar esses
conceitos.

A modelagdo matemadtica é, evidentemente, um campo fértil
para desenvolver a capacidade de resolucdo de problemas. E
¢, também, um campo importante para fomentar o espirito
investigativo dos alunos. Numa tarefa de modelacéo, os
alunos precisam de procurar caminhos e pistas para
estabelecerem uma abordagem ao problema; precisam de
interrogar e de perscrutar a realidade. Precisam, no fundo,
de pdr em jogo o que conhecem sobre a situacéo real e de
trazer para a atividade conhecimento extra-matemdtico
relevante, incluindo uma boa dose de intuigcdo matemdtica
e de senso comum.
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» As tarefas de modelagdo matemadtica sdo contextos ideais

para promover a discussdo e a troca de ideias entre os
alunos. Sdo incentivados a perceber e a explicar decisées e
assungoes, e a desenvolver o seu sentido critico. Por exemplo,
as discussoes muitas vezes ditas “laterais” sobre uma dada
tarefa tém-se mostrado de grande relevancia por serem
momentos de apuramento da consciéncia critica dos
alunos. Na tarefa de calibracdo de tomates, hd excelentes
oportunidades para ouvir os alunos a discutir se é razodvel
pagar um preco mais elevado pelo tamanho maior do tomate.
Um outro aspeto que pode ser alvo de uma interessante
discusséo ¢ o da escolha das unidades a utilizar e do tipo
de erro ou de precisdo que serd sensato admitir.

A modelagdo matemdtica pode ser favorecida e facilitada pela
utilizacdo das tecnologias digitais. Em muitos problemas,
os alunos podem completar a informagcdo apresentada
com dados e elementos que procuram na Internet. A
calculadora foi, naturalmente, um instrumento a que os
alunos recorreram frequentemente na tarefa da calibracio
de tomates. Nesta tarefa, como se pode perceber, o recurso
ao GeoGebra também oferece varias potencialidades para
o aprofundamento e exploragdo das ideias matemadticas
envolvidas.

Os problemas de modelacdo matematica sdo, por norma,
fracamente estruturados. Isto significa, como referido atras,
que as abordagens podem ser variadas entre os alunos de
uma mesma turma. E também significa, regra geral, que a
capacidade de utilizacdo de representagées matemdticas
é essencial. Tem sido evidenciado pela investigacdo que
os alunos, ao trabalharem sobre problemas de modelagéo,
usam diversas representagdes, incluindo muitos esquemas,
tabelas, graficos, registos numéricos e algébricos, relagdes
matematicas, etc. Assim, a modelagdo matemdtica leva os
alunos, naturalmente, ao uso de miiltiplas representacies
e a sua combinagdo numa dada atividade.

As tarefas de modelagdo matemdtica ddo aos alunos a
possibilidade de empreender e executar ciclos (por vezes,
microciclos) de construcéo, validagdo e refinamento de
modelos. Em muitas dessas iteracoes, formulam conjeturas,
hipdteses, ideias preliminares que posteriormente aceitam ou
rejeitam. Assim, a investigacdo tem mostrado que os alunos
efetuam verdadeiras rotas ou trajetorias de modelagéo, que
podem ser bastante distintas de caso para caso, podendo os
modelos obtidos atingir diferentes niveis de complexidade
e de generalidade.

A modelacdo matemadtica tem recentemente vindo a ser
considerada como uma via de trabalho consonante com uma
abordagem de integragdo de STEM (acrénimo de Science,
Technology, Engineering, and Mathematics). Com efeito,
varios estudos tém mostrado que os alunos, mesmo no
ensino basico, sdo capazes de trabalhar em problemas tipicos
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da engenharia, em que se pretende encontrar uma solugao
prética para um problema ou construir um protétipo. A
investigacdo parece indicar que a modela¢do matemdtica
fica enriquecida com a implementagdo de ambientes de
cardter experimental em que os alunos sdo chamados a
trabalhar em atividades praticas (hands-on). Esses ambientes

Carreira, S., Barquero, B., Kaiser, G., Lingefjard, T., & Wake, G. (2015).
Introduction to the papers of TWGO06: Applications and modelling.
In K. Krainer & N. Vondrova (Eds.), Proceedings of the Ninth
Congress of the European Society for Research in Mathematics
Education (pp.790-793). Prague: Charles University and ERME.

English L. D., Arlebick J. B., & Mousoulides N. (2016). Reflections on

Progress in Mathematical Modelling Research. In A. Gutiérrez, G.
C. Leder, & P. Boero (Eds.), The Second Handbook of Research on the
Psychology of Mathematics Education, (pp. 383—413). Rotterdam:
Sense Publishers.

Stillman, G. A., Blum, W., & Biembengut, M. S. (Eds.). (2015).
Mathematical Modelling in Education Research and Practice:
Cultural, Social and Cognitive Influences. Cham: Springer.

Stillman. G. A., Blum, W., & Kaiser, G. (Eds.). (2017). Mathematical
Modelling and Applications. International Perspectives on the

parecem potenciar a cousciéncia da autenticidade dos
problemas por parte dos alunos e leva-los a compreender
e sentir, de forma mais nitida, o que significa o trabalho do
modelador matemdtico e como podem acercar-se desse
trabalho na sala de aula.
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Uma experiéncia com peixes

A tarefa apresentada destina-se ao 8.° ano do ensino bdsico e pretende familiarizar os alunos com o processo investigativo em
Estatistica, particularmente com a realizacdo de inferéncias a partir de diferentes amostras geradas por simulacéo, e contribuir
para a compreensao das nogdes de distribuicdo e variabilidade, apoiados num software para trabalhar com dados estatisticos
(TinkerPlotsT™). Para que os alunos possam entender melhor a natureza aleatéria das amostras geradas pelo processo de simulagio
no computador pode ser vantajoso comegar por fazer uma simulacido com um suporte fisico, tal como é proposto na parte 1
da tarefa. Em seguida, usando uma base de dados do TinkerPlotsT™™ (“Demos Fish Experiment”), os alunos fazem a simulacio
com amostras de diversas dimensdes, analisam a sua distribuicdo através da construcdo de diagramas de extremos e quartis e
podem comparar a média, mediana e amplitude interquartil para cada tipo de peixe de modo a responderem & questdo colocada
no inicio da tarefa.

Para uma familiarizacdo dos alunos com o contexto da tarefa poder-se-4 sugerir que estes facam uma pesquisa sobre a aquacultura
em Portugal, de modo a enquadrarem a situagdo proposta numa atividade humana (http://eaquicultura.pt/aquicultura-em-portugal).

Na pagina da Educacéo e Matemadtica - site da APM, no link criado no indice deste nimero da E e M, pode fazer o download dos
Cartoes-Peixe, material suplementar a realizacdo desta tarefa, que foi utilizado em aulas, conforme relato do artigo Contributos
da investigacdo para o ensino da Estatistica e das Probabilidades, na pagina 21 desta revista.

ANA HENRIQUES
HEfria OLIVEIRA
InstrTUTO DE EDUCAGAO, UNIVERSIDADE DE LISBOA
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Uma experiéncia com peixes’

Aquaculturaouaquiculturaéaproducaodeorganismosaquaticos,
como a criacdo de peixes, moluscos, crusticeos, anfibios e o
cultivo de plantas aquaticas para uso do homem.

Esta atividade ¢ praticada ha muito tempo, existindo registos
de que os chineses ja a realizavam vérios séculos antes de nossa
era e de que hd 4000 anos os egipcios criavam a Tildpia-do-
nilo (Sarotherodon niloticus). Atualmente, a aquacultura é
responsavel pela produgéo de metade do peixe consumido pela
populacao mundial.

Um aquicultor tem abastecido os seus tanques rede com um
novo tipo de peixe, geneticamente modificado, fornecido por
uma empresa que lhe assegurou que “os peixes geneticamente
modificados, ao crescerem, atingem o dobro do comprimento
dos peixes normais”

Pensas que o aquicultor pode confiar na afirmagao da empresa?
O que devera ele fazer para verificar a sua veracidade?

Fonte: http://extension.msstate.edu/news/2017/msu-research-outreach-

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Aquacultura boosts-catfish-industry

Tens agora oportunidade de simular uma ‘pescaria’ para responderes a questao: Os peixes geneticamente modificados sdo mais
compridos do que os normais? Se sim, quanto?

Parte 1

O aquicultor decidiu criar num tanque cerca de 625 peixes, alguns de tipo normal e outros geneticamente modificados. Quando
os peixes estavam completamente desenvolvidos (fase adulta), o aquicultor identificou e mediu o comprimento de cada um deles.
Na tua experiéncia, estes peixes sdo simulados por pequenos cartdes (cartdes-peixe), com a indicacéo do seu tipo (normal ou
geneticamente modificado) e do seu comprimento (em centimetros).

1. Regista abaixo os dados (tipo e comprimento do peixe) relativos a um conjunto de 25 cartdes-peixe que a turma ‘pescou’

normal

Tipo

modificado

I T T T T T T T T T T T T T T T 1

T T
8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44
Comprimento (cm)
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OUTUBRO :: NOVEMBRO :: DEZEMBRO #144-145 5"



2.Com base na representacdo gréfica anterior, tenta responder a questdo em andlise: Os peixes geneticamente modificados
sdao mais compridos do que os normais? Se sim, quanto?

3. A tua resposta seria a mesma caso tivesses selecionado uma amostra de dimenséo 50? Explica porqué.

Parte 2

Propomos-te agora a exploracdo desta questdo a partir de uma base de dados do programa TinkerPlots - “Fish Experiment’, onde

podes simular amostras de dimensdes diversas (SampleSize = 25, 30, 50, 75, ...).

1.Simula amostras de dimensdo 25, 50 e 100. Para cada uma delas, com base na representacédo grafica obtida, constréi um
diagrama de extremos e quartis e regista, na tabela seguinte, algumas das medidas estatisticas que calculaste.

Nota:Para cada amostra, guarda o teu trabalho. File — Save as: nome do grupo_ II_#dimenséo

Amostras de dimensao crescente

Amostra 1 (25) Amostra 2 (50) Amostra 3 (100)
Média
Sonecament i
Amplitude IQ
Média
Normais Mediana
Amplitude IQ

2.Com base na informacdo obtida, compara as distribuicdes obtidas para as varias amostras e responde a questdo inicial.
Apresenta argumentos para justificar a tua resposta que possam ajudar o aquicultor a decidir se deve manter este negdcio
com a empresa fornecedora.

Font: https://www.terradouro.pt/wp-content/uploads/2017/03/Aquicultura-em-mar.jpg

* Oliveira, H., & Henriques, A. (2015). Raciocinio estatistico com tecnologia: Propostas para o ensino basico. Lisboa: Instituto de Educagao da Universidade de
Lisboa. (ISBN: 978-989-8753-17-5)
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O que nos diz a investigacao sobre os contributos
da avaliacdo para a aprendizagem: algumas notas

LEONOR SANTOS

A mudanga mais marcante que temos vindo a assistir no ambito
da avaliacdo é encara-la como um meio para a aprendizagem.
Na atualidade, hd autores que em vez de usarem as expressoes
avaliag¢do sumativa e avaliagdo formativa, usam as expressoes
avaliagdo das aprendizagens e avalia¢do para as aprendizagens.
Com esta mudanca de nomenclatura, procura-se, por um lado,
minimizar a dualidade entre as duas modalidades de avaliacio e,
por outro, reforcar que o que as distingue é o propésito para o
qual séo desenvolvidas. Por outras palavras, ndo é o momento em
que sdo feitas, nem o instrumento de recolha de dados utilizado,
mas sim o uso que se dd a esses mesmos dados (Santos, 2016).

A avaliagdo formativa tem constituido um objeto crescente de
investigacdo nos ltimos anos (Black, 2005), mesmo no campo
da educac¢do matemadtica, embora ainda com pouca expressio
quando comparada com outros temas (Santos & Cai, 2016). O
seu desenvolvimento tem tido dois objetivos primordialmente
importantes: compreender se as préticas de avaliacio formativa
melhoram o desempenho dos alunos e procurar perceber quais
as condi¢des em que essas praticas devem acontecer para que
se tornem realmente produtivas.

A AVALIACAO FORMATIVA E A APRENDIZAGEM

Black e Wiliam (1998) realizaram uma revisao de literatura sobre
praticas de avaliacdo formativa na sala de aula, feita a partir
da andlise de 681 artigos e capitulos publicados de estudos,
sobretudo empiricos, desenvolvidos entre 1988 e 1997, sendo
alguns deles também meta-analises. Neste trabalho, os autores
com base em cerca de 250 artigos de diversas partes do mundo
que abordam os efeitos da avaliacdo formativa, concluem que
uma atencio especial sobre a avaliacdo formativa pode levar
a ganhos significativos na aprendizagem. Mais, acrescentam
que ndo encontraram nenhum estudo que evidenciasse efeitos
negativos para a aprendizagem resultantes de praticas avaliativas
formativas, quaisquer que elas fossem.

Esta questdo continuou a interessar os investigadores. Por
exemplo, anos mais tarde, os mesmos autores afirmam que
uma pratica continuada de avaliacdo formativa ajuda os alunos a
aprender mesmo quando o ensino privilegia objetivos de elevado
nivel, sendo compativel com o sucesso em situagdes em que este
é medido através de instrumentos limitados, tal como o caso dos
exames (Black & Wiliam, 2003). Wiliam (2007) focando-se na
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aprendizagem matematica e tendo também por base diversos
estudos, afirma que os contributos da avaliagdo formativa para
o desempenho matemdtico dos alunos sdo maiores do que os
resultantes da reducdo do ndmero de alunos por turma ou do
desenvolvimento do conhecimento profissional do professor,
acarretando, para além disso, menos custos.

Contudo, nos estudos analisados por estes autores, ndo existe
consenso sobre o significado atribuido a avaliacdo formativa e
sdo sobretudo estudos realizados em pequena escala, embora
cubram longos periodos de tempo. Estas sio questdes que
levantam preocupacdo junto dos investigadores e ha mesmo
quem chame a atenc¢do para a necessidade de se ter maior
cuidado nos resultados que se tiram (por exemplo, falar num
efeito quantificavel pode ser abusivo). E o caso de Bennett (2011)
que nos alerta para a necessidade de ter maior rigor na escolha
dos estudos a analisar e de clarificar o significado de avaliacdo
formativa subjacente a cada um deles.

Fica, porém, a certeza de que em todas as praticas consideradas
nos diversos estudos em andlise por Black e Wiliam (1998) se
identificou pelo menos algum feedback entre professor e alunos,
pelo que néo é possivel separar os efeitos formativos do feedback
dos ganhos para a aprendizagem dos alunos.

O FEEDBACK

Chamamos feedback ao didlogo intencional que tem por
objetivo ajudar o aluno a superar as suas dificuldades através
da aproximacgédo entre o “esperado” e o “realizado” (Sadler,
1989). Nesta perspetiva, o feedback é um elemento chave para
uma pratica avaliativa orientada, de forma intencional, para
as aprendizagens (Black & William, 1998). Contudo, alguns
autores chamam a atencéo para o facto de nao se poder dizer
que quanto mais feedback for dado, melhor (William, 1999).
Ele exige da parte do professor um saber fazer pedagégico que
se liga com mdltiplos fatores.

Apresento, de seguida, alguns resultados obtidos em estudos
realizados em Portugal no que respeita ao feedback, em que a
equipa formada por investigadores e professores de Matemadtica
de diversos niveis de ensino trabalharam regularmente ao longo
de trés anos de forma colaborativa. Estes estudos seguiram uma
metodologia de natureza interpretativa e a recolha de dados
incluiu a observagao de aulas, entrevistas a professores e alunos
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e recolha documental, nomeadamente as produgdes dos alunos.

Caracteristicas do feedback e sua evolugdo. Em situacoes de
avaliacdo, os professores fazem em geral notacdes e comentarios,
mas hd uns mais eficazes do que outros (Hattie & Timperley,
2007). Nos estudos em andlise, os professores assumiram
desde o inicio que: (i) o feedback deveria ser descritivo, e ndo
focado na pessoa do aluno; e (ii) nunca deveria surgir antes
do aluno ter oportunidade para pensar e trabalhar sobre uma
dada tarefa. Deste modo, as tarefas escolhidas para dar feedback
foram sempre resolvidas em duas etapas, ndo sendo a primeira
sujeita a classificagdo.

Ao longo de trés anos foi possivel identificar mudancas nas
praticas de feedback dos professores envolvidos. Inicialmente,
o feedback escrito recorria sobretudo a simbologia (como seja
uma cruz, um trago, pontos de interrogagéo, para assinalar um
erro), indicando ao aluno que existia um erro, mas nio lhe dando
qualquer pista para prosseguir (figura 1).

Na matemdtica o Pi é um nimero irracional, que resulta’ da divisdo do
imento de uma circunferéncia (perimetro) pelo seu didmetro.

representado pela letra grega «. /?
M &

Figura 1. Exemplo de feedback com recurso a simbologia (Santos
& Dias, 2007, p. 14)

Com o tempo, foi desaparecendo este tipo de feedback, sendo
progressivamente substituido por comentarios afirmativos ou
interrogativos. A figura 2 apresenta um feedback dado a um
grupo de alunos que estava a resolver uma ficha de trabalho sobre
adicdo e subtracéo de fragoes, em que lhes foram facultadas duas
folhas com o desenho de pizzas e com o picotado de cortes de
igual tamanho perfazendo 2, 3, 4, 5, 6 ou 8 fatias, respetivamente:

1 1.5 - . . ..
= [resposta a = + :] seria o qué relativamente a pizza 37

Figura 2. Exemplo de feedback interrogativo (Dias & Santos,
2008, p. 140)
No inicio do terceiro ano, aparecem também comentarios
escritos na forma mista, que incluem frases afirmativas e
interrogativas (figura 3):

Entendeste muito bem o problema e o esquema que
utilizaste € bastante clavo.

Porém. esqueceste-te de wma condighio! € que a caixa
onde Vinhame os “cubinhos” de Sewe de arvesta € ela
Propria wm cubo, e ficava cheia de cubinhos.

QuAantps cubps utilizas wa torve? Estas dio para encher
uma caixa que é um cubp?

Figura 3. Exemplo de feedback escrito na forma mista (Santos,
2009, p. 56)
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Inicialmente, o foco do feedback incidia sobretudo em factos
sustentados em julgamentos de valor ou em chamadas de
atengdo: “Nao estds a seguir a mesma regra, pois nao?”. No
terceiro ano, verificou-se grande diversidade na natureza do
feedback, embora fornecer pistas para melhorar e desenvolver
o trabalho e encorajar a reflexdo fossem os mais frequentes:
“Experimenta para outros valores e compara os resultados. O
que concluis?” (Santos & Pinto, 2010a).

Quanto a forma sintética, a interrogativa tinha por principal
objetivo levar o aluno a refletir sobre o que tinha respondido e a
reorientar o seu raciocinio. De modo semelhante, a forma mista,
para além destes objetivos, tinha ainda o de fornecer ao aluno
uma ancoragem que lhe permitisse criar uma certa autoconfianca
sobre a situagdo matemdtica proposta. Segundo um aluno do 8.°
ano, com bom desempenho a Matematica, estas duas formas
sintdticas dos comentdrios escritos eram para si importantes,
embora a interrogativa fosse a mais compreensivel porque lhe
permitia identificar com mais facilidade como prosseguir com o
trabalho: “O comentdrio geral é importante. Mas percebo melhor
as questoes do que o comentario geral. Quando o professor mete
as questdes, nés tentamos dar a resposta. E mais fcil!” (Santos &
Pinto, 2009, p. 53). Mas nem sempre um feedback interrogativo
os levava a refletir para reorientar o seu raciocinio. Por vezes,
as questoes eram diretamente respondidas, ndo contribuindo
para a reorientacéo do seu raciocinio e, consequentemente para
uma melhoria da sua produgdo (Santos & Pinto, 2009). Foi,
por exemplo, o que aconteceu com um aluno que ao receber o
feedback da figura 3, se limitou a responder a questdo “Quantos
cubos utilizas na torre?” sem prosseguir o desenvolvimento
da tarefa.

Quanto a dimenséo, o feedback curto é tendencialmente mais simples
para o aluno, porque nao s6 ndo lhe exige grande capacidade de
andlise e sintese, como o pode ajudar a concentrar-se em aspetos
especificos da tarefa, como nos explica uma aluna do 8.° ano
com desempenho fraco a Matemadtica: “Eu tinha de juntar a
informacdo da primeira frase mais os comentarios para fazer a
segunda (...) Entdo chegou a altura em que estava toda baralhada”
(Santos & Pinto, 2009, p. 54).

Podemos assim afirmar que a experiéncia refletida e apoiada
por uma atengdo intencional por parte da equipa, permite a
evolugdo da escrita do feedback no sentido de dar mais espago
ao aluno enquanto corretor dos seus proprios erros e, portanto,
construtor da sua prépria aprendizagem. Contudo, ha que ter
em atencio que ha certas formas de feedback que parecem ser
mais acessiveis a certos alunos do que outros.

O feedback e a natureza das tarefas matemadticas. A
aprendizagem matemadtica, nos dias de hoje, desenvolve-se
através de diversas experiéncias de aprendizagem. Néo basta
adquirir conhecimentos, mas é necessério desenvolver processos
matemadticos, onde se incluem o raciocinio matemdtico com
atribuicdo de significado (NCTM, 2009), a resolug¢io de

EDUCACAO E MATEMATICA



problemas, a comunicacio e o uso de representacoes. Para tal,
é necessario que os professores proponham tarefas matematicas
validas (NCTM, 2017) e diversas, de forma a contribuir para
os diferentes aspetos do saber matematico. Coloca-se, ento, a
questdo de saber se 0 modo como se orientam os alunos através
do feedback é ou nio alterado de acordo com a natureza das
tarefas.

O estudo desenvolvido por Dias e Santos (2010) com alunos
do 8.° ano de escolaridade evidencia que os feedbacks dados
a producdes dos alunos resultantes de tarefas exploratérias
(tarefas abertas com baixo nivel de dificuldade) sdo em geral
curtos e focados sobre aspetos formais do trabalho. Os alunos
revelam ser capazes de apreender a estrutura pedida, organizar
as suas tentativas, apresentar as estratégias desenvolvidas,
mesmo as que nao se revelaram frutiferas, e melhorar as suas
justificagdes. Os feedbacks mais frequentemente associados aos
problemas (tarefas fechadas com elevado nivel de dificuldade)
sdo essencialmente expressos como comentérios longos, focados
em conteudos matematicos.

Nos exercicios de aplicacio (tarefas fechadas com baixo nivel
de desafio), o feedback tomou a forma de comentéarios curtos,
focados em contetidos matemadticos. Neste caso, o feedback
foi util para a segunda versdo da resolucdo do exercicio, mas
se, entretanto, o aluno ndo adquirisse novas aprendizagens era
como se tudo comegasse de novo num outro exercicio.

Por ultimo, no caso de tarefas de investigacéo (tarefas abertas
com elevado nivel de desafio) o feedback fornecido assumiu
em geral a forma de comentdrio longo, com diversas pistas e
focado em aspetos formais do trabalho. O feedback ajudou os
alunos a desenvolver as suas produgdes, apoiando-os a criar mais
exemplos e assim facilitando-lhes o processo de generalizacdo
(Dias & Santos, 2010). Este resultado foi confirmado por Semana
e Santos (2010), em outro estudo igualmente desenvolvido
no 8. ano de escolaridade, que evidenciou ainda que os
alunos apresentaram também explicagdes e justificagoes das
estratégias adotadas. Na primeira versio do trabalho, a
maioria dos estudantes apresentou explicacoes relacionadas
com os procedimentos e ndo justificagdes matematicas. Por
outras palavras, explicaram o que fizeram, mas nao por que
o fizeram. Na segunda versdo, com o apoio do feedback dado
pelo professor foram capazes de acrescentar justificacdes das
estratégias adotadas. A titulo de exemplo, apresentam-se extratos
de duas versdes do relatorio escrito de um grupo de alunos em
relacdo a tarefa de investigacdo sobre possiveis generalizaces
do Teorema de Pitdgoras, em que era pedido que relembrassem
a relacdo existente entre as dreas dos quadrados construidos
sobre os lados de um triangulo retangulo e que investigassem
0 que aconteceria se construissem outras figuras geométricas
sobre os lados de um tridngulo retangulo.

Rrealizéwmos a primeira tavefa
Pproposta, comeghivos por fazer
um trifingulo rethingulo, com
ajuda do compasso fizemos &
volta (nwas extremidades do
trifngulo  vetingulo) trés
trifingulos equildteros, porque
com. & régua wiio obtinhamos
trifingulos equilfteros newm
uwma boa apresentagiio
gréfica. Determuindmos a frea
dos trifingulos.

Figura 4. Explicagdo e apresentacgdo dos procedimentos realizados
na 1° versdo do relatério (Semana & Santos, 2010, pp. 769-770)

Deterwindimos a frea dos A . 6K 3,5 2 3 dt B hebnlod Bk | ol

triflngulos, sabemos que B 7 i ]

para achar a frea dum 4495 kBl it Alc oo B =

trillngulo: basel—xah’ z Pfy-‘/&e:r.\a o. oNa
: 3 -40,15 .~ c:

wedimos & altwn ¢ a A& 5x 43114

~

base, wultiplicdmos ¢ de
seguida dividimos por 2
(¢ assim para os trés
triflngulos). Coneluimos
que & soma da bGrea A e
brea® £igual & brea C.

A&xAA-. A

AsomadadreaAedreaB

3.15 & 3 : 40, 35 um*| é equivalente a area C.

Figura 5. Explicacdo e apresentacdo dos procedimentos realizados
na versio final do relatério (Semana & Santos, 2010, pp. 770-771)

O feedback que se dirigia a conceitos matematicos que os alunos
deveriam mobilizar nas suas resolu¢des mostrou-se dificil de
fornecer. Como o objetivo era que os alunos conseguissem
identificar sozinhos a forma de corrigirem os seus erros, o
feedback tinha de dar uma pista sobre o contetido que melhor
servisse aquela resposta, mas sem o referir explicitamente. Como
afirmam Bangert-Drowns, Kulick e Morgan (1991), o feedback
parece ser mais produtivo quando é dado a tarefas de natureza
mais aberta em oposicdo a tarefas estruturadas, orientadas e
fechadas. Contudo, as tarefas de desafio mais elevado revelaram
a necessidade de o professor fazer comentdrios mais longos, o
que podera dificultar a compreensio dos alunos.

Ha ainda a acrescentar que o trabalho em grupo se revelou mais
produtivo do que o individual. A evolugio verificada nos trabalhos
em grupo foi muito superior a dos realizados individualmente,
constituindo um ambiente favoravel a autoavalia¢io, tal como
apontado por Wiliam et al. (2004), sustentada na coavaliacdo
(Black et al., 2002).

O feedback e as singularidades dos alunos. O feedback exige
dos seus protagonistas a capacidade de estar em comunicagdo.
Para tal, é necessdrio que, para além de o desejarem, ambos
dominem o c6digo que permita o didlogo, isto é, se siga uma
abordagem dialdgica (Nicol, 2010). Assim, quanto mais precoce
for aidade da crianga e/ou menos dominar o cédigo escrito, mais
importante se torna o uso do feedback oral e/ou de situagoes
onde essa complementaridade seja a regra e ndo a excegdo
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(Santos & Pinto, 2010b). Mesmo para alunos mais velhos, muitas
vezes, revela-se necessario complementar o feedback escrito
com o oral (Semana & Santos, 2009). A eficdcia do feedback oral
prende-se com o facto de este acontecer a par das experiéncias
de aprendizagem, possibilitando uma regulacdo interativa e,
por isso, poder ser dirigido a cada caso e desenvolvido até ao
nivel necessdrio.

O nivel de desempenho dos alunos a Matemdtica revelou-se
também uma dimenséo importante face ao uso que os alunos
fazem do feedback recebido. Todos os alunos compreendem
que um feedback simbolico indica a existéncia de um erro,
mas apenas os alunos com elevado ou bom desempenho a
Matemadtica conseguiram melhorar a sua produg¢do quando
apenas lhes foi fornecido esse simbolo, que ndo é mais do que
uma chamada de atengdo para a necessidade de repensarem a
resposta. Estes alunos, quando nio entendem a mensagem do
professor, questionam-no, criando uma nova oportunidade de
aprendizagem. J4 os alunos com menor desempenho tendem
a ndo pedir ajuda ao professor e a ignorar o feedback. Outros
alunos com desempenho fraco a Matematica, em geral ndo o
fazem (Semana & Santos, 2009).

O uso do feedback também gera, por vezes, resisténcias nos
alunos porque também eles constroem uma representagdo
do que é aprender e ensinar. Ora quando um professor usa
o feedback provoca um conflito nessa sua representacdo.
Normalmente o uso de feedback implica um trabalho ativo e
auténomo que exige exposicdo publica em sala de aula, o que
contraria a ideia de que aprender é ouvir e praticar/aplicar o
que se ouviu e que tudo fica entre o professor e o aluno. Para
certos alunos esta mudanca de modo de funcionar nem sempre
acontece de forma imediata e linear.

Em sintese, existe evidéncia multipla de que o feedback escrito
ndo serve da mesma forma todos os alunos, nio é igualmente
eficaz. E importante conhecer os alunos e dar um feedback
adequado ao perfil académico de cada um, tendo em atengdo
as concegdes que tém sobre o que é saber Matematica.

A TECNOLOGIA E AS PRATICAS AVALIATIVAS

Numa época em que a tecnologia faz parte da nossa vida
quotidiana a vérios niveis, ndo posso deixar de lhe fazer uma
breve referéncia. De acordo com Leung (2013, p. 518), “a
tecnologia tem vindo a mudar a natureza da matematica que
ensinamos, aprendemos e avaliamos”. Se tivermos em atencéo
o Principio da Coeréncia (NCTM, 1999), que nos diz que a
avaliacdo deve estar em sintonia com os métodos de ensino,
ressalta desde logo que se os alunos usam recursos tecnoldgicos
durante o processo de ensino, entdo também deverdo fazé-lo em
momentos formais de avaliagdo. Acresce que, com tal pritica,
a validade é igualmente garantida: “o contexto da avaliacdo
ndo deve diferir de forma significativa do do ensino” (Stacey
& Wiliam, 2013, p. 737).

56

A tecnologia favorece igualmente o desenvolvimento de métodos
de ensino em que o aluno assume um trabalho sobretudo
auténomo e, em simulténeo, cria condigdes propicias a recolha
de informacdo por parte do professor. Por outras palavras,
cria um contexto onde uma prdtica avaliativa formativa se
torna facilitada (Santos & Santos, 2017). O uso de programas
de computador que possam ser usados pelos alunos para os
apoiarem na sua aprendizagem néo é novo. Teve o seu inicio
nos anos 70 do séc. XX. Fortemente marcado por perguntas
de escolha multipla e organizado por uma sequéncia de passos
de célculo estava pensado para poder fornecer ao professor
informacoes vélidas para a sua posterior intervenc¢io. Contudo,
esta ideia de ensino orientado ndo revelou ter grande eficicia
na aprendizagem, pelo que, o que atualmente parece ser mais
produtivo em termos de efeitos na aprendizagem sdo outras
abordagens e/ou exploragdo de potencialidades da tecnologia.
A titulo de exemplo refiro o projeto Web Project Based Learning
(WPBL) desenvolvido em Taiwan por Lin, Hung e Hsiao (2009).
O suporte tecnoldgico fornecia feedback a grupos de alunos
que, trabalhando colaborativamente, tinham a possibilidade de
desenvolver discussoes online durante a resolucdo das tarefas. O
estudo teve a duracio de trés anos e envolveu 124 alunos do 5.°
ano de escolaridade, 62 constituindo o grupo experimental, e os
restantes o grupo de controlo. Os resultados obtidos apontam
para que o conhecimento coletivo e a criatividade podem ser
desenvolvidos usando a avaliagdo formativa através da WPBL,
mesmo em alunos jovens. Um outro estudo desenvolvido na
Austrdlia, com 40 criancas da Educagdo de Infancia e do 1.°
ano de escolaridade, conclui que as representagdes dindmicas
proporcionadas por um software que propunha tarefas abertas
(Early Digital Fraction Assessment) facilitaram o uso de fragdes e
percentagens com aparente compreensédo conceptual (Goodwin,
2008).

Uma vez que a avaliagdo com recurso a tecnologia se pode
focar, e é desejavel que se foque, em aprendizagens matematicas
relevantes, onde se incluem o raciocinio matemético e a resolugéo
de problemas, a dimensdo tempo deve ser equacionada. A
avaliagdo com tecnologia “necessita ser desenvolvida sem
pressdo de tempo para que os alunos possam mostrar o que
sdo capazes de fazer” (Stacey & Wiliam, 2013, p. 74.8). Contudo,
este e outros aspetos terdo ainda de ser estudados até porque o
uso da tecnologia ainda ndo é uma pratica tdo generalizada na
sala de aula de Matemadtica como é preconizado nos curriculos
a nivel internacional. Mesmo para os professores que usam
recursos tecnoldgicos, a sua integragdo em outras componentes
do ensino e da avaliacdo ndo é simples, nem linear (Geiger,
Dole, & Goos, 2011).

A CONCLUIR

O campo da avaliagdo das aprendizagens € muito amplo. Apenas
aqui abordei uma sua dimensdo, a da avaliacdo formativa, e
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mesmo essa apenas focada em certos aspetos que destaquei e
que me parecem de particular importancia para quem trabalha
no dia-a-dia com alunos.

A investigacdo tem apontado para a importancia de uma prética
continuada de avaliagdo formativa, pelo papel que desempenha
para a aprendizagem em geral, e para a aprendizagem
matemadtica, em particular. Mas reconhecendo que tal pratica
ainda ndo é uma realidade no quotidiano da sala de aula, quer
anivel nacional, quer internacional (Santos, 2016), é imperativo
dar a conhecer aos professores e com eles refletir sobre o que
nos diz a investigacdo acerca dos contributos de tais praticas na
aprendizagem dos alunos. Sem idealiza¢des, com realismo, e
dando conta dos desafios que podem ter de enfrentar associados
a esta pratica.

Na discusséo sobre praticas avaliativas formativas é incontornavel
falar-se de feedback. Como afirma Sadler (1989), ha diversas
décadas, o feedback é um elemento chave na avaliagdo formativa
e talvez o mais poderoso mediador para contribuir para a
aprendizagem. Os estudos empiricos que fui referindo deixam
clara essa importancia. Mas o tipo de feedback, a relagdo entre
este e a natureza das tarefas matematicas em presenca e as
caracteristicas dos alunos sido fatores que podem influenciar
a eficdcia que se pretende com o feedback. Reconhecé-los é
provavelmente o primeiro passo para podermos minimiza-los.

Por ultimo, e porque a tecnologia tem uma presenca
incontorndvel na sociedade, recorri a alguns estudos existentes
na drea da educagéo matemdtica para destacar a possibilidade de
que dispomos para criar novos contextos de avaliacio formativa
que, quando desenvolvidos de forma adequada, podem ajudar
a aprendizagem dos alunos. Mas também nesta area ha que
inovar, que fazer diferente das préticas de ha 50 anos, cuja
eficicia foi claramente questionada pela investigacdo (Sinclair
& Yerushalmy, 2016).

Como afirmei anteriormente muito ficou por dizer! Mas sera
que estas breves palavras servirdo para alguma coisa? Ajudam
de algum modo os professores a desenvolverem de forma
mais continuada praticas avaliativas para ajudar os alunos a
aprender? Contribuem para despertar a curiosidade de alguns
professores para aprofundarem estas questdes e outras que lhe
estejam associadas? Desafiam alguns professores a investigar
nesta drea? Uma coisa € certa, as nossas praticas avaliativas tém
inevitavelmente repercussdes na aprendizagem matematica dos
nossos alunos! A nossa intervencio pode fazer toda a diferenca!
(Perrenoud, 2005).
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Na sequéncia do trabalho a que as diversas associagoes
profissionais foram convidadas no 4mbito do projeto
Autonomia e Flexibilidade Curricular, a Associag¢do
Portuguesa de Educagdo Musical (APEM), a Associagao
Nacional de Professores de Educacéo Visual e Tecnolégica
(APEVT), a Associagdo de Professores de Matemédtica (APM)
e a Associa¢do de Professores de Portugués (APP), em
colaboragdo com o Instituto de Educacgao da Universidade de
Lisboa, propuseram-se realizar um encontro sobre a tematica
da interdisciplinaridade centrada em projetos, experiéncias e
propostas, dirigido aos professores do 1.° ciclo e do 2.° ciclo do
ensino basico nas dreas de Lingua Portuguesa, Matematica,
Musica, Educagdo Visual e Educagdo Tecnolégica.

Este Encontro, “Interdisciplinaridade: Projetos e desafios’,
realiza-se no Instituto de Educagdo da Universidade de Lisboa
no dia 3 de marco de 2018 e serd certificado como agido de
curta duragao (Despacho n.° 5741/2015 Artigo 3.°).
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TECNOLOGIAS NA EDUCACAO MATEMATICA

ANTONIO DOMINGOS

O papel da tecnologia na aprendizagem da
matemadtica: contributos da investigacao

Neste artigo procuramos tragar um quadro que nos dé uma
panoramica do papel que a tecnologia tem desempenhado na
investigacdo relacionada com a aprendizagem. Identificando
a época em que a tecnologia comeca a estar ao servico do
processo de ensino/aprendizagem e cruzando esse inicio
com a investigacdo em Educagdo Matematica produzida em
Portugal procuramos tracar um quadro de correspondéncia
entre a evolucdo da tecnologia e o aparecimento de trabalhos
de investigacdo que preconizem as aprendizagens dos alunos.
Notamos que hd uma relacgdo direta e estreita entre ambas as
dreas e que a investigacdo tem acompanhado a evolugio da
tecnologia dando indicagdes sobre o papel que esta pode ter
nas aprendizagens dos alunos. Dada a quantidade de trabalhos
de investigacdo que existem em Portugal ndo nos é possivel
referenciar aqui todos, pelo que se optou por dar exemplos de
titulos de alguns deles que ilustram os periodos em destaque.
Para um estudo mais exaustivo o leitor poderd encontrar a
maior parte destes trabalhos nos repositérios das instituicoes
de Ensino Superior.

A TECNOLOGIA NO ENSINO E APRENDIZAGEM DA
MATEMATICA: INTEGRACAO E EVOLUCAO

A introducdo das Tecnologias de Informagdo e Comunicagio
(TIC) no sistema de ensino portugués remonta aos anos
80 do século passado, com a implementa¢do do projeto
Minerva. Uma andlise breve dos curriculos (programas) de
matemdtica mostra-nos uma crescente e incessante procura pela
integracdo das varias ferramentas computacionais que se foram
desenvolvendo, com excec¢do dos programas implementados
em 2013 e anos seguintes, onde hd um retrocesso claro no que
se refere a utilizacdo das tecnologias no processo de ensino.

Embora os programas apontem essencialmente para uma
integracdo crescente das computacionais,
nem sempre foi essa a tendéncia quando olhamos para a
implementacio do curriculo, quer ao nivel do curriculo que
¢ moldado pelos professores, quer ao nivel do curriculo que
é colocado em acdo na aula de matematica. As razdes para
esta fraca correlacdo entre o que é preconizado no curriculo
e nas orientagdes curriculares e o que é posto em agio pelos
professores pode ser explicada por vérios fatores, nomeadamente
a falta de recursos tecnoldgicos adequados, a necessidade de
formacéo na utilizacdo e integracdo das varias ferramentas e a

ferramentas

exequibilidade do curriculo condicionada pela dimenséao das
turmas.

Embora as questdes da fraca integracdo das TIC no processo
de ensino e aprendizagem sejam transversais ao longo deste
periodo, o mesmo ndo se pode dizer acerca da evolugdo das
ferramentas disponiveis. Com a implementacdo do projeto
Minerva comecaram a ser divulgados alguns softwares e a ser
construidos outros, alguns destes com caracteristicas préximas
das aplicacdes que hoje em dia sdo utilizadas na maior parte
dos dispositivos médveis (APPS). Apds o projeto Minerva
seguiram-se outros programas de ambito nacional com vista
a introdugdo das tecnologias na escola, como o Nénio-Século
XXI, Internet na Escola, CRIE ou PTE, que procuraram manter
e reforcar a presenca de ferramentas cada vez mais poderosas
com o objetivo de potenciar a qualidade do ensino ministrado
e aaprendizagem dos alunos. Esta evolucéo chegou aos nossos
dias com o desenvolvimento de uma grande diversidade de
ferramentas computacionais, que na maior parte das vezes
contrasta com o reduzido uso que lhes é dado na escola e nos
contextos educativos formais. Parece assim, cada vez mais
distante, uma correlagéo forte entre a evolugio das tecnologias
que podem ser aplicadas a educacéo e a sua utilizacio efetiva
em contextos de aula, como ferramentas para ajudar o aluno
a pensar e a desenvolver o seu raciocinio. E neste contexto de
evolugdo tecnolégica com mais de 30 anos que vamos analisar e
equacionar o papel que a investigacdo em educa¢do matematica
realizada em Portugal, tem tido na aprendizagem da Matematica.

A TECNOLOGIA E O PROCESSO INVESTIGATIVO

Para organizar esta sec¢do optou-se por seguir o aparecimento
e desenvolvimento das tecnologias e estabelecer a sua relagdo
com os trabalhos de investigacdo que as acompanharam,
usando-as como objetos de estudo. Nesta sequéncia faz-se
primeiramente uma abordagem mais centrada na geometria,
seguida de ferramentas de tratamento algébrico, envolvendo
a representacdo grafica e manipulagdo numérica e termina-se
com uma referéncia mais destacada ao papel da calculadora
grafica. A evolugao de todas estas ferramentas ¢ acompanhada
pela investigacdo sobre as mesmas com o objetivo de estabelecer
o seu papel na aprendizagem dos alunos.

Podemos considerar que os trabalhos de investigacdo em
educagdo matemdtica em Portugal comecam a ganhar expressdo
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na mesma época em que se d4 a implementacdo do projeto
Minerva. A criagido e o desenvolvimento de ambientes de
aprendizagem poderosos, como eram referidos por Papert,
baseados na utilizagdo de ferramentas computacionais
inovadoras, mostravam que era possivel centrar as aprendizagens
matemdticas nos alunos levando-os a simular ambientes
de aprendizagem de natureza construtivista. Rapidamente
os investigadores se sentiram atraidos por estes ambientes
computacionais, onde era possivel identificar sequéncias
de aprendizagem de topicos especificos que colocavam em
evidéncia os modos de pensar e raciocinar dos alunos que
neles trabalhavam. O aparecimento da linguagem Logo e o
recurso ao Logo.Geometria marcaram uma época inicial onde
as fronteiras entre o trabalho desenvolvido pelos professores
e pelos investigadores eram por vezes ténues e os papéis de
ambos facilmente se confundiam. Podemos relembrar o que
dizia Veloso (1989) a propésito da utilizacdo desta ferramenta:

Desde ha cerca de dois anos que o programa educacional LOGO.
GEOMETRIA vem sendo utilizado de modo sistematico por algumas
professoras do Ensino Secundario em Lisboa e, de modo esporadico,
por outros professores noutros pontos do pais. LOGO.GEOMETRIA
¢ um programa educacional para o ensino da Geometria. Trata-se
de um conjunto coerente e extenso de procedimentos na linguagem
LOGO, que facilitam aos alunos o desenvolvimento de actividades
de diversos tipos em Geometria Elementar. Este programa parte
do principio que a iniciativa da aprendizagem deve pertencer a
todo o momento aos alunos e ao professor... (https://www.mat.
uc.pt/~jaimecs/nonius/nonius20_1.html)

aprenda logo.tangram :Ltan

pf 100*raizq 2 pd 135 tri (2*:Ltan)

pe 45 pf 100*raizq 2 pd 135 tri (2*:Ltan)
pe 45 pgramo :Ltan

pf 50°raizq 2 tri 50°raizq 2

pd 45 pf :Ltan pd 90

pe 90 quadrado :Ltan

pf :Ltan pd 45 pf 50°raizq 2

0

un pd 90 mudepos(25 60]
fim
Este ambiente computacional veio proporcionar o

desenvolvimento de alguns trabalhos de investigacdo. Podemos
referir as teses de mestrado com os titulos “Logo na educacéo
matemadtica: um estudo sobre as concep¢oes e atitudes dos
alunos” (Matos, 1991) e “O computador na aprendizagem da
geometria” (Saraiva, 1991), que com enfoques diferentes marcam
esta época na relagdo entre a tecnologia e o seu contributo para
a aprendizagem. O primeiro destes estudos tem como duplo
objetivo investigar em profundidade as atitudes dos alunos
através da compreensdo das suas concegdes sobre a Matematica,
e iluminar a compreensdo acerca da eventual contribuicdo
dos computadores na promocéo de atitudes positivas destes
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em relagdo a Matemdtica. O segundo estudo centrou-se na
aprendizagem da geometria com recurso ao Logo, evidenciando
as suas dimensdes vetorial e analitica.

Estaligacdo entre tecnologia e investigacdo comeca a ser alargada
a utilizacdo de outras ferramentas computacionais da época,
salientando-se aqui uma forte ligacéo entre os investigadores e os
professores que estdo no terreno a trabalhar com os seus alunos.

Com o passar do tempo e a evolugdo das ferramentas, entretanto
disponiveis, o tema da geometria continuou a ser um campo
de pesquisa preferencial devido ao aparecimento de softwares
como o Cabri-Géomeétre ou o Geometer’s Sketchpad. H4 um
interesse redobrado pela utilizagdo destas ferramentas e pela
sua introducdo no processo de ensino e aprendizagem. Embora
estes dois softwares trabalhem contetidos de geometria a sua
concecdo original seguiu caminhos diferentes. Destaca-se neste
ensaio a natureza do Cabri-Géomeétre que se apresenta como
uma ferramenta bastante direcionada para o apoio a investigacao.

A utilizagdo destes softwares deu origem a varios trabalhos
de investigacdo, onde podemos destacar titulos como “Uma
experiéncia educacional: avaliacdo do trabalho com o Geometer’s
Sketchpad na aula de matemdtica” (Paiva, 2009), “O estudo de
pavimentagoes regulares e semi-regulares com ambiente de
geometria dindmica” (Vieira, 2011), “Aprendizagem da geometria
em ambientes computacionais dindmicos: um estudo no 9° ano
de escolaridade (Junqueira, 1995) ou “O Cabri-Géomeétre na
resolucédo de problemas” (Coelho, 1996). Constata-se que estes
trabalhos estdao muito direcionados para a aprendizagem dos
alunos recriando ambientes de aprendizagem onde estes estdo
no centro do processo. Neste contexto investigou-se como é que
os alunos exploram, realizam, justificam, investigam e resolvem
problemas num AGD (Ambiente de Geometria Dinimica) e
como é que isso os habilita a compreender objetos e relagoes
geométricas, a formular conjeturas e a elaborar argumentos
indutivos e dedutivos. Procurou-se ainda compreender as
relacdes existentes entre a avaliacdo e a aplicacdo de tarefas
com o uso do Geometer’s Sketchpad e as suas repercussoes nas
aulas de matematica.

O continuo desenvolvimento deste tipo de ferramentas passou
pelo aparecimento de outros softwares tendo recentemente
culminado numa ferramenta bastante completa, 0 GeoGebra.
Ao longo deste periodo os investigadores continuaram a explorar
as potencialidades destas ferramentas na aprendizagem da
geometria, sendo que nos ltimos tempos esta utilizacdo procura
investigar ndo s6 problemas de geometria, mas também a sua
relagdo com a dlgebra, quer através do célculo simbdlico quer
do estudo grafico de fungdes. Sdo exemplos de trabalhos de
investigacdo desenvolvidos nesta drea teses com os seguintes
titulos: “Aprendizagem das fun¢des no 8° ano com o auxilio do
software GeoGebra” (Candeias, 2010), “Geometria: um estudo
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sobre angulos e poligonos, no 9° ano de escolaridade, com
recurso ao GeoGebra” (Salvador, 2013), “A matematica e as TIC
no processo de ensino e aprendizagem: o geogebra no ensino
de fungdes e grificos de uma fun¢do” (Van-Dunem, 2016) ou
“GeoGebra e iTALC numa abordagem criativa das isometrias”
(Coelho, 2013). De notar que todos estes trabalhos se situam no
dominio das aprendizagens e que a sua abrangéncia ja vai muito
para la da geometria. Alguns destes trabalhos centram-se no
processo de ensino e aprendizagem de conceitos especificos,
como ¢ o caso dos conceitos de angulo, &ngulo ao centro e angulo
inscrito numa circunferéncia, as propriedades que relacionam
os angulos ao centro, 4ngulos inscritos e arcos de uma mesma
circunferéncia e as propriedades relativas a soma dos 4ngulos
internos de poligonos convexos. E possivel identificar, noutros
trabalhos, uma maior transversalidade relacionando os conceitos
de geometria e fungodes, onde o software desempenha um papel
de mediador das aprendizagens, ou ainda a criacdo de ambientes
de aprendizagem cooperativos e colaborativos com especial
enfoque na criatividade dos alunos e a ligacdo entre ambientes
digitais e os ambientes de “papel e l4pis”

Editar funcSo
Definir intervalo

t ou { para se deslocar no QUADRO.
(ESC> para regressar a0 menu principal.

O estudo de fungdes e o calculo simbdlico comecam a ganhar
terreno com o recurso a este tipo de ferramentas. E ainda
importante destacar o papel desempenhado por elas na
criacdo de aplicacdes mais simples, applets, que tém raizes
nos diferentes softwares atras referidos e que tém vindo a ter
um papel cada vez mais importante no processo investigativo.
Sao exemplo disso mesmo trabalhos de investigagdo como, por
exemplo, “A utilizacdo das aplicagdes interativas no ensino e
aprendizagem das equagdes do 1.° grau” (Oliveira, 2014) ou
“Applets na aprendizagem matemadtica em situacdo de aulas
de apoio ao estudo” (Andrade, 2014). Os resultados obtidos
nestes estudos parecem indicar que as applets contribuiram para
a mobilizagdo e construcdo de conhecimentos matemadticos,
bem como para promover o gosto dos alunos pela Matematica.
Em ambos os casos se conclui que elas podem funcionar como
instrumento mediador das aprendizagens, uma vez que os alunos
conseguiram apropriar-se dos conceitos matemdticos através
das mesmas. Por exemplo, no estudo das equagdes do 1° grau,
permitiram aos alunos efetuar a passagem da aritmética para a

dlgebra refor¢ando o uso natural dos principios de equivaléncia
para que os alunos compreendam a sua aplicagio.

A investigacdo no dominio da dlgebra incluindo a representacéo
grafica de fungdes com recurso a tecnologia nem sempre seguiu
um percurso tdo linear como o que acabamos de descrever para
o caso da geometria. Com o aparecimento do projeto Minerva
os softwares de tratamento algébrico tinham como principal
ferramenta a folha de célculo. A apropriacdo desta ferramenta
em termos de investiga¢do teve o seu auge ainda no final dos anos
80 onde é possivel identificar trabalhos de investigacao, como é
o caso da tese de mestrado com o titulo “A folha de célculo na
Educagio Matemdtica — uma experiéncia com alunos do ensino
preparatério” (Moreira, 1989). Seguiram-se outros trabalhos
como os estudos relativos a “A aprendizagem da Trigonometria
num contexto de aplicagdes e modelacido com recurso a folha de
célculo” (Carreira, 1992) ou “O desenvolvimento do pensamento
algébrico com recurso a folha de calculo: um estudo com alunos
de 9° ano” (Mariano, 2013). No primeiro estudo procurou-se
investigar como alunos do ensino preparatério podiam beneficiar
do uso desta ferramenta, quer na construcéo de conceitos, quer
no desenvolvimento da capacidade de resolver problemas. Os
estudos seguintes recorrem as potencialidades da folha de
calculo no dominio da modelacéo e do pensamento algébrico
para ajudar os alunos na construcéo de conceitos matematicos
especificos. Com o avanco das tecnologias foram surgindo novas
ferramentas que vdo dar expressdo a andlise grafica de muitas das
representacdes algébricas e numéricas antes tratadas. Surgem
programas de tracado de graficos que vém potenciar o estudo
das fungdes e comegam a aparecer trabalhos de investigacao
suportados na utilizacdo destas ferramentas. Como exemplo
desses trabalhos podemos considerar “O computador e o
Programa ESTUDUFUNC no estudo das fun¢des” (Duarte, 1992),
“A Aprendizagem de fun¢des num ambiente computacional
com recurso a diferentes representacdes” (Domingos, 1994) ou
o “Desenvolvimento de representagdes graficas para o ensino
de fungoes reais de duas varidveis no programa Matemética”
(Moreira, 1994). Nestes estudos podemos encontrar investigacoes
que usam softwares de tracado de graficos ainda numa fase
inicial do seu desenvolvimento, mas onde o papel das diferentes
representacgdes do conceito ganha uma dimenséo investigativa
bastante forte. No terceiro estudo referido sao ainda analisados
varios softwares educativos que vao desde o 1.° Ciclo do Ensino
Basico até aos primeiros anos do Ensino Superior.

O desenvolvimento da investigacdo nesta area beneficiou
grandemente da evolugdo destas ferramentas e, como ja foi
referido acima, a utilizacdo de programas como o GeoGebra
ou a calculadora grafica tem vindo a ter uma presenca continua
nos trabalhos de investigacdo mais recentes.

Embora os softwares de tracado de graficos tenham tido
grandes desenvolvimentos, a calculadora grafica acabou por
ter um papel muito importante no apoio a investigacdo em
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contexto escolar e consequentemente na aprendizagem dos
alunos. Numa fase anterior ao aparecimento da calculadora
gréfica, a calculadora cientifica ocupou algum lugar de destaque
no apoio a
recurso a esta ferramenta, como por exemplo “A construgdo
do conceito de proporcionalidade mediada pela utilizacdo da
calculadora: um estudo com alunos do 6° ano” (Paula, 2000)
ou “A calculadora no percurso de formacgéo de professores de
Matematica” (Silva, 1991), onde a calculadora aparece quer
no ambito da formacdo de professores quer na construcido de
conceitos especificos. Com a rdpida evolugdo das calculadoras
cientificas para as calculadoras graficas, estas assumem grande
preponderancia e chegam rapidamente as escolas, tornando-
se uma das principais ferramentas computacionais ao servigo

investigacdo. Surgiram alguns trabalhos com

do ensino e aprendizagem no ensino secunddrio. Esta presenca
da calculadora grafica nas escolas leva a um grande incremento
em termos de trabalhos de investigacdo que procuram clarificar
o seu papel no processo de ensino e aprendizagem. Numa fase
inicial estas calculadoras sdo um apoio forte a representagio
grafica e ao desenvolvimento de algum trabalho algébrico e
de tratamento e andlise de dados. Sdo muitos os trabalhos de
investigacdo neste dominio, como por exemplo: “A utilizagdo
da calculadora grafica na aula de matematica: um estudo
com alunos do 12° ano no ambito das fungoes” (Semido,
2007), “Fungoes quadraticas no 10° ano usando a calculadora
grafica” (Silva, 2009), “A calculadora gréfica na aprendizagem
das fung¢ées no ensino secundério” (Consciéncia, 2014), “O
papel da calculadora gréfica na aprendizagem de conceitos
de analise matematica: estudo de uma turma do 11° ano com
dificuldades” (Cardoso, 1995), “A utilizacdo da calculadora
grafica por alunos do Ensino Secundério” (Rocha, 2000) ou
“A calculadora grafica no ensino/aprendizagem de fungoes:
uma experiéncia no ensino superior politécnico” (Domingues,
1999). Os vérios estudos referidos acima apresentam um mesmo
denominador comum — a aprendizagem de conceitos funcionais,
relacionados com tépicos especificos do curriculo. Sdo vérias as
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referéncias as dificuldades dos alunos na utilizacdo eficiente da
calculadora, ainda que em vérios casos se verifiquem melhorias
no seu desempenho. A motivacdo dos alunos para o estudo
dos conceitos estd também presente nalguns dos estudos,
tendo a calculadora desempenhado um papel fundamental.
Verificamos que hd uma aposta forte na investigacdo nos
niveis de escolaridade mais avangados ao mesmo tempo que a
aprendizagem de conceitos estd no centro destas abordagens.
Mais recentemente as calculadoras graficas comecaram a
apresentar potencialidades mais amplas, envolvendo nao sé
abordagens ao estudo das multiplas representacdes de fungoes
ou de tratamento de dados, mas sobretudo integrando outras
ferramentas como ambientes de geometria dindmica, folhas
de célculo interativas, sistemas de célculo algébrico simbdlico
(CAS) e ferramentas de recolha e tratamento de dados em tempo
real por meio de sensores. Estas dimensdes comegam a ser
percecionadas como potenciadoras da criacdo de ambientes
de aprendizagem ricos e inovadores, a semelhanca com o que
acontece com os ambientes de geometria dindmica mais recentes
referidos acima, potenciando a possibilidade de desenvolver
trabalho de investigacdo muito relevante em todas as dreas do
curriculo. Comegam a aparecer alguns trabalhos de investigacdo
neste dominio, como por exemplo: “Potencialidades das
tarefas de modelacdo matemdtica com recursos a calculadoras
graficas e sensores na aprendizagem matemdtica dos alunos”
(Langa, 2007), “O papel das tecnologias na aprendizagem da
matematica em alunos com sindrome de asperger - estudo de
caso” (Almeida, 2012) ou “A utiliza¢do da calculadora grafica no
estudo das fungdes trigonométricas” (Mesquita, 2014). Nestes
estudos a calculadora com as suas diversas potencialidades
tem um papel central no desenvolvimento do trabalho de
investigacdo. Privilegiando a aprendizagem dos alunos com
recurso a modelacdo de situagdes problematicas é possivel
contribuir para uma consolidacdo dos conceitos matematicos
em estudo, mesmo em situagoes de alunos que tém necessidades
educativas especiais. O uso que é feito pelos professores continua
a condicionar a forma como os alunos usam a calculadora.
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EM SINTESE

Fazendo o exercicio de procurar estabelecer uma relagio entre a
investigacdo que tem sido desenvolvida com base na tecnologia
e aaprendizagem dos alunos, decidimos fazer uma viagem que
procura enquadrar esta temética desde os anos 80 do século
passado até ao presente. De facto, é com o aparecimento do
projeto Minerva que a tecnologia chega efetivamente a escola,
ao mesmo tempo que a investigacdo portuguesa em educacdo
matematica assume um papel de destaque. Podemos constatar
que a tecnologia e a investigagdo no dominio das aprendizagens
se interligam, sendo as ferramentas computacionais um suporte
privilegiado para a recolha de dados junto dos alunos com o
objetivo de aferir as aprendizagens realizadas e a qualidade
dos ambientes de aprendizagem que eram simulados nestes
processos de investigacdo. Constatamos ainda que a evolugio
da tecnologia determina em boa medida as investigacoes
realizadas, permitindo alargar o espectro de trabalhos que
cobrem praticamente todas as dimensdes do curriculo. Nesta
interacdo € interessante verificar que hd muitos professores
envolvidos em trabalhos de investigacdo o que deixa prever que
ainvestigacdo realizada tem condi¢des para chegar as escolas e
ser disseminada junto dos restantes professores.

Nesta breve incursio pela investigacdo realizada podemos
constatar que os ambientes de geometria dindmica foram
especialmente potenciadores de aprendizagens, mostrando-nos
que é possivel potenciar as aprendizagens de topicos e conceitos
especificos ligados a geometria, a dlgebra e as fungoes, através
do estabelecimento de conjeturas que tragcam o caminho para a
prova das mesmas. A democratizagio do acesso a ferramentas de
aprendizagem ¢ largamente atingida com as tltimas gera¢des da
calculadoras graficas, onde é possivel incorporar uma variedade
de softwares com caracteristicas particulares, mas que ao
mesmo tempo podem ser interligados potenciando o processo
de modelagdo matemdtica. Varios trabalhos de investigacdo
sdo desenvolvidos com recurso a estas calculadoras e todos
eles apontam para uma compreensdo efetiva das diferentes
representacdes dos conceitos em estudo, sendo o processo
de modelacdo especialmente destacado para esse fim. No
que se refere as conce¢des dos professores e alunos é possivel
verificar alteragdes significativas que ainda carecem de periodos
de utilizagéo das ferramentas mais prolongados no tempo para
que possam configurar conce¢des mais estaveis e duradouras.

A disseminacdo dos resultados da investigacdo é por vezes
apontada como sendo pouco eficaz, ainda que a maior parte destes
trabalhos sejam disponibilizados nos repositorios das Instituicdes
de Ensino Superior. Esta Revista tem tido a preocupacgio de
divulgar alguns desses trabalhos sintetizando-os em pequenos
artigos que vdo saindo nas suas varias edi¢des e onde se relatam
as vantagens da utilizagdo destas ferramentas na aprendizagem
dos alunos.
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PENSE NISTO

Uma aula virada ao contrario

Dificil é sentd-los, é o titulo do livro escrito por Dulce Neto,
em colaboracdo com Margal Grilo, sobre o periodo (95/99)
em que este foi Ministro da Educagdo. O titulo corresponde a
um desabafo de uma professora do 1.° ciclo, relativo a alunos
a viver em condigoes precdrias e que ndo estavam habituados
a estar sentados.

Esta é uma situacgdo real, mas o dominante na escola é o contrdrio.
Os alunos passam a maior parte do tempo escolar sentados, em
aulas sucessivas. Apesar de nessa situagao existirem dinamicas
de sala de aula diversificadas, que tém influéncias diferentes na
atividade que os alunos desenvolvem, interrogamo-nos: de que
forma o estar predominantemente sentado afeta a capacidade
de concentracdo e aprendizagem dos alunos? Que problemas
podem surgir desta pratica continuada?

Para apoiar a reflexdo sobre estas questdes, escolhemos dois
exemplos em que os alunos desenvolvem atividades na sala de
aula, mas em pé!

PROJETO MATEMATICA 360 GRAUS

O texto que se segue, escrito por Nadine Bailey foi traduzido e
adaptado de http://informativeflights.blogspot.pt/2014/12/360-
degree-whiteboards.html e descreve os objetivos e pressupostos
subjacentes a este projeto:

O conceito de matemadtica de 360 graus foi aparentemente langado
por Sean Kavanaugh como forma de envolver os alunos. Ao colocar
os alunos em pé a resolver problemas nos quadros brancos que
cercam a sala de aula, os professores veem “evidéncias dos processos
de pensamento dos alunos a medida que se desenrolam” Se os
alunos estdo debrugados sobre os cadernos, “os erros geralmente
sdo detetados muito depois de serem feitos e os professores podem
ter problemas para identificarem o momento em que o pensamento

3

do aluno ‘se desviou do caminho correto””,

Segundo a autora, os cinco passos desta estrutura incluem:
1) os cumprimentos: cada aluno que entra na sala de aula é
pessoalmente saudado pelo professor (sinal de respeito e boas-
vindas); 2) o rebobinamento: os alunos resolvem trés problemas
relativamente simples no quadro branco para ganhar confianga;

o 5y
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3) a micro-apresentagdo: o professor faz uma apresentacdo
curta de oito a 10 minutos para introduzir novos conceitos; 4)

a prdtica: os alunos voltam ao quadro branco, onde passam a
maior parte da aula, a resolver problemas mais desafiadores,
facilitados por discussdes em grupo e colaboragéo; 5) a prova: o
trabalho é feito individualmente nos quadros brancos e revisto
pelo professor para compreender em que ponto esta cada aluno
no dominio das capacidades que estdo a ser trabalhadas, de
forma a ajudar a planear a aula seguinte.

VISITA A EXPOSICAO DE POSTERES E CONGRESSOS
MATEMATICOS

As ideias sdo explicitadas por Fatima Mendes no artigo publicado
na pagina 9 deste nimero tematico. Os alunos, em grupo,
elaboram poésteres em que apresentam a resolucdo da tarefa
proposta pelo professor e afixam-nos nas paredes da sala. Hi um
tempo para os alunos visitarem a exposicdo, lerem os pdsteres
dos outros, anotarem duvidas e registar questdes a colocar a
cada um dos outros grupos, aquando do congresso matematico.

Com os recursos que atualmente existem nas escolas, sdo
possiveis experiéncias como as descritas. No caso do Projeto
Matematica 360 graus, ndo tendo a maioria das nossas salas
espacgo para circular a volta das quatro paredes, porque nao
realizar a experiéncia em que estdo no quadro trés ou quatro
pares de alunos que alternam ciclicamente com os outros?

Estar de pé pode afinal promover a concentrac¢io dos alunos na
resolucgdo das tarefas propostas, desde os exercicios as tarefas
mais abertas!

Pense nisto!

JoANA BROCARDO
Esco1a SuPERIOR DE EDUCAGAO, INSTITUTO POLITECNICO DE SETUBAL
& UIDEF - INsTITUTO DE EDUCAGAO, UNIVERSIDADE DE LISBOA

CATARINA DELGADO, IRENE SEGURADO, ISABEL RocHA, MANUEIA
PirEs
(pA REDAGAO DA EDUCAGAO E MATEMATICA)
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PUBLICACOES APM

A pratica dos professores:
Planificacao e discussao coletiva na sala de aula

Este livro corresponde ao culminar do 5.° ciclo de
estudos do Grupo de Trabalho de Investigacdo da
APM que visou a reflexdo sobre dois momentos
importantes da pratica do professor — a planificagdo
e a discussdo coletiva.

GTI—Grupo de Trabalho de Investigacao

O livro é composto por nove capitulos, os dois L

primeiros de &mbito tedrico incidindo sobre os dois A pratlca dos PfOfESSOI’ES:

temas em analise e os restantes sete que resultam Planiﬁcaqéo e discussao coletiva
de experiéncias vividas pelos seus autores. Como na sala de aula

se lé na introdugéo, “os quatro primeiros envolvem
experiéncias com alunos dos 1.° e 2.° ciclos do ensino
bésico, tendo o primeiro o foco na planificagdo e os
trés seguintes nas discussoes coletivas de sala de
aula. Os trés dltimos capitulos relatam experiéncias
na formacéo de professores, onde se confronta a
planificacdo com os desempenhos apresentados
pelos futuros professores na orientagdo de
discussoes coletivas de sala de aula”

Preco de capa: € 15,00

Preco de sdcio: € 12,50

Assoclacde de Professores de Matematica
2017
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PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS

Para esta secgdo escolhemos a primeira parte da conferéncia plendria que Malcolm Swan apresentou no Encontro de Investigacao em Educacao
Matematica, realizado em Settibal em 2014 e organizado pela Sociedade Portuguesa de Investigagdo em Educacao Matematica.

Malcolm Swan, que faleceu este ano aos 64 anos, era professor e investigador na Escola de Educagdo da Universidade de Nottingham. Foi
um notdvel designer de materiais curriculares, aliando criatividade com um profundo conhecimento da investigacdo sobre a aprendizagem
da matematica.

O ICMI atribui-lhe o primeiro prémio Emma Castelnuovo em 2015 “por mais de 35 anos de desenvolvimento e implementacéo de trabalho
inovador e influente na pratica da educagao matemética”

No texto selecionado para este niimero temdtico consideram-se finalidades amplas para o ensino da matematica, que incluem a fluéncia
processual, a compreensdo conceptual, a competéncia estratégica na resolugéo de problemas puros ou aplicados e a consciéncia critica da
qualidade do raciocinio matematico. Para cada uma destas finalidades apresentam-se tarefas poderosas que podem ser exploradas em diferentes

anos de escolaridade e que séo potencialmente geradoras de atividades matematicamente significativas.

Conceber tarefas e aulas que desenvolvam a
compreensdo concetual, a competéncia estratégica

e a consciéncia critica

MALCOILM SWAN

As finalidades que temos para o ensino da matemética sdo amplas,
incluindo a fluéncia processual, a compreensio concetual, a
competéncia estratégica, tanto na resolu¢do de problemas
puros ou aplicados, e a consciéncia critica da qualidade do
raciocinio matematico. Cada uma das finalidades requer uma
variedade de tarefas matemdticas devidamente concebidas.
Neste artigo, descrevo e ilustro uma organizacdo de aulas para
a concecdo de tarefas, que achdmos ser til e eficaz na cria¢do
de oportunidades de aprendizagem poderosas, ricas, acessiveis
e adaptaveis as necessidades individuais dos alunos. Aspetos
formativos particulares da concecéo de aulas serdo enfatizados.
Séo descritos papéis importantes da pré-avaliacdo, questoes de
retorno formativo e apresentacio de produgées/afirmagoes para
os alunos avaliarem ou comentarem.

INTRODUCAO

E com frequéncia que a literatura critica os curriculos da
matematica por terem uma perspetiva extremamente estreita
da matematica e uma variedade limitada de tipos de tarefas
(Kilpatrick et al. 2001; Watson & Sullivan 2008). Isto nio sera
necessariamente culpa dos préprios documentos curriculares,
os quais tém objetivos louvéveis, mas sim das formas como eles
sdo interpretados e vulgarizados por assessores e autores de
manuais escolares (Swan, 2014).

Neste artigo, considero a concegéo de tarefas para as amplas
finalidades que séo citadas e valorizadas frequentemente: a
fluéncia processual, a compreensdo concetual, a competéncia

estratégica (na resolucdo de problemas puros ou aplicados) e
a consciéncia critica da qualidade do raciocinio matematico.
Talvez a razdo predominante destas finalidades terem um
reflexo insuficiente na pratica letiva seja a falta de énfase que
a investigacdo colocou na concecéo de tarefas e a inexisténcia
de uma profissdo de “designer” de materiais curriculares
(Burkhardt & Schoenfeld, 2003). De facto, é assumido com
frequéncia, de modo pouco razoével, que os professores tém
tempo para desenvolver este papel, durante o decurso normal
do seu trabalho.

Este artigo comeca com a apresenta¢do de uma organizagao
tedrica para a concecdo de tarefas que une objetivos, produtos,
tipos de tarefas e atividades de sala de aula. Daqui segue-se
para a consideragdo dos principios que regem a elaboragéo de
aulas adaptdveis, a partir dessas tarefas. Aqui, uma “tarefa” é
definida como algo que o professor pede aos alunos para fazerem,
e “atividade” é tida como referindo-se a resposta dos alunos
(Christiansen & Walter, 1986; Mason & Johnston-Wilder, 2006).
Uma tarefa significa mais do que a impressdo de um problema
numa ficha de trabalho ou num manual, incluindo a forma como
é mediada e transformada pelo professor na sala de aula, a sua
apresentacdo e a subsequente provisido de indicac¢oes, pistas e

1 Optou-se por traduzir o inglés “task’, palavra derivada do francés
“tache” por “tarefa’} que chegou ao portugués a partir do drabe “tarihd”
(NdoT)

2 Tentou-se respeitar a escolha do autor para os sentidos de “atividade”
e de “tarefa” (N do T)

PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS

OUTUBRO :: NOVEMBRO :: DEZEMBRO #144-145 67



outras questdes. As tarefas também se alteram a medida que
os alunos as interpretam de modos diferentes. Neste artigo,
interpreto as tarefas como integrantes de aulas, abrindo-se e
desenvolvendo-se com o correr do tempo. O termo “aula” é
utilizado aqui com o significado de uma sequéncia de tarefas e
de atividades focadas num objetivo particular de aprendizagem,
ndo se pressupondo que as aulas devem ser limitadas a um
tempo letivo.

UMA ORGANIZACAO PARA A CONCECAO DE TAREFAS

Na elaboragdo desta organizagdo, distingo entre o objetivo
educativo da aula, os produtos dos alunos que evidenciam
se atingiram esse objetivo, os tipos da tarefa matematica que
orientam a nossa concecido de tarefas e as atividades da aula
que pretendemos como resultado delas.

1.° Objetivo: Desenvolver o conhecimento factual e a fluéncia
processual

“A civilizagdo avanga a partir da ampliacdo do niimero de
operacoes que podemos realizar sem pensarmos sobre elas.”
(Whitehead, 1911, p. 61)

Por factos entendemos informagdes que estdo desligadas ou que
sdo arbitrdrias, incluindo as notagdes convencionais. Por fluéncia
processual entendemos a capacidade de executar rapidamente,
eficazmente e com confianga procedimentos matemadticos,
sem esfor¢o de raciocinio. O valor da fluéncia ndo deve ser
subestimado: “o bom dominio de rotinas liberta uma atenc¢io
consciente para focar os aspetos da tarefa que sdo novidades ou
que sdo probleméticos” (Cockroft, 1982 §, 239). Aos produtos
relacionados com tarefas e atividades de sala de aula, para atingir
o 1.° objetivo, chamamos desempenhos, ensaios e pratica de
exercicios. Sendo evidente a importancia do empenho para se
chegar a uma fluéncia técnica em matematica, a énfase na pratica
repetitiva de capacidades isoladas estd atualmente omnipresente.
E como se o ensino de musica estivesse exclusivamente focado
em escalas e arpejos. O objetivo da fluéncia, no entanto, ndo
precisa ser conseguido a partir de uma dieta aborrecida de pratica
repetitiva. Num artigo recente, Foster (2013) utiliza a metafora
do estudo, a nivel da musica, para mostrar como a fluéncia
pode ser desenvolvida através do envolvimento na resolugédo de
problemas atraentes e matematicamente satisfatérios.

Um exemplo ilustrard isso. Suponha que um professor quer
que os alunos aperfeicoem a fluéncia no cilculo de éreas e
perimetros de um certo nimero de poligonos simples. Ele
pode desenhar dois eixos perpendiculares, o eixo dos xx,
relativo aos perimetros, e o eixo dos yy, da drea, e pedir aos
alunos para marcarem no plano os pontos relativos a alguns
poligonos simples. A seguir, podem colocar-se questoes mais
interessantes, tais como: “podes desenhar alguns poligonos
representados pelas coordenadas (12, 4); (4, 12)?”; “Quais sdo
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os pontos do plano que representam quadrados, tridngulos...?”;
“Quais os pontos que ndo podem representar um poligono?”.
Enquanto calculam dreas e perimetros, os alunos propdem os
seus proprios exemplos, fazem conjeturas e generalizagoes e
chegam a resultados surpreendentes. Podemos resumir o tipo
de tarefa e exemplos de atividades de sala de aula para este
objetivo na figura 1.

Tipos de tarefa Exemplos de atividades de aula

+ DPraticar através de exercicios e estudos
Pratica de que proporcionem repeticao do uso de
procedimentos procedimentos bem definidos.
enotacao + Usar e memorizar de modo sistematico

termos e notagoes.

Figura 1. Organizagdo da concecdo de tarefas para o conhecimento
factual e a fluéncia processual

2.° Objetivo: Desenvolvimento da compreensao conceptual

7

Um conceito é uma “cédpsula de pensamento que envolve
milhares de experiéncias distintas e que estd pronta para
integrar mais uns milhares “ (Sapir, 1970, p. 35). Os conceitos
sdo orgénicos. Eles sdo a tentativa do individuo para que o
mundo faca sentido e como tal evoluem. Sierpinska (1994)
sugere que as pessoas sentem que compreenderam algo quando
alcancam uma sensac¢éo de ordem e de harmonia, existindo
um sentido de ‘pensamento unificador; de simplificacdo, de ver
alguma estrutura subjacente e que, de certo modo, foi capturada
a esséncia de uma ideia. Pimm (1995, p. 179) refere o duplo
sentido da palavra francesa para compreenséio, ‘comprendre,
que também carrega um significado de ‘inclusdo’ ou de
‘incorporacio’3. Assim, quando compreendemos algo, isso torna-
se parte de nos, passamos a possui-lo. Sierpinska (ibid, p. 32)
enumera quatro opera¢des mentais envolvidas na compreensdo:
“identificacdo: podemos trazer o conceito para o primeiro plano
da atencéo, nomed-lo e descrevé-lo; discriminacdo: podemos
ver as semelhangas e diferencas, entre este conceito e outros;
generalizacdo: podemos ver propriedades gerais do conceito nos
seus casos particulares; sintese: podemos apreender um principio
unificador” Para isso, acrescentamos nogdes de representaco.
Quando compreendemos algo, somos capazes de representd-
lo de uma variedade de maneiras: verbalmente, visualmente e/
ou simbolicamente. Os produtos, que esperamos dos alunos
para evidenciar a compreensdo, terdo de incluir descrigdes,
classificagdes, representacdes, justificagoes e andlises estruturais.
A seguir, estd um resumo dos tipos de tarefas e de atividades
tipicas de sala de aula, que sdo consequentes (figura 2).

O desenvolvimento da compreensdo conceptual, que deve
evidentemente sustentar o conhecimento processual, requer
uma negociacdo cuidadosa de significado na qual os objetos
sdo comparados e classificados, as defini¢cdes sdo construidas

3 O mesmo sucede com o portugués “compreender”. (N do T)
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e as representacoes sdo criadas, compartilhadas, interpretadas
e comparadas. Estas atividades sdo sociais e colaborativas.
Existe evidéncia consideravel da investigacao para mostrar, por
exemplo, a superioridade da discusséo de perspetivas diferentes,
em relacdo aos métodos de descoberta individual guiada, no
desenvolvimento conceptual (Bell, 1993; Swan, 2006). A criagdo
de uma rede de conexdes entre conceitos requer um trabalho
exploratdrio nio linear, dificil de conceber e integrar nalgumas
especificagdes curriculares hierarquizadas.

Tipos de tarefas Exemplos de atividades de sala de aula

Observar, classificar » Observar e manipular objetos mentais.
e definir estruturas e R
objetos matematicos.

Identificar, descrever atributos e ordenar
objetos de acordo com esses atributos.

« Criar e identificar exemplos e
contraexemplos.

» Criar e testar defini¢oes.

Representar e traduzir « Interpretar vérias representagoes,

entre conceitos incluindo diagramas, graficos e férmulas.
matemiticos e as suas « Traduzir entre representagdes e estudar
representagoes. o0 que varia ente elas.

Justificar e/ « Elaborar e testar conjeturas e

ou demonstrar procedimentos matematicos.

conjeturas, conexoes « Identificar exemplos que apoiem ou

e procedimentos refutem uma conjetura.

matematicos.

«+ Criar argumentos que expliquem
por que razdes as conjeturas e os
procedimentos sao ou nao validos.

Identificar e analisar » Estudar e modificar situagoes
a estrutura dentro de matematicas.
situagoes. » Explorar relagdes entre variveis.

» Comparar e relacionar estruturas
matemadticas.

Figura 2. Organizacgdo da concec¢ao de tarefas para a compreensao
conceptual

Apenas ha espago para muito poucos exemplos ilustrativos.
Para observar, classificar e definir, os alunos podem ser
convidados a ordenar, usando os seus proprios critérios, um
conjunto de cartdes com objetos matematicos. Os resultados
dessa classificacdo podem ser comunicados a outros alunos,
para descobrirem os critérios que foram usados. Os objetos
podem ser muito variados, desde formas geométricas até fungoes
algébricas. Como mostrou Zaslavsky (2008), esta serd uma
maneira poderosa de enumerar as propriedades dos objetos.

A seguir, pode pedir-se aos alunos que listem o maximo
possivel de propriedades, a partir da apresentacdo de um objeto
matemadtico. A tarefa torna-se: «Serd que existe alguma dessas
propriedades que, s6 por si, define o objeto?» ou «Serd que
existe algum par dessas propriedades que, s6 por si, define o
objeto?» (figura 3). Estas interrogacdes levam a uma procura
de justificacdes e de contraexemplos, o que se pode tornar
muito exigente. Por exemplo, podemos considerar o par de
afirmacgdes: «Quando x = 0, y = 0O»; «Quando x duplica o seu
valor, y também duplica». Estas declaragoes definem uma

relacdo de proporcionalidade? Se ndo, encontrar uma func¢ao
com ambas as propriedades, mas que ndo seja uma relagdo de
proporcionalidade. Encontrar defini¢oes desta forma estd no
amago da atividade matemética (Lakatos, 1976).

Objeto Existe uma relacdo proporcional

L. Um quadrado L h
matemdtico entre duas varidveis continuas, x e y
. uatro lados O grafico de y em fungéo de x é
Propriedades Q . 5 ¥ ¢
congruentes linear

Duas diagonais

y:x tem sempre o mesmo valor
congruentes

Quatro angulos

retos Quando x=0, y=0

Quando x duplica, y também
duplica

Dois pares de
lados paralelos
Quando aumentamos x, em passos
iguais, também acontece o mesmo
ay

Quatro eixos de
simetria

Figura 3. Observar, classificar e definir: listar propriedades e
elaborar defini¢oes

Pode estabelecer-se a rotina de apresentar aos alunos defini¢oes
alternativas e pedir-lhes que as avaliem. Por exemplo, pode
pedir-se que coloquem por ordem um conjunto de escadas de
acordo com sua percecédo da eventual ‘adequacio de utilizagdo”
e depois pedir-lhes para avaliarem defini¢des alternativas deste
conceito (figura 4). Isto conduz naturalmente a discussdes sobre
as ideias matematicas de medida e de ampliagdo.

]

Escadas

Coloca estas escadas por ordem de adequagéo.
Serd que “(altura do degrau) — (comprimento
do degrau)” corresponde a uma defini¢ao

D | apropriada da adequacao? Testa esta definigdo
nos exemplos.

Porque seré que “(altura do degrau) :

E (comprimento do degrau)” corresponde a uma
defini¢do melhor?

Figura 4. Observar, classificar e definir: defini¢oes desafiantes

Para representar e traduzir, utilizarei atividades que exigem
aos alunos a tradugéo entre representagoes numéricas, verbais,
graficas, algébricas e outras. Normalmente, os grupos de alunos
recebem conjuntos de cartdes e é-lhes pedido que os agrupem
de acordo com o facto de apresentarem, ou nio, representacoes
equivalentes. Surgem interpretagdes erradas quando se incluem
traducdes que sdao normalmente confundidas. Por exemplo,
os alunos podem receber um grupo de quatro cartdes com
representacdes de quantias em dinheiro (£120; £150; £200;
£100) e um conjunto de dez cartdes com setas, mostrando a
percentagem de aumento ou de reducdo (e. g., “aumento de 25%
“ “reducdo de 25%”). Pede-se-lhes que coloquem os cartoes
com o dinheiro nos vértices de um quadrado e disponham os

PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS

OUTUBRO :: NOVEMBRO :: DEZEMBRO #144-145

69



cartdes com percentagem entre eles em lugares apropriados
(a figura 5 mostra um lado do ‘quadrado’). E normal que os
alunos considerem “aumento de 25%” e “reducdo de 25%”
como inversas colocando-os entre os cartoes de £120 e £150.
Posteriormente, o professor introduz mais cartoes com setas
com operadores multiplicativos (por exemplo, x 1,25; x 0,8).
Depois dos alunos terminarem a colocagdo destes cartdes,
utilizardo a calculadora para verificarem e relacionarem os
operadores com as percentagens indicadas. Isto causara conflitos
e discussoes, a medida que se encontram as inconsisténcias.
Mais cartas sdo adicionadas depois, como se ilustra. Descobrem-
se conexdes entre todas essas representagdes e estabelecem-se
generalizagoes.

Mais exemplos de tarefas para representar e traduzir podem
ser encontrados em Swan (2008a; 2008b).

“ Aumentode25%> ‘ x1,25 >

<Redu§éo de 20%
£120

’ Aumento de um> ’ x5

quarto 4

Redugdo de um
quinto

Figura 5. Representar e traduzir: aumento e redugao percentual.

-

£150

Na categoria justificar ou demonstrar, é usual dar aos alunos
um conjunto de conjeturas, sendo a sua tarefa determinar
os respetivos dominios de validade. Estes dominios sdo
habitualmente designados por ¢ sempre, algumas vezes ou
nunca verdadeiro. A figura 6 ilustra uma sele¢do representativa
dessas assergoes.

Aumento de ordenado Fragoes

O Max tem um aumento salarial Se adicionarmos 0 mesmo nimero

de 30%. a ambos os termos da fragdo, o
O Jim tem um aumento salarial namero representado aumenta de
de 25%. valor.

Portanto, o Max tem o maior
aumento de ordenado.

Area e perimetro

Quando tiramos um bocado de
uma figura geométrica, reduzimos
a area e o perimetro.

Diagonais
As diagonais de um quadrilatero

dividem-no em quatro dreas iguais.

Angulos retos

Um pentdgono tem menos angulos
retos do que um retangulo.

Triangulo retangulo
Se um tridngulo retangulo tiver os
lados com medidas inteiras, o raio
da circunferéncia inscrita também
mede um valor inteiro.

Figura 6. Justificar ou demonstrar: uma selecdo de conjeturas para
testar

Normalmente, os cartbes de um conjunto estdo todos
relacionados com um tépico matemdtico especifico e tém
presentes algumas crencas normalmente aceites. Os alunos
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sdo informados que: “se considerarem que uma afirmacgio
¢é sempre verdadeira ou sempre falsa, entdo tentem explicar
claramente como chegaram a essa conclusdo. Se acharem que
uma afirmacdo é nuns casos falsa e noutros verdadeira, entdo
tentem descrever todos os casos em que é verdadeira e todos
os casos em que € falsa” Desta forma, os alunos tém primeiro
de identificar as variaveis envolvidas e, em seguida, testar a
afirmacéo, construindo exemplos e contraexemplos. Em alguns
casos, pode ser solicitada uma prova formal. Quando os alunos
se sentirem perdidos, o professor poderd apontar-lhes casos
particulares para testarem. Por exemplo, em Diagonais, os alunos
geralmente afirmam que a frase € verdadeira para quadrados,
mas ndo para os retangulos (temos um desafio!). O professor
podera precisar de os orientar para considerarem uma gama
maior de quadrilateros de modo a encontrarem todos os casos
em que a afirmacdo é valida.

Finalmente, vamos falar de identificar e analisar a estrutura.
Quando os alunos enfrentam um problema, sdo levados a
analisar a sua estrutura e, ao fazé-lo, elaboram mais problemas.
O problema inicial é reescrito como uma lista de varidveis
juntamente com os seus valores de partida (incluindo a solugdo
para o problema original, ver figura 7). O primeiro passo da
tarefa serd descrever como é que cada variavel pode ser obtida
a partir das outras e, em seguida, explorar o efeito da alteracdo
sistematica das varidveis. Vamos entdo apagar o lucro. Como
é que este se obtém a partir das outras varidveis? (60x4-50 ou
l=np-k). Seguidamente, vamos reintegrar o lucro e apagar o preco
de venda. Como é que ele pode ser encontrado? (p=(l+k)/n).
Depois de trabalhar com cada variével separadamente, podemos
considera-las aos pares. Suponhamos que apagamos o n e I?
Como ¢ que o lucro dependerd do nimero de cartdes feitos?
Os alunos constroem uma tabela e um grafico. Para finalizar, os
alunos podem apagar todos os valores e descrever a estrutura
geral algebricamente (I = np-k).

Sempre que os alunos procurem resolver um problema, podem
ser encorajados a usarem este processo de generalizacdo de
modo a focarem as relagdes estruturais de modo mais explicito.

3.2 Objetivo: Competéncia estratégica

A competéncia estratégica refere-se a capacidade dos alunos para
resolver problemas ndo rotineiros de varias etapas, e estender essa
capacidade a formulacdo de problemas do mundo real. Os produtos
que os alunos elaboram podem, portanto, ser designados como
solu¢oes de problemas e modelos mateméticos. Podemos definir
um problema como uma tarefa que o individuo quer resolver,
mas para a qual ele ou ela “ndo tém acesso a um meio simples de
solugdo” (Schoenfeld, 1985). Uma consequéncia desta defini¢ao
¢é que sera pedagogicamente inconsistente planificar tarefas de
resolucio de problemas com a finalidade de praticar um processo,
ou desenvolver a compreensdo de um conceito especifico. Para
desenvolver a competéncia estratégica, os alunos devem estar
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a vontade para experimentar uma variedade de abordagens,
podendo decidir usar qualquer conceito ou procedimento
especifico, os quais ndo podem ser predeterminados. Nos
estivemos em muitas aulas, onde o professor deu aos alunos um
dito ‘problema’ para resolver, mas a0 mesmo tempo exigiu que os
alunos implementassem uma dada abordagem. Para nds, isso ndo
é de facto um problema, mas sim um exercicio ilustrativo. Claro
que uma sequéncia de tarefas pode ser concebida, integrando
um problema que é usado para motivar o desenvolvimento
subsequente de métodos particulares mas, na introdugdo, os
alunos ndo devem saber qual o método que devem utilizar. A
resolucéo de problemas estd contida nos processos mais amplos
da modelacdo matemética. Adicionalmente, a modela¢do requer
a formulacgdo de problemas a partir de, por exemplo, restringir
o nimero de varidveis ou colocar hipéteses simplificadoras.
Mais tarde no processo, as solu¢des devem ser interpretadas e
validadas em termos de contexto original.

Fazer e vender cartdes de presentes
A Jane quer fazer, 8 mao, cartdes de presentes originais, para caridade. O
custo de um kit para fazer os cartoes é 50€ e com ele podem fazer-se 60
cartdes. Ela pensa que pode vender, cada um a 4€. Qual serd o lucro, se todos
os cartdes forem vendidos? Resposta 190€.

Problema reescrito

Custo de compra de um kit

Numero de cartoes que se pode fazer

com o kit Cartoes

Prec¢o de venda de cada cartdo

) I’U H: IW

Lucro total se todos os cartdes forem

vendidos € 190

Figura 7. Identificar e analisar a estrutura: trabalhar com
problemas

Na figura 8, ilustram-se alguns tipos de tarefas e exemplos de
atividades de sala de aula, para a competéncia estratégica.

Assim sendo, para mim, a esséncia de uma tarefa desta categoria
deveria ser a facilidade de existir uma variedade de abordagens
alternativas, para que os estudantes possam aprender a partir
da comparacgio dessas abordagens. Um exemplo de cada um
dos tipos é dado na figura 9. O primeiro é um problema de
matematica pura, do género ‘quebra-cabecas; definido num
contexto artificial num campo de jogos. O segundo, uma
tarefa de modelacéo, é retirado de um contexto da vida real e
envolve os alunos na colocacio de hipéteses e de simplificacdes.
Contudo, ambos podem ser abordados utilizando uma variedade
de maneiras. O problema relativo ao campo de jogos pode ser
resolvido por meio de desenho e medicéo, pelo uso repetido do
teorema de Pitagoras ou também por “raciocinio geométrico
puro, ndo quantitativo” O problema dos gatinhos pode ser

modelado com uma grande variedade de representagdes, ai
residindo o seu valor educativo. Retomaremos mais tarde este
problema no presente artigo.

Tipos de tarefas Exemplos de atividades de sala de aula

Resolver um problema |+
nao rotineiro pela criacio
e desenvolvimento de uma |,
cadeia de raciocinio

Selecionar conceitos e procedimentos

matemdticos apropriados.

Planificar uma abordagem.

+ Executar o plano, monitorizar o
andamento e alterar a dire¢do, quando for
necessario.

» Refletir sobre a solu¢do e examinar a sua
razoabilidade, dentro do contexto.

+ Refletir sobre a estratégia e onde poderia

ter sido aperfeicoada.

Formular e interpretar |«
um modelo matematico
de uma situagdo que pode |,
ser adaptada e usada numa
variedade de situagoes.

Colocar hipdteses adequadas para

simplificar uma situagéo.

Representar matematicamente uma

situagao.

« Identificar as varidveis significativas em
situagdes.

«» Estabelecer relagdes entre varidveis.

« Identificar questdes acessiveis que possam
ser abordadas na situagéo.

« Interpretar e validar um modelo, em

termos do contexto.

Figura 8. Organizacgdo da concecéo de tarefas para a competéncia
estratégica

O campo de jogos
Esta representado um campo de jogos B

com 12 metros por 16 metros. et G

As criangas partem do ponto S, a 4 %
metros do vértice mais proximo. > <
Elas tém de correr e tocar em todos os = [
lados, antes de regressarem a S.
O vencedor é quem chegar primeiro \
asS. —
Qual serd a trajetdria mais curta?

Ter gatinhos*

Os gatos nao conseguem adicionar mas multiplicam-se!
Apenas em 18 meses, esta gata pode ter 2000 descendentes.

| Nuamero de crias
Duragio da numa ninhada:
gravidez: Idade em quea | Normalmente
Cerca de gata POd? tera de4a6
Descobre se este niimero de 2 meses Primelra
descendentes é realista. grz‘:ie;;:;:ca Iiadea pattieds
Eis algumas informagoes de qual uma gata

que vais precisar:

Média de
ninhadas que
uma gata pode
ter anualmente:
3

ndo pode ter
filhos: Cerca de
10 anos

Figura 9. Tarefas centradas na competéncia estratégica

4 Esta tarefa foi concebida originalmente por Acumina Ltd (http://
www.acumina.co.uk/) para Bowland Maths (http://bowlandmaths.
org.uk) e é cortesia da Fundagao Social Bowland.
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4.° Objetivo: Competéncia critica

Até agora, as atividades de sala de aula que foram descritas
envolvem os alunos construindo os seus proprios procedimentos,
conceitos e estratégias. Para o 4.° objetivo, espera-se que os
alunos trabalhem sobre produtos matematicos elaborados por
outros. Os produtos deste objetivo podem ser caraterizados como
comentarios criticos. As atividades de sala de aula normalmente
envolvem uma fase de compreensdo, durante a qual os alunos
tentam interpretar o raciocinio de outrem, uma fase de avaliacao,
onde eles testam esse raciocinio e comparam-no com outras
abordagens e, finalmente, uma fase de revisdo, em que os alunos
tentam sugerir aperfeicoamentos desse raciocinio (figura 10).
As tarefas geradas sdo geralmente combinadas com tarefas que
promovam os 2.° e 3.° objetivos. Quando eu discutir mais tarde
a elaboracao da aula neste artigo, apresentarei exemplos.

Tipos de tarefas Exemplos de atividades de sala de aula

Analisar e criticar a » Interpretar e ampliar uma explicacdo

explicagdo matemadtica fornecida (pode estar apresentada verbal
de um procedimento ou ou graficamente).

conceito. R

Comparar explicagbes matematicas

alternativas de um fenémeno.
+ Avaliar e aperfeicoar os procedimentos
matematicos e o raciocinio de outros.

Analisar e criticar uma « Interpretar, adotar e dar continuidade a

estratégia de resolugdo de uma estratégia recebida.

problemas ou o modelo R alternativas;

Comparar
identificar pontos fortes ou fracos e os

dominios de aplicagéo.

estratégias
matematico de um

fendmeno.

» Aperfeigoar uma estratégia recebida.

Figural0. Organizagdo da concecdo de tarefas para a competéncia
critica

Ao apresentar esta organizacdo, reconheco que existem
muitas carateristicas que ndo mencionei, como, por exemplo,
os publicos-alvo para os vérios produtos. Contudo, verificou-
se que este aspeto foi importante no decorrer das experiéncias
letivas dos alunos. Antes da descri¢do de como elas aconteceram,
devo considerar, de forma breve, o papel das teorias e principios
da concecio de tarefas.

(continua no préximo niimero)
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Trabalho colaborativo entre professores

Entrevista (escrita) para a revista Educacdo e Matemdtica

Este niumero da revista centra-se no papel que a investigacdo em educa¢do matemdtica tem na aprendizagem dos alunos. Assim,
pareceu-nos fundamental incluir o relato de uma experiéncia de integracao de resultados da investigacao, na planificacéo de aulas
de um grupo de professoras do 1.° ciclo (grupo 110). Dina Morais, Helena Gil, Helena Moreira e Paula Figueiredo séo professoras
do mesmo agrupamento de escolas, Agrupamento de Escolas Braamcamp Freire, ha cerca de 12 anos, ndo trabalhando, contudo,
todas na mesma escola, embora isso ji tenha acontecido em anos anteriores. Tém entre 16 e 21 anos de servico. Neste ano letivo
a Dina Morais e a Helena Moreira encontram-se a lecionar um 3.° ano de escolaridade, a Paula Figueiredo assume a funcéo de
coordenadora da Escola Bésica Quinta da Condessa e é professora de Apoio Educativo e a Helena Gil encontra-se de licenca

sem vencimento e bolseira da Universidade de Lisboa.

As questoes da entrevista foram elaboradas pela redagao, enviadas por escrito e respondidas pelas quatro professoras em conjunto.

Porque € que a investigacdo em educacio é importante para
voceés?

A investigacdo em educagdo é muito importante no trabalho
de planificacdo da nossa pratica. Ajuda-nos a organizar uma
pratica mais rica, pois para além de nos esclarecer duvidas,
permite-nos encontrar ideias, instrumentos e estratégias que
nos inspiram a construir percursos que acreditamos serem
significativos para os nossos alunos. A investigacdo tem por
base estudos que de algum modo trazem novas formas de pensar
e trabalhar determinados contetidos e até de olhar a sala de aula.
Nos acreditamos numa perspetiva de aprendizagem ao longo da
vida e para nos existe uma relacdo direta entre a investigacao e o
ensino. Alids, somos todas pré-Bolonha (os anos ja sdo alguns!)
e, curiosamente, sentimos necessidade de ir fazer um mestrado,
que nos fizesse analisar um determinado aspeto, de forma critica
e fundamentada, que a0 mesmo tempo nos ajudasse a articular a
teoria da nossa drea com elementos da nossa pratica. Para além
disso estamos de algum modo ligadas a associagdes profissionais,
onde temos formacio, pelo que discutimos textos nos grupos
de trabalho que integramos e vamos acompanhando o que vai
sendo publicado nas revistas, no sentido de perceber o que nos
diz a investigacdo e de que modo conseguimos transferir essa
informacéo para o trabalho com os alunos.

Porque acharam importante levar a investigacdo para as
vossas reunides? Surgiu de algum problema concreto?
Da necessidade de planificar uma dada unidade, ou
simplesmente porque acham importante estar a par do que
a investigacao nos diz?

Acaba por ser por causa de tudo isso. Nés reunimos para
planificar o nosso trabalho, mas reunimos também para partilhar
e discutir as nossas duvidas, preocupagoes, angustias... e é isso
normalmente que nos leva a procurar textos no sentido de nos
ajudarem a perceber o que os alunos devem aprender e a melhor
forma de o fazerem, ja que nem sempre os programas nos ajudam
e os manuais ainda menos! Reparem no que aconteceu com
o programa de 2013, que sugeria, por exemplo, comecar o
trabalho com os niimeros racionais ndo negativos, no 2.° ano
de escolaridade, logo pela fragdo num significado de medida, sem
o uso de materiais e sem qualquer ligagédo a vida do dia-a-dia dos
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alunos. Parecia-nos absurdo comecar daquela maneira. Muitas
vezes temos ddvidas sobre contetidos que ndo conseguimos
esclarecer entre nds e precisamos de aprofundar o assunto. Entao,
hd sempre alguém que traz um documento para analisarmos e
discutirmos. Outras vezes queremos chegar a melhor forma de
conseguir que os nossos alunos compreendam um determinado
assunto. Temos presente os objetivos e sabemos onde queremos
que os alunos cheguem, mas tendo em conta a nossa turma, a
nossa realidade, acabamos por sentir necessidade de criar um
percurso. O que é simples no 1.° CEB, porque temos s uma
turma. Para tal, vamos procurar artigos sobre estudos ja feitos
e planificamos de acordo com o que nos diz a investigacéo, pois
se j& foi aplicado e resultou, desafia-nos! E assente na premissa
de que nunca sabemos (nem saberemos!) tudo, pelo que se
torna imprescindivel munirmo-nos de sustentagdo teérica que
fundamente as opg¢des que tomamos.

Como se desenvolvem as vossas reuniéoes? Quem dinamiza?
Como é escolhido o tema?

Nos ja nos reunimos para planificar, semanalmente, ha cerca de
uma década! Temos uma dinadmica de grupo instituida. Sentimos
necessidade de planificar cada semana em conjunto, de pensar
nas tarefas e materiais que vamos usar com os alunos. Depois,
dividimos entre nds a execucdo e partilhamos umas com as
outras, para que todas possamos ver, dar a sua opiniéo e, sempre
que necessario, corrigir. Recentemente cridmos até um espaco
partilhado na drive para irmos colocando todos os materiais que
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vamos construindo. As nossas reunioes nio tém assim um s
tema. Talvez a nossa preocupagdo comum seja preparar a semana
seguinte, contudo, reunimo-nos também para simplesmente
conversar, esclarecer davidas, desabafar, partilhar preocupacoes,
mas também alegrias, relatando os aspetos que nos correram
bem e que estdo a ter reflexos positivos visiveis no trabalho
realizado com os alunos. Em relacdo a dinamizacio, é partilhada
por todas, de acordo com o entusiasmo ou a fragilidade em
relacdo a um dado contetdo. Cada uma contribui com o melhor
de si, como resultado da sua experiéncia, do seu estudo, da
sua reflexdo. Ainda assim, a dado momento, hd sempre uma
de nds que nos faz centrar no que é importante, pois muitas
vezes os acontecimentos do nosso dia-a-dia fazem com que ndo
consigamos deixar o modo “desabafador”

A titulo de exemplo e por ser mais recente, quais as
preocupacdes/temas que trouxeram para a vossa ultima
reunido?

Para a tltima reunido tinhamos pensado falar de geometria,
pois queriamos avancar no estudo das figuras. Lemos algumas
brochuras e outros textos, que uma colega que esta a fazer
doutoramento nesta area nos disponibilizou, para nos ajudar
a planificar um percurso centrado na classificagdo, mas nem
chegamos a discuti-los! Ainda planificimos uma primeira
atividade, com recurso ao geoplano, para rever o que ja tinha
sido trabalhado com as formas bidimensionais, para os alunos
identificarem propriedades e discutirem algumas relacdes. No
entanto, quando fomos consultar as listas de verificacdo de
contetidos de matematica, onde temos tudo o que o programa
preconiza neste topico, acabdmos por nos deixar levar para
outro assunto. Uma vez que esta sessdo se realizava bem
junto ao final do 1.° periodo, comegdvamos a sentir alguma
ansiedade em relacdo a necessidade de fazer um balanco dos
contetidos trabalhados, entre nés e com os alunos. Assim, apesar
de ndo ter sido pensado, a nossa reflexdo acabou por recair
sobre a avaliacdo. Identificimos o que tinhamos trabalhado e
planificamos uma aula para os alunos relerem os descritores
assinalados na lista e avaliarem o seu desempenho em cada um.
Percebemos que, 8 medida que os alunos vao identificando as
suas dificuldades e o que ja dominam, vdo-se apropriando do
curriculo. Ao fazer o balanco entre nés, decidimos também
tornar mais clara a relacdo entre os ficheiros de matematica que
temos nas salas e as listas de verificacdo. Isto é, identificar cada
ficha do ficheiro com o(s) descritor(es) da lista de verifica¢ao
correspondente. Deste modo, quando os alunos fazem uma
ficha do ficheiro tém nogéo clara dos contetidos que estdo a
trabalhar. A avaliacdo é uma dimenséo da nossa pratica em que
sentimos, permanentemente, que precisamos de melhorar, pois
pretendemos que seja, sobretudo, formativa e reguladora, mas
ndo ¢ facil! Talvez seja por essa razdo que, com regularidade,
ela se impde nas nossas reunioes.

Ha algum episddio mais significativo que queiram relatar?

H4 uns anos atrds tivemos connosco uma colega, a fazer
doutoramento em didatica da matemadtica, que nos trouxe
investigacdo na drea da Medida e que esteve em algumas das
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nossas sessoes. A partir das leituras que fizemos construimos
percursos de aprendizagem que envolviam a exploracdo de
propriedades e conceitos que apelavam a atividades concretas
de manipulagéo de objetos, que o programa atual nem refere! E
que percebemos serem fundamentais, como a transitividade, a
conservacgdo ou mesmo a no¢io de unidade de iteracéo, para o
desenvolvimento de uma aprendizagem significativa deste tema.
Este é um tipo de desafios que agarramos no inicio do ano ou de
um perfodo, mas todas as semanas surgem outros. Por exemplo,
como para além de professoras titulares, ja fomos também
professoras de apoio, professoras coadjuvantes e asseguramos
substitui¢oes, por vezes, é necessario pensar numa situagio
especifica, ndo antecipada. No momento fazemos o que nos
parece melhor, mas acabamos por trazer para o grupo e refletir
em conjunto.

Acham que esta forma de trabalhar contribuiu para uma
melhor pritica letiva?

O facto de ser uma prdtica letiva pensada por varias pessoas,
de forma cooperada, leva-nos a acreditar que sim. Somos
todas diferentes e o ponto de vista e as ideias de cada uma
ajudam a melhorar a prética de todas, na medida em que esta
vai sendo construida, partilhada, refletida e reconstruida,
progressivamente, sob diferentes olhares e perspetivas. No
entanto, acontecem sempre problemas, porque nem sempre
conseguimos cumprir os planos que fazemos, o trabalho na
turma tomou um rumo completamente diferente do pensado
ou chegamos mesmo a conclusdo que ndo escolhemos as tarefas
indicadas para o objetivo que tinhamos. Ao verbalizarmos,
acabamos por desdramatizar e encontrar alternativas. Parece-
nos que tudo seria bem mais complicado se cada uma trabalhasse
sozinha.

A titulo de conclusio que “conselhos” podem deixar?

Acreditamos que o desenvolvimento profissional e,
consequentemente, a nossa prética, melhoram signiﬁcativamente
se forem pensados em conjunto. Tal como consideramos
importante que os nossos alunos apresentem e discutam as
suas estratégias e solugdes uns com os outros, ndo parece
fazer sentido que nos, professores, possamos refletir sobre a
nossa sala de aula de modo isolado. Nés precisamos de fazé-lo
também umas com as outras, pois s6 a experiéncia acumulada
ao longo dos anos (e ja sdo 20 de servico para a maioria de nos!)
parece ensinar-nos pouco, se ndo paramos para refletir sobre o
nosso trabalho, sobretudo em conjunto, como fazemos nestes
momentos informais. S6 podemos ajudar os nossos alunos se
tivermos consciéncia que nds também precisamos de ajuda.
Ajuda para pensar sobre o que os alunos aprendem e a forma
como aprendem, através da cooperagdo entre pares e com a
ajuda da investigacdo.

DiNA Morals, HerENA Gii, HELENA MOREIRA, PAulia
FIGUEIREDO E SUSANA BRrITO

PROFESSORAS DO GRUPO 110, Do AGRUPAMENTO DE Escora BRaaMcamPp
FREIRE, PONTINHA, LISBOA.
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Como manuais escolares abordam o tema

Numeros Racionais

JoANA BROCARDO, CATARINA DELGADO, IRENE SEGURADO, ISABEL ROCHA, MANUEIA PIRES

Numa revista tematica focada no impacto da investigacdo nas
aprendizagens, consideramos importante olhar para os manuais
escolares, um dos mediadores da aprendizagem que fortemente
influencia 0o modo como os alunos aprendem e o que aprendem.

Optamos por focar o tema “Numeros racionais” analisando
manuais dos anos de adogéo para 2017/2018, 0 2.° € 0 6.° anos. No
3.2 ciclo, em que ndo houve nenhum ano em adogéo, escolhemos
0 7.° ano, por ser 0 ano em que se trabalham mais os nimeros
racionais. Em cada um destes anos, seleciondmos os dois manuais
mais adotados: PLIM! 2.° ano da Texto Editores e TOP! 2 da
Porto Editora, 2.° ano; Mdximo 6 da Porto Editora e Novo MSI
6 da Areal Editores, 6.° ano; Novo Espago 7 e Matemdtica 7,
ambos da Porto Editora, 7.° ano.

A investigacdo realizada neste tema retine alguma unanimidade
perspetivando, por exemplo, a importincia de desenvolver
gradualmente as ‘grandes ideias’ subjacentes aos numeros
racionais, de construir significados e relagdes ao nivel dessas
ideias e de usar contextos e modelos apropriados. Cada uma
destas indica¢des, embora muito relevante, é demasiado vasta
para poder ser analisada no ambito deste artigo. Por isso,
seleciondmos aspetos mais ‘micro’ mas que tém sido muito
estudados pela investigacdo sobre os numeros racionais
representados na forma de fragdo: a introducdo do conceito
de fracdo, explorar os vérios significados das fragoes, perceber
que o todo importa e relacionar as vdrias representagdes de
numeros racionais.

Neste artigo os manuais sdo vistos como oportunidades para
concretizar parte do que hoje se sabe sobre a aprendizagem dos
numeros racionais. Assim, ndo foi nosso propésito procurar o
que estd ‘bem’ ou ‘mal’ em cada manual. Por isso, o objetivo da
andlise que fazemos nos pontos seguintes é sugerir ao professor
ideias concretas que serd importante trabalhar, para além das
que os manuais ji indicam e proporcionar uma reflexdo sobre
algumas das op¢des seguidas pelos manuais analisados.

INTRODUGAO DO CONCEITO DE FRACAO

O modo como se deverd iniciar o trabalho com as fragdes ndo
retne unanimidade ao nivel da investigacdo. Nos manuais de 2.°

ano analisados, a opgdo seguida parece ir na linha da sugerida
pelo investigador holandés Streefland, fortemente defensor
de comecar a abordagem das fragdes a partir de contextos de
partilha equitativa (ver figuras 1 e 2, que incluem as tarefas que
introduzem o tépico ‘Fragoes’).

PP St o O P o

VOCABULARIO:

O Jodo e a Ana fizeram um piquenique e partilharam o que Unidade

levaram. Comegaram por repartir igualmente a sandes e o bolo. ~ Um meio
Observa como fizeram. Metade
Repartimos Olha,

igualmente a sandes
e cada um de nés
come metade.

=

1.1 0 Jodo e a Ana continuaram a partilhar igualmente o lanche. Rodeia a parte que

ficou para cada um.

dividimos também
o bolo em duas partes
iguais e cada um fica
com metade.

=y YYY)
soe WK seee @@
metade de 6 metade de 2 metade de 8 metade de 4
éiguala éiguala__ éiguala éigual a

1.2 Desenha o lanche de cada amigo depois da partilha.

— /

| Jodo

Ana

\

1.3 Completa a frase usando uma das palavras: igual, diferente,

Cada amigo ficou com parte —do lanche.

Figura 1. Tarefa de introdug¢io ao conceito de fragdo — manual
PLIM! (p. 84)

Tal como sugerido por este investigador, os contextos propostos
sdo inspirados na realidade quotidiana das criangas. No entanto,
aexploracdo do contexto de partilha para dar significado a fracio,
parece perder-se numa exploracdo que engloba vérios significados
de fracdo. No manual PLIM!, a partilha de uma sandes por dois
amigos, e no manual TOP! 2, a partilha de uma tortilha por dois
irmaos, sio exemplos que podem dar sentido a fra¢io 17 como
representando 1:2. Os restantes exemplos de partilha destes

manuais introduzem fragoes unitarias ( 1 ,ndo incluindo

11
3%'5)
nenhum exemplo de partilha que diga respeito a outro tipo de
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fracoes, como por exemplo %, que envolvem analisar situagdes

mais complexas e que habitualmente nio se exploram no 2.° ano.

Embora propondo inicialmente situagdes de partilha equitativa,
nenhum dos manuais utiliza a notagéo de fracao para representar
essa partilha. O TOP! 2 explicita simbolicamente a divisio de
um conjunto de objetos, por exemplo, na questio 2 da figura 2,
representa o 6:2, mas nio recorre a representacdo sob a forma
de fracdo. No PLIM!, na questdo 1.1 da figura 1, podemos ver
que ndo se representa, por exemplo, o % nem o 6:2.

0 Xavier e a irm@ comeram ao almogo uma tortilha partida a meio e
4 clementinas que dividiram entre os dois igualmente. Completa as frases.

0 Xavier comeu metade da tortilha
e airmdcomeu a outra g
Cada um deles comeu —__ clementinas,

ou seja, __dototal de
clementinas.

0 Jodo levou para a escola 6 baldes e deu metade ao Duarte.
Rodeia os baldes que o Jodo deu ao Duarte. Completa.

S&o 6 baldes a dividir por ____amigos.
0 ' 6:2= ,porque2x_____ =6.
) - A metade de 6 baldes sdo ____ baldes,
' Q Q porque o dobrode ____é 6.

Quando dividimos uma quantidade por 2, obtemos a metade
ou um meio. Representamos a metade por% (um meio).

Figura 2. Tarefa de introdugio ao conceito de fragdo — manual
TOP! 2 (p. 120)

No manual PLIM!, a divisdo por partilha centra-se na partilha
por 2, passa-se a associar o operador % com a metade de uma
unidade ou de um conjunto de objetos e propoem-se exercicios
focados na determinagdo da metade ou na identificacdo das duas
metades de um mesmo objeto, mas sem nunca relacionar ‘a
metade de’ com ‘o dobro de’ Nao se opta, por isso, por seguir uma
recomendacdo da investigagdo que vai no sentido de considerar
que s6 se compreende bem uma relagdo/operacdo quando se
consegue articuld-la com a operacdo/relacdo inversa.

SIGNIFICADOS DAS FRACOES

Um dos aspetos que dificulta a aprendizagem das fragoes estd
associado aos seus diferentes significados: relacdo parte-todo,
medida, quociente, operador e razdo (por exemplo, Kieren, 1988).
A investigacio realizada tem focado diferentes aspetos relativos a
cada um destes significados e é unanime em recomendar que se
trabalhem todos os sentidos das fracoes. Identifica-se igualmente
uma forte indicagédo de realcar a relagdo parte-todo, inerente
aos numeros fraciondrios, em que o ‘todo’ é visto como uma
unidade fracionada (Freudenthal, 2002).
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Nos manuais de 2.° ano sdo introduzidos os significados de parte-
todo, operador e medida. Tal como recomenda a investigacao,
predominam as tarefas com contextos em que se foca a relagdo
parte-todo, trabalhando contextos associados a fragdes menores
ou iguais a unidade e em que ‘o todo’ (discreto ou continuo)

¢é dado e definido. O significado de operador é globalmente
«11

1 1 2 ) 3 )
s de ..” As situacoes de medida, em niimero mais reduzido,
incluem contextos associados & comparacdo do comprimento

introduzido em tarefas em que se pede para determinar

de objetos.

No manual Mdximo 6 introduz-se o significado de razdo, em
que assenta o conceito de propor¢do. Note-se, no entanto,
que este significado ¢ rapidamente abandonado para resolver
situacdes de proporcionalidade que sdo, sobretudo, associadas
ao uso da propriedade fundamental das proporgoes e da regra
de trés simples.

Nos manuais de 6.° ano e de 7.° ano ndo sdo focados outros
significados das fracdes que passam a ser exclusivamente
‘olhadas’ como uma representagdo de um nimero racional. A
perspetiva global adotada é a de, quanto muito, exemplificar
com um contexto, como por exemplo a medicdo de temperatura
com um termdémetro, que permita explicar o funcionamento
de uma regra que a seguir se pratica (ver figura 3).

Comparacao de numeros racionais

Considera as seguintes temperaturas em graus Celsius (°C).

1 N 2 © )
0; -3;-3;+2;-35;-2e+3

Na reta numérica as temperaturas dadas estio assim representadas:

. -2 -1 1
47353 1 ;0 1 2 3 a

A temperatura mais elevada é +3 °C eamais baixaé - 3,5 °C.
Por ordem crescente, as temperaturas indicadas sao:

-35;-3:-2;-1,0;+2;+3

Repara que:
® Na reta numérica, dados dois nameros racionais distintos o maior
deles esta colocado a direita do outro.

* Dados dois nimeros positivos, 0 maior é o que tem maior valor
absoluto.
+3>+2 porque [+3|>|+2
* Dados dois nimeros negativos, 0 maior € 0 que tem menor valor
absoluto. :

) 1 1

1
-=>-2 porque |- =< |-
> >

Figura 3. Comparacdo de numeros racionais — manual
Matemdtica 7 (p. 12)

Embora ndo tenhamos focado a andlise em todos os anos de
escolaridade, podemos identificar uma tendéncia geral que, em
parte, traduz o que a investigacdo recomenda: valorizar a relagao
parte-todo e introduzir os diferentes significados de fracdo. No
entanto, o valor do significado das fragcdes parece ser quase
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exclusivamente necessério para a introducio de conceitos sendo
praticamente abandonado nos 6.° e 7.° anos. Nestes manuais os
significados sdo considerados topicos ‘de revisao’ ou indicados
para o professor referir na aula. Também nio se identificaram
situacdes que fazem apelo a construgéo da relagéo parte-todo
com ‘todos’ ndo estruturados e/ou infinitos ou relagdo parte-
parte (Freudenthal, 2002), aspetos que poderiam, por exemplo,
ser trabalhados no 6.° ano, a propédsito de contextos usados
para introduzir situagdes de razdo (por exemplo, partindo da
composicdo nutricional de embalagens de produtos alimentares).

O TODO IMPORTA

Viérios investigadores realcam que uma ideia que estd
constantemente presente ao comparar e operar com fracoes
¢ a de que estas representam relagdes em que o ‘todo importa’
(por exemplo, Lamon, 2007). Esta é uma ideia muito relevante
para adicionar e subtrair fracdes, mas que habitualmente sé é
referida na introducio destas operacdes com fracées. E o caso
dos manuais analisados em que ndo se identificou nenhuma
situacdo do tipo da usada por (Silva, 2012) na investigacdo que
realizou com os seus alunos de 5.° ano: era pedido aos alunos
que analisassem um dialogo em que duas criancas conversam
e em que uma refere ter comido metade de um chocolate que
tinha recebido e a outra ter comido um quarto de um chocolate
que também lhe tinham oferecido (ver figura 4).

-

investigacdo em grupo. Como é costume, o avdé da Maria, sempre que a visita,

~

Ontem o Jodo esteve em casa da Maria, para fazerem um trabalho de

A discussao do Jodo e da Maria

leva-lhe um docinho! E durante uma pausa no trabalho que estavam a fazer, a

Maria e o Jodo foram apanhados de surpresa... o avd tinha trazido chocolates!!
No dia seguinte, ja na escola o Jodo e a Maria comentavam um com o outro:
— O meu avé deu-me um quarto de um chocolate! - dizia a Maria.
— E a mim deu-me metade de um chocolate! - dizia o Jo3do.

Na tua opinido, quem tera comido mais? E quem tera comido menos?

Explica o teu raciocinio.

%

Figura 4. Tarefa “A discussio do Jodo e da Maria” (Silva, 2012, p.157)

RELACAO ENTRE AS VARIAS REPRESENTACOES DE
NUMEROS RACIONAIS

Compreender e saber usar as relagdes entre as vdrias
representacdes de nimeros racionais ¢ um aspeto igualmente
realcado pela investigacao (por exemplo, Galen, Feijs, Figueiredo,
Gravemeijer, Herpen & Keijzer, 2008).

nao standard

fracao nota¢do
proporcional
decimais percentagem

standard

Figura 5. Relacdo entre as representagdes de nimeros racionais
(Galen et al., 2008, p. 32)

Globalmente, nos manuais analisados, as situacdes de
comparagdo sio maioritariamente exploradas visando o uso
de regras (relativas as fracoes com o mesmo numerador, as
fragdes com o mesmo denominador, obter fragdes com o mesmo
denominador, ...) ou mecanizando a passagem da fracdo para a
representacdo decimal.

Por exemplo, quando se introduz a razdo no Matemdtica 7, ndo
se estabelece qualquer relacdo com as percentagens nem com
as fragdes. Passa-se a falar apenas de razio e a representd-la na
forma de razio (a:b ou € ) oua associar-lhe a sua representagio
decimal. Deste modo, nio se identificam situagdes que podem
ser significativas para relacionar a razdo com a percentagem
como seja pensar que 3 pessoas em 5 é o mesmo que 30 em
50, que 60 em 100 e que 60% (da razdo para a percentagem).
Neste manual, a relagdo entre representacdes € usada sem ter em
atencdo o significado do nimero racional que se estd a analisar.
E o que acontece no exemplo 2 da pagina 12 (ver figura 6),

que pede para representar na forma de fragdo irredutivel um
7

% e em que se indica

como estratégia de resolucdo passar para a representagdo em

nimero menor que — = e maior que —

dizima por ser “mais simples”.

Exemplo 2 Escrever um numero racional

Escreve um namero racional na forma de fracao irredutivel, menor que

== e maior que - —.
g e

Vamos escrever os numeros dados sob a forma de dizima.

Porque é mais simples escrever na forma de dizima o nimero pedido. Questéo 2

Escreve um nmero compreendido entre

0s n(imeros dados.
7 8 Apresenta a resposta sob a forma de fra-
iz 7:8=0,875; i 8:9=0,888 % 2 = caoirredutivel.
4 8 r
Por exemplo: o 21

7 <0876< & e, portanto, -2 >-0876>-2
8 3 8 3 "
219 7 B
250

876:4
1000:4

0876=- 278 _
1000 i
7= 2 3
219 5 E
Resposta: Por exemplo, — 212 3 5
& Pl ~ 250 J |

12

Figura 6. Escrever um nimero racional na forma de fragiao
irredutivel (Matemdtica 7, p. 12)
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OUTRAS RECOMENDAGCOES DA INVESTIGACAO

Outras recomendagdes relevantes da investigacdo dizem
respeito, por exemplo, a exploracio de diferentes tipos de tarefas,
a promocdo da compreensdo em oposicdo a pratica de regras
a que ndo se atribui sentido e a valorizagdo do célculo mental.

Nos manuais analisados predominam as tarefas fechadas
(exercicios e problemas), cuja resolugéo ¢ orientada a partir
de um exemplo resolvido. De um modo geral, em cada pagina
identifica-se um conceito e uma "técnica’ que é aplicada nas
tarefas propostas nessa pdgina e, nalguns casos, nas seguintes
(como ilustram os exemplos das figuras 7, 8 € 9).

I

1. AJoana e quatro amigas estio a partilhar igualmente
uma torta. Observa como partiram a torta para cada uma
ficar com parte igual.

VOCABULARIO

Quinta parte
Um quinto

Ar ;'(;-ndoilxll,IIIIIHV'I:]IIIZ'J7|1ix:|ll||||||’llli‘III}I:ZH! YRR i e s ey

Cada amiga ficou com uma das 5 partes da torta (a unidade), ou seja, ficou com
um quinto ( % ) ou a quinta parte da torta.

1. As amigas também levaram esta caixa de bombons para repartir igualmente entre
elas. Quantos bombons pode comer cada uma das 5 amigas? Usa a imagem para
mostrar como pensaste.

R:

2. Rodeia a fragdo que representa a parte que falta em cada piza.

=
w|n
|-
win
N
wN

|-
VN 0
w|—
B
VN U=
w]—
uiN G-

B 33 3
O Luis diz que ;- & quase 1. A Maria diz que % € quase ; .
Qual dos dois amigos tem razéo? Usa a imagem para mostrares
como pensaste. Compara a tua resposta com a dos teus colegas. \

Figura 7. Exemplos de tarefas — manual PLIM! (p. 89)
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1. Observa a informacao e determina a percentagem de desconto.

Antes
‘ 25€

Agora
l 20 €

2. Observa a informagao e determina quanto custava a bicicleta antes do desconto.

’/0/0 \"
\! 32“ to \
\ DeS‘Zof"J’_/

Resolucao

1. Calcula-se o desconto: (25 — 20) euros = 5 euros

Valor (€) Percentagem (%)
5 —_— x
=
25 = —— 100 =5%100 4
° T

Resposta: A percentagem de desconto é 20%.

2. Calcula-se a percentagem do prego que se pagou pela bicicleta.
100% - 32% = 68%

Valor (€) Percentagem (%)
e - 102 X 100
—— 100 ¥ 208 X200
X 0f X 8 150

Resposta: Antes do desconto a bicicleta custava 150 €,

Exercicios e aplicacdes

@ Observaas informagoes relativas a cada figura e determina a percentagem de desconto.

6.1. 6.2 6.3.
v =

Antes: 62,50 € Antes: 150 €
Agora: 37,50 € Agora: 127,50 €

Antes: 700 €
Agora: 525 €

Figura 8. Exemplos de tarefas — manual Mdximo 6, (pp. 122-123)

Uma outra recomendacgdo da investigacdo diz respeito a
importincia de dar significado ao que se faz, ndo centrando
a experiéncia de aprendizagem na aplicacdo de regras. As
propostas dos manuais analisados, de 6.° e de 7.° anos, relativas
aos nimeros racionais ndo seguem, de um modo geral, esta
orientacdo. As regras sdo enunciadas e depois sdo aplicadas, sem
que se dé significado ao que se faz nem se veicule a flexibilidade
no uso de procedimentos que facilitem o célculo. De um modo
geral as propriedades das operagdes sdo aplicadas para calcular
o valor de uma expressdo numérica, seguindo procedimentos
formais (ver figuras 10, 11 e 12).
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Regra de trés simples

Como determinar quantas partes de anilina vermelha, x,
temos de usar se tivermos 8 partes de anilina amarela e
quisermos manter o mesmo tom de cor de laranja?

Numero de partes Namero de partes
de anilina vermelha | de anilina amarela
3 2

x 8

Sabemos que o nimero de partes de anilina vermelha e o nimero de partes de anilina ama- £
rela necessarias para fazerem o mesmo tom de cor de laranja s3o grandezas diretamente ;

proporcionais, sendo % 3 constante de proporcionalidade. .
O valor de x pode ser calculado:

1. Através de uma proporgao

Nlw
]
oolx
Niw,
"
o]

2. A | das

5 : dade fund.
da prop

3x8=2xx

logo
3. Usando a regra de trés simples

3 —2
8

X
ou seja x=12

4. Utilizando a de proporci
x=8x§=12

Assim, sao necessarias 12 partes de anilina vermelha para 8 partes de anilina amarela.

EXEMPLO

A Mafalda vai fazer sumo de laranja misturando concentrado de sumo com agua.
Na embalagem est4 escrita a seguinte informagao:
“A cada 2 copos de concentrado de sumo devem juntar-se 6 copos de agua”“.

Qual é o nimero de copos de 4gua a acrescentar a 5 copos de concentrado de sumo?

Resolugdo
Célculo do numero de copos de dgua para 5 copos de concentrado de sumo, utilizando
a regra de trés simples:
2 —— 6
S x 2

ouseja x=15

Figura 9. Exemplos — manual MSI 6 — 2.2 parte - (p. 20)
Representacao de nimeros fracionarios na reta numérica

coi 2 3
¥ Marcar na reta numeérica o ponto B de abcissa e

. 3 . B
0 nimero z permite estabelecer uma relacao com a
unidade.

A unidade é dividida em quatro partes iguais e 7 representa trés
dessas quatro partes.

Na reta numérica seja A o ponto de abcissa 1. Comeca-se por
dividir o segmento de reta [0A) em quatro partes iguais.

0
0

- 3

A partir da origem, no sentido positivo, consideram-se trés dessas

partes obtendo-se o ponto B que tem de abcissa %

[=F H=Y
L
3
-

NwFm

Representa-se por B — %

Figura 10. Representacdo de nimeros fraciondrios na reta
numérica — manual Novo Espaco 7 (p. 22)

rapiang e g2t

3. Multiplicacao e divisao em Q
- propriedades

3.1. Multiplicacaoem Q

eSendo a, b, ¢ e d nimeros naturais tem-se:
a_c¢_axc

b d bxd

* Sendo g um ndmero racional ndo negativo tem-se:

O0xg=qgx0=0

Exemplos
3 y6x3-6x3_18
4 5 5 5
3 p8,2.8x2 16
14 5§ 3 5x3 15

Produto de um numero natural por um niumero racional
0 produto de um ndmero natural n por um nimero racional ¢ ¢ a
somade n parcelasiquaisa @q.

Assim, tem-se: Q+q+..+g=nxq (ou gxn)

n parLcld:
Figura 11. Multiplicacéo e divisdo em Q — manual Novo
Espacgo 7 (p. 35)
Quociente entre um nimero racional e um numero natural
Define-se quociente entre um namero racional ¢ e um numero natural
n,ouseja, g:n ou ﬂ. como sendo um numero racional cujo produto por
n

; q
n éiguala q, ouseja, = xn=gq.
n

Prova-se que -G#: -g-. com gEQ e nEN.
Exercicio
Mostrar que (35) = - %

Resolucao:

€ o numero racional cujo produto por 3 ¢ igual a

(9o
7 \

\
;)x 3= (§x3) -5, conclui-se que :5_; representa o

Sabe-se que ——
-9.
(5 .
0 produto dc( 3 por 3 é dado por

,

Como (

5)

mesmo numero racional que

-9

5
3 3 como se pretendia mostrar.

Logo.

Figura 12. Quociente entre um niimero racional e um nimero
natural — manual Novo Espaco 7 (p. 36)
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De facto, é raro, ou mesmo inexistente, o uso das propriedades
das operagoes para facilitar o célculo mental.

Esta perspetiva muito centrada no uso de regras, reflete-se,
igualmente na valorizacao do célculo escrito em claro detrimento
do célculo mental. Nos manuais de 6.° e 7.° anos analisados,
calcular o valor de uma expressdo numérica é quase sinénimo
de célculo escrito. Néo se integra o trabalho com nimeros
de referéncia, a procura de representacoes dos nimeros que
facilitem o cdlculo nem o uso flexivel de relacdes numéricas
que decorrem de propriedades estudadas.

No manual Matemdtica 7 o cilculo mental é referido para
calcular, por exemplo, (-5)? (ver figura 13), mas quando se
pede para calcular (- 1)2+ (- 1)3- 1 (ver figura 14) ja ndo se
d4 a indicacdo de usar o cdlculo mental.

1. Calculo mental
Calcula mentalmente.

1.4: 3? 1.2. (-5

Figura 13. Exemplos de tarefas — manual Matemdtica 7 (p. 41)

S 1P 1P=1

Figura 14. Exemplos de tarefas — manual Matemdtica 7 (p. 39)

O PAPEL DO MANUAL DO ALUNO

Refletindo uma perspetiva curricular tendencialmente
normativa, o manual escolar é muitas vezes encarado pelos
professores, pelos pais e até mesmo pelos alunos como o guido a
seguir nas aulas. Estas deverdo ser uma engenhosa combinacédo
de explicacdo dos exemplos usados no manual com a corregdo
de todas as tarefas que ele indica, algumas deles remetidas para
trabalho de casa. No entanto, um manual escolar, nio pode ser o
‘planificador’ das aulas e da atividade dos alunos. Este é o papel
do professor que, de acordo com os alunos e condi¢oes que tem,
gere a aprendizagem decidindo sobre as tarefas a explorar (que
podem ser muito diversas das incluidas no manual), o modo de
o fazer e de sistematizar e articular o conhecimento.

Como vimos anteriormente os manuais escolares nem sempre
refletem conclusdes e recomendagdes da investigacio em
educacdo matematica. Em parte, isto poderd ter origem no facto
de um manual do aluno dever ser um recurso para o seu estudo
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auténomo e ndo um guido para organizar a sua aprendizagem.
Esta deve ser organizada proporcionando uma experiéncia
matemadtica rica, que inclua a exploragdo de diversos tipo de
tarefas e a oportunidade de trabalhar ‘olhando’ para os nimeros
e para as operagdes, dando-lhes sentido e manipulando-os de
modo flexivel, de acordo com as relagdes numéricas que se
podem estabelecer e com as propriedades que se podem usar.

Uma das conclusoes unanimes da investigacdo diz respeito a
relevincia do papel do professor para ajudar os seus alunos a
progredir na aprendizagem. Importa ter bons materiais e, em
particular, bons manuais escolares. Importa igualmente que o
seu uso seja mediado pelo professor, integrando na planificagdo
das suas aulas ideias relevantes da investigacdo com que teve
contacto na sua formacéo inicial e/ou continua e que aprofunda
a partir da reflexdo sobre a sua prética.
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APM 2018 — socios

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagao de Professores de Matematica (APM) é uma institui¢do de utilidade publica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da Matemdtica,

de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacgéo do ensino da Matematica, promovendo

atividades de dinamizagao pedagogica, formacdo, investigacdo e intervenc¢ao na politica educativa. A APM disponibiliza, aos professores de

Matematica e outros educadores, uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacéo e utilizagao pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado
Atualmente a APM oferece sete modalidades de sécio individual:
+ socio regular
+ sécio estudante regular
« sécio estudante @so6cio
« socio aposentado
+ @-socio
+ sdcio residente no estrangeiro
+ socio conjunto APM-APP*

e quatro modalidades para sdcios institucionais, dependentes do tipo
de produtos a que tem direito e que estdo discriminadas na tabela
abaixo.

*A Associagdo de Professores de Matematica (APM) e a Associagdo
de Professores de Portugués (APP) oferecem uma modalidade de
associado aos professores do 1° ciclo do ensino basico: s6cio conjunto
APM-APP que, através do pagamento de uma unica quota no valor
de 50,00€, lhes confere o estatuto de associado da APP e de @-sécio
da APM. Pode inscrever-se indiferentemente (e pagar) na pagina da
APM ou da APP; as respetivas associagoes dar-lhe-do um n° de sécio
para cada associagdo. A partir dai pode usufruir das vantagens de
socio da APP e da APM.

Publicacodes periddicas
Todos os associados individuais tém direito aos cinco ntimeros
anuais da revista Educagdo e Matematica (3 nimeros normais e um
namero duplo temético).
Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF
destas publicagdes no nosso portal, todos os outros terdo direito

Modalidades de associado individual Quota

Professor no ativo (sdcio regular) 55,00 €
Estudante s/vencimento (com regalias de @-sécio) 16,50 €
Estudante s/vencimento (com regalias de socio regular) 40,00 €
Professor aposentado 42,50 €
@-s6cio 42,50 €
Associado residente no estrangeiro 66,00 €
Sécio conjunto APM-APP (s6 para professores do 1.° CEB) 50,00 €

Modalidades de associado institucional Quota
Modalidade I (1 exemplar da E&M) 72,50 €
Modalidade II (2 exemplar da E&M) 95,00 €
Modalidade III (1 exemplar da E&M +Quadrante) 100,00 €
Institui¢do no estrangeiro (1 exemplar da E&M+Quadrante) | 140,00 €

também a receber pelo correio as edi¢des impressas. Todos os
associados poderdo usufruir de preco especial na assinatura da

revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto que pode ir até 50%

na aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou online.

Requisicdo de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados terdo descontos na requisicio de materiais,

publicacoes, exposi¢oes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetdos
privados no portal da APM, a beneficiar de descontos na formacao
e em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a
APM tem protocolos ou noutros eventos em que a APM venha a
colaborar, a participar da vida da associagdo através dos grupos de
trabalho, dos nticleos regionais ou por outras formas e a divulgar o
seu trabalho através da APM.

Direitos dos associados institucionais

Para os associados institucionais existem diversas modalidades
de associado de acordo com a tabela respetiva abaixo. Para
além das revistas que recebem de acordo com a modalidade
escolhida, os associados institucionais, nomeadamente as escolas e
agrupamentos de escolas, podem beneficiar os respetivos docentes
(grupos 100, 110, 230 ou 500) com pre¢os especiais em encontros
ou formagdes; podem ainda usufruir dos beneficios de associado
na requisicdo de exposi¢cbes ou na compra de materiais para a
respetiva instituigdo.

Assinatura das revistas Educacio & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica
Quadrante
3 numeros + 1 nimero >

duplo temdtico (2 mirmenes)
Associado Portugal | = ... 15,00€
individual Estrangeiro | ... 30,00€
Nao associado | Portugal 50,00€ 35,00€
individual Estrangeiro 70,00€ 50,00€
Nao associado | Portugal 75,00€ 50,00€
institucional Estrangeiro 95,00€ 65,00€

Preco de capa das revistas Educacao & Matematica e Quadrante

Educagdo & Matemdtica Quadrante
Temaética 10,00€
Associado 10,00€
Normal 7,50€
X Tematica 10,00€
Nao associado 20,00€
Normal 7,50€
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