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A propdsito dos resultados das provas de afericdo em
matematica: em busca da consisténcia perdida?

No final do passado ano letivo realizaram-se provas de afericao das
quais foram recentemente conhecidos os resultados, disponiveis
no site do IAVE. Estas provas focaram-se em anos de escolaridade
e disciplinas que ndo costumam ser abrangidas por este tipo
de avaliacdo, mas também num cldssico maior, a matematica,
associada as ciéncias naturais. Embora fosse interessante discutir
os resultados de forma transversal, centro-me aqui na matematica
pela sua relevancia para a EM. Nédo sem antes recordar que os
alunos que responderam a estas provas frequentavam o 2.° ano
ou o0 5.° ano, sendo portanto alunos escolarizados no reinado
das Metas Curriculares para a matemadtica, implementadas
obrigatoriamente a partir de 2013/14 nos 1.°, 3., e 5.° e 7. anos
de escolaridade.

O que nos dizem estes resultados? Independentemente do
descrédito com que alguns olham para os valores, argumentando
com o pouco empenho com que os alunos resolvem provas que
sabem ndo os afetar, independentemente das duvidas relativas a
escala em que os resultados surgem divulgados, que se definem
segundo a expectativa de resposta (o que significa conseguir
responder segundo o esperado? admite algum erro, alguma
incompletude, ou ndo? Como se distingue poder melhorar e
revelar dificuldades?...), os resultados dizem, como sempre,
alguma coisa. Ndo cabe aqui uma andlise exaustiva nem a
repeticdo da negatividade com que os érgéos de comunicacéo
social apregoaram a desgraca, mas detenho-me em dois pontos
que me chamam por demais a atengéo.

Um primeiro tem a ver com as percentagens médias de acerto
por dominio cognitivo, sendo estes aqui caracterizados, por
ordem de complexidade crescente, nos seguintes trés niveis:
conhecer/reproduzir; aplicar/interpretar; raciocinar/criar. No
2.°ano, a percentagem de alunos competente no nivel inferior
estd proxima dos 80%, mas desce para um valor préximo dos
50% quando se consideram os resultados observados nas
respostas aos itens que mobilizavam processos mais complexos.
No 5.° ano, os valores sdao cerca de metade dos referidos atrds,
oscilando entre 40,4%, no que se refere aos desempenhos de nivel
inferior, e 23,3%, em relagdo aos desempenhos de nivel superior.
Isto significa, pois, que os alunos sdo muito mais capazes de
reproduzir (e aplicar) do que de raciocinar e criar. Traz-me a
memdria os tempos anteriores a nossa subida no PISA, em
que os alunos portugueses eram reconhecidos como bons em
tarefas de baixa exigéncia cognitiva mas muito pouco capazes
em resolucdo de problemas. O cendrio atual em nada é favoravel
ao desenvolvimento das competéncias requeridas nos dias de
hoje, em matematica e ndo so, e, certamente, ndo resultou de
nenhuma recente mutacio genética dos alunos.

Um segundo ponto que destaco tem a ver com a acentuada
diferenca entre os alunos bem sucedidos no 2.° ano e no 5.° ano.
No 2.° ano, os alunos que responderam positivamente no nivel
de maior sucesso rondaram, em valores médios, 47% (Numeros
e Operagoes , 42,9%; Geometria e Medida, 32,1%; Organizagido
e Tratamento de Dados: 65,8%). Ja no 5.° ano, os alunos que
responderam no nivel de maior sucesso rondaram, em valores
médios, 7% (Numeros e Operagoes , 4,9%; Geometria e Medida,
5,1%; Organizagdo e Tratamento de Dados: 3,2%; Algebra: 14,9%).
Ou acreditamos que o 2.° ciclo estd enfermo de uma epidemia
de “piorite” aguda (piores alunos, piores professores, piores
atitudes perante as provas, ...), ou aceitamos a evidéncia — a
exposicdo prolongada as metas é como a exposic¢do prolongada
ao Sol: faz mal.
O Ministério da Educagédo pronunciou-se sobre os resultados
das provas de aferi¢do e divulgou um conjunto de propostas
de atuacdo a implementar e desenvolver, estando anunciadas
quatro medidas concretas para a matematica, que sintetizo:

+ Acompanhamento das escolas com desempenhos mais

frageis.

» Alargamento da formacéo de professores de 1.° ciclo.

«» Criagado de uma equipa de acompanhamento do curriculo.

«» Atualizacdo e reedi¢do de materiais de apoio, producio de

recursos.

Congratulo-me por ver o Ministério da Educagio a
responsabilizar-se e a envolver-se na consecucio de medidas
que podem ter bons resultados. Em particular, congratulo-me
com a medida que incide sobre o curriculo de matematica, na
expectativa de um estudo rigoroso e completo sobre os efeitos
que as Metas Curriculares estdo a ter na aprendizagem da
matematica pelos alunos. Na realidade, o projeto de flexibilizagdo
e autonomia curricular que o ME criou também como forma de
superar algumas dificuldades curriculares, terd as suas virtudes,
mas ndo é suficiente para resolver o problema curricular de
fundo, que radica no que é ensinado no dia a dia da sala de aula
e no que ¢ alvo de avaliagdo, interna ou externa.

No entanto, gostaria de ter visto o antncio de mais uma
medida. A da criacdo de condi¢des para que nas escolas haja
espago-tempo-energia para que os professores consigam, em
colaboracdo, dedicar-se ao desenvolvimento curricular adequado
aos seus alunos, seguindo uma linha de consisténcia que potencie
investimentos que ja provaram gerar bons resultados.

ANA PAauiA CANAVARRO

UNIVERSIDADE DE EVORA
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A pratica dos professores:
Planificacdo e discussado coletiva na sala de
aula

Este livro corresponde ao culminar do 5.°
ciclo de estudos do Grupo de Trabalho de
Investigagdo da APM que visou a reflexdo sobre
dois momentos importantes da pratica do

) N ) £ ‘ GTI—Grupo de Trahalho de Investigacdo
professor — a planificacdo e a discusséo coletiva. -

O livro é composto por nove capitulos, os dois

A pratica dos professores:
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resultam de experiéncias vividas pelos seus na sala de aula
autores. Como se lé na introducdo, “os quatro

primeiros de ambito teérico incidindo sobre os

primeiros envolvem experiéncias com alunos
dos 1.° e 2. ciclos do ensino bdsico, tendo
o primeiro o foco na planificacio e os trés
seguintes nas discussoes coletivas de sala de aula.
Os trés ultimos capitulos relatam experiéncias
na formacao de professores, onde se confronta a
planificacdo com os desempenhos apresentados
pelos futuros professores na orientagdo de
discussoes coletivas de sala de aula”
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Um exame adequado a um programa

desadequado

PAuro CORREIA

No préximo ano letivo o atual programa de Matemdtica A entrard
em vigor para o 12.° ano, terminando a sua implementacéo
num ciclo completo.

O final do ciclo, neste caso, tem relevancia adicional pela
realizacdo de um Exame Final Nacional que, para além do
papel de certificacdo das aprendizagens do Ensino Secundaério,
é também um fator de seriacdo no acesso ao Ensino Superior
para uma parte significativa das opg¢oes dos alunos.

A aten¢do medidtica que recai sobre os Exames Nacionais, e
sobre o de Matemadtica A em particular, seria suficiente para
justificar uma reflexdo sobre as mudangas que conhecemos, as
que ndo conhecemos, as que consideramos desejaveis e as que
ndo gostariamos que se viessem a verificar. Além da atenc¢do
medidtica, a énfase que professores e alunos desta disciplina
colocam na preparagdo para este exame, ao longo de todo o
ensino secunddrio, torna esta reflexdo ainda mais pertinente.

Sdo conhecidos os argumentos contra a sobrevalorizacdo
dos exames e da consequente adequagdo de praticas letivas
excessivamente orientadas para a preparacdo dos alunos com
vista a realizacdo de exames, e ndo se pretende, com esta reflexdo,
contribuir para enfatizar o papel do exame. Ainda assim, pela
importancia que assume para alunos e professores, também
deve ser discutido.

ALGUMAS MUDANCAS NAO DECORREM DO NOVO
PROGRAMA

Até a data da escrita deste texto, as Unicas informacoes
conhecidas sobre o exame de Matemadtica A a realizar em

«

2018, definem com clareza que “..vai ser constituido por dois
cadernos, a semelhanca do que acontece nas provas finais do
ensino bdsico: um em que é permitido o uso da calculadora
grifica e outro em que nio é permitido” (DGE, 2016).

Esta opcdo, pela proibi¢do parcial da utilizacido, ndo decorre
explicitamente do programa em vigor, e a semelhanca invocada
com a pritica em curso na prova final do ensino basico, remete
para uma alteracdo decidida num contexto fora de qualquer
alteracdo do curriculo, sem a discussdo desejavel e sem
explicagoes convincentes. De resto esta informagdo ndo identifica
temas preferenciais, grau de aprofundamento, exemplos de
itens ou outros dados que possam contribuir para o processo

JULHO ::

de tomada de decisdo na prética letiva e na preparacio dos
alunos. O tnico elemento claro é a proibicdo da utilizacdo da
tecnologia numa parte do exame, sem que a proporgdo relativa
desta parte do exame seja explicitada.

A divisdo da prova em dois cadernos pode ser entendida
como a valorizacdo do papel da tecnologia, ou como uma
proibicdo para assegurar o desenvolvimento (ou avalia¢do) de
outras competéncias, remetendo a utilizacdo da tecnologia
s6 para situagOes especiais, devidamente identificadas e sem
possibilidade de funcionar em complementaridade com outras
ferramentas e procedimentos matemadticos.

A existéncia de um conjunto de itens em que a calculadora grafica
é permitida, ou essencial, pode resultar num aumento do niimero
de itens que dependem de competéncias associadas a utiliza¢do
da tecnologia, visto que, até agora, apenas um item em cada prova
dependia diretamente da utilizag¢do da calculadora grafica. Num
modelo de exame com uma parte criada especificamente para
ser resolvida com a presenca de calculadora serd natural que
este numero de itens seja superior ao que tem sido hébito. Dito
de outra forma, aguardamos que a possibilidade de apresentar
respostas sustentadas na utilizacdo da calculadora seja a regra
nesta parte do exame.

Por outro lado, a proibi¢io da utilizagdo de calculadora grafica
numa parte do exame remete para praticas e procedimentos
exclusivamente algébricos, descontextualizados das situagdes de
aprendizagem usuais e desadequadas para os alunos dos nossos
dias. O entendimento da utilizacdo da tecnologia deixa de ser
integrado na aprendizagem e é remetido para alguns tipos de
itens, previamente sinalizados para a utilizacdo de calculadora,
onde o aluno néo é implicado na decisio de utilizar, ou néo a
tecnologia, para resolver um problema.

Atividades como a verificagio, a experimentacio de valores e o
estabelecimento e refutacdo de conjeturas numa fase da resolugéo
de alguns exercicios sdo estratégias validas que os alunos foram
integrando de forma progressiva na sua atividade matematica,
até para resolugdes que, numa fase posterior, fossem escritas
com recurso a procedimentos algébricos. Este tipo de atividade
matematica, serd progressivamente desvalorizado se estaalteragdo
se mantiver em vigor em consequéncia do impacto amplamente
identificado dos exames sobre as préticas de alunos e professores.

AGOSTO :: SETEMBRO
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Num questiondrio recente implementado pela APM, cerca de
75% dos professores, afirmam que a tecnologia ndo tem estado
presente com regularidade nas atividades da sala de aula, sendo
as principais justificacdes apresentadas a falta de tempo, a ndo
prescricdo do programa... e a existéncia de um caderno sem
recurso a tecnologia no exame. Sdo dados que apontam para uma
alteracdo, ndo desejdvel, das praticas na sala de aula decorrentes
das alteragdes anunciadas no exame...

Apesar das virias solicitagdes levadas a cabo pela APM e por
outros grupos de professores para que fosse clarificada pela
Dire¢do-Geral de Educagdo os moldes em que a avaliacdo externa
viria a ser desenvolvida no quadro da implementacdo do novo
programa, o Gnico elemento adicional veio acrescentar incerteza
em vez de contribuir para um processo mais informado e menos
conturbado. Os professores e os alunos precisavam e mereciam
ter tido acesso a esta clarificacio num tempo adequado.

A INTERSECAO DOS PROGRAMAS

A experiéncia recente do exame de 2017 de Fisica e Quimica,
implementado em situagéo andloga ao exame de Matematica A
do préximo ano, que versou sobre “contelddos programaticos
comuns” aos dois programas — antigo e novo, permite conjeturar
uma orientacdo semelhante para a matematica.

Na disciplina de matemdtica, uma parte das diferengas
assinalaveis entre os dois programas foi ja reduzida pelas
“Orientagdes de Gestdo Curricular para o Ensino Secundario’,
que vieram tentar dar resposta as dificuldades de implementacéao
do novo programa.

Para além dos contetidos programaticos, subsistem diferencas
estruturais de indole metodoldgica, do tipo de atividade
entendida como resolugdo de problemas, da pertinéncia de
tarefas de investigacdo ou do entendimento da importancia da
comunicacdo matemadtica. Estas diferencas ndo deverdo implicar
uma descontinuidade no formato tradicional dos exames de
Matematica A. E desejavel que a construcio dos itens de exame
possa seguir uma linha de continuidade com os exames dos
programas anteriores, com contetdos e graus de dificuldade
semelhantes.

A experiéncia do Ensino Bésico, em que a alteracdo do programa
ndo trouxe alteragdes significativas na estrutura da prova de
final de ciclo, sugere que no final do ensino secundério deve ser
seguida uma linha de atuagéo semelhante. Num processo que
se pretende o menos conturbado possivel, ndo parece razoavel
produzir exames numa linha de rutura com os exames habituais,
acrescentando ruido adicional ao ruido jd introduzido pelos
documentos curriculares e pela introdugao dos dois cadernos.

INFLUENCIA BENEFICA DO EXAME?
A avaliagdo externa, nomeadamente os exames designados
por avaliac@o de alto impacto (high stake), tem a caracteristica

de influenciar determinantemente o curriculo. E costume
encarar este tipo de influéncia como indesejavel, por reduzir
a diversidade de experiéncias de aprendizagem dos alunos e o
tipo de tarefas propostas, privilegiando as op¢des que permitem
uma identificagdo com o exame e o treino de tarefas susceptiveis
de serem avaliadas em provas deste tipo.

No atual contexto em que o programa preconiza um conjunto
grande de temas e em que as metas acrescentam um nivel de
detalhe exagerado, os tradicionais efeitos colaterais dos exames,
como a “erosdo” de uma parte do programa, poderd mesmo
vir a constituir-se como um efeito positivo na gestdo deste
programa. Exames com um grau de dificuldade razodvel, sem a
exigéncia de formalismos exagerados e a prevaléncia de itens cuja
resolugdo dependa mais do raciocinio do que da memorizagao
ou do treino de algoritmos e procedimentos, pode ser um sinal
importante para uma gestao do curriculo mais eficaz por parte
dos professores.

O exame valoriza apenas uma parte do curriculo e, habitualmente,
preocupa-nos a desvalorizacgdo de fatores importantes como a
resolugdo de problemas, atividades de investigacdo, trabalho
em grupo ou de projeto, a comunicagdo ndo escrita e outras
vertentes da aprendizagem dificeis de avaliar num exame. Na
situagdo atual, como o programa valoriza essencialmente as
competéncias que se avaliam por exames, este ndo serd um
elemento adicional de perturbacéo do curriculo.

A coeréncia — desejavel — do exame com um conjunto de
praticas docentes e um grau de aprofundamento e formalismo
razoaveis, que ndo é clara no programa, podera contribuir para
melhores escolhas dos professores, mas no essencial nio resolve
o problema da desadequacio do programa.

Um exame adequado pode e deve reduzir problemas de gestao
do curriculo, pode e deve facilitar o trabalho dos alunos, mas ndo
pode nem deve servir para validar um curriculo desadequado.
O menor risco de interferéncia dos exames no curriculo é uma
evidéncia de um curriculo facil de avaliar e, por isso, pouco
ambicioso.

Referéncias
Diregdo-Geral de Educagéo (2016). Oficio Circular S-DGE/2016/3793
consultado a 8 de agosto de 2017 em: http://bit.ly/oficio3793

Direc¢do-Geral de Educagio (2016).Orientagoes de Gestao Curricular
para o Ensino Secunddrio consultado a 8 de agosto de 2017 em:
http://bit.ly/documentoorientador

Instituto de Avaliacdo Educativa (2016). Informagoes exame de Fisica
e Quimica A 715 consultado a 8 de agosto de 2017 em: http://bit.
ly/Inf_prova
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O modelo retangular na compreensao de
algoritmos operatdrios com nimeros racionais

representados em fracdo

Este artigo surge na sequéncia de outros que escrevi e que
foram publicados nesta revista, focados no desenvolvimento do
conhecimento matemadtico necessario a um ensino que valoriza
a atividade e a compreensdo matematicas nos processos de
aprendizagem dos nimeros racionais'. Neste tema programatico,
a heranca de um ensino centrado quase exclusivamente no
treino de procedimentos de célculo, conduz frequentemente
ao equivoco de que quem domina técnicas de calculo evidencia
conhecimento e compreensdo. Na minha experiéncia de
docéncia em formagio inicial de professores tenho constatado
que a generalidade dos estudantes, com especial destaque para
aqueles que dominam os procedimentos de célculo algoritmico
com numeros racionais representados na forma de fracéo,
manifestam significativas dificuldades nas representagdes visuais
correspondentes, evidenciando assim significativas lacunas do
ponto de vista da compreensdo. Trabalham mecanicamente
com os numeros, confirmando que, tal como Kieren (1976)
argumenta, tratam os nimeros racionais como meros objetos de
célculo, ndo evidenciando compreensio de ideias que sustentam
os procedimentos algoritmicos utilizados.

7

O objetivo principal deste documento é o de valorizar as
representacdes em modelo retangular na compreensdo dos
algoritmos da adigdo/subtragdo e da multiplicacdo que envolvem
numeros racionais representados na forma de fragdo. Este
objetivo relaciona-se diretamente com uma das oito Préticas

do Ensino da Matemitica

Chegar a fluéncia procedimental a partir da compreensio conceptual.
Um ensino eficaz da matematica permite chegar a fluéncia na
realizacdo de procedimentos a partir de uma base de compreensao
conceptual, de modo que os alunos, ao longo do tempo, se tornem
competentes no uso de procedimentos de modo flexivel aquando da
resolucdo de problemas contextualizados e matemdticos (NCTM,
2014, p. 10).

Como mostrarei a seguir, os algoritmos da adi¢dao/subtragdo
e da multiplicagdo aplicados aos ndmeros racionais sdo

1 A palavra racionais é usada neste artigo para designar os nimeros racionais
nao negativos.

matematicamente justificados pelos conceitos de unidade de
referéncia e de equivaléncia de fracdes. As representacoes
em modelos de drea, retangular e circular, sdo ferramentas a
usar com o intuito de que esses conceitos sejam cabalmente
compreendidos.

O dominio compreensivo de algoritmos constitui uma das
componentes do desenvolvimento do sentido de qualquer
operacdo aritmética. Contudo, este sentido carece da exploragéo
de outras componentes cuja andlise e discussdo ndo estdo
contempladas neste artigo. Refiro-me & modelagéo de situagdes,
quer realistas, quer puramente matematicas, bem como a outros
tipos de calculo, especificamente o calculo mental. De imediato e
para enquadrar a discussdo que me proponho fazer relativamente
ao papel do modelo retangular no calculo algoritmico, apresento
uma das possiveis representagdes formais de nimero racional,
a fracdo.

As representagdes formais de nimero racional mais utilizadas
em calculo algoritmico sdo: fracdo, numeral misto e numeral
decimal. Neste artigo vou referir-me, apenas, a primeira.

Qualquer numero racional?, inteiro® ou ndo inteiro, é
representdvel por uma fracdo em que o numerador D representa
um ndamero inteiro e o denominador d representa um niumero
natural (inteiro ndo nulo, d # 0). Estes termos, denominador
e numerador, significam respetivamente: o niumero de partes
equivalentes em que a unidade estd decomposta; o nimero de
partes equivalentes a parte unitdria do denominador que estdo
a ser consideradas.

H4 numeros racionais que podem ser representados por
uma fracdo cujo denominador é uma poténcia de base 10 e

2 Em Veloso G. (2015) ¢é caracterizado nimero racional como quociente de
dois inteiros.

3 A palavra inteiro é usada neste artigo, para representar qualquer nimero
inteiro ndo negativo



expoente natural. A esta fracdo dd-se o nome de fracdo decimal.
Note-se, porém, que a fragdo % ndo é decimal e é equivalente a
uma infinidade de fra¢des decimais, por exemplo 5/10, 50/100,
500/1000, etc. Ha nimeros racionais que ndo sdo exprimiveis por
fracoes decimais, por exemplo 1/3,1/6, etc. Generalizando, pode
afirmar-se que, numa fra¢do que admita uma fracdo decimal
como equivalente, o denominador apresenta uma poténcia de
base 2 com expoente natural ou uma poténcia de base 5 com
expoente natural, ou o produto de poténcia natural de base 2
por poténcia natural de base 5.

O MODELO RETANGULAR NA COMPREENSAO DO
ALGORITMO DA ADICAO/SUBTRACAO

As representacOes visuais mais frequentemente utilizadas
para numero racional, expresso por fracdo irredutivel, sdo a
retangular, a circular e em reta orientada. A representacdo
retangular tem como suporte um retangulo cujas dimensoes
lineares sdo ntimeros inteiros, a circular é feita em circulo e a reta
orientada associa-se a uma reta na qual estd identificada a origem
e um sentido. Considera-se como unidade de referéncia, a rea
em cada uma das duas primeiras representacoes e a distancia
da origem ao ponto correspondente a 1 na reta orientada.

Qualquer representacao visual que envolva nimeros racionais
na forma de fracdo deve dar a entender a equivaléncia
entre todas as partes em que a unidade é decomposta.
Veem-se, frequentemente, representacdes circulares que
envolvem denominadores 3, 5, 6, etc., em que € notdria a ndo
equivaléncia entre partes da decomposicio da unidade. E de
atender a que, com estes denominadores, é preferivel utilizar
modelos retangulares em papel quadriculado, por exemplo.
As representacdes circulares podem, contudo, ser utilizadas
para casos com denominadores 2, 4, 8, etc., ou, generalizando,
que apresentem uma poténcia de base 2 e expoente natural.
A representacdo em reta orientada, se bem que formalmente
necessaria, requer o dominio compreensivo de mais elementos
do que o requerido aquando da representacdo de nimeros
inteiros. Além disto, quando utilizada para a adi¢io/subtragido
ndo da visibilidade direta aos diferentes denominadores dos
termos envolvidos. Abreviadamente arrisco-me a afirmar que,
enquanto representagéo, pouco ou nada ajuda na compreensao
dos algoritmos que requerem denominadores iguais.

A iniciacdo aos nimeros racionais é feita tradicionalmente
através de modelos retangular e circular representando fragoes
na forma irredutivel e com o significado de relagao parte/todo.
Estes modelos sdo apressadamente abandonados, passando-se
demasiado rapidamente para a representacdo em reta orientada
e para o célculo algoritmico, ndo sendo trabalhados com suporte
visual os conceitos fundamentais de unidade de referéncia e de
equivaléncia entre fragoes.

ALGORITMO DA ADIGCAO/SUBTRAGCAO

O lugar do célculo algoritmico no programa de matemdtica
do Ensino Basico deve ser discutido a luz do desenvolvimento
de competéncias como é proposto no Curriculo Nacional do
Ensino Bésico: A aptidido para efetuar célculos mentalmente,
com os algoritmos de papel e lipis ou usando a calculadora, bem
como para decidir qual dos métodos é apropriado a situagdo
(Ministério da Educacdo, DEB, 2001, p. 60).

Ha a considerar ainda que o desenvolvimento tecnolégico
influenciou grandemente as atividades de natureza cientifica,
tecnoldgica, social e o quotidiano, a tal ponto que atualmente
a esmagadora maioria dos cdlculos bésicos sdo realizados em
telemdvel. Consequentemente, a importancia dos algoritmos
de célculo na matemadtica do ensino bésico tem hoje uma
relevancia muito diferente da que tinha aquando da Revolugio
Industrial. Contudo, em termos mundiais, os programas de
matemadtica contemplam algoritmos de célculo. Como justificar
entdo esta inclusdo? Na comunidade educativa hd concordancia
relativamente a que é a compreensio dos conceitos que estio
na base dos procedimentos algoritmicos, e ndo a execugdo
manual mecénica destes, que contribui para o desenvolvimento
de competéncias e de conhecimentos necessdrios a uma
intervencéo critica. O célculo algoritmico com compreensiao
é uma das componentes do processo de ensino aprendizagem
das operacdes aritméticas; para além dele hd que cuidar do
desenvolvimento do sentido de cada operacdo, valorizando-a
como modelo matemético de situagdes problemdticas com
significado.

A adigdo e a subtracdo requerem que todos os termos nelas
envolvidos se refiram & mesma caracteristica quantitativa.
Quando estas operagdes envolvem ndmeros racionais assume
particular importéncia reconhecer que esta exigéncia se
traduz na igualdade dos denominadores de todos os termos.
A compreenséo destes dois requisitos corresponde a verificagéo,
em simultdneo, da mesma unidade e a igualdade do numero de
partes em que esta estd decomposta. Estas condi¢gdes podem
ser explicitadas recorrendo as representacdes em modelo
retangular. Com as situagdes que seguidamente apresento e
discuto pretendo salientar: (i) o papel estruturante que assumem
aunidade de referéncia e a equivaléncia de fragdes no contexto
do algoritmo da adicéo e da subtracdo; (ii) as vantagens das
representacdes em modelos de drea na compreensio destes
conceitos.

Considere-se a tarefa (figura 1) que foi proposta numa turma
de 3.° ano de escolaridade com o objetivo de desenvolver a
compreensdo do conceito de unidade de referéncia, articulando-a
com a contagem de inteiros.

EDUCACAO E MATEMATICA



O José cozinhou trés crepes para a sobremesa do almoco dele e
dos dois filhos Ana e Jodo. Comeram os trés crepes. A Ana comeu
a parte sombreada do crepe que estd representado na figura A;
o0 Jodo, sem se saber muito bem porqué, comeu de dois crepes, a
parte sombreada como mostra a figura B.

Qual dos dois irmdos comeu maior quantidade? Que quantidade

comeu cada um?

Que quantidade comeram, no total, os dois irméos?

N

\

Figura A

D Aa
9

Figura B

Figura 1. Tarefa para desenvolver a compreensdo do conceito de
unidade de referéncia

correto afirmar, por exemplo, que no total ambas comeram
3/8 mais 5/16.

« discutir no ambito da formacao os dois cendrios, de acordo
com as duas diferentes unidades de referéncia e verificar as
respetivas diferencas e consisténcia concetual. Considerar
como unidade um crepe sustenta que a Ana comeu 3/8, o
Jodo 5/8 e juntos totalizaram 3/8 + 5/8, ou seja, um crepe
inteiro. Se a unidade for constituida por 2 crepes, a Ana
comeu 3/16, 0 Jodo comeu 5/16 e no total ambos comeram
8/16 que corresponde a um crepe.

De seguida apresento uma tarefa (figura 2) que pode ser adaptada
aabordagem introdutdria do algoritmo da adi¢do/subtragdo. A
tarefa tem por objetivo promover a compreensao do algoritmo
da adicdo/subtracdo tirando partido da representacdo em modelo
retangular.

Numa turma de 5.° ano de escolaridade existe a rotina Namero

do dia e num dia 20 a professora Célia sugeriu aos alunos que:

—mostrassem qual das fragdes 1/5 e 1/4 representava o maior
numero;

—representassem em fracdo a diferenga entre o maior e o menor
destes dois nimeros.

Relativamente a quantidade comida pela Ana, a resposta 3/8
foi unanime entre as criangas. Quanto a quantidade referente
ao que o Jodo comeu, a maioria das criangas considerou que a
resposta adequada era 5/16 e a justificagdo dada por varias foi
que “o Jodo comeu 5 de 16”. Esta resposta levou a discussao sobre
a identificacido da unidade de referéncia, questao fundamental
na aprendizagem com compreensdo do conceito de nimero
racional.

Nesta tarefa merecem destaque os seguintes aspetos de natureza
didética e formativa:

« épossivel responder as 3 questdes formuladas sem utilizar
fragdes. Sdo aceitdveis as seguintes respostas: O Jodo comeu
mais do que a Ana, esta comeu 3 fatias e ele comeu 5 e em
conjunto 1 crepe; esta contagem pode ajudar na discussao
sobre a necessidade de a unidade de referéncia ser comum
as duas figuras.

« a adequacdo da representacio em modelo circular de
relacdes parte/todo, dado que existe um nimero de partes
que é poténcia de 2.

« aimportéancia da unidade de referéncia de qualquer fragéo
e da sua consideracdo explicita nas respostas as questoes
formuladas na tarefa. E natural na situacido apresentada
considerar como unidade um crepe; foi esta a unidade
considerada na resposta dada pelas criangas a quantidade que

Figura 2. Tarefa para introdug@o do algoritmo de adigdo/subtragao

Nesta tarefa merecem destaque os seguintes aspetos de natureza
didética:

» a unidade de referéncia ¢ a drea do retangulo assumindo

como unidade de drea a quadricula;

a fracdo 1/5 tem expressdo visual imediata numa coluna e
a fracdo 1/4 numa linha;

o modelo retangular em malha quadriculada permite
apoiar a compreensdo do algoritmo porque possibilita que
a atribui¢do a cada dimensao linear do retdngulo de cada
um dos dois denominadores dos termos envolvidos torne
visivel a equivaléncia entre as duas fracoes de cada par: 1/4
e 5/20; 1/5 e 4/20.

qualquer outro retangulo de dimensdes lineares multiplas
de 4 e de 5, pelo mesmo fator, é uma representacio a poder
ser considerada nesta tarefa.

a Ana comeu; contudo, considerar 5/16 como representando
a parte sombreada da figura B, corresponde a ter mudado de
unidade, considerando como todo 2 crepes e ndo 1. Ndo é

Para estas operagoes é possivel e desejavel em fase posterior
proceder a utilizacdo da reta orientada. Contudo, hd que
evidenciar que este modelo ¢ significativamente mais formal

JULHO :: AGOSTO :: SETEMBRO #143



do que os modelos de drea considerados neste artigo e que
requer, consequentemente, cuidados acrescidos.

O MODELO RETANGULAR E A COMPREENSAO DO
ALGORITMO DA MULTIPLICAQAO

A multiplicacdo de nimeros racionais envolve a compreensio
do sentido aditivo desta operacdo com numeros inteiros;
requer, também, a aplicagdo de um dos significados de fracéo,
concretamente, de operador partitivo multiplicativo.

A utilizagdo do modelo retangular para representar esta operagéo
revela-se um auxiliar significativo porque dd visibilidade a
dois dos aspetos envolvidos na complexidade deste conceito
operatorio, a saber, o da consideracdo de duas* unidades de
referéncia diferentes e o do efeito operatério traduzido pela
expressdo a multiplicagdo nem sempre aumenta.

Considere-se a seguinte situacgéo:

Quando numa sala de aula de 1.° ciclo, com 25 criangas, se
procede ao apuramento da quantidade de leite envolvida na
distribuicdo de um pacote de 200 ml a cada uma e se escreve
25x1/51=51, esta expressdo representa a soma de 25 parcelas,
sendo 1/5 o valor de cada uma. A multiplicacdo apresenta-se
nesta situacdo com um dos seus sentidos — o sentido aditivo —
e de modo absolutamente idéntico ao que se passa quando os
fatores envolvidos sdo nimeros inteiros. Contudo, para esta
mesma operacgdo existem ainda situacdes em que o sentido
aditivo da multiplicagdo ndo se ajusta, apesar de também estarem
envolvidos um niimero racional ndo inteiro e um nimero inteiro,
como acontece na préxima situagao:

Quatro quintos dos trinta alunos da turma T almogam diariamente
na cantina da escola. Quantos alunos almocam por dia nesta

cantina?

A expressdo 4/5 x 30 representa o nimero de alunos que
almogam na cantina. A solug¢do pode obter-se comegando
por determinar a quinta parte de 30 e de seguida multiplicar o
resultado obtido por 4 escrevendo:

1/5x30=6
4x6=24
e concluindo que 4/5 x 30 = 24

O sentido aditivo da multiplicagéo ndo é aqui adequado, uma vez
que néo tem significado a soma de trinta parcelas iguais a 4/5.
E necessario recorrer ao significado de nimero racional como
operador partitivo multiplicativo, como passo a exemplificar:

A quarta parte dos alunos desta turma T que almocam na escola
tem apoio da agdo social escolar. Quantos alunos da turma sdo
abrangidos por este apoio?

4 Refiro-me aos casos em que, pelo menos um dos fatores é um niumero racional
ndo inteiro.

A expressio 1/4 x 4/5 x 30 modela esta situagio. A semelhanca
do que ja aconteceu para a adi¢do/subtra¢éo, o modelo retangular
vai ser também aqui usado para representar a expressio inicial
4/5 x 30. A unidade é composta por 30 alunos que vao ser
organizados num retangulo com 5 colunas e 6 linhas, como
se vé na figura 3.

S
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Figura 3. 30 criangas dispostas em retangulo de 6 x 5

Cada coluna representa a quinta parte dos trinta alunos da
turma e portanto, quatro colunas mostram os 4/5 x 30, como
mostra a figura 4.

A
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Figura 4. As colunas sombreadas representam 4/5 x 30

A expressdo 1/4 x 4/5 x 30 é representada na figura 5 por uma
das 4 colunas sombreadas na figura 4.
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Figura 5. A coluna sombreada representa 1/4 x 4/5 x 30

EDUCAGCAO E MATEMATICA



Conclui-se que: ha 6 alunos abrangidos pelo apoio;
sdo equivalentes as expressoes
1/4x4/5x30e1/5x30

ou seja, sdo verdadeiras as igualdades
1/4x4/5x30=1/5x30=6

e depreende-se que

1/4x4/5=1/5

Dando sentido a igualdade 1/4 x 4/5 = 1/5, mas desligando do
contexto.

A expressdo pode ser interpretada como a quarta parte de quatro
coisas, em que estas coisas sdo quintos. E como a quarta parte
de quatro coisas é uma dessas coisas, compreende-se que a
quarta parte (1/4) de quatro quintos (4/5) seja um quinto (1/5).
Recorrendo novamente ao modelo retangular é possivel atribuir
significado a igualdade 1/4-x4/5 = 1/5, como se exemplifica de
seguida (figuras 6 e 7). A unidade serd a drea de um retangulo
de 4x5, com 4 linhas e 5 colunas, de tal modo que, quer 1/5,
quer 1/4 sejam imediatamente visiveis.

A regido sombreada no retangulo apresentado na figura 6
representa 4/5.

Figura 6. A regido sombreada representa 4/5

De seguida hd que sombrear a quarta parte da regido ja
sombreada como se apresenta na figura 7.

Figura 7. A coluna com o sombreado mais escuro representa 1/4
de 4/5

Finalmente, é necessario exprimir esta regido (sombreada mais
escura) assumindo a unidade inicial apresentada o que pode ser
representado pela fracdo 1/5. Destaco que foram mobilizadas
duas unidades de referéncia: (i) a rea do retdngulo de 4*5 foi
necesséria para representar 4/5; (ii) este valor — 4/5 — serviu
como unidade para isolar a (sua) quarta parte; (iii) finalmente
foi necessdrio exprimir este tltimo valor assumindo a unidade
inicial.

Generalizando, no produto p, de dois niimeros racionais ndo
inteiros, fe g, p = f x g, estdo envolvidas duas unidades:

— aunidade inicial é referéncia para o que se considerar como
primeiro fator, g, e para o produto p; g é a unidade de
referencia para f.

Saliente-se ainda um aspeto da multiplicacdo de ntmeros
racionais visivel na figura 7: o produto de 1/4 por 4/5 é menor
do que 4/5, relagdo ndo existente quando o universo de trabalho
¢ o conjunto dos ntimeros naturais.

CONSIDERACOES FINAIS

A aprendizagem compreensiva dos algoritmos de célculo
requer a exploracdo dos conceitos que os fundamentam
e consequentemente ¢ ilusério pensar que ela se processa
com o treino algoritmico. E assim fundamental organizar,
implementar e avaliar o trabalho em torno do desenvolvimento
da compreensio dos conceitos de unidade de referéncia e de
equivaléncia de fracoes explorando tarefas diversificadas com
o apoio de recursos adequados, entre os quais se destacam os
modelos de area.

Quando se utilizam modelos retangulares (de dimensoes lineares
inteiras) é importante a exploracdo que permite associar cada
linha, cada coluna e cada célula (corresponde ao cruzamento de
linha com coluna) a fragdes unitdrias. Fica também a sugestao
de substituir a expresséo redugdo ao mesmo denominador por
considerar a mesma unidade dividida em igual niimero de partes
para os termos da adi¢do/subtracéo.

A formacdo de professores enfrenta varios desafios, entre os quais
se destaca o aprofundamento matematico dos conceitos e das
relagdes em articulacdo estreita com o conhecimento didatico
requeridos para um ensino que oriente e apoie aprendizagens
duradouras e significativas. Se este artigo puder contribuir para
a formacdo cumpriu a finalidade que me propus.
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Neste niimero continuamos a celebrar os 30 anos de edi¢do da revista Educacdo e Matemética com o testemunho de colegas
que muito tém contribuido, no passado e no presente, para a construgdo desta publicagdo. Depois dos testemunhos de Ana
Paula Canavarro, Isabel Rocha e Fernando Nunes, pedimos a Adelina Precatado, redatora e subdiretora da EeM durante vérios
anos, para “revisitar” textos publicados ha tempo e refletir sobre eles, recuperando o seu significado no tempo em que foram
publicados e interpretando-os igualmente no atual contexto educativo. Agradecemos muito a Adelina que, tal como os restantes
colegas, aceitaram prontamente a nossa proposta e deram corpo a esta celebracdo que é, sobretudo, mais uma oportunidade

para partilharmos ideias e refletirmos enquanto comunidade.

Que fazer com a Matematica?

ADELINA PRECATADO

Estdvamos em 2000, no Ano Mundial da Matemitica, e o
Eduardo Veloso descrevia assim, na EM 60, o entusiasmo que
sentiu por parte dos alunos (1.° ciclo) no forte envolvimento
num projeto do poliedro na escola:

Temos do nosso lado a matemadtica, a ciéncia da criatividade, da
liberdade, da imaginagdo. Temos ao nosso redor, o David e todos os
seus colegas — curiosos, receptivos, cheios de energia! Tudo parece
ser propicio a que todos os jovens possam ter uma matemadtica
escolar rica ao longo de toda a escolaridade. Tal como as professoras
Alda e Fatima abriram o mundo dos poliedros aos seus alunos, outros
mundos matemadticos estdo disponiveis e poderiam ser explorados

e aprofundados nos anos seguintes

Mas o Eduardo continuava:

No entanto, infelizmente, a experiéncia de muitos alunos com a
matemadtica é precisamente oposta. Em vez da criatividade, a rotina
dos exercicios sem significado. Em lugar da liberdade, o espartilho
das defini¢oes caidas do céu. Em vez de investigagoes e exploragoes
matemdticas com espaco para a imaginagdo, para a escolha, para

o ensaio, caminhos pré-definidos para chegar a solugdes tinicas

e perguntava:

Que queremos fazer com a Matematica e com os nossos alunos?

Como resposta ao desafio que a redagdo da EM me fez, de
“escolher e revisitar um artigo passado” escolhi este editorial
da EM 60, do Eduardo Veloso, fundamentalmente por duas
razdes: a primeira porque a questio que levanta estd longe de
estar resolvida e a segunda porque o Eduardo Veloso tem sido e
continua a ser uma referéncia para a APM e para os professores
que se atrevem a experimentar, a questionar e a tentar mudar
o rumo a matematica escolar e a escola.... E, volto a cita-lo,
agora ja em 2008, roubando duas frases soltas do artigo As
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bandeiras de Milfontes (EM 98) porque, na minha perspetiva,
referem, ontem como hoje, aspetos essenciais para encararmos
uma verdadeira renovacédo do ensino da matemadtica:

—Uma das afirmagoes fundamentais do documento de Milfontes
estd na pag. 37, em que se afirma que a primeira razao pela qual
a Matemdtica ocupa um lugar tdo destacado no sistema escolar
decorre de que “a Matemética constitui um patriménio cultural
cuja apropriacdo é um direito de todos.

—(...) os tais muitos professores que referi e que conhecem métodos
inovadores e fazem esforcos para os aplicar, estdo sujeitos a uma
presséo enorme, permanente e de sentido contrario, num ambiente
em que os objectivos sdo o sucesso em testes e exames de tempo
limitado, onde as qualidades de perseveranga, raciocinio ponderado,
métodos de investigagdo e resolugdo de problemas com apoio de
tecnologia, que gostariam de ver nos seus alunos, de pouco servem,
quando ndo sao até prejudiciais.

Quando revejo estes 30 anos de revistas e encontro tantas ideias,
tantas propostas, tantos relatos de experiéncias inovadoras, direi

30 ANOS DA EDUCAGAO E MATEMATICA
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que muito foi feito, que a APM valeu a pena, mas também
que ha hoje muito, mesmo muito, a discutir e a alterar para
caminharmos no sentido que o Eduardo ndo se cansa de apontar.

Se é verdade que assistimos a um movimento de renovacgéo,
ao longo destes 30 anos, com avancos e recuos, onde os
professores e a APM desempenharam um papel essencial, é
também verdade que os tltimos tempos tém sido momentos
de enorme retrocesso...

Vivemos tempos em que as politicas educativas se tém
caraterizado pela intensificacdo do trabalho burocritico do
professor, pela desvalorizacdo do seu papel enquanto ator
principal num funcionamento democratico da escola e na
construcdo de projetos de inovacdo, pela prestacdo de contas
traduzida em termos de resultados de exames e rankings, por
cendrios de instabilidade e precariedade na carreira. Nestes
tempos tem sido reforcada e até assumida a visdo da matemdtica
como disciplina elitista e seletiva, desempenhando um papel
importante na separacgdo de percursos escolares mais ou menos
valorizados e assumindo, no ensino secunddrio, um objetivo
principal de fazer a selecdo para determinados cursos do ensino
superior.

Anunciam-se hoje o “Perfil do Aluno a Saida do Secundario’; a
“Flexibilidade Curricular’;, as “Aprendizagens Essenciais’, fala-
se na Escola para o Século XXI, mas o que estd a ser feito para
um envolvimento forte e entusiasmado dos professores? E qual
é o0 papel da matematica neste cendrio?

Serd possivel caminharmos no sentido das tais “aulas vividas” que
passam pela resolucdo de problemas, a utilizagdo da tecnologia,
a ligacdo a realidade, o desenvolvimento de investigacoes e
projetos, sem um envolvimento sério dos professores neste
processo? Sem alteragio dos atuais programas? Sem alteragdo

Revista da Associacdo de Professores de Matemalica
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do papel seletivo da matematica?
Penso que nao!

O que fazer entdo, para que um dia “o objetivo central da educagéo
matemadtica para todos os alunos, seja de natureza cultural —
conhecimento e reflexdo sobre as carateristicas principais da
matemadtica como ciéncia, papel da imaginagdo e da logica na
sua histdria milenar, relacdes com outros dominios como por
exemplo as ciéncias experimentais e a arte, e aplicagdes’; como
defende o Eduardo Veloso? Como encontrar estratégias para
aumentar o debate coletivo e desafiar o instituido... no caminho
de um curriculo e de uma escola que possibilite, a todos, o acesso
ao conhecimento matemdtico?

Mas foi para responder a questdes como estas que nasceu e
cresceu a APM e, por isso mesmo, termino, com esperanca e
desafio:

— a esperanca que a Teresa Moreira nos deixa na EM 138,
2017, “esperanca que com uma reflexio participada, conjunta,
informada e corajosa... a matemadtica possa contribuir
para a formacdo integral de futuros cidadaos conscientes,
preparados e capacitados para todo e qualquer que seja o
seu percurso de vida”

— o0 desafio que o Paulo Abrantes tio bem traduziu em
tantos artigos desta revista — o desafio ao empenhamento,
a participacdo, ao envolvimento dos professores e
especialmente dos s6cios da APM, como aspeto decisivo
no processo de renovagdo do ensino da matemdtica.

E tal como refere o Paulo, na EM 28, “enfrentar desafios coletivos
(...) ndo fard também parte, afinal, do estilo APM?”

ADELINA PRECATADO

Escora SECUNDARIA DE CAMOES
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Trabalhar com portetélios escolares

Podemos dizer, de uma forma simples, que um portefélio
escolar é uma pasta organizada que contém uma
determinada colecdo de materiais (geralmente chamados
de “artefactos”) que foram selecionados pelo aluno (ou
em conjunto com o(s) seu(s) professor(es)) para cumprir
determinados objetivos. Os materiais ndo se referem
apenas aos trabalhos curriculares dos alunos mas também
as reflexoes realizadas em véarios momentos do processo de
construcdo: reflexdes sobre a sua aprendizagem, justificagdes
ou argumentagdes sobre as suas produgdes, andlises
criticas tendo por base as consideracdes dos professores,
autoavaliacdo do seu trabalho, entre outras. A sua realizacio
pressupoe o devido acompanhamento e orientagdo do aluno,
pelo que os portefdlios ndo contém apenas os produtos
de aprendizagem mas também evidenciam o respetivo
processo de construgdo. Assim, contém, de alguma forma,
revisoes, reformulacdes ou melhoramentos efetuados pelos
alunos e comentdrios escritos, mensagens ou feedback dado
por parte dos professores que os orientam ou até de outros
intervenientes no processo, como os colegas de turma e/ou

os pais dos alunos.

Hoje em dia, podemos ter portefélios eletrénicos, também
referidos como portefdlios digitais ou e-portefélios, que
usam as tecnologias para serem construidos, lidos ou
armazenados. Estes portefdlios surgiram no inicio dos
anos 90, nos Estados Unidos da América, a par da evolugio
tecnoldgica, podendo diferenciar-se em dois tipos: os que
ndo precisam do acesso a Internet para serem criados e
desenvolvidos até aos que sdo totalmente desenvolvidos na
web (os web portefélios). Assim é possivel ter portefélios
maioritariamente em formato papel que contém alguma
informacdo multimédia anexada ao portefélio, por exemplo,
um video demonstrativo da participagdo do aluno num
determinado trabalho de grupo, uma fotografia de uma
construgdo realizada pelo aluno em material manipulavel ou
um ficheiro dudio de uma explicagdo de um exercicio feita

pelo aluno. Podemos ainda construir portefélios totalmente
digitais a partir de, por exemplo, um processador de texto
Word ou de uma apresentacio PowerPoint e utilizarmos
o acesso a Internet para os publicar ou divulgar. Mas
também os podemos construir totalmente online a partir
de variadissimas aplicagdes livres e/ou gratuitas disponiveis
na web que se adaptam muito bem a criacdo de portefélios.
Destacamos, por exemplo, os blogs, as ferramentas da
Google Drive, as ferramentas de criacdo de websites (por
exemplo, o Weebly), ou os murais de partilha (por exemplo, o
Padlet). Temos ainda os sistemas de gestdo de aprendizagem
(Learning Management Systems, LMS), como é o caso do
Moodle, que, além de permitirem um ambiente virtual de
apoio a aprendizagem dos alunos, também comportam a
incorporacdo de ambientes de aprendizagem controlados
pelos alunos.

Na escolha do sistema de suporte é importante que o aluno
possa entrar livremente no seu e-portefélio, podendo geri-lo
para enviar os seus trabalhos e reflexdes, se possivel com
permissdes para modificar o layout ou outras componentes,
personalizando-o de acordo com os seus interesses,
criatividade e gosto pessoal. Também é importante que o
sistema apresente um ambiente que facilite o trabalho aos
alunos e professores, seja interessante e atrativo, e tenha
potencialidades ao nivel da privacidade e da seguranca.
Estes dois ultimos aspetos sdo importantes porque o
portefélio pode conter documentos, reflexdes pessoais e
comentdrios (dos professores, dos pais, entre outros) acerca
do desenvolvimento do trabalho e/ou de comportamentos
e atitudes do aluno, que ndo devem circular livremente na
escola e muito menos pela Internet. Para este efeito, alguns
sistemas de suporte possibilitam a colocagdo de passwords
de entrada criadas pelo aluno (e fornecidas aos professores e
pais) e a escolha de diferentes permissdes de partilha para o
publico com acesso ao e-portefélio (quem pode ler, escrever,
moderar ou administrar). Outros, mais sofisticados,
permitem que o aluno tenha édreas de publicacio reservadas,

sendo possivel decidir que artefactos podem ser publicados



e quem pode observar e comentar o portefdlio (para além do
professor que terd sempre acesso). Ao nivel da seguranca, é
importante escolher um suporte fidvel para ndo se perder a
informacéo que o aluno construiu ao longo de um ano escolar
e, se possivel, que possibilite o acesso e a continuidade do
trabalho nos anos seguintes.

A escolha do suporte estard naturalmente sujeita as condi¢oes

do contexto de implementacdo, nomeadamente, aos
recursos tecnoldgicos que os alunos e professores tém a sua
disposicéo, aos objetivos do programa de portefélios, a idade
dos alunos, ao tipo de publico a quem se pretende mostrar
o portefdlio ou mesmo aos conhecimentos tecnoldgicos dos

alunos e dos professores envolvidos.

Quando as condi¢des de acesso a Internet se encontram
asseguradas, os web portefélios sdo uma boa escolha porque
apresentam muitas potencialidades, principalmente, ao
nivel da sua acessibilidade e visibilidade, as possibilidades
de feedback imediato pelos professores que os observam e
comentam, e as possibilidades de partilha e de colaboragio
no processo de construgio, por exemplo, para que os alunos
possam aceder ou comentar os e-portefélios dos colegas,
ajudando-os na sua elaboragdo.

DIFERENTES POSSIBILIDADES PARA OS PORTEFOLIOS
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Na literatura ¢ referido que normalmente aparecem
trés tipos de portefélios escolares — de “apresentacio’,
(MEQ, 2002),

apresentando-se cada um com diferentes desenvolvimentos

de “aprendizagem” e de “avaliacdo”
e funcionalidades, embora todos possam assumir as
particularidades uns dos outros (Gomes, 2006, p.3). Assim,
podemos ter portefdlios cujo principal intuito serd, por
exemplo, que os alunos possam apresentar, aum determinado
publico (colegas, professores, pais, escola ou a um publico
mais vasto), os trabalhos que foram realizando ao longo do
ano, evidenciando o seu percurso escolar. Neste caso seriam
portefdlios com uma maior vertente de “apresentacio’, pelo
que a selecdo dos materiais a divulgar é maioritariamente
escolha do aluno. No caso de portefdlios de “aprendizagem”
cujo principal propdsito é conseguir que o aluno tome
consciéncia das aprendizagens realizadas, é possivel que a
sua colecdo contenha rascunhos e trabalhos em construgio
acompanhados pelas reflexdes do aluno, assumindo mais
a vertente de um portefdlio de trabalho. Neste caso,
os portefélios podem conter ndo sé as realizacdes das
propostas de trabalho que o professor definiu mas também
as que o aluno fez por iniciativa prépria para evidenciar a
sua aprendizagem. J4 os portefélios de “avaliacdo” sdo mais

JULHO ::

vocacionados para a avaliacdo e classificacdo do aluno, pelo
que contém maioritariamente propostas estipuladas pelo
professor.

Quando se pensa nos objetivos de um portefélio ha
sempre que considerar a relacdo entre estas vertentes e
o tipo de trabalhos e reflexdes que se pretendem que os
alunos colecionem nos seus portefélios. Nao é facil gerir
um portefolio que seja simultaneamente de avaliagdo e de
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aprendizagem. Quando o objetivo do portefélio é muito
centrado na avaliacdo, o aluno pode ter uma reduzida acgdo
sobre as decisdes relacionadas com a construcdo da sua
colecdo e ndo conseguir ser auténtico nas suas reflexoes
(Barrett, 2004). Portanto, o melhor serd estabelecer um
meio-termo, possibilitando escolhas quer por parte do
professor quer por parte do aluno, e uma avaliagdo que nao

iniba a reflexio por parte dos alunos.

O PROCESSO DE CONSTRUGCAO DE UM PORTEFOLIO

O sentido do trabalho com portefdlios reside no processo
de construcio e nas dinimicas que se estabelecem para que
este tenha um valor pedagégico. Este processo vai depender
naturalmente das razdes pelas quais se pretende implementar
esta abordagem com os alunos. Os portefdlios vio servir
para o aluno documentar aquilo que aprendeu ao longo
do ano escolar? Para fomentar a reflexdo? Para observar os
procedimentos utilizados na resolu¢ido de problemas? Para
que os alunos explorem e ampliem a sua aprendizagem
relativamente a um determinado tema programatico?
Para fomentar a comunicagdo matemdtica na resolucgdo de
problemas? Para documentar o desenvolvimento de um
trabalho de projeto? Estas e outras questdes podem servir
para refletirmos sobre aquilo que realmente pretendemos
com os portefélios dos alunos para que possam evidenciar
o seu crescimento ao longo de um determinado periodo de
tempo relativamente aos objetivos propostos.

Num cendrio possivel, o processo de construcdo pode
envolver que, durante um determinado periodo de tempo,
a medida que os alunos vao desenvolvendo as atividades
relacionadas com as matérias em estudo, vdo comecando
a colecionar as suas produgdes (individuais ou em grupo)
nos seus portefdlios. Estas producoes, que podem estar no
portefélio em diferentes etapas de conclusdo (rascunhos,
revisoes, versio final), vao sendo revistas pelo professor, que
por sua vez vai tecendo considera¢des deixando indicagdes
que podem ajudar o aluno a ultrapassar as suas dificuldades ou
a ampliar a sua aprendizagem. As novas versdes ou revisoes

feitas pelos alunos podem ser anexadas ou colecionadas
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juntamente com as originais para que o aluno e o professor
percebam o progresso produzido. A andlise, pelo aluno,
dos materiais produzidos, tendo por referéncia os objetivos
e os critérios de avaliagio do portefélio ajudam-no na
organizacdo do mesmo, podendo ser necessdrio acrescentar
produgdes que enriquecem o seu portefélio ou remover
trabalhos de menor qualidade. A selecdo dos materiais
pode ser realizada individualmente pelo aluno, a pares, ou
em pequenos grupos, tendo em atencdo as consideracgdes
prévias efetuadas por parte do professor. Também podem
existir momentos (intermédios e finais) de apresentagdo
dos portefdlios (ou de algumas das produgodes) a turma (e
também aos pais) que podem representar pontos de situacio
interessantes para a autoavaliacdo e heteroavaliacdo dos
alunos. No final, os portefdlios devem ser considerados na
avaliacdo das aprendizagens dos alunos e avaliados de acordo
com os critérios de avaliagdo que o professor, desde o inicio
da experiéncia, estabelece, combina e clarifica com os alunos
e também com a escola e com os pais.

OS MATERIAIS QUE COMPOEM UM PORTEFOLIO

E importante perceber que a utilizacio de portefélios
integra-se muito bem em ambientes de aprendizagem em
que os alunos assumem uma postura mais ativa, seja para
procurarem o seu conhecimento de forma individual, a
pares, ou em trabalho de grupo. E muito mais dificil levar
os alunos a constituirem portefélios em ambientes em que
quase mais nada se faz a nio ser resolver exercicios do manual
e estudar para o teste de avaliacdo. Se o professor estabelecer
com os alunos um processo mais dindmico em que estes se
envolvem em pesquisas, investigagdes, projetos, trabalhos
relacionados com a aplicacdo da matemdtica no mundo
real, trabalho interdisciplinar, resolu¢do de problemas nao
rotineiros, jogos, entre outros, o portefdlio assume a sua
utilidade, especialmente pela necessidade de organizar e
envolver os alunos no processo de aprendizagem.

Stenmark (1991, p.37) identificou alguns exemplos de
materiais que podem integrar um portefélio de matematica
e que, na nossa opinido, ainda se adequam a atualidade
e podem sugerir ideias para a experiéncia que cada qual
pretende desenvolver (tabela 1).
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Tabela 1. Materiais para um portefélio de matematica

—Respostas a questoes abertas realizadas em trabalho de casa;

—Relatérios de um trabalho de grupo com comentdrios acerca da
contribui¢do individual;

—Trabalho que relaciona outras dreas de aprendizagem com a
matemadtica;

—Um problema idealizado pelo aluno (com ou sem solugéo);

—Trabalho de Arte realizado pelo aluno;

—Excertos do jornal didrio;

—Rascunho, revisio e versio final de um trabalho do aluno
relacionado com a resolu¢do de um problema de matemética
complexo (evidéncia escrita, esquemas, graficos, e outros
procedimentos);

—Uma descri¢do do professor sobre uma atividade do aluno (que
evidencie conhecimento sobre um determinado conceito ou
relacdo matematica);

—Registo (por ex. fotografia) do trabalho do aluno com manipuldveis;

—Corregoes efetuadas pelo aluno sobre erros ou conceitos mal
compreendidos;

—Registo de uma entrevista ao aluno (efetuada pelo professor ou
por um outro aluno);

—Observagoes do professor;

—Autobiografia matematica (reflexdo do aluno sobre a sua relagdo
com a matematica);

Traduzido e adaptado de Stenmark (1991, p.37),

citado em Alves (2007, p.70)

Considerando que a atividade de colocar os alunos a refletir
sobre a sua aprendizagem pode representar uma novidade
para muitos alunos, especialmente para os mais novos, pode
ser uma boa estratégia fornecer alguma orientacéo para este
processo. Na tabela 2 deixamos alguns exemplos de questoes
elaboradas pelos autores Lambdin e Walker (1994, p.97) para
ajudar os alunos nas suas reflexoes.

Tabela 2. Questdes orientadoras para a reflexdo

—Que atividade ou tema matemaético é abordado?
—Em que medida a atividade te ajudou a aprender algo de novo?
—O que aprendeste com esta experiéncia?

—Consegues descrever a relagdo existente entre a atividade e a sua
aplicagdo em outras dreas de estudo ou na vida real?

—Terias realizado a atividade de outra forma se tivesses tido mais
tempo?

—Que estratégias usaste para a desenvolver? (Como é que pensaste
durante o processo de realizagdo?)

—Para encontrares as respostas que procedimentos mateméticos
utilizaste?

—Como aprecias (avalias) o teu envolvimento nesta atividade?
—Em relacdo a matemadtica, em que temas te sentes mais a vontade?
—Quais s@o os teus objetivos pessoais relativamente a matematica
que estds a aprender?
Traduzido e adaptado de Lambdin e Walker (1994, p.97),
citado em Alves (2007, p.71 )
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Em relacdo as possibilidades para as reflexdes do aluno
sobre a sua relagdo com a matemdtica, destacamos alguns
exemplos que consideramos interessantes para integrarem
a denominada “Autobiografia matemadtica” podendo
considerar-se esta tarefa como uma das primeiras a propor
aos alunos (tabela 3). Numa fase posterior, podemos fazer

uma comparacio e observar a evolugdo dos alunos.

Tabela 3. Orientagdes para a “Autobiografia de matematica”

—Sempre que penso em matematica, sinto-me ... porque ...
—O meu histérico familiar em matemadtica € ... Eu sei disso porque...
—Eu sou (bom/mau) em matemitica porque ...

—Eu acredito/ndo acredito que alguém pode ser bom em matematica
porque ...

—Eu sou o (pior/melhor) a fazer... Eu sei disso porque ...
—Aprendo melhor matematica quando...

—Eu acho que aprender matematica é ...

—A matematica é mesmo fécil/dificil de aprender quando ...

—A minha recordagéo preferida/menos preferida sobre matemética
é...

—Eu acho que a matemadtica é/ndo é realmente importante porque ...

—Quando eu crescer, eu gostaria de ser ... Vejo que a matematica
¢é importante nessa profissao porque ....

—O mais aborrecido na aula de matematica é quando ...
—Interesso-me mais pela aula de matematica quando ...
—Uma coisa que eu realmente gostava que soubesse sobre mim ¢ ...

—Uma coisa que o meu professor do ano passado gostaria que este
ano soubesse sobre mim é ...

—Um momento “clique” que eu tive em matematica foi ...
—Podes colocar quaisquer outros comentérios/ideias que tenhas
em relacdo a tua relacdo com a matemadtica.

Traduzido e adaptado de Pearse (2016)

A AVALIACAO DE UM PORTEFOLIO

Os critérios de avaliagdo dos portefélios dos alunos devem
ser definidos de acordo com a particularidade da experiéncia.
No geral, as avaliacbes dos portefdlios pelos professores
incidem sobre trés formas diferentes de avaliar (Kuhs,1994,
p-335):

« Avaliacio de cada peca de trabalho colocada no portefélio
para obter a classificacdo final do portefélio (por exemplo,
por média);

» Adocdo de um esquema analitico onde vérias performances
(comunicacdo matemdtica, compreensio de ideias, etc.)
correspondem a diferentes classificagdes;

+ Opcdo por uma unica classificacdo global para as pecas
contempladas no portefélio.

Da nossa experiéncia com portefélios, em que os professores
classificaram os portefélios com base numa grelha de
avaliacdo comum a toda a escola, foi interessante observar
que o “resultado global de um e-portefélio [classificado

como] «pouco satisfatério» devia-se normalmente ao
facto deste documento estar algo incompleto (faltando
trabalhos, textos, reflexdes, etc.) ou com partes consideradas
insuficientes  relativamente ao estipulado (material
incompleto, imperfeito, pouco consistente ou com varios
erros assinalados e ndo corrigidos pelos alunos, etc.), o que
ndo significava que no seu contetildo ndo houvessem partes
ou trabalhos de qualidade ou com grande valor (cognitivo
ou afetivo) para o aluno” (Alves, 2014, p. 490). Neste
aspeto é importante considerar que cada portefélio contém
particularidades do seu autor, relevantes do ponto de vista
educativo, por vezes nio observéveis a partir dos resultados
de possiveis grelhas globais de avaliacdo que muitas vezes
apenas contabilizam o nimero de pegas ou o cumprimento
de aspetos gerais da organizacdo dos portefdlios. Por essa
razdo, é importante que em determinados momentos, por
exemplo, no final de cada periodo letivo, o professor possa
reservar uma aula ou momentos de aula para a apresentacgao
dos portefdlios pelos alunos para que estes possam evidenciar
os aspetos mais positivos do trabalho que realizaram, tendo

por base os critérios de avaliacdo estabelecidos.

A VALORIZAGCAO DOS ALUNOS ATRAVES DOS
PORTEFOLIOS

Das vantagens pedagdgicas que sdo assinaladas na literatura
quando se trabalha com portefdlios escolares destacamos a
sua importéncia relativamente ao efeito que os portefdlios
podem ter na valorizagdo dos alunos. Esta valorizacio pode
afetar desde os alunos com usuais “boas notas” nos testes
de avaliacdo até aos alunos com baixos resultados. Da nossa
experiéncia com portefélios observamos que embora os
alunos refiram que tém “mais trabalho” com a construcéo e
apresentacdo do seu e-portefélio, de uma forma geral, saem
compensados com o resultado final (Alves, 2014, p.517).

A questido é que todos os alunos, independentemente das
suas notas, podem utilizar o processo de construgdo dos seus
portefdlios para mostrarem aspetos do seu conhecimento
e capacidades importantes do seu percurso educativo que
acrescentam mais-valias a sua avaliacdo escolar. Para os
alunos com mais dificuldades, ao nivel do seu rendimento
escolar, pode existir uma mudan¢a de atitude perante a
aprendizagem da disciplina logo que se apercebem que
conseguem desenvolver (como os outros) o seu portefélio.
Para alguns alunos, pode mesmo acontecer que, no contexto
da construgdo do seu portefdlio, evidenciem competéncias
até entdo desconhecidas (por exemplo, criatividade na
organizacdo do portefélio ou na escrita das reflexdes)
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passando a ser mais valorizados perante os colegas de turma
e o professor. Esta elevacdo da sua autoimagem e a motivagéo
acrescida pode aumentar as possibilidades de recuperacgio
destes alunos.

Também ¢ possivel que, numa fase inicial, alguns alunos
(mesmo os “bons alunos”) desvalorizem a constru¢io dos
portefdlios por estarem mais habituados a serem avaliados
apenas pelos testes de avaliacdo. Para ultrapassar esta
dificuldade, é importante incentivar os alunos, conversando
com eles sobre as razdes pelas quais estdo a construir os
seus portefolios, dar-lhes uma orientacdo adequada para a
sua construcdo (fornecendo-lhes os objetivos, estrutura,
numero de materiais, guides de reflexdo, etc.), mostrar-lhes
um efetivo acompanhamento do processo, realizar com eles
avaliagdes intermédias para que tenham a oportunidade
de reverter e melhorar a sua situagdo, clarificar com eles
a avaliacdo dos portefdlios e avalid-los de acordo com o
combinado, adequar o trabalho que tém de realizar (ou
seja, sermos razoaveis relativamente aquilo que os alunos
podem fazer e que nés podemos acompanhar) e também
incentivar a participacdo dos pais (para visualizarem ou
comentarem os portefdlios dos filhos). Em todo o caso, a
evolucdo da familiarizacdo de todos os intervenientes do
processo (alunos, professores, pais, escola, etc.) serd um
dos aspetos mais facilitadores do trabalho com portefdlios.
E importante comecar a experimentar, dando algum tempo
e oportunidade para que este tipo de trabalho se integre

COMO QUE POR MAGIA

A tarefa enquadra-se naquele tipo de tarefas que comeca por
ser um desafio e em que se espera a atencdo inicial de todos os
alunos na sala de aula de qualquer ciclo de ensino.

A variante aqui apresentada pressupoe um trabalho ao nivel
do ensino secunddrio num contexto de estudo de sucessoes,
nomeadamente a soma de termos de uma progressio geométrica
e o limite do termo geral dessa soma na obtenc¢do da “soma
infinita’;, o que cabe perfeitamente no 11.° ano de escolaridade.
Pode contemplar um momento de resolucdo de equagdes do
primeiro grau ao procurar um ponto fixo de uma fungao, ou
seja, a solugdo de uma equacdo do tipo f(x)=x, cuja condi¢ao de
existéncia cabe no contexto do estudo do teorema de Bolzano
no 12.° ano de escolaridade, sendo a resolucdo em si tema
abordado desde o 7.° ano de escolaridade. Em alternativa ou
em complemento, a abordagem podera contemplar um trabalho
com derivadas se se considerar uma condic¢do de convergéncia
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nas préticas normais de sala de aula. O resultado final sera
grandemente compensado.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

de uma fungdo para um ponto fixo, condi¢ao essa que nio cabe
nos programas de matemdtica do ensino ndo superior, mas cuja
utilizacdo é perfeitamente possivel nesse tempo, a partir do
trabalho com derivadas ao nivel do 11.° ano e/ou 12.° ano. De
qualquer modo, hd uma abordagem iterativa que muito importa
ao desenvolvimento de um raciocinio algoritmico, relacionado
naturalmente com a programacao.

Esta tarefa enquadra-se num trabalho realizado em pds
graduacdo em que se acaba por apontar algumas pistas para
o trabalho com métodos numéricos de resolucio de equagoes
no ensino secundadrio.

https://repositorium.sdum.uminho.pt/bitstream/1822/34723/1/
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Como que por magia

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP N
3.5
.............................................. 3.9
Ans/2+3
............................................ 4.73.
Ans/2+3
.......................................... 9.375.
Ans/2+3
........................................ 9.6875.
[ |

1.Prime as teclas necessérias até aparecer um ndimero a tua escolha no visor da maquina e prime a tecla (enter]. (em
alguns modelos pode ser a tecla (5] );

2.Depois prime sucessivamente as teclas (3J2)(+)3) e observa o resultado;
3.De seguida prime as teclas (Center]). (ou (3)) sucessivamente e observa o que sucede;

4.Repete o procedimento, iniciando com outros niimeros.
O que observas?

5.Repete agora o procedimento seguindo os passos de 1 a 4. Mas, no passo 2, prime sucessivamente (xJ(2J=)(3].
O que observas?

Consegues encontrar uma explicagio para a diferenga que possas ter encontrado apds os procedimentos com
cadeias diferentes de operagdes? Queres tentar com mais uma ou duas cadeias de duas operagdes, cada uma
precedida de um nimero?

Sugestao: Interpreta uma cadeia como uma fungdo ¢ do tipo @(x)=ax+b .

Assim, poderds estudar a sucessdo de valores obtidos, iniciando pelo valor x,, que poderds traduzir por:

Xo- X :@(xo)v X :@(‘p(xo)):@z(xo)vxs :‘ps(xo)v s, :gon(xo)a

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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Mediana de dados ndo agrupados: a questao de

ser pelo menos 50%

ADEIAIDE FREITAS
JoAo PEbpro Cruz
NE£1LIA S1LVA

Com o presente trabalho temos como objetivo ilustrar exemplos
que abrangem as diferentes situacdes que podem ocorrer no
célculo da mediana de uma cole¢do de dados. Pretendemos
mostrar, com exemplos, as possiveis interpretacoes vélidas
de mediana que, de forma similar, podem ser extensiveis aos
outros quartis. Com esses exemplos pretendemos discutir o
eventual confronto entre a nocio intuitiva de mediana e sua
interpretacdo. Deste modo, esperamos contribuir para uma
melhor compreensio de possiveis dedugdes, consequentes
da interpretacdo de mediana, que por vezes causam alguma
estranheza entre os estudantes, nomeadamente quando, por
exemplo, existem observacgdes repetidas e iguais & mediana
numa colecio de dados.

CONCEITO EMPIRICO DE MEDIANA: CALCULO E
INTERPRETACAO

Associado a uma colecio de dados, Murteira et al. (2010) refere
que a mediana ¢, “de forma aproximada, o valor da cole¢do
que tem 50% de observagoes inferiores e 50% de observacgdes
superiores” (p. 26), acrescentando que “em termos rigorosos,
a mediana pode ser definida” do seguinte modo em termos de

x((nﬂ) /2) ,se nimpar

Xm; \+xm ’
("/2) 2( /2+1) ,senpar

med = (1)

onde 7 é o namero total de observagoes e X(j) representa a
i-ésima estatistica ordinal (i.e., a i-ésima observacdo na amostra
ordenada). De forma similar, Pestana & Velosa (2008) referem
o conceito empirico de mediana, indicando que “a mediana é
um conceito que envolve a ideia de ordenagio: informalmente
(...), ¢ o valor que separa os 50% inferiores dos 50% superiores”
(p. 86), e assinala também a férmula de cdlculo (1) para o caso
de uma colecdo de dados.

Em Guimaries & Cabral (1997) e em Mood et al. (1974), a
definicdo de mediana empirica é dada pela férmula (1). Em
Hall et al. (2011) é dada a nogdo de mediana amostral usando a
definicéo (1) e interpretando-a como sendo o “elemento que se
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encontra ao centro” na amostra depois de ordenada (pp. 7-8).

Na verdade, o uso da férmula (1) é consensual. Ela é encontrada
na generalidade dos atuais manuais escolares, dos 7.° € 8.2 anos de
escolaridade, em concordancia com os programas curriculares de
matemadtica (MEC, 2013), e dos livros de estatistica que, ao nivel
do ensino superior, abordam a parte da estatistica descritiva.

Se no célculo do valor da mediana de uma colecio de dados
(nfo agrupados), no contexto da estatistica descritiva, é
pratica comum seguir a férmula (1), ndo podemos dizer que
encontramos uma uniformizacdo de escrita quando se pretende
descrever, por extenso, o significado de mediana. Em Amaro
et al. (2009), para além de indicar a férmula (1) no célculo da
mediana de “dados exaustivos’, é esclarecido que se deve ter
cuidado com a interpretacio daquela medida consoante a
natureza dos dados. Nomeadamente, refere que, para dados
quantitativos continuos, “50% das observagoes sao inferiores —
ou superiores @ mediana” enquanto que para dados quantitativos
discretos ou qualitativos ordinais, o significado de mediana
deve ser adaptado e dizer “pelo menos 50% das observagoes
sdo inferiores a mediana” (p. 54). Esta adaptagéao surge do facto
de, na colecao de dados, poderem ocorrer observagoes repetidas
iguais ao valor da mediana. Também Pestana e Gageiro (2008)
define a mediana de acordo com a férmula (1) mas distingue
duas situagoes ao interpretd-la consoante existam observagoes
diferentes ou iguais. Concretamente, aqueles autores referem
que sendo “as observagdes diferentes entre si, a mediana define-
se como o valor da sucessdo [da amostra ordenada] que tem
tantas observacdes inferiores ou superiores a ela. Caso existam
observacdes repetidas, a mediana define-se como o valor da
sucessdo que tem tantas observagoes a sua esquerda como a
sua direita” (p. 72). Mais ainda, chamam a atencdo para uma
particularidade da férmula (1), referindo que “se # for par, a
mediana é indeterminada, podendo ser qualquer valor entre”

X (3 e X (B+1) acrescentando que, nesse caso, “convenciona-
se tomar para mediana a média aritmética simples dos dois
valores centrais” (p. 72). Consultando o programa das Metas
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Curriculares (MEC, 2013) verificimos que um dos descritores,
no dominio Organizacao e Tratamento de Dados para 0 7.° ano,
solicita a necessidade do estudante “reconhecer, considerado
um conjunto de dados numéricos, que pelo menos metade dos
dados tém valores ndo superiores a mediana” (p. 61).

E um facto curioso que, a nivel da interpretacio da mediana, urge
anecessidade de algum esclarecimento adicional perante tanta
diversidade! Esta multiplicidade de formas, ndo equivalentes,
de interpretar a mediana empirica demonstra a necessidade do
cuidado a ter quando pretendemos verbalmente descrevé-la no
contexto do problema associado aos dados.

Dado o cardcter finito inerente a uma cole¢io de dados
numéricos, sejam eles provenientes de uma variavel de natureza
continua ou discreta, podemos socorrer-nos do conceito
probabilistico de mediana para obter uma condi¢do universal
para a interpretacdo de mediana de uma colecéo finita de dados.
Férmulas diferentes (mas equivalentes) podem ser encontradas
para definir a mediana de uma variavel aleatdria X. Por exemplo,
podemos definir mediana de X como qualquer niimero 1 tal

P(X <m) 2% e ,simultaneamente, P(X =m) >% (2)

Assim, transpondo as condig¢des (2) para o contexto empirico,
transformando as probabilidades em frequéncias relativas,
diremos que m é mediana de uma colegdo de dados se e somente
se pelo menos 50% dos dados sdo inferiores ou iguais a m e pelo

menos 50% sdo superiores ou iguais a m.

Podemos, todavia, simplificar este texto na interpretacio de
mediana definida pela conjuncdo de duas condigdes? Sera
que poderemos referir que exatamente, aproximadamente ou
pelo menos 50% das observacoes ordenadas sdo inferiores ou
superiores a mediana? Serd suficiente referir apenas uma parte
da distribuicdo dos dados (inferiores ou superiores a mediana),
ou devem ser referidas ambas? Serd que deve ser incluido o
valor da mediana nessa parte uni ou bilateral de referéncia?

EXEMPLOS

O célculo da mediana, de acordo com a férmula (1), depende se
o numero total de dados na colecdo é par ou é impar. Mais ainda,
os dois ramos da férmula (1) podem ser analisados segundo trés
situacdes distintas. Concretamente, a mediana de uma colecéo
de dados pode corresponder a: um valor nao observado na
colecdo, um valor observado com frequéncia absoluta unitaria
na colecdo de dados, ou um valor observado que se repete na
colecdo, ou seja, com frequéncia absoluta superior a 1. Assim,
das trés situagodes, tendo em conta a paridade de 7 e a frequéncia
da mediana, podem resultar quatro possiveis casos distintos,
assinaladas na Tabela 1, no cilculo da mediana de uma colecéo

finita de dados numéricos. No caso de #n ser par, o valor da
mediana ndo podera ser uma observagdo dnica na colegdo de
dados e, no caso de # ser impar, a mediana serd sempre um
valor observado na colecido de dados.

Tabela 1. Situagdes possiveis no célculo da mediana empirica

Frequéncia da mediana
numa colecdo de dados

Tamanho da colecdo

é par é impar

0 Caso 1 Impossivel
1 Impossivel Caso 2
>1 Caso 3 Caso 4

Pretendemos discutir a interpretacio do valor da mediana face

a cada um dos quatro casos possiveis especificados na tabela

1. Se m € o valor da mediana de uma colecdo de dados, entdo

que condi¢cdes podemos mencionar que conduzem a uma

interpretacdo correta da mediana? Com base nas diferentes

formas que encontramos, em livros e manuais, de comentar

o valor da mediana de um conjunto (finito) de observacgoes,

estabelecemos uma lista de 12 condigdes (simples), tdo exaustiva

quanto possivel, associadas a interpretacdo de mediana:

i. Exatamente 50% dos valores da colecdo de dados sdo
inferiores a a;

ii. Exatamente 50% dos valores da colecdo de dados sdo
superiores a a;

iii. Exatamente 50% dos valores da cole¢do de dados sdo

inferiores ou iguais a a;

iv. Exatamente 50% dos valores da colecio de dados sdo

superiores ou iguais a a;

v. Aproximadamente 50% dos valores da colecdo de dados
sdo inferiores a a;

vi. Aproximadamente 50% dos valores da colecdo de dados

sdo superiores a a;

vii. Aproximadamente 50% dos valores da colecdo de dados

sdo inferiores ou iguais a a;

viii. Aproximadamente 50% dos valores da colecido de dados

sdo superiores ou iguais a a;

ix. Pelo menos 50% dos valores da colecdo de dados sdo

inferiores a a;

x. Pelo menos 50% dos valores da colecdo de dados sio
superiores a a;

xi. Pelo menos 50% dos valores da colecdo de dados sdo

inferiores ou iguais a a;

xii. Pelo menos 50% dos valores da colecdo de dados sio

superiores ou iguais a a.

Sem perda de generalidade, tomdmos quatro exemplos concretos,
um para cada um dos quatro casos apontados na tabela 1. Na
tabela 2 encontram-se os exemplos considerados e a indicagdo
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do valor l6gico de cada uma das 12 condig¢des acimas listadas
(L..., XII) em cada exemplo. Exemplo 1 (Caso 1: o valor atribuido
a mediana corresponde a um valor ndo observado na cole¢ido
de dados), Exemplo 2 (Caso 2: o valor atribuido a mediana
corresponde a um valor com frequéncia unitdria na cole¢éo
de dados), Exemplo 3 (Caso 3: o valor atribuido & mediana
corresponde a um valor que se repete na colecio de dados de
dimenséo par) e Exemplo 4 (Caso 4: o valor atribuido a mediana
corresponde a um valor que se repete na colecio de dados de
dimenséio impar). Em cada exemplo apresenta-se uma cole¢do
de observagdes, uma tabela com as frequéncias relativas (f{(x,))
e as frequéncias relativas acumuladas (F(x) = 3 f(x) Jassociadas

xx;

a cada observagcéo distinta (x;).

Na nossa opinido, a aparente falta de rigor nas vérias defini¢oes
de mediana encontradas nos livros, correspondente ao
procedimento pratico de procurar a mediana pelo valor
posicionado ao meio na amostra ordenada, referindo-se a
haver 50% de observagies inferiores ou 50% de observagies
superiores a mediana, resulta do recurso aos vocébulos “inferiores
a“ ou “superiores a”. Estes vocdbulos levam intuitivamente a
representacdo das observagdes na reta ordenada concentrando,
consequentemente, observagdes repetidas num mesmo ponto,
e diluindo-se a nocéo de volume de dados que esté efetivamente
associada a defini¢do de mediana (50% das observacdes estdo a
direita da mediana e 50% estdo a esquerda da mediana na colegdo
ordenada dos dados). Ainda da tabela 2 verifica-se que apenas
uma das condigdes, XI ou XII, ndo é suficiente para identificar
corretamente o valor da mediana. Efetivamente, dizer pelo menos
50% dos valores da colegdo de dados sdo superiores ou iguais a
3 (condi¢ao XII) ndo implica que 3 seja a mediana da colegéo
de dados. Vérios contraexemplos de cole¢oes de dados podem
ser considerados para ilustrar tal situagdo. Por exemplo, para a
colecdo: 2, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, tem-se que mais de 50% dos dados
sdo ndo inferiores a 3 e, no entanto, a mediana nao é 3.
Notemos, também, que o exemplo 1 da tabela 2 ilustra a situagdo
da mediana ser indeterminada como mencionado atras. Na
realidade, no caso da frequéncia da mediana ser nula (caso 1),
e denotando por ¥; o valor observado na cole¢io de dados tal
que F(x;)=0.5 epor ¥, omenor valor tal que F(x’)>0.5,
verifica-se que qualquer valor entre x; e ¥, pode ser tomado
como mediana da colecéo; a férmula (1) convenciona tomar o
ponto médio do intervalo [ %7, ¥; ].No exemplo 1, tem-se ]
=2, X =4,

CONCLUSAO

A linguagem associada a interpretacdo de mediana pode
ser mais ou menos simplista. Podemos substituir, de forma
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equivalente, a expressdo “inferior ou igual” por “néo superior”
(similar para “superior ou igual”). Contudo, pretendendo
interpretar a mediana de um conjunto de observagdes, de
uma forma completa, teremos que mencionar a conjungéo de
duas condigoes e salvaguardar a possibilidade de repeticoes de
observacoes, ou seja, m é mediana de uma coleccio de dados
se e somente se pelo menos 50% dos dados sdo inferiores ou
iguais a m e pelo menos 50% sdo superiores ou iguais a m

Se pretendemos tirar alguma ilagdo, no contexto do problema
dado, do facto do valor m ser a mediana de uma colecéo de dados,
basta usar qualquer condigdo subsequente resultante daquela
conjungéo, como é proposto nas (atuais) Metas Curriculares: se
m é mediana de uma colegdo de dados, entdo pelo menos 50%
dos dados sdo inferiores ou iguais a . Mas tenhamos consciéncia
de que, omitindo uma ou parte das duas condi¢oes XI e XII na
interpretacdo da mediana de uma colec¢éo de dados, estaremos
a mostrar apenas uma perspetiva do contexto dos dados!
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Tabela 2. Colegdes de dados, ndo agrupados, em 4 situagoes distintas no calculo da mediana. Por aplicacdo da férmula (1), a mediana é

igual a 3 nos quatros exemplos.

) Condigoes
Situacdo Colecio de dados Grifico da fungdo F(x.) ;
t verdadeiras falsas
Fe(z)
Caso 1 Exemplo 1: 1 ® I, IL, 111, -
(n par) 1,2,2,2,4,4,4,4 i IV, V, V],
el : VI, VIIL, IX,
x;, | flx) | Flx) 05 Lommmes —— X, XI, XII
1 0.125 0.125 | |  ceeeediieiiaaaaaans R R TR
2 0.375 0.500 0.25 |
4 0500 1.000 ' mediana € [2,4]
0 O .
0 1 2 3 4 £
Caso 2 Exemplo 2: I, 11, I11,
F.(z)
(n impar) 1,2,2,2,3,4,4,4,4 1 -— V, V], Iv,
E VII, VIII, IX,
x; f(xl) F(xl) E XI, XII X
1 0.111 0.111 8"55 >0—€>
LI e [l
2 | 0333 | 0444 $Est -
3 0.111 0.555 ' '
4 | 0444 | 1.00 0.111 ~—0 v
0 A mediana = 3
0 1 2 3 4 <
Caso 3 Exemplo 3: I, 11, II1,
Fe(x)
(n par) 1,2,33,3/4,4,4 IV, V, VI,
1 o—
: VIL, VIIL IX,
x| flx) | Flx) E XI, XII X
0.625 )
1 0.125 0.125 d
05 fommmmmmmmmmmemen- )
2 0.125 0.250 :
3| 0375 | 0.625 0.25 —d
4 | 0375 | 1.000 0.125 —o :
53 mediana = 3
0
0 1 2 3 4 .
Caso 3 Exemplo 4: I, IL, 111,
F.(z)
(n impar) 1,2,2,2,3,3,4,4,4 1 V, V], 1V,
f VI, VIL IX,
X f(xl) F(xl') 0.666 ,_é XI, XII X
1| 0111 | 0.111 N .
2 | 0333 | 0444 0444 —
3 | 0222 | 0.666 5 5
4 | 0333 | 1.00 0.111 —o
! mediana = 3
0 a :
0 1 2 3 4 T
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Articulacao curricular, uma aposta necessaria

A reflexdo aqui feita, sobre a prova de afericao de matematica
e ciéncias naturais de 2017, baseia-se essencialmente na
minha experiéncia como professora e em conversas tidas
com outros colegas do grupo 230, principalmente colegas de
escola.

Os professores do grupo 230 tém qualificagdo profissional
para lecionar matemadtica e ciéncias naturais e, apesar de
ser desejavel que estas disciplinas sejam dadas pelo mesmo
professor & mesma turma, por contingéncias diversas isto
nem sempre acontece. A par disto, as revisdes curriculares
feitas ao longo dos dltimos anos contribuiram para ir
perpetuando este desenho curricular, uma vez que tém
sido omissas quanto aos pontos de convergéncia entre estas
duas disciplinas, ndo promovendo a sua efetiva interligacdo.
Assim, parece-me que uma prova de afericio que junta
estas duas dreas podera ser, de algum modo, uma chamada
de atencdo para a existéncia de pontos de contacto entre
as disciplinas de matemdtica e de ciéncias naturais, pontos
estes que deverdo ser tidos em conta no seu ensino.

Na prova, é talvez demasiado clara a drea a que pertence
cada uma das questoes, embora haja um esforco de utilizar a
matemdtica em contextos de ciéncias naturais. A utilizacio
da média ou das percentagens para a interpretacido de
determinados acontecimentos ou o célculo de dreas para
saber a superficie de um dos cercados do Centro de Protegdo
ao lince-ibérico, sdo exemplos disto. Nao pretendo aqui fazer
uma andlise exaustiva das questdes da prova por isso irei
focar-me unicamente no item 11.1 (figura 1) que ird por
certo lancar alguma reflexdo. Este item para os alunos e
muitos professores é uma questdo claramente da drea das
ciéncias naturais. Mas sera? Vejamos.

Na tarde da realizacio da prova de afericdo encontrei
na biblioteca da escola o Gongalo, aluno do 5.° ano, que
esperava como nas outras segundas-feiras que os pais o
fossem buscar. O Gongalo ndo é meu aluno mas conhego-o
por pertencer a uma das minhas turmas de apoio ao estudo e
considero-o um aluno bastante razodvel. Como me pareceu

estar um pouco aborrecido perguntei-lhe como lhe tinha
corrido a prova de afericio e se queria verificar as suas
respostas, pois tinha comigo um exemplar desta. O Gongalo
respondeu-me imediatamente que sim, acrescentando que
a parte das ciéncias lhe havia corrido bastante bem mas
quanto a matemdtica ndo tinha tanto a certeza. O Gongalo
parecia identificar nitidamente quais as questdes referentes
as ciéncias naturais e as referentes 8 matematica. Quando
lhe perguntei que resposta havia dado a questio 11.1,
respondeu-me que era muito ficil e que a opgdo correta
era a op¢do A. Pedi-lhe que lesse as outras opg¢des com
atencdo, pois a resposta que havia dado nao era a correta.
Tive bastante dificuldade em leva-lo a admitir que a resposta
que tinha selecionado estava errada e que a correta era a
opcdo B. O Gongalo argumentou que, sendo a sardinheira
uma planta, a questdo A também estava correta. Explicar-
lhe que nédo podia generalizar o que tinha acontecido com a
sardinheira para todas as plantas néo foi tarefa facil. Procurei
ainda outros exemplos nas ciéncias e na matemdtica, mas
tenho muitas dividas de o ter conseguido convencer.

Este episdédio alerta-nos para a importancia de termos
sempre presente as conexdes possiveis entre a matemadtica
e as ciéncias naturais, mesmo aquelas “mais encobertas”
favorecendo assim um ensino mais integrado e transversal.
A conversa tida com o Gongalo é um possivel exemplo,
pois alerta-nos por um lado para a importéancia de, quando
oportuno, abordar nas aulas, quer de ciéncias quer de
matemadtica, as generalizacbes e por outro lado para o
“perigo” de as fazer de forma injustificada. Este trabalho
por parte dos alunos é uma mais-valia na compreensao
do método cientifico e mais tarde na importincia das
demonstra¢des matematicas.

O facto de uma prova de afericdo contemplar as duas areas
ndo é, por si sd, nem suficiente nem significativo para a
aprendizagem dos alunos caso as praticas de articulagdo
entre as duas ndo sejam incentivadas. Discutir matemaética
a partir de situagoes vindas das ciéncias naturais ou ciéncias



Procedimento

(A e B), com o mesmo tipo de solo.

constantes.

solo estava seco.
« Asardinheira do vaso B nunca foi regada.

Folhas
Folhas

» Colocaram-se duas sardinheiras, no mesmo
estadio de desenvolvimento, em vasos iguais

+ Os vasos foram expostos a luz e a temperatura

- A sardinheira do vaso A foi regada sempre que o

Resultados

« Ao fim de quinze dias,
observaram-se o0s resultados a
seguir esquematizados.

Folhas

11.1. Assinala com X a opgdo que indica o que se pretendeu confirmar (hipotese) com

a realizacéo desta atividade experimental.

A [
8 []
¢ [
o []

A agua influencia o crescimento das plantas.
A agua influencia o crescimento da sardinheira.
O solo influencia o crescimento das plantas.

O solo influencia o crescimento da sardinheira.

Figura 1. Questdo 11 da prova de aferi¢do de 2017

naturais usando a matemadtica vai enfatizar a importancia
destas duas dreas na formacao dos alunos.

Uma prova de afericdo, assente nos documentos curriculares
em vigor, tem como primeira finalidade acompanhar o
desenvolvimento do curriculo de uma dada disciplina a
nivel nacional, mas permite também aos professores, de
certo modo, avaliar as aprendizagens desenvolvidas pelos
seus alunos nos dominios que constam no quadro de
caracterizagdo dessa prova. Contudo, talvez por ter sido
a primeira vez que houve uma abordagem deste tipo, esta
prova ultrapassou, na minha perspetiva, as suas finalidades
pois promoveu o didlogo entre os professores de matematica
e de ciéncias naturais em questoes do tipo: Como classificar/
avaliar os itens de uma prova desta natureza? Que
informacdo é possivel retirar de determinadas questoes?
Quais as areas/conteidos que podem ser explorados nas

aulas de matematica e de ciéncias naturais visando a ligacao
entre estas duas dreas? ... Se as questdes e/ou a forma como
foram colocadas, na prova de afericio realizada, sdo as
mais pertinentes é discutivel e tenho ouvido vérias opinies
divergentes por parte de colegas, mas sé por si esta discussdo
ja é importante e por certo ird alertar para a necessidade de
um ensino mais integrado destas duas disciplinas. E claro
que é possivel e desejével avancar muito mais!

IRENE SEGURADO

Esco1a BAsica 2, 3 DrR. Rut GRACIO, MONTELAVAR

PONTOS DE VISTA, REA@OES E IDEIAS ...
JULHO ::
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Como ligar 2D com 3D? Sélidos em camadas,
uma possibilidade inesperada e fascinante

“A percecdo que as criangas tém do mundo que as rodeia ndo é
bidimensional. A nossa percecéo e vivéncias é a vdrias dimensoes.
Se estamos a trabalhar com criancas de idade pré-escolar que
descobrem e apreendem o mundo que as rodeia através da
experimentacgdo tem todo o sentido explorar e aprender neste
enquadramento” (reflexdo de uma educadora de infancia
participante no projeto MARTE1618).

Acrescento a esta reflexdo que hd muito tempo se discute sobre
as formas de abordagem da geometria elementar. E consensual
que esta deve ser feita ligando a bi e a tridimensionalidade,
seja através das varias formas de representacdo de objetos
geométricos e do desenvolvimento da visualizagdo, seja do
conhecimento das propriedades das figuras a duas e a trés
dimensoes, das relacdes entre elas, bem como do estudo da
simetria na sua mais ampla acecéo.

Como jd escrevi na nota anterior, o curriculo de geometria pode
ser um caminho com vdrias entradas e percursos alternativos.
Nao hd uma maneira Gnica de comecar nem de desenvolver os
conhecimentos de geometria e as formas de pensar préprias
desta drea. Destaco agora precisamente a continuidade que esta
educadora deu as atividades realizadas pelas criancas e descritas
na nota anterior a esta (“Por onde comecar na geometria? Porque
ndo pelos paralelepipedos?”). Esta descricgdo é feita com base
nas palavras da educadora’.

“Ap6s a concretizagdo do nosso projeto da decoracdo das caixas
foi proposto as criangas que com um dos materiais que temos na
sala construissem um paralelepipedo. O material usado foram
cubos de encaixe. As criancas comecaram por construir um
paralelepipedo estreito e depois de compararem com a caixa
foram acrescentando mais pegas dando mais largura ao objeto.
Depois de analisarmos a pega construida chegdmos a conclusao
que tivemos de sobrepor um conjunto de pegas por camadas
para formar um objeto idéntico a caixa.

Uma crianca disse que era como as bolachas. Fomos buscar
um pacote de bolachas e, como as bolachas eram redondas, o
objeto que essas bolachas formavam era diferente ... era redondo.
Ficou entdo combinado entre todos que os rapazes iriam decorar
quadrados e as meninas decorar circulos.

1 Educadora Maria Leonor Henriques, Agrupamento de Escolas de D. Maria
1L, JT do Cacém, Sintra.

As meninas usaram como molde da unidade de medida um copo.
E os rapazes o quadrado construido com as pegas (figuras 1 e 2).
Apés finalizarem o trabalho (figura 3) fomos sobrepo-las,
formando um cilindro e um paralelepipedo (figuras 4 e 5)”

Com base nesta descricio e nas experiéncias do projeto
MARTEI1618 registo trés reflexdes.

1.No ambito deste projeto, foi a primeira vez que discuti
com professores ou educadores a construciao de sélidos
em fatias. Esta ideia foi trabalhada nas sessoes de formacido
com o objetivo de abordar o conceito de prisma e também
de cilindro a partir da sobreposi¢do de camadas iguais.
Esta ideia permite um entendimento da existéncia de
paralelismo entre componentes planas destes sdlidos, as
camadas, que nos ajuda a estrutura-los de uma forma pouco
comum. A estruturacdo em camadas é a base do Principio
de Cavalieri, ideia chave na compreensédo das formulas de
célculo do volume do prisma e, por extensio, do cilindro.
O conceito de volume de um sdlido e o respetivo calculo
através de férmulas sdo aspetos curriculares incontornaveis
na educacgdo basica. Dois aspetos chave na aprendizagem séo
a equivaléncia de so6lidos e a compreensao das férmulas de
célculo de volumes, embora muitas vezes sejam esquecidos
ou relegados para segundo plano.

2.Hd vérios artistas que recorrem a construcgao de esculturas
com base em camadas ou fatias. As esculturas em fatias
de um destes artistas, Rui Sanches, ilustram muito bem
o Principio de Cavalieri e permitem compreender, com
forte componente visual, a férmula do célculo do prisma
como produto entre a drea da base e a altura (figuras 6 e 7).
Além disso, este tipo de composicoes plasticas evidenciam,
através da sua materialidade, o papel das varidveis drea da
base e altura nesse calculo. Estas esculturas sdo também
demonstrativas e facilitadoras da compreensdo de que o
prisma ndo tem que ser reto para que o cilculo do volume
seja obtido por essa féormula. As esculturas da figura 7
(Colunata 2004) encontram-se na Assembleia da Republica
e outros trabalhos deste artista estdo acessiveis na Internet,
http://www.ruisanches.com/pt/escultura_1983-1989.html.

Cristina Loureiro



3.Uma resma de papel é um paralelepipedo. Mas raramente
olhamos para uma resma como tal e ndo destacamos que
sao 500 folhas, teoricamente 500 retangulos bidimensionais,
que sobrepostas nos fazem passar do bidimensional ao
tridimensional. Esta é a ideia das esculturas em camadas
de Rui Sanches e, de forma ainda mais fascinante, da técnica
usada pelo artista chinés Li Hongbo. Totalmente inesperado,
para quem ainda ndo conhece, em

https://www.youtube.com/watch?v=W2GYsICAkSo.

Para mim também foram inesperadas e fascinantes as
construgdes do prisma e do paralelepipedo realizadas

pelas criangas do grupo desta educadora.

Figura 5
g

Figura 1l Figura 2 | |

Figura 6

Figura 3

Figura 7

Figura 4

CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA
Cristina Loureiro
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As figuras geométricas no 1.° ano

O relato que aqui apresento pretende ser uma partilha da forma
como trabalhei com os meus alunos de 1.° ano as propriedades
das figuras geométricas de uma forma muito intuitiva e de acordo
com a sua capacidade de abstracido. As tarefas propostas aos
alunos foram adaptadas de Van de Walle, Karp e Bay-Williams
(2014). Realizaram-se duas tarefas em duas sessoes, cada uma
com a duracdo de quarenta e cinco minutos a uma hora.

O objetivo deste trabalho era levar os alunos a observarem e
descreverem formas geométricas para se apropriarem das suas
caracteristicas e assim encontrarem aspetos comuns ou distintos
para conseguirem formar classes de figuras.

Mais do que descrever as figuras é importante que, a medida que
os alunos vao progredindo na sua escolaridade, sejam cada vez
mais capazes de formular raciocinios geométricos mais abstratos
que vdo, num nivel muito inicial, desde a associa¢do das figuras
com que sdo confrontados aos objetos do seu quotidiano até
a formulacéo de raciocinios dedutivos, em niveis elevados de
raciocinio.

Para compreendermos de que forma ocorre o desenvolvimento
do pensamento geométrico, Van Hiele (cit. em Ponte & Serrazina,
2000) sugere que a estruturagdo deste tipo de raciocinio se vai
desenvolvendo em vérios niveis de abstracéo.

No entanto, Clements e Battista (1992, cit. em Clements,
Swaminathan, Hannibal & Sarama, 1999) sugerem algumas
alteragdes ao esquema proposto pelos Van Hiele. Além de
proporem um nivel de desenvolvimento prévio ao nivel
1 de Van Hiele (um nivel de pré-recognicdo), Clements et
al. (1999) sugerem também que o nivel 1 deve ser um nivel

sincrético ja que muitas das criangas conseguem observar
alguns componentes e algumas propriedades das figuras
geométricas, embora ainda o facam utilizando uma
linguagem mais descritiva do que analitica. Poderiamos
organizar esta informacdo como se apresenta no quadro
abaixo.

Estes autores sugerem ainda que os niveis referidos néo sdo
estanques e que os alunos podem evidenciar, em fases de
transicdo entre niveis, caracteristicas de mais do que um
nivel.

Para a concretizacdo deste trabalho distribui a cada um
dos meus alunos uma figura das apresentadas na figura 1.
A escolha das figuras pretendeu ser o mais diversificada
possivel, para permitir aos alunos um leque mais alargado de
figuras que colocasse em evidéncia diferentes propriedades
das figuras. Limitar o leque as figuras mais comuns como
o circulo, quadrado, retangulo e triangulo equilatero, que
frequentemente aparecem quer nos manuais de 1.° ano quer
nos materiais escolares, poderia limitar também os aspetos
que os alunos poderiam observar e descrever e as conexoes
e disjungdes que os alunos poderiam encontrar.

A TAREFA

Em coletivo, cada um foi descrevendo a sua figura a partir
da sua observacio natural e intuitiva. A medida que cada
aluno fazia a sua descrigéo, colocdvamos a figura no quadro
e procuravamos aspetos em comum com as figuras que ja
tinham sido anteriormente colocadas.

Nivel O - Pré-conhecimento

As criangas ainda ndo conseguem identificar algumas formas mais comuns ou discriminar determinadas
figuras de contraexemplos. Nesta fase, as criangas estdo a comegar a criar esquemas mentais em que
relacionam conceitos e processos geométricos.

Nivel 1 - Sincrético

As criangas utilizam o conhecimento verbal e o imagistico em interagéo e potenciando-se, sendo que
o conhecimento verbal surge a partir do conflito entre uma figura e um protétipo.

Nivel 2 - Anélise

Os alunos conseguem compreender as propriedades das figuras geométricas a partir da observagéo
e experimentagdo com recurso a materiais manipulaveis.

Nivel 3 - Ordenacao

Os alunos estabelecem relagdes entre as propriedades das figuras, ordenando-as de acordo com essas
mesmas propriedades e sendo capazes de compreender a classificagdo hierdrquica.

Nivel 4 - Dedugédo
propriedades.

Os alunos sdo capazes de propor axiomas e fazer demonstragdes com base em relagoes entre

Nivel 5 - Rigor

Os alunos podem trabalhar com diferentes sistemas axiomaticos.
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Figura 1. Conjunto de figuras distribuidas aos alunos

Houve alguns aspetos que foram sendo evidenciados pelos
alunos nomeadamente:

- o numero de lados e o nimero de vértices;
- as linhas curvas e linhas retas;
- os dngulos concavos.

Inicialmente os alunos néo utilizaram o vocabuldrio geométrico
mais correto. A sua linguagem baseou-se na sua experiéncia e
observacéo direta e ndo em conhecimentos formais. Muitas vezes
faltou-lhes o vocabuldrio que iam substituindo pela expressio
“assim” a0 mesmo tempo que gesticulavam ou apontavam com
a mao. Esta falta de vocabulério ndo foi um aspeto impeditivo
para os alunos concretizarem o que lhes estava a ser pedido ja
que o objetivo era que os alunos observassem e se apropriassem
das caracteristicas das figuras para conseguirem descrever
os aspetos mais importantes que os pudessem incluir num
determinado grupo e excluir de outro. No entanto, ao longo
das sessoes de trabalho, fui utilizando o vocabulrio geométrico
que considerava ser do entendimento dos alunos para que eles
se fossem apropriando e fui sendo cada vez mais exigente no
seu uso pelos alunos.

Ao longo dos momentos de trabalho em coletivo, surgiram
alguns aspetos referidos pelos alunos que suscitaram discussao
na turma. Muitos deles prenderam-se com a andlise de alguns
tridngulos. Despois de ja termos alguns tridngulos no quadro,
um aluno apresentou uma figura que considerou como tridngulo
(figura 2). Passei a discusséo para a turma e perguntei se todos
concordavam com esta inclusdo e revimos as propriedades
das figuras que tinham sido enunciadas para o conjunto dos
triangulos (ter trés lados e trés vértices). Verificamos assim que
ndo se encaixava uma vez que, no lugar dos vértices, tinha linhas
curvas e por isso pertencia ao grupo das linhas curvas e linhas
retas, pois também tinha linhas retas.

Outra dificuldade que também surgiu com os tridngulos teve
a ver com o facto de ndo estarem a ser considerados, nesta
classe, os tridngulos mais “compridos’;, ou seja os tridngulos

JULHO ::

Figura 2. Figura sem vértices

isosceles e escalenos (figura 3). Os alunos mostraram que as
suas concec¢oes do que pode ser um triangulo se baseiam em
triangulos equilateros ou outros semelhantes e quase sempre
estdo posicionados com um dos vértices para cima.

Esta concecdo talvez advenha do facto de ndo terem tido
ainda contacto com exemplos diversificados de triangulos. Ao
refletirem sobre as caracteristicas destas tltimas figuras quando
comparadas com o exemplo da figura 2, os alunos conseguiram
identificar diferengas, nomeadamente os vértices que sido
inexistentes na figura 2. Encontraram assim mais semelhancas
entre a sua concecéo de tridngulo e estes dois exemplos do que
com o exemplo da figura 2, optando por exclui-la da classe dos
tridngulos e inclui-la no grupo das figuras com lados retos e
curvos.

No final desta aula, chegdmos a classificacdo apresentada na
figura 4.

Os alunos conseguiram construir uma classificagdo, uma vez
que organizaram as figuras em grupos (as classes) com base nos
atributos semelhantes que encontraram nas figuras.. E de referir
que, embora a classificagdo hierdrquica seja mais funcional,
nesta fase, os alunos ainda nao tém um nivel de conhecimento
suficiente para compreendé-la, pelo que, segundo De Villiers
(1994), a classificacio inclusiva é uma forma de classificagido
importante na compreensdo e classificacdo de figuras geométricas
que ndo deve ser desvalorizada.

Figura 3. Triangulos que ndo foram reconhecidos pelos
alunos
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Figura 4. Classes de figuras definidas de acordo com os critérios
dos alunos

Na aula seguinte, propus aos alunos uma tarefa diferente, mas
com base no que tinha sido trabalhado até agora.

Apresentei aos alunos diversos grupos de figuras. Em cada grupo
os alunos tinham de observar e analisar as figuras para descobrir
e explicitar as propriedades que consideravam ser comuns a
maior parte das figuras do grupo e assim indicar a figura que
seria o intruso. Os grupos foram feitos com base nas classes
que tinhamos definido na aula anterior, mas também noutros
aspetos que tinham sido discutidos, mas que néo tinham sido
suficientes para formar uma classe.

Alguns exemplos de grupos de figuras que foram apresentados
aos alunos encontram-se na Tabela 1.

Estes grupos de figuras permitiram abranger uma grande
parte das propriedades que foram trabalhadas na aula. Alguns
dos grupos apresentados aos alunos admitiam pelo menos
dois critérios de exclusdo distintos (como o grupo 5, ndo ser
pentdgono ou ndo ter um angulo interno céncavo).

Estas tarefas foram desenvolvidas em grande grupo com a
turma, mas poderiam ser também organizadas em grupos
mais pequenos e feita uma discussao final com as conclusoes
de cada grupo.

No primeiro grupo de figuras, foi identificado o bumerangue
como sendo o intruso, pois era o Ginico que apresentava “um
bico para dentro’, referindo-se ao angulo interno concavo. No
segundo grupo, por exemplo, o critério apresentado pelos alunos
foi terem todos lados retos e lados curvos pelo que a figura
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superior da esquerda teria de ser excluida por ter apenas linhas
curvas.

O grupo 3 sugere logo a existéncia do angulo interno concavo
em quase todas as figuras, mas exigiu também uma analise mais
detalhada, para que se percebesse que duas delas tém quatro
lados e as outras duas tém cinco lados. Assim sendo, o critério
de exclusdo a utilizar ndo poderia basear-se no numero de lados.
Quando o quarto grupo foi apresentado, houve ainda alguns
alunos a considerarem o triangulo is6sceles como sendo o
intruso, mas sem conseguirem justificar. Naturalmente que
alguns colegas ndo concordaram e apresentaram a sua proposta
com a devida justificacdo, excluindo a figura mais a direita uma

Tabela 1. Conjuntos de figuras para deteg¢do do intruso pelos alunos

1) Critério de exclusdo: ter “uma | 2) Critério de exclusdo: nio ter

parte para dentro’; referindo | linhas retas e curvas
o angulo interno céncavo do
bumerangue.

¢.‘>

>

4) Critério de exclusdo: Nao ter
trés lados e trés vértices

3) Critério de exclusio: Nio ter
um angulo interno céncavo (ndo
ter uma parte para dentro)

e

6) Critério de exclusdo: Nao ter
um angulo interno céncavo.

5) Critério de exclusdo: Nio ter
um angulo interno céncavo ou nao
ter cinco lados e cinco vértices.

EDUCAGCAO E MATEMATICA



vez que todas as outras tinham “bicos” (referindo-se aos vértices)
e aquela tinha linhas curvas.

Esta abordagem permitiu que os alunos pudessem conhecer um
conjunto mais alargado de figuras e, a partir da sua observacao,
enunciar algumas das suas propriedades utilizando para isso um
vocabuldrio descritivo ainda pouco elaborado. As discussoes
que se foram gerando entre os alunos tornaram a experiéncia de
aprendizagem mais enriquecedora, porque permitiram que estes
verbalizassem as suas concegdes que, por sua vez, ao estarem
em confronto com as conce¢des de outros colegas provocaram
conflitos cognitivos nos alunos que potenciaram reflexdes acerca
do que pensavam. Estes conflitos permitiram aos alunos reforcar
ou alterar alguns conceitos que tinham construido. Ao mesmo
tempo, conseguiram aprender e pér em uso novos termos e
conceitos.

A diversidade de formas geométricas, com diferentes exemplos
e com contraexemplos, apresentadas aos alunos permitiu que
estabelecessem uma série de conexdes e que enunciassem
critérios de inclusdo e excluséo que ndo teriam sido considerados
em grupos mais restritos, como o do quadrado, retangulo, circulo
e tridngulo equildtero. O facto de os alunos ndo conhecerem
o nome de todas as figuras pareceu ser também um aspeto
positivo ja que assim puderam focar-se mais na sua descri¢do
e nas suas propriedades.

O desempenho dos alunos, nestas tarefas, parece estar de
acordo com o nivel de pensamento geométrico proposto por por
Clements e Battista (1992, cit. em Clements et al., 1999), o nivel
sincrético onde é possivel observar um maior foco na descri¢ao
das figuras, mas apresentando ja alguns aspetos relacionados
com a nomeacdo/identificacdo de algumas propriedades das
figuras, analisando partes e ndo vendo apenas a figura como
um todo. O desenvolvimento de competéncias que permitam

aprofundar o nivel de abstracdo do pensamento geométrico
podera serd potenciado sobretudo pelo trabalho escolar de
acordo com Clements et al. (1999), se as abordagens futuras
forem suficientemente enriquecedoras.

A forma como a atividade se desenvolveu pareceu ser significativa
para os alunos, pois mostraram estar envolvidos nas tarefas
propostas, pondo em acdo algumas capacidades cognitivas
de nivel elevado como a andlise, a sintese ou a categorizagao.
Estas competéncias postas em a¢do permitiram que os alunos
conseguissem ir mais longe no seu raciocinio geométrico.

A partir daqui poderia ser interessante desenvolver com os alunos
um trabalho de anélise das propriedades das figuras dentro de
cada classe, nomeadamente os tridngulos e quadrildteros pois
s30 0s que apresentam mais variagoes.
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Ideias matematicas em contexto de creche:

evidéncias da pratica

Quando a crianga ingressa na Creche, jd possui conhecimentos
prévios do mundo que a rodeia, tendo ja experienciado uma
diversidade de situagoes que resultam de saberes matemaéticos
(Hernandez, Lépez & Garcia, 2015). Com esses saberes
prévios, na creche, o campo de ntimeros e operacdes pode
ser desenvolvido através da utilizacdo da contagem oral nas
brincadeiras ou em situagdes nas quais as criangas reconhecam
a sua necessidade (Gaspar, 2004). Esta contagem oral, um dos
fundamentos da contagem, pode surgir como ferramenta para
resolver problemas (por exemplo, identificar quantidades em
falta) ou como possibilidade de conhecer propriedades do
espaco (Bulkeley, 2009). De acordo com Butteworth (2005)
a contagem é uma das primeiras formas que a crianca tem de
entrar em contacto com o sentido de numero e tal acontece
instintivamente, em brincadeiras do seu quotidiano, com adultos
significativos.

A nocéo de quantidade, associada a construcao do sentido do
ndmero, desenvolve-se progressivamente através da exploracao
de unidades distintas e da sua visualizacdo em contextos
diferentes (Matos & Serrazina, 1996). De forma natural e
espontinea, a crianca recolhe dados sobre as propriedades do
espaco que a rodeia, manuseia e descobre objetos, fortalecendo
os alicerces para a compreensdo da quantidade e do ndmero.
E manipulando um e outro objeto de um conjunto de objetos,
selecionando objetos para brincar, recolhendo e amontoando
brinquedos, por exemplo, que a crianca experimenta o mais;
é segurando um objeto em cada mdo, levando a chupeta a
boca, tentando calgar um sapato em cada pé, por exemplo,
que a crianga experimenta a correspondéncia de um-para-um
e é brincando com um conjunto de objetos cuja quantidade
vai sendo alterada ou apontando para cada um dos objetos
pertencentes a um conjunto que a crianca explora o nimero
de coisas (Post & Hohmann, 2000).

Em contexto de creche, pode-se promover o sentido espacial
através da explicitacdo da posicdo de pessoas e/ou objetos,
da exploracdo e identificacdo de propriedades geométricas
de objetos e figuras, da identificacdo de pontos de referéncia
para se situar e deslocar no espago ou através da descricéo e
representacio de pequenos percursos e trajetos. A medida
que a crianga ganha consciéncia corporal e desenvolve a sua
mobilidade, vai-se apropriando do espaco que a rodeia. Quando
a crianca experimenta aproximar-se/separar-se, aconchegar-se
no colo de um adulto, gatinhar de uma ponta da sala para outra
ou saltar para dentro de uma caixa vai aprendendo a orientar-
se, expandindo o seu sentido de espaco. E através da exploracio
(encher e esvaziar caixas, copos ou baldes de areia; abrir e fechar
livros ou portas; vestir-se e despir-se; encaixar Legos ou pecas
de puzzles), da observagio das pessoas e dos objetos (observar
pessoas e objetos em movimento; observar a mde com objetos
ao colo, observar objetos no chio, na cadeira, ...) que a crianca
vai compreendendo o sentido espacial, apropriando-se dele.

Para Piaget (1977 a/b), no termo do segundo ano de vida, conclui-
se o sentido de um espago geral que compreende todos os
outros. Neste sentido, Piaget (1997 b) defende que a revolugao
intelectual realizada nos dois primeiros anos fundamenta-se na
construcao das categorias de objeto e de espaco, da causalidade
e do tempo. Morgado (1993) corrobora esta ideia, defendendo
que o conhecimento logico-matemadtico se inicia no periodo
sensoério-motor, assim que a crianga é capaz de estabelecer a
primeira relagdo pratica entre os objetos.

O tempo é um conceito abstrato, de dificil aprendizagem para
criangas pequenas. Conforme Post e Hohmann (2000, p.51),
“para bebés e criancas, tempo significa agora, neste momento,
o presente”. A par do seu crescimento, a crianga aprende a
antecipar acontecimentos através de indicios externos (por
exemplo, quando ouve o som da d4gua a correr sabe que vai tomar



banho ou quando ouve o barulho das chaves sabe que vai andar
de carro). E através da antecipacio de acontecimentos familiares,
da identificagdo do inicio e do términus de um acontecimento,
davivéncia de momentos a velocidades distintas ou da repeticdo
de agdes que a crianga se vai apropriando da nogdo de tempo,
nocao que exige que a crianca domine os conceitos de antes,
durante e depois.

A resolugéo de problemas, situagio de aprendizagem transversal
a qualquer drea/dominio de conhecimento, situa a crianca com
questoes que nio sdo de resposta imediata. Ao propor situagoes
problemadticas a crianga e ao permitir que seja ela a encontrar as
suas proprias solugoes, o educador estard a estimular as razoes
da solucio, fomentando o raciocinio e o espirito critico. Esta
estimulagdo da capacidade de raciocinio estd intimamente
ligada ao desenvolvimento da capacidade de comunicagio de
ideias matemadticas que, por sua vez, incentiva a articulagéo, a
justificacdo e a consolidacdo do seu pensamento (De Castro &
Quilles, 2014).

UMA EXPERIENCIA VIVIDA EM CONTEXTO DE CRECHE:
CONTEXTUALIZACAO, DESCRICAO E DISCUSSAO

Este estudo descritivo, situa-se no ambito do Grupo Projeto
Creche (GPC), grupo que surgiu em 2008/2009 na Escola
Superior de Educacéo e Ciéncias Sociais do Instituto Politécnico
de Leiria, impulsionado pela necessidade de refletir e investigar
sobre o contexto de Creche. Atualmente, o GPC conta com
a participacio de 13 elementos (9 educadoras, 3 docentes do
Ensino Superior e 1 técnica de educagio) e retine periodicamente
para partilhar experiéncias pedagdgicas/refletir sobre a agdo
educativa e para investigar no &mbito da Educag¢io de Infancia
em diferentes contextos e sob diferentes enfoques. As reunides
de reflexdo privilegiam um momento de partilha de informacdes/
experiéncias e outro de apresentacio e discussdo de um episédio
vivenciado pelas criancas e/ou com as criangas trazido para o
grupo em forma de registo narrativo. De cada discussao resulta
uma sintese elaborada pelo autor da histéria e devolvida ao
grupo (Dias & Correia, 2017).

Recorrendo a um registo narrativo elaborado por uma das
participantes do GPC para dar resposta a dindmica do grupo
e promover a reflexdo sobre a pratica pedagdgica em contexto de
creche, procura-se, com este trabalho, refletir sobre a matemética
no quotidiano da creche.

Assim, apds a apresentacdo da experiéncia vivida em contexto
de creche, numa sala com criancas com idades entre os 12 e os
24 meses de uma Instituicdo Privada de Solidariedade Social
da regido centro do pais, discutem-se os dados a luz do estudo
das ideias matemadticas em contexto de creche.

Quadro 1: Vamos procurar a bola?

“O Jo#o brincava com uma bola, vendo-me observa-lo nesta sua
brincadeira. De repente a bola foge do seu campo de visdo. O Jodo
para e olha para mim, em siléncio. Dirijo-me a ele e pergunto
“Onde estd a bola? Vamos procurd-la?” Estendo-lhe a minha
mao para ele me acompanhar nesta busca. Ele aceita o convite.
Comecamos por uma ponta da sala ... “Serd que estd debaixo da
mesa?” Olhamos os dois 14 para baixo, levantamo-nos, ele olha
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para mim e eu digo “Néao, ndo estd” “Serd que estd atrds do
Duarte?” Dirigimo-nos para ele, sabendo que estdvamos a ser
seguidos pelo olhar de todos os intervenientes na sala (criangas,
estagidrias e educadora). “Oh, ndo estd! Onde estard a bola?”.
O Jodo levanta a mdo como quem confirma o que acabo de
verbalizar. “Vamos ver se estd dentro da casa? Estara dentro da
casa?” Dirigimo-nos paral4, abrimos a porta e observamos. “Nao
estd dentro da casa! Onde estard a bola?”. O Jodo, concentrado
em tudo o que ia acontecendo, observa atentamente o espago
a sua frente. Viramo-nos e, ao fundo, vemos a bola vermelha.
“Olha, estd ali!” Corremos para ela, o Jodo agarra-a e d4 um

grande sorriso. Com a sua mao, mostra-ma orgulhoso.”

(Couto, Fonseca, Kowalski & Correia, 2017, p. 28)

Este registo narrativo, discutido no d&mbito do GPC no ano letivo
2014/2015, revela uma experiéncia do quotidiano da creche
promotora do desenvolvimento/aprendizagem da crianca,
nomeadamente, no ambito da matematica.

Ao interagir com a bola, o Jodo vai percebendo que este objeto
tem as suas carateristicas (tem uma forma, um peso, uma cor e
uma textura) e que ocupa o seu espago na sala. Interagindo com
o adulto, o Jodo vai construindo o sentido espacial e temporal.
De forma natural e esponténea, vai percebendo que a elaboragéo
do espago é construida através da coordenagdo de movimentos
e que o tempo € necessario como duracdo e como ordem de
sucessdo. Ao vivenciar esta situacdo, vai compreendendo que a
acdo da diade tem um ritmo e um tempo préprio. Com o adulto,
a crianga vai observando, desencadeando uma agdo a partir
do seu interesse, vivenciando a cadéncia do tempo, situando-
se no espaco geral da sala e no espaco especifico de um objeto,
compreendendo nog¢des como dentro/fora, cima/baixo, atras/a
frente, encontrando uma resposta para o seu problema. De uma
forma ludica, em parceria com o adulto, o Jodo vai realizando
diferentes aprendizagens no ambito da matematica. Também
os seus pares, observando os movimentos desta diade, vdo
encontrando pontos de referéncia e compreendendo o sentido
espacial, apropriando-se dele.
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Visualizando o que se passava ao seu redor, o Jodo foi
percorrendo uma érea de forma natural, comunicando o que
sentia e posicionando-se fisicamente em concordincia com as
suas emocdes (Moreira & Oliveira, 2004). Uma bola, objeto
do seu quotidiano em contexto de creche, fé-lo viver tempos
diferentes: tempo de interagdo com o objeto, com o objeto e
o adulto, tempo de responder a solicitacdo do adulto, tempo
de observacio, tempo de esperar, tempo de levantamento de
hipbteses em parceria, de descoberta de uma resposta para
resolver o seu problema, tempo de desfrutar. Neste sentido,
esta experiéncia teré facilitado ao Jodo a apropriacdo do sentido
do tempo. Os movimentos do Jodo (andar, parar, correr)
permitiram-lhe vivenciar diferentes intensidades e ritmos,
contribuindo para que ele se apercebesse que existe enquanto
objeto no espaco. Conforme Piaget (1977a/b) e Morgado
(1993), a coordenacéo e dire¢do de movimentos é importante
na construgio do sentido do espaco. Estas agdes da crianga
(desencadeadas por um interesse préprio), terminaram com a
satisfacdo da sua necessidade e com o restabelecimento do seu
equilibrio e permitiram que, ao resolver o seu problema (Couto
et al. 2017), tivesse experienciado os conceitos de peso e forca
(a bola tem peso!), debaixo (“ ... debaixo da mesa?”), atras (..
atrds do Duarte?”), dentro (“Estara dentro de casa?”).

Em sintese, a construc¢io da no¢ido de espaco, de tempo, de
objeto, de nimero e/ou da resolugdo de problemas emerge no
quotidiano da creche de forma natural, espontanea e ludica.
Enquanto forma de comunicacio, as ideias matemdticas em
contexto de creche vao ganhando voz quando o educador coloca
os seus conhecimentos em agio.
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Desenvolver o pensamento relacional na
aprendizagem dos nimeros e das operacdes no

ensino basico

RENATA CARVALHO
JoAo PEDRO DA PONTE

As aprendizagens mateméticas dos alunos devem ser promovidas
com base na compreensdo e no raciocinio. Compreender e saber
operar com numeros ¢ essencial para o percurso escolar dos
alunos e para a sua vida quotidiana. Neste artigo, argumentamos
que esta compreensdo ndo se adquire apenas através da
manipulagdo simbdlica e da memorizacéo e aplicacdo de regras
e procedimentos de cdlculo, mas principalmente através de um
ensino que contribua para o desenvolvimento do pensamento
relacional dos alunos.

O QUE E O PENSAMENTO RELACIONAL?

Usar o pensamento relacional é mobilizar as propriedades
fundamentais das operagdes e da igualdade para analisar e
resolver problemas tendo em conta o seu contexto (Empson,
Levi & Carpenter, 2010).

Desde muito cedo, de forma intuitiva, os alunos desenvolvem
e usam conexdes aritméticas simples relacionadas com as
propriedades das operacdes (Carpenter, Franke & Levi, 2003;
Empson et al., 2010). Por exemplo, quando um aluno tem de
adicionar 50 com 30 e diz que sdo 80 porque 5 mais 3 d4 8
e depois multiplica por 10, usa a propriedade distributiva da
multiplicacdo em rela¢do a adi¢do [50+30=(5+3)X10].
Se, para dividir 63 por 7, responde que é 9 porque 7 X 9=63,
recorre a identidade fundamental da divisdo. Ou ainda, se
para calcular 8 X3/8 , diz que se 8 grupos de 1/8 ¢ igual
a unidade, entio entdo 3/8 serdo trés unidades, é porque
recorre a decomposicdo de nimeros, a propriedade comutativa
e associativa e ao produto de um nimero pelo seu inverso
(8X3/8=8%X3X1/8=8X1/8X3=1X3=3).

Se nos desafiarem a pensar sobre o nimero 48 ou sobre a fragdo
3/4, muitas serdo certamente as representacdes e operacoes
que surgem na nossa mente (figura 1). Podemos recuperar
imagens mentais de representacdes icénicas do ndmero,

JULHO ::

como o modelo de drea ou a reta numérica que nos remete
para uma compreensio do nimero 48 como estando préximo
de 50, ou entdo representagoes simbdlicas de um conjunto de
operagodes cujo resultado é 48, e que espelham composi¢oes e
decomposi¢oes de nimeros. Por exemplo, 4 X 12 relaciona-se
diretamente com 2 X 24 se pensarmos em relacoes de dobro

e metade.
1+1
2 4 1
| 173
o
75% 3 —3)(1
34 ‘// 4 \ 3
075 l\ Metade de;
° Y Y
8 'Y =
2 X 24
2%x2x12 N 3x2x8
e PRUR 7 ) IS 5
2
40 +8 J 6x8
1 50 — 2 i
| |

Figura 1. Representagdes e operagdes associadas a 48 e 3/4
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No caso da fragdo 3/4, podem igualmente surgir representacgdes
icénicas que se associam aos diversos significados de niimero
racional, como é o caso da relagio parte-todo quer em unidades
discretas quer em unidades continuas ou & medida, como é o
caso da reta numérica. As representagdes simbdlicas podem
surgir ndo sé associadas a fracdes equivalentes como é o caso
de 6/8, a representacdes equivalentes dos nimeros racionais
como é o caso de 75% ou 0,75, mas também a operagdes cujo
resultado seja 3/4. E de notar que o entendimento dos nimeros
48 e 3/4 ndo se esgota nas situagdes aqui apresentadas.

Embora as expressoes indicadas na figura 2 envolvam os mesmos
numeros, o modo como as podemos resolver é diferente pois
o seu nivel de exigéncia cognitiva ndo é o mesmo. Enquanto
a resolucdo da expressdo 12+4=0[] requer a compreensido do
sinal de igual como indicativo de uma resposta, as expressoes
12+0=16 e 16=[0+12 envolvem uma compreensio relacional
daigualdade. A forma redutora com que os alunos usualmente
percecionam o significado do sinal de igual é um entrave ao
desenvolvimento do pensamento relacional e, consequentemente,
ao desenvolvimento do pensamento algébrico.

12+4=0
12+0=16
16 =0+12

Figura 2. Expressoes com e sem valor em falta

O modo como cada um pensa sobre nimeros espelha as
aprendizagens, formais e ndo formais, que teve oportunidade
de experimentar. De salientar a importancia dos contextos na
aprendizagem dos nimeros com compreensao, onde os alunos
dao exemplos do modo como pensam enquadrando os nimeros
em contextos previamente conhecidos. Por exemplo, quando no
célculo mental um aluno explica que, para calcular 3/4-1/2
“Imaginava uma piza na minha cabega onde tivesse fora uma
fatia,1/4, etiraval/2. Ficava 1/4’ estd a relacionar a expressdo
numérica com um contexto conhecido em que 3/4 pode associar-
se ao modelo circular apresentado na figura 1.

O pensamento relacional centra-se na compreensao e uso
de um conjunto de relacdes (como as que apresentdmos). O
seu desenvolvimento apoia a compreensao dos ndmeros e
das operagoes influenciando as estratégias de resolucdo de
problemas dos alunos e levando-os a usar relacdes numéricas
que lhes sdo familiares para estabelecer novas relagdes e efetuar
o calculo, ou mesmo a recorrer a contextos que possam apoiar
os seus processos de raciocinio. Na perspetiva de Empson et
al. (2010), se o desenvolvimento do pensamento relacional dos
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alunos for apoiado, o conhecimento acerca da generalizagdo
das propriedades dos nimeros e das operagoes torna-se mais
explicito e pode ser a base para a aprendizagem da algebra nos
niveis de escolaridade seguintes, contribuindo para reduzir
os erros e equivocos dos alunos. O trabalho em torno do
desenvolvimento do pensamento relacional na sala de aula
constitui uma mudanca essencial na abordagem aos numeros e as
operagdes, uma vez que, como dizem Jacobs, Franke, Carpenter,
Levi e Battey (2007), o foco deixa de estar no calculo de respostas
(foco aritmético) para passar a estar na andlise de relacoes (foco
algébrico) importantes para a aprendizagem da élgebra.

Por vezes, o ensino dos nimeros e das operagdes centra-se
demasiado na manipulacdo simbdlica e na realizacdo de
algoritmos, nos primeiros anos de escolaridade, sem que os alunos
compreendam a grandeza e valor dos nimeros e as relagdes
entre niimeros e operagdes. Alguns estudos nacionais resultantes
de trabalhos de mestrado e doutoramento, que apresentamos
de seguida, realcam a importancia do desenvolvimento do
pensamento relacional dos alunos apresentando tarefas que
podem ser realizadas com os alunos ao longo do ensino bésico.
Apesar de terem sido realizados num determinado ano de
escolaridade, estas tarefas sdo transversais a todo o ensino basico
quando sujeitas a alguns ajustamentos. Isto é, a resolucdo de
igualdades e desigualdades ndo se resume a um trabalho no
1.° ciclo; ndo se incentiva o célculo mental dos alunos apenas
no 1.° e 2.° ciclo; nem se propoe a exploracio de sequéncias
apenas no 3.° ciclo.

PENSAMENTO RELACIONAL: ALGUNS EXEMPLOS

Raquel Cerca, em 2014, na sua dissertagdo de mestrado, apresenta
tarefas no ambito da igualdade (figura 3) e desigualdade (figura
4)no 3.° ano. A resolugdo indicada na figura 3 mostra que o aluno
usou a “propriedade comutativa na subtracdo”, quando esta ndo
existe. Esta tendéncia de pensar em 612 como igual a 12-6
devera fazer-nos questionar se ndo deveremos apresentar muito
mais vezes aos alunos expressoes do tipo “6=__ —12” (em vez de
apenas “__ —12=6") de modo a ajudar os alunos a desenvolver
a sua compreensdo do significado do sinal de igual, bem como
a ndo existéncia da propriedade comutativa na operagdo inversa
da adig@o.

6=6-12porque6+6 é12e12-6 dal2
Figura 3. Relagdo de igualdade

Na figura 4, a questdo A requer que os alunos compreendam o
significado do simbolo “>” para que percebam que o valor em
falta tem de ser inferior ao resultado da expressio apresentada.
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A estratégia do aluno centra-se na resolugdo da expressdo
10+1=11 em que retira 1 a 11 para chegar a um valor menor.
A par disto, o significado do sinal de igual parece ndo estar ainda
devidamente compreendido, uma vez que o aluno, na expressao
10+1=11-1=10 usa-o como um separador dos passos que
realiza de forma sequencial e ndo como um sinal de equivaléncia.
Este é um procedimento que surge com alguma frequéncia
nas resolugdes dos alunos e para o qual os professores devem
estar atentos para assim poderem discutir e corrigir conce¢des
incorretas. Na questdo B, uma grande parte dos alunos realiza
as operagdes para poder comparar as somas e assim decidir
que sinal colocar entre elas, quando a analise de relagdes entre
as parcelas é suficiente para resolver a tarefa. Contudo, existem
alunos que estabelecem estas relagoes verificando que, se 39 e
42 tém mais uma unidade que 40 e 43, respetivamente, entdo
a expressio da esquerda é menor que a da direita.

A e, ™ s
- 11=-U=-"0
10+1>_710 [0Y+
B }
,’/-/-I/’ - =
(39+@2_£ 404 43
&/ 4 ’,,/ A
\'\v_,/
14

Figura 4. Relagdo de desigualdade

Célia Mestre em 2014, no seu trabalho de doutoramento, cujo
objetivo era desenvolver o pensamento algébrico dos alunos no
4.° ano, apresenta diversas tarefas das quais destacamos duas,
que apoiam a generalizacdo de estratégias de calculo e as relagdes
de dobro e metade (figuras 5 e 6). A figura 5 apresenta parte
de uma tarefa cujo objetivo era explorar estratégias de calculo
usando dobro e metade (o dobro dos valores da tabuada do
quatro corresponde & tabuada do oito) e a generalizacdo destas
estratégias para além dos casos particulares. A estratégia A da
figura 5 apresenta a explicitacdo da generalizacdo da estratégia de
célculo em linguagem natural e a estratégia B uma generalizagdo
em linguagem matematica. Durante a discussdo coletiva os
alunos sao desafiados a substituir o “?” por diversos nimeros
em expressoes semelhantes para que compreendam o simbolo
como a representacdo de “um nimero qualquer”

A andlise e discussao da estratégia B fez com que os alunos
percebessem que esta ndo pode ser verdadeira porque a seguir
ao dltimo sinal de igual ndo pode estar “?’; pois assim toda a
expressio ficaria igual ao valor atribuido a “?” E durante a

discussdo da validade desta expressdo que surge a representacao

”

correta em linguagem matemadtica —“? X 8=2 X (? X 4)

“Calcular usando o dobro”

Na turma da Sara, os alunos estavam a calcular produtos:

.4 4L ‘,, Quero calcular 6x8, mas ndo me lembro da tabuada do 8!
- - Ah! Mas sei bem a tabuada do 4 e sei que 6x4 é 24.
Entdo 6x8=2x24=48

A Para descobrirmos a tabuada do 8 fazemos o
dobro (x2) da tabuada do 4.

B ?X8=2X(?2X4)=2?
6X8=2X(6X4)=6

?=6

JULHO ::

Figura 5. Tarefa “calcular usando o dobro” e exemplos da
generalizacdo de estratégias dos alunos, correta (A) e incorreta (B)

Na figura 6, apresentamos uma tarefa onde os alunos sido
desafiados a pensar sobre “A estratégia do Afonso” Esta tarefa tem
objetivos semelhantes & anterior, mas pretende especificamente
explorar a relagdo inversa da tarefa anterior (multiplicar por 5 é
equivalente a calcular metade da multiplicacio por 10).

“A estratégia do Afonso”

0 Afonso quer calcular este produto:

36x5=

E facill

A resposta é 180.

Se eu fizer 36x10 da 360, como 5 é metade de 10, 36x5 é
metade de 360.

1. Aresposta do Afonso estd correcta? Justifica.

36x10 = 360 36X5 = 180
2 2 x2  |x2
36x5=180 36x10 = 360

Figura 6. Tarefa “A estratégia do Afonso” e exemplo da relacdo
aritmética entre dobro e metade
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A andlise da estratégia apresentada na figura 6 permitiu explorar
o entendimento dos alunos face a multiplicagdo por 10 e
evidenciar a relacdo inversa entre as operagdes multiplicacdo
e divisdo. A andlise e discussdo desta estratégia de resolugéo,
permitiu que os alunos chegassem a uma generalizagdo em
linguagem natural — “Para descobrirmos a tabuada do cinco,
fazemos metade da tabuada do dez”.

Em 2016, Renata Carvalho apresenta propostas centradas no
desenvolvimento do célculo mental com nimeros racionais dos
alunos de 6.° ano, onde privilegia diversas relagdes numéricas,
entre elas a relacio entre representa¢des dos niimeros racionais
(figura 7) e relacdes de dobro (figura 8).

Qual o valor exato de...

1 1
—_= 7=
4 2
Gongalo: Deu-me % Eu fiz por porcentos . .. Vi % S

25% e % ¢ 50. Entdo dividi . . . Eu fiz 43 a dividir por
> que é 25 + 50.

Figura 7. Relag@o entre representagdes

Na figura 7, a estratégia de Gongalo evidencia a mudanga da
representacdo fraciondria para percentagem, onde este opera
com percentagens como se fossem niimeros naturais, recorrendo
auma propriedade da divisio (divisor = dividendo+ quociente).

Qual o valor exato de...

5%de?=3

Eva: Eu passei o 5% para 10% que era mais facil. Mas
tive de multiplicar por 2 e entdo tinhamos de multiplicar
o resultado por 2 também, 6. . . Depois multipliquei 10
por 6 que da 60.

Figura 8. Relagdo parte-parte e de dobro

Na figura 8, a estratégia de Eva real¢a a importancia do trabalho
em torno de numeros de referéncia, neste caso 10% e da rela¢ao
parte-parte (5% e 3).

As relagoes de dobro que apresentdmos nas figuras 5 e 6, a
propésito do trabalho de Mestre (2014), surgem aqui como
ferramenta essencial ao estabelecimento de relacbes com
compreensdo num conjunto numérico mais complexo, o dos
numeros racionais. Isto reforca a nossa conviccdo de que o
desenvolvimento do pensamento relacional deve ser transversal a
toda a aprendizagem de modo a fornecer aos alunos ferramentas
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para poderem pensar sobre niimeros e operagdes, em qualquer
nivel de ensino.

Joana Mata-Pereira, em 2015, no trabalho de doutoramento
em desenvolvimento, propde a exploracdo de justificagdes
dos alunos. Na figura 9, apresentamos parte de uma tarefa de
sequéncias que tem como objetivo a producéo de justificagoes
e generaliza¢des pelos alunos.

1. Observa a seguinte sequéncia de figuras formadas

por pontos.
-
L .
- - .«
L L L B
~ ~ <
. .
.«

1.3. Existira alguma figura com 86 pontos? Justifica a
tua resposta.

Figura 9. Tarefa usada por Mata-Pereira (2015) para explorar
justificagdes dos alunos

Os didlogos seguintes mostram o modo como a professora, no
momento de discussdo coletiva, gere as respostas dos alunos
no sentido de apoiar a formulagao de justificagoes:

Duarte: Foi. 86 menos 1 a dividir por 4.

Professora: Assim Duarte [referindo-se a 8-1 ]? Estd bom

para ti? Nao sei se é isto, estou a perguntar, é isto? E isto ou é

86 _4 1°
K112

Duarte: Primeira.

()

Professora: Quem pensou de outra forma? ... .

isto [escreve

Anténio: A medida que pensamos, mais quatro, os nimeros
iam ser sempre impares. Entdo, o nimero ia ter sempre mais
quatro unidades.

()

Professora: OK. Eles foram somando. A sequéncia é uma
sequéncia de numeros impares . . . Na sequéncia ndo aparecem
[ntumeros pares]. Justifiquem, acrescentem esta justificagdo, OK?
Que era outra forma de justificar. Ndo aparecem ntimeros pares.

()
Joaquim: N6s fizemos... NOs justificdmos que ndo era multiplo
de 4.

Professora: (...) este argumento serve ou ndo para justificar. Uma
de vocés que me explique, ou entdo as duas em coro.

Bianca: Se eles dissessem que 85 néo era multiplo de 4 podiam
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fazer isso, mas... Porque, entdo, tem de ser, para ser multiplo de
4 nés tiramos um, que é o ponto central. . . O niimero de pontos é
86, 56 que nds queremos tirar primeiro o ponto central, s6 depois
é que podemos dividir por 4.

Estes didlogos mostram o modo como a professora transforma
em linguagem matematica a linguagem natural usada por Duarte
escrevendo duas expressoes no quadro ( 854_‘1 e %-1 ), para
que este possa dar uma resposta com base na interpretagdo que
faz destas expressoes e desafia os alunos a apresentarem outras
estratégias. Partindo da estratégia de Anténio e da afirmacdo
de Joaquim, a professora incentiva Bianca a apresentar uma
justificacdo devidamente clara e fundamentada. O objetivo
desta tarefa, embora ndo esteja explicito nos didlogos que aqui
apresentamos é que os alunos cheguem ao termo geral — a
generalizacgdo.

CONCLUSAO

Os exemplos apresentados ilustram o que consideramos
essencial na aprendizagem dos numeros e das operagdes
no ensino bdsico, nomeadamente, a importancia do
desenvolvimento do pensamento relacional. Este deve iniciar-se
logo nos primeiros anos para que ao longo da escolaridade os
alunos se possam ir munindo de ferramentas que os ajudem a
compreender e a pensar sobre niimeros e operacgdes de forma
relacional. Existem conceitos bdsicos essenciais no processo
de desenvolvimento do pensamento relacional que, de forma
progressiva, permitem uma aprendizagem facilitadora da
transi¢do da aritmética para a dlgebra. Na perspetiva de diversos
autores como Carpenter et al. (2003), Kieran (2004), Ponte,
Branco e Matos (2009) e Carvalho (2016), esta aprendizagem,
deve focar-se:

+ emrela¢des e ndo apenas no célculo e na resposta numérica;

+ nas operagdes e suas inversas, e na ideia relacionada de
operar/nao operar;

« na valorizagdo das representagdes e nas resolugdes, e ndo
apenas nas resolucoes;

+ em numeros e letras, e ndo apenas nos nimeros;

» na compreensdo do sinal de igual enquanto relacdo de
equivaléncia;

+ na diversidade de contextos de aprendizagem;

« na valorizac¢io do uso de expressoes de valor em falta;

 na promocao de discussdes matemadticas na sala de aula.

Desenvolver o pensamento relacional dos alunos implica ter uma
perspetiva da aprendizagem dos nimeros e das operagdes mais
relacional e ndo tio mecanicista. A capacidade de mecanizar

e aplicar bloqueia perante pequenas mudangas nas situacoes e
rapidamente se esquece, enquanto a capacidade de relacionar
assente em referéncias e aprendizagens significativas € muito
mais duradoira e mobilizdvel para novas situagoes.
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Vamos pintar ao acaso

CLAUDIA SILVESTRE
ANA MEIRELES

A Estatistica faz parte do nosso quotidiano, ela tem uma presenca
constante nos meios de comunicacdo. As estatisticas sdo
frequentemente utilizadas para dar credibilidade a propagandas,
argumentos ou conselhos (Crompton & Flanders, 2006). As
probabilidades sao também utilizadas de forma intuitiva, ndo
s6 em atividades sociais como desporto e “jogos de azar’; mas
também em previsdes meteoroldgicas, econémicas e financeiras
(Gal, 2002; Graham et al., 2005).

A alfabetizacdo estatistica e probabilistica da populacao em
geral é necessaria para que os individuos possam decidir
se a informacdo que lhes é apresentada estd a ser usada de
forma verdadeira ou como representagdes menos claras da
realidade. Por este motivo, é cada vez mais importante garantir a
compreensio adequada dessa informacao por parte dos cidadaos
e desenvolver o seu sentido critico para a tomada de decisoes
(Helenius & Mikkela, 2011; Susec et al., 2014; Gal, 2005). Como
consequéncia, tem-se registado uma preocupacdo constante
por parte de vdrios paises, nos quais se inclui Portugal, para
que a estatistica e as probabilidades tenham um papel cada vez
mais importante nos curriculos escolares, desde os niveis de
instrucdo iniciais até aos niveis universitarios (Nikiforidou et
al., 2010; Graham et al., 2005).

O pensamento estatistico, o raciocinio estatistico e a literacia
estatistica sdo trés competéncias cada vez mais relevantes no
ambito do processo de ensino e aprendizagem da estatistica,
independentemente do nivel de escolaridade e drea cientifica
dos alunos. Embora néo existam defini¢oes formais para estes
conceitos, considera-se que a literacia estatistica inclui, por
um lado, a capacidade de organizar os dados, por exemplo
através de graficos ou tabelas, que permitam compreender a
informacdo estatistica, e por outro, a compreensao de conceitos,
vocdbulos e simbolos e também a compreensdo da nogdo de
probabilidade como medida de incerteza. O raciocinio estatistico
é definido como a capacidade de entender e ser capaz de explicar
0s processos estatisticos e interpretar os resultados, sendo muitas
vezes necessdria a conexao entre varios conceitos estatisticos
ou probabilisticos. Por fim, o pensamento estatistico envolve
habilidades de aplicar, criticar, generalizar, estimar e avaliar que
estdo subjacentes a compreensdo do “porqué” e “como” sdo
conduzidas as anélises estatisticas (Ben-Zvi & Garfield, 2004).
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Na bibliografia associada a reforma do ensino da estatistica,
ndo se encontram defini¢des consistentes para os objetivos
de aprendizagem associados a estas competéncias (Ben-Zvi
& Garfield, 2004). Para alguns autores, estes trés dominios
sdo independentes, mas possuindo uma interse¢do ndo vazia;
enquanto que para outros, o pensamento e raciocinio estatisticos
estdo contidos no dominio da literacia estatistica. Como
alternativa a estas duas perspetivas, delMas (2002) sugere o
modelo apresentado na tabela 1, onde considera a importéancia
de relacionar cada um destes dominios na elaboracdo de tarefas
a serem realizadas pelos alunos.

Tabela 1. Tarefas que podem distinguir os trés dominios de
instrucdo (segundo delMas, 2002)

Literacia Raciocinio Pensamento
Identifica Aplica Porqué?
Descreve Critica Como?
Reformula Avalia Explica o processo
Traduz Generaliza
Interpreta
Lé

Em Portugal o ensino da estatistica é geralmente reduzido a um
conjunto de conceitos, célculos e técnicas que se podem reduzir
auma mera mecanizagdo (Pimenta, 2006). O facto de os alunos
saberem construir um grafico ndo significa que na realidade o
consigam compreender e retirar a informacao relevante que
este lhes pode transmitir. Também o célculo de uma média,
mediana ou moda (“palavras” utilizadas com certa frequéncia
no nosso dia a dia) é um processo bastante simples, mas que a
maioria dos alunos revela bastante dificuldade em interpretar
de modo a perspetivar o seu verdadeiro significado e utilidade
nos diferentes contextos.

Num mundo em constante mudanca e onde o pensamento
critico, a criatividade, e as competéncias sociais sdo cada vez
mais valorizadas, hd necessidade de repensar a forma como se
transmite o conhecimento aos alunos. No caso particular do
ensino da estatistica e das probabilidades é importante que os
alunos possam realizar experiéncias e debater ideias uns com
os outros. Vérios estudos, mostram que, independentemente
do nivel de escolaridade dos alunos, sio recomendadas
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préticas pedagdgicas que envolvam realizagido de experiéncias
com situagdes do mundo real que permitam a visualizacdo
de conceitos mais abstratos (Langrall & Mooney, 2005; Gal,
2003). O recurso a estas praticas, além de permitir uma melhor
compreensio dos conceitos e contribuir para o desenvolvimento
dum conhecimento racional e sentido critico, também tem
revelado ser uma forma eficaz de os alunos melhor recordarem
o que aprendem (Zandpour & Rimmer, 2006).

Neste artigo pretendemos mostrar como trabalhar um dos
conceitos bdsicos de estatistica e probabilidade — a aleatoriedade
— através da realizagdo de experiéncias cujo grau de complexidade
terd que ser adaptado a idade dos alunos.

O CONCEITO DE ALEATORIEDADE

Segundo viarios autores (por exemplo Gal, 2005) o conceito
de aleatoriedade deve ser introduzido desde muito cedo em
contexto escolar. Em Portugal, e tal como é recomendado por
varios paises, as reformas dos programas de matematica do
ensino bésico chegaram a incluir a nogdo de aleatoriedade
desde os primeiros anos de escolaridade (3.° e 4.° anos). No
entanto, na ltima reforma educativa' a iniciagdo aos fenémenos
aleatdrios foi adiada para o 3.° ciclo (9.° ano). A nosso ver,
esta decisdo poderd contribuir para que as criancas mostrem
alguma dificuldade em interpretar corretamente este conceito
fundamental para explicar inimeras situagdes do dia a dia.

Esta dificuldade estd, por vezes, associada a grande tendéncia
de verem o mundo de forma deterministica e tentarem atribuir
causas a situagoes probabilisticas (Langrall & Mooney, 2005). O
tipo de raciocinio exigido em situagdes de aleatoriedade difere da
abordagem tipica do ensino tradicional da matematica, uma vez
que requer a construgdo de novas intui¢oes, é mais propenso a
julgamentos subjetivos e mais fundamentado na razdo e analise
(Graham et al., 2005).

Para que os alunos possam compreender o conceito de
aleatoriedade desde cedo, propomos a realizacio duma
experiéncia que consiste na constru¢io de caminhos aleatérios.
Embora esta experiéncia tenha sido realizada com alunos do 3.°
e 4.° anos de escolaridade ela é facilmente adaptdvel a alunos
mais velhos ou mais novos.

A EXPERIENCIA

Para a realizacdo da experiéncia que permitiu explicar o conceito
de aleatoriedade recorreu-se a duas tampas de cores diferentes?,
um saco opaco, algo para pintar, uma folha de registo e uma

1 Programa de matemética homologado em 2013

2 A experiéncia foi inicialmente realizada com o langamento de uma moeda,
mas percebemos que facilmente se poderiam falsificar os resultados e perder o
foco desta experiéncia. Entdo passamos a usar duas tampas de cores diferentes
€ um saco opaco.

grelha quadriculada’, onde se indica um quadrado de partida
designado por “inicio” Cada experiéncia teve a duragdo de 15 a
20 minutos e foi realizada no contexto de ocupagdo de tempos
livres.

A experiéncia consiste em colocar no saco opaco as duas tampas
coloridas, retirar uma tampa, registar a cor que saiu* e voltar a
colocar a tampa dentro do saco. Na folha de registo ¢ anotada
a cor da tampa extraida e simultaneamente é pintado na folha
quadriculada, a partir da quadricula inicial (ver figura 1), o
caminho de acordo com a seguinte regra: se sai uma tampa
azul avanca-se uma casa para a direita; se sai uma tampa
vermelha avanca-se uma casa para a esquerda. Desta forma,
vai-se construindo um caminho aleatdrio. A experiéncia termina
quando se atinge uma das margens da grelha ou ao fim de um
numero pré determinado de extragoes. Nestas experiéncias
considerdmos um méximo de 30 extracgdes.

Para que os alunos compreendessem melhor o conceito de
aleatoriedade, cada grupo realizou a experiéncia duas vezes.
Os dois caminhos obtidos foram representados na mesma grelha
quadriculada com cores diferentes®, sendo que o ponto inicial
foi 0 mesmo nas duas realizagdes, no entanto foi utilizada uma
folha de registo diferente para cada experiéncia (ver figura 2). O
registo desta folha permite explorar um pouco mais os resultados
obtidos, como por exemplo, contar o nimero de tampas azuis
e vermelhas. Outros exemplos da realizacdo desta experiéncia
encontram-se na figura 3.

RESULTADOS DA EXPERIENCIA

Enquanto se preparavam os materiais para a realizacdo da tarefa,
estabeleceu-se um didlogo com os alunos sobre as expetativas
relativamente aos possiveis resultados da experiéncia. Na tabela
2, apresenta-se um resumo das principais ideias desse didlogo
bem como as conclusdes a que chegaram apds a realizacdo das
experiéncias.

Tabela 2. Algumas respostas dadas pelos alunos antes e depois da
realizagdo da experiéncia

Antes da Experiéncia Depois da Experiéncia

Pode sair outra vez
azul ou sair vermelha.

Se saiu tampa
azul ...

A seguir vai sair
tampa vermelha.

Os dois caminhos
podem cruzar-se?

Sim podem cruzar-se,
mas também podem
nunca se cruzar.

Nao

O numero de
vezes que foi
retirada cada
tampa

Deve ser parecido
(analisando todas as
experiéncias).

3 O tamanho das quadriculas depende da idade das criangas.

4 Para alunos do 2.° ciclo, pode-se usar um dado e registar se sai uma face
com ndimero par ou impar.

5 Embora os alunos tenham pintados os caminhos com cores diferentes, na
figura 2 eles sdo apresentados com os simbolos @ e X
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Extracao Tampa Direcao Tampa Contagem N.° de vezes
A - Azul D-Direita Azul L ) 18
V - Vermelha E-Esquerda (Direita)
1
Vermelha e 12
2 (Esquerda)
3
4 Caminho 1 assinalado com @
Tampa Contagem N.° de vezes
Azul
(a) Folha de registo pormenorizada o HH Y HH 15
(Direita)
o Vermelha
Tampa Contagem N.° de vezes W 15
Azul (Esquerda)
(Direita)
Vermelha Caminho 2 assinalado com X
(Esquerda)
x .
(b) Folha de registo simplificada X e
x »
x e
x -
- *
x »
x . ——p—
x ol
X o
x e
x L
x L
X o
x »
-
.
.
* x
el 1%
ol x
* x
= =
=t
* x
-
° x
° x
* x
e |x
nco
= ® caminho i X caminho 2 ® caminhos 1e2

=
o Figura 2. Exemplo de dois caminhos aleatdrios e respetivas folhas

Figura 1. Exemplo de folhas de registo (a) e (b) e de uma grelha de registo

quadriculada utilizada na experiéncia
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* [ x x Y
* o X x °
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| | [ x| |e
[ ) x x Y
x e [ ] x Y
[ [ X X °
x| |e ) X x| |e
] [ ] X X Y
X [ o x *
[ ] [ X X Y
X [ ] [ ] X .
X [ ] L] x *
x ® * x Y
x [ ] X ] X °
x o * x o
[ ] * x Y
* e X o
® * *
x [ * ° x
x o * *
Inicio Inicio uE.o
@ caminho3 caminho 4 # caminhos3eé @® caminhoS X caminho 6 # caminhosSeé6 e c ho7 X caminho8 # caminhos7e8
Caminho 7 Caminho 8
Caminho 3 Caminho 4 Caminho 5 Caminho 6 Tampa | N° de vezes Tampa | N° de vezes
Tampa |N°de vezes Tampa |N°®de vezes Tampa |N°de vezes Tampa |N°de vezes Azul = Azul 17
Azul 12 Azul 10 Azul 1 Azul 16 (Direita) |_(Direita)
|_(Direita) |_(Direita) | _(Direita) | _(Direita) Vermelha 1" Vermelha 13
Vermelha 18 Vermelha 19 Vermelha 19 Vermelha 14 (Esquerda) [(Esquerda)l |
[(Esquerda)] | |(Esquerda) (Esquerda) (Esquerda)

Figura 3. Exemplos de 6 caminhos aleatdrios

Ao analisarem os diferentes caminhos obtidos, os alunos também
puderam concluir que, quando o nimero de tampas azuis é igual
ao nimero de tampas vermelhas, o caminho termina na mesma
coluna que a coluna da casa inicial (ver caminho 2 da figura
2), quando o nimero de tampas azuis é superior ao numero
de tampas vermelhas, o caminho termina numa coluna mais a
direita que a coluna da casa inicial (ver caminho 1 da figura 2) e,
quando se verifica o contrério, o caminho termina numa coluna
mais a esquerda. Esta experiéncia também permitiu concluir

que, quando se analisa em conjunto todos os caminhos obtidos,
o ndmero de tampas azuis tende a aproximar-se do nimero de
tampas vermelhas.

Tendo por objetivo os alunos poderem partilhar o que fizeram na
escola em contexto familiar, digitalizaram-se todos os caminhos,
reduziram-se de tamanho e imprimiram-se. Cada aluno fez um
postal (figura 4) para levar para casa escolhendo 4 caminhos
para colocar na capa.

oz

ST

A

Figura 4. Imagens de 4 postais realizados.
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Os materiais obtidos ao longo desta experiéncia permitem a
recolha e o registo de dados. Estes registos podem ser utilizados
posteriormente para atingir outras metas curriculares do ensino
bésico, tais como, a construcéo de tabelas de frequéncia absoluta
e relativa, a nocéo de percentagem, a construcdo e leitura de
graficos de barras e circulares.

CONCLUSOES

Esta experiéncia permitiu desenvolver as trés competéncias
inicialmente referidas como fundamentais para o ensino
e aprendizagem da estatistica: (1) a [literacia, os alunos
compreenderam o conceito de aleatoriedade, a repeticao da
experiéncia e a comparacio dos resultados obtidos foi crucial
para a compreensdo deste conceito; (2) o raciocinio, a andlise dos
vérios caminhos, estimulou o raciocinio, também foi possivel
sair do &mbito da experiéncia e falar de situacoes da vida real
que sio aleatdrias ou deterministicas (ndo aleatdrias); e (3) o
pensamento que foi necessdrio para apresentar aos restantes
colegas os caminhos que obtiveram, por exemplo, explicar o
porqué do caminho ter terminado mais a direita ou mais a
esquerda.

Geralmente os alunos estdo motivados para realizar experiéncias
e empenham-se neste tipo de tarefas, o que permite que
compreendam os conceitos que lhes estdo subjacentes. Neste
caso, o facto de, ap6s a realizacdo da experiéncia, os grupos
apresentarem os seus caminhos aleatérios e procederem a
comparacdo dos vérios caminhos obtidos permitiu que os
alunos se apropriassem do conceito de aleatoriedade. No
entanto, esta experiéncia permite explorar outros dominios.
Para além de identificar e diferenciar fenémenos aleatérios e
deterministicos, também permite identificar os resultados da
experiéncia (tampa vermelha ou tampa azul, no caso da extragéo
de uma tampa de dentro dum saco, ou face 1, 2, 3, 4, 5, ou 6
no caso do lancamento do dado), ou identificar, por exemplo,
todos os caminhos possiveis ao final de duas extragoes. Esta
experiéncia também pode servir de base a construcio e andlise
de tabelas de frequéncia (absolutas e/ou relativas) e aos graficos
de barras e circulares. Ou pode-se usar as tabelas e os graficos
como ferramentas de apoio a andlise dos caminhos obtidos.

O facto de os alunos terem levado este trabalho para casa em
forma de postal permitiu atingir dois objetivos adicionais:
mostrarem e explicarem aos seus familiares o que fizeram, pois
saber comunicar é uma mais valia para a sua formacdo; chegar
as familias, sendo um pequeno estimulo a sua alfabetizagdo
estatistica.
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O uso da tecnologia na Holanda: um impulso
através dos novos programas?

Dezoito anos depois da introdugédo da calculadora gréfica nos
exames nacionais na Holanda, aprendeu-se muito sobre o uso
de tecnologia na educag¢do. Uma das li¢oes principais foi que
integrar as TIC como ferramenta para aprender matematica é
uma tarefa complexa, sendo esta complexidade muitas vezes
subestimada. Neste artigo é dada uma visao atual do uso das
TIC na prética letiva na Holanda e, em particular, na disciplina
de matemadtica. Alguns dos assuntos focados incluem o tipo de
tecnologias e materiais de aprendizagem usados e as orientagdes
curriculares para a matematica e avaliacdo. Refletindo sobre
experiéncias e desafios dos ultimos anos é dada uma ideia das
prioridades futuras. Direcoes para melhorar a integracdo da
tecnologia no ensino da matemadtica, incluem a necessidade de
compreender o seu papel na aprendizagem e desenvolvimento
do saber e raciocinio matematico dos alunos, um investimento
na formacdo dos professores, na qualidade dos materiais de
aprendizagem digitais e em formas mais flexiveis de avaliagéo.

Sintese do sistema de educacdo Holandés

+ O ensino primdrio é comum (6-12 anos). No final do ensino
primario os alunos sdo aconselhados a seguir uma das duas
trajetdrias: vocacional (12-16 anos) ou bésico-secundadrio.
O ensino bésico (12-15) e ensino secundario (15-17 ou 15-
18) conhecem por sua vez duas vertentes: estudos técnicos
ou estudos de preparacdo para a universidade.

» A matemadtica é obrigatdria durante toda a escolaridade.
No ensino secunddrio os alunos tém de escolher
obrigatoriamente um tipo de matemadtica, A, B ou C. Esta
escolha estd geralmente ligada a drea de estudos seguida
pelo aluno. Em algumas escolas é possivel, para além da
matematica obrigatéria, escolher matematica D. Esta
disciplina facultativa foi criada em 2007/2008 quando o
programa da matematica B foi reduzido e temas como
Probabilidades e Estatistica foram excluidos.

+ Os objetivos curriculares sdo definidos pelo SLO! (National
Institute for Curriculum Development) mas ndo o caminho
que leva a cumpri-los. As escolas sdo autbnomas e tém

1 O SLO é o instituto nacional para o desenvolvimento curricular na Holanda
para o ensino primdrio, especial, ensino secundario e vocacional e inclui todas
as matérias.

liberdade para organizar a aprendizagem dos alunos.
No ensino secundério hd exames nacionais obrigatérios.
A especificacdo dos objetivos e contetdo dos exames é
estabelecido pelo CvTE? (College voor Toetsen en Examens).

Em comparagdo com outros paises, atualmente a Holanda estéa
acima da média relativamente ao uso das TIC na educagio
(OCDE, 2015) e esta utilizagdo continua a aumentar (Kennisnet,
2015). No ensino primadrio, basico e secunddrio, pouco mais da
metade dos professores utilizam tecnologias na sala de aula cerca
de dez horas por semana, enquanto no ensino vocacional esta
utilizagdo é superior a 15 horas. Em comparagéo com 2012-2013
o numero médio de horas quase duplicou no ensino secundério
e no vocacional aumentou de quase 11 para 15 horas. Além disso,
o grupo de professores que utiliza as TIC menos de cinco horas
por semana tem vindo a reduzir e o grupo de professores que as
utiliza mais de quinze horas tem vindo a aumentar. Relativamente
ao tipo de utilizacdo da tecnologia na pratica letiva escolar, as
TIC sdo principalmente utilizadas para monitorizar o progresso
de aprendizagem dos alunos, para comunicagio (emails, redes
sociais, Digital Learning Enviroments) e para preparar e dar
aulas.

Uma das condi¢cdes necessdrias a uma boa utilizacdo da
tecnologia é o uso de materiais de aprendizagem apropriados.
Em 2007-2008 cerca de 15% (primério e secunddrio) e 35%
(vocacional) dos materiais eram digitais, atualmente é cerca de
25% (primdrio e ciclo preparatdrio), 35% (bdsico e secunddrio)
e 55% (vocacional), de acordo com os resultados do mesmo
estudo. Habitualmente os professores holandeses utilizam
bastante o manual escolar adotado pela escola para preparar e
lecionar aulas. Esta postura também se reflete na utilizagdo de
materiais de aprendizagem digitais, ou seja, os professores usam
o software e as aplica¢des digitais que estdo ja integradas no
manual escolar utilizado. Na figura 1 é dada uma visdo geral da

2 O CvTE (College voor Toetsen en Examens) é uma entidade administrativa
independente responsavel pelos exames nacionais https://www.hetcvte.nl/
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Materiais digitais integrados no manual escolar
Através do Google
Através de Videos (Schooltv ou Teleblik)
Websites educacionais
Criar o préprio material
Através de colegas
Adaptar materiais existentes
Outros websites
Através da Wiki da Kennisnet

Meio sociais como o Facebook e Twitter

0%

20% 40% 60% 80%

Figura 1. Origem dos materiais digitais utilizados na pratica letiva (adaptada da Kennisnet, 2015)

origem dos materiais de aprendizagem digitais mais utilizados
pelos professores.

Cerca de 75% dos materiais digitais sdo oriundos do manual
escolar adotado. Estes materiais digitais incluem tutoriais
interativos, videos, arquivos de texto e software associados.
O facto de os manuais integrarem tecnologias podera ser
um incentivo para muitos professores em integra-los na sua
pratica letiva. Outras fontes amplamente utilizadas para aceder
a materiais, sdo os motores de busca como o Google (40%),
banco de videos digitais (mais de 35%) e sites de educagdo (mais
de 30%). Cerca de 30% dos professores produz materiais e 25%
utiliza materiais que recebe de colegas. Um aspeto interessante
arealcar ¢ o facto dos professores referirem que usariam mais
material digital se houvessem mais computadores disponiveis,
se tivessem mais tempo, e a qualidade do material digital fosse
melhor.

Olhando para o uso das TIC na educagio, a Holanda evoluiu
consideravelmente nos ultimos 15 anos a nivel de criacdo de
infraestruturas e disponibilizacdo de materiais (por exemplo
equipamento, ligacdo a Internet, disponibilizagdo de materiais
curriculares digitais e desenvolvimento de conhecimento
dos professores sobre as TIC). A utilizagdo das tecnologias
pelos alunos como instrumento de apoio a sua prépria
aprendizagem acontece com menor frequéncia (Kennisnet,
2015). H4 a necessidade de uma mudanca de foco em aspetos
organizacionais para um foco na aprendizagem dos alunos.
A este nivel é necessario investir mais nos préximos anos. E,
para tal, os professores precisam de perceber o que funciona
ou como podem usar as TIC como um aliado na promocéo das
aprendizagens dos alunos.

ORIENTACOES CURRICULARES PARA A DISCIPLINA DE
MATEMATICA

Em 2015 entraram em vigor novos programas para a disciplina
de matemdtica no ensino secunddrio. Uma das alteragoes
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relativamente ao programa anterior é uma maior integracao
da tecnologia, que se reflete através da explicitagdo quanto a sua
utilizacdo nos objetivos curriculares. Esta tendéncia também se
observa em outros niveis de escolaridade e diferentes setores
(basico e vocacional). No ensino primdrio, basico e vocacional os
objetivos para os alunos focam-se na aprendizagem da utilizacdo
das tecnologias e na compreenséo da sua utilidade. No ensino
secunddrio, os objetivos focam-se na aprendizagem de tépicos
matematicos especificos tais como estatistica, geometria, fun¢oes
e calculo. Uma sintese dos objetivos atuais dos diversos niveis
¢ dada na tabela 1.

PRATICA LETIVA

Na Holanda existem trés manuais principais e que sdo adotados
por quase todas as escolas. Todos estes manuais tém (ou estdo
ainda a desenvolver) uma versao digital. O Unico instrumento
tecnoldgico obrigatdrio é a calculadora bésica (no caso do ensino
basico e vocacional) e grafica (no ensino secundério). Outro tipo
de hardware ou software nio é especificado nos documentos
oficiais que estabelecem o contetido a ser aprendido e avaliado (a
escola tem liberdade para decidir). No caso do ensino secundério,
a calculadora grafica é o tnico tipo de tecnologia permitido no
exame nacional. No ensino vocacional, o uso do computador
(como meio de escrita) é facultativo no exame.

Cada vez mais as escolas optam, por exemplo, por utilizar
tablets e portateis em combina¢do com uma versdo digital do
manual. Outra evolugio observada é a utilizacdo de smartphones
e telemoveis para aceder a informacgdo ou para participar em
quizzes. Uma destas aplicacoes é o Kahoot com a qual é possivel
fazer quizzes que os alunos respondem no seu préprio telemovel,
ou o Shakespeak que torna uma apresentagdo Powerpoint mais
interativa. De resto, a maioria dos professores usa Powerpoint
ou Prezi para preparar e dar aulas. Além da calculadora, outras
tecnologias especificas da matematica frequentemente utilizadas
sdo 0 GeoGebra (software dindmico para a aprendizagem da
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Tabela 1. Sintese dos objetivos curricular relacionados com as
TIC na Matemadtica

Nivel ensino

Exemplos de objetivos curriculares

Primario e Basico

Os alunos aprendem a utilizar a calculadora

Secundario
idade 15 -17 anos

« Estatistica com as TIC (matemdtica A e C). O aluno utiliza
as TIC nas diversas fases do ciclo empirico (defini¢do do
problema, analise do projeto, visualizagdo de dados, etc.).

« Fungoes, graficos, equagdes e inequagdes (matematica A).
O aluno consegue criar e manipular férmulas, construir
graficos resolver equagdes e inequagdes com métodos
algébricos sem a utilizagdo das TIC e, quando necessario,
utiliza métodos numeéricos ou graficos com as TIC e integra
os resultados no contexto.

« Geometria (matemadtica B). O aluno investiga propriedades
de objetos geométricos e demonstragdo matemdtica com
as TIC.

« Célculo Integral (matemdtica B). O aluno determina
integrais com ajuda das TIC.

» Competéncias matematicas (matematica A/B/C). O
aluno utiliza as TIC adequadas para consultar informacgéo
matemdtica para explorar situa¢bes matemdticas, no
raciocinio matemdtico e na realizagdo de cdlculos
matematicos.

Vocacional

idade 12-16 anos

+ O aluno aprende a utilizar as TIC para desenvolver
competéncias académicas. Entre elas a habilidade de
calculo mental, aplicar as regras matemadticas, medir e
aplicar recursos.

+ O aluno aprende a utilizar a calculadora para efetuar
operagoes, fracdes, percentagens, calcular poténcias e
raizes.

+ O aluno aprende a utilizar as TIC estrategicamente para
desenvolver o seu préprio conhecimento e competéncias.

« O aluno (apenas para certo nivel de vocacional) aplica

técnicas computacionais complexas usando a calculadora.

geometria), VU-Grafiek (software para a aprendizagem de
fungoes e calculo), VU-stat (software estatistico) e applets
(aplicagoes para a Internet sobre vérios topicos matematicos).

A evolugdo de materiais digitais tem tornado mais atrativo para
o professor criar o seu proprio material didatico. O professor
no papel de designer é recente na Holanda e tem recebido um
impulso através da criagdo de redes de professores, grupos de
trabalho e de projetos. Um exemplo é o caso dos projetos do
Instituto Freudenthal envolvendo applets: Wisweb, Welp e,

mais recente DWO? (em inglés: DME-Digital Mathematical
Environment). Neste tltimo, o professor desenvolve, ele préprio,
materiais com applets e tem acesso ao trabalho dos alunos, o
que por sua vez o informa sobre modificacdes necessdrias a
construcio de novos materiais.

USO DE TECNOLOGIAS NA SALA DE AULA: UM
IMPULSO COM OS NOVOS PROGRAMAS?

Por viérias razdes, a utilizacio das TIC na matemadtica até a
data nem sempre foi bem-sucedida (cT'WO, 2007; Drijvers,
Streun, & Zwaneveld, 2012). No caso das calculadoras graficas
vdrias causas sdo apontadas: incerteza sobre a natureza das
solugdes de equagdes encontradas graficamente — nem sempre
é claro para os alunos se estas sdo exatas ou uma aproximacgao;
referéncias a calculadora gréfica nas respostas dadas pelos
alunos em vez de argumentos matematicos; os alunos aceitam
a autoridade dos resultados na calculadora sem discuti-los ou
utilizam a calculadora sem pensar primeiro. Uma causa mais
recente tem a ver com o aumento da capacidade de memoria
das calculadoras que torna possivel guardar vérios tipos de
procedimentos. Contudo, apesar destas criticas é indiscutivel que
a calculadora gréfica pode constituir uma poderosa ferramenta
para a aprendizagem da matemdtica. Particularmente, no
ensino secunddrio a sua utilizagdo é importante na resolugio
de problemas e modelagio matemadtica. Por exemplo, torna
possivel rapidamente examinar o grafico de uma fungéo, para
construir uma tabela ou para verificar uma solugédo; permite
ao aluno visualizar e explorar familias de fungoes, etc... Além
disso, o uso da calculadora e de outras tecnologias vem aliviar
o trabalho de célculo e algoritmico e facilitar a concentragéo do
aluno em aspetos mais concetuais, contribuindo desta forma
para o desenvolvimento do pensamento, raciocinio e capacidades
matematicas. Este ¢ o significado de ‘usar para aprender’ No
entanto, o foco da sua utilizagdo tem-se relacionado (muitas
vezes ndo intencionalmente) mais com o ‘aprender a utilizar
o dispositivo’

Espera-se que os novos programas de matemdtica (em vigor
desde 2015) possam impulsionar a integracdo das TIC na
aprendizagem dos alunos. O tdpico de estatistica foi um dos
tépicos que sofreu mais alteragdes nesse sentido. No antigo
programa o foco da aprendizagem era um conjunto de técnicas

3 The DME (Digital Mathematics Environment) é um ambiente de aprendizagem
eavaliagdo digital para matematica no ensino secundério e superior. Métodos de
ensino interativo e feedback desempenham um papel central. Os alunos podem
trabalhar a qualquer momento em maédulos que foram selecionados para eles e
receber feedback sobre as suas respostas. Os professores podem ver o trabalho
dos alunos e adaptar médulos e atividades para responder as necessidades da
turma. Algumas fungdes exigem uma licenga, atualmente disponivel apenas
nos Paises Baixos e na Bélgica. Mas é possivel a outras escolas experimentar
este software - http://ws.fisme.science.uu.nl/dwo/site/index_en.html
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e as atividades eram pouco realistas e fragmentarias. No novo
programa o foco estd no desenvolvimento e aplicacdo do
raciocinio estatistico. Os exercicios passaram a incluir atividades
de investigacdo onde o aluno tem a oportunidade de recolher,
organizar e analisar dados e fazer inferéncias. A utilizacao de
programas como o Excel ou programas de andlise estatistica
como SPSS e VU-Stat torna possivel lidar com um grande volume
de dados. Outro tépico que sofreu alteragoes foi a geometria. A
utilizacdo de software de geometria dindmica como a GeoGebra
tem demonstrado ser ttil no desenvolvimento de conhecimento
e raciocinio geométrico.

Concluindo: a utilizacdo das TIC tem vindo a aumentar, assim
como a sua integracdo no curriculo e pratica letiva. A tendéncia
e prioridades futuras parecem apontar para um investimento
para melhorar esta integragdo. Algumas dire¢des que estéo a
ser tomadas nesse sentido sio:

+ Investimento na formagdo de professores (inicial,
informal e profissional) e facilitacdo de outras formas de
profissionalizagdo como redes de professores, grupos no
Facebook e workshops em conferéncias nacionais.

+ Existem estimulos para criar e/ou investigar novas
utilizacdes da tecnologia na educagdo. Um exemplo é a
disciplina matemadtica D, que neste momento pode ser
seguida online com um minimo investimento da escola.

+ Mais investigacdo e experimentagdo no campo da
aprendizagem com as TIC é necessaria, devendo centrar-
se num desenvolvimento de uma didatica das TIC com foco
em ‘usar para aprender’;

+ No ambito da avaliacdo digital (formativa e sumativa),
estdo a ser exploradas novas formas. Uma iniciativa é
o Teste Intermédio para Diagndstico (Diagnostische
Tussentijdse Toets, DTT); um teste digital para diagnosticar
a aprendizagem dos alunos no final do ensino basico. O
teste tem um cardcter adaptativo e estd a ser desenvolvido
(2014-2017).

Os novos desafios, centram-se no desenvolvimento de
conhecimento, materiais e formas de ensinar com VR (Virtual
Reality) e AR (Augmented Reality). Mas neste campo ainda ha
pouca experiéncia.
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Nota sobre o artigo “As tecnologias na aula de
Matematica: do Projeto MINERVA a sala de
aula do futuro” (pagina 32 da Revista 142)

Quando se referem nomes de colegas que desempenharam
um papel relevante num projeto, em determinado contexto
e periodo temporal, os riscos de omissdo sao grandes.
Foi o que aconteceu com o nome do Eduardo Veloso,
que na area da Educacdo Matemadtica deu grandes
contribui¢des, em particular nos anos 80 e 90 do século
passado, para a utilizagdo educativa dos computadores.
Em particular, todos lhe devemos um enorme contributo
na drea da Geometria Dindmica e a criacdo da ferramenta
computacional Logo-Geometria, de cuja utilizagéo
educativa resultariam muitos trabalhos de intervencao e
investigacdo, com professores e alunos, no ensino basico
e secunddrio.

As minhas desculpas ao Eduardo pela omissdo involuntaria
e o meu reconhecimento pelo seu contributo. O meu
agradecimento aos dois colegas que me fizeram notar
essa falta.

Jost DUARTE
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O PROBLEMA DESTE NUMERO JOSE PAULO VIANA

PERFEICOES NUMERICAS

A Graca encontrou trés nimeros naturais que cumprem estas condi¢oes:

- A diferenca entre quaisquer dois deles é um quadrado perfeito.
- A soma dos trés nimeros é um quadrado perfeito.

- O maior dos niimeros é o menor possivel.

Quais sdo os numeros da Graga?

(Respostas até 31 de dezembro, para zepaulo46@gmail.com)

PONTOS E CIRCUNFERENCIAS

O problema proposto no nimero 141 de Educagdo e Matemdtica — Tragam-se as mediatrizes dos segmentos AB e BC.
foi o seguinte: O ponto em que estas retas se intersetam é o centro
da circunferéncia que procuramos (neste caso é o

Temos quatro pontos do plano, ndo colineares trés a trés . o
circuncentro do tridngulo ABC).

e ndo pertencentes a uma mesma circunferéncia. ‘ ’
— Com centro neste ponto tragam-se duas circunferéncias.

Uma que passa por A, B e C e outra que passa por D.
O raio da circunferéncia que procuramos é a média
E no minimo! aritmética entre os raios destas duas circunferéncias.

No mdximo, quantas circunferéncias equidistantes dos
pontos podem existir?

Recebemos apenas quatro respostas: Carlos Dias, Graga Braga
da Cruz (Ovar), Mério Roque (Guimarées) e Pedrosa Santos
(Caldas da Rainha).

PRIMEIRA QUESTAO

A Graga comeca por fazer as seguintes consideragdes:

Como os quatro pontos nio pertencem a mesma circunferéncia,

entdo a sua posicao relativamente a uma circunferéncia de que
sejam equidistantes pode ser:

Hip 1. Trés no interior da circunferéncia e um no exterior (ou Hipétese 2 — Trés casos:

vice-versa);
Hip 2. Dois no interior e dois no exterior. AB-CD AC-BD AD-BC

L, Agora, os passos a seguir para, por exemplo, AB-CD sao:
Hipédtese 1 — Quatro casos:

ABC-D ABD-C — Tragam-se as mediatrizes dos segmentos AB e CD.

ACD-B BCD-A — O ponto em que estas retas se intersetam é o centro
da circunferéncia que procuramos.

— Com centro neste ponto tragam-se duas circunferéncias.

Como descreve o Carlos, os passos a seguir em cada um destes
Uma que passa por A e B e outra que passa por C e D.

casos sdo sempre os mesmos. Por exemplo, para ABC-D, seria:
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— Analisei depois situagées em que duas das mediatrizes
ficam estritamente paralelas. Num paralelogramo sem lados
perpendiculares penso ter encontrado a situagdo “minima’;
onde além das quatro circunferéncias resultantes da hipdtese
1, apenas encontrei mais uma da hipdtese 2 - a que resulta
de unir pares de vértices situados na mesma diagonal, e que
tem centro... no centro do paralelogramo.

— Oraio da circunferéncia que queremos achar é a média
aritmética entre os raios destas duas circunferéncias.

.
Conclusio, o nimero méximo de circunferéncias nas condigdes A. :
impostas é 7.
SEGUNDA QUESTAO
Demos a palavra ao Mario: Conclusio, o nimero minimo de circunferéncias nas condigoes

impostas é 5.
— Seguindo o método descrito, caso haja paralelismo entre lados,

] Nota final — Existe um evidente paralelismo entre este problema
temos problemas! Para mais e para menos...

e o problema “Pontos e planos, sempre no espago”, proposto no

— Analisei situagoes em que duas das mediatrizes coincidem |4\ 197 da Educa cdo e Matemdtica: Temos quatro pontos

(quadrados, retdngulos, trapézios isdsceles) — ai temos
infinitas solugées, mas estamos fora do contexto, uma vez
que 0s quatro pontos pertencem a uma mesma circunferéncia.

no espago, ndo complanares. Quantos planos existem que sejam
equidistantes dos quatro pontos?

APM - AGENDA DO PROFESSOR 2017-2018

A agenda de 2017/2018 d4 continuidade a celebragao

do trigésimo aniversario da revista Educagdo e

DIA ADIACOM A

Matemdtica. Desta vez, lembramos esta publicagdo M AT E M ATI C A

a partir da sua mais antiga secgdo e, provavelmente, ASSOCIAGAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA
a mais emblemdtica: o problema deste nimero. =

O José Paulo Viana selecionou 13 problemas , » =N
(7 93 0 o 7
§|0\

[\

e respetivas resolugdes, a que se associam as

Preco de sécio: 7 € i .

magnificas ilustragdes de Cristina Sampaio.

Preco de capa: 8,50 €

2017-2018
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Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagdo de Professores de Matemdtica (APM) € uma institui¢do de utilidade publica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da Matematica,

de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovagao do ensino da Matematica, promovendo

atividades de dinamizagdo pedagdgica, formacao, investigacao e intervencédo na politica educativa. A APM disponibiliza aos professores

de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacdo e utilizacao pretendemos alargar cada vez mais.

Atualmente a APM oferece sete modalidades de sécio individual:
« socio regular

+ socio estudante regular

« sOcio estudante @-sécio

« scio aposentado

» @-sbcio

+ socio residente no estrangeiro

« sécio conjunto APM-APP*

e quatro modalidades para sécios institucionais, dependentes do
tipo de produtos a que tem direito e que estdo discriminadas na
tabela abaixo.

* A partir de 2016 a Associacdo de Professores de Matemadtica
(APM) e a Associacao de Professores de Portugués (APP) oferecem
uma nova modalidade de associado aos professores do 1.° ciclo
do ensino bésico: sécio conjunto APM-APP que, através do
pagamento de uma tnica quota no valor de 50,00E, lhes confere o
estatuto de associado da APP e de @-sdcio da APM.

Pode inscrever-se indeferentemente (e pagar) na pagina da APM
ou da APP; as respetivas associagoes dar-lhe-do um n.° de sécio
para cada associagdo. A partir dai pode usufruir das vantagens de
socio da APP e da APM.

Todos os associados tém direito aos cinco nimeros anuais da re-
vista Educagdo e Matemdtica (3 nimeros normais e um nimero
duplo temético).

Quotas anuais para 2017

A quota tem efeitos de janeiro a dezembro de cada ano civil.

Os @-sécio s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF
destas publicagdes no nosso portal, todos ou outros terdo direito
também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os
associados poderdo usufruir de preco especial na assinatura da
revista Quadrante.

Todos os associados usufruem de um desconto que pode ir até 50%
na aquisicao de artigos na loja, quer seja na sede ou online.

Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publica-
¢des, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos
privados no portal da APM, a beneficiar de descontos em
encontros da APM ou de outras instituicbes com as quais a
APM tem protocolos ou noutros eventos em que a APM venha a
colaborar, a participar da vida da associacdo através dos grupos de
trabalho, dos nticleos regionais ou por outras formas e a divulgar
o seu trabalho através da APM.

Para os associados institucionais existem diversas modalidade
de associado de acordo com a tabela respetiva abaixo. Para
além das revistas que recebem de acordo com a modalidade
escolhida, os associados institucionais, nomeadamente as escolas e
agrupamentos de escolas, podem beneficiar os respetivos docentes
(grupos 100, 110, 230 ou 500) com pregos especiais em encontros
ou formagdes: podem ainda usufruir dos beneficios de associado
na requisicdo de exposi¢des ou na compra de materiais para a
respetiva institui¢do.

Quota
Professor no ativo (sécio regular) 55,00 € E;iuc/agdo & A,Ilﬂtef,ndticﬂ Quadrante
Estudante s/vencimento (com regalias de @-s6cio 16,50 € NUMETOS + 1 NUMEro c
( & € ) duplo temdtico (2 nimeros)
Estudante s/vencimento (com regalias de sdcio regular) 40,00 € Associado Portugal | . 15,00€
Professor aposentado 42,50 € individual Estrangeiro | ... 30,00€
@-sbcio 42,50 € Nao associado | Portugal 50,00€ 35,00€
Associado residente no estrangeiro 66,00 € individual Estrangeiro 70,00€ 50,00€
Sécio conjunto APM-APP (s6 para professores do 1.° CEB) 50,00 € INEDREEEL D Dl 75,00€ gO00
institucional Estrangeiro 95,00€ 65,00€
Quota
Ed io & Matemdti, drant
Modalidade I (1 exemplar da E&M) 72,50 € L atematica Quadrante
Modalidade II (2 lar da E&M) 95,00 € A iad, Temdtica SO 10,00€
f ssociado !
odalidade exemplar da — 7.50€
Modalidade III (1 exemplar da E&M+Quadrante) 100,00 € “ » Tt 10,00€ 20.00¢
Institui¢do no estrangeiro (1 exemplar da E&M+Quadrante) | 140,00 € a0 associado Normal 7,50€ ?
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