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TERESA MOREIRA

A esperanca (na) matematica

A esperanca é sem duvida uma das caracteristicas tnicas
do ser humano. Ter esperanca é demonstrar um desejo de
obter resultados positivos que podem estar relacionados
com a possibilidade de mudanca.

Foi a esperanca na mudanca que levou a APM a aceitar
a proposta da Secretaria de Estado da Educagdo de, sob a
coordenacio da Direcdo Geral da Educacio (DGE), elabo-
rar um conjunto de orientacGes de gestdo que permitissem
as Escolas e aos professores tomarem opg¢des que minimi-
zassem as dificuldades sentidas na implementacao dos Pro-
gramas e Metas Curriculares de Matemdtica do Ensino Ba-
sico e de Matemética A do Ensino Secundario.

Em Matemitica, na teoria das probabilidades, a esperan-
ca matematica de uma varidvel aleatéria é a soma das pro-
babilidades de cada possibilidade de saida da experiéncia
multiplicada pelo seu valor. Isto &, representa o valor mé-
dio “esperado” de uma experiéncia se ela for repetida mui-
tas vezes... E quem sabe se n3o foi tendo em consideracao
esta definicdo e, é claro, o clima de “consensos” do atual
governo, que a Secretaria de Estado da Educacdo decidiu
propor a constitui¢do de dois grupos de trabalho, um para
o bésico e outro para o secunddrio, com a participacdo da
APM mas também da SPM e de duas professores convida-
das para o grupo do bésico.

Como & habito na APM, constituiram-se de imediato gru-
pos de apoio com diversos associados de todos os graus de
ensino que através do intercimbio de ideias e das suas pré-
prias experiéncias participaram ativamente na discussdo e
elaboracdo de documentos que, a seu ver, permitiriam mi-
nimizar alguns dos problemas resultantes da implementa-
cdo dos Programas e Metas.

Como a esperanca requer perseveranga, isto é, acreditar
que algo é possivel mesmo quando hé inimeras indicacges
em contrdrio, |4 fomos nés, as escolhidas como represen-
tantes — eu, a Adelina Precatado e a Margarida Rodrigues
— cheias de propostas de anulacdo, de reformulacdo, de
substituicdo, de metodologias, enfim, de tudo o que nos
permitisse aproximar os atuais Programas e Metas Curricu-
lares daquilo que entendemos dever ser uma educagdo ma-
temdtica para todos os que frequentam a escolaridade obri-
gatéria, sejam do ensino basico ou do secundario.

O “reflexo” das inimeras horas de reunido, dos dois
grupos de trabalho foi, entretanto, apresentado as Esco-
las e, como previsto e esclarecido pelo Senhor Secretério

de Estado, Jodo Costa, ndo houve alteragdo aos atuais Pro-
gramas em vigor. Ao lermos os documentos apresentados
pela DGE, cujo texto pretende conciliar os diferentes pon-
tos de vista da APM e da SPM, da opinido das professoras
convidadas e das questdes levantadas pelas Escolas, pro-
fessores e encarregados de educagdo, o balango é claro —
quer no ensino bésico, quer no ensino secundério - os atuais
programas em vigor mantém na sua esséncia aqueles que
sdo os pontos de divergéncia acerca do Ensino e da Educa-
¢do Matematica entre o que a APM defende e o que foram
as opgdes politicas do anterior governo.

No ano que agora se inicia, as questdes mais importan-
tes continuam, consequentemente, por responder: Qual o
futuro reservado aos atuais Programas e Metas Curricula-
res? Como poderemos trabalhar, mais uma vez, em dire-
cdo a Novos Programas quando neste momento os nos-
sos alunos, em apenas nove anos de escolaridade bésica,
ja passaram por trés programas de Matematica? Serd pos-
sfvel explicar novas mudancas aos Pais e Encarregados de
Educacio, as Editoras, & Comunicagdo Social?

O contributo minimo apresentado nos dois documen-
tos intitulados “Orientacdes de gestdo curricular”, ndo per-
mite a todos nés professores, mais uma vez, baixarmos os
bracos. Desta forma apelo a que todos continuemos a ten-
tar encontrar as melhores solucdes para a sala de aula mas,
sem deixarmos de levantar nos grupos disciplinares, nos
conselhos pedagégicos e principalmente na tutela, todas as
questdes que considerarmos pertinentes e que permitam ca-
minhar para a melhoria das aprendizagens na Matematica.

Apesar de todas as condicionantes, o mais importante,
é saber o que se pretende da Educacdo Matemdtica para
todos, nos 12 anos de ensino obrigatério. Serd que aceita-
mos que prevaleca aquela que foi a opgdo clara do Minis-
tro Crato — encarar a disciplina de Matemadtica como sele-
tiva e cujo objetivo principal é a preparacdo de alunos para
o ensino superior?

E volta a esperanca... a esperanga que com uma reflexao
participada, conjunta, informada e corajosa... a matemati-
ca possa contribuir para a formagio integral de futuros ci-
dad3os conscientes, preparados e capacitados para todo e
qualquer que seja o seu percurso de vida.

TERESA MOREIRA
DirecAo pa APM

EDITORIAL
Teresa Moreira
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O XIX encontro Nacional da APM “A Matemdtica nos primeiros anos”, realizar-se-d nos dias
4 e 5 de novembro, na cidade de Tomar, onde se pretende apresentar e discutir contetidos,
ferramentas e metodologias de ensino e aprendizagem da Matematica no Pré-escolar, 1.° e 2.
ciclos do ensino bdsico.

o

As inscri¢des estdo abertas até 1 de novembro de 2016 e o programa pode ser consultado na
pagina da APM.

O oitavo Congresso |beroamericano de
Educagdo Matemdtica, da responsabilidade
da Federag@o Iberoamericana de Educagao
Matemdtica (FISEM) realizar-se-4 em Madrid
de 10 a 14 de julho de 2017 e é organizado
pela Federacao Espanhola de Sociedades de
Professores de Matemdticas (FESPM).

A APM pertence a FISEM desde a sua fundagao
e disponibiliza na sua pagina Facebook um
video promocional do CIBEM em portugués.

As inscricBes estdo abertas desde 1 de outubro
de 2015 e o primeiro prazo terminard a 28 de
fevereiro de 2017.

VIli CIBEM

Madrid 2017




A matematica
na obra de
Almada Negreiros

SiMZA0 PALMEIRIM COSTA

PEDRO ]. FREITAS

Este artigo é baseado e desenvolvido a partir da publicacio
em ata de uma comunica¢do no ProfMat2016, organizado
pela Associacio de Professores de Matematica.

Almada Negreiros (1893-1970) é um dos nomes incontor-
néveis da arte Portuguesa do século XX, Artista plural, ex-
plora uma enorme variedade de expressoes plasticas (dese-
nho, pintura, fresco, vitral, etc.) além da sua obra literaria.
Na conferéncia que deu origem a este texto aborddmos al-
gumas das pe¢as mais importantes do seu trabalho pictéri-
co, que foi progredindo em diregdo a abstragio geométrica.
Focando precisamente esta fase da sua obra e apresentando
alguns dos fundamentos geométricos que presidem aos
seus desenhos, procurdmos contribuir para uma renovada
e mais informada leitura da obra deste autor impar, além
de compreender em que medida o proprio poderi ter con-
tribuido para um ramo da matemaética, a geometria, atra-
vés da sua arte.

Desde cedo Almada Negreiros ¢ uma figura da maior
importincia no contexto artistico nacional, desde as
marcantes publicagbes nas primeiras décadas do século
XX - «Manifesto Anti-Dantas e por Extenso” (1916), “K4
O Quadrado Azul” e “A Engomadeira” (ambos de 1917) —
passando por grandes obras ptiblicas como os vitrais da Igre-
ja de Nossa Senhora de Fatima (terminados em 1938) ou
a publicacio do romance “Nome de Guerra” (também em
1938). Com a realizacdo dos grandes frescos para as Gares
Maritimas de Alcintara e da Rocha do Conde de Obidos,
na década de quarenta, comega a denotar-se uma geome-
trizacao das formas, que marcaré o seu percurso artistico.
O retrato de Fernando Pessoa que pinta em 1954 reforca
esta tendéncia pictérica, completamente assumida enquanto

abstragdo geométrica nas quatro pinturas de 1957, expos-
tas na I Exposigdo de Artes Pldsticas da Fundagdo Calouste
Gulbenkian. Na década de sessenta continua com grandes
encomendas publicas como as decoracdes dos edificios da
Cidade Universitaria em Lisboa, publicando ainda “Orpheu
1915-1965”, em homenagem 3 heranca modernista nacional
de que faz parte. No ano que antecede a sua morte (1969),
conclui o grande painel em pedra gravada, “Comecar” na
Fundacdo Calouste Gulbenkian, numa espécie de antolo-
gia de todo o seu trabalho geométrico.

MAS DE ONDE VEM A SUA PAIXAO PELA GEOMETRIA?

Segundo relata o proprio, numa ida ao Museu Nacio-
nal de Arte Antiga (MNAA) com Amadeu de Sousa Cardo-
so e Santa-Rita Pintor para visitar os painéis de S. Vicente,
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Figura 1

atribuidos a Nuno Gongalves (figura 1), Almada tera fica-
do fascinado por uma obra a data também atribuida ao
pintor quinhentista — o Ecce Homo (figura 2). Este fasci-
nio traduziu-se quase de imediato numa busca incessante
por regras composicionais, baseadas em tracados geométri-
cos, que regessem a harmonia visual de uma obra de arte.
A importincia dos seus estudos geométricos neste ambito
levou, desde logo, a que a disposi¢ao dos painéis de S. Vi-
cente fosse reconsiderada. Almada notou que o desenho dos
ladrilhos no chao apresentava um ponto de fuga comum
aos seis painéis, se fossem ordenados segundo a sua pro-
posta (que ainda hoje é respeitada) e nao em dois tripticos
como estavam expostos entdo no MNAA. Durante décadas,
Almada explorou a possibilidade de reconstituigio retabu-
lar destes seis painéis como parte de um conjunto que in-
cluiria varias outras obras, projetado para a Capela do Fun-
dador do Mosteiro da Batalha.

A sua paixdo pela Geometria adensou-se ao ponto da
mesma invadir progressivamente e acabar por dominar o
seu trabalho plastico. Mas também no campo teérico, a sua
procura por pressupostos geométricos subjacentes a pra-
tica artistica levou a que propusesse um Cénone geométri-
co, assente na sua prépria pesquisa, mas que se revelava
em inimeros momentos da histéria da arte, como o pro-
prio procurou demonstrar. Almada chega a afirmar que “o
cAnone nio é obra do homem, ¢ a captacdo que o homem
pode da imanéncia. E o advento inicial da luz epistemol6-
gica” (Assim Fala Geometria, entrevistas a Almada Negrei-
ros, Didrio de Noticias, 1960) atribuindo a este Canone
uma importincia mais abrangente que um mero conjun-

Figura 2

to de regras geomeétricas para a produgdo artistica. Diz ain-
da: “Ir de encontro a um cinone. Eis a razdo de todo o meu
trabalho” (Assim Fala Geometria, entrevistas a Almada Ne-
greiros, Diario de Noticias, 1960).

Procurando consubstanciar a presenca do Cinone em
manifestacdes artisticas ao longo da histéria, Almada reti-
ne exemplos que vio desde um vaso de Suse, na Babilo-
nia, a um ladrilho da sala do trono do Palacio de Cnossos,
alguns elementos pitagéricos como um tridngulo ou a Te-
tracys, o Ponto da Baubhiitte ou a Figura Supérflua Exerro-
re, desenhada por Leonardo da Vinci. Almada apresenta
como que uma retrospetiva destes elementos na tapeca-
ria Nimero (figura 3), que realiza para o Tribunal de Con-
tas em Lisboa (1958).

EDUCAGAC E MATEMATICA



Figura 3

MAS EM QUE CONSISTE GEOMETRICAMENTE, PARA ALMADA,
o CANONE?

“A divisdo simultinea do quadrado e do circulo em par-
tes iguais e partes proporcionais é a origem simultinea das
constantes da relagio nove/dez, grau, medida e extrema ra-
z30 e prova dos nove.” (Assim Fala Geometria, entrevistas a
Almada Negreiros, Diario de Noticias, 1960).

Quando fala em relacao 9/10, Almada refere-se a re-
lacdo espacial entre os pontos que permitem a divisdo de
uma circunferéncia em nove e em dez partes iguais, res-
petivamente ou, por vezes, a uma proporcao ou retingulo
com essas dimensoes. A figura 4, de um caderno do autor,
mostra-nos uma das suas propostas de determinacio dos
pontos que servem a divis3o da circunferéncia em g e 10
partes. Esta construcio, extremamente simples e elegan-
te, determina a décima parte da circunferéncia de forma
exata; quanto a nona parte (nio construivel de forma exata
com régua ndo graduada e compasso) a construcio obtém
uma excelente aproximacio, com erro de 0,5%.

A divisdo da circunferéncia em n partes iguais, com ré-
gua ndo graduada e compasso, foi uma das pesquisas geo-
métricas a que mais se dedicou. Embora saibamos (segun-
do o teorema de Gauss-Wantzel) que é possivel dividir a
circunferéncia em » partes iguais com régua nao gradua-
da e compasso se e s6 se

n=2p ..p,

em que p, ..., p, sdo primos de Fermat, distintos dois a
dois! , ndo sabemos se Almada teria esta informacio, ou
se seria relevante que a tivesse, jd que a sua preocupagio
fundamental prende-se com os resultados visuais. Isto quer
dizer que nos casos impossiveis (segundo o ja referido teo-
rema), Almada chegava, experimentando dezenas de traca-

4o

Figura 4

dos diferentes, a aproximacdes com margens de erro im-
pressionantes e, acima de tudo, com uma notével elegincia.

Embora nio se saiba se Almada Negreiros estava a par
do teorema e das suas consequéncias, estamos em crer que
n3o era o caso ja que apresenta a construcio sem explica-
coes e sem distinguir o que é exato do que é aproximado.
O proprio autor propde: “A perfeicdo contém e corrige a exa-
tiddo.” (Assim Fala Geometria, entrevistas a Almada Negrei-
ros, Didrio de Noticias, 1960), o que nos da a ideia de como
a sua preocupacio central era ir de encontro a harmonia
perfeita, e ndo a determinacdo exata dos pontos em questao.
A matematica, de construc¢des abstratas e gerais, desligada
de qualquer periodo artistico particular, é particularmente
apropriada para Almada, ao servico da procura do canone.

' AGOSTO ;: SETEMBRO #138 5




Outro tipo de construcdo geométrica a que Almada de-
dica consideravel experimentacdo tem a ver com retingu-
los com diferentes proporcdes. Nao s6 a propor¢do entre
os lados era relevante (por exemplo um para V2,453, V5 ou
®), como, naturalmente, diferentes formas de chegar a es-
tas propor¢des. Muitas vezes chegava a marcar o declive da
diagonal, representando uma proporgao especifica, sem de-
linear o retdngulo propriamente dito. O que o preocupava
era, fundamentalmente, estabelecer relaces entre os dife-
rentes declives e outros elementos, como a divisio da cir-
cunferéncia em n partes iguais; fazia isto procurando pro-
var que tudo se interrelaciona geometricamente e que o
Canone esti por detras dessas relagoes.

Um exemplo paradigmatico do que descrevemos é vi-
sivel na figura 5, representando o pentalfa regular. A divi-
sdo da circunferéncia em 5 partes iguais com régua nio
graduada e compasso é possivel e ha mais que um tracado
sobejamente conhecido para desenhar um pentagono re-
gular inscrito numa circunferéncia. No entanto, Almada
procurou desenhar um pentalfa a partir da ji referida re-
lacdo g/10. O ponto marcado na figura representa a nona
parte da circunferéncia, a partir dele o autor desenha um
pentalfa em que o didmetro equivale a duas vezes a nona
parte mais a décima parte. Este é o pentigono com traco
cheio, sendo que a tracejado vemos um pentigono perfei-
to. Matematicamente, estamos perante um erro evidente,
mas visualmente (a maior preocupacio do artista), pode-
mos ver que o erro é marginal.

40°

/[

Figura 5

\\UA

Figura 6

Muito interessante também é o exemplo da figura 6,
novo pentalfa em que Almada representa duas propostas a
nosso ver inovadoras: a divisdo da circunferéncia segundo
arazio de ouro (em que m e M representam a propor¢ao 1
e @ respetivamente), com uma boa aproximacao; a sua se-
gunda proposta é a divisdo da reta que une os dois pontos
da circunferéncia resultantes, também na proporcio 4urea,
desta feita representando as sec¢des por m’e M’. E de referir
a enorme simplicidade e elegincia dos tracados em causa.

Vejamos finalmente alguns dos elementos geométricos
que referimos até aqui, quando aplicados ao painel grava-
do em pedra Comegar, de 1969, no éatrio da Fundagao Ca-
louste Gulbenkian (figura 7).

Das figuras sobrepostas no extremo esquerdo do painel
(figura 8) podemos agora distinguir claramente trés pen-
talfas inscritos, dois com um vértice comum no topo e um
com o vértice no limite inferior da circunferéncia. Desta-
quemos a construcio deste Gltimo, a partir da divis3o da
circunferéncia em nove partes iguais (exatamente como ex-
plicdAmos na figura 5). Os outros dois pentalfas (irregula-
res) sdo também desenhados em funcio da divisdo da cir-
cunferéncia em nove partes iguais, mas a partir de origens
diferentes: um tem dois vértices assinalados com g¢’, em
funcio do ponto O’ (ponto mais a esquerda da circunferén-
cia); o outro tem um vértice assinalado com 9”, em fungio
ponto O” (no limite inferior da circunferéncia) e dois vérti-
ces nos extremos do didmetro horizontal da circunferéncia.
Ainda na mesma figura, h trés retdngulos com o lado es-
querdo passando no ponto O’, o lado superior no ponto g
e 0 lado inferior no ponto g’; estes tém proporc¢ées especi-

EDUCAQ A0 E MATEMATICA



Figura 7

ficas, marcadas nas diagonais dos mesmos: v (que o au-
tor associa a propor¢do 7/9 (embora a fragdo que efetiva-
mente se aproxima mais de Vo seja gf7 — cremos que isto
se deve simplesmente a um lapso), \/3_ (que associa a pro-
porgao 5/7) e ®.

A figura g apresenta uma representacdo do autor de par-
te de uma estrela de dezasseis pontas, originalmente de-
senhada por Leonardo da Vinci para uma edicio de De Di-
vina Proportione por Luca Pacioli. No centro desta estrela
Almada indica uma série de coincidéncias que sugere po-
derem ser tiradas a partir da mesma, nomeadamente a di-
visdo da circunferéncia segundo a razdo de ouro, através de
um tridngulo que surge da divisdo da circunferéncia em 128
partes iguais, anotando os vértices correspondentes as 49,
47 e 32 partes. Na mesma figura é possivel detetar ainda
uma repeticio do retingulo de proporc¢ées @, a azul claro.

A figura 10 (ao centro do painel), representa vérios ele-
mentos que vale a pena referir. As duas grelhas de quatro
quadrados sobrepostas (uma ortogonal relativamente aos
limites do painel e outra rodada a 45°), que parecem estar
num plano de fundo, s3o associadas por Almada a Mar-
cahuasi (nos Andes), como exemplo de manifestacio do
Cénone. Note-se a recorréncia dos retingulos, semelhan-
tes aos da figura §, desta feita rodados a 45°. Além da for-
te presenca da estrela pitagérica, de cinco pontas, chama-
mos ainda a atencio para as multiplas retas num tom mais
escuro que invadem esta parte do painel. Estas, presentes
em todo o painel alids, representam declives particulares,
como diagonais de retingulos com as proporgdes corres-
pondentes e tém sempre a respetiva marcagio (@, @2, ou
raizes variadas).

Figura 8

Figura 9
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Figura 10

No extremo direito do painel é discernivel uma das figu-
ras de maior importincia em todo o trabalho de Almada: o
Ponto da BauhiitteBl. O autor fez a interpretacdo geométrica
deste ponto a partir da uma quadra citada no livro Le Nom-
bre d’Or, de Matila Ghyka, e atribuida a uma associa¢io me-
dieval de construtores de catedrais denominada Baubhiitte.

“Um ponto que estd no circulo

E que se pde no quadrado e no tridngulo.

Conheces o ponto? tudo vai bem.

Nio o conheces? tudo est perdido.”
E a partir deste texto algo hermético que Almada propde a
construcio que apresentamos na figura 11 e que pode ser
identificada, como referimos, no extremo direito do painel
Comecar.

Num quadrado com uma circunferéncia inscrita, de-
senha-se um segmento de reta de um vértice para o pon-
to médio do lado oposto. O ponto de intersecdo desse seg-
mento com a circunferéncia ser entdo vértice comum de
um quadrado e de um tridngulo.

Além da referéncia medieval presente na construcio,
chegamos a outra referéncia histoérica: o tridngulo que se
obtém com este processo é retingulo e tem lados com pro-
porcdes 3-4-5; a sua particularidade prende-se com a sua apli-
cacio em cordas pelos funcionarios reais no antigo Egipto
para medir no terreno dngulos retos."!

Ha finalmente outro elemento geométrico canénico: o
arco compreendido entre os dois pontos em baixo a direi-
ta, vértices do quadrado e do tridngulo, é aproximadamen-
te a 22.2 parte da circunferéncia

Na pintura homénima de 1957 nada desta construgdo
se vé. Almada pretenderia certamente que a proximidade
desta obra final aos elementos canénicos revelasse automa-

ticamente a sua beleza e importincia, seguindo o seu pré-
prio lema, escrito em varios cadernos:

Sem texto

Sem enigma

Sem célculo

Sem opinido

A obra plastica de Almada Negreiros, progressivamente abs-
tratizante, apresenta como vimos uma série de elementos
geomeétricos de grande interesse. Muitas das relagdes que
estabelece entre eles sdo de pertinéncia matematica mas,
acima de tudo, é de considerar a simplicidade dos tracados
que efetua, A elegincia do desenho é prova da mestria do
autor que, sendo autodidata, muito contribuiu para novas
perspetivas, no s6 da arte moderna portuguesa como da
geometria enquanto campo da matematica.

SimMAo ParmeiriM CosTA

Faculdade de Belas Artes da Universidade de Lisboa
Pepro |. Frermas

Faculdade Ciéncias da Universidade de Lisboa

Figura Tl

Notas

. Um primo de Fermat é um primo da forma 2"+1, em
que m é uma poténcia de 2.

Primos de Fermat conhecidos: 3, 5, 17, 257 € 65537.
Os poligonos regulares com 7, 9, 14 lados, por exemplo,
ndo sdo construiveis.

Bl Estamos perante outro lapso do autor parece-nos: onde
estd v3 devia estar V2.

B Este alids o titulo de uma das quatro pinturas de 1957
(CAM-FCG) do autor. As outras trés intitulam-se Porta
da Harmonia, Relacio 9/10 e Quadrante I.

4l Se um tridngulo tiver lados com medidas 3, 4 € 5, é re-
tingulo, pelo reciproco do teorema de Pitdgoras. Estas
sdo alids as menores medidas inteiras para os lados de
um tridngulo retingulo.
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Vejam |4 o que os professores de
matematicaescrevem nos cadernos...

O Filipe acabou de sair de uma aula de Matemdtica.
O que terd a sua professora escrito no caderno que ele estd a
mostrar a Mafalda?

VE LA'C ouE A ProFEssod )
ESCREYEY MO CROSAO .

Figura 1

A propésito dos 30 anos da APM e de uma pesquisa que
me propus fazer, mergulhei nos imensos niimeros da Edu-
cacdo Matemdtica que guardo, comecando pelo primeiro.
Logo a seguir, parei para ler um artigo da seco PENSE NIS-
TO de janeiro (escrevia-se Janeiro entdo) de 1987 do nos-
so estimado sécio e colaborador de longa data (desde sem-
pre) , Henrique Guimardes (HG). Claro que me lembrava
deste artigo, parece que foi ontem que o li, e, sem avisar,
foi toda a minha vida profissional que passou em revista.
Pensei nos meus alunos e na minha prética e fiquei curio-
so. Continuei a minha tarefa com outros objetivos, mas
decidido a repetir a experiéncia e comparar com os resulta-
dos e as conclusdes de HG.

H4 trinta anos, numa turma de oitavo ano, dos arredo-
res de Lisboa, a quem foi perguntado o que teria a profes-
sora de Matemadtica escrito no caderno que o Filipe estd a
mostrar & Mafalda, 4 alunos disseram tratar-se de um ‘bilhe-
te para os pais’, outros 4 imaginaram referéncias positivas,
3 disseram ‘trabalhos de casa’, 1 aluno referiu alternativa-
mente todas as possibilidades anteriores e outro respondeu
que n3o sabia. Uma turma com quinze alunos, imagine-se.

No passado ano letivo, lancei o desafio numa das ses-
sbes quinzenais , Episédios de Cidadania, onde estiveram
presentes vinte e cinco dos vinte oito alunos de uma turma

de sétimo ano, dos arredores de Lisboa, da qual fui diretor
de turma. Sem comentdrios, estendi-lhes uma folha A5 com
a questdo original e recolhi-a depois de cinco minutos, pro-
curando que n3o houvesse muitos comentérios entre eles,
portanto pouca interferéncia. Li as respostas em voz alta e
provoquei a discussdo, e ouvi-os. Mais tarde sentei-me, reli
o artigo original®™ e comparei os resultados. A distribuicio
das respostas obtidas, passados trinta anos, foi a seguinte:
3 ‘informagdes ou recados’ ; 8 referéncias positivas; 14 refe-
réncias negativas relativas ao comportamento e/ou aprovei-
tamento. Algumas das respostas tinham um tom cémico,
houve duas sugestdes para castigar o Filipe (uma delas pro-
punha cinquenta (?) equacdes pela sua falta de educacao) e
um comentdrio ao seu caderno como lixo(!). Um aluno res-
ponde que ‘Deve ter escrito que ele se portou mal na aula
porque a professora ndo iria escrever olhe o seu filho portou-
-se muito bem na aula, para isso dizia na reunido [de pais],
o que traduz muito bem o tom da discussdo final com a
turma. Os alunos foram unénimes quanto a n3o ser habi-
tual os professores enviarem para casa comentdrios posi-
tivos, e alguns lamentaram, como & natural, que a maioria
das observaces sejam reparos, admoestagBes ou apenas
informacdes neutras. Note-se que nestas trés décadas ge-
neralizou-se o uso da caderneta individual do aluno que,
particularmente no ensino bdsico, é utilizada como meio
de comunicacdo entre o encarregado de educacdo e qual-
quer dos professores do conselho de turma. Porém, bas-
ta folhear algumas cadernetas para verificar que, além de
recados ou informagdes para toda a turma, a maior parte
das mensagens estdo nas cadernetas dos alunos mais pro-
blemiticos e referem-se a comportamentos perturbadores.

Henrique Guimaraes interpelava o leitor se a tendéncia
das respostas seria coincidéncia ou casualidade? Corres-
ponderia a um ambiente mais ou menos generalizado, ou
a uma prética comum dos professores? Mas também, que
consequéncias teria este sentimento nos alunos, no ambien-
te das aulas, na relacdo dos alunos com os professores, e
na forma como experimentam a Matemdtica?

E hoje, terd mudado a prética, o sentimento dos alu-
nos? Que mensagens enviam os professores (de matema-
tica) para os encarregados de educagdo quando escrevem
nos cadernos ou cadernetas escolares? Revisitar este artigo
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e realizar esta experiéncia simples fizeram com que refletis-
se na frequéncia e na natureza daquilo que escrevo. Natu-
ralmente a faixa etdria dos alunos ser4 determinante nisso.
Mas porque fazé-lo? Com que ganhos? perguntei-me. Pen-
sei nisto e também como converter a questdo ‘jd assinaram
a mensagem que enviei? Nao te esquegas...” E possivel apro-
veitar este canal de comunicagdo para inverter a tendéncia
aparente, digo eu, para ‘ralhar’. Que espaco ocupa o elogio
e o incentivo e o relato dos progressos? N3o temos tem-
po, numa aula de 45 ou 50 minutos para isso, ougo... De-
mora tanto quanto um ‘ele insiste em falar com os colegas

) No nimero seguinte de EM saiu outro artigo de outro colega
comentando este e a realizacdo de outra experiéncia, alterando as
condig@es iniciais: outra disciplina, Ciéncias Naturais, e a fisiono-
mia do Filipe, claramente satisfeito. Apareceu também a tira ori-
ginal de Quino da qual a imagem acima fora retirada.

(em vez de) estar atento na aula’, como descreve uma das
alunas. E decerto, muito menos, acrescento, do que lon-
gas mensagens pormenorizadas de ‘mds-educagbes’ que
andam por af...

Proponho entdo outro exercicio: ‘Vé |a o que vou escre-
ver no caderno do Filipe.’

PaurLo ALVEGA
EBS PADRE ALBERTO NETO
AGRUPAMENTO DE EscoLAs QuUEeLUzZ-BELAS

Figura 2

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

INVESTIGANDO CASOS DE SEMELHANCA
DE TRIANGULOS

A tarefa Investigando casos de semelhanca de tridngu-
los foi adaptada da tarefa 4A — Investigando congruéncias
de tridingulos dos Materiais do NPMEB de 2007. Uma ver-
sdo semelhante foi testada em 2014/2015, numa turma do
7.° ano da Escola D. Pedro V, num trabalho conjunto com o
Instituto de Educacdo da Universidade de Lisboa.

O atual Programa e Metas Curriculares pressupdem a
abordagem da semelhanca de tridngulos utilizando o Teo-
rema de Tales, no entanto, esta abordagem, é considerada
no mesmo programa com diferentes niveis de desempenho.

A tarefa apresentada permite que, no 7.° ano, os alunos
conhecam, compreendam, e apliquem adequadamente os

10

critérios de semelhanca de tridngulos, tendo como Unico
pré-requisito a explorag@o dos critérios de semelhanca de
poligonos. Contudo a aplicagao desta tarefa na sala de aula
obriga a que ap6s a sua exploracdo com os alunos se reali-
ze uma discussdo que permita sistematizar os critérios de
semelhanca de tridngulos.

Foi apresentada aos alunos utilizando “tridngulos mo-
delo” — os dois tridngulos A — para que, por sobreposicao,
os alunos pudessem comparar as amplitudes dos &ngulos
dos diferentes tridngulos. Optou-se por ndo utilizar trans-
feridor dado os naturais erros de medicdo que dificultam
as conclusdes pedidas.

AnA V. LoPEs

PENSE NISTO
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

INVESTIGANDO CASOS DE SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Nesta tarefa pretende-se que descubras o nimero minimo de elementos (lados e 4ngulos) de um tridngulo que é neces-
sdrio considerar para que se possa dizer que dois tridngulos sdo semelhantes.

1. Observa os triangulos A, B e C da figura 1.

6 cm 5 cm
B
9cm
4cm b 2cm 2,5¢cm
A
3cm
6 cm
Figura 1

1.1 Verifica se o tridngulo A é semelhante ao tridngulo B procedendo da seguinte forma:

i. ldentifica em cada um dos tridngulos o maior e o menor lado.
ii. Verifica se os lados correspondentes entre os dois tridngulos sdo diretamente proporcionais.
iii. Compara a amplitude dos angulos do tridngulo A com a amplitude dos angulos correspondentes
do tridngulo B utilizando o tridngulo modelo que te foi entregue.

Podes concluir que os tridngulos A e B s3o semelhantes?

1.2 Verifica se o tridngulo A é semelhante ao tridingulo C procedendo da mesma forma que em 1.1.

Podes concluir que os tridngulos A e C sdo semelhantes? Porqué?

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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Verifica-se que basta analisar a proporcionalidade entre lados correspondentes de dois tridngulos para estabelecer a
sua semelhanca.

CRITERIO DE SEMELHANCA DE TRIANGULOS

Tendo em conta os lados dos tridngulos, dois tridngulos sdo semelhantes se os comprimentos dos lados de um sao
diretamente proporcionais aos comprimentos dos lados do outro.

1.3 Agora, tendo em conta os dngulos dos tridngulos, enuncia outro critério para a semelhancadetriangulos.

2. Observa os tridngulos A, B e C da figura 2.

12cm

Gem

Figura 2

2.1 Verifica se o tridngulo A é semelhante ao tridngulo B procedendo da seguinte forma:

2.1.1 Repara que um angulo é igual nos dois tridngulos. Compara a amplitude dos restantes 4ngulos do
tridngulo A com a amplitude dos angulos correspondentes do tridngulo B, utilizando o triangulo
modelo que te foi entregue.

Utilizando os critérios que ja conheces, podes concluir que os tridngulos A e B sdo semelhantes?

2.1.2 Verifica se entre os dois tridangulos os lados cujos comprimentos sdo apresentados sdo
proporcionais

2.2 Verifica se o tridngulo C é semelhante ao tridngulo A procedendo da mesma forma que em 2.1..

Tendo em conta os lados e os dngulos dos tridngulos, enuncia outro critério para a semelhanca de
tridngulos.

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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ESPACO GTI

Lesson study — Melhorar a aprendizagem dos
alunos através da pratica profissional colaborativa

dos professores

INTRODUCAO

Com origem no Japdo, onde é uma atividade comum as co-
munidades de professores que lecionam os primeiros 6 anos
de escolaridade, a lesson study é considerada uma prética
poderosa de desenvolvimento profissional e esta fortemen-
te implantada em vdrios paises asidticos. Na ultima déca-
da, como resultado de projetos e parcerias com instituices
universitarias e/ou organismos de decisdo educativa tem
emergido em outros paises, em particular nos E.U.A. e na
Inglaterra, como meio para melhorar a qualidade da apren-
dizagem dos alunos. Em 2011 contactdmos pela primeira
vez com a investigagdo sobre a lesson study (35.* Conferéncia
Internacional Psychology of Mathematics Education) e, desde
entdo temos procurado divulgar esta prética junto dos gru-
pos de professores com quem trabalhamos.

Este artigo apresenta uma parte de um projeto realiza-
do no dmbito da prética supervisionada do Mestrado em
Ensino da Matemdtica, num agrupamento de escolas na
regido de Lisboa, que emergiu da necessidade sentida por
um grupo de professoras, umas em formacao inicial e ou-
tras em formacdo continua, em analisar e melhorar a pré-
tica no ensino num tépico matematico em que os alunos
geralmente apresentam dificuldades - Equacdes do 1.° Grau
(Silvestre, Nunes & Jacinto, 2012). Assim, este estudo tem
um duplo propésito: enquanto visa proporcionar experién-

cias de aprendizagem em que a compreensdo das nocdes

Aprendizagem dos
alunos a melhorar

Trabalho colaborative:

de incégnita, equagado e solucdo é mediada pela utilizagao
de materiais manipuldveis, é suportada por um tipo de tra-
balho colaborativo entre professores, com caracteristicas
muito particulares.

A ABORDAGEM LESSON STUDY

A lesson study é uma pratica poderosa para apoiar o desen-
volvimento profissional dos professores, visando melhorar
o ensino e a aprendizagem dos alunos num determinado
tépico, desenvolvida em contexto escolar, frequentemente
com um nimero pequeno de professores e cuja identida-
de estd na sua natureza investigativa, reflexiva e colabora-
tiva (Perry & Lewis, 2009; Takahashi, 2010). As suas poten-
cialidades residem na colaboracdo entre os professores, em
particular, no momento de planeamento da aula, e no ci-
clo de trabalho que s3o chamados a desenvolver: (i) plani-
ficagdo; (ii) lecionagdo e observacao; (iii) andlise e reflexao;
e (iv) revisdo da planificacao. Embora atualmente nao seja
pratica corrente no Japdo, alguns estudos mostram como
a aula reformulada pode ser lecionada novamente (Dudley,
2011; Fernandez & Yoshida, 2004, citado por Fujii, 2016).
A abordagem lesson study diferencia-se de outras que par-
tilham o mesmo ambito de desenvolvimento profissional
pelo facto do seu foco ser a aprendizagem em contexto es-
colar (Figura 1), com especial enfase no estudo de “como”
¢ que os alunos aprendem.

Contetido do programa a

% Planificacio;
ser lecionado e

Ensino/Observagio;
Analise e Refinamento
da Planificacdo

Identificar as
necessidades dos alunos

J—

Foco na aprendizagem dos T

) Abordagem de ensino
| (melhorar ou inovar)

Figura 1. Aspetos do ciclo da lesson study com foco na aprendizagem dos alunos (Dudley, 2011)
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As experiéncias baseadas em lesson study tém um impac-
to significativo na qualidade da aprendizagem matematica
dos alunos, bem como no dambito do desenvolvimento pro-
fissional dos professores envolvidos. Contudo, a literatura
também identifica dificuldades na sua implementacio de-
vido a tradicdo de trabalho individual dos professores na
cultura ocidental e 2 falta de compreensdo sobre a nature-
za da lesson study (Fuijii, 2016; Yoshida, 2012).

METODOLOGIA

Neste estudo seguimos uma metodologia de investigacdo
qualitativa e interpretativa. As participantes, duas professo-
ras com profissionalizacio e duas alunas da formaco ini-
cial de professores, encontravam-se a lecionar no Agrupa-
mento de Escolas de Fernando Pessoa (Olivais). Os dados
recolhidos ao longo das vdrias etapas do ciclo lesson study
incluiram a gravacd@o video das sess@es de trabalho cola-
borativo das professoras, bem como das aulas lecionadas.
Foram também recolhidos diversos documentos de traba-
Iho, como planificacdes, tarefas, producdes dos alunos, re-
flexdes e notas pessoais das docentes. Os dados apresenta-
dos neste artigo referem-se ao primeiro ciclo da lesson study
em que a aula foi leccionada por uma das docentes em for-
macao continua, que também era professora cooperante.
Neste artigo reportamos o caso deste ciclo de lesson study,
que se constitui como o catalisador de aprendizagem tanto

para os alunos como para o grupo de professores.

CICLO LESSON STUDY

Preparacio da Aula. No mbito do tépico “Equacdes do 1°
grau”, no 7° ano de escolaridade, as professoras planea-
ram a primeira aula de abordagem ao tema. Definiram o
objetivo da aula, a forma de apresentar a tarefa e os ma-
teriais a usar (Hands-on Equations®), o trabalho dos alu-
nos, o momento da discussdo e a sintese final. Para além
destes momentos da aula, foram antecipadas dificuldades
dos alunos neste tépico (Rojano & Martinez, 2009) e defi-
nido o questionamento do professor com o objetivo de os
ajudar a supera-las. Deste modo, as professoras comeca-
ram por simular a aula, recorrendo aos materiais disponi-
veis para o professor (Figura 2), explorando o momento da
apresentacdo da tarefa e a negociacio de significados de

“incégnita”, “equacdo” e “solucdo”. Na figura, um dos da-
dos representa 3 unidades e o outro o seu simétrico, um

dos pinos representa a incégnita e o outro o seu simétrico.

14

Figura 2. Exploragdo do material Hands-On Equations®

Em paralelo com a exploragao fisica do material, as profes-
soras foram aperfeicoando o plano de aula, registando pos-
siveis questdes a colocar aos alunos e fazendo o registo pic-
térico do que seria escrito no quadro (Figura 3).

{10 2 45 min) A 2ula serd inicisds com uma discuss3o em grande grepe, que visa a nrodugSo dos malerais Hands-an-
equations,

Assim, procura-s& que os alunos compreandam o significado de l . ]
Se ofharmos para & rapresantacdo (modelo fisico) o gus podemos dizer?
Que =3, i

C significade de 2¢= 8: Como ambes oz lades da balanga tém o mesmo vakor entSo x=4. Imporante verificar esta situagio
representando 4+4=8, logo B=3.

Se olharmos agora pars & repressniacdo o que podamos dizer?

Passando & uma suagio mals complexa, pede-se para os alunos procurem resalver o problema representada no modelo:
Por tenfativa o5 alunas podem serq

comiosary M 1 0 A
Ou 27 Efe.?

Os alunos vio perceber que esta ijuakiade sd & vilida se x=6, Assim pede-se que verifiguem na sitvagio inicial com
Be0+2=8+8, ou seja 14=14.

38 0 valor

Figura 3. Planificagdo da negociacdo de significados

Nesta aula o trabalho dos alunos consistia na resolug¢io de
quatro equacgdes do primeiro grau recorrendo ao material
manipulavel, fazendo a representacdo pictérica das diferen-
tes fases de resolucio de cada equacio e, por fim, verifican-
do se o valor obtido era ou n3o solucio da equacdo substi-
tuindo o valor da incégnita na expressdo inicial.

Na planificacdo as professoras anteciparam possiveis difi-
culdades dos alunos bem como formas de os ajudar a ul-
trapassd-las (Figura 4).

Pergunts 4
Dias seguintes figuras encontra o valor desconhecido para cada uma das stuagbes
everifica se & vélido:

ABl_ AAA

Dificuldades: Logo na pergunta 4, v3o aparecer incognitas nos dois membros. Colocar a
questdo: Se retirarmos a ambos os membros uma paga desconhecida, hd alferagio na
igualdade? O objetiva & munir o alunos de uma estratégia que permite obler uma equagio
equivalente e facilita encontrar o valor da incdgnita. Caso haja algum aluno que avance com
esta hipdtese pedir para ele justificar a sua estratégia.

Figura 4. Excerto do enunciado da pergunta 4 e da planificagao
referente a antecipacdo das dificuldades dos alunos.

ESPACO GTI
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A aula. A aula foi dada pela professora cooperante e obser-
vada pelas restantes professoras, que aproveitaram para fa-
zer registos do que foram observando, nomeadamente, das
dificuldades apresentadas pelos alunos que ndo foram pre-
vistas inicialmente e das intera¢des entre alunos e a profes-
sora. A professora comecou por apresentar o material Han-
ds-On Equations® para introduzir o conceito de equacio
e negociar os diferentes significados. Logo de seguida os
alunos passaram ao trabalho auténomo, procurando resol-
ver as diferentes equacdes que lhes foram propostas, a pa-
res (Figura 5).

Figura 5. Os alunos resolvem a tarefa usando o material
Hands-On Equations® (trabalho a pares).

Através da manipulacdo do material, os alunos revelaram
compreender o significado da igualdade e de incégnita, tal
como se observa no didlogo seguinte:

Aluno: Eu tenho trés pinos azuis deste lado [1° membro] e
cinco do outro lado [2° membro]. Se tirar trés de cada
lado, a balanga mantém-se igual.

Professora: Porqué?

Aluno: Porque cada pino azul representa a mesma quanti-
dade que eu desconhego qual é, mas sdo todas iguais...
cada peca azul. [Aula 1.

Justificag@o idéntica foi usada pelo par de alunos, que apre-

sentou e discutiu a sua resolucdo com a turma (Figura 6).

Tal como foi previsto na planificacdo da aula, os alunos fi-
zeram as representagdes pictdrica e algébrica em paralelo.
A utilizac3o da representacio pictérica parece estabelecer a
ligacdo entre a manipulacdo fisica dos materiais e a corres-
pondente escrita algébrica, possibilitando a constru¢io do
significado de expressdes equivalentes (Figura 7).

Figura 7. Passagem da representagao pictérica para a
representacdo algébrica.

Revisdo da aula e preparacdo da aula seguinte. Apés a aula,
as professoras reuniram com o objetivo de refletir sobre o
que observaram na aula, tendo como ponto de partida os
seus registos. Da reflexdo conjunta, as professoras concluf-
ram que tal como esperado, a exploracdo intuitiva da nocao
de equacdo com o Hands-On Equations® foi bem sucedi-
da, pois os alunos apropriaram-se com facilidade do mate-
rial e resolveram equacdes simples intuitivamente, e desen-
volveram o significado de igualdade entre duas expressdes.
Porém, foi também possivel verificar situaces inesperadas,
nomeadamente, quando os alunos questionaram a existén-
cia de incognitas e constantes em ambos os membros de
uma dada equacdo, e discutiram se era possivel “ler” a equa-
cdo da esquerda para a direita e da direita para a esquerda.

Figura 6. Par de alunos apresenta a sua resolu¢do a turma.

30 ANOS DA APM
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Essa discussdo, que ni3o tinha sido antecipada pelas pro-
fessoras, contribuiu para uma melhor compreensio da no-
¢do de igualdade entre duas expressdes.

Considerando os aspetos apontados, as restantes pro-
fessoras do grupo decidiram seguir o mesmo plano de aula,
nos seguintes ciclos de lesson study mas inclufram uma dis-
cussdo sobre a questdo inesperada mencionada acima. No
caso dos alunos ndo comentarem a possibilidade de “ler”
a equacdo das duas formas, a questdo seria lancada pelas
professoras a fim de provocar essa discussdo.

A realizacdo deste ciclo lesson study constituiu-se como uma
oportunidade de as professoras refletirem sobre a sua pré-
pria experiéncia e aprofundarem o seu conhecimento ma-
temdtico e diddtico. O trabalho colaborativo das professo-
ras centrou-se no modo como planificam a aula, interagem
com os alunos, e como refletem sobre esses aspetos. A ex-
ploracdo do material e a antecipacdo do trabalho dos alu-
nos permitiu que as professoras, em particular as estagia-
rias, se sentissem confortdveis em usar uma abordagem
inovadora no estudo das equacdes do 1° grau. A reflexdo
sobre a prética, em particular sobre o trabalho colaborati-
vo, foi essencial na integracio/desenvolvimento profissio-
nal das duas alunas da formagao inicial.

Os resultados mostram também a importéncia dos mo-
delos concretos para a apropriacdo de conceitos abstratos,
quando essa transicdo é planeada de forma detalhada pelo
professor e, em particular, quando sdo usadas tarefas ade-
quadas aos materiais manipuldveis. Nesta aula, os alunos
n3o sé negociaram o significado de incégnita, equacdo e so-
lucdo, como utilizaram de forma intuitiva o 1.° principio de
equivaléncia para resolver equagbes do 1.° grau. A utiliza-
¢do em simultdneo de vérios tipos de representacdes per-
mite dar sentido a escrita simbdlica carateristica deste t6-
pico matematico.

Em suma, com o desenvolvimento da lesson study foram
criados meios que permitiram: i) um trabalho de formacio
contfnua, cujo foco foi decidido pelas professoras, nio se li-
mitando a um conjunto de a¢des esporddicas e descontex-
tualizadas; ii) um trabalho integrado na pratica docente das
intervenientes; e iii) assente num trabalho colaborativo autén-
tico, onde a situagdo em que o “formador d4 vs. o formando
recebe” ndo se verifica. Tao importante quanto o contetido
da formac3o parece ter sido o contexto em que esta se rea-
lizou. Esta perspetiva encerra uma forma muito rica de ver
o desenvolvimento profissional dos professores, responsa-
bilizando-os pela sua formacio, e alterando grandemente o
papel do formador, que de transmissor de conhecimentos é

)

transformado em organizador e dinamizador de atividades,
o que nesta drea da formacdo em matematica propriamente
dita é invulgar. As sessdes de formagdo podem ser transfor-
madas em espacos de trabalho colaborative entre professo-
res (Boavida & Ponte, 2002), numa l6gica de poder e saber
partilhados, partindo do principio que a formagao continua
depende, em grande medida, dos professores e da forma
como estes encaram o seu desenvolvimento profissional.
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CRISTINA MORAIS

A ideia da viagem ao Japdo surgiu em dezembro de 2015
quando, através de uma pesquisa, descobrimos o Lesson
Study Immersion Program 2016, do Projeto IMPULS. Este
projeto tem como objetivo divulgar o processo de desenvol-
vimento profissional dos professores japoneses, designado
em portugués por Estudo de Aula (cujos aspetos principais
resumimos na caixa da pagina seguinte e que é importan-
te ter presente na leitura deste nosso relato), a profissio-
nais de educacdo fora do Japdo. Isso pressupunha nio s6
conhecer o processo em termos teoricos mas também vé-
-lo em acdo. Assim, a Marisa foi movida pelo interesse em
termos de investigacdo e a Cristina pela vontade de conhe-
cer a “sala de aula” japonesa.

Ao longo dos seis meses que antecederam a viagem, mui-
tas questdes nos foram surgindo sobre a educagdo e cultu-
ra deste pais. Cheias de expectativas, e com enorme curio-
sidade, em junho de 2016 partimos para Toquio a procura
de algumas respostas.

A nossa experiéncia no Japao respeita a Estudos de Aula
de diversas modalidades. Assim, o que aqui contamos tem
subjacente os principios e ideias desse processo. Alguns
dos aspetos que partilhamos poderio refletir o dia-a-dia
na escola, outros poderao ser especificos deste tipo de pra-
tica. Contudo, a distin¢ao nio nos parece facil nem perti-
nente no nosso relato, uma vez que o nosso propésito nao
é caracterizar este processo ou a cultura, mas apenas desta-
car elementos que nos suscitaram interesse e curiosidade.
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A ESCOLA

As diferencas culturais sdo muitas e a entrada na escola
mostrou-nos isso mesmo: ndo se entra com os sapatos de
rua. Por isso, os visitantes podem levar uns sapatos lim-
pos ou entdo calcam chinelos disponibilizados pela esco-
la. Para a comunidade escolar, o ritual é semelhante ja que
podemos ver intimeras filas de armaérios onde os sapatos
dos alunos ficam a aguardar o final do dia. N3o podemos
deixar de partilhar a agradavel sensacio de andar de chi-
nelos pela escola que, s6 pelo facto de nos desprovermos
da formalidade dos nossos sapatos, torna a escola um es-
paco mais préximo.

De chinelos calcados, apresentaram-nos os diferentes
espagos escolares. Como na maior parte das nossas esco-
las do 1.° ciclo, também no Jap3o, ao caminharmos pelos
corredores podemos ver expostos diferentes trabalhos rea-
lizados pelos alunos. Algo que nos despertou a atenc3o foi
a recorrente exposicdo de caracteres em kanji, um dos trés
“alfabetos” japoneses. Mais tarde, percebemos que esta ati-
vidade se reveste de grande importéncia e utilidade, dado o
elevado nimero de caracteres que os alunos tém de apren-
der. Para se perceber quao complexa é a aprendizagem da
leitura e escrita da lfngua, foi-nos dito que, no final do 1.°
ciclo (6.° ano), os alunos conhecem cerca de 1000 caracte-
res, o que ndo é suficiente para lerem o jornal.

De seguida, tivemos oportunidade de conhecer as salas
de aula. A primeira vista, n3o reconhecemos grandes diferen-
cas na organizacdo geral da sala. Passdmos por salas onde
os alunos estavam organizados em pequenos grupos ou em
pares, existindo um armdrio com as mochilas dos alunos no
fundo da sala, e a secretdria do professor posicionada igual-
mente junto ao quadro. Contudo, tivemos oportunidade de
conhecer algumas particularidades. Um dos aspetos que a
sociedade japonesa, e consequentemente a escola, valori-
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za bastante é a promogdo da autonomia e responsabilida-
de dos cidadaos desde tenra idade. Para noés isto foi bas-
tante visivel em, pelo menos, trés aspetos: (i) cada aluno é
responsdvel por cuidar de uma planta ao longo do ano (in-
cluindo interrupgdes letivas, momentos em que os alunos
levam as plantas para casa); (ii) na hora do almogo, uma
equipa de alunos juntamente com o professor s3o respon-
sdveis por servir a refeicdo na sala de aula, onde o profes-
sor almoga com os alunos, pois este momento é também
encarado como um momento de formacdo; e (iii) desde o
1.° ano, os alunos tém de ir sozinhos para a escola, mesmo
que para isso tenham que percorrer trilhos complicados de
comboio ou metro.

Ainda tivemos oportunidade de visitar a sala de profes-
sores onde todos tém a sua prépria secretdria, estando or-
ganizadas por anos de escolaridade de modo a permitir o
trabalho colaborativo entre docentes do mesmo ano. No Ja-
pdo, o 1.° ciclo do Ensino Bésico estende-se até ao 6.° ano
em regime de monodocéncia. Relativamente 2 disciplina de
Matemdtica, o nimero de horas semanal, no Ensino Bési-
co, varia entre 3 e 5 horas (o 1.° ano tem 4 horas, do 2.° a0
6.° ano tém 5 horas; 0 7.° ano tem 4 horas; 0 8.° ano tem 3
horas e 0 9.° ano volta a ter 4 horas).

A AULA (DE INVESTIGACAO)

Ao longo de uma semana, tivemos oportunidade de obser-
var sete aulas de investigacdo, e as respetivas discussoes
pos-aula, quatro em Toquio e trés em Yamanashi, a pouco
mais de too km de distincia. Estas aulas percorreram diver-
sos temas e anos de escolaridade: subtracio de nume-
ros inteiros (1.° ano), divisdo de niimeros inteiros (4.° ano),
volume de figuras compostas por prismas retangulares
(5.° ano), divisio de fracbes e area de figuras curvas
(6.° ano), leitura, interpretagdo e construcio de graficos
(7.° ano) e analise de dados e amostra aleatoéria (9.° ano). To-
das as aulas tinham também como objetivo o desenvolvimen-
to das capacidades transversais de comunicacio e raciocinio.

Nas aulas de investigacdo participaram os alunos das
turmas, que variaram entre 24 e 36 alunos (sendo que cada
turma pode ter no maximo 40 alunos), os professores que
lecionaram essas aulas e, como observadores, os elemen-
tos da equipa que planeou a aula (cerca de 4 professores),
os diretores das escolas, os professores de outros anos de
escolaridade, professores de Educacio Matematica da uni-
versidade e os participantes do projeto IMPULS (cerca de
40), Feitas as contas, estavam aproximadamente 8o pes-
soas na sala (geralmente a sala de misica ou o espaco da
biblioteca) sendo que metade eram observadores. No en-




tanto, por parte dos alunos e professores, esta situa¢do pa-
receu perfeitamente natural.

Algumas das aulas observadas ocorreram em tempo le-
tivo, e neste caso os alunos dos professores observadores
ficaram sozinhos na sala de aula, em regime de trabalho
auténomo, ou acompanhados por um funcionario da es-
cola. Outras realizaram-se em tempo nio letivo, concreta-
mente ao sdbado de manh3, quando habitualmente os alu-
nos nao tém aulas.

A ideia mais forte que tinhamos em relaco ao Japdo
em geral e 2 sala de aula em particular, era a de uma socie-
dade muito formal, de niveis hierdrquicos bem definidos,
0 que nos remetia também para a expectativa de um ensi-
no muito tradicional onde todos os alunos iriam estar nos
seus lugares, trabalhando individualmente, a ouvir o pro-
fessor, com um papel sobretudo passivo. Esta expectativa
confirmou-se em duas situacdes. O inicio da aula é mar-
cado por um ritual onde os alunos, em coro, cumprimen-
tam o professor, se comprometem a empenhar-se na aula
e finalizam com uma vénia. O mesmo acontece no final
da aula, onde os alunos, com uma nova vénia, agradecem
o momento de aprendizagem proporcionado pelo profes-
sor. No entanto, esta formalidade que associamos aos po-
vos asidticos rapidamente se transforma num ambiente de
proximidade, nio t3o silencioso como imaginamos e que
varia com os diferentes momentos da aula.

O inicio da aula di-se com a introdugdo da tarefa (em ja-
ponés, hatsumon), em coletivo. Sem um enunciado explicito
da tarefa, o professor coloca um conjunto de questdes rela-

cionadas com a tarefa para suscitar o interesse dos alunos,
culminando com a questio chave que orienta o trabalho
dos alunos na aula. Este conjunto de questdes, bem como
a tarefa, s3o cuidadosamente pensados no plano da aula.
Apesar da maior parte das tarefas que vimos serem prove-
nientes dos manuais escolares, surpreendeu-nos a forma
como sdo adaptadas e usadas na aula pelos professores. Os
manuais escolares, tal como alguns manuais portugueses,
apresentam tarefas abertas, que envolvem ntimeros ou fi-
guras cuidadosamente pensados, acompanhadas de suges-
toes de exploragdo detalhadas que os professores usam no
planeamento das aulas como apoio na antecipagdo das es-
tratégias dos alunos e no modo como as podem fazer emer-
gir. Embora a exploracdo apresentada no manual seja se-
guida ou adaptada pelo professor, os alunos nao usam o
manual para que tenham oportunidade de explorar a tare-
fa sem influéncia do contetido apresentado.

Uma vez apresentada a tarefa, que assume um cunho
desafiante, o professor comeca por dar tempo para que os
alunos se envolvam na sua realizacdo (kikan-shido). Primei-
ro individualmente onde, num ambiente silencioso, é es-
perado que os alunos definam, pelo menos, uma estratégia
de resolucdo. De seguida, a pares ou em grupos, os alunos
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tém liberdade para discutir as estratégias encontradas indi-
vidualmente. Num verdadeiro ambiente de vida e entusia-
mo, sendo simplesmente criangas, os alunos estio envol-
vidos nas tarefas mas conversam, riem, “brincam”. Afinal
de contas, a sala de aula japonesa nio é assim tio diferen-
te das que ja conhecemos, pelo menos até se ouvirem as
“palavras magicas” do professor: “Pousem os lapis”. Com
apenas estas palavras, o professor capta rapidamente a aten-
¢lo dos alunos para a discussao coletiva (neriage), retoman-
do o siléncio. Neste momento, os alunos s3o encorajados
a envolver-se tanto na partilha das suas resolucdes como
na discussio das dos colegas. Particularmente curiosa é a
grande utiliza¢io de materiais manipulaveis, especialmen-
te magnéticos, que os professores elaboram com papel e
iman para apoiar a discussio.

A sintese da aula (matome) é feita em duas partes. Pri-
meiro, individualmente, os alunos registam as ideias prin-
cipais, tanto em termos de contetidos matematicos como
da dindmica da aula e das relacbes interpessoais. De segui-
da, em coletivo, os alunos partilham as suas reflexdes e o
professor, gerindo as participagGes e, de acordo com o ob-
jetivo da tarefa definido, regista no quadro as ideias mate-
maticas que emergiram da aula.

Outro elemento que corresponde A nossa expectativa ini-
cial de uma cultura altamente organizada, verifica-se na or-
denagdo extremamente cuidadosa que o professor faz do
quadro, tanto no planeamento como no decorrer da aula.
Muitas vezes, no plano de aula, é apresentado um esboco da
organizacio do quadro, no que diz respeito a apresentacao
da tarefa, encadeamento das estratégias dos alunos e sinte-
se. Desta forma, os professores fazem um grande investi-
mento para que, no final, o quadro reflita o trabalho desen-
volvido em coletivo durante toda a aula, o que nos pareceu
uma mais-valia tanto para o estabelecimento de conexges en-
tre as varias resolugdes, como para a elaboracio da sintese.

A medida que fomos observando as aulas, percebemos
que o comportamento dos alunos fransitava com bastante
fluidez entre os virios momentos de concentracio e silén-
cio, participacdo organizada nos momentos coletivos e mo-
mentos de interacio, bastante ruidosa, quando trabalhavam
a pares ou em grupo. Em nenhum destes momentos, vimos
acoes de gestio do comportamento por parte dos professo-
res. FicAmos entdo a saber que esta situacio é mais um re-
flexo da cultura japonesa que tenta promover a autonomia
e responsabilidade dos alunos pela prépria aprendizagem
e comportamento. Esta situacio e o “caos organizado” do
trabalho em pequenos grupos foram surpreendentes, uma
vez que nio esperavamos tanta agitacio dentro de uma sala
de aula, numa cultura que imagindvamos austera.
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DISCUSSAO E REFLEXAO POS-AULA

Logo ap6s a aula de investiga¢do, todos os envolvidos reti-
nem-se para discutir e refletir sobre os acontecimentos da
aula, tendo por base uma recolha de dados muito detalha-
da durante a fase de observac¢io. Neste momento, todos os
professores parecem sentir-se a-vontade para analisar, ques-
tionar e refletir, ndo s6 sobre a aprendizagem dos alunos
mas também sobre a pratica do professor que lecionou a
aula e as opcdes tomadas no plano. A liberdade para dis-
cutir as praticas baseia-se na concecdo de que a discussio
“is not about the teacher, it's about the teaching”, ou seja,
nio é sobre o professor, enquanto pessoa, mas sim sobre o
ensino. O que a primeira vista é por vezes entendido como
algo demasiado intrusivo, nesta cultura é visto como es-
sencial ao crescimento profissional. Numa perspetiva di-
ferente, esta discussio é ainda enriquecida pelos comenti-
rios do professor de Educacio Matematica da universidade
que, sem fazer uma critica explicita 3 aula, problematiza
e contextualiza o ensino e aprendizagem do tema da aula,
trazendo para a escola também um pouco de investigacao.

Apos esta discussdo, e tendo por base as reflexdes
desse momento, os professores continuam a trabalhar
colaborativamente no desenvolvimento do percurso de
aprendizagem dos alunos. Muitas vezes, este processo cul-
mina com a elaborac¢io de um relatério onde incluem o pla-
no de aula e as reflexdes emergentes de todo o processo,
que a escola publica como forma de divulgacio de conhe-
cimento baseado na pratica.

A CONCLUIR

Em jeito de balanco final, podemos afirmar que vivemos
uma experiéncia altamente enriquecedora, tanto na pers-
petiva de professoras como de investigadoras. Obviamente,
muito mais havia a salientar, no entanto, do que aqui rela-
tdmos, gostdvamos de destacar dois aspetos. Por um lado,
a forma como a estrutura da aula, nos seus quatro momen-
tos, que também nés procuramos desenvolver, ji esti tio
enraizada na cultura de sala de aula, o que nos parece ser
muito benéfico para a aprendizagem dos alunos. Por outro
lado, retomando as nossas expectativas iniciais sobre a cul-
tura japonesa que previamos rigida, pouco livre e talvez ob-
sessivamente organizada, foi fantéstico perceber o ambien-
te afetuoso e livre que se vive na sala de aula.

Apesar de termos sido surpreendidas pela informalida-
de desta cultura na sala de aula, a verdade é que nada do
que vimos por 14 foi completamente novo. Pois num pas-
sado muito recente, tivemos em Portugal o Programa de




Matematica do Ensino Bisico de 2007 e um programa de
acompanhamento e formacio continua que preconizava
esta estrutura de aulas e este tipo de tarefas, cujo efeito ja
se comecava a sentir nas escolas. Independentemente dos
programas curriculares em vigor, podera o Estudo de Aula
ser integrado na cultura profissional de professores de Ma-
tematica de modo a dar continuidade a essas praticas? O
que ser4 entdo necessario fazer para que os professores se
unam num trabalho colaborativo e reflexivo desta nature-
za dentro das préprias escolas?

MaRrisA QUARESMA
InsTiTUTO DE EDUCACAO, UNIVERSIDADE DE LISBOA

CRISTINA MoRAIS
ExTERNATO DA LUz
UIDEF, Instituto bE EpucacAo, UNIVERSIDADE DE LisBoA

ESTUDO DE AULA

O Estudo de Aula, ou Jugyou Kenkyuu em japonés, ou ainda
Lesson Study em inglés, é um processo de desenvolvimen-
to profissional origindrio do Japdo, onde se pratica ha cer-
ca de 120 anos;

Tal como nos foi dito varias vezes, a prética do Estudo de
Aula tem por base a crenca de que ndo se nasce bom pro-
fessor, mas ganha-se competéncia ao longo da vida profis-
sional, ou seja, o diploma de formagao inicial permite-nos
ser professores, mas temos que trabalhar arduamente para
sermos bons professores. Por este motivo, um professor é
considerado iniciante até ter, pelo menos, 10 anos de pritica;

As diferentes modalidades do Estudo de Aula seguem
uma estrutura comum onde podemos considerar quatro fa-
ses distintas: (i) organizados por anos de escolaridade, os
professores comecam por, colaborativamente, definir obje-
tivos de estudo tendo em conta as dificuldades de aprendi-
zagem dos alunos; (i) planeiam uma aula centrada nos ob-
jetivos definidos; (iii) um dos professores leciona essa aula
(chamada aula de investigacao) que é observada pelo gru-
po responsavel pelo planeamento, professores dos restan-
tes anos de escolaridade, diretor e um professor de Educa-
cdo Matematica da universidade, que observam e registam

elementos relativos ao trabalho dos alunos; e (iv) todos os

envolvidos na fase anterior reiinem-se ap6s a aula (discus-
s3o pés-aula) para refletir sobre as aprendizagens dos alu-
nos e a adequagdo das estratégias definidas para superar
as suas dificuldades:

O Estudo de Aula pode ter diferentes modalidades, pode
ser realizado com professores de uma sé escola, com pro-
fessores de diferentes escolas do mesmo distrito ou até
com professores de escolas de distritos diferentes. Nesta
ultima modalidade, a aula de investigacao ocorre em modo
open-house, ou seja, professores daquele distrito e de distri-
tos vizinhos assistem a aula de investigacao e participam
na discuss3o pés-aula;

Os professores participam num Estudo de Aula todos
os anos e, dependendo do nimero de elementos do gru-
po, sdo responsdveis por lecionar a aula de investigacao a
cada 3 ou 4 anos. Para o efeito, o horario dos professores
contempla momentos para o trabalho colaborativo no Es-
tudo de Aula;

Apesar de estar maioritariamente divulgado na drea de
Matemdética, no Japdo o Estudo de Aula é realizado em to-
das as 4reas disciplinares e mesmo nao disciplinares, como
por exemplo natagdo e acompanhamento do almoco.
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CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRI ..

CRISTINA LOUREIRO

Geometria partilhada e socialmente construida (4)

Quantos caminhos hd para ensinar geometria nos primei-
ros anos? Por onde comecar? E depois de uma atividade
bem sucedida que outra tarefa escolher? Claro que depen-
de dos objetivos estabelecidos. Considero que a aprendi-
zagem da geometria permite vdrias abordagens e muitos
caminhos possiveis. As experiéncias que tenho feito, bem
como as que tenho acompanhado, mostram isso mesmo.
E por isso que aprecio especialmente esta ideia de geome-
tria partilhada e socialmente construida que ocorre quan-
do se dd espaco aos alunos para pensar e para mostrar e
discutir como pensam, construindo assim ideias matema-
ticas abstratas de modo significativo.

Gosto de pensar na ideia de que o professor pode ir regis-
tando e organizando, ao longo da sua vida profissional, uma
série de sinais de alerta verdes, isto &, boas ideias que vém
dos alunos e que lhe dao pistas potencialmente ricas para
desenvolver o trabalho. Um desses sinais est4 presente no
didlogo apresentado pela professora Graga Pereira (Perei-
ra & Serrazina, 2015, 40-41) na descricdo de uma experién-
cia que fez com os seus alunos do 4° ano, com recurso ao
GeoGebra para a resolugdo da maioria das tarefas propos-
tas. Apresento um recorte de um dos muitos didlogos apre-
sentados nesse artigo.

“Professora — Fizeram diferente? Entdo vamos olhar para ali e va-
mos ver se hd algum repetido.

Maria — Sim hd. Hd dois meios trapézios ...
Professora — Hd dois qué?!
Maria — Aqueles que sdo metade do trapézio.

Professora — Metade do trapézio! Explica ld isso. O que € isso de
meio trapézio? Explica ld.

Maria — E assim professora. E metade do trapézio. (Maria foi mos-
trar o trapézio ao quadro)

Maria — Este € o meio trapézio [Maria apontava o trapézio retdngulo]
Professora — Porque ¢ que dizes que é um meio trapézio?

Lufsa — Porque se nds fizermos outro ao lado, forma um trapézio.
[Completou a Luisa]”
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Como descreve a professora, a aluna desenhou a outra me-
tade e obteve um trapézio isésceles. H4 aqui um destaque
significativo feito pela professora ao compreender o modo
como estas duas alunas estavam a ver o trapézio retdngu-
lo, do qual n3o sabiam o nome, relacionando-o com o tra-
pézio isdsceles que j4 conheciam. Mas o didlogo continua
com uma outra intervencgzo.

“Outro — Professora eu cheguei & conclusdo que ndo existe
“meio-trapézio”.

Professora — Tu achas que ndo existe “meio-trapézio”?!
Outro — E trapézio ou ndo trapézio.

Luisa — Nelson, nds estamos a chamar “meio-trapézio” porque se
nds o partirmos em metade [referia-se ao trapézio isésceles] fica-
va como este [referia-se ao trapézio retdngulo] e nés sabemos como
se chama este.”

No artigo em referéncia, as autoras desenvolvem a anélise
dos trabalhos e didlogos focando-se na visualizacdo, nas
imagens prototipicas e nas propriedades dos quadrilateros.
Para mim é um excelente artigo em que est3o bem eviden-
ciados e sustentados os raciocinios dos alunos e o modo
como podem ir construindo a classificacdo hierdrquica de
quadrildteros. Sei que este episodio do “meio trapézio” foi
muito significativo para a professora pois j& conversdamos
sobre ele. Foi um sinal de alerta verde.

Estas alunas, que sentiam liberdade para pensar sobre as fi-
guras e para dizer o que pensavam sobre elas, ddo-nos uma
pista muito interessante para refletir sobre os nomes das
figuras geométricas e das relacdes que podem estar escon-
didas nas designagoes. D3o-nos também ideias para pro-
por novas tarefas.

Porque razdio um tridngulo com um dngulo reto se cha-
ma tridngulo retdngulo? Hd alguma relagdo entre um
tridngulo retdngulo e um retdngulo?

Um tridngulo retdngulo ndo é um meio-retangulo, no sen-
tido que estas alunas deram ao meio trapézio. E isto acon-
tece porque a diagonal do retdngulo sé é eixo de simetria
na situacao particular do retdngulo ser quadrado. Porém,
¢ muito comum ser afirmado que a diagonal de um retan-
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gulo é um eixo de simetria (Fig. 1). A este propésito uma
tarefa exploratéria que pode ser produtiva é partir de um
triingulo qualquer e explorar quais sdo as figuras que se
obtém por reflexdo de um dos lados do tridngulo. E obvia-
mente uma tarefa para ser realizada com o recurso a um
AGD e em que se deve pedir sempre para que o aluno pre-
veja o que vai acontecer antes de experimentar. A percenta-
gem de previsdes de obtencdo de um retangulo quando o
eixo de reflexdo for o lado maior do tridngulo serd enorme.

A

N
£ \
s N
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-

Figura 1
Porque razio um trapézio com um eixo de simetria se
chama trapézio isésceles? Hd alguma relagdo com o
tridngulo isésceles?

Porque razdo um trapézio com um lado perpendicular
aos dois lados paralelos se chama trapézio retdngulo?

Uma tarefa exploratéria que pode ajudar a compreender as
razbes destes nomes é partir de um tridngulo qualquer e
fazer um corte paralelo a um dos lados. Que figuras se po-
dem obter, tendo em conta as carateristicas do tridngulo
de partida? (Fig. 2)

AR

Figura 2

Na sequéncia de tridngulos e quadrilateros da figura 2 faz
sentido considerar todos os quadrildteros como trapézios
porque tém um par de lados paralelos. No entanto, enca-
rando o dltimo quadrildtero isolado (Fig. 3) poucos alunos,
e mesmo alguns professores, o identificardo como trapézio
pois ndo encaixa bem na imagem prototipica que temos de
um trapézio.

Figura 3

Como muito bem ilustra o trabalho da Graga Pereira, o tra-
pézio é a classe dos quadrildteros menos intuitiva para os
alunos considerarem como inclusiva para o paralelogra-
mo. Por isso, ao longo da escolaridade, faz sentido que
os alunos trabalhem com trapézios em atividades que se
complementem.

Esta discuss3o sobre os nomes das figuras e as rela¢des qu
eles sugerem estd ligada as questdes linguisticas. Bartolini
Bussi e Baccaglini-Frank (2015), discutem a relacdo entre re-
tangulos e quadrados como o exemplo paradigmatico do
conflito entre a experiéncia percetual e as exigéncias tedricas
da definicdo matemitica. A prop6sito desta situacdo fazem
uma referéncia ao modo como os chineses representam,
em ideogramas, “quadrado” e “retdngulo”, mostrando que
o “quadrado” é visto como “uma forma com lados iguais”
e o retdngulo como “a mesma forma com lados mais lon-
gos” (p. 392). Estas investigadoras evidenciam assim que
para as criangas chinesas as duas formas lingufsticas expli-
citam claramente uma relacdo entre as formas que facilita
o entendimento da relac@o inclusiva entre as duas classes.

Vale a pena dar espaco aos alunos para falarem sobre as figu-
ras que constroem. Descobriremos certamente designacdes
claramente marcadas pelas suas experiéncias percetuais.

Referéncias Bibliograficas

Bartolini Bussi, Maria G. & Baccaglini-Frank, Anna (2015). Geome-
try in early years: sowing seeds for mathematical definition of
squares and retangles. ZDM Mathematics Education (2015)
47:391-405. DOI 10.1007/s11858-014-0636-5

Pereira, M? da Graca B. & Serrazina, M* de Lurdes. (2015). Pro-
priedades e relacdes entre quadrildteros: contributos do geo-
plano e do GeoGebra. Quadrante, XXIV(1), 30-57.
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Figura 1. Auto-retrato aos 26 anos

Uma curva de cada vez...

O caracol de Pascal

Epuarpo VELOSO

Albrecht Diirer (1471-1525, fig. 1), pintor e geémetra alemio
do Renascimento, foi o primeiro a estudar esta curva. Num
interessante texto explica como desenhar o tipo de curva a
que chama “em forma de aranha, porque parece uma ara-
nha depois de desenhada”:

Consigo desenhar esta curva por um procedimento duplo. Em
primeiro lugar traco uma linha vertical AB que se prolonga
numa outra linha terminando em C, ao passo que a linha AB
acaba em A. Faco rodar a extremidade B no sentido [horirio]
em torno do ponto central A, e marco cada posicio do pon-
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to B, como mostra a [fig. 2]. Mas em seguida, a partir de cada
ponto B, traco uma nova linha BC, partindo do novo ponto B
mas [em cada caso fazendo com a nova linha AB o mesmo in-
gulo que esta linha faz com a primeira linha AB]. [...]. Chamo
cada ponto assim criado C e ligo estes pontos. A curva resul-
tante estd desenhada na [fig. 2). '

Seguindo o método de Diirer, utilize o seguinte proce-
dimento no Geometer’s Sketchpad (fig. 3):
= construa dois segmentos, b e ¢, sobre uma mesma semi-rec-
ta, de modo que seja possivel alterar os seus comprimentos;
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Figura 2

« numa recta horizontal r marque um ponto A, construa a
circunferéncia c de centro A e raio b e seja A uma das suas
interseccoes com r;

« seja Bum ponto de c e mega o 2A AB;

= construa a recta s=AB e seja s“a imagem de s pela rotagdo
de 2A AB e centro B;

» designe por C a intersec¢do de s“com a circunferéncia de
centro B e raio ¢;

» seleccione B e C e peca o comando Construct:Locus;

» vera surgir a curva car, que depois de apelidada de aranha
por Diirer viria a chamar-se caracol de Pascal .
Naturalmente, a forma do caracol dependeré dos segmen-
tos b e c de que partimos e da relagio entre os dois. O leitor
poderd, na constru¢io que desejavelmente fez no Sketchpad
ou num outro programa de geometria dindmica, fazer va-
riar b e c e obter os resultados da figura 4.

Figura 3

Para ¢ = o, obtemos uma circunferéncia; para c < b/2, a
forma habitual do caracol genérico; para ¢ = b/2, uma car-
didide (um ponto de reversdo); para b/2 < ¢ < b, um loop ou
lago; para c= b, o caracol trissector! No préximo ponto, vere-
mos de que caracol se trata...

O caracol foi estudado, depois de Diirer, por muitos geé-
metras, entre eles Etienne Pascal (1588-1651), pai do mais
conhecido Blaise Pascal. Mais tarde, Gilles de Roberva
(1602-1675) apelidou a curva de caracol de Pascal.

A TRISSECGAO DO ANGULO

Dividir um dngulo em duas partes iguais, utilizando ré-
gua ndo graduada e compasso, era um problema trivial para
os matematicos gregos, como agora o € para noés ... Trace
o leitor duas semi-rectas OA e OB e coloque a si proprio

@\

N

D
B |

& < b2

c=h/2

b/l2<c<b

;1 AGOSTO :; SETEMBRO #138 25




m.AOB = 38.35°

m-AOE = 19.18°
mcAOB
m-AOE

D

=2.00

Figura 5

o problema de encontrar um ponto X tal que a semi-rec-
ta OX seja a bissectriz do +AOB, (fig. 5). Nada mais sim-
ples... Trace uma circunferéncia c de centro O e raio qual-
quer e sejam C e D os pontos de interseccio de c com OA
e com OB, respectivamente. Construa as duas circunfe-
réncias DC (centro C e passando por D) e CD e encontre
uma das suas intersec¢des, E. A semi-recta OE é bissectriz
do -AOB (desafio o leitor a completar esta demonstracio;
para a demonstragio do préprio Euclides, veja o livro I dos
Elementos, proposicio 9)*. Se o leitor esté a ler este arti-
go acompanhado do seu computador e do Sketchpad (ou
de outro programa de geometria dinimica), como aconse-
lho, podera fazer a seguinte experiéncia: determine as me-
didas m:AOB e m.AOE (menu Measure:Angle), e divida
(menu Number:Calculate) a primeira pela segunda. Encon-
trard o resultado 2.

Se em seguida, dado que estd num programa de geome-
tria dindmica, mover um (ou mais) dos pontos O, A e B, vera
que tudo muda menos o resultado 2, como seria de esperar!

Quanto ao problema anilogo da trisseccdo do éngulo,
ndo sabemos quantos aprendizes de geometria tentaram,
nestes mais de dois mil anos que nos separam de Euclides,
encontrar uma solugao com régua graduada e compasso...
mas desde 1837 que ndo vale a pena... Nessa data o mate-
matico francés Pierre Wantzel (1814-1848) publicou um ar-
tigo sobre ... “o processo pelo qual temos a certeza de que
um determinado problema geométrico pode (ou nio) ser
resolvido com régua nao graduada e compasso” e sabemos
desde entio que a triseccio do dngulo ndo tem solucdo por
meio de régua ndo graduada e compasso.3 Os matemati-
cos gregos ja desconflavam que assim era, e apresentaram
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X = 0.6
t = 0.6 radians
1.5-t = 0.9 radians

co—F

=

mod(w) =

zi=w+l

Figura 6

outras solucdes, por exemplo colocando marcas numa ré-
gua ou utilizando curvas especiais com esse fim, por exem-
plo a conchdide de Nicomedes ou a espiral de Arquimedes.
Também um caracol de Pascal especial, caso ¢=b da figura
4, nos pode ajudar nesse problema classico.

O CARACOL TRISSECTOR

Existem numerosos métodos para tracar o caracol de Pascal

(de que, como vimos, existemn diferentes tipos). Para mostrar

como um certo tipo de caracol de Pascal resolve o problema

da trissec¢do, iremos propor a sua construgio no plano
complexo. Para isso construimos um documento no GSP
que representa o plano complexo. Na versdo mais simples,
€ visivel a recta real, representando o corpo P, e os pontos
do plano constituem o corpo X dos niimeros complexos.*

Note que nesse documento GSP estio incluidas ferra-
mentas (fools) que nos permitem realizar todas as opera-
¢oes elementares relativas aos nimeros complexos, como
por exemplo:

« marcado um ponto qualquer no plano — que é portan-
to um ntimero complexo z —, obter o seu médulo e o seu
argumento;

- inversamente, dados um médulo e um argumento, mar-
car o correspondente nimero complexo no ecr3;

» seleccionada (na lista das ferramentas) a operacio arit-
meética (adi¢do, multiplicacdo, etc.) pretendida e seleccio-
nados dois pontos (niimeros complexos) no ecri, obter
o ponto (niimero complexo) correspondente ao resulta-
do dessa operagio.

A figura 6 mostra um método de construcdo, no plano com-

plexo, do caracol trissector:
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. C
meAIB = 1.28 radians
m<0BI = 0.43 radians

meAIB

me0Bl

Figura 7

(1) Considere duas circunferéncias c_e ¢, de raio 1 e centra-
das respectivamente nos pontos o e 1. Seja t um parimet-
ro real no intervalo [o,27] — 2z ndo esta visivel na figura —
e multiplique ¢ por 1 radiano (menu Number:Calculate),
obtendo o valor (no caso da figura) t = 0.6 radianos.

(2) Construa o complexo z, de médulo 1 e argumento t. Esta
obviamente sobre a circunferéncia c_.

(3) Construa a recta r, passando por o e z_. Se arrastar ¢,
verd o ponto z, a rodar em torno de o. Marque o ponto
1.5 sobre a recta, e construa o complexo w de médulo 1
e argumento 1.5t radianos (no caso da figura, .g radia-
nos. O ponto w estd sobre ¢ . Para o transformar num
ponto a rodar em torno do ponto 1, calcule w+1 (ferra-
menta da adic3o), obtendo z, = w+1. Trace a recta r, pas-
sando por 1 e por z,.

(4) Construa a interseccdo z de r_ com 7. Se arrastar o para-
metro t, vera as duas rectas a rodarem e o ponto z a des-
crever um certo lugar geométrico. Para obter a curva des-
crita pelo complexo z, seleccione t e z e Construct:Locus.
Notard que obteve deste modo — mas seria necessaria
uma demonstracio que ndo incluiremos aqui — um ca-
racol de Pascal correspondente ao caso ¢=b da figura 4.

No seu documento GSP pode fazer a experiéncia seguinte,

que mostra como podemos utilizar este caracol para a tris-

secgdo de um angulo (v. fig. 6, em que deixamos apenas o

caracol e escondemos todas as construgdes):

(1) Construa um ponto A na recta real, para a direita do ca-
racol, e um ponto B no laco exterior da curva.

(2) Mega os dngulos A1B e 0B1 (menu Measure: Angle, no
caso do GSP), e depois divida m-A1B por m.0B1. Ob-
tera como resultado 3.

Pé umfp%ntq da hipociclide
Ocirculo ¢ € interior SRS
ao circulo ¢

P ndo éum ponto hipotrocdide

da circunferéncia c’

Péumpontoda epicicldide
3 - circunferéncia c
Ocirculo ¢ é exterior
aocirculoc Skl
ag0 cumponin epitrocoide
da circunferéncia ¢
Figura 8

(3) Arraste o ponto t e verd modificarem-se as medidas dos
dngulos mas manter-se fixo o seu quociente 3...

Deixamos ao leitor a explicacio deste facto, naturalmen-
te relacionado com o factor 1.5 que utilizdmos. Note que o
m2A1B éigual a 1.5xm.AOB e que +AOB é um 4ngulo ex-
terno do tridngulo 01B.

AINDA OUTRO PROCESSO DE GERAR O
CARACOL DE PASCAL

Existem multiplos processos de gerar o caracol de Pascal,
além dos dois que j apresentimos. Iremos apenas mostrar
aqui que o caracol de Pascal é uma epitrocéide.

Consideremos num plano dois circulos, ¢ e ¢’, sendo
¢ fixo no plano e ¢” rolando sem escorregar sobre c. Seja
ainda P um ponto rigidamente ligado a ¢’. Hipocicléides,
hipotrocdides, epicicldides e epitrocdides s3o os nomes dados
a quatro tipos de curvas geradas por P conforme explicitado
na figura 8. Podera encontrar ampla informacio sobre curvas
planas, em particular sobre as epitrocoides, nos trés sites
que lhe indicamos na nota 5.

Nesta constru¢io do caracol, iremos situar-nos num
plano dotado de um sistema de coordenadas polares. No
Sketchpad, servimo-nos do comando Graph: Define Coordi-
nate System, Graph:Polar e Graph: Grid:Hide; para detalhes
sobre a construcio que vamos fazer, veja nota 4). A figura
9 mostra a construg¢do que deverd fazer:

- nas preferéncias do Sketchpad, escolha radianos para me-
dida dos 4ngulos;

« na recta R, assinale os pontos o e 1 e construa o segmen-
to [o,27] (0 ponto 2z ndo esta visivel);
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Caracol como epitrocdide

t = 0.64 radians

Figura 9

« construa um pardmetro ¢ no segmento [o,2x] e, como an-
teriormente, exprima o valor de ¢t em radianos (na figu-
ra, 0.64 radianos);

- trace a circunferéncia ¢ (centro o e raio 1) por meio dos
comandos geométricos do Sketchpad,;

» marque o ponto T (1) (modulo 1 e argumento t radianos);

« efectue uma meia-volta de T, de centro o, obtendo T;

» efectue uma meia-volta de ¢ e de o de centro T, obten-
doc eo’;

« construa o segmento To” e escolha um ponto P, no inte-
rior do segmento;

- obtenha P como imagem da rota¢ado de P, de 4ngulo ¢ ra-
dianos; arraste t no intervalo [0,27] e observe os movimen-
tosdec’ede P;

« seleccione t e P e o comando Construct:Locus e vera apa-
recer um lugar geométrico que é um caracol genérico de
Pascal tracado na figura.

Epuarpo VELOSO

Desafios ao leitor:

1. Consegue, escolhendo outras posi¢des para Po, obter
outras formas do caracol de Pascal (apresentadas na fig. 4?
2. A cardibide é ainda uma epitrocéide?

3. Encontre, nos sites que lhe apresentamos na nota s,
demonstragdes e mais informacio sobre esta curva.

Notas

[ Diirer, Albrecht. Instruction sur la maniére de mésurer. Trad. do
alemao. Paris: Flammarion, 1996.

Il Para os Elementos de Euclides, recorra ao magnifico site de
David Joyce, hitp://alepho.clarku.edu/ djoyce /java felements fele-
ments.html
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B Sobre os trés problemas c4ssicos e a demonstragio da sua im-
possibilidade pode ver o meu artigo O triunfo da Algebra, publi-
cado no n° 85 (Nov-Dez 2005) da Educagiio e Matemdtica.Para
biografias de matematicos, como Wantzel, recorra 4 melhor
fonte possivel, o site da Universidade de St. Andrews, hitp://
www-history.mes.st-and.ac.uk /Biographies/Wantzel.html

14/ Sobre a utilizacdo dos niimeros complexos e das coordena-
das polares no tracado de curvas planas, e sobre a utilizacio
do Geometer’s Sketchpad para isso, encontrard instrugées com-
pletas no website http:/ /wuww.apm.pt/textosG TG/plano.complexo,
de apoio ao livro Conexdes da Geometria/O plano complexo, que
em breve serd publicado pela APM.

61 hitp:/ poww.mathcurve.com
http:/ pwww-history.mes.st-and.ac.uk /Curves/Curves,

htwml; hitp:/www.2dcurves.com
6

http:/ jwww.mmlab.unimore.it/site/home /gruppo-di-ricerca.himl
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Nesta seccao dos 30 anos da APM, continuamos a dar voz aos ex-presidentes da direcdo.
Neste numero, Arsélio Martins e Elsa Barbosa d3o-nos o seu testemunho da forma
como “sentiram a APM”, o seu papel como dirigentes de uma grande associacdo de pro-
fessores, em perfodos dificeis para o movimento associativo e de como vivenciaram e
procuraram responder aos desafios e dilemas que enfrentaram, muitos deles oriundos das

mudancas de politicas educativas.

Quando...

Estudante ainda, era associativo e, por ser activista do mo-
vimento associativo estudantil, fui dirigente eleito da ale-
gal Associagdo de Estudantes da Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto, no inicio da década de 70 do sécu-
lo passado. Ainda antes do 25 de Abril passei a professor
do ensino liceal. Por ser professor e, j4 em liberdade, fui ac-
tivista sindical e s6cio de sindicatos de professores e, por
isso, quando foi preciso fui dirigente sindical eleito e elei-
to fui para o conselho nacional da FENPROF, cumprindo
os mandatos.

Por ser professor de Matemdtica, em 1977 e no Porto,
aceitei integrar a direcdo regional do norte na comissdo ins-
taladora da Sociedade Portuguesa de Matemética e, muito
mais tarde, em 1990, fui eleito vice-presidente da direccdo,
tendo cumprido o mandato e coordenado a organizacdo do
encontro nacional em Aveiro onde se discutiu a experién-
cia e aplicacdo dos programas de Matemadtica e se aprovou
urna resolucdo sobre o assunto, para além de participar no
“férum permanente sobre o ensino” aberto no Boletim da
SPM. E conheco professores de Matemitica de todos os
graus de ensino e de todas as opinides.

Finalmente, pelas mesmas razdes associativas e de pro-
fissdo, em 1987, me faco sécio da Associacio de Professo-
res de Matemdtica. Os meus primeiros contactos com di-
rigentes da APM foram realizados como dirigente da SPM,
uma tentativa para uma posicdo conjunta sobre o ensino
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ndo superior e uma representag¢do da SPM num painel so-
bre programas em discussdo num encontro nacional (Pro-
fMat de Viana do Castelo? 1989?) onde conheco e convivo
com professores empenhados em mudangas curriculares
e a trabalhar nelas.

Depois disso, vivi os processos de ajustamentos, revisio
curricular participada e concep¢ao de programas, formacao
e acompanhamentos com muitos professores (activistas e
dirigentes na APM também), como parceiros num grande
movimento de renovacdo. Grandes e pequenos encontros
da APM foram ent3o os empurrdes necessérios para afe-
rir da compreensdo, aceitacdo ou rejeicdo, de detalhes das
medidas propostas e das orientacdes gerais.

Alguns professores, s6cios da APM, que me conheciam
desse envolvimento e movimento, sugeriram e depois pro-
puseram que eu fosse candidato a direc¢do associativa. Do
meu ponto de vista, como associativo, fui eleito Presiden-
te da Direc¢do da Associacio de Professores de Mateméti-
ca em Elvas, para um mandato de dois anos, de Setembro
de 2008 a Setembro de 2010.

Os que me propuseram e os que me elegeram sabiam
bem que eu ndo tinha qualquer conhecimento de detalhe
da sua estrutura e administracio.

Pelos Estatutos, que em cada acto eleitoral ndo previam
renovacdo da totalidade dos dirigentes, eu estava em parte
protegido de problemas de administragdo. Mas conscien-
te da possivel perplexidade ou preocupagio com a eleicao
de um sécio (sim, desde 87, entdo hd mais de 20 anos) que
ndo conheciam do activismo interno e muitos naturalmen-
te com posicdes diferentes das minhas. Para mim, diver-
géncias n3o prejudicam e antes beneficiam o movimento
associativo, interna e externamente.

De 2008 a 2010, os professores e o seu movimento as-
sociativo estavam j4 a ser castigados; o sistema degrada-
va a animagido dos professores no pafs e nas escolas, dan-
do inicio a cortes nos planos de ac¢3o e de formacdo dos
professores, reduzindo as vendas de materiais de interes-
se pedagégico e educativo e tolhendo, por falta de finan-
ciamento, a formacdo independente dos professores que
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as associagBes asseguravam. Uma parte da ac¢lo directiva
foi ocupada a manter a actividade imprescindivel ao funcio-
namento e manutencio dos postos de trabalho, acrescen-
tada por reduzir ao minimo as despesas de direc¢3o. Para
ter uma frente unida, procurdmos reforcar as relacdes den-
tro do SIAP com as associacdes de professores, ao mesmo
tempo que procurdmos regular as relacdes com a Ciéncia
Viva, SPM e Ludus, em particular no que respeita aos Cam-
peonatos de Jogos. Também mantivemos e apoidmos repre-
sentacdes independentes e auténomas, consultivas junto
das diversas organiza¢Ges na esfera do governo, a come-
car pelo GAVE. Foi acrescentada alguma concertacdo com
a SPM, as faculdades e departamentos de Matemdtica, o
que permitiu a participacgo da APM, na altura como obser-
vadora, em reunido do grupo portugués da Unido Interna-
cional de Matemdtica.

Os nticleos locais e os grupos de trabalho associativos
activos mantiveram a sua actividade regular e a direccdo
reuniu com diversos ntcleos e estudou as situagdes que
mereceram atencdo especial. Os encontros locais, da ma-
temitica dos primeiros anos e os ProfMat2009 de Viana do
Castelo e ProfMat2010 de Aveiro mantiveram uma dimen-
sdo que cria o clima especial de vida associativa dos pro-
fessores de Matemdtica. A “Educacdo & Matemdtica” e a
“Quadrante” continuaram a ser feitas pelos grupos respec-
tivos e merecer a nossa admiragdo por isso. E hd uma lista
imensa de desejados n3o feitos ao lado da lista de outros

30 anos, e agora?

Presidente?! Quando me perguntaram o que eu achava da
ideia, confesso que fiquei muito surpreendida e um pouco
aflita, era um cargo de muita responsabilidade. Tinha a ple-
na conviccdo de que seria um grande desafio... estaria 2 al-
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que mal se mantiveram de pé, sem vergar e na esperanca
de vencer a crise.

Finalmente, resta-me referir um facto que a muita gen-
te passou despercebido: uma das posicdes ou pareceres
da Associacgdo de Professores de Matemdtica em resposta
a um pedido do governo foi composta ndo s6 por uma po-
sicdo da direcgdo, mas por vérias posicoes diferentes que
sectores da APM exprimiram e que, por ndo serem dispara-
tadas, abrem espaco a melhores decisdes e representam o
que sempre pensei possivel e desejavel no movimento as-
sociativo. Voltando a fazer o que experimentara com felici-
dade no movimento associativo estudantil, voltei a ver feli-
cidade feita de coisas simples e, quem mais, além de uma
associacdo como a APM, pode dar-se ao luxo de admitir um
complexo de ideias simples?

Os educadores e professores sdo muito especiais e a
APM permitiu que eu tenha confirmado isso mesmo, pela
construgdo de compromissos que s6 podem ser obtidos por
pessoas excepcionalmente livres e responsaveis de que di-
vergimos radicalmente em alguns aspectos sem que isso
as cegue ao ponto de nao darmos por convergéncias radi-
cais no que sobra e que é, muitas vezes, o mais importan-
te. Quando nos sabemos nesta paz negociada ou batalha-
da o mandato chega ao seu termo. Assim foi.

ARSELIO MARTINS
PRESIDENTE DA DIREGAO DA APM EMm 2008/2010

tura? Conseguir um grupo de amigas, da minha total con-
fianca, que partilhavam dos mesmos ideais e que vinham
da mesma “escola” fez-me avancar!

Enquanto presidente senti o peso da idade, ndo pelaida-
de em si, mas porque pertencia, tal como todos os elemen-
tos da dire¢@o que me acompanharam, a uma geragdo que
nao esteve na génese, nem proximo, da associacio. Por um
lado era como se nos faltasse alguma histéria, por outro ti-
nhamos uma nova forma de estar e até de ver a associa-
cdo. E apesar de sermos muito diferentes, reviamo-nos uns
nos outros, queriamos uma APM com um espirito renova-
do, voltada para o futuro, com uma linguagem mais atual,
que conseguisse captar novos sécios, novas ideias, mas
sem perder de vista os fundamentos que nos tém regido.

30 ANOS DA APM
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Foram anos dificeis, a APM tinha entrado numa crise fi-
nanceira sem precedentes, a crise instalada no pafs, a ima-
gem dos professores que vinha a ser denegrida, a carreira
congelada, levou a um grande mal-estar nos professores
e consequentemente a um desinvestimento na carreira.
O contexto social e profissional levou a um agravamento
na diminuicdo do nimero de sécios, jd tendéncia nos lti-
mos anos. Na realidade além do j4 anteriormente referido,
a concorréncia era muita, a APM ja ndo era a Unica organi-
zagdo em Portugal a editar publicacdes no 4mbito da edu-
cagdo matematica, a organizar encontros de professores e
investigadores, a disponibilizar materiais educativos para
utilizagao dos professores, entre outros. Além disso, o de-
sdnimo dos professores de matemética era enorme, a mu-
danca politica ocorrida trouxe medidas desastrosas para a
Educagdo no geral, mas extremamente gravosas para a Edu-
cagdo Matemdtica. Nao obstante, muito trabalho foi feito,
enquanto direcdo fomos obrigados a tomar algumas deci-
sGes pouco consensuais mas, na nossa opinido, relevan-
tes para a continuidade da APM, como a revitalizacao do
Centro de Formagao, a captacdo de novos patrocinadores,
com a formagao de um novo grupo de trabalho Casio+. Con-
seguimos ainda estreitar a comunicag¢io com os sécios e
também com a populagdo em geral, ao fazer-se uma maior
divulgacdo da associagdo, dando voz as nossas opinides e
inquietagdes em diferentes 6rgaos de comunicacao social.
Os quais solicitaram frequentemente a opinio da Direcio
sobre questdes relacionadas com a Educacio Matematica
que foram esclarecidas de modo a elucidar o publico em ge-
ral. Desenvolveram-se também vdrias parcerias no 4mbito
da promogao de atividades de caracter cientifico, pedagégi-
co e cultural. Revitalizimos alguns nuicleos regionalis, estru-
turas que considero fundamentais para o desenvolvimento
e expansdo da APM. Os nticleos tém um papel de proximi-
dade, que pode facilitar a comunicago entre os professo-
res e a APM e vice-versa, conseguindo-se assim apoiar um

maior niimero de professores de matemética na sua préti-
ca letiva, oferecendo-lhes um maior niimero de oportuni-
dades de estimular o seu desenvolvimento profissional. Os
nucleos tornam assim possivel um dos objetivos da asso-
ciacdo, tornar-se mais préxima dos professores, o que em
dltima instancia poderd permitir a recuperacio de antigos
e/ou a captacgio de novos sécios.

E agora?! AAPM ji chegou 4 idade adulta, 30 anos, mas
ainda mantém algumas insegurancas da juventude. Atual-
mente atravessa um periodo de grande fragilidade, o que
na minha opinido ndo s6 é normal como, se bem utilizado,
pode ser até positivo. Somos uma associagdo com profes-
sores de todos os niveis de ensino, do pré-escolar ao Ensi-
no Superior, com faixas etérias e vivéncias muito distintas,
de norte a sul do pafs, o que é excelente e muito nos orgu-
lha, mas também nos traz algumas dificuldades. Como a
Rita Bastos refere na revista n® 137, “Existem dentro da APM
posicoes individuais de todos os tipos.” E o dificil é convi-
ver com “essa pluralidade de posicdes” e ao mesmo tem-
po definir o rumo que a associagao pretende seguir. Qual &
o seu caminho futuro? Onde se deve posicionar nas gran-
des questdes sobre educagdo? Qual o papel que a APM deve
desempenhar futuramente? Além das reflexdes de fundo é
ainda essencial continuar o trabalho didrio, perspetivando
novas formas de organizacdo, novos projetos a desenvol-
ver, novas ideias.

Tenho a mais plena convicgdo que a APM se saber4 (re)
encontrar enquanto associagdo, (re)definindo o seu papel
na sociedade atual, indo de encontro aos novos professo-
res e pensando numa nova Escola.

Apesar das diferencas, estamos (todos os sécios) de pa-
rabéns, Parabéns APM!

ELsa BARBOSA
PRESIDENTE DA DIREGAO DA APM EM 2010/2012
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TECNOLOGIAS NA EDUCACAO MATEMATICA

ANTONIO DOMINGOS

Atropelados pela tecnologia?

Todos os dias recebemos noticias de novas tecnologias dis-
poniveis para o grande publico assim como de novas utili-
zagdes educacionais dessas tecnologias. Antigas tecnolo-
gias vdo-se renovando e tornam-se mais sofisticadas nas
suas utilizacdes. Das primeiras podemos citar os novos
6culos da GOOGLE conectados a internet ou o “casamen-
to” milagroso entre os teleméveis e os computadores que
nos trouxeram os computadores sensiveis ao tato ou a voz.
Das segundas cito por exemplo a utilizagao que Margari-
da Oliveira faz na sua tese “Da modelacdo matemadtica a
simulagdao computacional - A experimentacdo matemdtica
no ensino” das possibilidades das folhas de célculo que lhe
permitem concluir que “a énfase nas aplicacdes e a inte-
gracdo das novas tecnologias nas aulas de matematica é
uma prética que deve ser implementada em todos os ni-

n

veis de ensino, do bdsico ao superior”. No mesmo senti-
do posso também citar as novas roupagens de linguagens
de programacdo educacionais do tipo do LOGO como € o

caso do SCRATCH.

Cada vez mais observamos utilizacdes novas e profun-
das da tecnologia, desde a surpreendente precisao mate-
madtica das viagens espaciais (como é possivel que a nave
espacial Juno entrasse em 6rbita em volta de Jupiter, exa-
tamente como previsto, apds uma viagem espacial solita-
ria de 5 anos?) até a combinagdo da tecnologia mével com
acompanhamento humano a distdncia nomeadamente na
drea da Medicina.

Surpreendentemente, ou nao, todos os dias encontramos
resisténcias ao uso da Tecnologia em muitos niveis, incluin-
do o escolar. Noticias recentes sobre um estudo da OCDE
(Organizagéo para a Cooperagdo e Desenvolvimento Econémi-
co), usando dados do estudo PISA (Programme for Interna-
tional Student Assessment), sobre o uso das TIC nas escolas
levaram a titulos alarmantes como “Estudo surpreendente
da OCDE conclui que computadores ndo melhoram apro-
veitamento dos alunos - Estudo da OCDE desmonta rela-
¢3o entre acesso a tecnologias e melhores desempenhos
escolares” (Jornal de Noticias, 15-9-2015), ou “Mais com-
putadores n3o significam melhores resultados na escola”
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(TSF, 15-9-2015). Estes tftulos parecem indicar que o uso
dos computadores nas escolas é negativo, quando de fac-
to o estudo da OCDE conclui que “a realidade nas escolas
estd muito atrds das promessas da tecnologia” e que “a tec-
nologia ndo tem contribuido para colmatar o fosso de com-
peténcias que separa os estudantes com posses daqueles
com menor poder econémico”. Efetivamente o estudo in-
dica de forma categdrica que “a tecnologia é o tinico cami-
nho para alargar dramaticamente o acesso ao conhecimen-
to” e questiona, por exemplo, vdrias op¢des atuais como
“porque devem os estudantes estar limitados por um ma-
nual escolar que foi impresso dois anos antes, e talvez pla-
neado dez anos antes, quando poderiam ter acesso ao ma-
nual escolar melhor e mais atualizado do mundo?” Claro
que os resultados ndo sdo automdticos e muitas vezes a
utilizacdo inadequada da tecnologia cria mais problemas
do que os que resolve.

O muito badalado estudo PISA da OCDE ja incorpo-
ra regularmente calculadoras cientificas nas suas avalia-
¢des. Desde o inicio que nos estudos do PISA a calculadora
era permitida num pafs, se tal fosse consistente com as
politicas nacionais do pafs em causa. Contudo, as questoes
dos primeiros estudos do PISA foram construidas demodo
a serem “neutrais” relativamente ao uso de calculadoras.

A situag@o mudou no estudo PISA de 2012 pois nalgu-
mas questdes o uso da calculadora seria vantajoso para o
estudante que a usasse. A partir de 2015 as questSes passa-
ram a incluir uma calculadora em linha em algumas ques-
toes, visto que os estudantes passaram a usar um compu-
tador para receber os enunciados e elaborar as respostas. A
politica da OCDE mudou porque o PISA entende que o uso
do computador permite usar um espectro mais alargado de
ferramentas matemadticas, embora para permitir o maximo
de comparabilidade com o estudo de 2012, em 2015 s6 foi
usada uma calculadora cientifica em linha®. Como serd o
estudo PISA de 2018?

Atualmente ¢ possivel fazer cursos totalmente em linha,
integrados ou ndo em programas de estudo formais, estan-
do ja disponiveis centenas (talvez milhares) de cursos, na
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sua maioria de utilizac@o gratuita. A Universidade de Coim-
bra tem oferecido alguns desses cursos, embora sujeitos
a pagamento. Mais recentemente estd a desenvolver um
curso gratuito em linha chamado ReM@®t, para apoio
na drea da Matemdtica, na transicdo do secundério ao
superior?.

A Dinamarca ja desde 2009 que autoriza o uso da inter-
net nalguns exames, visto que entende que a competéncia
de pesquisa de informacdo na internet é essencial para os
futuros cidaddos. Os responséveis dinamarqueses s3o cons-
tantemente questionados sobre o “copianco” e o “plagio”
nos exames, problema que, confessam, n3o resolveram to-
talmente mas, contrapdem, esse é um problema muito an-
tigo; e citam os didrios de Hans Christian Andersen para
provar que o “copianco” existe pelo menos desde 1823: An-
dersen n3o era muito bom a Matematica mas era bom a Di-
namarqués enquanto que um amigo dele era exatamente o
contrdrio; entdo trocavam pequenas notas em papel para
se entreajudarem nos “momentos dificeis” quando o pro-
fessor virava as costas.

A Finlandia comecou em 2016 a usar exclusivamente
computadores ligados via internet ao Ministério da Edu-
cacgdo para fazer os exames finais do Ensino Secundério.
Assim, os alunos terdo acesso a uma série de ferramentas
informaticas (mas ndo tém acesso livre a internet) que per-
mite que os enunciados dos exames contenham, por exem-
plo, videos, e, no caso da Matemdtica, acesso a software
como o Geogebra ou aos emuladores de calculadoras gra-
ficas com CAS.

Assim as salas de exame na Finléndia passaram a terum
aspeto muito diferente do habitual (Figura 1):

O mundo mudou inexoravelmente. O mundo da internet até
nos oferece novas palavras correspondentes a novas ativi-
dades. GOOGLAR (ler gu'glar) j& é uma palavra portuguesa
presente no diciondrio (pelo menos nos mais atualizados):

googlar in Diciondrio da Lingua Portuguesa com Acordo Or-
togréfico [em linha]. Porto: Porto Editora, 2003-2016. [consult.
2016-07-18 11:48:27]. Disponivel na Internet: http://www.info-
pedia.pt/dicionarios/lingua-portuguesa/googlar

No futuro, para ndo sermos atropelados pela tecnologia te-
remos de ter respostas claras a questdes como esta: qual
o conhecimento e capacidades importantes no século XXI
quando temos acesso a tantas fontes de informagao? Como
mudara a pratica das disciplinas com a generalizacdo das
TIC? Se as TIC s3o usadas regularmente nas aulas, porque
ndo podem ser usadas nos exames? Se saber tirar partido
do acesso a internet (por exemplo googlar, usar bases de
dados ou interpretar infografias) faz parte das capacidades
essenciais para o século XXI, como incluir nas aulas ativi-
dades que as desenvolvam e como testar essas competén-
cias nos exames?

JAIME CARVALHO E SILVA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
UNIVERSIDADE DE COIMBRA

Notas

M Qliveira, M. “Da modelagio matemdtica & simulagio compu-
tacional - A experimentacdo matemdtica no ensino”, Tese de
doutoramento, Universidade do Minho, 2015.

Pl OECD (2010), Draft PISA 2012 Mathematics Framework. OECD
publishing, http://www.oecd.org/pisa/pisaproducts/46961598.
pdf

Bl Salvador, T.; Carvalho e Silva, J.; Albuquerque, H.; Marques, |.;
Mendes, A.]. (2016) ReM @t - Recuperar a Matemitica a Dis-
tdncia: Ano Zero. XVIIl Simpdsio Internacional de Informadtica
Educativa, SIIE 2016. Universidade de Salamanca, Espanha.

Figura 1. Foto de DIGABI.FI
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O concurso DESAFIOS e o
desenvolvimento da criatividade

DiINA TAVARES
Hfiia PiNTO

MARINA RODRIGUES

Recentes investigacdes sugerem que a aprendizagem da Ma-
tematica através da exploracdo de tarefas desafiantes, no-
meadamente a resolucio efou formulacio de problemas,
promove nos alunos o desenvolvimento do seu potencial
criativo (e.g. Gontijo, 2015; Vale, 2015). Neste sentido, apre-
sentam-se alguns resultados de um estudo mais alargado
que procura analisar e compreender a criatividade de alu-
nos do 1.° Ciclo do Ensino Basico no dmbito do concurso
DESAFIOS, uma iniciativa da seccio de Matemética da Es-
cola Superior de Educac¢io e Ciéncias Sociais do Instituto
Politécnico de Leiria.

Assim, foi analisada uma tarefa de andlise de dados que
constava da prova final do concurso DESAFIOS 2016, re-
lativo ao 1.° CEB, com o objetivo de compreender a criati-
vidade dos alunos do 4.° ano na sua resolugio.

Segue-se uma breve fundamentacio sobre as tematicas
envolvidas no estudo, nomeadamente as relativas a criati-
vidade e a analise de dados. Posteriormente, surge a meto-
dologia adotada, a apresentacio dos resultados e por tlti-
mo, algumas consideracdes finais.

ANALISE DE DADOS E CRIATIVIDADE

Numa sociedade em que os desafios sociais, tecnoldgicos,
culturais e mesmo econémicos valorizam cada vez mais
o pensamento divergente, a criatividade surge-nos como
uma capacidade fundamentada em comportamentos fle-
xiveis e inovadores, conducente a criacdo e ndo a mera re-
producio. Deste modo, nesta era da informacio, se que-
remos compreender o mundo que nos rodeia, é essencial
ter conhecimentos que permitam gerir a informacdo e to-
mar decisdes de forma critica e informada (NCTM, 2007;
Reading, 2011). Nesse sentido, Martins e Ponte (2010) in-
dicam que “o objetivo do ensino da Estatistica, a nivel ele-
mentar, é, antes de mais, promover a literacia estatistica”
(p- 7), que definem como a capacidade que nos permite

34

interpretar a informacdo, avaliar a sua credibilidade e pro-
duzir nova informacao. Também Gal (2002) associa a lite-
racia estatistica & capacidade para interpretar e avaliar de
forma critica informacio estatistica, discutindo-a e comu-
nicando-a. Assim, somos conduzidos aos trés niveis de lei-
tura e compreensio de tabelas definidos por Curcio (1989),
nomeadamente, Nivel 1: Ler os dados — leitura direta sem
qualquer interpretacdo, atendendo apenas a factos repre-
sentados explicitamente; Nivel 2: Ler entre os dados — lei-
tura que requer um nivel de comparacio, o conhecimen-
to de conceitos e habilidades matem4ticas, que permitem
a identificagdo de relagdes matemdticas; Nivel 3: Ler além
dos dados — Leitura com amplia¢do dos conceitos, a predi-
¢lo, a inferéncia em funcio de dados que nio se refletem
diretamente na tabela/grafico; e ainda, sugerido por Shau-
ghnessy (2007), o Nivel 4: Ler por detris dos dados — quan-
do sdo feitas conexdes entre os dados e o contexto.

Por outro lado, recentes investigactes realizadas em
Portugal (Pinheiro & Vale, 2013; Carreira & Amaral, 2013;
Vale & Pimentel, 2015), tém vindo a mostrar como a edu-
cacdo matemdtica e a criatividade podem andar de mios
dadas e que a Gltima depende mais das experiéncias edu-
cativas e das interacdes que estas proporcionam, do que
dos contetidos envolvidos (Vale & Pimentel, 2015). Esta-
mos, assim, a falar de uma capacidade transversal que, ape-
sar de ainda pouco valorizada nas aulas de matematica,
pode ser ensinada e aprendida. Na realidade, Gontijo (2015)
refere que apesar de reconhecida como uma importante
capacidade transversal, a criatividade ndo tem merecido,
ainda, o desenvolvimento que o autor considera fundamen-
tal para que a sua manifesta¢do seja uma presenca consis-
tente na sala de aula.

No entanto, t3o ou mais importante que o papel do pro-
fessor neste caminho de desenvolvimento da criatividade, é
o do aluno. Para Gontijo (2015) s3o varias as condicdes cen-
tradas no aluno, que contribuem para o desenvolvimento




da sua criatividade. Destacamos o conhecimento matema-
tico, pois a bagagem de conhecimentos sobre a irea em es-
tudo é essencial e determinante no processo criativo, bem
como o envolvimento na tarefa, uma vez que a criativida-
de esta diretamente ligada 4 vontade e ao entusiasmo com
que o aluno reage e se empenha na realizacio da proposta.
Estamos, portanto, na presenca de uma atividade que asso-
cia aspetos cognitivos a afetividade (Gortijo, 2015).

Porém desenvolver a criatividade, de acordo com Silver
(1997), requer o desenvolvimento de quatro componentes:
(i) fluéncia, relacionada com a capacidade de produzir um
grande nlimero de resolugdes ou ideias para uma mesma
tarefa; (ii) flexibilidade, relativa A capacidade de apresen-
tar diferentes categorias de respostas, ou seja, de mostrar
pensamentos e ideias divergentes exprimindo-os ou justi-
ficando-os; (iii) originalidade, que envolve a capacidade de
ser diferente, produzindo ideias nio usuais e nio conven-
cionais; e (iv) elaboragdo, relacionada com a capacidade de
apresentar um grande ntimero de particularidades relati-
vas a uma ideia. Sintetizando, a criatividade compreende
a capacidade de ser inovador perante diferentes ideias, re-
correndo a vivéncias anteriores e aplicando-as a novas si-
tuacdes de modo original e diversificado (Duffy, 2004, ci-
tado por Vieira, (2015)).

Na aula de matematica a criatividade surge normalmen-
te associada a resolugdo e/ou a formulagio de problemas.
De acordo com Pinheiro (2015), a atividade de formulacio
de problemas permite inovar criando, facilitando o apro-
fundamento de ideias e conceitos, promovendo a constru-
¢3o de aprendizagens significativas. Ja Polya (2003) salien-
tava que a resolugdo de problemas que permita a utilizacio
de variadas estratégias de resolucio, associada 3 formula-
¢3o de problemas, deve ser uma dimensio sempre presen-
te na educagdo matematica. Na mesma linha de pensamen-
to, Silver (1997) alerta para a importincia da resolucio de
problemas e da formulac3o de problemas, como induto-
res da criatividade.

Diremos entao, que sao estes dois processos (resolucio
e formulagao de problemas) que levam & compreensio das
ideias fundamentais em matematica, estimulando a flexi-
bilidade e a originalidade, componentes estruturantes da
criatividade (Vale, 2015).

No entanto, a selegao dos contextos a partir dos quais
se formulam ou resolvem problemas nio é aleatéria. Os
problemas devem permitir que os alunos tomem decisdes,
definam estratégias diferentes e variadas, apresentem so-
lugbes/formulagdes distintas, pelo que deverio ser privile-
giados os problemas abertos no sentido que lhes é dado por
Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pimentel (2008).

Deste modo, contextos de concursos e/ou desafios fora
da sala de aula, que promovam a resolugio de problemas,
selecionados de modo a provocarem a curiosidade, o ra-
ciocinio e a comunicagdo, permitindo aos alunos liberdade
para construirem as suas resolu¢des, constituem-se como
uma ocasido potenciadora da criatividade. Este tipo de con-
cursos, associando a dimensao cognitiva 2 afetiva, permite,
de acordo com Freimar e Lirett (2013, citados por Carreira
e Amaral (2013)), 0 desenvolvimento do poder matematico
dos alunos em circunstincias diferentes das da sala de aula,
facilitando, igualmente, a construgio de uma imagem da
matematica muito para além das técnicas, regras e proce-
dimentos. Tal como referem Carreira e Amaral (2013), “as
competi¢oes matematicas surgem como parceiros da esco-
la, ou seja, como promotores de uma aprendizagem para-
lela e complementar daquela que é intencionada pelo cur-
riculo escolar” (p. 497) e por conseguinte, constituem-se
como potenciadores da criatividade dos alunos.

O concurso DESAFIOS

O concurso DESAFIOS é um concurso de resolugio de pro-
blemas, promovido anualmente pela Escola Superior de Edu-
cacdo e Ciéncias Sociais (ESECS) do IPLeiria, em parceria
com a Associagdo de Professores de Matemética (APM), e
surgiu em 2000, no ambito das comemoracoes do Ano In-
ternacional da Matematica. Este concurso tem como prin-
cipais objetivos estimular os alunos para a aprendizagem
da Matematica de forma informal, valorizando a resolu-
¢io de problemas, o raciocinio matemético e a comunica-
¢do matemdtica, bem como promover o espirito de inicia-
tiva e de competicao.

O concurso dirige-se a alunos do distrito de Leiria e,
atualmente, envolve duas iniciativas: Desafios 1.° ciclo dirigi-
do a alunos do 4.° ano de escolaridade e desde 2015, Desafios
2.%ciclo, que abrange alunos dos 5.% e 6.° anos de escolaridade.

Ambas as iniciativas decorrem em duas fases: a Fase Eli-
minatoria e a Fase Final. Na Fase Eliminatéria, que se reali-
za em marco nas escolas que procedam 2 inscri¢do online
no site do concurso http://sites.ipleiria.pt/desafiosmatema-
tica/, todos os alunos tém de resolver, individualmente, um
conjunto de quatro problemas matematicos. Desta fase sdo

apurados os alunos que obtiverem melhores resultados e
ainda o melhor aluno de cada concelho, no caso do 1.° ciclo,
ou o melhor de cada escola, no caso do 2.° ciclo. Apos esta
fase de selecdo, os alunos finalistas tém a oportunidade de
participar na Fase Final, que se realiza em maio na ESECS-
IPLeiria, e que consiste novamente na resolugio de quatro
problemas matemiticos diferenciados. Depois de avaliadas
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e classificadas as resolucdes dos alunos, s3o apurados e pre-
miados os trés vencedores de cada iniciativa.

A concecio dos problemas é feita de acordo com as
orientacdes curriculares de cada ciclo, privilegiando-se
problemas contextualizados e estimulantes, de modo a que
os alunos mobilizem conceitos, procedimentos e formas de
raciocinio e de comunica¢do matematica, bem como um
gosto especial por fazer Matematica.

No ano letivo de 2015/2016, este concurso contou com
a participacdo de cerca de 2600 criangas provenientes de
92 escolas do distrito de Leiria: 1365 criangas participan-
tes na XVII edicdo dos Desafios 1.° ciclo e 1247 criangas
participantes na II edicdo dos Desafios 2.° ciclo. Para a
Fase Final, que se realizou no dia o4 de maio de 2016
na ESECS, foram selecionados, de acordo com os critérios
anteriormente definidos, 54 alunos na categoria Desafios
1.° ciclo e 53 alunos na categoria Desafios 2.° ciclo.

O CONTEXTO DE ESTUDO

No contexto da participa¢do dos alunos no concurso DE-
SAFIOS e de modo a atingir o objetivo do estudo, ado-
tou-se uma metodologia qualitativa de cariz interpretati-
vo, uma vez que se pretende analisar e compreender um
fenémeno em contexto natural: a criatividade emergente
na resolucdo e formulagdo de problemas em contexto
extra-aula. Assim, surge a pertinéncia de analisar detalha-

3. Horas de sono

A dirglora de turma do Antdnio fez um guesliondre no qual perguniava guanlas horas,
aproximadamente, 08 aknos costumam dormir por dia. Tedos os alunos da turma responderam
80 queslondnd,

A tabela seguinte mostra os resuitados oblidos

Nimero de horas | Rapazes | Rapargas

[] [ z

L] 1 4

10 f ]

a) O grifico ¢e barras seguinie ndo estd compiety. Completa-c de agordo com a informagio

apresenlada na tatela

Horas de Sono

-Rapazos

I Roparigas

Ndmero de horas de Sono

Figura 1. Tarefa da prova da fase final dos DESAFIOS 1° CEB
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damente alguns procedimentos, interpretagoes e dificul-
dades dos alunos, bem como as suas competéncias criati-
vas no Ambito da resoluciio de problemas. Desta forma, foi
escolhida a alinea b) de uma tarefa da Fase Final dos De-
safios 1.° ciclo, do ano letivo 2015/2016, intitulada “Horas
de sono” (Figura 1).

Esta tarefa exigia aos alunos conhecimentos ao nivel do
topico de Organizacdo e Tratamento de Dados, nomeada-
mente, no que concerne 3 andlise, interpreta¢do e repre-
sentacdo de dados, bem como a elaboragdo de uma noticia
acerca do tema horas de sono. Assim, a andlise das produ-
¢oes apresentadas pelos 53 alunos teve em conta quer os
niveis de criatividade definidos por Silver (1077), quer os
quatro niveis de leitura e compreensio de graficos/tabelas
definidos por Curcio (1989) e Shaughnessy (2007). Nes-
ta fase, participaram 53 alunos do 4.° ano de escolaridade,
uma vez que dos 54 alunos apurados na fase eliminatoria,
um aluno faltou.

RESULTADOS

Uma andlise das 53 producdes apresentadas pelos alunos
na resolucdo da tarefa em estudo, mostra que apenas 1 nao
respondeu e 3 apresentaram respostas erradas. Porém, ve-
rificou-se que a maioria dos alunos, 35, se limitou a descre-
ver os dados apresentados na tabela (e.g. Figura 2), ou seja,
a uma leitura direta sem qualquer interpretacdo, atenden-
do apenas aos factos representados.
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Figura 2. Produgdo de nivel |

Assim, estes alunos parecem encontrar-se no nivel 1 de lei-
tura e compreensio de tabelas definido por Curcio (1989)
e por conseguinte, evidenciam um parco desenvolvimen-
to de qualquer uma das componentes da criatividade con-
sideradas por Silver (1997).

Ainda dos 53 alunos, 5 parecem estabelecer conexdes
entre os resultados apresentados e outros conteidos ma-
tematicos (e. g. Figuras 3 e 4), ou seja, realizam uma lei-
tura que requer um nivel de comparacdo, o conhecimen-
to de conceitos e habilidades matematicas, que permitem
a identifica¢do de relacdoes matematicas.
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Figura 3, Producdo de nivel 2

Deste modo, estes alunos parecem encontrar-se no nivel
2 de leitura e compreensio de tabelas definido por Curcio
(1989). No entanto, ao recorrerem aos niimeros racionais
e medidas estatisticas (Figura 3), bem como 2 frequéncia
relativa (Figura 4), apresentam alguma diversidade de por-
menores para a mesma ideia, pelo que revelam algum grau
de elaboracdo, uma das componentes da criatividade con-
sideradas por Silver (1997).
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Figura 4. Producdo de nivel 2

A outro nivel surgem ainda 9 producdes, onde os alu-
nos parecem ter feito uma conexdo entre os dados e o seu
contexto. Assim, 5 destes alunos, de modo distinto, apre-
sentam uma reflexao sobre as horas de sono apresentadas
e 0 que consideram ser as adequadas para as suas idades

(e. g. Figura 5).
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Figura 5. Producdo de nivel 4

Outros 3 alunos, também de forma diversa, relacionam
as horas de sono apresentadas, com implicacdes nos seus
comportamentos e atitudes (e. g. Figura 6).

Figura 6. Producio de nivel 4

Por tltimo, 1 aluno parece relacionar os dados apresenta-
dos com um contexto de muitas horas de sono e por con-
seguinte, alvo privilegiado de um mercado de produtos re-
lacionados com o ato de dormir (Figura 7).

Figura 7. Producdo de nivel 4

Deste modo, estes g alunos parecem conseguir ler por de-
trés dos dados, na medida em que fazem conexdes entre
os dados e o contexto, pelo que parecem encontrar-se no
nivel 4 de leitura e compreensdo de tabelas definido Shau-
ghnessy (2007).

Estas producoes revelam ainda alguma criatividade, no-
meadamente no que concerne 3 componente da originalida-
de, que envolve a capacidade de ser diferente, produzindo
ideias ndo usuais e nio convencionais, conforme definida
por Silver (1997). Porém, ndo serd alheia 4 sua criatividade
o facto de estes alunos revelarem um maior conhecimento
estatistico, na medida em que ndo se limitam a uma ana-
lise numérica da tabela, procurando realizar alguma refle-
xdo critica a partir da informac3o.

Assim, a anilise feita as 53 producdes sugere alguma
conexdo entre os conhecimentos dos alunos e a criativida-
de, conforme sugerido por Gontijo (2015), uma vez que 4

medida que aumenta o nivel de leitura e compreensdo de
tabelas definido por Curcio (1989) e Shaughnessy (2007),
parece aumentar o potencial criativo.
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CONSIDERAGOES FINAIS

A anilise dos dados deste estudo sugere que o conhecimen-
to dos alunos ao nivel da leitura e compreensio de tabelas
se situa maioritariamente nos niveis mais elementares de-
finidos por Curcio (1989). Destes, apenas os 5 alunos que
atingiram o nivel 2, apresentaram alguma diversidade de
pormenores para a mesma ideia, revelando algum grau de
elaboracdo, uma das componentes da criatividade conside-
radas por Silver (1997).

Porém, existe um grupo de g alunos, que atingiu o nivel
4 de leitura e compreensio de tabelas, definido por Shau-
ghnessy (2007). Estes alunos produziram ideias diferen-
tes, ndo convencionais, pelo que revelaram alguma origi-
nalidade nas suas produgdes, outra das componentes da
criatividade definida por Silver (1997).

Por conseguinte, a analise feita as 53 produgdes sugere
que o conhecimento sobre a drea em estudo é essencial e
determinante no processo criativo, corroborando as ideias
de Gontijo (2015). Porém, a par dos aspetos cognitivos, 0 au-
tor também enfatiza os aspetos afetivos, considerando que
a criatividade associa estes dois aspetos. Assim, no contex-
to estudado, os aspetos afetivos parecem inerentes ao mes-
mo, na medida em que este tipo de concurso associa a di-
mensao cognitiva 4 afetiva (Freimar & Lirett, 2013, citados
por Carreira e Amaral (2013)).

Apesar do anteriormente exposto, os resultados obtidos
sugerem um parco desenvolvimento da capacidade criativa
dos alunos, ja que a maioria se limitou a apresentar um re-
sumo dos dados que constavam na tabela de frequéncias.

Muitos sdo os fatores que podem ter contribuido para estes
resultados, porém nio serdo alheios aos mesmos, a pouca
valorizac¢io da criatividade nas salas de aula de matematica.
Porém, sendo este um assunto que apenas recentemente
tem merecido o interesse e a apropriagdo por parte da inves-
tigacdo em Educacdo Matematica em Portugal, podera sig-
nificar que os estudos ji realizados neste dominio nao tive-
ram ainda o impacto desejado na aula de matematica, quer
ao nivel da importincia que lhes é dado pelos professores,
quer ao nivel da integracdo que os alunos fazem deste as-
sunto, nas suas produg¢des matemdticas. Assim, esta é uma
tematica para a qual se sugere mais investiga¢do.

Dina TAVARES

NIDE — ESECS/Instituto Politécnico de Leiria
Ht1ia PiNTo

NIDE — ESECS/Instituto Politécnico de Leiria
MARINA RODRIGUES

NIDE — ESECS/Instituto Politécnico de Leiria
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AS ORIGENS

Nio é possivel, de um ponto de vista historiografico, iden-
tificar Matemadtica com demonstragdo. Seguramente, as pri-
meiras consideracdes matematicas nio foram do tipo de-
dutivo, tampouco este corpo evolutivo de conhecimento
matemitico se foi edificando alicercado em demonstracoes.

Correndo o risco de alguma especulagio, pode dizer-se
que o primeiro artefacto matematico conhecido foi produ-
zido no Paleolitico Superior, mais precisamente, cerca de
20 0oo a.C. Trata-se do osso de Ishango, contendo uma sé-
rie de entalhes que sugerem a possibilidade de se tratar de
um instrumento de contagem.'

Avancando 15 000 anos, ji é possivel considerar exem-
plos de um conhecimento matematico ndo negligencia-
vel, primeiro entre os Sumérios e posteriormente entre os
Babilénios.*

A civiliza¢do egipcia revela-se igualmente uma produ-
tora de conhecimento matematico: o papiro de Rhind, es-
crito cerca de 1650 a.C., consiste numa espécie de manual
de aritmética e geometria. Embora nao contenha demons-
tracdes de factos matematicos revela um grande conheci-
mento acerca dos algoritmos aritméticos, niimeros compos-
tos e nimeros primos, médias geométricas e harmoénicas
bem como, conhecimento acerca da resolucio de certos ti-
pos simples de equagdes.

Ambos os casos indicam a existéncia de uma activida-
de matemadtica criativa mas nao dedutiva.

O salto conceptual necessario a transformagio da Ma-
tematica numa actividade dedutiva foi dado pelos gregos.
Isso comegou a acontecer, muito provavelmente, logo a par-
tir de Tales de Mileto (c. 624 a.C.—c. 546 a.C), de quem se
diz ter estado na origem da filosofia especulativa. Quando
Euclides (fl. 300 a.C.) escreve os seus Elementos ja a no¢ao
de demonstragio ocupa nos trabalhos matematicos, neste
em particular, um lugar central.

Para Aristoteles (384 a.C.—322 a.C.) o conhecimento é
dedutivo, i.e. obtém-se através da demonstracao (apodeixis)
possuindo uma forma bem determinada: a inferéncia si-
logistica. Deste modo a demonstracio assenta firmemen-
te num formalismo légico: a logica silogistica. Dado que a
estrutura de um silogismo é reconhecivel de forma objecti-
va, a demonstracdo assegura, de modo absoluto, que a ver-
dade se transmite das hipdteses as conclusdes.

Contudo, qualquer sistema dedutivo necessita de um
ponto de partida, obtido através da incorporacao de primei-
ros principios (arché), principios estes, indemonstraveis.
Aristoteles sabia-o bem e nos Analiticos Posteriores tenta ca-
racterizar o processo através do qual estes primeiros prin-
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cipios sdo isolados (um processo mental envolvendo per-
cepcdo sensorial, memoria e experiéncia).

O silogismo (na realidade algumas formas silogisticas)
sdo, por assim dizer, arquétipos formais de um argumen-
to ideal. Contudo, a importincia tedrica que lhe é conferi-
da por Aristételes ndo tem correspondéncia na sua prépria
pratica. Mesmo os Elementos, ndo contém um tnico argu-
mento silogistico. Isto, apesar de estruturalmente, consti-
tufrem um edificio axiomatico-dedutivo nos termos descri-
tos por Aristoteles.

Claro que a natureza da propria logica aristotélica, que
nio é uma légica proposicional como aquela que hoje usa-
mos, levanta dificuldades 4 reducio de argumentos, ainda
que validos, a forma silogistica. Muito naturalmente, os
argumentos eram preferencialmente descritos numa ou-
tra forma, mais natural. Contudo, é possivel que tal como
hoje a sua validacio correspondesse ao reconhecimento
mais ou menos intuitivo de que, em cada caso, uma tal re-
dugdo era possivel.

A légica como hoje a conhecemos é uma evolugdo ope-
rada a partir da 16gica aristotélica e, ainda mais directamen-
te, operada a partir da légica dos estéicos (essa sim uma
légica proposicional). Paralelamente, a nocio de demons-
tragdo, também ela sofreu uma evolugdo.

Permanecem, apesar destas mudangas, os objectivos fun-
damentais enunciados em Aristételes: assegurar de forma
absolutamente correcta a transmissdo da verdade.3

A DEMONSTRACAO E O SEU PAPEL EM
MATEMATICA

A Matematica constitui um dominio do conhecimento que
é peculiar e em larga medida singular. A natureza de cada
um dos seus objectos, independentemente do seu estatu-
to ontolégico, é altamente abstracto e a Matematica identi-
ficada com o seu método s6 é possivel gracas a este facto.

O inicio do século 20 foi marcado por grandes esforcos
fundacionais. Uma das preocupag¢oes de Hilbert era for-
necer uma demonstracdo finitiria da consisténcia da Ma-
temdtica. Entre as componentes essenciais a realizacio
de um tal propésito, ocupando um lugar central, surgia o
método axiomdtico e, em particular, a no¢do de demonstra-
¢dio. De acordo com o préprio Hilbert uma demonstragio
(formal) de uma proposicdo ¢ consiste numa sequéncia
finita de proposig¢ges (€ .£,,...E,) onde § = ¢ e cada §,
ou é um axioma logico ou entdo resulta da aplicacao
de uma regra dedutiva a proposicdes que precedem & na
sequéncia.*
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V=V E,=E F=F-1

V=V, Eg=Ea-1 Fy=F=1
V3—53+F3=VQ—E2+F2

Figura 1. A construcao de Cauchy no caso de um cubo

Se I' € um conjunto de axiomas e se existe uma demons-
tracio de ¢ que recorre aos axiomas de I escrevemos I |— @
(e dizemos que T demonstra @ ).

Desde que as proposicdes sejam expressas numa
inguagem formal, a verificagdo de que uma dada sequéncia
(€, &, E,) € uma demonstragao de & constitui um pro-
cedimento mecanico, ausente de qualquer tipo de subjec-
tividade.

Estamos perante uma nogdo moderna que, embora per-
mita encarar as demonstracdes como objectos matemati-
cos, exclui desta categoria argumentos baseados em cons-
trucdes e procedimentos como o sdo todas as construgoes
com régua e compasso que surgem nos Elementos de Eu-
clides, ou como a famosa demonstragido que Cauchy forne-
ceu para a igualdade de Euler (supostamente valida para
todos os poliedros): V— E + F = 2 onde (V é o niimero de
vértices, E é o nimero de arestas e F é o niimero de faces).
A demonstraciio de Cauchy consiste num procedimento’ que
visa reduzir o poliedro original a um objecto mais simples

Vy=Vy=1,E=Ey=2,Fy = Fy -1
V4“E4+F4=V3—E3+F3

Vb=V, Ez=E+F FR=2F
Vo-E+FR=V~-E+F

V-E+F=1

onde a verifica¢io da igualdade é trivial. O procedimento
é tal que a relacdo se conserva ao longo do processo. Con-
siste no seguinte: (1) remover uma das faces e projectar a
figura resultante no plano (na figura projectada, o nu-
mero de faces (projectadas) decresce uma unidade, i.e.,
V,=V,E =EeF, =F-1); (2) Triangular cada face; (3) Re-
mover os tridngulos um a um até restar apenas um trian-
gulo. (O valor da expressdo V — E + F permanece inal-
terado desde a figura projectada até ao tridngulo final e,
neste Gltimo caso é facil determinar o seu valor que é 1.)
Como na figura projectada o numero de faces ¢ menos uma
unidade que no poliedro, mantendo-se V e E inalterados,
tem-se V- E + F = 2 para o poliedro. Na figura 1 descre-
vem-se graficamente as diferentes etapas deste processo,
tomando um cubo como ponto de partida.®

E facil verificar que este tipo de argumento nio passa
no crivo de Hilbert e por diversas razdes. Desde logo nao
é um argumento estritamente légico, ele depende de uma
certa intuicdo visual que evidentemente se encontra con-
finada a informacdo proporcionada por um nimero limi-
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tado de visualizacdes, incompativel com a universalidade
do resultado.

Devido 2 sua génese uma prova no sentido de Hilbert
nio possui lacunas. Neste caso elas abundam, nio é claro
que este tipo de procedimento possa ser feito conduzido
em todos os casos nem que, sendo possivel com diferentes
opgdes, elas conduzam a um mesmo desfecho.

Finalmente a demonstracio de uma proposicao nos ter-
mos de Hilbert corresponde a um objecto definitivo. Neste
caso estamos perante uma receita que deve ser aplicada a
cada caso particular para produzir uma demonstragao con-
creta para esse caso. De qualquer forma, é humanamen-
te impossivel, a menos que se recorra a um certo tipo de
generalizacdo, verificar uma quantidade infinita de casos.

Num ensaio, em 1945, C. G. Hempel” afirmava que «o
método da Matemética é a demonstracdo». Ainda que, como
o proprio reconhecia, «os sistemas matematicos assentam
em axiomas que, em si mesmos, nio se podem justificar
através da deducio.»

Tomada 2 letra, esta opinido, conjugada com a concep-
cdo hilbertiana de demonstragdo, desqualificaria uma parte
muito significativa da Matematica produzida até ao século
20. De resto, nem Hempel nem ninguém que reconheca o
papel decisivo da demonstragdo na metodologia matemati-
ca, poderi sustentar uma tao radical concepgao. Para con-
tinuar a mencionar Hempel, no seu Philosophy of Natural
Science (1966), ele conclui que a dedu¢do nao pode ser o
inico método da Matematica: a deducdo permite verificar
a validade de um argumento nas nio fornece meios para o
encontrar, tampouco fornece uma forma de identificar as
proposi¢des que sdo interessantes ou relevantes para o de-
senvolvimento de um certo dominio matematico.

Uma demonstracio é pois um dispositivo que permite
assegurar de forma segura que a verdade se propaga das
premissas as conclusdes e, deste ponto de vista, a demons-
tracdo hilbertiana constitui um paradigma da capacidade
de assegurar essa seguranca. De qualquer forma, o sim-
ples exercicio de consultar a literatura matematica, revela-
ra que nelas nio se encontram demonstragdes formais (ex-
cepcao 6bvia quando o tema é a Logica Matematica, onde
estas demonstracoes sdo tratadas como objectos matema-
ticos, para serem estudados matematicamente). As razoes
para este facto s3o varias. Em muitos casos, a formalizagao
estrita de uma proposicdo matemdtica seria impossivel na
pratica e, mesmo que essa formalizacdo pudesse ser termi-
nada, a quantidade de simbolos envolvida seria de tal for-
ma grande que os recursos necessarios para a sua valida-
cdo nio estariam disponiveis. Por outro lado, uma vez que
as demonstracdes sio interpretadas por humanos, sdo ha-
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bitualmente descritas numa linguagem que é um melhor
canal entre as ideias envolvidas e o cérebro. Claro estd que a
estrutura de uma demonstragio a Hilbert, sobretudo a con-
cepgio segundo a qual em cada etapa as novas proposicoes
sdo acrescentadas, exclusivamente através da utilizacio de
regras légicas deve ser respeitada. De facto, uma demons-
tracio informal (i.e., ndo descrita em termos de uma lin-
guagem formal) ¢ valida na medida em que a cadeia de in-
feréncias nao fica comprometida do ponto de vista logico.

A demonstracio é assim uma verificagao eficiente e esse
é o seu tnico papel. N3o deixa por isso de ser essencial: a
actividade matemética tem como objectivo demonstrar re-
sultados matematicos. Mas a actividade matematica nio se
resume, evidentemente, ao cumprimento desse objectivo.
Em particular, uma demonstragao ndo €, em geral, em si
mesma, fonte de entendimento. No entanto, sem ela esse
entendimento nio existiria. A existéncia de uma demons-
tragdo legitima a consideragdo de certos modelos (necessa-
riamente objectos particulares) e passamos entender o fe-
némeno geral através da analise desses modelos concretos.®

ASPECTOS PEDAGOGICOS

Devem ensinar-se demonstracdes? A resposta a esta questio
depende dos objectivos do ensino da Matematica. Se esse
ensino corresponder de algum modo a um apetrechamen-
to, capaz de dotar o individuo de ferramentas que lhe pro-
porcionem a resolucio de problemas préticos entdo, diria
que o ensino da demonstragdo pode (talvez até deva) ser
dispensado. Contudo, se existe na actividade matematica
capacidade para promover certo tipo de desenvolvimento
cognitivo que, tendo em conta o caricter peculiar da Mate-
matica, se promoveria necessariamente através dessa acti-
vidade entdo, devem ensinar-se demonstracdes.

Plutarco defendeu a ideia de que «a educacdo € como
o atear de uma chama e ndo como o encher de um vaso».
Concordo com ele em absoluto. E é por isso que ndo pos-
so deixar de me inquietar com o facto de o ensino da de-
monstragio poder constituir um desastre, como certamente
o configuraria a sua redug¢@o a um mero exercicio de repro-
ducio acritica. E importante ndo perder de vista que aqui-
lo que pode ser importante do ponto de vista pedagogico
nio é a demonstracdo per se, mas antes a actividade de de-
monstrar. (Parece-me claro que investigar para demonstrar
constitui uma actividade mais rica do ponto de vista cog-
nitivo que o investigar para utilizar ou o ainda mais pobre
aprender a usar.)

A demonstracdo corresponde ao culminar de um pro-
cesso que é, como j4 se referiu, do ponto de vista cogni-




Figura 2

tivo, riquissimo. N3o apenas por envolver raciocinio
l6gico-matematico intenso, mas também por ser um pro-
cesso criativo e imaginativo. E ainda um processo dindmico,
onde frequentemente ndo apenas as abordagens e estratégias
mudam mas, também, os préprios conceitos sio re-inventa-
dos e as no¢oes fundamentais afinadas, ou até substituidas.
Existe toda uma logica da descoberta que ndo coincide com
alogica da transmissdo da verdade, mas que tal como esta,
vale a pena conhecer e interiorizar.

A primeira vista pode parecer estranho que a Matem3-
tica se possa desenvolver sem uma adesao estrita ao rigor
légico. Em tltima anélise ndo pode. Mas, percorrendo, ain-
da que superficialmente, a histéria da Matematica, cons-
tatam-se largos periodos de actividade em que esse rigor
foi relegado para um plano secundério. Foram (e serio)
periodos de grande criatividade, impulsionados sobretu-
do pela forca das ideias, impondo-se sobre as nossas men-
tes. Antes da andlise rigorosa proporcionada pelo célculo
€ — 8 de Cauchy, o calculo diferencial e integral ja tinha
sido enormemente desenvolvido pelos impulsionadores do
célculo infinitesimal.® Os infinitesimais surgem mistura-
dos com os nimeros ordinarios, mas as suas proprieda-
des correspondem mais a um certo tipo de intuicao que s
leis de uma dlgebra rigorosamente estabelecida: se dx e dy
sdo infinitesimais, entdo dx = dy = 0 contudo, dx/dy pode
ser um ntimero inclusive nio nulo e diferente de 1. Usan-
do este tipo de especulacio, sempre que a é um ntimero
ordinario e dx € um infinitesimal tem-se a + dx = a. Posto
isto, € facil concluir que a soma dos dngulos internos de um
triangulo infinitesimal é it (ver a figura 2). Explorando este
facto e, contraindo continuamente um tridngulo arbitrario
até obter um tridngulo infinitesimal, Schumacher estabe-
lecia que para qualquer tridngulo, a soma dos respectivos

angulos internos é s (figura 3). Este exemplo correspon-
de, evidentemente, a uma utilizaco nio essencial destas
ideias, uma vez que este resultado j4 surge demonstrado nos
Elementos. Apesar disso, serve para ilustrar a elegincia dos
argumentos. E claro que, o rigor é outra coisa.

O facto é que absoluto rigor e criatividade nem sempre
caminharam lado a lado, mesmo em Matematica. E, num
processo que conduz a demonstragio de um resultado ma-
temético, existem periodos criativos, imaginativos, e espe-
culativos, eventualmente menos rigorosos, como é tipico
das actividades exploratérias em territério desconhecido.

dz dy

dx X

Figura 3

Mas é precisamente esta actividade que permite iden-
tificar aquelas rela¢des e propriedades que persistem na
observacdo de um fenémeno, e cuja articulagio haverd de
constituir o esbogo que culminard numa verdadeira de-
monstragdo. E este tipo de actividade que o ensino da de-
monstragdo deve aperfeicoar em cada aluno.

Como se imagina, um processo deste tipo nio corres-
ponde a um percurso pré-determinado, muito menos serd
atil condiciona-lo excessivamente. Requer por isso tempo.
Seguramente muito mais tempo que aquele que os actuais
curriculos proporcionam. Por outro lado, é preciso ter em
conta que a necessidade de uma demonstracio nio se im-
poe facilmente a um qualquer espirito. A grande maioria
das pessoas estara disposta a confiar num grau de evidén-
cia suficiente, ou em solugdes empiricas satisfatérias que,
evidentemente ndo contribuem nada para a compreensio
de um dado fenémeno.

Existe, portanto, uma segunda dificuldade que impor-
ta considerar: a de estimular a necessidade de demonstrar.
Perante problemas que em muitos casos terdo que ser sim-
ples sera necessario que, estrategicamente, se enfraqueca a
evidéncia, algo que s6 serd possivel através da habilidosa
introducio de uma certa tensdo cognitiva.
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Ja se vé que fica reservado ao professor um papel es-
sencial, papel esse que nio poderd desempenhar satisfa-
toriamente sem que possua um profundo conhecimento
da génese das nocdes envolvidas, por um lado, e uma ca-
pacidade para gerir toda a dindmica deste processo explo-
ratério, por outro,

Um ensino significativo da demonstracdo, necessita de
condi¢des que nio estdo criadas. Os préprios moldes em
que deve ocorrer exigem, antes de serem implementados,
uma profunda reflexdo multidisciplinar. A este respeito, ne-
nhuma decisio irreflectida ou simplista podera ser bené-
fica e é, por isso, mais prudente seguir o conselho de Vic-
tor Hugo: «A linha recta é uma respeitavel ilusdo de éptica
que conduziu muitos Homens a desgraca.»™*

Notas

1 Vladimir Pletser, sugere até que o instrumento revela
conhecimentos de representacdo na base 12 e nas sub-
bases 3 e 4. (Ver: Does the Ishango bone indicate knowledge
of the base 127 An interpretation of a prehistoric discovery,
the first mathematical tool of humankind, http://arxiv.org/
pdf/1204.1019.pdf)

2 Para varios exemplos muito significativos ver: Jéran Fri-

berg. A Remarkable Collection of Babylonian Mathemati-
cal Texts—Manuscripts in the Scoyen Collection, Springer,
2007.

3 Esta ideia do rigor absoluto tem sido contestada. A con-
testacdo € justa se dirigida a uma interpretacio rigida
da expressdo rigor absoluto. Diremos mais acerca desta
questdo na seccdo seguinte.

4 Uma regra dedutiva pode ser vista como um tipo de

0,) de

proposicdes (as premissas) uma proposicdo 6 (a con-

operagdio que associa a uma sequéncia (6,.,...,

clusdo). Podemos enunciar a regra da seguinte forma:
8 s, | 6. Um exemplo consiste na regra de modus
ponens que, tendo em conta a observacio precedente se
pode escrever ¢, ¢ = 1) |— 1.

5 Lakatos descreve-a como uma experiéncia mental. (Ver:
Imre Lakatos. Proofs and Refutations—The Logic of Math-
ematical Discovery, Cambridge University Press, 1976.)

6 De facto o argumento nio é valido em geral. Para uma
anélise histérico-filoséfica da histéria da relacio de Eu-
ler ver Imre Lakatos op. cit.

7 Carl Gustav Hempel (1905-1997) foi um filésofo ale-
mio e figura proeminente num movimento da Filoso-
fia da Ciéncia designado de Empiricismo Ldgico.

8. A natureza nio explicativa das demonstracdes matema-
ticas estd na origem de um debate importante acerca da
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certeza do conhecimento matemdtico que ocorrido no
século 17, a famosa Quaestio de certitudine mathematica-
rum. A questdo tem origem numa distin¢ao que passou
a ter alguma proeminéncia, (sobretudo a partir de Aver-
roes) entre dois tipos de demonstracio silogistica, respec-
tivamente a demonstratio quia (demonstragio do facto)
e a demonstratio propter quid (demonstracio das razdes
para o facto) e, ainda a demonstratio potissima. No primei-
1o caso a causa € inferida a partir do efeito, no segundo
¢ o efeito que se infere a partir da causa. A demonstra-
tio potissima é um combinagdo das duas, isto é, o ter-
mo médio que relaciona a hipétese e a conclusio deve
descrever a causa proxima do efeito de modo essencial-
mente Unico (algo que, deve dizer-se, nao fazia sentido
na concep¢ao aristotélica).

A visdo segundo a qual a Matematica constitui a forma
mais perfeita de conhecimento, com base na ideia de
que recorria a forma mais poderosa de demonstragao
foi contestada por Alessandro Piccolomini (1508-1578)
que defendeu a tese segundo a qual as demonstracdes
em Matemdtica ndo podem ser potissimae. (Piccolomi-
ni defendeu simultaneamente a ideia de que o conheci-
mento matemdtico era do tipo mais certo, devido a na-
tureza dos seus objectos.)

Por exemplo, a demonstracio que consta dos Elemen-
tos de Euclides de que a soma dos angulos internos de
um tridngulo corresponde a dois dngulos rectos, assen-
ta numa construcio geométrica em que certos lados s3o
prolongados, estes prolongamentos dificilmente podem
ser visto como a causa essencial da conclusdo, antes pelo
contréario constituem um mero acidente a partir do qual,
no entanto, a conclusio pode ser derivada. Ainda assim
constituem uma causa remota, pelo que a demonstra-
¢3o nao pode ser considerada potissima.

Deve referir-se que esta polémica adquiriu grande im-
portancia tendo tido ecos em Portugal, onde foi alvo da
atencio dos Conimbricenses.

9 Note-se que nem mesmo Cauchy, que finalmente colo-
cou a andlise a salvo das criticas do bispo Berkeley, aban-
donou o poder heuristico dos infinitesimais. A simples
leitura do seu Cours d’analyse, revelara as inimeras oca-
sides em que os infinitesimais desempenham um pa-
pel significativo na sua argumentagao.

10 Victor Hugo, Os Miserdveis.

ANTONIO M. FERNANDES
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El drbol de los nimeros:
cognicién, légica 'y
pratica matematica

Nesta publicacdo (em lingua castelhana) reinem-se uma
série de textos de diversos autores, procurando dar conta
das mais recentes inovacdes na andlise filoséfica da Mate-
mdtica e da sua prética, concentrando-se especialmente na
andlise cognitiva da nocao de nimero. Algumas ideias tra-
dicionais s3o colocadas sob revisdo, através da contribui-
¢do de dominios distintos como as ciéncias da cognicio
e as neurociéncias, entre outros. Embora os artigos assu-
mam, ocasionalmente, um carécter técnico incontorndvel,
a linguagem ¢é acessivel o que torna a sua leitura util a to-
dos aqueles interessados nestas questdes fundamentais.

O livro esté dividido em trés partes: Cognigdio, Ldgica e
Prdtica Matemdtica. A primeira parte (Cognicdo) contém trés
contribui¢des: Onde situar os fundamentos cognitivos da Ma-
temdtica? de Valeria Giardino; A cognicdo dos inteiros: uma
nova proposta, de Tatiana Arrigoni e Bruno Caprile; Filoso-
fia da biopsicologia do nimero, de Hourya Benis Sinaceur.

Quanto & segunda parte (Ldgica), ela compde-se de qua-
tro artigos: Niimeros enquanto propriedades de segunda ordem,
de Oswaldo Chateaubriand; Relagdes euclidianas de equinu-
merosidade, de Frank Thomas Sautter; Godel versus Hilbert
e as suas concepgoes simbdlicas de conhecimento matemdtico,
de Sérgio Shultz; As voltas com a intuicdo e o conhecimento
matemdtico, de Concha Martinez Vidal.

Finalmente, na terceira parte (Prdtica matemdtica) en-
contram-se trés contribuicdes: A certeza da aritmética, de
José Ferreirds; Conhecimento simbdlico e aritmética em Hil-
bert, de Abel Lassale Casanave; Nimeros e proposicdes numé-
ricas nas formalizacdes da aritmética de Peano, Gédel e Whi-
tehead-Russell, de José M. Sagiiillo.

A publicacdo em apreco, contendo anilises no 4mbito
da Filosofia da Matemdtica nao interessa apenas ao filéso-
fo. Pelo contrdrio, as temdticas analisadas interessam a to-
dos aqueles a quem é (itil conhecer a forma como o proces-
so matematico se desenvolve e é apreendido pelo cérebro
humano e, entre estes, claro estd, todos aqueles de alguma
forma envolvidos no Ensino da Matemitica. (A titulo mera-
mente exemplificativo menciona-se a questdo da elucidagio

El arbol de los niimeros

cognicion, légica y practica matematica

José Ferremos DoMinGuez
Anpl LassaLLE CASARAVE
{coordinadores)

Editorial Universidad de Sevilla

José FERREIROS DOMINGUEZ
ABEL LASSALE CASANAVE
(coORDENADORES) EDITORIAL UNIVERSIDAD DE SEVILLA2016

do conceito de niimero, do respectivo estatuto ontolégico
bem como a epistemologia do conhecimento numérico.)
Muitas das teméticas aqui abordadas sdo antigas, algu-
ma tdo antigas como a prépria filosofia mas, como j4 se dis-
se, s3o reapreciadas a luz de nova informacio, em muitos
casos, com origem pluridisciplinar, reflectindo a sua com-
plexidade. E sob essa luz que novas solugdes sdo propostas
mas, ndo se pense, que a riqueza da publicacdo se esgota
nessas propostas. Muitas reflexdes sdo suscitadas envol-
vendo a natureza da intuicdo, da estrutura do conhecimen-
to matemdtico e do modo como os processos cognitivos se
interligam com questdes lingufsticas e de cardcter légico.
No que interessa particularmente aos leitores da Educa-
¢do e Matemdtica, sio em muitos casos reflexdes com im-
pacto pedagégico, directo ou indirecto que, provindo da via
analitica, proporcionam ferramentas de reflexao nem sem-
pre acessiveis da forma que esta coleccdo de ensaios o é.

ANTONIO M. FERNANDES
Dep. MATEMATICA,
INSTITUTO SUPERIOR TECNICO-UNIVERSIDADE DE LisBoA
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O PROBLEMA DO PROFMAT 2016

O PROBLEMA DO PROFMAT 2016

O concurso apresentado aos participantes no ProfMat
2016 consistiu na resolucdo do problema “Onze elemen-
tos num conjunto”:

Um conjunto de niimeros naturais, todos diferentes, tem
onze elementos e a sua média é um nimero inteiro.

Seja M o maior desses niimeros.

O conjunto € especial porque é possivel eliminar um dos
nimeros e a média continuar inteira, eliminar um segundo
nimero e a média manter-se inteira. E assim sucessivamente.
Podemos ir eliminando os nimeros um a um até ao fim,
conseguindo sempre que a média dos que vao sobrando seja
inteira.

Qual € o conjunto em que o M é o menor possivel?

Os critérios de classificacdo eram resposta correta e
bem justificada, auséncia de erros, simplicidade e clareza.

Foram-nos entregues 15 resolucdes (11 individuais e 4
em grupo).

Vdrios concorrentes comegaram por testar a hip6tese de
os elementos do conjunto serem os primeiros onze ntime-
ros naturais, cuja soma € 66, um multiplo de 11. Para reti-
rar um elemento e a média ser inteira, é preciso que a soma
dos que ficam seja multipla de 10 e por isso s6 é possivel
eliminar 0 6 (a soma dos restantes é 60). S6 que a seguir,
para nove elementos, era preciso tirar o 6 (que j4 saiu) ou
015 (que nio faz parte do conjunto). Impossivel.

Entdo, os onze nimeros somarao pelo menos 77,

S6 a Filipa seguiu a ordem sugerida no enunciado. Ima-
ginou um conjunto com onze niimeros desconhecidos em
que a sua soma € 77. Depois foi descobrindo que elemen-
tos |4 teriam de estar, testando todas as possibilidades.
O trabalho foi enorme mas chegou a solucao.

Quase todas as outras resolug@es construiram o conjun-
to do fim para o principio, isto é, comecando apenas com
um elemento e acrescentando um novo niimero natural de
cada vez, até chegar aos onze elementos. O novo elemen-
to a acrescentar em cada etapa deve ser o menor possivel e
garantindo sempre que a média se mantém inteira.

A sequéncia de passos é a que se mostra no quadro seguinte.
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N Conjunto Soma | Média
1 {1} i 1
2 | {3} 4 2
3 {1,3,.2} 6 2
4 {1,3,2,6} 12 3
g {1,3,2,6,8} 20 4
6 {1.3,2,6,8,4} 24 4
7 {132,684} 35 5
8 {1,3,2,6,8,4,11,5} 40 5
9  [{132,68,411,514} 54 6
10 | {1,3,2,6,8,4,11,5,14,16} 70 7
1 {1,3,2,6,8,4,11,5,14,16,7} 77 7
Logo, M=16.

A maioria dos concorrentes ficou por aqui, mas era preciso
mostrar mais qualquer coisa: que M ndo pode ser inferior a 16.
Foi o que fizeram o Fausto e o grupo de Guimaraes. Demos
a palavra ao Fausto:
Mas calma ld...
Existem muitos conjuntos de niimeros naturais, todos diferentes,
em que a soma € 77 e o maior deles € inferior a 16.
(...) Entdo, retiramos o 7 para dar jo (e ser divisivel por 10).
Depois, era necessdrio retirar o 7 (que jd ld ndo estd) ou o 16
(que ndo faz parte do conjunto).
Nota: caso o 7 nido fizesse parte destes conjuntos, nem
conseguiamos o passo anterior porque seria necessdrio retirar 17
para a média ser inteira com os dez elementos restantes.

Conclusao, o conjunto é {1,2,3,4 5,6,7,8,11,14,16}, com M=16.

PREMIADOS E PREMIOS

1° (Unidade TI-Nspire Cx, oferta Texas Instruments)

- Fausto Barros Silva
2° (Jogo “Dominé Triangular”)

- Célia Lobo, Manuel Lage, Mério Roque (Guimaraes)
3° (Livro “Desafios”, J. P. Viana)

- Filipa Freire
Os prémios devem ser levantados até 31 de Dezembro de 2016.
Por favor, contactar a sede da APM em Lisboa (socio@apm.

pt ou 217163690).

Qutros concorrentes — Ana Paula Jardim, Carolina Moreira,
Catarina Ferreira, Helena Almeida, Luis Bernardino, Lufs Reis,
Paula Barros, Pedro Alves, Rafaela Martins, e os grupos: Ca-
tarina Gongalves & Marta Ascencdo; Grupo Camdes (Adelina
Precatado, Anabela Teixeira, Pilar Mansos, Teresa Moreira, Tia-
go Teo & Jodo Jaime Pires); Sandra, Sofia & Daniel Castanho.

O PROBLEMA DO PROFMAT 2015
José Paulo Viana
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

Quadrado multiplicativo

Num quadrado de 3x3, colocar nove ntimeros naturais diferentes de modo que:

JOSE PAULO VIANA

— os trés produtos horizontais e os trés produtos verticais sejam todos iguais,

— 0 maior dos nimeros seja o menor possivel.

FRACOES HARMONICAS

O problema proposto no niimero 136 de Educagdo e Ma-
temadtica foi o seguinte:

Uma das séries mais famosas é a harménica:
1,1 ,1,1,1,1,1
-+ = - - = - — 4 ees
1 2+3+4+5+6+?

A série, embora cresca cada vez mais lentamente, é
divergente, isto ¢, ultrapassa qualquer valor que se queira e o
seu limite é +oo. i

Vamos usar apenas alguns elementos desta série, ndo
obrigatoriamente consecutivos, de modo que a sua soma seja
exatamente igual a 3.

Qual € o niimero minimo de fracdes que temos de usar?

Recebemos dez respostas: Alberto Canelas (Queluz), Car-
los Dias, Graca Braga da Cruz (Ovar), Graciano Martins &
Alice Martins (Torres Novas), Mario Roque (GuimarZes),
Laura Almeida, Pedrosa Santos (Caldas da Rainha), da tur-
ma do 11°B da Escola Basica e Secundaria Artur Goncalves
(Torres Novas), de um grupo de professores da Escola B4-
sica Carlos Gargaté (Charneca da Caparica), e de outro gru-
po de quatro professores da EB 2/3 Dr. Pedrosa Verissimo
(Paido): Dora Gaspar, Lurdes Laranjeiro, Regina Verissimo
e Pedro Alberto.

Nio é fdcil arranjar uma estratégia eficiente para abor-
dar este problema.
O Mdrio comecou por constatar:

Sendo un = -71; decrescente, a soma dos seus primeiros 10
termos inferior a 3 e a soma dos seus primeiros 11 termos su-
perior a 3, o nimero minimo de fragdes a usar ndo poderd ser
inferior a 1.

(Respostas até 31 de dezembro, para zepaulo46 @gmail.com)

A Gracga e a Laura partiram deste resultado:

1 1 1 1 1 1

nn+1) n Cn+t n n(n+1)

n+1

para obter algumas somas que podem ser Uteis:

S B T Y 1
_+_=_; “+_=_!

3 6 2% 4'i2 3
1.1 1 1.1 i
_+_=_: _+_=_;

5 20 4’ 6 30 5

y N R & 1
CelreoTin, e mmin aten
7+42 6’ 8 56 7'

Para os professores da Escola da Charneca da Caparica,
o grande problema desta soma prende-se com as dizimas
infinitas. No entanto, com alguma paciéncia conseguimos
“complementd-las™:

1 1 3 1 i 1 1
—p—== gy —F—F—==-,;
7 140 20 7 14 28 4
101 1 s 1 1
—4+—==o0u -F+—+—=-,
9 72 8 d 9+1z+1s 4

Pedrosa Santos partiu de um resultado conhecido: a
soma dos inversos dos divisores dos niimeros perfeitos (6, 28,
496, ...) € sempre igual a 2, completando com fracdes nio
utilizadas antes, enquanto o Carlos usou apenas a soma
dos inversos dos divisores de 120. Com isto, chegaram 2
soma 3 usando 15 e 16 fracdes, respetivamente.

Todos os restantes leitores encontraram solucdes com
13 parcelas. Apareceram vdrias demonstragdes de que,
com onze, é impossivel, mas nenhuma para doze.

Aresolucao maisinteressanteserd ade Graciano Martins
& Alice Martins, nao sé por ser aquela que usa o conjunto
mais “baixo” de denominadores (o0 maior deles é 28),
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mas também por seguir uma estratégia muito curiosa, C) 1/9 +1/12 + 1/18 = 0,25

como se pode verificar a seguir. Idem, com denominadores mdltiplos de 7:

Usar denominadores que produzam dizimas finitas: B) s 1 /o8 = 0ins

A)1+1/2+1/4+1/5+1/8=2,075 Conjugando estes quatro resultados, a soma € 3,075
Usar dizimas infinitas cuja soma produza dizimas finitas Retirando 1/8, fica 2,95.
com denominadores multiplos de 3: Juntando 1/20 obtém-se 3:
B)1/3+1/6=0,5 R T8 A R W T T BOR. T A
et tatstetititetwtutete=?
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Exposicoes
OlA-A-DIA COM A &
M AT E M A T ' C A A APM tem 11 ExposicBes interativas/itinerantes que
cede as escolas, mediante o pagamento de uma certa
ASSOCIACAD DE PROFESSORES DE MATEMATICA quantia. Essa cedéncia é feita por um periodo méximo

de trés semanas e as escolas interessadas, deverdo
enviar o seu pedido por e-mail.
Para conhecer as ExposicBes, visite o nosso site, onde

0S GRANDES PROFESSORES
NAD NOS ENSINAM

APENAS A FAZER,
ENSINAM-NOS A

S E R » Jogos do Mundo
- Matematica e Natureza
- Escher
- Aventura Matemética
£ e - A Medida do Tempo
- A Matematica é de Todos
- Polya
- Sempre Houve Problemas
- Livros de Texto
- A Festa da Agua

2815_2]7 - José Sebastido e Silva

AGENDA DO PROFESSOR

disponibilizamos descri¢es e imagens dos védrios mé-
dulos, permitindo assim planear o seu aproveitamen-
to didético.
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APM 2016 — sécios

Modalidades de associado, pregos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associacdo de Professores de Matematica (APM) é uma instituicao de utilidade piblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da
Matematica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do ensino da
Matemdtica, promovendo atividades de dinamizagio pedagogica, formagiio, investigagao e intervencio na politica educativa. A APM
disponibiliza aos professores de Matemitica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacdo e utilizacio

pretendemos alargar cada vez mais.
Modalidades de associado e seus direitos

Modalidades de associado

Atualmente a APM oferece sete modalidades de sécio individual:
« s6cio regular

« s6cio estudante regular

= 56cio estudante @-sdcio

= s6cio aposentado

« @-s0cio

» socio residente no estrangeiro

= s6cio conjunto APM-APP*

e cinco modalidades para sécios institucionais, dependentes do
tipo de produtos a que tem direito e que estio discriminadas na
tabela abaixo.

* A partir de 2016 a Associacio de Professores de Matematica
(APM) e a Associagdo de Professores de Portugués (APP) ofe-
recem uma nova modalidade de associado aos professores do
1.° ciclo do ensino bésico: sécio conjunto APM-APP que, através
do pagamento de uma tinica quota no valor de 50,00¢, lhes con-
fere o estatuto de associado da APP e de @-s6cio da APM. Pode
inscrever-se indeferentemente (e pagar) na pagina da APM ou
da APP; as respetivas associagoes dar-lhe-do um n.° de sécio para
cada associagao. A partir dai pode usufruir das vantagens de sécio
da APP e da APM.

Quotas anuais para 2016

A quota tem efeitos de janeiro a dezembro de cada ano civil.

Publicagtes periédicas

Todos os associados tém direito aos cinco ntimeros anuais da
revista Fducacdo e Matemdtica. Os @-s6cios s6 poderdo aceder
aos ficheiros em formato PDF destas publicagées no nosso por-
tal, todos os outros terdo direito também a receber pelo correio
as edigbes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de
preco especial na assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na
aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisic@o de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publica-
¢Oes, exposicoes ou outros do Centro de Recursos.

Quiros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos pri-
vados no portal da APM, a beneficiar de descontos em encontros
da APM ou de outras instituicdes com as quais a APM tem pro-
tocolos ou noutros eventos em que a APM venha a colaborar, a
participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho,
dos niicleos regionais ou por outras formas e a divulgar o seu
trabalho através da APM.

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor no ativo (sécio regular) 50,00 € Modalidade I [1 exemplar da E&M] 60,00 €
Hshudsnte s psticimenis 15,00 € Modalidade I [2 exemplares da E&M] 80,00 €
(com regalias de @-s6cio)
R L 38,50 € Modalidade IT1 [1 exemplar da E&M + Quadrante] 85,00 €
{com regalias de sécio regular)
Professor aposentado 3850 ¢ Modalidade IV [2 exemplares da E&M + Quadrante] 100,00 €
@-socio 38,50 ¢ Instituicdo no estrangeiro (1 exemplar da E&M + Quadrante] | 120,00 €
Associado residente no estrangeiro 60,00 €
Sécio conjunto APM-APP
(86 para professores do 1.° CEB) .90

Assinaturas das revistas Educacio e Matemdtica e Quadrante para 2016

Educagiio e Matemdtica Quadrante
(5 nlimeros/ano) (2 nimeros/ano)
Portugal 15,00 €
Associado individual g -
Estrangeiro 20,00 €
; 5 i Portugal 47,00 € 35,00 €
Nio associado individual -
Estrangeiro 67,00 € 45,00 €
o Portugal 75,00 € 50,00 €
Nao associado institucional =
Estrangeiro 95,00 € 60,00 €
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