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A capa deste nimero:

Trata-se da sequéncia das 14 primeiras geracdes de configuracao vertical de sete elementos (gera-
¢do 0), obtida com o programa LAZ.Life em computador Macintosh. A configura¢do adquire estabili-
dade permanecendo eternamente com a forma da 14.2 geragdo (ver a este propdsito o artigo «Modelos,
aplicagdes da Matematica e computadores, o exemplo dos autématos celulares», neste nimero).
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Educacio e Matemitica N.° 12

Editorial

«As geracoes e 0s campos»

Quando, no fim do ano lectivo passado, perguntei & Raquel — aluna
do 7.° ano da Esc. Sec. D. Pedro V — quais eram as partes do pro-
grama de Matematica de que tinha gostado mais, ela respondeu sem hesi-
tar: «As geragbes e os campos»; referia-se assim a dois projectos
envolvendo aplicagdes da Matematica™.

Estd claro, dirdo alguns. O que € preciso € partir do interesse ime-
diato dos alunos, das suas preocupacgdes, das suas vivéncias. Eles gos-
tam da Matemidtica quando ela se aplica a qualquer coisa de dtil, de
concreto. Certo? Errado, penso eu, ou pelo menos muito insuficiente e
secunddrio. Saber como tem evoluido o nimero de filhos dos portugue-
ses nos ultimos 80 anos ndo tem nada que ver com o interesse imediato
dos alunos e € coisa que nunca os preocupou até lhes ter sido proposto
este projecto... e quanto aos campos de desporto foi até necessdrio nego-
ciar o projecto com alguns alunos «futebolistas», pois estes viam amea-
¢ado o «estddio» de que se sentiam proprietdrios. Além disso, o grande
interesse que os alunos demonstraram ao trabalhar nesses projectos foi
em certa medida andlogo aquele que evidenciaram quando se dedicaram
a trabalhos tio «iteis» como descobrir de quantos modos diferentes podiam
cortar a0 meio um tetraedro ou qual era o menor mimero natural com
5 divisores...

Outros dirdo: gostem os alunos ou ndo, o que € certo € que a Matema-
tica tem hoje cada vez mais aplicacdes, e a maior parte dos actuais alu-
nos, nos seus futuros empregos, necessita de conhecimentos mateméticos.
Por isso € importante «dar» exemplos de aplicagbes da Matemética, para
0s preparar para o futuro. Certo? Errado, julgo eu. E verdade que a Mate-
mética tem relagOes cada vez mais largas e profundas com os mais varia-
dos dominios da actividade humana, mas essa € mais uma das razdes que
torna absurdo pretender «dar» no Ensino Bdsico a Matematica que os alu-
nos na sua actividade futura vdo necessitar. Além disso, uma educacio
geral em Matemdtica ndo pode ter por fim a transmissdo de técnicas que
grande nimero de alunos nunca mais vai utilizar e que os outros apren-
derdo rapidamente, quando se tornar evidente a sua necessidade.

Mas entdo porque se fala tanto na importincia de incluir no Ensino
Bisico projectos que envolvam aplicagdes da Matemdtica? E porque gos-
tam os alunos desses projectos, tal como a Raquel gostou do trabalho
das «geracoes e dos campos»?

Em primeiro lugar, os projectos de trabalho escolar envolvendo apli-
cagdes da Matemitica agradam aos alunos porque se torna facil encon-
trar ai um sentido para a Matemadtica que estdo a fazer, porque o seu
trabalho matematico tem significado: existe uma situagdo a compreen-
der, um conjunto de dados a explorar com o fim de investigar certa rela-
¢do ou tentar confirmar conjecturas. De resto, esse mesmo sentido pode
também ser encontrado em situagdes problemdticas dentro da prdpria
Matematica, como numa exploragdo em geometria ou nos nimeros natu-
rais; ai, o sentido é dado pelo desafio intelectual, e a Matemética ndo
€ menos significativa, embora ndo esteja agora ligada a realidade fisica
ou social. Assim, uma condicdo fundamental para que os alunos tenham
gosto pelas actividades de Matemdtica é que elas, envolvam ou ndo apli-
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cacdes, sejam significativas por si préprias, nio sejam
meros expedientes para treinar técnicas ou adquirir
conhecimentos para o futuro. Acresce ainda, no caso dos
projectos, que o tipo de trabalho que lhes estd natural-
mente associado — em grupo, dentro e fora da aula,
variado — € particularmente agraddvel e estimulante para
os alunos.

Por outro lado, realizar no Ensino Bdsico projectos

e actividades envolvendo aplicacdes da Matemadtica €.

importante se aceitamos que a finalidade fundamental do
seu ensino € procurar que todos os alunos adquiram uma
atitude positiva perante a Matemdtica e que compreen-
dam o seu papel e a sua importincia cultural, historica-
mente ¢ no momento presente. Mas isto s6 se pode
conseguir com actividades de tipos muito variados, umas
envolvendo aplicagdes e outras nao, mas todas com sig-
nificado claro para os alunos.

Assim, muito provavelmente, o esfor¢o principal que

temos que desenvolver consiste em imaginar activida-
des matematicas interessantes e com significado para os
nossos alunos. Sabemos que isso nao € fécil, mas ao
menos temos um critério ficil e imediato para avaliar-
mos 0 NOsso progresso: estio os alunos a ter prazer nes-,
sas actividades?

Eduardo Veloso

(1) Trata-se de dois projectos que duas turmas do 7.° ano
daquela escola, no &mbito de um projecto de inovagio e desen-
volvimento curricular em Matemadtica, realizaram no ano pas-
sado. «As geragOes» referem-se a um estudo sobre a evolugdo
do mimero de filhos nas ltimas trés geracdes (ver Margarida
C. Silva, «Estatistica na aulas do 7.° ano de escolaridade»,
Ed. e Mat. N.° 9) e «os campos» a outro projecto sobre a
utilizagio de um terreno vago na Escola para a prética de varios
desportos (Ver Paulo Abrantes, «Matemdtica, realidade e tra-
balho de projecto na escola secunddria», neste nimero de Ed.
e Mat.).

PUBLICACOES APM

MAIS JOGOS, MAIS ENIGMAS, MAIS PROBLEMAS

Autores: Odete Bernardes, Paula Teixeira, Pedro Esteves e José Paulo Viana
Para quem gosta de jogos, enigmas ou problemas,

continuagdo do volume «Jogos, Enigmas e Problemas».

[0 1.2 Edigdo, Setembro 1989: 64 pp.; prego: 250800 (sécios 200800

CALCULADORAS NO ENSINO DA MATEMATICA
Autores: Albano Silva, Cristina Loureiro, Graciosa Veloso

A calculadora como ferramenta com grandes potencialidades educativas.
Actividades com calculadoras para viérios niveis de ensino, do 5.% ao 12.°
ano.

[ 1.* Edigao, Setembro 1989; 151 pp.; prece 500800 (sécios 400800)

® Dia-a-dia com a Matemdtica — Agenda do professor 1989/90 —
Ana Vieira Lopes, Antnio Bernardes, José Manuel Varandas
[ 1.# Edicdo, Agosto 1989: 140 pp.; prego: 360300 (socios 300$00)

® Agenda para a Ac¢do — recomendagdes para o ensino da Matema-
tica nos anos 80
[J 4.* Edi¢do, Fevereiro 1988: 58 pp.; preco: 180800 (sdcios
150800)

e O Computador na Aula de Matemdtica — Eduardo Veloso
[J 2.3 Edigdo, Julho 1988: 73 pp.; preco: 300800 (sécios 250800)

® Jogos, Enigmas e Problemas — Odete Bernardes e Paula Teixeira
[J 2. Edigdo, Julho 1988: 48 pp.; preco: 180800 (sécios 150800)

o A4 Matemdtica na Vida das Abelhas — Ana Luisa Teles, Ana Vieira,
Aniss Ali e Fétima Antunes
[J 2.* Edigdo, Julho 1988: 80 pp.; prego: 300800 (sécios 250300)

¢ PROFMAT N.° 3

O 1.* Edigdo, Setembro 1987: 188 pp.; preco 480800 (sécios
400800) :
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CRONOLOGIA RECENTE DO ENSINO DA MATEMATICA
Autor: José Manuel Matos

Um itinerdrio aliciante, dos anos quarenta aos anos oitenta. Reedicdo melho-
rada e aumentada.
O 3. Edicdo, Setembro 1989: 87 pp.; prego 450800 (sécios (360$00)

QUOD NOVIS
Autoras: Georgina Tomé e Susana Carreira

Uma experiéncia de abordagem do programa do 11.° ano, a partir de um
conjunto de problemas propostos, utilizando a folha de clculo.
0 1.* Edigdo, Outubro 1989: 395 pp.; preco: 1200800 (sécios 960$00)

® PROFMAT N.° 4
[J 1.# Edigdo, Janeiro de 1989: 269 pp.; prego: 600800 (sécios:
500800}

o Cadernos de Educagao e Matematica - n.° 1 / A Natureza da Mate-
nidtica )

" -0 1.* Edigdo, Setemboro 1988: 75 pp.; preco 420800 (sécios

350800)

e O Geoplano na Sala de Aula — Lurdes Serrazina e José Manuel
Matos
0] 2.2 Edigdo, Abril 1989: 276 Pp.; preco 600800 (sécios 500800)

-

Viagem de Ida e Volta — Paulo Abrantes
[J 1.® Edicao, Agosto 1988: 63 pp.; preco: 300800 (sécios 250800)

e Educaciio e Matemadtica, disponiveis exemplares dos mimeros 2,
3, 4, 7 e seguintes. Prego de cada nimero: 200800 (até ao n.°
6) ou 250800 (n.? 7 e seguintes).

N.% 1, 5 e 6 disponiveis em fotocdpia a 200800 cada um.

Todos estes materiais podem ser pedidos pelo correio, utilizando
a ficha da pdgina 38.
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Matematica, realidade e trabalho de projecto
na escola secundaria

Paulo Abrantes, Faculdade de Ciéncias de Lisboa

Durante o ano lectivo de 1988/89, em duas turmas
do 7.° ano de escolaridade integradas num projecto de
inovagdo curricular em Matematical'l, foram desenvol-
vidas diversas actividades envolvendo as relagdes da
Matemdtica com a realidade. No conjunto, o tempo dedi-
cado s aplicacOes da Matemadtica foi uma novidade rela-
tivamente as prdticas usuais na nossa disciplina.
Contudo, mais do que o tempo que lhes foi reservado,
os objectivos e os métodos de trabalho terdo constituido
os aspectos mais inovadores desta presenca forte das
aplicacdes no curriculo de Matematica.

No essencial, as formas de trabalho adoptadas no que
diz respeito as actividades envolvendo aplicacdes da
Matemdtica, podem agrupar-se em trés tipos: (a) situa-
¢oes problemdticas; (b) trabalho pritico; (c) trabalho de
projecto. Numa comunicacdo apresentada no ultimo
Profmat, essas actividades foram jd genericamente des-
critas e analisadas®?!, Além disso, num artigo publicado
no n.° 9 de Educacdo e, Matemdtica, foram focadas com
algum pormenor aquelas que diziam respeito a Estatis-
tica®l. No presente texto, limitar-me-ei por isso a des-
crever um dos projectos desenvolvidos pelos alunos na
parte final do ano lectivo e a discutir algumas das suas
implicagoes educativas.

A Matematica ajuda a intervir na escola

Na Escola Secunddria onde tudo se passou existe um
espago asfaltado com umas velhas balizas onde os alu-
nos costumam jogar a bola. Em conversa com um pro-
fessor de Educacfio Fisica, ficdmos a saber que o
aproveitamento desse espago para a pratica de vdrias
modalidades seria 1itil & escola, uma vez que o pavilhdo
desportivo € insuficiente para o nimero de turmas exis-
tentes. Assim nasceu a ideia: estudar uma forma ade-
quada de se fazerem marcagdes nesse terreno para que
ele se convertesse num campo de jogos polivalente.

Desenvolver esta ideia exigia a realizagdo de um tra-
balho que... foi proposto aos alunos das duas turmas do
7.° ano como um projecto para o tltimo més de aulas.

Na aula, foi discutida a sequéncia de passos a dar:

(a) medir o terreno;

(b) obter dados sobre as dimensdes de campos para

vdrias modalidades;

(c) fazer plantas 2 escala e ensaiar hipGteses;

(d) consultar professores de Educagdo Fisica;

Educacdo e Matemadtica N.° 12

(e) elaborar uma proposta formal;
(f) apresentar a proposta ao Conselho Directivo.

Como se desenvolveu o trabalho

Uma das dificuldades que surgiu (para nés, profes-
sores!) foi com a organizagdo. Na vida real, um pro-
jecto como este seria realizado por um (pequeno) grupo
de pessoas e ndo por duas turmas de 25 alunos cada.
N6s ndo querfamos transformar o projecto num conjunto
de exercicios e, portanto, ndo famos obrigar todos os
alunos a fazerem tudo — mesmo aquilo que jd estaria
feito por outros...

Decidimos que os alunos deveriam continuar organi-
zados, em cada turma, nos seus grupos de trabalho habi-
tuais. Com um elemento de cada grupo formdmos uma
equipa para efectuar as medigoes que foram depois
comunicadas 2 turma. Fornecemos a todos os alunos
dados oficiais sobre os campos das v4rias modalidades
desportivas, sob a forma de fotoc6pias de uma brochura
da Direcgdo Geral dos Desportos. Cada grupo deveria
preparar a sua proposta, depois de construir plantas e
fazer com elas os ensaios que achasse necessdrios. As
diversas propostas seriam discutidas numa reunido geral
com a presenc¢a de professores de Educacdo Fisica até
se chegar a uma tnica proposta final.

Com as medigdes do terreno surgiram diversos pro-
blemas (inesperadamente?) interessantes: Como medir
um terreno tdo grande? Como garantir que estamos a
considerar a largura perpendicular ao comprimento?
Quantas medicdes devem ser feitas e que grau de apro-
ximacdo € desejdvel? Ninguém tinha, a partida, respos-
tas para estas e outras questées (nem mesmo o0s
professores...) mas todos tinham ideias que valia a pena
discutir (até mesmo os alunos...).

Durante a fase seguinte, os alunos trabalharam nos
seus grupos, fora das aulas e com um apoio muito dis-
creto dos professores. Todos os grupos fizeram correc-
tamente as suas plantas, tendo surgido naturalmente
propostas muito diversas, um pouco ao sabor da imagi-
nacdo e dos gostos pessoais dos elementos de cada
grupo. As vdrias propgstas foram entdo apresentadas a
dois professores de Educacdo Fisica (o delegado de
grupo e a professora das turmas) para que as estudassem.

A reunido entre os alunos e aqueles dois professores
foi um acontecimento inesquecivel. A atitude dos alu-
nos nessa reunidao — o seu envolvimento, a forma como
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justificavam as suas propostas € ouviam os argumentos
de outros alunos e dos professores — ultrapassou as nos-
sas melhores expectativas. Parecia uma reunido da CEE,
comentdmos entre nos...

Foi o momento de atender a aspectos extra-
-matemdticos do projecto: ndo vale a pena considerar
as dimensoes do campo de mini-basquete, dadas as ida-
des da maioria dos alunos de uma escola secunddria; o
campo de badminton parece uma boa ideia no papel mas
trata-se de um desporto que ndo € conveniente jogar no
exterior por causa do vento; marcagdes para um campo
de ténis... parece uma boa ideia. E se a maior parte des-
tes aspectos era de natureza desportiva, alguns tinham
a ver com decisoes politicas: propor a marcagio de um
campo de basquete ao comprimento do terreno implica
propor que se comprem tabelas mdveis que sdo muito
mais caras, embora a escola devesse té-las...

Chegou-se finalmente a uma proposta. A bola voltou
entdo para a sala de aula: havia que dar & proposta uma
forma apresentdvel. Os alunos dividiram tarefas, tendo
alguns ficado responsdveis pelo desenho das plantas
numa escala que se acordou na aula, enquanto outros
prepararam o texto da proposta com a colaboragdo da
professora de Portugués. Por razdes de prudéncia,
decidiu-se apresentar duas alternativas: uma delas pre-
via a aquisi¢do de tabelas méveis de basquete (era a que
todos preferfamos), a outra era mais modesta...

A proposta foi entdo apresentada a presidente do Con-
selho Directivo em nova reunido geral. Foi um momento
mais formal que os anteriores mas nem por isso menos

interessante. O Conselho Directivo prometeu todo o
apoio. Estdvamos em fins de Junho, por isso o material
para as marcagdes dos campos seria comprado mas o
trabalho pritico seria executado j4 no ano lectivo
seguinte com a participagdo (e supervisdo) dos alunos.

Infelizmente, durante quase todo o 1.° perfodo de
1989/90, a chuva ndo parou. Mas, ainda este ano, 08
campos serao marcados.

Como reagiram os alunos

Durante todas as fases deste projecto, todos os alu-
nos participaram com interesse ¢ muitos deles revela-
ram uma grande motivacdo ¢ empenhamento, incluindo
alguns dos menos entusiastas pela Matemdtica. Esta
apreciagdo foi confirmada quando no fim do ano lec-
tivo fizemos entrevistas individuais aos cerca de 50 alu-
nos das duas turmas sobre tudo o que se havia passado
na disciplina de Matemdtica: num grande nimero de
casos, as primeiras preferéncias iam para o trabalho das
geragbes (um projecto de Estatistica desenvolvido em
Janeiro) e para o trabalho dos campos.

Claro que os temas dos projectos, sendo susceptiveis
de interessar os alunos, desempenharam algum papel.
Mas deve notar-se que esses temas nio resultaram do
interesse imediato e espontineo dos alunos, foram pro-
postos pelos professores — no caso dos campos, foi
mesmo preciso convencer alguns alunos de que nao pet-
deriam o seu direito de jogar futebol. De facto, mais
do que aos temas, as preferéncias dos alunos parecem

o
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Uma das propostas elaboradas pelos alunos para a transformagfio de um terreno existente na escola num

campo de jogos polivalente.

Educacdo e Matemdtica N.° 12
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dever-se ao estilo de trabalho e aos objectivos associa-
dos aos projectos. Procura-se investigar uma situacdo
Ou construir uma coisa nova, e para isso recorre-se a
formas variadas de trabalho (trabalho prético, consul-
tas, discussdes em grupo) num ambiente marcado por
uma razoavel dose de liberdade mas também pelo sen-
tido das responsabilidades. E se existe uma boa relacao
com os professores (e, obviamente, se a situacdo inte-
ressa ou acaba por interessar os alunos) o resultado pode
ser um grande envolvimento pessoal de todos.

E esse envolvimento, essa motivacdo, € muito..., Mas
ndo € tudo. Por isso, tentemos ir um pouco mais longe.

Matemdtica, Realidade...

Que se aprende afinal com um trabalho como aquele
que foi aqui descrito?
Aprende-se que a Matemdtica se relaciona de virias

formas com tantas coisas que nos rodeiam. E que ela )

pode ajudar-nos a compreender como € que essas coi-
sas funcionam.

Aprende-se que a Matemdtica € por vezes necessa-
ria para representarmos uma situacdo real. E que ela
pode ser muito 1itil quando queremos intervir sobre essa
realidade.

Aprende-se que hd milhares, milhdes, de coisas novas
que sdo interessantes e que, no entanto, nunca ninguém
fez. E que em muitas delas teremos que ser nés a des-
cobrir que Matemadtica usar e como fazé-lo.

E aprende-se também que efectuar cdlculos ou resol-
Ver equagoes serd uma coisa exacta mas medir perpen-
diculares num terreno pode ser feito de vdrias maneiras
€ poderd ter muitas solucées — que nio se encontram
nas tltimas pdginas do manual nem na manga do pro-
fessor. E que as op¢des a fazer podem ser apoiadas por
argumentos matematicos mas dependem geralmente de
factores extra-matemdticos. E que, ao usarmos a Mate-
mdtica numa situagao real, temos que olhar néo sé para
0s métodos matemdticos que usamos mas também para
aspectos extra-matematicos dessa situagdo e sobretudo

Educa¢do e Matemdtica N.° 12

A entrega da proposta final dos alunos
a Presidente do Conselho Directivo foi
o momento mais formal do projecto
mas nem por isso deixou de ser inte-
ressante e significativo.

para o processo de relacionar uns com 0§ outros.

E aprende-se a preparar uma reunido e a actuar/argu-
mentar durante os debates. E a escrever uma proposta
€ a organizar um relatdrio.

Bom, e aprende-se também a determinar dimensdes
em vdarias escalas, calcular valores proporcionais a
outros, etc.

... € Trabalho de Projecto...

A expressao «aprende-se», usada atrds, nao deve
tomar-se no sentido que (infelizmente) se lhe atribui com
muita frequéncia: fica-se a saber de uma vez por todas.
Talvez devesse dizer-se «vive-se uma experiéncia em
que». Mas ndo serd sempre este, afinal, o significado
da expressao?

Se pensarmos nas vdrias aprendizagens atras indica-
das, verificamos que quase todas elas (& excepedo da
ultima) seriam invidveis, ou no minimo largamente pre-
Judicadas, se o trabalho realizado pelos alunos nao
tivesse assumido a forma do desenvolvimento de um pro-
Jecto. E 0 mesmo se pode afirmar, em graus varidveis,
se n6s tivéssemos saltado algumas fases desse projecto
qualquer que fosse o argumento invocado — falta de
tempo, desejo de centrar o trabalho nos conceitos mate-
mdticos envolvidos,...

A parte puramente matemdtica do trabalho consistiu
afinal no cdlculo de uns quantos valores proporcionais
a outros dados e na sua aplicagdo ao desenho de certas
figuras geométricas (rectingulos, trapézios, arcos de cir-
cunferéncia, etc.) numa determinada escala, Mas nin-
guém no seu perfeito jufzo defenderia que um conjunto
de exercicios desse tipo seria equivalente (como expe-
riéncia de aprendizagem) aquilo que os alunos fizeram.,
E também parece claro que, deste ponto de vista, ndo
adiantaria muito dar a esse eventual conjunto de exer-
cicios uma fachada de Matemdtica aplicada — qualquer
coisa como «sendo fais e tais as dimensdes de um campo
disto ou daquilo, construir plantas numa certa escala para
ocupar um terreno...»
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Pois bem, na minha perspectiva:

[1] Acrescentar mais alguns condimentos realistas ao
tal conjunto de exercicios continuaria a nao adiantar
muito, ou pelo menos ndo adiantaria o suficiente.

[2] Mesmo que mantivéssemos 0s objectivos originais
do projecto, se dispensdssemos os alunos de algumas
fases — por exemplo, a medi¢do do terreno ou a reu-
niio com os professores de Educacdo Fisica ou a ela-
boracgdo da proposta final — estarfamos a impedir os
alunos de viverem momentos significativos de aprendi-
zagem, com consequéncias dificeis de prever na sua tota-
lidade.

[3] Mais ainda: essas consequéncias dizem respeito
ndo s6 a formagdo geral dos alunos mas também, espe-
cificamente, ao desenvolvimento da sua educagao mate-
matica.

Por outras palavras: o trabalho de projecto nao € aqui
um meio (no sentido de tdctica) substituivel por outros

" que possam ser igualmente motivadores, € uma forma
de trabalho essencial na aprendizagem da Matemdtica,
designadamente quando se trata de desenvolver a com-
preensdo sobre as formas como a Matemdtica se rela-
ciona com a realidade.

... na Escola Secundaria

H4 quem defenda que estes projectos, pela sua natu-
reza, deveriam ser deixados para uma drea interdisci-
plinar, fora dos curriculos especificos das vdrias
disciplinas. Seria quase desnecessdrio, nesta altura, expli-
car por que razdo nao concordo com essa perspectiva.
Em poucas palavras: claro que € desejdvel que haja pro-
jectos interessantes para desenvolver numa 4rea «nao dis-
ciplinar»; mas o trabalho de projecto deve fazer parte
das experiéncias a proporcionar obrigatoriamente aos
alunos na disciplina de Matemdtica porque tem a ver
com aspectos essenciais da natureza especifica da edu-
cacdo matemadtica.

A nossa experiéncia mostra que, embora a organiza-
¢do da escola ndo facilite a realizacdo de projectos na
disciplina de Matematica (o tamanho das turmas, 0s
hordrios,...), essa realizacdo € possivel e pode contar-
-se com o empenhamento dos alunos, com a colabora-
¢do de (alguns) outros professores €, por vezes, com O
apoio dos Grgdos directivos. Os programas em vigor
serdo um obstdculo mas talvez ndo sejam um impedi-
mento — principalmente quando ja ninguém parece gos-
tar deles...

Ao longo do ano lectivo 1988/89, como jd referi,
desenvolvemos com os alunos duas experiéncias concre-
tas daquilo a que podemos chamar trabalho de projecto.
Cada uma delas ocupou trés a quatro semanas mas o
ndmero de aulas gastas nem sequer foi muito significa-
tivo pois a maior parte do trabalho foi realizado fora
das aulas.

E ¢é preciso que sejamos, de facto, realistas... O tempo
faz falta para muitas coisas. Nem as relacdes com a rea-
lidade constituem o tnico aspecto essencial da Matemé-
tica nem o trabalho de projecto é o tnico método
obrigatério na aprendizagem da Matemdtica. Os alunos
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O trabalho de grupo e o trabalho prético sdo compo-
nentes importantes da realizagdo de um projecto.

devem viver igualmente experiéncias de trabalho pra-
tico, de exploragdo de problemas, de investigacdo e
estudo pessoal, de discussdo em grupo e na turma.

E talvez seja afinal no contacto com facetas diversas
da Matemitica e na combinacdo de diversas formas de
trabalho que resida a maior riqueza da educagdo mate-
mética, desde que se dé tempo e se criem condicbes para
se irem estabelecendo relagdes e se irem amadurecendo
ideias.

Agora, o que ndo se pode fazer ¢ amputar alguns
6rgios essenciais e pretender que estd tudo na mesma.
Ou por outra, pode-se fazer isso mas os resultados estio
a vista.

Notas:

[1] Trata-se do Projecto MAT7gg. Para uma informacao
global sobre o projecto, ver o texto «MAT7g9 — uma espe-
riéncia de inovagdo curricular em Matemdtica» (Eduardo
Veloso, Leonor Cunha Leal, Margarida Silva e Paulo Abran-
tes), a publicar no Profmat n.° 5 (APM, Actas do Profmat-89).

[2] Ver «Matemética e Realidade nas aulas do 7.° ano num
ambiente de inovacdo curricular» (Paulo Abrantes), a publi-
car no Profmat n.” 5 (APM, Actas do Profmat-89).

[3] Ver «Estatistica nas aulas do 7.° ano» (Margarida Silva),
em Educacio e Matemdtica n.° 9.
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Vamos resolver problemas da vida real

Graca Mota, Esc. Sec. Madeira Torres
Pedro Pimentel, Esc. Prep. de Sio Gongalo

Uma perspectiva de trabalho

Se ser professor € dificil, sé-lo sem se preocupar com
0 que ensina, como ensina e para quem ensina ainda é
mais.

Dentro deste contexto pareceu-nos ser importante
fazer a ligagdo dos contetidos matemdticos com a reali-
dade, através de situacgdes ndo ficticias.

Desde o ensino preparatério, muitos alunos ji se sen-
tem vocacionados para uma profissdo ¢ interessam-se por
tudo o que esteja directamente relacionado com ela.

Pensar em situagdes problemdticas do dia a dia ¢
tarefa drdua, jd que, limitados ao espago Escola, passam-
-nos ao lado muitas situagdes que as pessoas tém de
resolver na sua actividade profissional.

Resolvemos assim contactar o jornal regional «<BADA-
LADAS» de Torres Vedras que nos abriu as suas por-
tas com entusiasmo. A ideia era tornar mais ficil a nossa
ligacao a situaces do dia a dia, através de um possivel
contacto com pessoas que se dispusessem a colaborar
CONNOosco.

O que é um problema da vida real?

Durante as nossas sessdes de trabalho fomos vérias
vezes confrontados com interrogacdes do tipo: Este pro-
blema € de facto da vida real? ou é um problema ficti-

cio? ou ainda, uma simples adivinha?
Por exemplo:

«De um recténgulo, sabe-se que o comprimento é 0

dobro da largura e que o perimetro ¢ igual a 4,20m.
Quais sdo as dimensdes do rectingulo?»

Na andlise que fizemos deste problema (muito comum
nos manuais escolares) consideramos estranho haver
tanta informagéo sobre o rectingulo e ndo se saber as
suas dimensdes. Isto ndo significa que ndo existam situa-
¢Oes reais em que o modelo matemdtico utilizado nas
suas resolucdes seja 0 mesmo.

Talvez a situacdo seguinte seja um exemplo:

«Para a sua sala de 3 por 6 metros, o senhor Tilio
precisa de construir uma mesa que deverd, por uma
questdo de estética, ser rectangular e estar de acordo com
as proporg¢des da sala, isto €, de dois para um.

A volta da mesa, pretende colocar um aro de madeira
exdtica que jd possui e tem 4,2 metros de comprimento.

Quais deverdo ser as dimensdes da mesa?»

Foi-nos surgindo assim a ideia de que um PRO-
BLEMA DA VIDA REAL é algo que surge is pessoas
no seu dia a dia e que tém de resolver/ultrapassar para
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executar as suas tarefas profissionais, nem que para isso
usem apenas o raciocinio légico.

Apresentamos agora um problema para ilustrar a nossa
ideia: :

O Senhor Rui, serralheiro mecénico, recebeu uma
encomenda de construgao de um depdsito ciibico com
a capacidade de 1 m®. -

Resolveu comprar 3 chapas rectangulares de 2 por 1
metros (2 metros de comprimento e 1 metro de largura).
Pegando em cada chapa, quinou-as ao meio, de modo
a formar um angulo recto.

Obteve assim as trés pecas seguintes.

Mas na montagem nfio conseguia encaixar a terceira
pecal

Desenhos de J.P.

Onde se teria enganado o Senhor Rui?
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Surpresas atrds de surpresas

Os problemas apresentados no jornal, foram elabo-

rados:

A — por leitores que colaboraram connosco;

B — por adaptagdo de outros problemas jd nossos
conhecidos e que se ajustam & nossa ideia de
situacdo da vida real;

.C — com base na nossa experiéncia como professores;

D — mas sobretudo com base na experiéncia de fami-
liares nossos, ligados a varios sectores profis-
sionais.

O problema das vasilhas
(como exemplo do indicado em C)

Um dia, foi apresentado numa aula de Matematica,
o problema:

«O senhor Rui tem 3 vasilhas: uma de 8 litros, outra
de 5 e outra de 3 litros. A vasilha de 8 litros estd cheia
de leite e ele pretende distribui-lo em partes iguais, por
duas das trés vasilhas. Que operacdes deverd ele fazer,
utilizando apenas as trés vasilhas?»

Passado algum tempo um aluno tem a seguinte inter-
vengao:

Aluno — «Stor»! ‘eu consigo medir quatro litros de
Jeite utilizando apenas a vasilha de 8 litros e outra qual-
quer, desde que tenha uma capacidade maior que 4
litros.

Professor — Ah sim? Entdo como?

Aluno — Comeco a despejar a vasilha de 8 litros para
outra. Quando o nivel do leite atingir o fundo, entio
a quantidade de leite que estd na vasilha de 8 litros €
igual 2 quantidade de leite que foi despejado, ou seja,
4 litros.

O professor, um pouco surpreso, tendo referido que
esse processo nio se podia utilizar em todos 0s recipien-
tes, voltou 2 resolugio do problema da forma que tinha
programado.

Com base nesta situagdo de aula, elabordmos o pro-
blema:

O senhor Jilio tem vacas leiteiras e vende diariamente
o seu leite. Tem vasilhas de vdrias dimensGes, mas por
vezes, utiliza um processo s6 seu para medir metade da
capacidade da vasilha com que se estd a servir.

O processo consta do seguinte:

— Enche completamente a vasilha (Figura 1)

FIG. 1
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— Comega depois, lentamente, a vazar o leite para
outro depdsito (Figura 2)

Vi

FIG. 2

— Quando o nivel do leite comegar a atingir o fundo,
entdo a quantidade de leite que estd dentro da vasilha
é igual 2 quantidade de leite vazado para o depdsito, ou
seja, metade da capacidade da vasilha (Figura 3).

FIG. 3
Dos recipientes seguintes, diga em quais se pode uti-

lizar o processo do senhor Jilio, para medir metade da
sua capacidade.

-

Iustracdo de A.V.
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O problema do pomar (como exemplo do indicado em D)

Um dos problemas apresentados no jornal, foi o
seguinte:

~ «O senhor Jodo tem um terreno rectangular com 106

metros de comprimento e 86 metros de largura. Pretende

plantar pessegueiros nas seguintes condicdes:

— a distdncia entre duas filas de drvores deverd ser
de 4 metros;

— em cada fila, a distdncia entre duas drvores serd
de 2,5 m;

— a volta do terreno haverd uma margem de 3 metros
sem drvores, destinada a passagem das méquinas
agricolas.

Quantos pessegueiros deverd o senhor Jodo enco-

mendar?»

Ao resolver este problema concluimos que eram
necessdrias 858 drvores, uma vez que considerdmos as
filas de drvore no«sentido» da largura.

Este foi um dos problemas que nds selecciondmos para
a nossa sessao pratica<Vamos Resolver Problemas da
Vida Real» em Viana do Castelo.

Ora, qual ndo foi a nossa surpresa quando uma das
colegas nos apresentou como solugdo, 861 drvores. Veri-
ficada a exactiddo dos cdlculos, perguntimo-nos:

«Como € possivel colocar no mesmo espago e nas
mesmas condigdes, maior nimero de 4rvores?»

Passado o primeiro momento, comegdmos a com-
preender a situagdo:

A colega colocou as filas de drvores na direc¢do do
comprimento do terreno, tendo obtido;

20 espagos entre filas, ou seja 21 filas

40 espacos entre drvores, ou seja 41 drvores em cada
fila

Enquanto que nés tinhamos obtido:

25 espagos entre filas, ou seja 26 filas

32 espagos entre drvores, ou seja 33 4rvores em cada
fila

Se multiplicarmos 25 por 32 (= 800), verificamos que
o produto € o mesmo que 20 X 40 (= 800) uma vez
que o espago utilizdvel do terreno é o mesmo e portanto,

igual a0 nimero de rectingulos de 4m por 2,5m.

Mas adicionando uma unidade a cada um dos facto-
res, os produtos obtidos jd ndo sdo os mesmos:

(25+1) (32+1) (20+1) (40+1)

Generalizando este facto, verificamos ainda que a dife-
renga do nimero de drvores colocadas em filas na direc-
¢do da largura é de 15% X (c—1) considerando
terrenos cujos comprimentos (c) e larguras (1), subtrai-
dos de 6 unidades, sejam «miiltiplos»?> de 4m e de
2,5m.

A laia de conclusio

Comecamos por apresentar o seguinte exercicio:

® Calcula os seguintes produtos:
35%x20= 30x 30= 12x15=
50x14= 9x100= 9x20=

e Adiciona agora uma unidade a cada um dos facto-

res e calcula novamente os produtos:
36x21= 31x 31= 13X16=
51x15= 10x101= 10X21=

® Que podes concluir?

® Considerando dois produtos iguais, ab=cd, que con-.

digoes deves colocar a a e b, para que o produto
(a+1) (b+1) seja maior que (c+1) (d+1)?

Se colocdssemos esta questdo aos alunos, apesar de
poder suscitar alguma curiosidade, provavelmente ela
nado causaria a surpresa e a perplexidade causadas pelo
problema do pomar.

No entanto, o modelo matemdtico em causa, €, na sua
esséncia, 0 mesmo.

Notas:

(1) Esta vasilha é designada na nossa zona por canabarro
e destina-se a retirar completamente o mosto dum recipiente.

(2) A falta de outro termo, utilizdmos a expressio «muilti-
plo de 2,5», apesar da nogiio de muiltiplo ndo ser aplicdvel a
niimeros nao inteiros.

Educacdo e Matematica N.° 12
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Caldas da Rainha

Escola Secunddria
Rafael Bordalo Pinheiro

7 a 10 de Novembro
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“Macintosh SE/30

o Bae

)

O Apple Macintosh $E/30 & o novo computa-
dor pessoal da linha Apple Macintosh que, man-
tendo o design do Macintosh original, oferece os
mais significativos aperfeicoamentos tecnolégi-
cos até hoje introduzidos num computador pes-
soal compacto, transportivel e de extraordiniria
poténcia.

O novo Apple Macintosh SE/30 oferece uma
velocidade de operagio quatro vezes superior
dos modelos Macintosh SE e idéntica 4 dos mode-
los modulares, como o Macintosh 11, ou o recente
Macintosh IIx.

Aot logine Apple ¢ Masini sk rarcis sepadas da Apsie Cormpuer Jae
{0 Eeatier e carvn s Pt 2vevlog, sfoermdr

EoApple Macintosh SE/30, integrando o mesmo
microprocessador de 32 bits Motorola 68037 que
equipa o Macintosh ITx, € inteiramente compativel
com todos os outros modelos da linha Apple
Macintosh; oferecendo, claro estd, a mesma facili-
dade de utilizagio e o mesmo interface com o
utilizador que fizeram do Apple Macintosh um
padrdo da indstria dos computadores pessoais.
O Apple Macintosh SE/30 oferece, no mesmo
espago compactodo Macintosh SE, mais meméria,
mais capacidade em disco, um circuito de video
mais rdpido e um novo conector de expanso.

oerrdtica, s by da Linerdadie, 299, 1) 20 Lisbobeigeia] socis: 500000 00BN o L zarnad w240

O Apple Macintosh SE/30 inclui na sua configu-
ragdo base o coprocessador para cilculoemvirgula
flutuante Motorola 68882, 2 ou 4 megabytes de
memdria RAM, um disco rigido SCSI de 40 mega-
bytes e a unidade de diskettes de 3,5" e 1,44 Mb
Apple FD HD, capaz de usar os formatos 400K,
800K e 1,44Mb Macintosh, o formato 800K Pro-
Dos do Apple 11 ou os formatos 720K e 1,44Mb
dos computadores MS-DOS.

O Apple Macintosh SE/30 & o mais ripido dos
computadores pessoais Apple Macintosh, mas de
utilizagdo tdo ficil como todos eles!

I

A forca de ser melhor!

4.° trim. 1989
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Por uma visiao nao instrumentalista
da Matematica

Henrique M. Guimardes, Faculdade de Ciéncias de Lisboa

A Matemdtica, apesar das elevadas taxas de reprova-
¢d0 ou, de uma forma mais lata, do insucesso que existe
nessa disciplina, mesmo nos alunos com aproveitamento,
e da fonte de insatisfagdo, desprazer ou frustagio que
constitui, em geral, a sua aprendizagem (e ensino!), tem
sempre ocupado um lugar de relevo no curriculo das
nossas escolas. Haverd, por certo, razdes de vdria ordem
que justificam uma situagao como esta. Sempre se ensi-
nou Matematica, poderemos dizer. Na verdade, esta dis-
ciplina € considerada como uma das mais antigas ciéncias
e, como matéria ensinada, faz parte dos curriculos esco-
lares, se lhes podemos chamar assim, desde hd mais de
dois mil anos, tendo ai ocupado sempre um lugar privi-
legiado (Stone, 1961). O peso da tradi¢do, no entanto,
se d4 um motivo para a permanéncia da Matemética nos
curriculos, esclarece pouco as razdes do privilégio que
se lhe atribui.

A crenga nos efeitos disciplinadores do estudo da
Matemética parece constituir uma outra ordem de razdes
que justificam a sua apredizagem: «ensina a pensar»,
«desenvolve o raciocinio», «ensina a distinguir o verda-
deiro do falso», «o correcto do incorrecto», «o certo do
errado».

Segundo Douglas Quadling (1983), no entanto, se é
verdade que a actividade matematica proporciona, entre
outras coisas, o «hdbito de analisar o significado de um
enunciado», «de estabelecer demonstragdes» ou de dis-
tinguir o essencial do acessério numa dada situagdo, o
mesmo se pode dizer no caso do estudo de outras disci-
plinas. Este autor acrescenta mesmo que, sendo a Mate-
miética, eventualmente, uma das formas mais puras do
raciocinio, este facto, «do ponto de vista educativo,
podera ser considerado tanto uma fraqueza como uma
forca» (Quadling, 1983, p.449).

Razdes de uma outra natureza, sdo as que se relacio-
nam com a importincia desde sempre atribuida & Mate-
mitica, quer para o dia-a-dia das pessoas e para a sua
vida profissional, quer para o desenvolvimento das outras
ciéncias, das técnicas e outros ramos da actividade
humana. Continuando a citar Quadling (1983), a Mate-
mdtica do dia-a-dia — a Matemdtica da «vida corrente»
como ele lhe chama — independentemente da sua real
importincia €, naquilo que existe de comum na vida das
pessoas, cada vez mais aprendida fora da escola (e, por-
que nao, antes da escola), do mesmo modo que apren-
demos outros conhecimentos que nos sio essenciais.
Além disso, o desenvolvimento da tecnologia tem vindo
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a proporcionar maquinas e instrumentos que nos liber-
tam da necessidade de dominar determinadas técnicas
e algoritmos mateméticos outrora considerados indispen-
sdveis, mesmo para a vida quotidiana. Por outro lado,
ensinar a Matemdtica necessdria & pratica profissional
futura de cada um, obrigaria, ao nivel da escolaridade
bésica, ou a um curriculo minimo constituido pela Mate-
mdtica comum as vérias profissdes (que dificilmente jus-
tificaria uma escolaridade longa em Matemitica), ou a
uma sobrecarga excessiva e em muitos casos intil, nos
programas da disciplina. Isto, se ndo quiséssemos ante-
cipar as opgdes profissionais, o que, a acontecer, con-
trariaria o principio de uma escolaridade bésica geral.

No que diz respeito a relagdo da Matemdtica com a
realidade e, em particular, com as outras ciéncias, do
ponto de vista do seu ensino, pressupde-se, em geral,
que ¢ preciso aprender primeiro Matemética para depois
a aplicar no estudo dessa realidade, na aprendizagem
dessas ciéncias. Esta perspectiva traduz uma concepgio
segundo a qual a Matematica € vista como uma ferra-
menta de que as outras ciéncias se socorrem no estudo
a que se dedicam. Aprende-se Matemética apenas por-
que ela € precisa para o estudo em outras 4reas cientifi-
cas. Reserva-se-lhe, assim, um papel meramente
instrumental, encarando-se essa disciplina como a lin-
guagem das ciéncias ou como um conjunto de técnicas
de que estas necessitam para o desenvolvimento o que,
ndo s6 ndo esgota todas as suas possibilidades enquanto
instrumento ao servigo dessas ciéncias, como levanta
obstdculos a concretizagdo de todas as suas potenciali-
dades educativas enquanto disciplina curricular,

A Matemdtica ¢ uma ciéncia antiga, disse-se j4, e,
desde sempre, em constante crescimento, quer no que
diz respeito ao seu préprio patriménio (em termos de
conceitos, métodos e organizagdo), quer nos dominios
a que se aplica. Diz-se mesmo que nos anos mais recen-
tes se tem descoberto mais Matemdtica que durante toda
a sua histéria (Dieudonné, 1982; Davis e Hersh, 1981).
Nos iltimos cem anos, diz-nos também André Lichne-
rowicz (1966), as matematicas «explodiram»: «explosio
interna, no seu dominio préprio, explosdo externa tam-
bém, conquistadora pela criagdo dos métodos aplicdveis
a novos dominios do concreto» (p.393). Este crescimento
do conhecimento matemdtico deve-se, por um lado a for-
cas internas da prépria Matematica e, por outro s neces-
sidades e possibilidades colocadas pelo desenvolvimento
cientifico e tecnolégico. H4 assim relagdes de mitua
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fecundidade entre a Matemdtica e os outros dominios
da actividade humana.

O conhecimento cientifico alargou-se e diversificou-
-se €, em cada uma das dreas a que se aplica é reconhe-
cida a importancia da Matemdtica. Nas ci€ncias da vida,
da terra, ou da matéria, como por vezes sdo chamadas
— Biologia, Geologia, Fisica, por exemplo — nas cién-
cias humanas e sociais — Psicologia, Economia, Socio-
logia — e em outras dreas como a Histéria ou a
Linguistica, a Matematica tem vindo a desempenhar,
com contribuigdes diferentes, um papel cada vez mais
importante. Esta importdncia crescente advém-lhe, sem
diivida, do facto de constituir um instrumento eficaz no
trabalho cientifico. Todavia, esse seu cardcter instrumen-
tal ndo se caracteriza, exclusivamente, pela possibilidade
que a Matematica oferece de fornecer linguagem e téc-
nicas necessdrias ao estudo dos virios problemas cien-
tificos, mas também pela sua capacidade de descri¢do
e previsao de fenénemos e de situagoes, permitindo-nos
interpretar melhor a realidade de que fazemos parte, e
melhor compreender, e resolver, os problemas que se
nos deparam. Hoje, vai-se mesmo mais longe e, por
exemplo, referindo-nos de novo a André Lichnerowicz
(1966), segundo este autor, em determinadas dreas cien-
tificas como a teoria da gravitagdo e a mecénica quin-
tica, as matemadticas ndo sdo ja meros instrumentos do
trabalho do cientista, mas constituem «o0 préprio pensa-
mento do criador» (p.400).

Deste modo, uma concepgao instrumentalista da Mate-
mdtica ndo revela todos os aspectos das relagdes da
Matemdtica com a realidade e com as ciéncias. Apre-
sentar a realidade (e portanto também as ciéncias) ape-
nas como dominio de aplicacio do conhecimento
matemdtico, esconde que muito desse conhecimento teve
origem no estudo dessa realidade e na procura de res-
postas aos problemas colocados pela ciéncia e pela tec-
nologia, bem como o papel criador da Matemdtica no
trabalho dos cientistas. Além disso, favorece um ensino
em que a Matemitica aparece, por um lado, desligada
de qualquer contexto, e por outro, reduzida a um con-
junto de simbolos, férmulas, regras, ou técnicas que,
na maior parte dos casos, surgem, aos olhos dos alu-
nos, sem grande significado. Nesta situacdo, ndo s6 a
aprendizagem da Matematica se torna dificil, como,
sobretudo, dificilmente se realiza a intengdo sempre
adiada: a aplicacdo da Matematica entendida como a sua
utilizacdo nos estudos das outras ciéncias, na previsio
e interpretacdo de fenénemos, na descri¢do e compreen-
sdo de situagdes. Com isto, o correspondente duplo insu-
cesso (na aprendizagem da Matemadtica, na aprendizagem
das ciéncias), as atitudes negativas face a Matematica,
e a visdo distorcida daquela ciéncia por parte dos alunos.

A Matemadtica é, essencialmente, uma actividade cria-
tiva. A formulacdo e a resolucdo de problemas consti-
tuem os elementos fundamentais da actividade
matemdtica — sem resolver, e sem formular, problemas,
ndo se faz Matemdtica — e € isso que lhe confere esse
cardcter criativo. Por outro lado, fruto do desenvolvi-
mento interno e auténomo da Matemdtica ou suscitados
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por necessidades e exigéncias que lhe sdo exteriores,
esses problemas, a sua formulagdo e resolugdo, consti-
tuem a contribuicado mais importante da Matematica nas
suas relagdes com as diversas ciéncias e outras activi-
dades humanas. Além disto, ao nivel do ensino da Mate-
madtica, considera-se que situacdes de cardcter
problemitico favorecem a criagio de ambientes de apren-
dizagem ricos e estimulantes. Aqui, situagao problema-
tica ndo € encarada, apenas, como uma situacdo ndo
rotineira de que ndo se dispde, & partida, de uma estra-
tégia para encontrar a sua solugdo. Num sentido mais
amplo, é entendida como uma situagdo que coloca um
desafio ao aluno, proporcionando-lhe oportunidade para
analisar, interpretar, conjecturar ou fazer progndsticos,
definir uma estratégia, tomar decisdes, avaliar os resul-
tados que obteve. Assim se justifica a importincia que
vem sendo dada a resolugio de problemas no ensino da
Matemadtica que, nao sendo dos dias de hoje, assume
maior expressao a partir dos fins da década de 70
(NCTM, 1980; APM, 1988).

Muito possivelmente, as regras e técnicas matemati-
cas bem como os aspectos simbélicos da Matemitica,
terdo que ser sempre contemplados, de uma forma ou
de outra, no ensino dessa disciplina. Ndo sdo, no entanto
os unicos nem, certamente, 0s mais importantes. O
desenvolvimento da tecnologia, em particular a existéncia
dos computadores e das calculadoras e a sua cada vez
maior versatilidade e acessibilidade, ddo hoje mais razao,
e proporcionam mais e melhores meios, para que a
énfase no ensino incida nos aspectos mais conceptuais
da Matemdtica em detrimento dos seus aspectos mais
mecanicos. Os conceitos, as formas de raciocinio e os
vdrios tipos de actividade matemdtica (demonstracio,
modelizacdo, resolucdo de problemas), devem ser assu-
midos, todos eles, como contetidos de ensino em Mate-
madtica, constituindo mesmo o seu niicleo essencial. Em
particular, a resoluc@o de problemas deve ser vista como
ingrediente fundamental em educacdo matemdtica, e ndo

continua na pdg. 40
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Uma corrida de 400 metros

Isabel Amorim e Alzira Rebelo, Esc. Sec. D, Pedro V
Graca Pereira, Esc. Sec. Santa Maria do Olival (Tomar)

No Ano lectivo de 88/89 realizdmos um trabalho com
alunos do 8.° ano, da Escola Secunddria de Sebastifio
e Silva, que consistiu na elaboragdo da planta (e res-
pectiva maquete) de uma pista de atletismo com campo
de futebol. Esse trabalho constituiu pretexto para uma
comunicacao (inserida no Grupo de Trabalho «Aplica-
¢oOes da Matematica»), no Encontro Nacional PROFMAT
89, cujo contetido serd brevemente publicado nas Actas
do referido encontro.

O presente artigo surge na sequéncia dessa comuni-
cagao e nele iremos explorar a questio das chamadas
«décalages». Antes, porém, abordaremos sumariamente
0 processo matemadtico envolvido no tragcado e constru-

¢30 de uma pista de atletismo e do respectivo campo
de futebol.

Tragado de um campo de futebol

Depois de se conhecerem as dimensdes do rectingulo
(por exemplo, as internacionais minimas sdo: 100 x 64),
€ necessdrio escolher uma escala adequada tendo em
conta o espago onde se ird elaborar a planta.

Na marcacao dos diferentes elementos que compdem
um campo de futebol (meio campo, grande 4rea,
pequena drea, local das balizas, etc.) estdo envolvidos
conceitos da geometria elementar: rectas paralelas, rec-
tas perpendiculares, diagonais de um rectingulo, peri-
metros, etc.; os cdlculos a efectuar nio sao mais do que
simples proporgdes (directas).

Tracado de uma pista de corridas

Uma pista de corridas € habitualmente constituida por
8 corredores, medindo cada um deles 1,22 m de lar-
gura. A pista tem 400 m de comprimento que se medem
no 1.° corredor 0,30m além da corda, isto &, do limite
interior da pista.

Cada corredor € constituido por duas partes curvas
(semicircunferéncias) e duas partes rectas. Assim, para
o seu tracado hd que determinar o comprimento de cada
uma dessas partes (que ndo € 100 m como se poderia
supor).

Dadas as dimensdes A X B do rectangulo que cons-
titui 0 campo de futebol, os cdlculos a efectuar resumem-
-se & determinacdo do raio R das semicircunferéncias
e do comprimento L de cada uma das rectas.

Assim, R serd a soma de metade da largura do campo
com a largura f da sua faixa de seguranca (que pode
variar entre 1,5 e 2,5 m) com 0,30 m : ou seja:

R=B/2+f+ 0,30
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Entao, o comprimento C de uma parte curva sera:
C= 7R
Como 400 = 2L + 2C, vem: L = 200 — R

Quanto a marcag¢do no terreno, hd que saber onde se
situa exactamente o centro O de cada uma das semicir-
cunferéncias: este ponto terd que se encontrar sobre o
eixo, longitudinal que passa pelo centro do terreno; para
determinar qual o sitio exacto nesse eixo, calcula-se a
diferenca A — L e divide-se por 2 (ver figura).

Finalmente, tracam-se as partes curvas da pista com
centro nos pontos O € O’ e as respectivas partes rectas
(ver figura).

il ¥ .----T“‘""
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A linha assim obtida (linha a tracejado na figura
acima) deverd medir 400 m certos.

Uma vez que esta linha se situa 0,30 m além da corda,
para tragar a parte interior do 1.° corredor (corda) tem
que se utilizar um raio de comprimento R — 0,30 m e,
para os restantes corredores vai-se aumentando sucessi-
vamente 1,22 m a partir de R — 0,30 m (pois a largura
de cada corredor mede 1,22 m).

Décalages

Apds a marcagdo no terreno dos corredores da pista,
surge a questdo das chamadas «décalages», isto €, como
marcar em cada corredor o local de partida para cada
atleta numa corrida de 400 m (como € ébvio, se partis-
sem todos da linha da meta, o atleta do corredor no 1
percorreria esses 400 m, mas o «desgragado» do corre-
dor n.° 8 ...).

Com vista a facilitar a apresentagio dos cdlculos
necessdrios para determinar as «décalages», efectud-los-
-emos com os valores de um caso particular: suponha-
mos que o campo de futebol possui as medidas
internacionais minimas — 100 X 64. Assim,

100 m R=348m '
64 m L

109.323733 m
90.67267 m

A
B

Nao hd divida que o atleta do corredor n.® 1 parte
da meta.

Para que o atleta do corredor n.° 2, ao chegar a meta,
tenha percorrido exactamente os mesmos 400 metros,
ele terd que partir «a frente» do atleta do corredor n.° 1.

Antes de prosseguirmos, duas notas:

1) para abreviar a escrita, a partir daqui, chamare-
mos a, ao atleta do corredor nimero n, n = 1,
2o

2) nos corredores nimero 2, 3, ..., 8, os 400 metros
medem-se a 0.20 m da fronteira interior do corredor (e

ndo a 0.30 m como no corredor n.° 1W),

Para determinarmos o local exacto de onde a; deverd
partir, faremos a contagem dos metros que ele percorre
(NAO ESQUECER que, de acordo com a nota acima,
esta contagem deverd ser feita sobre uma linha a 0.20m
da fronteira interior do seu corredor) até chegar a meta,
«no sentido contrdrio ao da sua corrida», isto €, come-
¢amos por contar os 90.67267m que ele corre na recta
da meta; depois, os 112.84601m (ver célculos auxilia-
res) da 2.2 curva que a; descreve; depois, os 90.67267
da 1.2 recta onde ele corre; e finalmente, o nimero de
metros que ele corre na 1.2 curva desde que parte até
que entra na 1.* recta:

400 — (90.67267 + 112.84601 + 90.67267) =
= 105.80865m

Ciélculos auxiliares

R; = 34.8m

R; =(348-03) +122 +02 =
= 35.92m

C; = wR; = 112.84601m

Consideremos, agora, a seguinte figura:

Wiz

O objectivo desta figura é auxiliar a apresentagdo dos cdlculos com vista a clarificd-los; por isso mesmo, esta ndo
se encontra desenhada 2 escala, pois se assim fosse, os corredores ficariam demasiado estreitos.

Educagio e Matemdtica N.° 12
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De um ponto de vista pritico, 0 que se pretende é
desenhar uma linha no corredor, atrds da qual se dever4
encontrar o atleta antes da partida.

Neste momento, apenas sabemos que desde o ponto
Az até 2 meta My (no sentido da corrida do atleta)
contam-se 400m; portanto, a tal linha terd que passar
pelo ponto A;. Mas, s6 com este dado, ainda nio é
possivel desenha-la.

Como fazer?

Determinemos a sua inclinacdo (a inclinacio e um
ponto, jd sdo dados suficientes para a desenhar):

i) comprimento do arco MbAz (seja xy):
x2 = C; — n.° de metros que a; corre na 1.2 curva =

112.84601 — 105.80865
= 7.03736m

ii) amplitude do arco M>A> — ou do angulo do cen-
tro MOA;> (seja ay):

27R, b R k. 180x,

360 o 7Ra

T X 35.92

iii) a referida linha terd uma inclinaciio de 11.225251°
relativamente a linha da meta.

Em vez de efectuarmos cdlculos andlogos a estes para
cada um dos restantes corredores, tentaremos deduzir
uma férmula que, por substitui¢do directa, nos dé logo
o valor do angulo desejado.

Analisemos como chegdmos ao valor «, e generali-
Zemos:
180x2

o =
7R,

® Como chegdmos a R;?
.Ri=B2+25+03=32+25+03=348m

R=®R-03)+122+02=
=345+ 122+ 02 =
: 34.7 + 1.22

.Rs=R; + 1.22 = 345
=345+ 02+ 2 %
347 + 2 %122

Ry + 122 =347 4+2x 122122 =
34.7 + 3 x 1.22 '

22 +i022:4-1.27 =

-1
1.22=

<Ry

. etc.

De onde se conclui que:

Ry =347 + (n— 1) x 1.22

® Como chegdmos a x;?
comprimento que a; corre na 1.2 curva:
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105.80865 =
= 400 — (90.67267 + 112.84601 + 90.67267)

7Rs
= 400 — (2 X 90.67267 + wRy)
= 218.65466 — R,

. X2 = 7.03736 = 112.84601 —105.80865
TRz — (218.65466 —7R3)

= 2 7Ry — 218.65466

Il

De onde se conclui que:

b = 2 xR, —218.65466

(em que x, representa o comprimento do arco MyA,;
n€ 3 .., 8

® Entio: :

180x, 180 (2wR; — 218.65466)

az — —
7R3 TRy
218.65466
= 180 (2 — ——)
wRa
¢ Finalmente,
o = 180 (2 3 218.65466)
7R,

onde

Rhn=347+ -1 x122°,n€R 3 .., 8

Sugestao

Segundo nos afirmou o professor Eduardo Cunha®
(e nés tivémos oportunidade de o confirmar aquando
duma visita ao Estddio Nacional) a distincia entre o 8.°
€ 0 7.° atleta, a partida, é menor do que a distincia entre
0 2.° e 0 1. ou, por outras palavras, & medida que
n aumenta (n €IN), os atletas n.° n+1 e n.° n partem
cada vez mais perto um do outro, o que nos leva a ima-
ginar que:

«No infinito, os atletas partiriam lado a lado.»

Como demonstrar, matematicamente, esta afirmacao?

Notas

(1) Esta diferenca justifica-se pelo facto de a corda (fron-
teira interior do 1.° corredor) ndo ser uma simples faixa pin-
tada no chdo como as fronteiras interiores dos restantes
corredores. Com efeito, a corda é uma espécie de tubo metd-
lico (ou de madeira, ou de cimento) com 5 cm de altura, o
que faz com que o atleta do corredor n.° 1 nio consiga cor-
rer 8o proximo da fronteira interior (porque hé o perigo de
se magoar) como um atleta de um dos outros corredores.

(2) Treinador de atletismo no Sporting.
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Porqué gastar
dinheiro nos
computadores
quando se
pode ganhar
dinheiro com os
computadores?

Faca

do seu centro
de custos
um centro
de lucros.

UNISYS E VOCE.
O poder de?2

UN* S
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Modelos, aplicacdes da Matemdtica e computadores:
o exemplo dos automatos celulares

Jodo Filipe Matos*
Departamento de Educa¢do da Faculdade de Ciéncias de Lisboa

Tem vindo a ser reconhecido por numerosos educa-
dores que as Aplicacdes da Matemdtica devem consti-
tuir uma das vertentes da actividade dos alunos naquela
disciplina. Naturalmente que ao pensar naquilo a que se
tem vindo a chamar de Aplicagdes da Matemdtica, ndo
se limita esta componente a uma mera ideia de aplica-
bilidade no sentido estrito do termo. As aplicacbes da
Matemética envolvem implicitamente criatividade e esta
nao consiste na simples aplicagdo de principios conhe-
cidos mas na descoberta e construcio, frequentemente
por via intuitiva, de novos algoritmos, novas relagdes,
novos conceitos, em ultima andlise, nova Matematica.
Um exemplo interessante e real desta aplicagdo € apre-
sentado por Feynman (1986),

Quando esses novos elementos sdo reconhecidos como
vélidos e incorporados no esquema coerente que carac-
teriza a Matematica, a sua aplicagdo torna-se num pro-
cesso previsivel, eventualmente rotineiro, e por isso
mesmo preferencialmente realizado com o auxilio de
meios automaticos, nomeadamente de computadores.

Neste artigo pretende-se aflorar a problematica das
Aplicagdes da Matemdtica na educagdo sob a perspec-
tiva da construgao e exploracio de modelos mateméti-
cos simples em computador. Sdo apresentados dois
exemplos de simulagdes de processos dindmicos através
de modelos implementados em autématos celulares.

A Construgio de Modelos e os Computadores

Se a aprendizagem passa por proporcionar aos alu-
nos ambientes favordveis a uma situagdo em que eles
sejam construtores activos das suas estruturas concep-
tuais, os processos de modelagio e exploragdo de mode-
los podem contribuir para esse objectivo na medida em
que encorajam os alunos a generalizar relagdes e pro-
cessos, a definir as suas ideias de forma precisa, e a
testar os seus proprios modelos detectando e corrigindo
inconsisténcias. A vantagem de ter a possibilidade de
interpretar e tornar externos os modelo «internos» serd
a de tender a conferir forma concreta a ideias abstrac-
tas. Acresce a isto a possibilidade de fazer coexistir
representagoes multiplas de um mesmo modelo (Fey,
1988).

Os exemplos que sdo apresentados neste artigo cons-
tituem modelos de sistemas dindmicos. De facto, mui-
tos dos processos naturais que podemos estudar através
de modelos mateméticos tém um cardcter dinmico, isto
é, a sua evolugao tem que ver com o tempo, existindo
assim automaticamente uma varidvel independente defi-
nida a partida. A simulagdo de processos deste tipo atra-
vés de computador permite ensaiar, em segundos,
fen6menos que durariam anos ou mesmo que é impos-
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sivel realizar em situagdo real (por exemplo em projec-
¢oes para o futuro). Naturalmente que existem muitos
modelos interessantes que permitem uma larga explora-
¢do sem necessidade de computadores como por exem-
plo a chamada Geometria do Tdxi (Krause, 1975).

Mas os computadores abrem a possibilidade de pro-
porcionar aos alunos ambientes de aprendizagem em que
as representacoes das ideias sdo flexiveis e que simulta-
neamente lhes permitem obter feedback imediato do
computador a partir das suas experiéncias. Na termino-
logia de Papert (1980) os computadores constituem
objectos com os quais se pode estabelecer uma relagdo
que ndo pode ser reduzida a termos puramente cogniti-
vos. Assim, os computadores podem constituir um meio
em que os modelos podem ser facilmente manipulados,
encorajando os alunos a expressarem 0s seus proprios
modelos do mundo real, testd-los e avalig-los, e voltando
de novo a situagio real num processo circular que pode
Ou nao ter origem numa situagdo jd definida e simplifi-
cada (Kerr & Maki, 1979). E a questdio pode igualmente
ser equacionada no contexto do trabalho dos professo-
res (ver por exemplo Rubin e Rosebery, 1988).

Os programas de simulagdo de sistemas dindmicos sdo
talvez os instrumentos de modelagdo mais conhecidos,
amplamente usados em actividades cientificas e suscep-
tiveis de serem utilizados na educagio (para uma and-
lise detalhada de diversos tipos de actividades de
modela¢do ver por exemplo Webb e Hassel, 1988).

A constru¢do de modelos dindmicos em computador
pode ser realizada através de diversos instrumentos desde
que mantendo um grau adequado de fidelidade ao fené-
meno real (a este propdsito ver por exemplo Levin &
Waugh, 1988). Para além das linguagens de programa-
¢do relativamente acessiveis e de utilizacdo genérica,
como o Logo ou o BASIC, existe actualmente uma larga
gama de programas vocacionados para a construgio de
modelos em computador. A simples Folha de Célculo
constitui um instrumento que permite a modelagdo de
diversas situagdes e a formulagdo e exploragdo de pro-
blemas. No entanto t&m vindo cada vez mais a surgir
programas destinados especificamente & modelagéo, com
diversos graus de complexidade na sua manipulacio,
como por exemplo o DYNAMO (Roberts, 1981) que
consiste numa verdadeira linguagem de programagio
para a constru¢ao de modelos. Um dos exemplos que
podemos situar na gama dos programas com interface
mais amigdvel ¢ o STELLA (para uma breve descrigdo
deste programa ver por exemplo Whitfield, 1988) em
que toda a construcdo do modelo é realizada através da
manipulagao de simbolos icénicos representativos das
varidveis em jogo, e que sdo ligados directamente no
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ecrd de acordo com a relagdo de dependéncia entre os
diversos factores intervenientes no processo.

A construgdo de modelos referida pressupde o conhe-
cimento das leis que regem o fenémeno de um ponto
de vista global, o que poderd significar que € necessd-
rio conhécer exactamente as equagdes correspondentes
ao processo dindmico ou pelo menos alguma relacdo fun-
cional mesmo que traduzida em termos graficos pelo uti-
lizador. Existem no entanto processos em que a definicdo
das leis € estritamente local, isto €, realizada sobre cada
elemento de modo uniforme mas individual. Nestes pro-
cessos conhecem-se as leis «locais» do seu funcionamento
mas o seu desenvolvimento global é muitas vezes extre-
mamente dificil de prever. Naturalmente que estas duas
classes de modelos ndo sdo disjuntas uma vez que cer-
tos fendmenos podem ser vistos quer de um ponto de
vista local quer de um ponto de vista global e estas duas
perspectivas podem ser complementares.

Ogborn (1990) distingue como particularmente inte-
ressante a modelagdo semi-quantitativa quando se dis-
pde de poucos dados para construir um modelo
quantitativo exacto. Assim, a modelagio semi-
-quantitativa consistird na construgdo de diagramas cau-
sais cujas varidveis seriam representadas de forma
iconica e relacionadas através do tragado de setas defi-
nidoras de dependéncia directa ou inversa entre elas.

Vamos analisar em pormenor dois exemplos de mode-
los matemadticos em que a defini¢do local assume aspecto
relevante.

Os Autématos Celulares

Os autématos auto-reprodutores de John Von Neu-
mann sdo modelos formulados em termos matematicos
e baseados num conjunto de condi¢bes ou regras reco-
nhecidas como necessdrias para a auto-organizacdo dos
seus elementos. Uma caracteristica dos autématos de
Von Neumann € a sua capacidade de auto-reprodugéo.
Segundo Eigen e Winkler (1989) o primeiro deste tipo
de modelos foi concebido em 1950 de uma forma muito
realista mas com éxito precdrio. A maquina imaginada
deslocar-se-ia para trds e para diante num grande arma-
zém de pegas, retirando os elementos necessdrios a sua
prépria construcdo. E a questdo mais delicada é que os
seus «descendentes» deveriam ter a mesma capacidade
de se auto-reproduzir, num processo recursivo, capaci-
dade esta que deveria portanto fazer parte do seu pro-
grama de construcdo. Poderia imaginar-se que, por meio
de um dado tipo de modificagdo selectiva do programa
de construcdo, seria teoricamente possivel obter uma
melhoria continua da mdquina, com extensdo e aperfei-
goamento das suas capacidades no sentido da evolugio
darwiniana.

Em termos tedricos, as ideias de Von Neumann (Kac
& Ulman, 1968) encontram exemplos interessantes,
nomeadamente através da exploragio dos chamados auto-
matos celulares. Pense-se no plano dividido em células
tal como se se tratasse de um infinito tabuleiro de
xadrez. A cada célula, isto €, cada casa desse tabuleiro,
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pode atribuir-se um nimero finito de estados, como por
exemplo, estar vazio, ocupado ou ocupado por um deter-
minado tipo ou classe de elementos, etc. Para cada célula
pode ainda ser definida uma dada vizinhanca. Por exem-
plo, poderiamos definir para cada célula A da figura 1
um tipo de vizinhanca constituida pelas células numera-
das de 1 a 8.

Fig. 1
Exemplo de vizinhanga de uma célula A

Para que este pequeno mundo adquira uma dindmica
de «vida» podem ser definidas regras de transformagéo
simultdnea para cada célula. Isto significa que estas
regras sdo aplicadas instantaneamente a todas as células
deste espago. Yon Neumann conseguiu demonstrar que
uma configuracdo de cerca de 200.000 células, cada uma
com 29 estados possiveis e uma vizinhanga de quatro
casas ortogonais (no caso da figura 1, as casas 2, 4, 6
e 8), retine todas as condi¢Oes necessdrias aos automa-
tos auto-reprodutores, podendo teoricamente realizar
qualquer operacdo matemdtica (Eigen & Winkler, 1989).

Um exemplo interessante de um universo de autéma-
tos celulares € conhecido por «jogo da vida». Desenvol-
vido no inicio dos anos setenta, pelo matemdtico inglés
John Conway quando trabalhava intensamente em dois
dos seus temas favoritos: as teorias dos nimeros trans-
finitos e os jogos (ver por exemplo Conway, 1976). Na
constru¢do de um universo dinimico de autématos celu-
lares — capaz de ser simultaneamente simples e inte-
ressante mas de resultados praticamente imprevisiveis —
Conway investigou com os seus estudantes dezenas de
hipéteses, ensaiando universos de texturas hexagonais
e triangulares com as mais variadas regras de transfor-
magdo. Um dos resultados deste estudo foi uma proposta
extremamente simples: o jogo da vida, como lhe cha-
mou, embora na sua esséncia nao constitua um verda-
deiro jogo.

Neste universo, a vizinhanca de cada célula é consti-
tuida pelas oito células descritas na figura 1. O jogo
decorre em fases sucessivas que sdo designadas habi-
tualmente por geragdes. Em cada geracdo, as regras sio
aplicadas simultaneamente em todas as células. Como
regra base, uma célula deve estar sempre ou ocupada
ou livre, isto €, so existem dois estados: célula ocupada
(viva) ou vazia (morta). As regras deste verdadeiro
micromundo s3o as seguintes:
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1. Sobrevivéncia: Uma célula sobrevive e passa a
geragdo seguinte se 2 ou 3 células vizinhas estiverem
também vivas (isto €, ocupadas). A célula permanece
portanto ocupada, isto é, viva.

2. Morte: Uma célula morre (isto é, passa de ocu-
pada a vazia) se mais de 3 ou menos de 2 células da
sua vizinhanga estdo vivas. No primeiro caso poderia-
mos dizer que o sistema estaria sobrepovoado e no
segundo que o individuo estd demasiado isolado.

3. Nascimento: Uma célula nasce (isto é, passa de
vazia a ocupada) se 3 e s6 3 células vizinhas jd estive-
rem vivas.

Em cada geragdo, cada célula sofre uma transforma-
¢do determinada por aquelas trés regras.

Atente-se no desenvolvimento da evolugdo da confi-
guracdo inicial da figura 2.

Naturalmente que este processo implementado em
computador permite com grande rapidez apreciar o
desenvolvimento de uma configuragdo inicial apés deze-
nas ou centenas de geragdes.

E possivel desenvolver a simulacdo deste processo
com o auxilio de diversos programas, existindo diver-
sas implementacdes realisadas sobre diferentes suportes,
como € o caso do programa LAZLife desenvolvido por
Larry Hutchinson para os computadores MacIntosh.

As questoes que se colocam podem permitir explora-
¢Oes extremamente interessantes. Haverd configuragdes
iniciais que desaparecem, ou que se tornam estdveis, ou
que alternam entre diferentes estados numa ou outra
forma de estabilidade, ou que se desenvolvem e criam
«col6nias» que por sua vez se desenvolvem também, etc.
Ha por exemplo as chamadas configuracdes méveis (ver
figura 3). Quais serdo as caracterfsticas deste tipo de
configuracdes? Que classes de configuragbes mdveis
podem existir? Quais sdo estdveis, apés um nimero
finito de geracées?

Existem configuragdes cujo crescimento € infinito?
Haverd possibilidade de obter todo o tipo de configura-
¢a0? Se nao, porque nao? Que leis € possivel conjectu-
rar acerca de determinadas categorias de configuracdes
de vida limitada (isto é, que desaparecem ao fim de um
nimero finito de geragoes)?

E o que dizer do jogo da vida em trés ou mais dimen-
sOes?

1.* geracdo

2.? geragao

1.* geracdo 2.# geracdo
LI
11
3.* geragdo 4.2 geracdo 5.7 geracao
Ll L1
L1 1M |
6. geracdo 7.% geragdo 8.% geracdo
11 1111 1111
1 | W
i
N
1
9.* geragdo 10.* geracao 11.% geracio

|
YL
LIT1]
|
LILT
IHEBI
1117

1

11

Fig. 2
Evolugdo de uma configurago que adquire
«estabilidade alternante» na 10.2 geracdo

O entusiasmo e a atracgdo que o jogo da vida des-
pertou em certos meios tem que ver naturalmente com
a sua simplicidade, pelo facto de ser totalmente previsi-
vel, célula por célula, mas a evolugdo em larga escala
desafiar tremendamente a intuigao.

3.2 geragdo 4.% geracao

| ||

|
EEC 1

elale - mCEr

R e

Fig. 3

Exemplo de uma configuracdo mével. Ao fim de quatro geracdes ela regressa a configuracio inicial
mas deslocada uma célula para a direita e para baixo. A sucessio de sequéncias como esta provoca

o deslocamenteo rectilineo da configuragio.
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1.* geracdo 2.% peragao
|
|
|
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( ]
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Fig. 4
Exemplos de desenvolvimento de configuragdes estdveis

Simulacao de fogos

Quando em Qutubro me dirigia para Viana do Cas-
telo para participar no Encontro da APM — pensando
em exemplos sugestivos de simulagdes para realizar em
Logo — deparei com um enorme incéndio naquelas
maravilhosas terras. Apesar de a realidade ser muito
mais dramdtica do que a minha preocupagdo com as
simulagdes, pensei que seria um exemplo bem interes-
sante simular o desenvolvimento de um foco de incén-
dio. Penso mesmo que esta ideia jd existia a propdsito

do estudo da natureza matemdtica de certas formas
caracteristicas de fenémenos naturais (ver por exemplo
Marx, 1987 e Peterson, 1988) e de uma ideia que per-
sigo hd cerca de um ano e que envolve o estudo dos
chamados tridngulos de Sierpinsky.

Imagine-se um universo celular — ou um sistema de
particulas interactivas, na terminologia de alguns mate-
maticos (Durret, 1988) — em que cada célula pode assu-
mir, em cada fase, um e s6 um de trés estados: 1, i
e 0. Neste modelo, cada célula representa uma 4rvore
e os trés estados referidos correspondem respectivamente
a uma 4rvore sa, ardendo e j4 ardida. As regras de trans-
formagio sdo 6bvias. O problema torna-se mais aliciante,
do ponto de vista matemdtico, através da utilizacdo de
valores de probabilidades. As regras poderiam ser as
seguintes:

1. Todas as drvores sdo inicialmente verdes, excepto
uma (o foco de incéndio).

2. Uma drvore ardida mantém-se ardida.

3. Uma 4rvore ardendo pode transmitir esse estado
a uma drvore sa vizinha. Este facto depende do valor
definido para a probabilidade de transmissdo (podendo
eventualmente variar ao longo do processo).

4. Uma édrvore permanece ardendo durante uma gera-
¢do (isto é, uma unidade de tempo).

O estado do processo num dado momento m € uma
fungdo Ep: 50
Bw: 72— §1,1,00

Durret (1988) descreve a dindmica deste processo em
termos de probabilidades da seguinte forma:

Se En(x) = 0, entdo En+i(x) = 0

(correspondente a 2.)

Se En(x) = i, entdo En+1(x) = 0

(correspondente a 4.)

Se En(x) = 1, entdo

P(Em+1(X) = 1) = (1 — p)*

PEp+1(x) =1) = 1 =P (En+1(x) = 1)

(correspondentes a 3.)
sendo k o nimero de vizinhos em estado i, P represen-
tado o valor da probalidade e p um pardmetro definido
no intervalo [01]. A condicao inicial poderia ser

i 2 S < 5 6
| I
7 8 @ 10 11 12
A !
| I . M1 |
Fig. 5

Inicio do desenvolvimento de um foco de incéndio de acordo com o modelo apresentado.
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Em((0,0)) = i, isto é, a célula (0,0) seria o foco de
incéndio.

A simulagdo deste processso em computador poderd
eventualmente ser implementada com o auxilio de dife-
rentes tipos de instrumentos. O recurso 2 programagio
poderd permitir tornar mais flexivel a utilizacdo da simu-
lagdo. Usando procedimentos elementares em LOGO
pode realizar-se uma primeira aproximagéo a este pro-
blema. Na seccdo Logo.Mat deste mimero da revista é
explorada de forma resumida uma possivel implemen-
tagdo deste processo.

Fig. 6

Facilmente se pode generalizar aquele conjunto de
procedimentos a outros casos introduzindo novos facto-
res de probabilidade e utilizando os oito vizinhos de cada
célula. Através deste tipo de modelo matematico podem
realizar-se experiéncias interessantes, ensaiando técni-
cas de contra-fogo, estudando a influéncia da variagdo
da humidade do solo, do vento, de barreiras de segu-
ranca, etc, na propagacao do fogo. Todos estes elemen-
tos sdo simulados através da defini¢do de valores para
as probabilidades de propaga¢do aos vizinhos imediatos
ou a outros, e de interaccdo entre estes factores. Além
disso, a base do modelo pode ser constituida por uma
distribui¢do aleatéria de drvores (c€lulas) em vez de um
recticulado perfeito como é o caso do exemplo apresen-
tado.

Conclusio

Os exemplos apresentados pertencem a um campo
ainda relativamente pouco explorado da Matemitica e
muito pouco trabalhado em termos de educacdo mate-
matica. Pareceu-me que tal escolha poderia constituir
uma forma de sugerir uma perspectiva de trabalho no
dominio das Aplicagdes da Matemitica que d4 énfase
a elaboragdo e exloragio de modelos em relagdo aos
quais ndo € necessdrio conhecer um conjunto de equa-
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¢Oes complexas, mas que permitem uma investigacado
interessante.

Era igualmente objectivo deste artigo valorizar as apli-
ca¢Ges como uma componente importante do ensino da
Matemitica no sentido em que podem constituir elas pro-
prias elementos de estudo e de trabalho através da cons-
trucdo e exploracio de modelos. Esta vertente, que
deverd estar implicita na proposta do envolvimento dos
alunos em actividades sobre as Aplicacdes da Matemad-
tica, pode tornar-se mais saliente através da utilizagdo
de computadores. Embora as linguagens de programa-
¢d0, e nomeadamente o Logo, constituam instrumentos
disponiveis para este trabalho, os programas vocacio-
nados para actividades de modelacdo constituem sem
divida os instrumentos privilegiados para este tipo de
actividade,

Num momento em que se buscam linhas orientado-
ras gerais para o que poderd ser a educa¢do matemitica
basica dos alunos, e por outro lado se vislumbram os
contornos dos futuros curriculos, é importante tomar em
consideracio o que poder4 ser uma vertente interessante
da utilizacao da tecnologia nos curriculos.
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Aplicacoes na Matematica escolar
em discussdo no Profmat-89

No Profmat-89, realizado em Outubro passado em
Viana do Castelo, um dos grupos de trabalho foi dedi-
cado ao tema «Aplicagdes na Matemdtica escolar». Um
relatério sobre o que foram os trés dias de trabalho desse
grupo serd publicado no Profmat n.° 5 (Actas do Encon-
tro) tal como sucederd com todos os outros grupos. No
entanto, uma vez que este nimero de Educacdo e Mate-
mitica € dedicado ao mesmo tema, parece oportuno
transcrever a parte final desse relatério que se refere aos
pontos focados no dltimo dia dos trabalhos.

[...]

e Embora o professor goze sempre de alguma liber-
dade, os programas actuais ndo sdo propicios ao traba-
lho com aplicagdes da Matemitica sobretudo por causa
da natureza dos objectivos subjacentes a esses pro-
gramas.

e Actividades concretas sobre aplicagdes da Matemd-
tica poderdo naturalmente agradar mais a alguns alunos
do que a outros mas, de um modo geral, permitem dar
sentido a muitas no¢des com que os alunos trabalham.
Além disso, poderdo proporcionar actividades diversi-
ficadas que tenham em conta o contexto social da escola
e dos alunos (neste aspecto, a Matemdtica poderd ser
diferente de regido para regido). Um exemplo concreto,
apresentado por uma professora da Marinha Grande,
mostrou a relevancia de nogoes de Trigonometria para
alunos do 9.° ano, em relagdo a indidstria dos moldes
e em particular as necessidades profissionais dos fresa-
dores.

e As actividades envolvendo relacdes da Matemdtica
com a realidade ou com outras disciplinas requerem mui-

tas vezes trabalho de grupo entre professores de Mate-
mitica e/ou colaboracdo entre professores de virias
disciplinas.

® Por vezes, o desenvolvimento de projectos envol-
vendo aplicacoes da Matemdtica exige que o professor
dé atencdo a questdes diversas de natureza ndo mate-
mética e ndo proceda a simplificagdes exageradas da
situacdo em estudo; esta exigéncia refor¢a a necessidade
do trabalho em equipa e chama a atengéo para a impor-
tincia de existirem materiais e recursos disponiveis,
aspecto em que a Associagdo de Professores de Mate-
mdtica pode ter um papel decisivo.

e SA0 necessdrias mais experiéncias concretas em que
se utilizem aplicacdes da Matemadtica nas aulas, bem
como uma diversificacdo dos niveis escolares — por
exemplo, seriam benvindas experiéncias nos cursos com-
plementares do Ensino Secunddrio. Um aspecto a que
serd necessaric dar aten¢do € o das formas de avaliacio
adequadas a um tipo de trabalho que incluird muitas
vezes trabalho de grupo, realizagao de projectos, rela-
¢oes interdisciplinares, etc.

e Deveriam ser criadas condi¢Oes favordveis para gru-
pos de professores que apresentem, na sua escola, pro-
postas relevantes para o desenvolvimento de projectos
envolvendo aplicagoes da Matematica. Essas condi¢bes
poderiam incluir o reconhecimento, no horério dos pro-
fessores respectivos, de algumas horas semanais dedi-
cadas ao desenvolvimento de materiais, apoio as
actividades dos alunos, etc.

[Extraido do relatério do GT9 do Profmat-89, elaborado
por Ana Vieira e Paulo Abrantes em Outubro de 1989]
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Codigos e mensagens

José Carlos Frias, Escola Secunddria das Telheiras

Sétimo ano unificado, Fevereiro ou Margo. O «mate-
rial» comecga a mostrar fadiga. Vem af a Primavera, os
primeiros dias bonitos... As negativas do 1.° Periodo
ameacam tornar-se cronicas...

«Aplicagdes injectivas, ‘subjectivas’...?! Entdo, como
€ que se sabe que o dominio é aquele?!»

A seguir ponho 2 consideracdo dos colegas algum
material, testado em vdrias turmas, para a Unidade do
7.° ano Unificado «<APLICACOES». A sua aplicacdo
durard vdrias aulas e a decisdo da sua exploracdo serd
particularmente ttil em turmas com a «moral» em baixo
ou com problemas de relacionamento entre alunos. Se
numa turma ou em relagdo a alunos atentos, estudiosos,
enfim, «certinhos», esta actividade resulta interessante
para eles, mas ndo passa de mais um jogo, no caso de
«alunos-problema» a possibilidade de redigir as préprias
mensagens e escolher o destinatdrio bem como o desa-
fio que € descodificar as mensagens alheias constituem
atractivos poderosos.

Depois de ter leccionado os assuntos «Aplicagdes» e
«Classificacdo de Aplicacdes» (1) o professor desafiard
a turma a descodificar uma mensagem, por exemplo:

JZ ZNITGZLZQ AZ DBOLAO GDQOJ BOQHPTBDL
BOQ BOATVOJ] JZBLZIOJ,

fazendo desde logo as convengdes que eu indico a seguir
(ou outras): a cada uma das 23 letras do alfabeto cor-
responde outra letra dessas 23, aos espagos entre as pala-
vras correspondem espagos, respeita-se a pontuagio e
0s paragrafos mas nao se grafam os acentos (isto é, A,
A, A, A, A representam-se por A).

Ninguém conseguird... mas o desafio apenas
comegou.

Depois, o professor pord no quadro a frase descodi-
ficada, pedindo que descubram o cédigo utilizado:

JZ ZIYTGZLZQ AZ DBOLAO GDQOJ BOQHPTBDL
BOQ BOATVOIJ JZBLZIOJ.

SE ESTIVEREM DE ACORDO VAMOS COMUNICAR
COM CODIGOS SECRETOS.

Com mais ou menos demora, os alunos obterdo o
codigo que o professor poderd sugerir colocar na forma
de tabela de uma aplicagio:
ABCDEFGHIJLMNOPQRSTUVXZ
DCBAZXVUTSRQPONMLIIHGFE

Neste momento estari jd claro que a comunicacio com
cddigo se destina a esconder de terceiros o conteiido da
mensagem; € que emissor e receptor devem ambos
conhecer o cddigo e poder aplicd-lo & mensagem sem
ambiguidades. Serd proveitoso estudar a questio: «Que
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qualidade(s) deverd ter esta tabela? Representard uma
aplicagiio? Bijectiva?»

— Deverd, ou ndo, ser aplicacdo?

E forneca-se aos alunos a frase: «A ESCOLA VAI
MUDAR» pedindo-lhes que usem, em dois exercicios
diferentes, as seguintes tabelas:

a) AABCDEEFGHIJILMNOOPQRSTUUVXZ
ZXVUTSRQPONMLIIHGFEDCBAZXVUT
BHABCDGHIJPZ
LMNOPQRSTU

— A aplicac@o deverd, ou ndo, ser sobrejectiva e
injectiva?l (As duas qualidades andam ligadas, dado
tratar-se de um conjunto finito de simbolos.)
¢) frase: <BEBE MAIS UM COPO»

tabela:

ABCDEFGHIJLMNOPQRSTUVXZ
BCDBCDBCDBCDBCDBCDBCDBC

— Conclusdo: a aplicacao deverd ser bijectiva.

Nao se querendo enveredar pelo extra-curricular,
ficar-se-4 por aqui — com atengdo 2 necessidade de mul-
tiplicar os exemplos, os TPC de mensagens (com cdi-
gos conhecidos), utilizando o potencial valor relacional
e afectivo destes «jogos» para melhorar o clima da aula
ou para outro fim relevante.

Se se pretender pode-se colaborar com a disciplina
de Portugués (as mensagens poderio ser textos de auto-
res escolhidos...) e, sobretudo, a aplicagio pritica desta
actividade mostrar-vos-4 como nem s6 os professores de
Portugués poderdo ajudar a corrigir a ortografia.

Pode-se colaborar com a disciplina de Praticas Admi-
nistrativas (ou, pelo menos, dispor de uma mdquina de
escrever). Conselho pritico: previnam-se a tempo com
vdrios conjuntos de etiquetas autocolantes (j4 alfabeti-
zadas); e pensem que vao ter de deixar a(s) madquina(s)
com as teclas como estavam dantes. Mdquinas de escre-
ver, para qué? Para treinar dactilografia? Nao s6, acima
de tudo permite tornar mais atractiva e menos confusa
a tarefa de codificar ou descodificar, principalmente se
a mensagem for longa. Escrever & mido pode aumentar
a confusdo que os alunos (neste caso, na codifica¢io ou
na descodificacdo) sempre sentem: «Setor, é do domi-
nio para o contradominio ou vice-versa?» Utilizando
méquina de escrever (2) essa questio pode ser discu-
tida e ficar materialmente determinada antes de iniciada
a actividade.
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(Nota: reparem que, a menos que o c6digo seja simé-
trico (isto é, A-Z; B-X; ...; X-B; Z-A), tem de se colar
etiquetas para codificar e outras etiquetas para descodi-
ficar.) ;

Se se pretender dar resposta completa a questao ini-
cial («sem codigo, descodifiquem esta mensagem») terd
de se enveredar pela estatistica (enfim, o estudo das per-
mutagdes possiveis dissuadird os jovens de procurarem
por tentativa e erro).

O professor pord no quadro uma mensagem ou pedird
a um aluno ou a um grupo para ld escrever uma men-
sagem redigida por ele, sem que seja revelado o cddigo
(hd uma condigdo prévia, que a mensagem tenha um
comprimento, isto €, um nimero de letras jd razodvel.
Digamos, no minimo 200 letras).

Colocado assim o desafio diz-me a experiéncia que
tem de ser o professor a fornecer a estratégia (enfim,
a melhor estratégia): comparar a frequéncia relativa das
letras da mensagem com a frequéncia relativa com que
as letras do alfabeto portugés (se a mensagem for nesta
lingua) aparecem.

A determinacgdo da frequéncia relativa das letras na
lingua portuguesa (melhor: na linguagem escrita ou,
melhor ainda, numa prosa préxima daquela que enforma
a mensagem), pode passar pela contagem, num texto
suficientemente longo (no minimo uma pagina), dos AA,
dos BB, etc... Os alunos podem fazer esta contagem na
aula ou em casa, dividindo o trabalho. Alternativamente,
o professor pode fornecer o resultado de uma contagem
ja realizada, ou fornecer a lista ordenada das letras,
segundo a frequéncia com que aparecem: A, E, O, S,
R,... (Atengdo: as letras menos frequentes podem tro-
car entre si de posicdo, em contagens em textos dife-
rentes). Pode ainda fazer utilizar (na aula, num cantinho,
enquanto a maior parte da turma trabalha noutra coisa)
um programa de computador para essa contagem (3).

Acabei de referir, no pardgrafo anterior, o problema
do tamanho do texto, que se relaciona com a possivel
diferente colocacdo na lista A; E; O;... das letras menos
frequentes, conforme os textos utilizados (em particu-
lar, no texto que nos serviu de padrio e no texto da men-
sagem). Esta dificuldade tem de ser resolvida apelando
as evidéncias linguisticas: hd um nimero limitado de ter-
minagOes possiveis para as palavras; sé existem 3 pala-
vras («a menos de um acento») com uma unica letra:
«@», «O» € «e», etc...

Uma outra dificuldade é a mad ortografia do emissor:
um erro € o suficiente para destruir parcialmente o sen-
tido que a descodificacdo levava. Ndo devemos desper-
digar a ocasido — e, alids, os alunos sdo os primeiros,
imaginem! — a preocupar-se com a correcgao!

Apresento a seguir um programa para ajudar a des-
codificar a mensagem, trocando letra por letra:
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6 PRINT «Escreva a mensagem, sem ultrapassar o
ecran cheio (20 linhas).»: PAUSE 90

8 CLS

10 INPUT a$

12 PRINT a$

13 PRINT

15 LET b=LEN a$

17 INPUT «Trocar ...»; b$ «por ...»; c$§
20 FOR i=1 TO b

30 IF a$(i))=b$ THEN LET a$(i)=c$

35 PRINT a$(i);

40 NEXT i

50 INPUT «Quer mais trocas? (S/N)»; d$
60 IF d$=«s» OR d$=«S» THEN GO TO 90
70 IF d$< >«s» OR d$< >«S» THEN STOP
90 PRINT « »
100 INPUT «Trocar ...»; b$; «por ...»; c§
105 GO TO 20

Este programa permite, dada uma mensagem, trocar
letra por letra. Exemplo: se a mensagem ¢ D
PDXHPDXMFD H R TZH HVXD D GDU e se, por
comparagio das frequéncias relativas ou por intui¢do (ou
por conhecermos o c6digo), quisermos trocar o D por
A, faremos:

«Trocar ...» D «por ...» A

e no «écran» aparecerd: A PAXHPAXMFA H R TZH
HVXA A GAU e assim sucessivamente trocaremos as
letras até, na melhor das hipéteses, obtermos a mensa-
gem descodificada, que no caso se tratava de «A MATE-
MATICA E O QUE ESTA A DAR». Era quase
impossivel decifrd-la, dado o curto tamanho da mensa-
gem, a menos que repardssemos numa regularidade pro-
pria ao codigo. (Atencdo: assim como estd, este
programa distingue minisculas de maitisculas.)

Quando o cédigo é desconhecido e a comparagdo das
frequéncias relativas e a intui¢do parecem nao ser sufi-
cientes, levanta-se a ddvida: «terei feito as trocas cor-
rectas?» Por exemplo: seja a palavra codificada
DVVRFMDEFDR e suponham-se as sucessivas altera-
coes:

AVVRFMAFAR

AVVEFMAFAE.

Como proceder para anular a troca do R inicial pelo
E, e em seguida trocar R por O? ...Exactamente, E por
O; e aqui estd uma ocasido para falar de composigao
de aplicagdes.

(Nota: uma dificuldade, que requer concentragdo,
surge em casos como: tendo feito sucessivamente

DVVRFMDFDR

AVVRFMAFAR
se troque V por R: vai haver RR de duas provenién-
cias...)

Em cada turma muito poucos alunos se tornam peri-
tos em descodificacdo, mas é garantido: a troca de men-
sagens (de cédigos desconhecidos) entusiasma a turma
toda.

continua na pdg. 34
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Dia-a-dia com a Matematica

Depois de uma interrupgdo na revista n.° 11, Dig-a-
-Dia com a Matemdtica reaparece neste nimero com
novos colaboradores e alguns desafios para os leitores
de «Educagdo e Matemdticas.

A intengcdo com que esta secgdo foi criada era a de
proporcionar um espaco para quem gosta de Matem4-
tica, para quem gosta de problemas, curiosidades e
jogos. Nido se pretendia que ela se limitasse apenas
apresentacao de problemas, mas também & sua explora-
¢do e resolugdo. Muitos problemas foram aqui «lanca-
dos para a mesa», assim como na recente publicacio da
APM, «Dia-a-Dia com a Matematica, Agenda do Pro-
fessor 89/90». E altura de «pegarmos» nesses problemas
€ comegarmos a resolvé-los. Para isso contamos com
a vossa colaboragio.

Para dar o exemplo, neste nimero comecamos nds.

Célculos para qué?

«Sabendo que a medida da drea do hexdgono inscrito
é 3, qual é a medida do hexdgono maior?»

Fig. 1

«Qual é a razdo entre a drea do quadrado circuns-
crito e a drea do quadrado inscrito no mesmo circulo ?»

i

e

Fig. 2

Estes dois problemas das revistas 5 ¢ 6 t2m em
comum a forma simples e elegante como podem ser
resolvidos. Sem célculos!

Comegemos pelo problema dos hexdgonos. Em vez
de inscrever o hexdgono como mostra a figura 1, gire-
-0 até atingir a posigdo da figura 3. E posswel entao
dividir o hexdgono maior em 24 tridngulos iguais, 18
dos quais formam o hexdgono menor.

Fig. 3

A razdo entre as medidas das dreas dos dois hexdgo-
nos ¢ 18/24=3/4. Logo a medidada drea do hexdgono
maior € 4,

No problema dos quadrados passa-se algo semelhante.

4N

Fig. 4

S6 que neste caso a razdo entre as medidas das dreas
é 1/2.

Serd possivel adoptar o mesmo tipo de exploragio
para outros poligonos regulares?

O Mundo dos Poliminés

Trés semanas da Agenda do Professor 89/90 sdo dedi-
cadas aos poliminds. Os jogos tém um papel importante
na actividade matemdtica e os poliminés sio um mundo
de desafios. Propomo-nos desvendd-lo um pouco.

Os poliminés sdo figuras formadas a partir da unido
de quadrados unitdrios, agrupados em subconjuntos par-
ticulares, de acordo com o ninero de unidades envolvi-
das. A invengdo dos poliminés € atribuida a Solomon
Golomb que fala deles pela primeira vez em 1953.

Existe apenas uma maneira de construir um mono-
miné ou um doming:

1 [T]

Com trés quadrados é possivel obter duas formas dife-
rentes.
Existem dois trimings:

Ll o

Repare que a unido é sempre feita segundo as ares-
tas. Esta figura, por exemplo, ndo é um triminé:

F_T,j
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Com quatro quadrados pode construir cinco polimi-
nés diferentes — os tetraminGs:

E finalmente o pentaminds:

Estas doze figuras podem dar-nos muito em que
pensar.

Para comegar, ja reparou com certeza que todos o0s
pentaminés tém a mesma drea. Mas nem todos tem 0
mesmo perimetro. H4 uma excepg¢do. Qual serd?

E j4 experimentou construir outras figuras a partir da
combinacdo dos vdrios pentaminds?

Descobrir, por exemplo, todos os rectdngulos com
medida de drea igual a 60, é uma actividade que, além
de interessante, pode ser esgotante. Por isso vamos dar-
-lhe uma ajuda.

Para rectangulos de 3 X 20 tem duas solucdes. A .

figura mostra uma delas, com a particularidade de poder
ser separada em duas partes com a mesma forma.

Para rectingulos de 4 X 15 ja temos 368 solucdes
diferentes. Eis uma delas:

LN

| 2

13

Para rectingulos de 5 X 12 existem 1010 soluc;ﬁes.
Na «Agenda» era proposta a construgdo de um rectan-
gulo deste tipo, com a pega X numa posicao determi-
nada:

Esta solugdo tem a particularidade de poder ser sepa-
rada em dois rectngulos de 5 X 6 que podem dar ori-
gem a um rectdngulo de 6 X 10. J4 agora, rectingulos
de 6 X 10 sdao 2339.

Muito mais se pode dizer sobre pentaminds e, de um
modo geral sobre poliminds. Agora € a sua vez. Para
comegar, pode tentar descobrir os 35 hexaminés, os 108
heptamingés, os...

Referéncias:

Guigo, D. (1980). Les pentaminos. Jeux et Stratégie, n.° 6,
Dezembro 1980, p. 75-81.

Hollingsworth, C. (1984). Perplexed by Hexed. Mathematics
Teacher, Outubro 1984, p. 560-562.

Mottershead, L. (1977). Sources of Mathematical discovery.
Oxford: Basil Blackwell.

Ana Vieira Lopes
Anténio Bernardes
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PROBLEMA DO TRIMESTRE

ANV

NN

\

e 7 ”\x‘/

oo e oSt

D2\

Uma resposta sobre os dois tltimos problemas

Sobre a resolucdo do n.° 10 apresentada no E e M
‘n.° 11, oferece-se-me tecer alguns comentarios:

a) Nao seria necessdrio recorrer 4 base bindria para
resolver o problema. Mesmo na linguagem «vulgar»
o tipo de pergunta seria do mesmo tipo. Para um
nimero natural até 100 a pergunta seria, por exem-
plo: E maior do que 50? No caso afirmativo a per-
gunta seguinte seria, obviamente: E maior do que 75?
E assim sucessivamente.

b) Nao estd definido, na pergunta, qual o universo dos
nimeros com que se estd a trabalhar. No caso de
estarmos a trabalhar com ndmeros naturais a resposta
seria 22° e ndo 2%° — 1. Com efeito, um niimero
natural até 2 (2') pode adivinhar-se com 1 pergunta,
até 4 (22) com 2 perguntas, até 8 (2% com 3 per-
guntas, até 22° com 20 perguntas.

¢) Parece-me, no entanto, qualquer dos raciocinios nada
prova relativamente 4 questio que é posta. Apenas
ddo solugdo a questdo: Qual o maior nimero (inteiro
ndo negativo ou natural, consoante os casos) que o
primeiro jogador pode adivinhar, com uma sequén-
cia de 20 perguntas, em que através das respostas
sim ¢ ndo se estabelece uma dicotomia equitativa,
isto €, cada conjunto de nimeros a ser questionado
€, necessariamente, dividido em duas partes iguais?
Por outras palavras, a dicotomia gerada pelas res-
postas podera ndo ser equitativa. H4 uma «infinidade»
de «modos de perguntar». Poder-se-ia perguntar, uti-
lizando o conjunto de mimeros referidos em a): «A
raiz quadrada do mimero é maior (menor) do que 5?»
(dividia o conjunto de mimeros em dois subconjun-
tos ndo equicardinais); ou «O logaritmo decimal do
nimero é maior (menor) do que 17»; ou «E muiltiplo
de 37», etc. Nao estd provado que este tipo de per-
guntas ndo conduza a nimeros mais elevados que
obedecam as condigdes do problema.
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Quanto ao problema n.° 11, resolve-se facilmente
recorrendo a uma médquina de calcular, segundo o

esquema:
Raiz Niimero inteiro 2
Rltite quadrada seguinte (N) X
1989 44,60 45 2025
19890 141,03 142 20164
198900 445 98 446 198916

Portanto o nimero seria 446.

Outro processo seria utilizando o computador. Por
exemplo, em GW-BASIC (admitindo que o quadrado do
nimero requerido seria, provavelmente, inferior a
1990 x 10%), o programa poderia ser do tipo:

10 For X=0 TO 9

15 LET A=SQR(19890+X)

20 IF A=INT(A) THEN GOTO 100

25 NEXT X

30 FOR X=0 TO 9: FOR Y=0 TO 9

35 LET A=SQR(198900!+10*X+Y)

40 IF A=INT(A) THEN GOTO 100

45 NEXT Y: NEXT X

50 FOR X=0 TP 9: FOR Y=0 TO 9: FOR Z=0 TO 9
55 LET A=SQR(1989000!+100*X+10*Y+Z)
60 IF.A=INT(A) THEN GOTO 100

65 NEXT Z: NEXT Y: NEXT X

100 PRINT A

O resultado €, igualmente, 446.

Alberto Canelas
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Materiais para a aula de Matematica

Quase sempre, os problemas apresentados nas aulas
de Matemitica tém um método de resolugdo que leva
a um resultado exacto. Ora, muitos dos problemas reais
no tém um processo que conduza directamente a solu-
¢do. E preciso ir por tentativas e aproximagoes e o resul-
tado final nunca é exacto, embora se possa obter uma
aproximagao tao grande quanto se queira ou quanto os
métodos de cdlculo o permitam.

A actividade proposta ¢ deste tipo. Corresponde,
esquematicamente, a uma situacdo real e consegue-se
chegar 2 solugdo por aproximagoes sucessivas. A quan-
tidade de cdlculos exigida é grande e a apresentagao
deste problema s6 faz sentido se os alunos estiverem
habituados a trabalhar com calculadoras.

E conveniente que a turma se organize em grupos de
2 a 4 elementos. Cada grupo trabalhard com um valor
diferente de K (relagdo entre os pregos das duas zonas).
Os valores de K propostos terdo de ser maiores que um
(é mais caro construir na zona pantanosa) e poderdo
variar, por exemplo, entre 1,5 e 4.

RIO

Depois de iniciados os trabalhos, serd conveniente que
o professor percorra os grupos discutindo as metodolo-
gias adoptadas: Que ponto do rio escolheram para ori-
gem? (Normalmente, serd R ou Q). Se K=1, como seria
a linha de caminho de ferro? Como K>1, valerd a pena
investigar abaixo do ponto M ou pode-se concluir que
af é de certeza mais caro? E acima do ponto R?

Rapidamente os grupos compreenderdo que terdo de
investigar a zona entre os pontos R ¢ M. Alguns terdo
tendéncia a concluir 2 priori que o trajecto mais barato
é ARB mas essa hipétese serd abandonada logo que se
teste um ponto intermédio.

As estratégias adoptadas para descobrir o ponto «ideal»
variardo de grupo para grupo mas, de um modo geral,
todos conseguem l4 chegar sem dificuldade de maior.

Pela nossa experiéncia, sdo precisas duas horas para
esta 1.2 parte. E aconselhdvel que o professor peca a
cada grupo que entregue a tabela com os resultados de
todos os pontos testados.
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Para a 2.2 parte serd necessdria uma hora, sendo con-
veniente logo no inicio por no quadro, para toda a turma,
a lista dos valores de K (por ordem crescente) € 0s res-
pectivos valores de d, obtidos na aula anterior.

A relagdio a descobrir é sen a/sen 8 = K ou
sen o« = K-sen (3.

No final pode-se fazer uma discussao geral sobre o
problema. Se o K for muito grande, isto €, se for muito
caro construir em terreno pantanoso, a solucao
aproxima-se do ponto R. Por outro lado, se K tender
para zero, ou seja, se for muito barato construir do lado
direito do rio, entdo a ponte ird ficar cada vez mais pro-
xima do ponto Q.

Por fim, um dos aspectos mais interessantes deste pro-
blema € que o trajecto mais econémico para a constru-
¢do do caminho de ferro é exactamente 0 mesmo que
se obtém na refrac¢do de um raio luminoso que passa
de um meio Gptico para outro com um indice de refrac-
¢do K. Com efeito, um raio de luz, ao passar, por exem-
plo, do ar para o vidro muda de direcgdo. O angulo que
faz com a perpendicular & superficie do vidro (angulo
de incidéncia) é diferente com o angulo que faz depois
de entrar no vidro (dngulo de refracgdo). A luz nao atra-
vessa 0 vidro com a mesma facilidade com que atra-
vessa 0 ar e A razdo entre estes dois graus de
«dificuldade» d4-se o nome de indice de refrac¢do rela-
tivo K. No vidro, a luz anda mais devagar que no ar
(anda com mais «dificuldade») e a razdo entre as duas
velocidades € justamente K.

AR VIDRO

-~ e
2

1

Ora os 4ngulos de incidéncia e refraccdo estdo rela-
cionados pela expressdo sen o = K-sen 3, isto €, a luz
refracta-se de modo a que o raio luminoso siga o tra-
jecto mais «econdmico» entre dois pontos.

Como se pode ver, estamos perante duas situacoes,
a construciio de um caminho de ferro e a refraccdo da
luz, que a partida pareciam nada ter a ver uma com a
outra mas as quais se aplica 0 mesmo modelo matema-
tico.

José Paulo Viana
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Um Caminho de Ferro Econémico
— 1.2 Parte

Um certo rio atravessa uma regido em que
de um dos lados o terreno € seco enquanto que
do outro € pantanoso. Existem na zona duas
cidades situadas conforme se indica no mapa
ao lado.

Pretende-se construir uma linha de caminho
de ferro desde Alphaville até Betacity. O preco
de cada quilémetro de via em terreno seco é Z
de 1000 contos, mas na zona pantanosa a cons- N
trucdo € K vezes mais cara. _ Seca

Descobre (com aproximagdo a centésima) em
- que local a linha deve atravessar o rio de modo
que o preco total da obra seja o mais baixo pos-

) ALPHAVILLE
(Para o teu grupo, o valor de K € ...)

A

Sugestdes:

pre¢co do caminho de ferro..
— Organiza uma tabela com os resultados obtidos.

BETACITY

-

I
Zona

, 40 KM
sivel. ﬂﬁe@-— Fantanosa

— Vai escolhendo sucessivas posi¢bes para a ponte e, para cada uma delas, calcula o

“tg

o

et
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Um Caminho de Ferro Econdémico
— 2.2 Parte

Repara na figura ao lado. ' BETACITY

Chamédmos P ao ponto onde se ird construir
a ponte sobre o rio e d € a distincia indicada.

Consulta os outros grupos de trabalho e cons-
tr6i uma tabela do tipo indicado (utiliza, para
as fungdes trigonométricas, valores com qua-
tro casas decimais).

Considera a perpendicular ao rio no ponto
P e, com a ajuda da trigonometria, determina

os angulos o e 3 que a linha de caminho de ALPHAVILLE

ferro faz com a perpendicular de cada lado do L

rio. &

GRUPO k d o g sen o sen 3 cos o cos 3 tg o tg B8

Tenta descobrir uma relagdo entre K e uma das fungGes trigonométricas dos angulos o e 6.
Que relagao € essa?
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Para este niimero seleccioniamos...

O texto que se segue é a tradugdo de uma parte do artigo de Mogens Niss, intitulado Aims and scope of applica-
tions and modelling in mathematics curricula, que corresponde a uma conferéncia plendria realizada em 1987 em
Kassel (RFA) na Ill Conferéncia Internacional sobre o Ensino de Modelos e Aplicacées da Matemdtica (ICTMA-3).

Mogens Niss é Professor na Universidade de Roskilde (na Dinamarca). Personalidade destacada na drea da Edu-
cacdo Matemdtica, é autor de numerosas publicacoes, membro do Comité Executivo do ICMI, e foi o presidente da
Organizacao do ICTMA-4 realizado em 1989 na sua Universidade.

No presente artigo, Niss discute trés questoes relativas ao lugar das aplicacdes e modelos matemdticos nos curricu-
los da nossa disciplina: porqué, o qué e como. A traducdo diz respeito a seccao dedicada a abordagem da primeira
daquelas questoes da qual dependem as respostas as outras, como admite o préprio Niss. -

Segue-se o texto de Mogens Niss (1987) intitulado:

Finalidades e alcance das aplicacdes e modelos nos
curriculos de Matemaditica

Entre as muitas questdes que merecem atencdo ao
discutirem-se as finalidades e o alcance da inclusdo de
aplicagdes e modelos na educacdo matematica, as seguin-
tes sdo fundamentais:

(1) A questdo de «porqué?». Para um dado nivel edu-
cacional, aplicacdes e modelos devem fazer parte do cur-
riculo de Matematica? Se sim, porqué?

(2) A questao de «<o qué?». Que contetidos, produtos
e processos relativos a aplicacdes e modelos devem ser
objecto de estudo, ensino e actividades?

(3) A questdo de «como?». Que meios (em termos de
organizagdo curricular, formas de aprendizagem e de
ensino, material e outros recursos) sdo apropriados para
actividades de aplicagdes e de modelagdo, e quais estdo
de facto a disposi¢do de estudantes e professores?

Espera-se que a resposta a cada uma destas questoes
esteja dependente do segmento do sistema educativo que
se estd a considerar. Concordemos — aqui, ndo neces-
sariamente noutros contextos — em distinguir entre trés
tipos de educagdo matemdtica dizendo respeito aos trés
seguintes niveis educacionais:

(i) A educagdo matemadtica geral para toda a popula-
¢do — predominantemente a cargo do sistema escolar
— que deve preparar os estudantes para a sua vida pes-
soal e social como individuos e como cidadaos.

(ii) A educacdo matemdtica daqueles que se preparam
para profissbes que ndo sdo, num sentido especifico,
matemadticas, mas para as quais a Matemdtica tem impor-
tantes servigos a oferecer. Chamar-lhes-emos utilizado-
res da Matemdtica em profissdes extra-matematicas.

(iii) A educacdo matemdtica daqueles que se dirigem
a profissGes matemdticas, como investigadores, «aplica-
dores» da Matematica, ou professores de Matemadtica em
niveis pds-elementares (isto €, a partir da escola secun-
ddria).

[...]
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A questido de «porqué?»

Os mais importantes argumentos — conforme apre-
sentados na literatura, em conferéncias, em debates edu-
cativos, etc — para se incluirem aplicacdes e actividades
envolvendo modelos matemdticos num dado curriculo da
nossa disciplina parecem ser os seguintes, ordenados de
acordo com uma especificidade crescente em relagio a
Matematica:

[1] promover actividades e desenvolver atitudes e
competéncias de natureza geral ligadas a criatividade e
a resolugdo de problemas;

[2] gerar e desenvolver entre os estudantes um poten-
cial critico face ao uso (correcto e incorrecto) da Mate-
mdtica em contextos extra-matemadticos;

[3] preparar os estudantes para serem capazes de uti-
lizar a Matematica e os seus modelos: em outras disci-
plinas; como individuos ou cidaddos, no presente ou no
futuro; ou nas suas futuras profissdes;

[4] estabelecer uma visdo representativa e equilibrada
da Matematica, da sua natureza e do seu papel no
mundo, a qual deve incluir todos os aspectos essenciais
da Matematica, sendo a aplicagdo da Matematica e de
modelos matemdticos noutras dreas um desses aspectos;

[5] contribuir para a aquisi¢cio e compreensio de con-
ceitos, no¢des, métodos, resultados e topicos matemati-
cos, para lhes dar mais consisténcia ou para proporcionar
motivagdo para o estudo de certos ramos da Matemdtica.

O cardcter e estatuto destes cinco argumentos ndo sio
os mesmos. Os argumentos [1] e [5] dizem respeito,
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antes do mais, 2 tdctica educacional. O argumento [1]
dirige-se a aspectos formativos da educacdo geral ¢ do
desenvolvimento pessoal dos alunos, ndo a matérias
especificas da Matemdtica. A Matemdtica e as aplica-
¢oes e modelos sdo tomadas como um veiculo para uma
finalidade geral, mais do que por terem interesse pro-
prio. Em principio, qualquer veiculo, seja ou ndo mate-
matico, que sirva para a mesma finalidade deveria ser
relevante para o curriculo.

Pretendendo facilitar ou melhorar o ensino da Mate-
maética, o argumento [5] estd relacionado com a téctica
de ensino de assuntos especificos. Aqui, as aplicagoes
e modelos formam um veiculo para este fim, substitui-
vel em principio por qualquer veiculo considerado efec-
tivo para o mesmo fim. Por outro lado, o argumento
ndo faria sentido se a Matemdtica fosse, ela prépria, dis-
pensada do curriculo.

Perseguindo o propdsito de preparar os estudantes
para aspectos da vida exteriores ao ensino da Matema-
tica, os argumentos [2] e [3] tém a ver com a estratégia
educativa geral. Em ambos os argumentos, pretende-se
que os estudantes comecem a lidar com a utilizagao real
da Matemética no mundo; no argumento [2] de um modo
analitico mas possivelmente passivo, no argumento [3]
de um modo activo e construtivo mas possivelmente ndo-
-reflexivo. Para ambos os argumentos, a Matematica e
as aplicacdes e modelos sdo componentes essenciais e
ndo veiculos substituiveis.

O argumento [4] pode ser encarado como a contra-
partida estratégica (sobre assuntos especificos) do argu-
mento tdctico [5]. Diz respeito a percepcao pelos alunos
da Matemédtica como uma entidade, levantando questoes
de natureza epistemol6gica e, em parte, questoes de
patureza socioldgica também. Comparando com 0s argu-
mentos de estratégia geral [2] e [3] que olham para o
mundo exterior 3 Matemdtica e véem a Matematica
como um factor nesse mundo, o argumento [4] olha para
a Matemética, embora também na sua globalidade. Por
isso, no argumento [4] a Matemdtica e o seu aspecto
«aplicagdes e modelos» ndo podem ser substituidos por
qualquer outra coisa.

Todos estes argumentos podem ser encontrados em
discussdes sobre cada um dos trés niveis educacionais
identificados no inicio deste texto. No entanto, para um
dado nivel, alguns argumentos parecem Surgir com um
maior peso no debate diddctico do que outros.

Uma forma breve de resumir isto consiste em preen-
cher a coluna «porqué?» da matriz atrds apresentada:

argumentos para «porqué?»

Formagdo geral promovida
pela escola

(11, 131, [3]

Formacdo de utilizadores da Mat.
em profissdes extra-matematicas [3], [3]

Formagio de matemadticos 31, [4], 5]
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Se isto constitui um resumo justo do debate relativa-
mente A questdo «porqué?», parece que 0s argumentos
[2] e [4] ndo tém merecido muita atengdo. (Embora o
argumento [1] surja apenas uma vez, tal como o 4],
representa uma atencio muito maior visto que diz res-
peito ao nivel mais geral da Matemitica escolar).

Na minha perspectiva, esta prioridade nao € satisfa-
téria. Tentarei explicar porqué e estabelecer uma prio-
ridade alternativa. Mas € necessdria uma base para o
fazer. A decisdo de incluir estudos e actividades envol-
vendo aplicagdes ¢ modelos no curriculo de Matema-
tica de um dado nivel educacional deve resultar de uma
consideracio dos objectivos globais da educacdo mate-
madtica para esse nivel. Portanto, para cada um dos trés
niveis discutidos no presente texto, a andlise comega por
uma breve discussdo do papel da Matemitica e da edu-
cagdo matemdtica nesse nivel. Claro que uma tal and-
lise nio pode evitar o envolvimento de valores
socio-culturais; a que se segue reflecte os meus.

Primeiro a educa¢do matematica geral. Vdrias razoes
para proporcionar a populacdo em geral uma formacao
matemdtica, para além da aritmética elementar, tém sido
apontadas através dos tempos. Com mais frequéncia, 0s
contributos utilitirios da Matemadtica como um instru-
mento para responder a necessidades relevantes para a
sociedade tém justificado a presenca da Matemdtica pés-
-elementar no curriculo escolar. Por vezes, a educa¢io
matemdtica tem sido vista como um veiculo para for-
mar e desenvolver capacidades intelectuais (como o
raciocinio 16gico), ou como um meio para actividades
criativas e mesmo recriativas, Algumas vezes, a Mate-
mitica tem sido encarada como uma fonte de experién-
cias estéticas, ou como um testemunho do patriménio
cultural da humanidade.

Geralmente, aquilo que constitui a justificacdo da
Matemidtica escolar é uma combinagao destas (e outras)
razoes.

Para mim, a razdo ultima para que a populagio em
geral tenha acesso a uma educacdo matemdtica substan-
cial é o facto de a Matemdtica estar a ser usada extensi-
vamente ¢ de forma crescente na sociedade, para o
melhor e para o pior, de um tal modo que as profissdes
e as vidas das pessoas como individuos e como cida-
ddos sio fortemente influenciadas por ela. O propésito
principal da educagdo matematica € ajudd-las a tornarem-
-se individuos competentes e independentes, e ndo viti-
mas, em todos os aspectos das suas vidas que se
relacionam com a Matemadtica na sociedade. Este racio-
cinio reconhece o interesse dual em criar uma forca de
trabalho com boa formagao e em promover um desen-
volvimento democritico da sociedade.

As outras razoes atras referidas também poderiam jus-
tificar uma posi¢do da Matematica no curriculo escolar
mas numa escala muito menor do que aquela que a
Matemitica de facto e merecidamente ocupa.

Entiio, se a educacdo matemética dada na escola deve
corresponder a0 objectivo aqui considerado prioritédrio
ela deverd proporcionar aos estudantes pré-requisitos
para compreenderem, avaliarem e manejarem aspectos
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da utilizacdo da Matemadtica noutras 4reas. A utilizacdo
da Matemdtica concretiza-se através da construgdo e apli-
cacdo de modelos matemdticos, ainda que o processo de
modelagdo nem sempre seja explicito. Se concordarmos
que o0s pré-requisitos mencionados ndo sdo gerados auto-
maticamente por um ensino focado apenas em concei-
tos, resultados e tépicos puramente matemdticos, somos
levados a concluir que as aplicagdes e a modelagio
deviam fazer parte do curriculo da Matemética escolar.
Em termos dos argumentos previamente considerados
estaremos a invocar os argumentos [2] e [3].

Isto ndo implica que os argumentos [1], [4] e [5] ndo
tenham aqui um papel a desempenhar mas eles sio argu-
mentos derivados de segunda ordem, ao passo que os
argumentos [2] e [3] consideram a importincia das apli-
cacOes ¢ da modelagdo como tais. No argumento [1],
actividades de aplicacdo e de modelacdo constituem um
veiculo para um objectivo geral formativo. Por isso, s6
se quisermos perseguir este objectivo e estivermos con-
vencidos que tais actividades sdo o tinico meio disponi-
vel para isso € que o argumento [1] tornar4 as aplicagdes
¢ 0s modelos uma parte indispensdvel do curriculo da
Matemdtica escolar. Quanto ao argumento [4], a sua
posicdo ldgica neste contexto parece ser a seguinte: se
a razdo tltima para se dar uma educacdio matemadtica a
todos os alunos na escola é o facto de a Matemdtica ser
usada em diferentes situagdes na sociedade, o argumento
[4] — que considera as aplicagdes e os modelos uma
faceta importante da imagem da Matemitica — nada
acrescenta de novo e independente & argumentacdo. O
mesmo se aplica ao argumento [5] que foca o papel das
aplica¢des e modelos para apoiar a aquisi¢do de concei-
tos, resultados e teorias matemdticas.

A razdo basica para se proporcionar educagio mate-
mdtica a futuros utilizadores da Matematica numa dada
profissdo extra-matemadtica é, claro, o facto de a Mate-
mitica ser aplicada — ou aplicdvel — na preparagdo para
ou na prética dessa profissdo. Por isso, a Matemadtica
€ muitas vezes classificada como uma «disciplina de ser-
vigo» para tais profissoes e para estudos que conduzem
a elas.

O termo «profissdo» deve ser tomado no seu sentido
mais lato, indo desde negécios e vocagdes em que o
papel da Matemdtica € modesto (embora esteja presente)
até actividades académicas em dreas de investigagio e
desenvolvimento para as quais o envolvimento da Mate-
mdtica é crucial.

A primeira vista parece ficil estabelecer que as apli-
cagdes e os modelos devem ser incluidos no curriculo
de Matemdtica que prepare para estas profissdes sim-
plesmente por causa do argumento [3]. Contudo, eu gos-
taria de acrescentar o argumento [2] pelas razdes que
se seguem.

Quando consideramos o leque de 4reas para as quais
a Matemdtica ¢ uma disciplina de servigo, é importante
ter presente que o papel que a Matematica desempenha
em diferentes dreas varia muito de umas para outras.
Estamos perante ndo s6 uma variagdo em grau e exten-
sdo mas também uma variacio em cardcter.
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. Em dreas como a Fisica, Astronomia, Quimica Te6-
rica, partes da Economia Teérica, e muitos ramos de
Engenharia, a Matemitica integra-se na prépria forma-
¢do dos conceitos e teorias cientificos de base, muitos
dos quais ndo podem sequer ser formulados sem a Mate-
mdtica. Por isso, para estas dreas a Matemética ndo é
um mero meio, entre outros, de formular conceitos e
teorias, ndo se pode simplesmente passar sem a Mate-
matica. Além deste envolvimento integrativo da Mate-
madtica, hd o papel altamente complexo que a Matemdtica
desempenha nestas dreas na procura de solugdes para
problemas e para se estabelecerem resultados, etc. Uma
caracteristica geral nestas dreas é o facto de a Matem4-
tica ser necessdria para se procurarem respostas tao exac-
tas quanto possivel, e na medida em que ndo se possam
obter respostas exactas pretendem-se estimativas exac-
tas dos erros.

Para disciplnas como Biologia, muitos ramos da Eco-
nomia, etc., a Matemdtica €, embora altamente relevante
e util, ndo essencial no sentido em que o era para o
grupo de disciplinas atrds citadas. Em Biologia e Eco-
nomia, hd muitas teorias e resultados que fazem sen-
tido e podem ser formulados em termos qualitativos sem
0 uso da Matemdtica, mas podendo beneficiar fortemente
de uma formulagdo matemdtica. Outra grande diferenca
entre a Fisica e, digamos, a Macro-Economia & que as
teorias fisicas sdo estabelecidas através de uma inter-
-relacdo muito elaborada entre a experimentacio/obser-
vagdo e os modelos matemadticos teéricos, enquanto em
Macro-Economia as experiéncias ndo sdo geralmebnte
possiveis. Portanto, em Macro-Economia, s6 muito rara-
mente se pretendem formulagdes quantitativas estabele-
cidas de forma matemadtica para serem exactas, antes se
esperam formulagdes qualitativas. O mesmo se aplica
a Biologia, ainda que a experimentacdo em Biologia seja
muitas vezes possivel. Em geral, seria demais esperar
formulacGes quantitativas exactas, principalmente por
que os seres vivos tém comportamentos muito mais com-
plexos do que os sistemas fisicos «mortos».

Se o papel desempenhado pela Matemadtica noutras
dreas tem uma grande variagdo em cardcter no que diz
respeito as disciplinas académicas, a variagdo torna-se
ainda maior quando se considera todo o leque de pro-
fissdes extra-matematicas. Isto indica que a aplicagdo da
Matematica em contextos extra-matemdticos € uma ques-
tdo problematica e ndo trivial. As aplicagdes e os mode-
los envolvem complicacGes prdticas, técnicas, cientificas,
filoséficas e mesmo politicas que merecem uma aten-
¢d0 cuidadosa e critica. Portanto, a inclusdo das aplica-
¢oes e modelos no curriculo de Matemdtica para
utilizadores em profissdes extra-matematicas de todos os
tipos deve também assentar no argumento [2]. Quanto
aos argumentos [1], [4] e [5] o seu lugar neste contexto
€ quase idéntico ao que tem no contexto escolar, pelo
que ndo se acrescentardo agora novos comentirios.

Se, finalmente, nos voltarmos para a educagao mate-
mdtica de matematicos profissionais encontramos uma
situacdo algo diferente. Para estes profissionais e para
as suas fungGes, o papel da Matemitica nio pode ser
reduzido a aplicagdo a outras dreas, ainda que sejam as
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aplicacdes que constituem o interesse ultimo do sistema
que os emprega. SAo matemdticos, seja em investiga-
¢do pura, em aplicagdes gerais ou no ensino (para além
do nivel da aritmética elementar). Por defini¢do, a Mate-
mética é uma componente crucial e indispensdvel no seu
trabalho. Na minha opinido, contudo, é importante que
obtenham uma perspectiva representativa e equilibrada
da Matemdtica em todos os seus aspectos, incluindo as
aplicacdes e modelos. Nao se tornam sé investigadores,
«aplicadores» ou professores de Matemdtica mais com-
petentes se a sua perspectiva da Matemdtica for mais
lata do que aqueles que apenas t€ém no seu campo de
visdo a Matemé4tica como um edificio teérico. Também
as suas funcdes sociais como cidaddos especializados
ganham em cultura, e portanto em qualidade, se forem
formados para se tornarem profissionais com um espi-
rito aberto e sentido critico e ndo apenas especialistas
colocados como rodas num enorme sistema social de
cujo modo de funcionamento ndo tém consciéncia.
Por isso, invocarei primeiro o argumento [4] e, em
segundo lugar — referindo o raciocinio anterior relativo
ao cardcter varidvel do papel da Matemdtica em dife-
rentes dreas — o argumento [2] para justificar a inclu-
sdo de estudos sobre aplicagdes ¢ modelos no curriculo
para futuros matematicos profissionais. Uma vez mais,
alguns dos restantes argumentos desempenham igual-
mente algum papel, excepto talvez o argumento [1]. O
argumento [3] é derivado dos argumentos [4] e [2]: se
os estudantes devem obter uma perspectiva genuina e
substancial da aplicacdo da Matemdtica, devem preparar-

-se como se tivessem que pratici-la — pelo menos em
pequena escala. (Estard ainda presente uma razao prag-
mética, a da preparacdo dos estudantes para um leque
mais largo de possibilidades profissionais). Finalmente,
o argumento [5] é relevante na preparagio de futuros
mateméticos na medida em que aplicagbes e modelos
contribuem de facto para a motiva¢ao ou para apoiar a
aquisicao e compreensdo de conceitos, métodos, resul-
tados e tépicos de Matemdtica que fazem parte do res-
pectivo nivel educacional.

Resumindo as minhas respostas a questdo «porque?»:

argumentos para «porqué?»

Formagao geral promovida

pela escola 121, 3]
Formacio de utilizadores da Mat.
em profissdes extra-matematicas 21, [3]
. Formagdo de matemadticos [21, [4]

Embora j4 implicito na discussao anterior deve ficar
explicito que estas respostas implicam, para todos 0s
niveis educacionais, a resposta «sim!» & questdo «Devem
as aplicacdes e modelos fazer parte do curriculo de
Matemdtica para um dado nivel educacional?».

Seleccdo e traducdo de Paulp Abrantes

Cdédigos e mensagens (conclusio)

Post-Scriptum

1) J4 depois de passada a escrito a minha experi€ncia
com os cddigos e mensagens encontrei, por acaso, uma
experiéncia ficcionada no livro <UMA AVENTURA NO
SUPERMERCADO» de Ana Maria Magalhées e Isabel
Alcada. (Da colec¢do «Uma Aventura...» da Editorial
«Caminho».)

Tudo comega com uma inocente pasta de dentes e,
depois, o Jodo (e o seu cdo Faial) e os amigos (Chico,
Pedro e as gémeas Luisa e Teresa), de aventura em
aventura, acabam por descobrir e neutralizar um bando
de contrabandistas de diamantes.

Ora, a certa altura, os nossos amigos interceptaram
uma mensagem codificada trocada entre elementos do
bando e tiveram de puxar pela cabeca até descobrirem
o0 c6digo. (Era assim: ao A correspondia o C e assim
sucessivamente, adiantando sempre duas letras.) Curio-
samente as estratégias de escrita.da mensagem (pelos
contrabandistas) e de decifracdo (pelos jovens) ndo sio
diferentes das usadas por mim com os meus estudantes.
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(Por exemplo, ndo sdo grafados os acentos.) Juro que

ndo ensinei os contrabandistas ... e 0s jovens também
ndo!

2) Alguns dos nossos colegas do Ensino Preparato-
tio, ao exemplificarem «pares ordenados», referem, estas
trocas de letras.

3) «Last but not least»

As actividades que aqui relatei foram desenvolvidas
a0 longo de vérios anos lectivos, em turmas do 7.° uni-
ficado. ,

Nio posso j4 precisar qual a origem da ideia. Mas
certamente que a referéncia, num artigo do Raul Car-
valho («Estatisticas, Portugués e computadores», publi-
cado no <PROFMAT» n.° 2, Set. 86, pp. 82/89), a uma
actividade semelhante, veio, na altura, encorajar-me a
prosseguir.

E assim: a comunicagdo aos outros do que ndés vamos
produzindo é apenas um dos meios, mas essenciais, de
participar no movimento pela renovagdo do ensino da
matemadtica.
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LOGO . MAT

Uma aplicacdo do processamento de listas

Uma das aplicaces do Logo pode consistir na imple-
mentacdo de modelos simples relativos a fenénemos
reais. Nesta aplicacdo serd sempre aconselhdvel come-
car por um modelo bastante simples de implementar e
progressivamente refinar o modelo através da incorpo-
racdo de mais elementos, e portanto mais pardmetros,
no conjunto de procedimentos que o concretiza.

Existe um processo vulgarmente utilizado em Logo
quando se pretende aplicar um mesmo conjunto de ope-
ragOes a cada um dos elementos de uma lista. Este pro-
cesso geral consiste em tomar a lista, retirar o primeiro
elemento, aplicar-lhe as operagGes e continuar o processo
com os restantes elementos da lista até esta se esgotar.

Repare-se no seguinte exemplo: pretende-se escrever
no ecrd cada uma das letras da lista K=[A B C]. A
instrucdo PRINT destina-se a escrever no ecrd o input
correspondente. Este input é o primeiro elemento da lista
K (isto é, FIRST :K). E o processo deverd continuar
com a nova lista que se obtém retirando esse elemento
a anterior (isto €, a lista BF :K). Este processo repetir-
-se-4 até que a lista em processamento seja totalmente
esvaziada. O procedimento ESCREVER resolve a
questio:

TO ESCREVER :K

IF EMPTY? :K [STOP]
PRINT. FIRST :K
ESCREVER BF :K
END

A execucdo do procedimento ESCREVER tem a
seguinte estrutura:

ESCREVER EMPTY? FIRST:K PRINT BF:K

1.° [A B C] nio A A [B C]
2° [B C] ndo B B [C]
3° [C] nio C C 1]

4° sim e - =

Uma aplicacdo interessante deste processo de aplica-
¢do de um conjunto de operacdes de certo tipo a todos
os elementos de uma lista € a concretizagdo de um
modelo simples do processo de desenvolvimento de um
foco de incéndio (apresentado nesta mesma revista no
artigo sobre Modelos e Aplicagdes).

O fogo inicia-se no canto inferior esquerdo de um rec-
ticulado e desenvolve-se para cima e para a direita de
acordo com o modelo.
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TO FOGO :M
CT CG HT
MAKE “L [[0 0]]
MAKE “P :M
EXECUTAR
END

TO EXECUTAR

PINTAR :L

MAKE “LI :L

MAKE “L [] i :
IF EMPTY? :LI [PRINT [FOGO EXTINTO!] STOPALL]
PEGAR :LI

EXECUTAR

END

TO PEGAR :LL

IF EMPTY? :LL [STOP]

MAKE “PO FIRST :LL

IF PRO [MAKE “NOVO LIST FIRST :PO 1+LAST :PO ACTUALIZAR]
IF PRO [MAKE “NOVO LIST 1+FIRST :PO LAST :PO ACTUALIZAR]
PEGAR BF :LL

END

TO ACTUALIZAR

IF AND NOT MEMBER? :NOVO :LI NOT MEMBER? :NOVO :L [MAKE
“L LPUT :NOVO :L]

END

TO PINTAR :K

IF EMPTY? :K [STOP]
PU

SETPOS FIRST :K

PD

FD 0

PU

PINTAR BF :K

END

TO PRO

IF :P > RANDOM 100 [OUTPUT “TRUE]
QUTPUT “FALSE

END

continua na pdg. 38
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£0 DIV EDY owes

0 QUE DE BOM TEMOS PARA Sl

Data Cartridges Streamer, Discos
Bandas Magnéticas, CALCULUS-EUROMAGNETICS
Diskettes
Fitas Tinta para Impressoras
Arquivo p/ Diskettes, Bandas, Dicos, Pastas, etc.
Suportes Rotativos p/ Terminais de Computadores
Monoblocos contra fogo p/ Registos Magnéticos
Etiquetas Autocolantes, Papel de Formuldrios
Diskettes de Limpeza p/ Unidades de Gravacéo
Pastas p/ Arquivo de Formulédrios e Conj. Separadores
Anti-Reflectores p/ Videos, Monocrométicos e a Cores
Computadores COMMODORE
Impressoras STAR, C. ITOH
Maquinas de Limpeza de Oxidos p/ Cartridges (Streamers)
Visionador de Cabecas de Drive de Cartridges (Streamers)
Conjuntos de Limpeza p/ Drives de Diskettes, Cartridges, Teclados, Ecrans, Impressoras

DISTRIBUIDOR AUTORIZADO
COMPUTADORES C{ COMMODORE

Software e Jogos

Sede: Filial: -

Rua Artilharia Um, 39-1.° Rua Damasceno Monteiro, 116-B \_/
B R ek D w1 69/24:37 693408 Telex- 64179 7% 820185 - 827736
SUPORTES MAGNETICOS, LDA, 1200 LISBOA 1100 LISBOA
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' VAMOS JOGAR

Hoje vamos jogar ao «Jogo Topoldgico de Blacks.
Este jogo foi inventado por Black, matematico ame-
ricano.

N.° de jogadores: 2

Material: 1 tabuleiro 4 x4
16 pecas de dupla face:

] i

numa face na outra face

Regras:

Depois de escolher quem € o primeiro jogador, este
coloca uma peca com a face [ virada para cima na
casa do canto superior esquerdo do tabuleiro. O 2.°
jogador escolhe um dos dois caminhos possiveis e
prolonga-o com outra pega com a face que quiser,
ou P/ virada para cima.

Exemplo:

A

13
i
BN

O 2.° jogador escolheu o caminho A e colocou a sua
peca com a face ] virada para cima.

A seguir cada jogador ird colocar, na sua vez de jogar,
uma nova pe¢a da maneira que quiser, mas sempre de
modo a prolongar o caminho escolhdo. O objectivo do
jogo € fazer um caminho ininterrupto que ligue o canto
superior esquerdo ao canto inferior direito do tabuleiro.

Durante o jogo o jogador que levar o caminho até
algum dos limites do tabuleiro, perde.

Nota: Também se pode jogar num tabuleiro 5X5 com
25 pegas ou num tabuleiro 6 X6 com 36 pecas.

Adaptado de: Guik, E. (1989) — Jogos Légicos, Edi-
tora Mir.

Informagdo: Existe no mercado o jogo de estratégia
TRAX (Fournier Vitoria Espanha) que utilizando o
mesmo tipo de pegas de Black tem outros objectivos tam-
bém com interesse.
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Exemplo de uma partida de Black:

¢ +
N1
1 2
N % A) o
3 4
* bt - k
7 7
fa W fu
5 B
J,.\\ e J’.\k
N A N 5
N P/
7 g
L] {"}\‘
A (
N ]
9

0O 2.° jogador perde porque qualquer que seja a sua
jogada a curva alcangard o limite do tabuleiro.

Rita Vieira

Paula Teixeira
José Paulo Viana
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PUBLICACOES — ENVIO PELO CORREIO

Envie fotocépia da ficha, juntamente com um cheque
ou vale postal em nome de Associacio de Professores

de Matemitica e no valor total calculado, para

Henrique M. Guimaraes
Faculdade de Ciéncias
Av. 24 de Julho, 134, 4.° 1300 LISBOA

publicagdes

2
ou software n2 de ex.

Titulos

custo
puh]ieapiﬁ software

prego
unitﬁrin( #

socio pa apM[_ne[__ ]

subtotais —»

nio socio [

(assinalar com uma cruz)

portes do
correio

pub. i5% -

f'xioi}§ﬁ e ol Q- e o

Codigo Postal .........ccccoiivaciornciacrnnnnes

Datadopedido ..........cccooaimnonaaiiianae

totais parciais|(1) (2)

valor total ((1) + (2)) ——

Para uso da APM | pogido recebide em

Respondido em

(*) note bem: as publicagoes da APM tém custos unitdries diferentes
para sécios e nio sécios da APM

LOGO.MAT (conclusio)

O procedimento FOGO permite (a) limpar o ecra,
escondendo a tartaruga, (b) definir o foco inicial do
incéndio (neste caso a drvore (0,0)), (c) definir através
da varidvel :P o valor da probabilidade de propagacao,
e (d) iniciar a execugdo do processo de propagacdo. Esta
tarefa é comandada pelo procedimento EXECUTAR que
sucessivamente pinta as drvores (elementos da lista :L)
ja queimadas (através do procedimento PINTAR). A
seguir, guarda a identificagdo das 4rvores em estado i
(incendiadas) na lista :LI, e redefine a lista :L de novo
em vazio e permite a «continuacao» do fogo (através do
procedimento PEGAR). Este procedimento PEGAR uti-
liza o resultado do procedimento PRO destinado a gerar
valores experimentais da probabilidade (com a fungdo
RANDOM) e comparé-los com o valor da varidvel :P

/
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previamente definida. PEGAR define uma nova célula
através da varidvel :NOVO que ¢é colocada no estado
i no caso de ndo se encontrar nesse estado ou no estado
0 (isto &, ardida). Este processo é realizado a partir de
todas as 4rvores que estdo a arder. S6 apds esta fase
elas sdo pintadas no ecrd através do procedimento PIN-
TAR no processo recursivo do procedimento EXE-
CUTAR.

Os procedimentos PEGAR E PINTAR tém a estru-
tura recursiva comum que permite aplicar sistematica-
mente um dado conjunto de instrugdes aos elementos das
listas :LL e :K, respectivamente.

Joao Filipe Matos
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PENSE NISTO:

No ano lectivo findo, foram introduzidas algumas
modificagOes ao regime de acesso ao ensino superior.
Assim, suprimiu-se o exame de aferi¢io do 12.° ano,
criou-se uma prova geral de acesso (PGA), da respon-
sabilidade do Ministério da Educacdo, que € suposta ava-
liar o desenvolvimento intelectual dos candidatos, o seu
dominio da lingua portuguesa e a sua maturidade cultu-
ral. Finalmente, as escolas de ensino superior, que assim
o entenderam, sujeitaram os cadidatos a provas, ditas
especificas, da responsabilidade dos docentes da préprias
escolas.

No processo de candidatura, implementou-se, ainda,
um sistema de bonificagdes que privilegiava, decrescen-
temente, as trés primeiras escolhas dos candidatos.

Curiosamente, em todos os 22 cursos disponibiliza-
dos pela Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lis-
boa, a tinica prova especifica exigida foi a de Matemadtica
e isto, quer se tratasse de um curso de Matemitica, quer
se tratasse de um curso de Biologia Vegetal ou de Recur-
sos Faunisticos e Ambiente. Também os candidatos aos
cursos de Biologia Marinha e Pescas ou de Hortifruti-
cultura, oferecidos pela Universidade do Algarve, tive-
ram de realizar, dnica e exclusivamente, uma prova de
Matematica.

Nao €, entdo, preciso saber Quimica para prosse-
guir estudos num curso de Quimica Aplicada? Nio inte-
ressa possuir conhecimentos de Biologia para vir a
especializar-se em Biologia Vegetal?

Precisard um candidato as licenciaturas em Hortifru-
ticultura ou em Recursos Faunisticos da mesma baga-
gem matemdtica que um outro que pretende prosseguir
estudos em Matemadtica?

Néo se poe em causa que todos precisem de saber
raciocinar logicamente, que todos sejam capazes de
afrontar uma situagdo problematica e identificar os para-
metros que a definem, que todos saibam seleccionar e
procurar a informacdo necessdria a resolu¢do do pro-
blema, entretanto identificado, que todos tenham desen-
volvido uma atitude investigativa, que todos saibam
argumentar a favor ou contra hipéteses formuladas, ...,
alids capacidades necessdrias a quaquer cidaddo inter-

veniente na sociedade actual.
Nao me parece € que, para compreender as estrutu-

ras bioldgicas seja necessdrio conhecer as propriedades
que diferenciam as estruturas algébricas; nao me parece
€ que um licenciado em Quimica Aplicada tenha que
dominar os mistérios das entidades trigonométricas!

Os resultados, tornados piiblicos na primeira semana
de Janeiro, revelam alguns aspectos surpreendentes. Nes-
tes ndo se incluem, porém, os 15 000 candidatos que
viram fechadas as portas do ensino superior, sem que,
porém, tenham outras alternativas validas para além de
um mercado de trabalho saturado e para o qual nao tém
preparagdo especifica.

O que € surpreendente é que as médias de acesso aos
diferentes cursos da Faculdade de Ciéncias e da Facul-
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dade de Ciéncias e Tecnologia, ambas em Lisboa, se
situem, na sua grande maioria, abaixo dos 50%! O que
nos preocupa € que a média de acesso & opgdao Ensino
seja, quase sempre (excepto em Geologia), inferior 4 da
drea respectiva: 67,9% em Biologia conta 46,6% em
Ensino da Biologia; 64,5% em Fisica versus 36,6% em
Ensino da Fisica; 47,2% em Matemitica contra 29% em
Ensino da Matematica.

Uma coisa parece certa: a op¢do ensino é preterida
pelos nossos jovens. E nds que sofremos as péssimas
condi¢des de trabalho, que sobrevivemos com saldrios
muito abaixo da média, que temos, no trabalho com os
jovens, o tnico estimulo que nos acalenta, podemos per-
ceber porqué.

Especulemos, agora, um pouco com a média de acesso
para o curso de Ensino da Matemdtica, os tais 29%!
Suponhamos, entao, um aluno que, nem se esforgou
muito, nem teve explicagdes. Nestas condigoes, 10 € a
média geral minima que pode obter, quer no fim do
curso complementar, quer no 12.° ano e é, ainda, a
média minima possivel a Matemdtica neste dltimo ano.
Admitamos, ainda, que os candidatos nio usufruiram de
qualquer bonificagdo, o que extremaria ainda mais a
situagdo.

Atendendo aos pesos atribuidos as diferentes médias
e quer analisemos as situacdes extremas — 40% na PGA
e 0% na prova especifica de Matemdtica ou, inversa-
mente, 0% na PGA e 40% na prova especifica — ou
as diferenntes situacdes intermédias, o quadro nio se
altera muito, isto é, o candidato, em nenhum caso, mos-
tra deter os pré-requisitos a Matemdtica, em nenhum
caso, revela possuir maturidade cultural, desenvolvi-
mento intelectual e dominio da lingua portuguesa para
ingressar numa Universidade.

Mas, afinal, quem sao os candidatos ao curso de
Ensino da Matemdtica? Para quantos candidatos € essa
a primeira op¢do? Para quantos ndo constitui, antes, este
curso uma opgéo de recurso que garante a sua entrada
nas Universidades? Para quantos destes jovens &, de
facto, a actividade matemdtica uma experiéncia estimu-
lante? Quantos sentirdo a ansiedade perante um pro-
blema, quantos experimentardo o juibilo de o ter
resolvido? Quantos conduziram, jd, uma pequena inves-
tigacdo, quantos argumentaram em defesa de uma con-
jectura?

Nio acreditando que a frequéncia da Universidade
contribua, por si s6, para o desenvolvimento intelectual
dos alunos, para aumentar a sua cultura geral e para lhes
proporcionar o dominio da lingua portuguesa, nao tendo
grandes expectativas quanto 2 influéncia da Universidade
na modifica¢do das atitudes dos alunos face & Matema-
tica e & sua aprendizagem, pergunto: que vivéncias se
espera que estes futuros professores proporcionem aos
seus jovens alunos?

Que futuro para a educagdo matemadtica neste pais?

Pense nisto! [
Leonor Moreira
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Encontros Internacionais sobre Educacio Matemadtica em 90

PME-14 no México

A 14.2 conferéncia do PME (International group for
the psychology of mathematics education) realiza-se no
México, em Oaxtepec, Estado de Morelos (a 100 Km
da Cidade do México), de 15 a 20 de Julho.

Contactar: Teresa N. de Mendicut, Bosque de Mon-
tezuma, N.° 98, La Herradura, Naucalpan, 53920
México.

CIEAEM-42 na Poldnia

O 42.° Encontro da CIEAEM (Comission internatio-
nale pour ’étude et ’amélioration de l'enseignement des
mathématiques) decorrerd na Polénia, em Bielsko Biala
(perto de Cracévia), de 23 a 30 de Julho e serd dedi-
cado & memoéria de Anna Zofia Krygowska.

O tema do Encontro é «o professor de Matemdtica
num mundo em mudanga». As linguas de trabalho sdo
- 0 inglés e o francés.

O custo da inscri¢do € de 50 $US (35 $US para acom-
panhantes);

O custo total (inscri¢do, alojamento, refeicoes, actas
e excursdo) serd de cerca de 275 $US, desde que o alo-
jamento seja em residéncias universitdrias.

Contactar: Rijkje Dekker, ISOR University of
Utrecht PO BOX 80140, 3508 TC Utrecht, The Nether-
lands.

I-CIBEM em Sevilha

O I Congresso Iberoamericano de Educacdo Matema-
tica decorrera na Universidade de Sevilha, de 24 a 29
de Setembro. Organizado pela Sociedad Andaluza de
Educacion Matematica «Thales», conta com o apoio de
diversas associagbes entre as quais a APM. As linguas
oficiais sdo o portugués e o espanhol.

Os sécios das associagdes espanholas e da APM por-
tuguesa, e ainda os participantes latinoamericanos, bene-
ficiam de um prego especial de inscri¢ao.

Coniactar: I-CIBEM, SAEM «Thales», Facultad de
Matematicas, Apartado 1.1.60, 41080 Sevilla, Espana.

A Direcciio da APM enviou a todos os seus sdcios
informacdo pormenorizada sobre este Congresso.

Por uma visdo... (conclusao)

como algo separado que se faz, eventualmente no final
de alguns capitulos como aplicacdo dos assuntos mate-
méticos que até entdo foram aprendidos. Resolver pro-
blemas deve ser encarado como um objectivo de ensino,
como um contetido a trabalhar com os alunos, como uma
via educativa tendo em vista a aquisicdo de conhecimen-
tos em Matematica (no seu sentido mais amplo), o desen-
volvimento de capacidades necessdrias ao desenvolvi-
mento do aluno enquanto pessoa, ao estudo da Mate-
matica e das outras ciéncias, a uma efectiva participa¢do
critica e interventiva na sociedade.

Deste modo, poderdo ser concretizadas as principais
potencialidades formativas da Matematica e, digamos,
a que parece ser a sua vocagdo principal que € a de cons-
tituir um meio indispensdvel para a interpretacéo da rea-
lidade, para a «compreensdo das estruturas do universo».
Estas sdo, alids, palavras de Joan Hall (NCTM, 1987,
p.iii) numa formulagdo particularmente feliz a respeito,
podemos dizer, do papel da Matemdtica: «O estudo da
Matemdtica deve estimular e incrementar a nossa curio-
sidade de modo a que formulemos e resolvamos pro-
blemas que alarguem a nossa compreensao e apreciagao
das estruturas subjacentes ao universo. Neste processo,
experimentamos o prazer de um desafio, a excitagao do
sucesso, e o desenvolvimento de uma boa imagem de
nés proprios».

Educagio e Matematica N.° 12

Nota: Este artigo integrou o texto «Reflexdes para o ensino
das Ciéncias no 3.° ciclo do Ensino Bdsico» publicado na
revista Ciéncia, Tecnologia e Sociedade, n.° 7/8 de Janei-
ro/Junho de 1989.
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