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EDITORIAL

LINA BRUNHEIRA

Tecnologia, para que te quero?

No Natal passado, eu e a minha filha Inés quisemos trocar
de telemével. Fomos a uma loja, ela pediu o telemével e eu
acrescentei «Para mim é um igual». E claro que temos per-
fis de utilizador diferentes, mas esta opc¢do tinha uma van-
tagem irresistivel: qualquer duvida que pudesse ter com o
telemével, sabia quem me esclareceria no imediato. Nao ¢
que tenha qualquer complexo com a tecnologia, mas basta-
nos prestar alguma atencdo a forma como os jovens e até
as criancas de hoje lidam com todo o tipo de software, para
perceber que a forma como aprendem a trabalhar com todo
o tipo de aplicagdes, como interagem com as ferramentas
ou como pesquisam informagdo, é muito diferente e pro-
vavelmente mais eficiente do que a da maioria dos adultos.

A tecnologia estd por todo o lado, em quantidade e diver-
sidade: h4 computadores ou tablets na grande maioria dos
lares onde hd criancas e jovens, smartphones que os acom-
panham constantemente e locais que favorecem a sua uti-
lizagdo com rede wireless aberta.

E na escola, como estamos de tecnologia? H4 alguns
anos, muitas escolas foram apetrechadas com muitos mais
computadores, védrios quadros interativos e projetores. En-
tretanto, o numero de recursos educativos também aumen-
tou. Hé mais sofiware educativo com qualidade e, nalguns
casos, gratuito; ha novidades nas calculadoras graficas, com
modelos mais modernos e com mais capacidades; existem
comunidades de professores e investigadores que partilham
os seus trabalhos e, ao nivel da investigagdo em educagdo,
sabe-se muito mais sobre as formas de melhor tirar provei-
to da tecnologia nas aprendizagens.

Mas serd que na escola estamos a aproveitar o que a
tecnologia tem para nos oferecer em matéria de aprendi-
zagens? Apesar de as escolas terem hoje mais salas com
computadores, na esmagadora maioria nunca se instalou
uma cultura em que fosse habitual (e natural) serem usa-
das para aulas de Matematica. Os quadros interativos sao
normalmente utilizados como tela de projecdo e o que ne-
les é projetado também nos merece alguma reflexdo. Nao
h4 duvida que a possibilidade de expor o manual do aluno
(que nem sempre todos tém) num ecr3, alguns diapositi-
vos para sistematizagdo de ideias ou uma animagao para
iniciar uma discussdo, sdo certamente vantagens. N3o ha
duvida que a qualidade das imagens ou diagramas, supera
os esbocos que fazemos no quadro. No entanto, isso ndo

significa que estas apresentacdes possam substituir o tra-
balho dos alunos, por muito cativantes ou claras que pos-
sam parecer. E preciso ndo perder de vista que a aprendi-
zagem dos alunos decorre essencialmente da atividade em
que se envolvem de forma significativa, e é af que a tecno-
logia tem ainda muito para nos oferecer. A tecnologia per-
mite-nos alargar o espectro de questdes que estudamos,
aceder a diferentes representacdes do mesmo problema
ou conceito, simular, testar, visualizar, investigar...

E voltamos 2 calculadora gréfica. Ao contrédrio do que
acontece com os computadores, em Portugal e nos ulti-
mos 20 anos, as calculadoras entraram claramente na aula
de Matemdtica, muito por forca dos programas anteriores
que a consideram indispensdvel, mas também do entusias-
mo e do investimento profissional de muitos professores.
O Programa e Metas Curriculares (PMC) de Matematica A
considera que a calculadora gréfica «deve ser utilizada em
sala de aula e consequentemente em certos instrumentos
de avaliacdo» (p. 29), apesar de todos os alertas que faz so-
bre os seus perigos. Além disso, perspetiva a calculadora
muito mais como instrumento de teste e confirmacdo, de-
pois de todo o tratamento analitico estar realizado. Mas en-
t3o onde se enquadra a modelac@o e a simulagdo de situa-
cdes reais? E o estudo experimental de familias de func¢des
que nos leva 3 compreensdo dos seus pardmetros? E a ar-
ticulag@o entre métodos algébricos e gréficos?

Os PMC de Matematica do Ensino Bésico e o de Mate-
mética A tém, infelizmente, muito pouco a dizer sobre o in-
teresse da tecnologia. Apesar da declarada liberdade meto-
dolégica, a natureza de alguns tdpicos, a prépria extensao
do programa e as avaliacbes externas, acabam por veicular
um tipo de trabalho e de ritmo que n3o facilita a realiza¢do
de atividades mais extensas, algumas delas com recurso
a tecnologia. Ha portanto obstdculos, é verdade. Mas nao
tem sido sempre assim? N3o serd sempre assim? E ndo serd
também verdade que j4 muitos obstdculos foram ultrapas-
sados pelos professores? Estaremos disponiveis para per-
der o que conquistdmos?

O mundo de hoje é muito diferente com tecnologia. E a
sala de aula, é assim tdo diferente?

Lina BRUNHEIRA
EscoLa SuperIOR DE EDUCAGAO DE LisBOA
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ICME13

No préximo ano tera lugar o ICME13 — Congresso Interna-

cional de Educacao Matematica, um dos mais prestigia-

dos encontros nesta drea, que € realizado sob os auspi-
cios da Comissao Internacional de Instrucio Matemdtica
(International Commission on Mathematical Instruction—
ICMI). Este congresso, que apenas se realiza de quatre
em quatro anos e redne professores e investigadores
de todo mundo, volta desta vez a Europa, mais preci-
samente 3 cidade de Hamburgo, onde terd lugar de 24
a 31 de julho de 2016. Todas as informacoes estdo dis-

poniveis em http://www.icrmel3.org.

ENCONTRO DOS PRIMEIROS ANOS

O encontro dedicado ao ensino e aprendiza-
gem da Matemdtica nos primeiros anos nas-
ceu, essencialmente, para dar mais visibili-
dade a Educacdo Matemdtica nos primeiros
anos, constituindo-se como um espaco para
divulgacdo, confronto e discussao de ideias
e trabalhos realizados por professores e in-
vestigadores. Este ano, o Encontro decorrera
nos dias 6 e 7 de novembro e serd acolhido
pela Escola Superior de Educacdo e Ciéncias
Sociais do Instituto Politécnico de Leiria. As
inscricoes podem ser realizadas (sem agrava-
mento de preco) até dia 3 de novembro atra-
vés do site da APM.

ICME 13

Hamburgo 2016

130 Congresso Internacional de Educacao Matematica

24 a 31 de Julho de 2016 em Hamburgo / Alemanha

ENCONTROS
EDUCAGAO E MATEMATICA

——

v

Tl TP

"




e relagoes e.ltre

oo
-J"‘

5 \

A e g
®
L
.
1
-5
&

-84

T
4
'

-

[ o

Sdo varias as referéncias a importancia da tecnologia no
ensino e aprendizagem da matematica. O National Coun-
cil of Teachers of Mathematics (NCTM) refere nos seus prin-
cipios, especificamente no Principio para a Tecnologia —
(NCTM, 2007) que «A tecnologia é essencial no ensino e
na aprendizagem da matematica; influencia a matemati-
ca que é ensinada e melhora a aprendizagem dos alunos»
(p. 26). No mesmo documento, sobre normas que dizem
respeito a geometria, pode ainda ler-se: «Através da utiliza-
¢do de modelos concretos, desenhos e programas de geo-
metria dindmica, os alunos poderdo envolver-se ativamente
com conceitos geométricos (...) formular e explorar conje-
turas e poderdo aprender a raciocinar cuidadosamente so-
bre as nocdes geométricas» (p. 44).

Também Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999) referem
que «estas ferramentas computacionais (Cabri-Geométre,
Geometer’s Sketchpad, GeoGebra, etc.) s3o geradoras de uma
nova abordagem no ensino e aprendizagem da geometria,
pois permitem a construcio e manipulacdo de objetos ge-

omeétricos e a descoberta de novas propriedades desses ob-
jetos, através da investigacdo das relacdes ou medidas que
se mantém invariantes» (p. 68).

Este artigo resulta de uma investigacdo mais ampla que
teve como objetivo compreender qual o contributo do Am-
biente de Geometria Dinidmica (AGD), GeoGebra, e do mate-
rial manipulavel (geoplano) na identificacio das proprieda-
des e relagdes entre quadrilateros: trapézio, paralelogramo,
retingulo, losango e quadrado, com alunos do 4.° ano de
escolaridade (Pereira, 2012). Mais concretamente, foram
delineados os seguintes objetivos: (a) implementar uma
sequéncia de tarefas promotoras da construcdo de quadri-
lateros e identificacdo das suas propriedades; (b) compre-
ender se e como os alunos estabeleciam relacdes entre os
quadrilateros: trapézio, paralelogramo, retingulo, quadra-
do e losango; (c) compreender quais as vantagens e/ou li-
mitacdes do Geogebra e do geoplano na compreensdo das
propriedades e relacdes entre os quadrilateros. Para isso
produziu-se, implementou-se e analisou-se um conjunto

:: OUTUBRO 134 3




Figura 1.— Representacdo do paralelogramo realizada com o Geogebra, pelas alunas Maria e Luisa, seguindo o protocolo

de construgdo

de tarefas desenvolvidas no GeoGebra e com o geoplano,
salientando o papel das representacdes e da visualizagio
na identificacio das propriedades dos quadrilateros acima
referidos.

Este artigo centra-se num dos pares de alunas que segui
ao longo do estudo, a Maria e a Luisa e na forma como res-
ponderam 3s tarefas propostas, utilizando 0 AGD, Geogebra.

A EXPERIENCIA DE ENSINO

O uso do computador em sala de aula era habitual (uma
vez por semana) desde o 1.° ano de escolaridade embora o
AGD, GeoGebra, tenha sido usado apenas no 3.° ano, para
trabalhar o topico «retas paralelas e perpendiculares» e o
conceito de «4ngulo». No 4.° ano, para concretizar os obje-
tivos estabelecidos, foram elaboradas 18 tarefas (22 aulas)
de acordo com a seguinte ordem: as cinco primeiras resol-
vidas no geoplano e/ou no papel ponteado, duas para ex-
plorar o GeoGebra, oito para resolver no GeoGebra, duas em
que usaram os dois recursos e a Gltima, uma tarefa de pa-
pel e lépis. As tarefas incidiram na investigacio de figuras
planas podendo os alunos descobrir e explorar um grande
ntmero de propriedades e conexdes. Foram realizadas de
forma sequencial englobando trés momentos: apresentagao
da tarefa, trabalho auténomo dos alunos, em pares, e dis-
cussao coletiva com toda a turma. As tarefas desenvolvidas
com o GeoGebra envolveram o desenho e a construcio de
figuras com o sofiware e a andlise de construgdes ja pron-
tas de modo que, através da funcao «arrastar», os alunos
identificassem as propriedades presentes em cada figura.

ALGUMAS TAREFAS

CONSTRU(;KO DE UM PARALELOGRAMO A PARTIR DO PROTOCOLO
DE CONSTRU(;AO DADO

Apesar de seguirem, corretamente, o plano de construgdo
dado pela professora, as alunas representaram as figuras
conforme a imagem mental que delas tinham. Foi o caso
do paralelogramo (Figura 1), pois quando desenharam o
terceiro ponto (C), colocaram-no de modo a obter uma li-
nha obliqua, representando a imagem que tém de parale-
logramo (figura sem dngulos retos e com dois lados para-
lelos na horizontal maiores que os restantes).

O trabalho no GeoGebra possibilitou que as caracteris-
ticas visuais das representacdes, nomeadamente as medi-
das, sobressaissem, o que parece ter facilitado a reflexao
das alunas sobre o reconhecimento das propriedades:

Luisa: Sou eu que vou medir os dngulos. 45, 0 mesmo,

é igual, 135 é igual. S3o inteiros os niimeros!

Maria: Vou medir os lados.

Luisa: Nés ndo queremos o perimetro.

Maria: J4 vai, Luisa, ja vail

Lufsa: Estou a dizer ao Geogebra.

Maria: Eu sei. Ok. Eu ja vou apagar o perimetro.

Lufsa: Olha! Tem os dngulos iguais dois a dois.

Para responder 3 segunda parte da tarefa «Construgao de
um paralelogramo no Geogebra» (Figura 1), onde se pre-
tendia que as alunas identificassem as propriedades dos pa-
ralelogramos, o par fez uma descrigdo de tudo o que obser-
vou (Figura 2), mencionando caracteristicas desnecessarias
como é o caso da soma dos 4ngulos internos e outras rara-
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Figura 2.— Listagem das caracteristicas do paralelogramo
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Figura 3.— Registo de alteractes e invariantes para o quadrado, o losango e o paralelogramo

mente referidas como a soma da medida dos dngulos inter-
nos consecutivos, tal como se pode verificar no registo feito.

E de salientar que o par teve sempre presente a repre-
sentacdo visual das figuras pretendidas e foi com base nela
que identificou as suas propriedades. Focou a aten¢do no
observado no ecrd do computador, nomeadamente, as me-
didas dos lados, angulos e diagonais, mas também no que
fizeram, por exemplo, quando referiram «lados opostos sdo
paralelos 2 a 2», ja que era condicio dada no plano de cons-
trucdo do paralelogramo.

O recurso as caracteristicas dindmicas do software faci-
litou a visualiza¢io das propriedades da figura que se man-
tém e que se alteram. Nota-se que as alunas analisaram as
representacdes dindmicas fazendo uma comparacio rigo-
rosa dos invariantes e das alteracdes observadas, levando-

as a concluir que as figuras partilham muitas caracteristi-
cas, o que aparenta que compreenderam as regularidades
entre as representacdes (Figura 3).

O par movimentou os pontos da construgio feita (pa-
ralelogramo obliquingulo) até obter um losango. Recorre-
ram 3s ferramentas do GeoGebra e exibiram o quadricula-
do na folha de trabalho para mais facilmente arrastarem o
paralelogramo para a forma de retdngulo, quadrado ou lo-
sango. O recurso ao quadriculado para, através do arrasta-
mento, obterem as representacdes pretendidas parece in-
diciar a importancia da imagem mental e a sua interagdo
com o conhecimento de conceitos e propriedades.

As alunas arrastaram a construcio até obterem a repre-
sentagdo mental do retdngulo, do quadrado e do losango
(Figura 4), tendo presente o conhecimento das respetivas

! OUTUBRO 134 5




Figura 4— Representagdo do losango realizada pelas
alunas, no GeoGebra, apés arrastarem os pontos do
paralelogramo obliquangulo

propriedades, pois o arrastamento dos pontos e transfor-
macio da construgio num retingulo pressupde o conheci-
mento de que este tem os dngulos retos, ou em relacao ao
quadrado que este tem os lados congruentes, ou em rela-
¢do ao losango, que tem os lados congruentes mas nio (ne-
cessariamente) os dngulos retos.

REPR.‘ESENTA(;;&O DO LOSANGO ATRAVES DO ARRASTAMENTO
DA CO NSTRU(;KO DO PARALELOGRAMO

A utilizacio da geometria dinamica permitiu a experimen-
tacdo, exploragdo e andlise dos invariantes, ajudando as alu-
nas a estabelecer conexdes entre as propriedades dos para-
lelogramos. Quando arrastaram os pontos e transformaram
a construcao do paralelogramo obliquangulo num retingu-
lo e depois num quadrado, verificaram que as caracteris-
ticas que se mantiveram e as que se alteraram foram, nos
dois casos, «quase as mesmas».

Como referido acima, Luisa e Maria fizeram uma lista-
gem de tudo o que observaram na representacio do parale-
logramo e foi com base nas propriedades em que se focaram
que estabeleceram a comparacdo entre as suas proprieda-
des e as do losango, dai a conclusio registada pelas alunas
«Concluimos que s6 falta 1 para ter todas as caracteristicas»
(Figura 3). Consideraram que o losango tinha todas as ca-
racteristicas do paralelogramo exceto uma: «as diagonais
sdo perpendiculares». Esta conclusdo parece indicar que as
alunas compreendem que os atributos essenciais do parale-
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Figura 5.— Caracteristicas comuns ao quadrado, retangulo,
paralelogramo, trapézio e losango

logramo estdo incluidos nos atributos essenciais do losan-
go, aspeto importante na compreensdo de uma classifica-
¢do inclusiva. E de salientar que as alunas listaram todas as
propriedades observadas no ecrd do computador e referi-
ram, em todas as representagdes, o paralelismo dos lados,
condi¢io com que construiram o paralelogramo.

CLASSIFICAR QUADRILATEROS: EMERGIRAM AS PROPRIEDADES
COMUNS

A interacdo com a representacdo dindmica, nomeadamente
a observacdo da sua deformacio, fez emergir as proprieda-
des comuns e contribuiu para a construgdo de uma imagem
mais clara das propriedades das figuras, facilitando a com-
preensio dessas propriedades e das relagdes entre as formas.
A imagem mental das figuras fez sobressair as proprieda-
des comuns tendo facilitado a classificacdo dos quadrildteros
optando, o par, por uma classificacdo inclusiva (Figura 6).
Nesta representa¢do, que se revelou facilitadora da classi-
ficacio que as alunas fizeram, foi dado a conhecer o concei-
to que Maria tem de paralelismo, mais associado a retas do
que a segmentos de reta. Isto talvez porque a representacdo
do paralelismo estd muito relacionada com retas que nao
se cruzam e, como tal, as alunas prolongaram os segmen-
tos de reta para justificarem que sao paralelos pois, mesmo
prolongando-os, ndo se cruzam (Figura 6). Também se po-
dera pensar na influéncia do GeoGebra no estudo do para-
lelismo, uma vez que ao usarem a ferramenta reta parale-
la, representam retas e ndo segmentos de reta. De qualquer
modo, parece que as alunas ja abstrairam a propriedade de
paralelismo comum a estes quadrilteros e usaram as re-
presentacGes para tornar esse conceito mais concreto.

CLASSIFICACAO APRESENTADA PELO PAR MARiA E Lufsa

O par acabou por fazer uma classifica¢do inclusiva a nivel
dos paralelogramos, porém excluiram estes dos trapézios.
Esta exclusdo poderd dever-se, além do exigido na tarefa
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Figura 6.— Representacao dos quadrilateros para serem
classificados

(fazer grupos pressupde, a partida, mais do que um gru-
po), a representacdo que fizeram, onde sobressaem as ca-
racteristicas com que agruparam: «dois pares de lados pa-
ralelos» e «apenas 1 par de lados paralelos».

A classificagio apresentada pelo par revela mais do que
um agrupamento baseado no visual, pois além de agrupa-
rem atendendo as propriedades, aparenta a compreensio
da inclusao de classes, ja que fizeram uma classificacio in-
clusiva (Figura 7).

De igual modo, numa tltima tarefa, onde foi apresenta-
da uma classifica¢@o hierarquica, adaptada de Van de Wal-
le (2004), o par identificou o critério presente em cada um
dos grupos, evidenciando compreender uma classificacio
hierarquica (Figura 8).

Maria e Luisa identificaram corretamente as proprieda-
des dos quadrilateros e estabeleceram relacdes entre as fi-

Figura 7.— Classificagdo dos quadrildteros: trapézio,
paralelogramo, retangulo, losango e quadrado

guras revelando compreensio da inclusio de classes, como
evidenciado na justificacdo da concordincia com a classi-
ficacdo apresentada: «Sim, concordamos com esta classi-
ficagdo porque faz sentido pois consegue-se perceber bem
os grupos. Ex.: Os quadrados estdo nos grupos: retingulos,
losangos, paralelogramos, trapézios e quadrilateros».

A semelhanga do evidenciado na tarefa, «Classificar qua-
drilateros» (Figuras 5, 6 e 7) parece que as alunas tiveram
necessidade de prolongar os lados das figuras para identifi-
carem o paralelismo. Na sua classificacio excluiram os para-
lelogramos dos trapézios, contudo ao analisarem a classifi-
cacao dada (Figura 8) e da forma como redigiram o critério
«tém 1 par de lados paralelos», incluiram os paralelogra-
mos nos trapézios.

TRAPEZIOS

PARALELOGRAMOS
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CoNTRIBUTOS DO GEOGEBRA PARA
A COMPREENSAO DAS PROPRIEDADES
E RELACOES ENTRE QUADRILATEROS

O Geogebra permitiu: construir facilmente figuras e calcu-
lar rapidamente medidas; movimentar os desenhos total-
mente ou em partes, contribuindo para a descoberta das
propriedades que se mantém e/ou se alteram; gravar e re-
produzir sequéncias de agdes que ajudaram a formar ima-
gens dindmicas; representar de forma precisa e variada as
figuras geométricas o que, associada as caracteristicas di-
namicas do software, fornecendo diferentes representagdes,
facilitou a identificacdo de propriedades dos quadrilateros,
possibilitou estabelecer relacdes entre eles e contribuiu para
a correta representacio mental dos conceitos.

Porém e, apesar de todas as vantagens que podem ad-
vir da utilizacdo desta ferramenta, nio significa, de manei-
ra alguma, que nio surjam constrangimentos a que o pro-
fessor deveri estar atento. Neste estudo, destaco alguns: a
impossibilidade de pronta resposta as solicitagdes de to-
dos os alunos de modo a estimular a sua curiosidade e a
incentivar o aprofundamento das investiga¢oes; o impedi-
mento de maior reflexio sobre o que estava a acontecer, de
modo a conseguirem interpretar a informacao extraida do
feedback dado pelo computador; a dificuldade em manter
presente o propésito das tarefas, provocada pelo fascinio
das propriedades dindmicas do software como o «rodar», o
«ampliar» e o «arrastar». Os alunos focavam-se no «movi-
mento» que acontecia no ecrd do computador, esquecen-
do o propésito da tarefa. Para ultrapassar estes constran-
gimentos, muito contribuiu a necessidade de registo das
observacdes no guido da tarefa e a apresentacdo/discussao
no coletivo da turma.

Inicialmente, o par tinha tendéncia para listar tudo o
que observava no ecrd do computador, revelando dificulda-
de em considerar uma figura como representante de uma
classe e em distinguir entre atributos essenciais e nio es-
senciais de uma figura. No entanto e a medida que avangou
na experiéncia de ensino, passou a desvalorizar medidas e
caracteristicas desnecessérias, focando-se nos atributos es-
senciais da figura e verificando se as propriedades de uma
representacdo particular se confirmavam para outras repre-
sentacdes do mesmo conceito, avancando no entendimen-
to da figura como representativa da classe.

O recurso ao arrastamento dos elementos da figurae o
movimento possibilitaram a constatagao das suas proprie-
dades através da observagdo dos invariantes geométricos,
permitindo estabelecer relacdes entre os diferentes quadri-
lateros, confirmando o que defende Laborde (1993): «0 mo-

vimento e a modificacio dos desenhos possibilitam uma
mais facil visualizaciio das propriedades e das relagbes ge-
ométricas». Ao mesmo tempo, contribuiu para a correta
representacio mental dos conceitos (Abrantes et al., 1999;
Ponte & Serrazina 2000) ou corregdo/clarificagao de con-
ceitos ja construidos (Wong et al., 2011) e facilitou a com-
preensdo da inclusdo de classes, tendo as alunas progredi-
do no seu raciocinio relativamente s figuras geométricas
e respetivas propriedades.

Pode, assim, dizer-se que o AGD, GeoGebra, pela versa-
tilidade que oferece no movimento e comportamento das
figuras, foi uma mais-valia na concretizacio da experiéncia
de ensino deste estudo. A possibilidade de visualizar uma
mesma construcio de diversas formas, juntamente com a
reflexdo surgida por meio da discussao no grupo turma,
possibilitou, s alunas, o avango no raciocinio geométrico
tendo ido além do nivel visual. Desenvolveram uma com-
preensdo mais avancada de quadriliteros pois identifica-
ram os seus atributos, reconheceram relacoes entre eles e
construiram e aperfeicoaram conceitos geométricos.
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A notivel identidade ¢/ +1 =0

Jost Luiz PAsTORE MELLO
CArLros EpuarDO DE Souza CAMPOs GRANJA

Pergunte a um matemdtico qual é a formula mais boni- !f A demonstracdo completa da formula de Euler envol

¢ ta que ele conhece e provavelmente vocé ouvird como res- -, ve o uso de ferramentas de Célculo Diferencial e Integral, §

B posta a «fsrmula de Euler», ou seja, e/ = cos 6 + isen 6.
Essa férmula costuma ser muito lembrada ndo apenas

# pela sua importéincia no Cilculo Diferencial e Integral, mas

também pelo encantador resultado que produz quando fa- §
zemos # = 1. Nesse caso, como cos T = —1 esen 7t = 0, i

| segue que a formula implicard na identidade " + 1 = 0,
uma surpreendente reunido de cinco dos mais importan-
B tes niimeros da matematica: 7T, e, i, 1 e 0. Se vocé preferir

® seja escrita como ¢ = —1.

porém, é possivel explorar o resultado por ela apresenta
do por meio da matematica escolar do final do ensino mé-
diol”. Aos leitores interessados nessa abordagem recomen
damos o artigo [1] do Prof. José Paulo Carneiro, indicado na |
bibliografia.

De nossa parte, resolvemos encampar o desafio de explo

! rar a beleza da identidade ¢ + 1 = 0 utilizando recursos §

| da matematica escolar. Nesse caso, a abordagem demanda
que nela apareca um ntmero negativo, nada impede que J§

r4 conhecimentos elementares a respeito das férmulas de
multiplicacio e potenciacdo de niimeros complexos, bem

w
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Figura 1

Figura 2

como da representa¢do geométrica dessas operagdes no pla-
no Argand-Gauss. A respeito deste segundo tema, o da re-
presentacio geométrica dos complexos, também sugeri-
mos uma indicagdo bibliografica no final do artigo [2].

VISUALIZAGAO GEOMETRICA DE /*="1

O nGmero ¢, que aparece na identidade de Euler quando
0 = m, é o limite de (1 + %)n quando n tende para o in-
finito. Com manipulacdes simples de limites, que podem
ser encontradas em livros de Célculo [3], é possivel dedu-
zir que €* é o limite de (1 + £)" quando n tende para o in-
finito. Outro resultado que também se demonstra em ma-
temdtica superior, e que aqui apenas assumiremos como
vilido, é o de que a definicio de e* como limite também é
valida quando x é um nimero complexo [4].

Se x € o nimero complexo i, entdo, para valores cada
vez maiores de 1 a expressao (1 + I )ntende a ¢’ Usando
esse resultado, e tomando a identidade de Euler /" = —1,
concluimos que para valores cada vez maiores de 7, a ex-
pressdo (1 + iz ) "se aproxima cada vez mais, e tanto quan-
to se queira, de —1. A seguir ilustraremos esse resultado
geometricamente.

O que acabamos de indicar aponta para o fato de que
0s term04s da sequéncia (1 + i), (] + %)2, (1 + %”)3,

1+ %8 , .. $80 cada vez mais préximos do inteiro —1.
Sendo (1+ %) o n-ésimo termo dessa sequéncia, invei-
tigarernog geometrigamente arepresentagio de (1 + 1 ) ;
(1 =T %) : (1 & %) L (l & %‘)nno plano Argand-Gauss.

Recordemos que a forma trigonométrica (ou polar) do
complexo z = a + bi é|z|(cos 0 + isen ), e da poténcia z"

o ] R S e e

€ |z|" (cos On + i sen On); esta segunda usualmente chama-

da de 1.2 formula de Moivre. Do ponto de vista geométri-
co, a representacio dos complexos z, z2, z%, ... nada mais é
do que uma sequéncia de vetores no plano Argand-Gauss
de origem no par ordenado (0, 0), modulos respetivamente
iguais a [z], |2/, |z/3, ..., e argumentos respetivamente iguais
a6, 20,30, ...

Voltando 3 sequéncia cujos termos estdvamos interes-
sados em representar geometricamente, para n = 1, cha-
maremos 1 + i7r de z; e sua representacao encontra-se na
figura 1.

Para n = 2, chamaremos 1+ £ de z, e representare-
mos, no mesmo plano Argand-Gauss, os complexos 1 + %
e (1 + 20" (figura 2).

Para n = 3, chamaremos 1 4 %’1 de zze rgpresentaremos
os complexos 1+ Z, (1 + %) e (1 + %) (figura 3).

Estendendo essa investigacio para um valor muito gran-
de de n teremos |z| muito proximo de 1, e os n vetores no
plano irdo «percorrer um semicirculo» com par ordenado
mais a esquerda tendendo para (—1,0), conforme ilustra-
mos a seguir paraocasoden =4, n=5n=6en=25
(Bgurag).

Portanto, ¢'" = —1 equivale a dizer que para valores
muito grandes de n, a representacdo dos complexos
(1 + ﬂ—’f)], (1 + %)2, (1 + %)3, - (1 + %)n no plano
Argand-Gauss se aproxima de um semicirculo de centro
(0,0) e raio 1, com o par ordenado mais a esquerda da re-
presentacdo tendendo para (—1,0). Do ponto de vista geo-
métrico, é notéavel o surgimento de um semicirculo. Nao é
a toa que o nimero 7T estd presente na identidade de Euler!
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Figura 4

As ideias aqui apresentadas podem ser discutidas e ex-
ploradas com nossos alunos de forma dinidmica por meio
do software Geogebra, o que torna a aula mais rica de sig-
nificados e possibilidades. Fica nossa sugestio.

Nota

[1] No Brasil, Ensino Médio corresponde aos trés anos que
antecedem ao término da escolarizaciio béasica, normal-
mente dos 15 aos 17 anos de idade.
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ESPACO GTI

O desenvolvimento do pensamento algébrico
num contexto de ensino exploratério: Um estudo
com alunos do 4.° ano de escolaridade

CEéLIA MESTRE

Tradicionalmente, na escola de 1.° ciclo, a aritmética ocupa
um papel predominante no curriculo da Matematica. Mui-
tas vezes os numeros e os célculos algorftmicos tém pri-
mazia em detrimento da exploracdo de capacidades de pen-
samento de nivel superior, como a generalizacdo (Kaput,
Carraher & Blanton, 2008). Esta capacidade é considerada
por Kaput (1999) como intrinseca & atividade e pensamen-
to mateméticos e, em particular, como aspeto central para
o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos.
A generalizacdo pode ser representada de diversas formas:
inicialmente, os alunos podem expressar as generalizagoes
que observam no mundo com palavras e, gradualmente,
usar formas mais simbdlicas (Blanton, 2008).

A recente abordagem de investigacdo denominada Ear-
ly Algebra promoveu uma nova visao da relagao aritmética-
4lgebra, revelando o carater algébrico da aritmética e ques-
tionando a prética corrente de ensinar primeiro aritmética
e depois dlgebra (Schliemann, Carraher & Brizuela, 2003).
Isso ndo significa introduzir a dlgebra mais cedo na esco-
laridade. Em vez disso, trata-se de uma abordagem que
perspetiva a construgdo dos conceitos algébricos a partir
dos tépicos ja existentes no curriculo da Matemitica ele-
mentar, introduzindo-os através de problemas contextuali-
zados e onde a notacgdo formal é trabalhada gradualmente
(Carraher, Schliemann & Schwartz, 2007). Trata-se, assim,
de algebrizar os conteudos j4 existentes do curriculo mate-
matico, fazendo com que os contetidos aritméticos se tor-
nem mais algébricos & medida que a generalizagao é cons-
truida (Kaput, 2008).

O pensamento algébrico pode ser entendido como um
«processo em que os alunos generalizam ideias matema-
ticas a partir de um conjunto de exemplos particulares, es-
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tabelecem essa generalizacdo através do discurso da ar-
gumentac3o, e expressam-na gradualmente de uma forma
simbélica apropriada a sua idade» (Blanton & Kaput, 2005,
p. 413). De acordo com esta definicao, Blanton (2008) iden-
tifica as duas vertentes que considera essenciais para uma
compreens3o mais abrangente desse conceito: a aritméti-
ca generalizada e o pensamento funcional. Enquanto a pri-
meira se prende com a utilizagdo da aritmética para desen-
volver e expressar generalizagdes, a segunda consiste na
identificacdo de padrdes numeéricos e pictéricos para des-
crever relagdes funcionais.

ENSINO EXPLORATORIO

A principal caracteristica do ensino exploratério é que pro-
move nos alunos a descoberta e a construcio do conheci-
mento (Ponte, 2005). Para tal, a exploragdo de tarefas abertas
e a sua gestdo na aula proporcionando aos alunos momen-
tos de discussdo coletiva sdo oportunidades fundamentais
para a construcdo do conhecimento.

A aprendizagem que os alunos fazem estd dependente
da atividade que realizam e da reflexdao que fazem sobre a
mesma (Ponte, 2005) e, deste modo, a selegdo das tarefas
que s3o trabalhadas em sala de aula deve ter em conta o
tipo de atividade que podem proporcionar aos alunos. As-
sim, tarefas que conduzem a procedimentos rotineiros sao
diferentes de tarefas que exigem aos alunos pensar concep-
tualmente e que os estimulam a estabelecer conexdes (Stein
& Smith, 1998). De acordo com National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM, 1994), as tarefas matematicamente
vélidas devem respeitar as seguintes caracteristicas: apelar
3 inteligéncia dos alunos, desenvolver a compreensdo e a
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aptiddo matemdtica, estimular os alunos a estabelecer co-
nexodes e a desenvolver um enquadramento coerente para
as ideias matematicas, apelar a formulacdo e resolucao de
problemas e ao raciocinio matemdtico, promover a comu-
nicagao sobre a matematica, mostrar a matematica como
uma atividade humana permanente, ter em atencéo dife-
rentes experiéncias e predisposicdes dos alunos e promo-
ver o desenvolvimento da predisposicdo de todos os alu-
nos para fazer matematica. As tarefas s3o «um elemento
fundamental na caracterizag@o de qualquer curriculo, pois
elas determinam em grande medida as oportunidades de
aprendizagem oferecidas aos alunos» (Ponte, 2005, p. 23).

Baxter e Williams (1996, cit. Baxter & Williams, 2010)
propdem a designacdo de «ensino orientado pelo discur-
so» (discourse-oriented teaching, no original) para descrever
as acoes do professor que promovem a construcdo do co-
nhecimento matemdtico através da comunicacao entre os
alunos. Os mesmos autores descrevem o ambiente de sala
de aula que promove este tipo de ensino de acordo com a
estrutura seguinte: (1) as tarefas matemadticas s3o apresen-
tadas aos alunos; (2) os alunos trabalham na tarefa a pares
ou em pequenos grupos, enquanto o professor circula pe-
los grupos encorajando-os, desafiando-os, questionando-os
e dando-lhes sugestdes, se necessario; (3) os alunos apre-
sentam as suas resolucdes a turma; (4) o professor siste-
matiza as apresentagoes. Conscientes da dificuldade ine-
rente & implementacao desta estrutura de sala de aula, os
autores referem que o professor devera promover supor-
tes sociais que ajudem os alunos a trabalhar em conjunto.
Por exemplo, os alunos devem ser encorajados a explicar
as suas formas de pensamento e a esforcarem-se a com-
preender as explicagdes dos colegas. As regras que condu-
zem a esta forma de comunicagao devem ser explicitamente
identificadas e postas em prdtica até fazerem parte da cul-
tura de sala de aula. A medida que os alunos interiorizam
essas regras, assumem um papel de maior responsabilida-
de no discurso matematico de sala de aula. Baxter e Willia-
ms (2010) concluem que, em salas de aula onde existe esta
prética de ensino, os professores falam menos e os alunos
mais do que o que seria esperado numa sala de aula de en-
sino mais tradicional, pois o tempo de aula é organizado
de forma que sejam dadas mais oportunidades de comu-
nicagdo aos alunos, tanto em pequeno grupo como duran-
te a discussdo coletiva com toda a turma.

De acordo com estas perspetivas foi conduzida uma ex-
periéncia de ensino, ao longo de um ano letivo, com o ob-
jetivo de desenvolver o pensamento algébrico de alunos de
uma turma do 4.° ano de escolaridade. O estudo foi desen-
volvido num contexto de ensino-aprendizagem exploratério,

com aulocolanies

A Joana estd a construir um jogo com cubos ¢ autocolantes, Ela une os cubos por uma das faces ¢
forma filas de cubos. Depois cola um autocolante cm cada uma das faces,
A imagem mostra a construgdio que & Joana foz com 2 cubos. Nessa construgio cla usou 10

autocolantes.

1. Descobre quantos autocolantes 2 Joana usa nas construgdes scguintes ¢ explica como pensaste,
1.1.  Trés cubos.
1.2, Quatro cubos.
1.3. Dcz cubos.

1.4. Cinquenta ¢ dois cubos.

2. Consegues descobrir qual é a regra que permite saber quantos autocolantes a Joana usa numa

construgdo com wm qualquer nimero de cubos? Explica como pensaste.

Figura 1.— Enunciado da tarefa «Cubos com autocolantes»!

organizando a aula em quatro fases distintas: apresentacao
da tarefa, trabalho autonémo dos alunos, discussdo coleti-
va e sistematizacgo das aprendizagens. Destes diferentes
momentos, destaca-se o papel preponderante que assumi-
ram as discussoes coletivas. As aulas foram conduzidas por
mim, no papel simultaneo de professora e investigadora.

Em seguida apresentam-se alguns momentos da dis-
cussdo coletiva de uma das tarefas desenvolvidas na ex-
periéncia de ensino — tarefa «Cubos com autocolantess.
Com esta apresentacio pretende-se refletir como a meto-
dologia de ensino-aprendizagem exploratéria adotada con-
tribuiu para o desenvolvimento do pensamento algébrico
dos alunos, mais concretamente no que respeita a impor-
tdncia que assumiram os momentos de discussio coletiva.

A DISCUSSAO COLETIVA DA TAREFA «CUBOS
COM AUTOCOLANTES»

A tarefa «Cubos com autocolantess, explorada numa fase
final da experiéncia de ensino, apresentava uma sequéncia
pictérica crescente com uma construc3o tridimensional en-
volvendo diferentes numeros de cubos interligados onde se
colavam autocolantes nas faces visiveis. Pretendia-se que
os alunos expressassem a relagdo entre o nimero de cubos
de uma construcdo qualquer e o respetivo nimero de auto-
colantes, de forma a generalizar essa relac3o.

Na apresentacio da tarefa, a situacio foi modelada com
o recurso a materiais concretos, elaborando-se conjuntamen-
te com os alunos a construgdo apresentada no enunciado.
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Durante o trabalho auténomo foram distribuidas aos dife-
rentes grupos construcdes com dois e trés cubos, com os
autocolantes colados.

Apés o momento de trabalho auténomo, seguiu-se a dis-
cussdo coletiva. Um dos pares que apresentou a sua forma
de resolugdo a turma era formado pelos alunos Carolina e
Daniel. Este par apresentou varias representacdes diferen-
tes: linguagem natural, tabelar e escrita simbdlica.

O momento que se apresenta em seguida centra-se na
discussdo sobre a tabela apresentada pelo par. Esta tinha
duas colunas, nimero de cubos e niimero de autocolantes,
e era completada com diferentes exemplos. Na exploragao
dessa tabela, o par apresenta tanto uma leitura recursiva ao
indicar a varia¢io do numero de autocolantes linha a linha
como uma leitura que relaciona diretamente o nimero de
cubos com o numero de autocolantes. Na apresentagdo a
turma, a investigadora solicita ao par que explique a tabela
que construfram. Isso conduz a uma discussao sobre a di-
ferenga entre o numero de autocolantes nos termos conse-
cutivos da sequéncia e o valor constante que é adicionado.

Carolina— Nés pensamos, como no outro dia o grupo

do Fabio fez uma tabela, assim mais ou menos como
esta, e entdo pensdmos que também podiamos fa-

(“’XM.)‘['T‘ = éﬂF

i X o = M
nEy =T

Trabadio '.msu

Figura 2.— Resolucao do par Carolina e Daniel.

14

zer uma. E vimos a relacdo. Ent3o fizemos duas co-
lunas: uma com o numero de cubos e outra com o
total de autocolantes. O niimero de cubos é 9, 10, 11,
12,13 e a relag@o é de um. No total de autocolantes
a relacdo é de quatro. Aqui era de quatro, mas aqui
estava sempre a fazer dois, também era de quatro.

Fabio — Essa parte ndo percebi.. era de dois e depois
era de quatro?

Carolina — Sim, aqui era de quatro e aqui estd sempre
a ser dois...

Gongalo — Nio, simplesmente porque ali é vezes
quatro...

Carolina— Sim, porque aqui esta sempre dois, por isso é
de quatro... se fizeres assim, sem o dois, assim nove
vezes quatro é 36, e depois 10 vezes quatro dd 40, 42...

Gongalo — Nio, mas isso é s6 a tabuada do quatro.
Nove vezes quatro era 36...

Rita — Vezes quatro é 36, juntando mais dois, como em
todos junta mais dois, por isso é que d4 mais quatro.

Gongalo — Se tirares o mais dois é a tabuada do quatro.

Carolina comega por referir uma caracteristica interessante
que foi sendo identificada ao longo da experiéncia de ensi-
no: o facto de os alunos se apropriarem dos tipos de repre-
sentagdo usados por outros grupos, procurando reprodu-
zi-los nas tarefas seguintes. Assim, Carolina comeca por
referir que estd a usar uma tabela como outro grupo jd o ti-
nha feito em uma tarefa anterior. Por outro lado, neste ex-
certo destaca-se ainda o nivel de pormenor com que esta
aluna procura apresentar a forma de resolugao do seu gru-
po, identificando os procedimentos usados e as conclusdes
a que chegaram. Para além disso, é evidente a forma como
outros colegas interpelam Carolina, procurando perceber a
sua forma de resoluco.

Nesta fase da discussdo, a investigadora procura que
os alunos justifiquem o porqué das regularidades identifi-
cadas através da exploracdo da tabela. Conduz, nesse sen-
tido, a discussdo coletiva na turma.

Investigadora — Porque é que é sempre mais quatro?

Féabio — Porque se faz sempre vezes quatro...

Investigadora — Mas porqué?

Carolina — Porque nove vezes quatro d4 36, depois com
o dois, 38; 10 vezes quatro, 40, junta-se o dois, 42, é
o dois que estd a fazer isto...

Investigadora — O dois est4 a fazer isto. Mas porque é
que tu dizes ali, vocés tém ali as setinhas, mais quatro,
mas porgué mais quatro e no outra coisa qualquer?

Carolina — Porque a diferenca é de quatro.

Investigadora — Mas porqué?
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Rita — Porque foi assim, eles fizeram nove vezes qua-
tro, € 36 e o 36 faz parte da tabuada do quatro, mas
eles puseram mais dois, se eles no préximo metes-
sem mais trés jd ndo seria mais quatro... porque é
sempre 0 mesmo numero.

Investigadora— Mas eles fizeram e fizeram corretamen-
te... A minha pergunta é porque é que neste proble-
ma, nesta situacao....

Rita — Porque hd quatro lados nos cubos.

()

Jo@o V. — Porque tem quatro lados.

Investigadora — O que é que tem quatro lados?

Jodo V. — Sim, quatro faces.

Investigadora — Mas o cubo tem quatro faces?

Vdrios alunos — N3o, tem seis...

Jodo V. — Mas é menos uma que fica tapada e depois
€ menos a outra do outro que também fica tapada.

Neste excerto é evidente como o questionamento da in-
vestigadora procura levar os alunos a justificarem as regu-
laridades que identificaram na situacdo, como € o caso de
multiplicarem sempre por quatro. Em conjunto, os alunos
conseguiram concluir que isso se devia ao facto de terem
sempre quatro faces visiveis de cada cubo com autocolantes.

Em seguida, dois grupos apresentam as suas resolucdes.

Estes dois grupos apresentavam a escrita da regra em lin-
guagem simbolica e de forma muito semelhante. No entan-
to, o primeiro considerava o ntimero de cubos como a vari-
dvel independente e o segundo considerava ser o nimero
de autocolantes essa varidvel. Esse facto suscita uma inte-
ressante discussdo na turma, que se apresenta em seguida.

Gongalo — No nosso estd a dizer que é um ntimero
qualquer de cubos e o dela é um nimero qualquer
de autocolantes... Mas vai dar ao mesmo... Saber o
ndmero qualquer de autocolantes ou o ndmero qual-
quer de cubos é a mesma coisa...

Investigadora — E?

Gongalo — Entdo é assim: aqui h4 trés cubos e os smi-
les de cima... entdo estes sdo os smiles de cima e s3o
trés cubos e trés smiles. Tinhamos falado que os smi-
les é trés vezes quatro, viste os smiles de cima, mas

Figura 3.— Comparagdo entre as resolucdes do
grupo do André, Gongalo e Joana e do grupo da
Rita, Diogo e Beatriz.

se souberes os trés cubos também vai ser trés ve-
zes quatro.

Investigadora — Mas o nimero de autocolantes dessa
construgdo é igual ao nimero de cubos?

Gongalo — N3o professora, mas sé que a Rita estava a
dizer que sé contava os de cima, que era os de cima
vezes quatro, entdo os de cima sdo trés e h4 trés
cubos, entdo os trés autocolantes de cima é a mes-
ma coisa que os trés cubos.

()

Jodo V — E a mesma coisa.

Investigadora — E a mesma coisa... mas...

Jodo V. — Sé que explicado de maneiras diferentes...

Investigadora — E a mesma coisa, mas acho que temos
de ter um cuidadinho a...

Carolina — Eu acho que o da Rita e o do Gongalo s3o
a mesma coisa... porque se soubéssemos o niime-
ro de autocolantes tinhamos de contar o nimero de
cubos e se soubéssemos o numero de cubos tinha-
mos de contar o numero de autocolantes...

()

Investigadora — Agora eu acho que... hd um cuidado
quando nés usamos ali um ndmero qualquer de au-
tocolantes, acho que temos de ter um cuidado es-
pecial ali...

Gongalo — Ali ela falou que era o de cima, mas se for o
da frente também sdo trés autocolantes e trés cubos.

Jodo V. — Tanto faz.

Investigadora — Ok, e se for o ntimero total de autoco-
lantes?... Ndo é também o niimero de autocolantes?

Vérios alunos — E.

Investigadora — Entdo, o que falta dizer ali? Niimero
de autocolantes...

Jodao V. — E cubos.

Fabio — N3o, nimero de autocolantes de cima.

Investigadora — De cima, de uma face...

Neste excerto os alunos comecam por ndo reconhecer a di-
ferenca entre as duas representacdes simbdlicas que usaram
para expressar a relag@o entre o nimero de autocolantes e
um numero qualquer de cubos. Ao longo desta discussao,
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a investigadora conduz os alunos a percecionarem as dife-
rencas entre as duas representagdes, impelindo-os ainda
a reconhecerem a necessidade de serem claros na forma
como identificam as diferentes varidveis.

CONSIDERAGCOES FINAIS

Pelos pequenos excertos apresentados pode constatar-se
que os alunos participaram na discussao coletiva, assumin-
do um papel ativo tanto na explicagdo das suas formas de
resolucdo como na compreensao das explicagdes dos co-
legas (Baxter & Williams, 2010). Desta forma, os momen-
tos de discussdo coletiva permitiram a construcdo de as-
petos pertinentes para o desenvolvimento do pensamento
algébrico dos alunos.

Importa referir que tarefas como a apresentada, com a
exploracdo de sequéncias pictéricas crescentes, podem ser
muito significativas para a promogao do pensamento al-
gébrico dos alunos, nomeadamente na vertente do pensa-
mento funcional por facilitarem a identificagdo da relagao
entre as varidveis. O contexto pictérico visual permitiu atri-
buir sentido as diferentes varidveis e tornar mais explicitas
as relagdes entre elas, para além de, no caso concreto des-
ta tarefa, permitir distinguir o que era constante e o que va-
riava na sequéncia. Estes aspetos sdo importantes para a
construcio da compreensdo das relagdes funcionais, que
podem emergir desta forma neste nivel de ensino.

No entanto, é pela sua exploragdo em sala de aula e pela
atividade que os alunos realizam e a reflexdo que produzem
que poderemos considerar as aprendizagens dos alunos
(Ponte, 2005). Para tal, e no respeitante ao desenvolvimen-
to do pensamento algébrico, é importante que os profes-
sores desenvolvam olhos e ouvidos algébricos (Blanton &
Kaput, 2005) para que integrem natural e espontaneamen-
te a abordagem dos contetidos e procedimentos algébricos
na sala de aula, durante um periodo de tempo significativo
que permita a sua maturagao gradual.

Assumindo a complexidade inerente a todo este proces-
so, é razodvel conceber que o que se apresenta neste texto
apenas reflete parcialmente o ambiente de aprendizagem
vivido em sala de aula. De facto, as situagdes de construgo
de aprendizagens sdo demasiado ricas para se compacta-
rem em tdo limitada imagem, pois todos os momentos da
aula sdo entendidos como oportunidades para a constru-
¢do do conhecimento matematico, numa perspetiva dialé-
gica. No entanto, pelas opgBes tomadas enquanto profes-
sora-investigadora e pela forma como os alunos reagem a
esta prética de ensino, pode considerar-se que os resulta-
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dos de uma vivéncia tdo intensa contribuirdo nao sé para
uma construcdo da identidade matemitica de cada aluno,
como para a evolucdo do seu desenvolvimento integral en-
quanto cidad3os.

Nota
M Tarefa adaptada de Moss, |., Beaty, R., McNab, S. L., &
Eisenband, J. (2005).
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A exploracio de isometrias nas
Pavimentacdes de Penrose numa
turma de &.° ano
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Figura 1.— O painel «Sigma» da Escola Secunddria
Filipa de Vilhena.

O PAINEL «SIGMA»

O principal objetivo do painel «Sigma» é a divulga¢do e a
promocio da matematica através do incentivo a resolugao
de problemas. Para tal, sdo propostas algumas tarefas in-
teressantes e criativas, num dos principais locais de maior
acessibilidade por parte da comunidade escolar, o dtrio da
entrada da escola.

O segundo desafio proposto no painel (cujo enuncia-
do se apresenta mais a frente neste artigo), consistiu na
reconstrucio de uma pavimentacdo de Penrose, utilizan-
do um par de protoladrilhos quadrilateros (figuras geomé-
tricas que permitem formar uma determinada pavimen-
tacdo; Figura 2). Como, desta vez, foi colocada uma mesa
junto ao painel, onde os alunos poderiam recriar esta pa-
vimentagio, conseguimos perceber que houve uma gran-
de adesdo por parte de toda a comunidade escolar. Surpre-
endentemente, todos os dias eram deixadas resoluc¢des do
desafio em cima dessa mesa, o que evidenciou o enorme
sucesso desta atividade.

Figura 2.— Protoladrilhos da
pavimentacdo de Penrose em
estudo.

Figura 3.— Pavimentacao
de Penrose utilizada para a
resolucdo da tarefa.

Aproveitando as potencialidades matematicas da ativi-
dade desenvolvida, com a colaboragio dos professores de
matematica da escola, decidiu-se construir uma tarefa que
tivesse como base o problema deste segundo painel «Sig-
ma». Visto tratar-se de uma pavimentacio, nada melhor
do que integra-la na evolucdo dos conhecimentos dos alu-
nos do 8.° ano, contextualizando a tarefa no tema «Veto-
res, translagoes e isometrias», previsto no Programa e Me-
tas Curriculares de Matematica do Ensino Basico.

A CONSTRUGAO DA TAREFA «PAVIMENTACAO
DE PENROSE»

A tarefa foi idealizada tendo como base a exploragio da
pavimentac¢do de Penrose do ponto de vista matematico e
geométrico. O seu guido (figura 4) é constituido por uma
pequena biografia introdutéria de Roger Penrose e por 4
questdes, as quais os alunos tiveram de responder, usando
como recurso um par de protoladrilhos que constituem a
pavimentacio (figura 2 e 3).

Assim sendo, o material necessario para a aula (para
além do material de escrita) foi: material de construcio ge-
ométrica (régua, esquadros de geometria, etc.); 6 conjun-
tos de dois protoladrilhos base para a construgdo da pavi-
mentacio de Penrose; a pavimentacdo de Penrose recriada
numa folha para ser exposta a turma; folhas de papel A4
brancas; colas; lapis de cor/marcadores/canetas coloridas;
o guido da tarefa «Pavimentacdo de Penrose».



TAREFA «PAVIMENTACZO DE PENROSE»

Roger Penrose, nascido a 8 de agosto de 1931, é um fisico matemitico da Universidade de Oxford (uma das mais
consagradas universidades do Mundo).

Para além de se dedicar ao estudo da Fisica, Penrose sente uma forte atracio pela matematica recreativa
(area da matemdtica dedicada a resolugdo de quebra cabecas e jogos mateméticos) que se estende ao longo da
sua carreira.

As pavimentacGes de Penrose s3o pavimentagdes do plano nio periédicas (ou seja, pavimentacoes em que
se for realizada uma translacdo, segundo qualquer direcio ou sentido, nunca ser4 possivel obter a pavimenta-
¢ao original).

Estas pavimentacdes foram alvo de estudo por parte de Penrose na década de 1970.

O objetivo do seu estudo foi sempre o de tentar encontrar pavimentacdes nio periédicas com o menor nii-
mero de pegas base possivel. Ora, o investigador foi, ao longo da sua carreira, descobrindo pavimentac¢des nio
peri6dicas construidas 2 base de um ntimero de mosaicos cada vez mais reduzido.

A pavimentacdo que consegues observar no painel «Sigma» é uma das pavimentacoes de Penrose e tem por
base apenas dois mosaicos com a forma de quadrilateros losangos.

Com ajuda do teu grupo de trabalho, responde s seguintes questdes, tendo por base a pavimentacio de Penrose
que vés representada.

Questdo 1: Recorrendo as pecas que te foram fornecidas, recria, numa folha A4 branca, a pavimentacio de Penrose
que consegues observar no painel «Sigma».

Questao 2: Com recurso a um lpis de cor, marcador ou caneta verde, pinta da mesma cor um par de pecas que se
podem obter, uma a partir da outra, através da realizagio de uma rotacio.
Nao te esquecas de identificar o centro de rotacdo e, com ajuda de um transferidor, medir o angulo associado.

Questdo 3: Com recurso a um l4pis de cor, marcador ou caneta vermelha, pinta da mesma cor um par de pecas que
se podem obter, uma a partir da outra, através da realizacao de uma reflexio.
Nio te esquecas de identificar o eixo de reflexdo associado.

Questio 4: Com recurso a um lépis de cor, marcador ou caneta azul, pinta da mesma cor um par de pecas que se
podem obter, uma a partir da outra, através da realizacio de uma translagdo.
Desenha, na propria folha A4, o vetor associado a essa translacdo. De seguida, caracteriza esse vetor quanto a di-

re¢do, sentido e comprimento (considera como unidade o centimetro).

Figura 4.— Tarefa «Pavimentagao de Penrose» que foi aplicada na aula do 8.° ano da escola.

DESENVOLVIMENTO DA AULA

A turma do 8.° C da Escola Secundéria Filipa de Vilhena
era composta por 27 alunos, sendo uma turma caracteri-
zada pela a existéncia de alunos com diversos tipos de de-
sempenho escolar (desde alunos com maior desempenho
escolar, passando por alunos medianos, até alunos com al-
gumas dificuldades de desempenho) e cujas aulas de mate-
matica se caracterizavam pelo método de ensino expositivo.
Assim, a aula que se descreve no presente artigo trata-
se de um primeiro contacto dos alunos desta turma com o
tipo de ensino exploratério em contexto de sala de aula.
Na primeira parte da aula, o professor apresentou Ro-
ger Penrose a turma e discutiu com os alunos alguns fac-

tos sobre a sua biografia e sobre os estudos desenvolvidos
pelo fisico sobre pavimentacdes. Com grande curiosidade,
os alunos escutaram atentamente a exposicio feita pelo do-
cente, fizeram questdes (nomeadamente deu-se destaque
ao despertar da curiosidade dos alunos sobre a definicio e
conceito de pavimentagdes nio periddicas) e participaram
ativamente, quando assim solicitados. Desta forma, estava
instalado o ambiente para uma aula bem produtiva e inte-
ressante a todos os niveis.

De seguida, levou-se a cabo uma pequena exploracio
conjunta dos protoladrilhos da pavimentacio de Penrose
em estudo. Os alunos, com recurso aos dois protoladrilhos
que originam a pavimentagdo, fizeram uma pequena carac-
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Figura 5.— Registos efetuados pelos alunos no quadro.

terizacdo das simetrias axiais e rotacionais das duas figu-
ras planas, com a elaboragdo do respetivo registo de alguns
apontamentos no quadro pelos préprios alunos (figura 5).

Estando a pavimentagdo e protoladrilhos que a consti-
tuem bem estudados, os alunos prosseguiram para o desen-
volvimento da atividade matematica. Organizando-se em
6 grupos de trabalho, com 4 a 6 elementos, foi proposto
aos alunos lerem com bastante atencdo as questoes da ta-
refa, analisarem o que era pedido e responderem as ques-
tdes com Tecurso aos materiais fornecidos.

Ao longo da aula, os trés professores presentes na sala
prestaram assisténcia, esclareceram as dtvidas que foram
surgindo (nomeadamente, em relagdo a interpretagao das
questdes colocadas, montagem da pavimentagdo, dtividas
matematicas em relacdo a cada uma das isometrias em es-
tudo e no manuseamento do material geométrico utiliza-
do, entre outras) e verificaram todo o trabalho que se de-
senvolveu dentro dos grupos de trabalho.

De uma forma bastante positiva, todo os grupos traba-
lharam de forma agradada e recetiva, sendo a comunicagio
matematica uma constante dentro dos grupos, onde havia
uma ideia bastante clara no delinear de estratégias de reso-
lugio das questdes propostas. «Nio! Esta pega ndo cabe ail»
exclamou a certa altura um dos alunos. «Mas entdo como
recuperar desse erro®» perguntava um dos professores.

Dou especial destaque a diversidade de estratégias (ou
ndo estratégias) que os grupos decidiram adotar para a re-
solucdo da questdo 1. Um conjunto de grupos optaram por
comecar por juntar pegas aleatoriamente, enquanto que ou-
tros optaram por se debrucar numa 4rea especifica de refe-
réncia da pavimentagdo.

Alguns conseguiram ser bem sucedidos na sua aborda-
gem inicial. No entanto, os outros grupos, chegando a uma
situacdo de impasse, optaram todos pela mesma estratégia
de recurso: «... podemos comegar por aquela estrela que se
vé no centro da pavimentagao».

Num continuo desenvolvimento do trabalho de grupo,
os professores assistiram a interagdes ricas entre os alunos
do ponto de vista da evolu¢do do seu pensamento matema-
tico, geométrico e estratégico na recriagdo do puzzle e res-
posta as questdes colocadas:

+ Alguns alunos ndo se lembraram de como se me-
dia a amplitude de um angulo para a caracterizacao
das rotacdes pelos grupos identificadas. Com ajuda
dos professores, mas principalmente dos membros
dos grupos, esta dificuldade foi ultrapassada.

« Nas translacdes, para identificar a medida do compri-
mento do vetor associado  translagdo, um dos gru-
pos recorreu ao Teorema de Pitdgoras. Desta forma,
os alunos revelaram engenho e destreza, criando-se
um momento de interessante discussao matematica.

Chegados a fase de discussdo, o professor langou um desa-
fio a turma. Sem qualquer tipo de pré-preparagdo ou ensaio,
os alunos foram convidados a apresentar os seus trabalhos
e ideias aos restantes grupos. Claro esté que tal desafio foi
aceite com grande dnimo e entusiasmo.

Nas fase de apresentacdes, foi bastante interessante a
envolvéncia demonstrada por todos os alunos no trabalho
que se estava a desenvolver. Os dois grupos convidados a
apresentar foram muito bem sucedidos nesta tarefa. Res-
ponderam as questdes que lhes foram colocadas na tare-
fa e apresentaram a sua folha de resposta, onde tinham re-
criado a pavimenta¢do de Penrose. Os restantes alunos,
que escutavam e assistiam com bastante atencdo, no final
das apresentacdes, participaram com questoes e comentd-
rios que complementaram as ideias matematicas e respos-
tas dos dois grupos escolhidos. E de destacar que o tltimo
grupo a apresentar, solicitado por um dos professores, che-
gou mesmo a encontrar uma reflexdo deslizante entre os
protoladrilhos da pavimentagio, o que a todos agradou e
surpreendeu.

Como a tarefa foi bem agarrada e todos os intervenien-
tes ficaram bastante entusiasmados com esta exploragio,
os alunos queriam continuar a aula com apresentacoes dos
restantes grupos, o que nio foi possivel devido a falta de
tempo. No final da aula, foram recolhidos alguns trabalhos
que se encontram digitalizados neste artigo e que julgo se-
rem interessantes para anélise do leitor (figura 6).



Também é importante esclarecer que esta turma nio
possui o hdbito de realizar aulas exploratérias. Tendo em

conta o quao bem os alunos trabalharam e interagiram du-
rante a atividade matemitica desenvolvida, fiquei surpre-
endido com toda a reagdo que tiveram a este tipo de traba-
lho em sala de aula.

CONSIDERACOES FINAIS

A resolucdo de problemas e de desafios exploratérios, em
contexto de sala de aula, torna-se numa atividade crucial a
ser desenvolvida na disciplina de Matematica.
Com a aplicacio desta tarefa, os objetivos especificos da
aula foram:
= Desenvolver a cultura matematica dos alunos.
A exploracgdo da cultura e histéria da matematica foi
um dos objetivos cruciais na construgio desta tare-
fa, sendo mais tarde vivenciada a aquisicdo por par-
te dos alunos dos conhecimentos explorados.

Figura 6.— Folhas de resposta dos grupos de
trabalho.

+ Desenvolver os conhecimentos geométricos dos alu-

nos relativamente as isometrias no plano.
De uma forma indireta e recorrendo a conexdes ma-
teméticas, os alunos conseguiram explorar eficaz-
mente as isometrias em figuras planas, sem que o
topico se tornasse aborrecido.

+ Rever os conhecimentos mobilizados pelos alunos
no tema «Vetores, translacdes e isometrias» ja estu-
dado no 1.° periodo do presente ano letivo.

Com esta tarefa foi possivel rever o tema referido,
servindo a tarefa também como revisao da matéria,
o que a todos agradou.

De facto, com a realizacio desta tarefa, varios episédios
aconteceram em que, na minha perspetiva, fica claro que
promover a atividade investigativa e exploratéria nos alu-
nos coloca-os no papel de principais agentes e dinamiza-
dores da atividade desenvolvida em sala de aula, para além
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de promover o desenvolvimento do gosto pessoal pela dis-
ciplina «papio» (figura 7).

Sem duvida, esta é uma tarefa a promover novamente
junto dos meus futuros alunos ao longo da minha futura
carreira docente, que espero estar perto de se iniciar. As-
sim seré, com toda a certeza... Pelo menos, esperanga e so-
nhos ndo me faltam.

Nota

[1] Unidade curricular do Mestrado em Ensino da Mate-
mitica no 3.° ciclo e Ensino Secundario da Faculdade
de Ciéncias da Universidade do Porto.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Desporto no verao

A tarefa apresentada foi selecionada e adaptada de um con-
junto de tarefas desenvolvidas, discutidas e aplicadas por
um grupo de professores-acompanhantes no ambito da for-
mac3o do Plano da Matematica (2006-2012). Foi pensada
para os alunos do oitavo ano, depois de terem estudado an-
teriormente os conceitos de moda, média e mediana, com
o objetivo de trabalharem as medidas com sentido. Tendo
em conta as vantagens da discussao dos cendrios pedidos,
considera-se a tarefa oportuna para trabalho de grupo (de
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«Gostei muito, foi muito divertido. Foi a melhor aula da mi-
nha vida. Naquele dia até preferia estar na aula...»
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«Foi uma atividade diferente, interativa e engracada. Espe-
ramos mais aulas iguais a esta.»

Figura 7.— Composicdes escritas pelos alunos acerca da
sua opinido sobre a atividade desenvolvida.

Joio Carros TERROSO
Escora SECUNDARIA FILIPA DE VILHENA, PORTO

pares ou pequenos grupos) com discussdo coletiva final.
Pode ser integrada com outras tarefas estatisticas, nomea-
damente recorrendo ao site PORDATA KIDS (cf. sugerimos
nas paginas 24 e 25 deste nimero da revista).

PauLo ALVEGA
EBS PADRE ALBERTO NETO
AGRUPAMENTO DE EscoLAs QUELUZ-BELAS




DESPORTO NO VERAO

Sete colegas decidiram fazer desporto juntos no més de agosto, tendo tomado nota do ntimero de horas que cada um
praticou.

A MEDIA DO TOTAL DE HORAS DE DESPORTO PRATICADO PELOS SETE COLEGAS FOI DE 21 HORAS.

a) Escrevam um nimero possivel para as horas de desporto que cada um pode ser praticado e inscrevam-no na ta-
bela abaixo.

b) Imaginem outros cendrios para o niimero possivel de horas de desporto que cada um pode ter praticado, em que:
bl) A média dos dados é maior que a mediana.
b2) A média é maior que a moda.
b3) A moda é maior que a mediana.

b4) A média, a mediana e a moda s#o iguais.

Ana Bruno Carlos Diniz Edgar Filipe Guida

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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Vamos a cidade?...

PAuLO ALVEGA

gt © RS, Tk b e,

Ha mais homens ou mulheres a praticar desporto em Portu-
gal? Um palpite? Serdo mais homens. Mas qual a diferenca
entre o nimero de homens e de mulheres que praticam des-
porto? E como evoluiu? Em 2014 estavam inscritos em des-
portos federados 404623 homens e 141725 mulheres. Mais
262898 homens, cerca de 3 vezes mais, conclui-se. E quan-
tos clubes desportivos existem em Portugal? S3o 26. Destes
quantos tém futebol? E atletismo? Quantas medalhas Portu-
gal ganhou no desporto? E quantas em provas (para)olimpi-
cas? Quantos sdo os praticantes de desporto até ao escalao
junior? E junior? E sénior? Sabe quantas amostras de doping
sdo recolhidas durante as provas? E fora delas? Quantas pes-
soas em Portugal praticam ténis? E futebol? E natagao? Con-
segue estimar quantas pessoas estdo a preparar-se para se-
rem treinadores? E para serem drbitros e juizes? Se gostaria,
nao sé de saber as respostas a estas perguntas, mas tam-
bém de saber como evoluiram os niimeros nos tltimos anos
pode ir agora a cidade PORDATA Kids (www.pordatakids.pt,
figura 1), portal do projeto com o mesmo nome, langado pelo
projeto PORDATAM. Com o lema «Explora a cidade PORDA-
TA e descobre o teu pals em numeros» este site destina-se
a jovens entre os 8 e 12 anos. Num pequeno video introdu-
tério, somos conduzidos pela cidade por Rita, uma meni-
na que se mudou para Portugal, tem um meio-irmao e quer
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Figura 1.—Imagem de entrada
do site PORDATA Kids.

ser advogada. A informagdo estd organizada nos seguintes
temas: Ambiente; Ciéncias e Tecnologia; Cultura e Despor-
to; Educacao; Emprego; Familias; Justica; Populagdo; Satde
e Turismo. As perguntas sobre desporto apresentadas aci-
ma estdo incluidas no tema Cultura e Desporto, e subtema
Desporto Federado. Além deste, ha mais cinco subtemas:
Bibliotecas e Livros (com 5 perguntas); Cinema (6); Espe-
taculos ao vivo (8); Jornais e Revistas (3), e Parques e Espa-
cos de Exposigdo (7), num total de 43 perguntas relaciona-
das com o tema. As respostas s3o apresentadas de modo
apelativo para o nivel etdrio-alvo, por exemplo, em anima-
coes de tabelas e gréficos que mostram a evolugdo nas ulti-
mas décadas (ver como exemplo a figura 2). E possivel parar
as animacdes para saber os nimeros relativos a determina-
do ano. Quer saber o que acontece no seu municipio, cli-
que no bot3o indicado. Ha ainda um outro pequeno (e ino-
fensivo) botdo, Mais Info. Experimente e passe a um novo
separador, desta vez do projeto PORDATA. H4 informacio
mais detalhada em tabelas e graficos, Metainformagao sobre
os dados e a simbologia, Op¢des para ver os graficos estati-
cos ou dindmicos, e a possibilidade de Exportar e imprimir,
claro. Pode clicar em Mais opgdes e dados, e abrir-se-d outro
mundo para explorar taxas de variagdo e médias, ou utilizar
filtros vérios. )4 saiu da cidade PORDATA Kids, obviamente.

TECNOLOGIAS NA EDUCAGCAO MATEMATICA
Antonio Domingos

EDUCAGAO E MATEMATICA
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Os objetivos deste projeto sdo claros: se as criancas de-
vem aprender a ler, a escrever e a contar, entdo devem tam-
bém aprender a ler, a usar e a partilhar os nimeros. A Estatis-
tica como um alfabeto do futuro. A informacio apresentada
é atrativa e credivel, estimulando a curiosidade através de
uma grande quantidade, cerca de 300, e variedade de per-
guntas. De acordo com a responsével pela PORDATA, Ma-
ria Jodo Valente Rosa: «A PORDATA Kids vai ao encontro
dos mais novos, contando com a sua curiosidade natural
para explorarem as estatisticas sobre o pais em que vivem.
A PORDATA Kids poderd também vir a ser uma importante
ferramenta pedagégica e um auxiliar precioso de interesse
partilhado entre as criancas e os adultos, os pais, os pro-
fessores ou os educadoress.

Numa primeira abordagem basta escolher um tema na
barra horizontal superior do menu inicial, ou sobrevoar a
cidade e clicar sobre uma imagem, por exemplo, Ambien-
te. Surgirdo cinco subtemas: Agua; Energia; Lixo e Recicla-
gem,; Poluicdo e Clima; Protecao do Ambiente. Dez temas,
uma multidao de questdes, portanto. Navegar pelos sub-
temas, parar para olhar os gréficos e as tabelas. Parar para
relé-los e para pensar um pouco. Comparar com as nos-
sas expetativas. As expetativas dos outros. Com as estima-
tivas. Ja vamos por niveis de abordagem mais complexos.
Podemos prosseguir. O que se passa no nosso municipio?
E na nossa escola/na nossa turma? Como medi-lo? E pos-
sivel comparar as diferentes realidades? Podemos fechar e
abrir a lente de observacdo. Podemos aproveitar a vontade
dos alunos e continuar a explorar. Podemos criar contextos

Sateas aue.

Figura 2.—Resultados da
questdo «Fazemos mais
chamadas por telefone fixo ou
por telemdvel?» apresentados
num grafico dindmico.

reais de aprendizagem e tarefas matematicas ou pluridisci-
plinares. Esta cidade é um espaco ideal também para traba-
lhar em grupo e para discussdes enriquecedoras. A riqueza
das nossas diferengas. Da praga principal podemos sem-
pre viajar até a Europa (quando foi a tltima vez que visitou
o Eurostat? Pense nisso...) e voltar 3 nossa turma. N3o vol-
taremos a casa 0s mesmos.

No mapa da cidade, agita-se uma pequena bandeira, Sa-
bias que...?, o décimo segundo icone do menu inicial. To-
dos os dias é acrescentada uma questio, uma resposta e
um comentidrio (hd possibilidade de recuar/avancar no ca-
lendério). No dia do lancamento, 22 de setembro de 2015,
podemos ler: Sabias que em Portugal existem cerca de 20
milhdes de telemdveis? Sabendo que os bebés n3o falam
ao telefone, isso d4 praticamente dois teleméveis por pes-
soa! (dados relativos a 2013).

Nota

[1] PORDATA, Base de Dados Portugal Contemporéneo, pro-
jeto organizado pela Fundacdo Francisco Manuel dos
Santos, foi lancado ao publico em 2010 e inclui estatis-
ticas oficiais e certificadas sobre o pafs e a Europa. Toda
a informacdo provém de entidades oficiais como o Ins-
tituto Nacional de Estatistica e o Eurostat.

PauLo ALVEGA
EBS PADRE ALBERTO NETO
AGRUPAMENTO DE EscoLAas QUELUZ-BELAS
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Acontecimentos independentes
ou incompativeis?

Vamos clrlﬁcar 0s conceitos!

’\

ADEIAIDE FRETTAS, MARIA JOSE CARVALHO

INTRODUGAO

Em Portugal, o tema «Probabilidades e Combinatéria» cons-
ta do curriculo atual do 12.° ano de escolaridade. Entre os
topicos inseridos nesse tema estdo acontecimentos incom-
pativeis e acontecimentos independentes. Na generalidade
dos manuais escolares de Matemética, o conceito de inde-
pendéncia de acontecimentos é trabalhado mas nio é real-
cada a importincia do sentido probabilistico desse conceito.
Por outro lado, também é conhecido, da pritica docente e
varios estudos na drea da Educaciio Matematica o tém reve-
lado (por exemplo, Cunha, 2010; Diaz e de la Fuente, 2005;
Sobreiro, 2011), que os conceitos de acontecimentos inde-
pendentes e de acontecimentos incompativeis suscitam d-
vidas de interpretacdo e de raciocinio entre muitos alunos.
A anilise de um caso de estudo recentemente implemen-
tada por nés, que envolveu um grupo de 43 alunos do 12.°
ano de duas escolas secundaérias do distrito do Porto, con-
firmou essa realidade (Carvalho, 2013; Carvalho e Freitas,
2015). Da analise das respostas dadas pelos alunos a um
conjunto de.questdes foi possivel diagnosticar aplicactes

intuitivas e conexdes erradas entre as nocdes de aconteci-
mentos independentes e de acontecimentos incompativeis
por parte dos alunos.

Uma das formas de colmatar e dissipar falhas (frequen-
tes ou ndo) nos alunos, reside em identificar os pontos cha-
ves de conflitos e difundi-los pelo maior nGmero de pro-
fessores. Alertado para o ponto que origina o conflito, o
professor estard melhor preparado para desenvolver, em
sala de aula, estratégias dirigidas aos seus alunos com vis-
ta a eliminar previsiveis confusoes e assim melhor clarifi-
car os conceitos.

O nosso objetivo neste documento é realcar um dos pon-
tos de conflito fulcral que identificimos na anilise as res-
postas dadas pelos 43 alunos, abrangidos no caso de estudo
que foi levado a cabo, nas questdes envolvendo os concei-
tos de acontecimentos independentes e acontecimentos in-
compativeis. Esperamos que esta divulga¢do de resultados
seja itil a muitos docentes em futura lecionacio daqueles
dois conceitos.

C_}
W
B
[

- OUTUBRO




EXPERIENCIA

Colaboraram neste estudo os alunos do 12.° ano de duas
turmas do Ensino Regular do Curso de Ciéncias e Tecnolo-
gias e de uma turma do Ensino Profissional, num total de
43 alunos de duas escolas secundaérias do distrito do Porto,
e imediatamente apoés estes alunos terem concluido o estu-
do do tema «Probabilidades e Combinatéria».

Os 43 alunos em estudo responderam a uma prova de
avaliacio contendo oito questdes com um total de 12 alineas
sobre probabilidade condicionada, acontecimentos indepen-
dentes e acontecimentos incompativeis. A seguir destaca-
mos uma das questdes (contendo 4 alineas), com a respe-
tiva resoluciio, envolvendo os conceitos de acontecimentos
independentes e acontecimentos incompativeis.

QUESTAO E RESPETIVA RESOLUGAO:

Um certo estudo numa maternidade revelou que a proba-
bilidade de nascimento, naquela maternidade, de um me-
nino vardo é o,55. Um casal com trés filhos, todos nasci-
dos naquela maternidade, ¢é selecionado ao acaso. Admita
que o sexo de uma crianga é independente do sexo dos ir-
maios. Considere os acontecimentos:

A: «O casal ter no maximo uma rapariga»

B: «O casal ter filhos de ambos os sexos»

C: « O casal s6 ter rapazes»

Nos arredondamentos que efetuar tome 3 casas decimais.

a) Calcule a probabilidade de cada um dos acontecimentos.
Resoluggo: Defina-se o acontecimento

M: «Bebé nascido na maternidade ser meninos».
Do enunciado, resulta:

P(«Um filho do casal ser do sexo masculino») =
- P(M) = 0,55

e, consequentemente, para o acontecimento complementar,
M «Bebé nascido na maternidade ser menina»,

tem-se: P(M€) = 0,45. Dado um casal com 3 filhos, o espa-
co de resultados possiveis associado aos géneros dos trés
filhos (na sequéncia dos nascimentos) é:

Q = {MMM, MMMC, MMM, MM®M¢, MMM,
MEMME, MEMEM, MEMEMS}

Uma vez que P(M) = P(M€), os acontecimentos M e M ndo
sdo equiprovaveis. Logo, os 8 acontecimentos elementares
em () ndo sdo equiprovaveis. As probabilidades pedidas,

M
[+5]

porque existe independéncia no sexo entre irmios, sio en-
tdo calculadas do seguinte modo:

* P(A) = P(MMM U MMMC U MMM U MSMM) =
= P(MMM) + P(MMM?S) + P(MM®M) + P(M°MM) =
= P(M) P(M) P(M) + P(M) P(M) P(M®) +
+ P(M) P(MC) P(M) + P(M)P(M)P(M) =
= 0,55’ + 3 X 0,55" X 0,45 = 0,575

* P(B) = P(MMMCS U MMM U MMM U MM®M¢ U
U MEMMC U MCMEM) =
= 1 - [P(MMM) + P(MCMEME)] =
=1-[(P(M) P(M) P(M) + P(M€) P(M€) P(M)] =
=1-(0,55 +0,45%) = 0,743
* P(C) = P(MMM) = o,55* = 0,166

b) Osacontecimentos A e B sio independentes? Justifique.
Resoluciio:

P(A N B) = P(MMM® U MMM U M°MM) =
= P(MMMC) + P(MM®M) + P(M°MM) =

=3 % (0,55" X 0,45) = 0,408

P(A)P(B) = 0,575 X 0,743 = 0,427

Como, P(A N B) = P(A)P(B), A e B ndo sdo independentes.

c) Mostre que os acontecimentos A N B e Csdo incompativeis.
Resolug@o: Uma vez que

(A N B) N C= {MMM¢, MMM, M°MM} N {MMM}={ },

entdo os acontecimentos A N B e C sdo incompativeis.

Outra resolugdo: (A N B) e C sdo incompativeis, uma vez
que é impossivel um casal de 3 filhos ter filhos de ambos
0S Sexos, com apenas uma menina, e simultaneamente se-
rem todos rapazes.

d) Tendo em conta as alineas anteriores, justifique que os
acontecimentos A N B e C ndo podem ser independentes
e apresente uma situac¢do (com outras condigdes de enun-
ciado) em que o poderiam ser.

Resolugio: Como A N B e C sio incompativeis entdo,
P(ANB)NC)=o.

Mas, P(A N B)P(C) = 0,408 x 0,166 = P((A N B) N C).
Logo, A N B e C nido sdo independentes.

Uma situa¢do hipotética em que poderiam ser inde-
pendentes era admitir que um dos acontecimentos, A N B
ou C, tivesse probabilidade nula de ocorréncia. Por exem-
plo, admitir que s6 se consideram casais com 3 filhos ten-
do pelo menos 1 menina. Assim, P(C) = o.

Adaptacoes deste enunciado podem ser realizadas originan-
do novos problemas com esquema de raciocinio andlogo.
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Figura 1.— Frequéncias das respostas dos alunos as questdes apresentadas.

ANALISE DAS RESPOSTAS

As respostas escritas obtidas pelos 43 alunos foram anali-
sadas e avaliadas. Na Figura 1 encontram-se graficamente
sumariadas as contabilizacdes de respostas corretas (cota-
¢do méxima) e de respostas com cotagdo zero (resposta dei-
xada em branco ou nada do que estava escrito se aproveita-
va) atribuida a cada uma das 4 alineas da questao.

As questdes diretas sobre acontecimentos independen-
tes e incompativeis, questdes b) e c), surgem como sendo
as questdes com maior percentagem com cotagdo nula. A
questdo a) envolvendo diversos conceitos como a reunido de
acontecimentos incompativeis e a independéncia de acon-
tecimentos foi respondida corretamente por apenas j5 alu-
nos dos 43 alunos. Um dos principais erros residiu na nao
observagio da ndo equiprobabilidade dos resultados ele-
mentares. Uma vez que essa alinea a) envolvia o cdlculo da
probabilidade de trés acontecimentos distintos, contabili-

Figura 2— Numero de resultados corretos nos célculos da
probabilidade dos acontecimentos A, Be C.

zamos também quantos alunos responderam corretamen-
te a cada um dos trés acontecimentos pedidos. A Figura 2
ilustra a distribui¢do das contagens de respostas corretas
efetuadas. Observa-se que dos acontecimentos pedidos, A,
B e C, o acontecimento C é aquele que se regista um maior
nlimero de respostas corretas (14) no cdlculo da sua proba-
bilidade. Nota-se que dos trés, é o evento C que se descreve
de forma mais simples, envolvendo um niimero menor de
resultados elementares. Assim, nio é s6 na nio equipro-
babilidade dos resultados elementares que residem as di-
ficuldades de calculo mas também na definicio dos resul-
tados elementares que originam o acontecimento efou no
célculo da reunido de resultados elementares.

Ainda nas respostas as questdes b) e ¢), verificimos in-
terpretacdes erradas e o uso incorreto de propriedades as-
sociadas as nogdes de independéncia e incompatibilidade.
Nas Figuras 3—5 transcrevemos exemplos dos tipos de erros
mais frequentes e que pretendemos alertar neste documento.

Analisando as respostas incorretas 2 questio da alinea
b) sobre acontecimentos independentes, dois tipos de con-
flitos se destacaram, ambos derivados do estabelecimento
de conexdes erréneas com o conceito de acontecimentos
incompativeis, um entre as suas designacdes e outro com
a interpretagdo. Para ambos os tipos registaram-se cerca de
30% dos alunos com pelo menos uma resposta nessas con-
digoes. Na Figura 3 apresentam-se trés respostas incorretas.
No primeiro caso, observa-se a mistura das designacdes in-
dependéncia e incompatibilidade talvez devida a alguma si-
milaridade (sonora inicial) dos termos. Nas outras duas
respostas, na Figura 3, evidencia-se a falta de referéncia 2
nogao probabilistica associada ao conceito de independén-
cia, o que revela confusio de interpretacio desse conceito
com o de incompatibilidade.
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Figura 3.— Respostas dadas com conflitos na nocdo de independéncia.

Na realidade, sabemos que

A e B sdo independentes sse P(A N B) = P(A) x P(B).

Mas, dado dois acontecimentos com probabilidades posi-
tivas, a forma melhor de interpretar o significado de inde-
pendéncia desses acontecimentos é recorrendo ao facto de:

A e B sio independentes sse P(A|B) =
quando P(B) > o .

P(A),

O que se observou é que os alunos tendem a interpretar a
igualdade P(A|B) = P(A) como se fosse A N B = @ referin-
do apenas que a ocorréncia de B ndo interfere na ocorréncia
de A, nio clarificando o termo «interfere». Saliente-se que
dizer «ocorréncia de um acontecimento» corresponde a fa-
zer referéncia apenas ao conjunto de elementos do espago
amostral que fazem parte do conjunto B, nada informando
sobre a sua probabilidade de ocorréncia. Assim, para justi-
ficar que A e B sdo independentes, tendo em conta que um
dos acontecimentos, seja B, tem probabilidade positiva de
ocorréncia, deverd ser explicitado que a ocorréncia de B nao
interfere, em termos probabilisticos, na ocorréncia de A.
Relativamente 4 no¢do de incompatibilidade, as resolu-
coes as questdes c) e d) revelaram que, em geral, os alunos
compreendem o conceito de acontecimentos incompativeis
e justificam a incompatibilidade recorrendo, nao a defini-
cdo, mas a condicdo necessdria da probabilidade da inter-

w
o

secdo de acontecimentos incompativeis ser nula. Na verda-
de, por definicao,

A e B sio incompativeis sse AN B=0.
Assim,
se A e B sdo incompativeis entdo P(A N B) = o. (1)

Portanto, P(A N B) =
e B sejam incompativeis. A verificacdo, apenas, desta con-

o é condicio necessaria para que A

di¢do necessiria ndo é garantia dos acontecimentos serem
incompativeis. Ja a sua ndo verificacdo é garantia dos acon-
tecimentos nio serem incompativeis. De facto, da negagao
de (1), temos

se P(A N B) = o entdo A e B n3o s3o incompativeis.

Cremos que este jogo de raciocinio légico envolvendo a
condi¢do P(A N B) = o, que ¢ apenas condigdo necessaria
mas nio suficiente de incompatibilidade, leva & existén-
cia de conflitos na nocio de incompatibilidade. Contabili-
zaram-se cerca de 20% dos alunos com pelo menos uma
resposta com este tipo de conflito. Na Figura 4 estdo dois
exemplos de respostas observadas usando esse tipo de ar-
gumento, um que recorre ao calculo da probabilidade da
intersecao para concluir a incompatibilidade, e o segundo
que confunde o numeral zero com o conjunto vazio (acon-
tecimento impossivel).
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Figura 4.— Respostas dadas com conflitos na no¢@o de incompatibilidade.

CONCLUSAO

A anilise das respostas dadas pelos 43 alunos sugere a exis-
téncia de conflitos na no¢do de independéncia e na nogio
de incompatibilidade. A existéncia destas classes de con-
flitos revela a necessidade de se aprofundar tais conceitos
em contexto escolar. As recomendagdes emergentes do es-
tudo apontam para uma maior énfase no caracter probabi-
listico associado a nogdo de independéncia em oposicio a
nocdo de incompatibilidade,

Nota final: Por questdes legais e éticas foi previamente so-
licitada autoriza¢do para a realizagio da experiéncia, a re-
colha dos dados e a publicitacdo dos resultados 3s direcoes
das escolas participantes e aos Encarregados de Educacio
dos alunos envolvidos no estudo.
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Geometria partilhada e socialmente construida

Os pequenos artigos deste Caderno de apontamentos sao
aparentemente uma misceldnea de ideias resultantes da in-
vestigacao que venho a fazer ha alguns anos sobre o ensino
e a aprendizagem da geometria. Esta aparente miscelanea
decorre da multiplicidade de investigacoes, contributos te-
éricos e ideias a que acedi, dos dados que fui recolhendo e
da reflexao que venho fazendo sobre eles. Os meus escri-
tos constituem destaques de aspetos que considero relevan-
tes, que s3o muitos e de natureza muito diversa, elaborados
nestes artigos com o objetivo de serem Uteis e interessan-
tes para outros professores.

Na vastissima e complexa rede de conhecimentos produ-
zidos pela investigagao em educagdo matemdtica, a compre-
ensdo da perspetiva sécio construtivista da aprendizagem
é aquela que me suscita neste momento maior interesse.
Este interesse advém da importéncia que passei a dar aos
momentos de discussao coletiva na realizagdo de tarefas de
geometria e de ter escolhido os contributos teéricos do s6-
cio construtivismo para estudar, analisar e compreender es-
ses momentos. Na linha de investigacdo do sécio constru-
tivismo considero fundamental o trabalho de Cobb, Yackel
e Wood de que destaco o artigo «A constructivist alternati-
ve to the representational view of mind in mathematics educa-
tion» de 1992. Embora ja com alguns anos, este artigo € re-
correntemente citado desde essa data em quase todos os
trabalhos de investigagdo nesta area.

Deste artigo destaco as trés dimensdes de referéncia do
conhecimento matematico: (1) as formas de conhecimento

matematico individuais de cada aluno; (2) as praticas ma-
teméticas partilhadas da comunidade de sala de aula; (3)
as préticas mateméticas partilhadas reconhecidas e aceites
pela sociedade em geral. Gosto particularmente de encarar
e representar estas trés dimensdes e o processo de apren-
dizagem da matemética por um esquema evolutivo (fig. ).
Os processos de ensino terdo assim como objetivo apro-
ximar estes trés niveis como procuro ilustrar no esquema.
Propositadamente no esquema, a matemadtica vélida ndo
desce de nivel e s3o as outras duas dimensdes que sobem
e se aproximam.

Na andlise dos momentos coletivos vividos na experi-
éncia de ensino que realizei, tenho procurado identificar e
compreender estes trés niveis bem como as relagdes entre
eles, a sua complementaridade e a evolugao que o proces-
so de ensino pode permitir realizar. H4 dois exemplos que
considero interessantes para discutir.

O primeiro exemplo diz respeito ao conceito de angu-
lo reto. O reconhecimento de um angulo reto em qualquer
posicdo, isolado ou como elemento que faz parte de uma
figura geométrica, é uma competéncia comum na matema-
tica. Nas experiéncias realizadas e que tém sido referidas
nestas notas (E&M n.°s 116, 118, 131, 132, 133), esta neces-
sidade esteve presente para decidir se determinados para-
lelogramos eram ou ndo retangulos. Nas discussdes que
ocorreram houve uma sobreposicdo da matemitica partilha-
da com a matematica dos alunos, a partir das figuras feitas
por eles e que constituem a sua matemdtica. Destaco a he-
terogeneidade na matemitica dos alunos, com diferencas
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significativas entre a matemdtica de cada aluno, e o0 modo
como este ponto de partida permitiu encontrar patamares
comuns para a matematica partilhada e socialmente cons-
truida. Alguns alunos ja eram capazes de identificar corre-
tamente os angulos retos sem serem capazes de verbalizar
as justificagdes, outros ainda tinham dificuldade em desta-
car os dngulos como elementos de uma figura. Na experi-
éncia realizada, a introdugdo do detetor de angulos retos e
a sua utilizagao significativa por todos os alunos constituiu
a meu ver uma boa aproximagdo a matemética socialmen-
te aceite — a utilizacdo de um objeto que permite identi-
ficar e medir angulos, o transferidor. Mas mais do que dis-
so, este objeto é uma eficaz representagdo do angulo reto
como um quarto de volta. Este aspeto valoriza-o ainda mais
pois permite construir o conceito de dngulo reto totalmente
independente do sistema de unidades de medida (fig. 2).

E muito comum ouvirmos definir angulo reto com um
dngulo que mede 90°. Esta definicio ndo é a mais correta
porque nio é intuitiva, nem independente da nocdo de me-
dida e de sistema de unidades de medida. O 4ngulo reto é
o angulo de um quarto de volta ou de metade de uma meia
volta. Esta ideia, realmente intuitiva e poderosa, valoriza
este objeto porque justapondo dois detetores de dngulos
retos obtemos um angulo raso (fig. 3).

Com esta justaposicao de dois detetores discuto um ou-
tro aspeto relevante da matemética partilhada que vivemos
nesta experiéncia. Os alunos construiram naturalmente qua-
drildteros com angulos agudos, retos e obtusos que passa-
ram a identificar com facilidade. Quando a aproximacio a
um reto era grande, e isso aconteceu muitas vezes, apren-
deram a recorrer ao instrumento de comparagdo, o detetor
de 4ngulos retos. Entre os quadril4teros construidos pelos
alunos, surgiram naturalmente alguns que n3o eram conve-
x0s e por isso com dngulos maiores do que um raso. Este
tipo de dngulo teve de passar a ter um nome, chamamos-
Ihes «super obtuso». Para mim constitui um bom concei-
to da matemdtica partilhada pois foi bem aceite pelos alu-
nos, com significado e com a possibilidade de verificacao
a partir da justaposicao de dois detetores de &ngulos retos
(fig. 3). Mas serd este conceito da matemética partilhada
uma boa aproximagao & matemdtica socialmente aceite?

Nos livros de matemdtica portugueses, um angulo maior
do que um raso é designado por céncavo. No entanto, em
livros americanos, este tipo de angulo é considerado como
angulo reflexo (reflex angle). Considero que nesta perspe-
tiva assume-se uma classificacdo mais coerente dos angu-
los: agudo, reto, obtuso, raso e reflexo (Musser, Burger &
Peterson, 2006). Estes autores, ao introduzirem esta clas-
sificagdo e nomenclatura, associam-na ao objetivo de que

Figura 2

o \©
Figura 3

os alunos selecionem e apliquem técnicas e instrumentos
para obter com precisdo a medida de um 4ngulo.

Destaco esta diferenca interna & prépria matematica so-
cialmente aceite. Parece-me uma reflexdo Gtil para a com-
preensao dos trés niveis que apresentei no infcio. O uso de
classificacGes e designactes diferentes na matematica nio
acontece apenas na geometria. H4 outras situacdes em que
vale a pena os professores refletirem sobre este conceito de
matemdtica socialmente aceite e terem consciéncia das di-
ferencas entre comunidades de ensino da matemitica dis-
tintas. A decisao de escrever sobre o dngulo reflexo decor-
reu de duas apresentacdes publicas que fiz deste trabalho
e em que a designacdo de «super-obtuso» foi questionada
por alguns professores. Defendo que passemos a utilizar
o conceito de dngulo reflexo. Espero que este texto seja es-
clarecedor e dtil.
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Crénicas de outros tempos

Um aperto de mio

MARIA CRISTINA ALMEIDA

O professor de matematica Anténio Nicodemos de Sousa
Pereiral foi, segundo os seus colegas, <uma interessantis-
sima figura de professorn.

... uma personalidade que se destacava por um caricter impolu-
to, um desassombro intemerato, o mais inveterado respeito pela
verdade, pela dignidade, pelo trabalho. Rebelde até a irreveréncia
em face de tudo aquilo que julgava erro, adversirio contumaz das
instituicdes que considerava inuteis, falhadas ou desajustadas®l...

Nesta cronica relatamos um episédio onde o temperamen-
to de Nicodemos Pereira se manifesta. Em junho de 1929
José Joaquim Ferreira, entdo vogal da Comissdo Orienta-
dora do Ensino Secundirio e também vogal do Conselho
Superior da Instrucio Publica, visita o Liceu de D. Jodo de
Castro em Lisboa. Nicodemos Pereira esta presente e recu-
sa apertar-lhe a miao. No artigo intitulado «Orientacio e fis-
caliza¢do do ensino secundério», publicado na revista Labor
no ano de 1929, tinha escrito que as duas func¢oes eram in-
compativeis e a situacdo era imoral e injuridica.

Como consequéncia da recusa em apertar a mao e por
determinacio do Ministro da Instrucdo Publica, Nicode-
mos Pereira vai ser penalizado com uma repreensio ver-
bal (2 de Julho de 1929), tendo mais tarde sido suspenso.
Nio concordando com a penaliza¢io, recorre para o Supre-
mo Tribunal de Justica. No acordiao! do referido Tribunal
podemos ler:

Nenhuma pragmatica da Republica portuguesa imp&e o aperto
de m3o como cumprimento oficial. Basta a continéncia entre ofi-

ciais, a simples vénia para os civis.

Ha pessoas a quem repugna o aperto de mao, ligas mesmo contra
essa cerimoénia antiquada da expansibilidade e da polidez latinas.
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O vogal da comissdo orientadora sabia pelo reitor que, pelo me-
nos, um professor do Liceu de D. Jodo de Castro era seu inimigo
pessoal. Para cumprir a sua missio era inutil a exigéncia da apre-
sentacio pessoal dos professores, com o tradicional aperto de mao.

E certo que também n3o amesquinhava moralmente ao recorren-
te o banal aperto de mio que trocasse com a pessoa que podia me-
lindrar-se com a sua campanha pelo que se lhe afigurava a mora-
lidade das funcoes e o direito.

E certo porém que a recusa de aperto de mio nio fundamenta
essa pena disciplinar.

Embora lhe tenha sido dado provimento e anulado o despa-
cho de suspensio, Nicodemos vé a penalidade anteriormen-
te sofrida — repreensdo verbal, segundo o {2 do art. n.° 248"
ser agravada de acordo com o §4 do mesmo art. — mulia de
15 dias de vencimento. Assim era o ambiente nesse tempo.

Notas

[1] Nasceu em 15 de Setembro de 1892 na Ribeira Brava,
Madeira e faleceu em 28 de Outubro de 1956, em Lisboa.

[2] Tavares, J. (1956). Dr. Ant6énio Nicodemos de Sousa Pe-
reira. Labor, Revista de Ensino Liceal, 21(162), 276-277.

[3] Idem, (1956). Dr. Anténio Nicodemos de Sousa Perei-
ra. Labor, Revista de Ensino Liceal, 21(162), 276—-277.

[4] Acordam do supremo tribunal de Justica, Lisboa, 1o de
Fevereiro de 1930.

[5] Decreto n.” 7 558, 18 de junho de 1921.
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O questionamento oral na sala de aula

de Matematica
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INTRODUCAO

A comunicagao oral é reconhecida como um elemento fun-
damental das praticas letivas dos professores, nio obstan-
te as agOes que incentivam a comunicagao nem sempre es-
tarem suficientemente refletidas pelos professores, nem
tdo pouco suficientemente estudadas pela investigacdo. Em
Portugal, sé nos tltimos 20 anos é que a comunicacio na
prética docente passou a fazer parte da agenda da investi-
gacdo em Educagdo Matematica (Menezes, Tomas-Ferrei-
ra, Martinho, & Guerreiro, 2014). Contudo, os resultados
de que ja dispomos da investigacdo realizada em Portugal
permitem-nos afirmar que este tipo de prética tende a nio
ser desenvolvida de forma a promover a aprendizagem dos
alunos (Menezes et al., 2014; Ponte, Mata-Pereira & Qua-
resma, 2013; Semana & Santos, 2012).

A comunicagio oral é uma dimensio importante da ava-
liagao formativa (Semana & Santos, 2013). Cabe ao professor
usé-la de modo a obter informagio sobre a aprendizagem
dos alunos. Deste modo, «é importante que as discussoes
sejam intencionais e tenham um objetivo bem definido e
aceite por todos, se centrem em contetidos ou processos
matematicos, incluam contribuicdes efetivas dos alunos e
decorram de forma interativa» (Semana & Santos, 2012,
p. 308). Um dos elementos da comunicagio oral que pro-
picia a avaliagdo formativa é o questionamento oral, ji que
esta estratégia tem potencialidades para o professor incen-
tivar os alunos a envolverem-se nas discussdes da sala de
aula e a encorajé-los a explicarem, justificarem e avaliarem
publicamente as suas ideias e as dos seus colegas. Enten-
demos, assim, o questionamento oral como um ato inten-
cional de comunicagdo do docente para promover a apren-
dizagem dos alunos.
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Embora o questionamento oral seja um meio orienta-
dor das discussdes coletivas na sala de aula de Matematica
e propiciador da aprendizagem dos alunos, colocar pergun-
tas ndo é tio simples como parece (Santos & Pinto, 2008).
Assim, este trabalho foca a aten¢do na complexidade do
questionamento oral na pratica dos professores. Procura-
mos responder a seguinte questao: Como se caracteriza e
é usado pelo professor o questionamento oral nas discus-
sdes coletivas da sala de aula de Matematica?

O estudo decorreu no 4mbito do curso de Mestrado em
Ensino da Matematica do Instituto de Educacio da Univer-
sidade de Lisboa. A professora participante era uma mes-
tranda do 2.° ano deste curso, Teresa, o que remete este es-
tudo para um contexto de formagao inicial de professores.
Os dados foram recolhidos através da observa¢do nio par-
ticipante de uma aula do 11.° ano de uma Escola Secunda-
ria de Lisboa, acompanhada de registo dudio, completada
com notas de campo. Os dados, ap6s a transcrigdo da gra-
vacdo audio, foram analisados de acordo com as agoes do
professor: convidar, informar /sugerir, apoiar/guiar e desafiar
(Ponte et al., 2013) e a partir das trés dimensdes de andlise
da comunicag¢do na sala de aula de Matematica propostas
por Santos e Pinto (2008): a dindmica da interagdo, o foco e
o significado. De modo a salvaguardar questdes de ordem
ética, foi dado a conhecer os objetivos deste trabalho a Te-
resa e pedida a sua concordincia. Os nomes dos alunos sao
ficticios, bem como da futura professora.

BREVE DESCRICAO DA AULA

A aula deu continuidade i li¢3o anterior, onde se trabalhou
o topico: a derivada de uma fungdo. O sumario escrito por
Teresa no quadro indicava: «Sinteses das regras de deriva-
¢io e resolucdo de exercicios».

Os alunos estavam organizados em pares por mesa de
trabalho. Para além dos alunos e de Teresa, estavam ain-
da presentes a professora titular da turma e uma docente
do ensino superior que acompanhava a prética de ensino
supervisionada.

De acordo com o desenvolvimento da aula, identifica-
ram-se cinco partes:

i) Introdugdo: a professora expoe o sumadrio da aula e

da instrugdes para o trabalho a realizar;

ii) Continuacdo da aula anterior: esclarecimento de
questdes levantadas por alguns alunos sobre a aula
anterior;

iii) Novas questdes: através da revisdo de tarefas surgem
novas questdes em relagdo as regras de derivagio
para a fungdo afim e para a fun¢do quadratica;
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iv) Institucionalizagdo: a professora sintetiza as regras de
derivacio discutidas através da exposicao oral e in-
troduz um pequeno resumo da histéria da derivada;

v) Resolug@o de exercicios: os alunos resolvem exerci-
cios do manual. A professora desloca-se pela sala de
aula apoiando o trabalho dos alunos. Alguns alunos
si0 selecionados pela professora para escreverem no
quadro a resposta obtida e discutirem coletivamen-
te a sua resolucio.

O QUESTIONAMENTO ORAL DE TERESA

Foi objeto de estudo o questionamento oral que decorreu
no episédio 1 (continuacdo da aula anterior) e no episédio
2 (novas questoes). As trés restantes partes nao foram con-
sideradas por nio apresentarem momentos significativos
de comunicacio entre os participantes, justificado pela es-
pecificidade dos seus objetivos.

Episédio 1: Continuagio da aula anterior

Como o objetivo desta parte da aula era esclarecer questoes
que foram levantadas por alguns alunos na aula anterior,
as acoes de Teresa sdo: informar/sugerir e apoiar/guiar. In-
formar na medida em que Teresa presta informacao adicio-
nal, como seja, propriedades ou definicoes; sugerir, quan-
do propde distintas representacdes dos objetos e estabelece
conexdes com conhecimentos prévios para conseguir o seu
objetivo:

Teresa: Se eu tiver aqui uma qualquer funcio, eu estou a estudara

derivada num ponto de abcissa xp, que € o declive desta reta tan-
gente. Estou a estudé-la nesta vizinhanga, ou seja eu quero o de-

clive da reta tangente que passa na abcissa, que passa neste pon-
to da fungio e se nesta tangente comparo a fungio em qualquer
outro ponto, e foi levantada a questdo de ser secante, o que eu es-
tou a estudar é a vizinhanca deste ponto. Se eu quiser estudar o
que é que se passa aqui vou ter uma outra tangente com um ou-

tro declive (figura 1).

Figura 1.— Complemento
visual da explicacdo da
professora
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Figura 2.— Validacdo da resposta dos alunos

Guia as intervengdes dos alunos principalmente mediante a
formulagdo de perguntas focadas dirigidas i turma, com o
fim de comprovar o dominio dos conhecimentos em ques-
tdo e apoia as verbaliza¢bes dos alunos escrevendo no qua-
dro o foco da questdo levantada:

Teresa: Estd bem assim? Algebricamente, como é que por defini-
¢do, como € que eu encontro a derivada de um ponto? E o qué?

Virios estudantes: O limite quando...

Teresa escreve e repete em voz alta enquanto os alunos recitam a de-

finigdo algébrica: O limite quando h tende para zero, Luis, conse-
gues? Algebricamente ¢ isto, OK. Representacio geométrica, o
que é que representa?

O declive da reta tangente que passa neste ponto (figura 2).

Nesta parte da aula, Teresa produz interacao dirigida a tur-
ma durante sete ocasides e em nove intervencdes dirige-
se a um aluno especifico. Mas também, h4 um momento
no qual a interagdo é dirigida para a professora por parte
de um aluno, Luis, que a questiona (fala 2). Perante a per-
gunta, Teresa reencaminha a questdo para a turma (fala 3)
e de seguida para um aluno particular, o Pedro. Pedro res-
ponde (fala 4), o que leva Luis a questionar o Pedro (fala 5)
que o esclarece. E assim criado um momento de interacio
entre dois alunos:

. Teresa: OK. Isto leva-nos a outra situacio. Chega-
mos a conclusdo entdo que a derivada de uma fun-
¢ao afim era uma funcio constante... Luis.

2. Luis: A professora pode definir derivada?

3. Teresa: Definir derivada. Décimo primeiro ano, quem
€ que ajuda ao Lufs a definir o que é que é f'(x) ...
Pedro.

4. Pedro: A derivada de um ponto ¢é o declive da reta

tangente nesse ponto.
Lufs: A derivada é o declive?
. Teresa: Pedro, alto com forca.
Pedro: A derivada de um ponto é o declive da reta
tangente nesse ponto.

Rt

Figura 3.— Exercicios: regra de derivacio da funcao afim

Ao longo deste episédio, Teresa pretende relacionar o con-
ceito de derivada de uma fun¢3o num ponto com o declive
da reta tangente que passa por esse ponto. O seu foco cen-
tra-se na conceptualizagdo. O sentido pedagégico das suas
intervengdes baseia-se no questionar e no responder. Ques-
tionar quando remete a validag3o para outro aluno e quan-
do pede uma defini¢do para comprovar o conhecimento dos
alunos. Contudo, produz na maior parte das situacdes fal-
sos questionamentos, uma vez que formula questdes du-
rante a sua explica¢do que s3o respondidas na hora por si.
Responde quando corrige e explica.

Episodio 2: Novas questdes

Neste momento da aula, as a¢des de Teresa continuam a
ser predominantemente de informar/sugerir e apoiar/guiar.
Informa no sentido de validar as respostas do aluno (falas
4 e 12), sugere proporcionando informagio complemen-
tar (falas 6 e 8), e apoia e guia a participacdo dos alunos,
tudo mediante principalmente perguntas de confirmacio
(falas 6 e 10):

1. Teresa: Muito bem, agora ... Turma, vamos fazer a

questdo 4.1 da tarefa.

2. Todos estdo a ver o quadro? Sim? f(x)é 0,5x +ba
minha derivada vale quanto?, ou seja o declive da
reta tangente que passa num ponto.

Virios estudantes: 0,5 (figura 3).

Teresa: 0,5. g(x) = % g'(x) é quanto?

Vidrios estudantes: %

Teresa: u(x) = b, b uma constante pertence a R,
vale 2, vale 3, vale 4. Quanto é u'x?

Vidrios estudantes: zero.

Teresa: O que é que eu estou a dizer aqui? ' (x) = 0.
. Vidrios estudantes: O declive € zero.

10. Teresa: Que o declive é zero. Certo? Muito bem.

i(x) = 0ei'(x)igual a o qué?

11. Vidrios estudantes: zero.

v bW
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Figura 4.— Discussao sobre o declive de uma
reta vertical

12. Teresa: Duvidas? ... O que é que nos podemos con-
cluir desta questdo? A derivada de uma funcdo afim
¢é uma funcdo constante... Primeira regra de deriva-
¢do: Se f(x) = mx + b entdo eu tenho f'(x) = m.

Ao longo de todo este episodio, observa-se o predominio
das intervenc¢des em que Teresa se dirige a turma (27 oca-
sides) e a um aluno especifico (13 vezes), em menor quan-
tidade um aluno coloca uma questdo a professora (7 ve-
zes) e 6 numa situacdo, um aluno se dirige a outro aluno.
A interacio de Teresa dirigida a turma foca-se no produto,
pois a sua intencionalidade é a de questionar para pedir e
verificar o resultado a que os alunos chegaram. Nao obs-
tante, a dindmica mudou durante a discussio em duas si-
tuacoes (figura 4).

1. Teresa: Se nds temos que encontrar o declive da-
quela reta sendo dados dois pontos dessa reta. Dois
quaisquer.

Ana: (1, 2) e (1, 3)

Teresa: Como é que eu acho o declive desta reta?
Virios estudantes: 3 menos 2...

Teresa escreve no quadro enquanto os alunos respondem.
Teresa: 3 — 2 dividido 1 — 1 que da?

Virios estudantes: 1/0.

Pedro: Temos ali um problema.

Gongalo: O declive n3o pode ser mais infinito ou me-
nos infinito?

© N oV AW

10. Teresa: Porque é que ndo pode ser mais infinito ou
menos infinito? O declive é um niimero real, ou
seja, quando eu tenho uma reta, eu estou atribuir o
declive, certo? Estou a dizer que esse declive vale 3,
vale 4, vale -8, vale um ntimero real. Se eu disser
que o declive é mais infinito o que é para ti um de-
clive mais infinito? Nio & especifico, n3o ¢ objetivo.
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Figura 5.— Solucdo do Jodo

Se eu te disser: Jodo traca uma reta com um decli-
ve menos infinito, como é que tu vais marcar essa
reta? E complicado, certo? Regressemos. Vocés con-
seguem definir isto.

11. Vidrios estudantes: Nao.

12. Teresa: Ndo. Portanto nés dizemos que ndo estd
definido.

Ao concluir esta discussdo, Teresa solicita um aluno, o Jodo,
para que escreva a solucio da seguinte tarefa: «Encontre a
derivada da fungdo definida por f(x) = ax?». O aluno re-
solveu a derivada recorrendo a definicdo:

rin o LRy = (),

chegando a expressdo 2ax + 2h. A seguir Teresa corrige al-
guns erros da solu¢io do Jodo e encoraja o aluno a expli-
car o que fez. Jodo dirige-se aos seus colegas e alguns de-
les participam na discussdo, sendo assim o tinico momento
neste episédio em que se produz interacio aluno-aluno.
A partir da explicagio do aluno, Teresa coloca questdes
a turma centradas na conceptualizacdo da derivada em re-
lagdo com o declive da reta tangente (falas 2 e 4), mas sur-
ge uma interacio em que uma aluna levanta duas questdes
a professora (falas 7 e g). Perante esta situacio, Teresa res-
ponde justificando o contexto de aprendizagem, corrigindo
e fazendo uma explica¢do, apoiada na solug¢ao que o aluno
fez no quadro e usando referéncias de outras representa-
coes do objeto em questio (fala 10):
1. Teresa: O Jodo esteve a calcular a derivada do pon-
to x da funcio f por definigao, ou seja, ele aplicou a
derivada por definicdo. Jodo podes explicar o que é
que fizeste?

()



2. Teresa: E o que n6s estamos a encontrar é a derivada
desta fungdo e chegamos 2 conclusio que era 2ax, e
isto representa o qué?

Varios estudantes: A derivada.

Teresa: E a derivada é o qué?

Virios estudantes: E o declive.

Teresa: E o declive da reta tangente que passa neste
ponto da fungio.

Maria: Se eu tiver 2?

AN bW
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Teresa: Se tu tiveres }5-1 esta expressdo ndo te vai apa-
recer no 11.° ano. Esta expressdo aparece assim no
12.° ano e tuno 12.° ano vais saber resolver isto e vais
saber o que é que é isto.

9. Maria: OK. Eu ndo estou a perceber bem no caso que
nos substituimos por zero. O que é que fago com h?
Desapareceu?

10. Teresa: Certo, desapareceu porqué? Porque o inter-
valo estava cada vez mais pequeno e eu considerei
em limite que aquele pontinho da secante se apro-
ximava do ponto que eu estava a estudar. Em limite
esse intervalo valia zero. Foi por isso que o h desa-
pareceu e foi por isso que nés deixamos de colocar
limite quando & tende para zero e chegamos a uma
expressdo de um nimero real.

Durante este episédio podem identificar-se dois tipos de
discussdes: primeiramente uma discussio em que Tere-
sa procura verificar o conhecimento adquirido pelos estu-

Questionar: pede uma definicdo, remete a
validacdo para outro aluno, falsos

- questionamentos.

| Responder: corrigir.

Explicar: descric3o total.

Figura 6.— Dimensaes de anilise do Episédio 1

dantes mediante o uso do questionamento focalizado no
produto. A seguir, no sentido de dar mais oportunidades
de participagdo aos alunos, Teresa formula questdes cen-
tradas na conceptualizagio dos objetos.

CoNCLUSOES

A dindmica da comunicagio da sala de aula carateriza-se,
em ambos os episédios, pelo predominio das interagdes que
foram produzidas por Teresa (70% e 83% respetivamen-
te, figuras 6 e 7), quer dirigidas a turma (40% e 27%, res-
petivamente), quer para um dado aluno (30% e 56%, res-
petivamente). Este tipo de comunicagdo, controlada pela
professora com a intengio de transmitir uma mensagem
para os alunos, é definido como transmissdo de informacao
(Menezes et al., 2014). Tal facto é coerente com as acdes ob-
servadas de Teresa ao longo dos episédios, informar/suge-
rir e apoiar/guiar, assim como com uma pratica que carate-
riza o discurso de Teresa: realizar uma pequena sintese no
final da discussdo de cada questdo. Com a preocupacio de
esclarecer dividas, deixando clara e explicita a informacio
respetiva, Teresa procura resumir a mensagem, focalizan-
do no conceito, na propriedade matematica em que gira a
discussdo ou no processo.

A acdo de desafiar foi encontrada apenas uma vez nos
epis6dios analisados, decorrente de agdes de sugerir e apoiar
(Ponte et al., 2013). O facto de Teresa estar ainda a formar-
se profissionalmente, e portanto ndo ter experiéncia pro-

] Questionar: pede um resultado ou
procedimento.

Responder: justifica e corrige.
Explicar: descricio total e parcial.

P ZA

(13)

(27)

Produto
Conceptualizacgdo

Figura 7.— Dimens&es de andlise do Episédio 2
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fissional, poderd ser uma possivel explicacao para a escassa
frequéncia com que esta acdo ocorreu nos episodios anali-
sados tendo em conta o nivel de dificuldade desta acao.

Em ambos os episédios, o objetivo pedagégico foi o es-
clarecimento de davidas, compreendendo-se que o principal
foco seja a conceptualizagdo do ente matemético: a deriva-
da de uma funcio. Contudo, no episédio 3, foi acrescentado
um novo objetivo, o de verificar o dominio geral dos con-
ceitos e procedimentos em questdo. Dai o foco neste episo-
dio ser ndo s6 a conceptualizagdo, mas também o produto
(figuras 6 e 7), isto é o resultado ao qual chegaram os alu-
nos ao aplicar as regras de derivagao.

A natureza das interacdes produzidas pela professora
foi predominantemente de dois tipos: questionar, solicitan-
do informacio para comprovar o alcance dos objetivos por
parte dos alunos; ou explicar, mediante a descrigo das de-
fini¢des ou procedimentos em questao, formulando exem-
plos, recorrendo a diferentes representacdes dos objetos
matemdticos e estabelecendo conexdes entre os conheci-
mentos prévios e o novo conhecimento. Responder surge
com menor frequéncia uma vez que em poucas ocasioes
Teresa foi questionada por algum aluno. Quando tal acon-
tece, traduz-se no ato de corrigir ou justificar.

Muito embora o questionar possa ser potenciador de
aprendizagem, no caso dos episédios analisados as ques-
toes formuladas foram diretas e fechadas (Santos & Pinto,
2008) para além de, em diversas situagdes, ter sido a pro-
pria professora a responder. Ndo se pense, contudo, que
esta situacio se deve ao facto de Teresa estar ainda em for-
magdo inicial. A investigacio evidéncia de forma muito cla-
ra que esta pratica é muito generalizavel e dificil de alterar,
levando tempo e criando «momentos mortos antinaturais»
(por ex. Black, Harrison, Marshall, & Wiliam, 2003; Pinto
& Santos, 2010).

Em sintese, apesar de Teresa procurar envolver os alu-
nos na discussdo que promove e de se mostrar conscien-
te do que pretende, revela algumas dificuldades no desem-
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penho do seu papel no sentido de uma efetiva regulagio e
aprofundamento das aprendizagens.
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NuUmeros e mais numeros

N° de jogadores: 4
Nivel de ensino: 2.° ciclo

Material necessdrio

Um baralho de 24 cartas com os numeros de 1a 24, outro
baralho de cartas com a indicacio dos nimeros admissi-
veis (por exemplo: niimeros pares maiores que 9; niimeros
primos; divisores de 100; mdltiplos de 3; numeros impares
menores que 20; nlimeros com o algarismo das unidades
maior que 6; nimeros inteiros entre 2,3 e 5,1; nimeros com
o algarismo das unidades diferente de 4).

Objetivo do jogo
Identificar os nimeros que verificam as diferentes condicoes
para conseguir ser o primeiro jogador a ficar sem cartas.

Preparacdo do jogo

Baralhar e distribuir as 24 cartas com niimeros entre os jo-
gadores. Baralhar igualmente o outro baralho e coloci-lo
no centro da mesa, virado para cima.

Modo de jogar
Os jogadores observam a carta no cimo do baralho no cen-
tro da mesa e escolhem, de entre as suas cartas, uma com
um numero que respeite a condi¢do imposta pela carta da
mesa. Em simulténeo, todos colocam na mesa a carta es-
colhida. Se algum jogador considerar que ndo tem nenhu-
ma carta com um numero adequado 2 carta da mesa, de-
verd abster-se de jogar.

De seguida todos os jogadores devem verificar se as
cartas jogadas pelos adversdrios sdo adequadas. Caso se
venha a verificar que alguma carta ndo ¢ adequada, quem

a jogou deve retird-la da mesa e junté-la as cartas que tem
em seu poder. Como penalidade, esse jogador devera ficar
uma vez sem jogar.

Terminada a verificagao da validade das jogadas, cada
jogador escolhe uma das suas cartas para passar ao joga-
dor que se encontra a sua direita.

Finalmente, sdo recolhidas da mesa as cartas jogadas
e a carta no cimo do baralho no centro da mesa, para que
seja possivel dar infcio a uma nova jogada.

Fim do jogo

O jogo termina quando algum dos jogadores nio tiver qual-
quer carta para passar ao adversdrio sentado 2 sua direita.
Esse jogador serd o vencedor.

Comentdrios

Este € um jogo muito simples, que pode ser utilizado para
ajudar os alunos a aprofundar os seus conhecimentos so-
bre determinados niimeros. O baralho da mesa tem, como
facilmente se percebe, um papel central no jogo. E impor-
tante que a carta central permita que vérios niimeros pos-
sam ser jogados, mas algum caso em que isso ndo acon-
teca pode ser muito (til para ajudar os alunos a perceber/
conhecer melhor esses numeros. A este nivel uma anélise
pds-jogo das opgdes dos alunos, nomeadamente relativa-
mente & carta que escolhem passar, poderé constituir uma
boa oportunidade para enriquecimento das aprendizagens.

HELEnA RocHA
FacuLpape pe CIENCIAS E TECNOLOGIA
UnNIvErsIDADE NOVA bE Lissoa

VAMOS JOGAR
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Area perdida

A Ana Filipa desenhou um retangulo ABCD. Depois, tragou o
segmento EF, paralelo ao lado AB, e o segmento DH, tal como E
se vé na figura. Depois, comecou a medir as 4reas das vdrias 18

regioes em que o retangulo ficou dividido. O pentagono ABH- ?
GE tinha 50 cm?, o triingulo DEG media 18 cm?, e o FGH 8 cm?.

5O

Faltava-lhe calcular a ultima quando a interromperam. Qual é D C

ent3o a 4rea do trapézio CDGF?

BATALHA GEOMETRICA

O problema proposto no nimero 132 de Educagiio e Mate-
madtica foi o seguinte:

Quatro amigos meus descobriram o jogo Batalha Geométrica
e resolveram fazer um campeonato entre eles, com atribuigdo
final de medalhas de ouro, prata e bronze para os trés primei-
ros classificados. Quando os voltei a encontrar perguntei-lhes
qual tinha sido a classificagao final. Eis o que me disseram:
Manuela: «Fiquei d frente do Eduardo. A Florinda ficou atrds
de mim.»

Rita: «Fiquei em primeiro. O Eduardo ndo teve nenhuma
medalha.»

Florinda: «Nem a Manuela nem o Eduardo receberam a me-
dalha de ouro. Quem ficou em primeiro fui eu.»

O Eduardo manteve-se calado.

Descobri depois que n@o houve empates na classificagdo final e
que, das duas frases ditas por cada urm, uma era verdadeira e a
outra falsa. A quem foram atribuidas as medalhas?

Recebemos 13 respostas: Alberto Canelas (Queluz), Alexan-
dre Azevedo (Guimaraes), Alice Martins (Torres Novas), Ana
Filipa Gongalves, Carlos Dias, Catarina Ferreira (Viseu), Fran-
cisco de Matos Branco (Ovar), Graga Braga da Cruz (Ovar),
Hugo Silva, llca Cruz, Mério Roque (Guimaraes), Pedro Re-
sende (Ovar), e Pedrosa Santos (Caldas da Rainha).

Existen muitas maneiras de chegar & solucdo e uma delas
é pensar que temos oito casos possiveis porque, para cada
uma das quatro personagens, ha duas possibilidades: pri-
meira frase verdadeira e segunda falsa, ou vice-versa. Pode
entdo fazer-se uma tabela de verdade e eliminar os casos
em que ha contradicGes. Foi o que fizeram o Alberto Cane-
las e, parcialmente, a llca Cruz e o Hugo Silva.

Outra resolugdo comecaria por listar todas as classifi-
cagdes possiveis (mas s3o 24...) e ver qual delas levaria a
que cada personagem dissesse uma verdade e uma men-
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(Respostas até 31 de dezembro para zepaulo46@gmail.com)

tira. Foi, simplificando um pouco, o caminho seguido pelo
Pedro Resende.

Mas podemos tentar ir tirando conclusdes a partir das fra-
ses ditas. Acompanhemos os raciocfnios dos nossos leitores.

Alexandre Azevedo: Tendo como foco as afirmagdes da Flo-
rinda (Nem a Manuela nem o Eduardo receberam a medalha
de ouro. Quem ficou em primeiro fui eu.) concluimos que a se-
gunda afirmagdo nao pode ser verdadeira porque se o fosse a
outra seria necessariamente verdadeira também, logo conclui-
mos que € verdadeiro «Nem a Manuela nem o Eduardo rece-
beram a medalha de ouro» e que é falso «Quem ficou em pri-
meiro fui eu (Florinda). Logo, resta-nos a Rita para ocupar
esse primeiro posto.

Ana Filipa Gongalves: Independentemente de qual for a
frase verdadeira da Manuela, ela nunca fica em iltimo lugar e
recebe sempre uma medalha, pois ou fica a frente do Eduardo
ou a Florinda fica atrds dela.

Graca Braga da Cruz: Das frases da Rita, a segunda tem
de ser a falsa; logo o Eduardo foi um dos medalhados e, como
a Rita ficou com o 1.° lugar, o Eduardo ficou em 2.° ou em 3.°.

Carlos Dias: A Manuela diz: «Fiquei a frente do Eduar-
do. A Florinda ficou atrds de mim.» Se a primeira proposigao
fosse verdadeira, a segunda teria de ser falsa e portanto teria-
mos que ter a Florinda a frente da Manuela e esta a frente do
Eduardo. Isto faria com que o Eduardo fosse o 4° o que con-
traria uma das conclusdes antetiores. Logo, a primeira propo-
sighio € falsa e a segunda verdadeira. Ou seja a Manuela ficou
depois do Eduardo e a Florinda depois da Manuela.

Temos entdo a seguinte classificagdo: 1.° Rita; 2.° Eduar-
do; 3.° Manuela; 4.° Florinda.

Finalmente, o derradeiro comentdrio do Mdrio Roque:
Percebe-se alids agora melhor que, depois de ouvir a Manuela
mas, sobretudo, a Rita, o Eduardo tenha amuado e ficado por
isso calado até ao fim deste problema...

O PROBLEMA DESTE NUMERO
|osé Paula Viana
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O problema do Baltazar

EDUARDA MOURA

O problema de Baltazar vem a propésito de um problema
de um professor de matematica chamado Brian Bolt.  um
problema tipo puzzle, onde quase nada ajuda a resolvé-lo.
Para o resolver é necessério, segundo a escola tradicional
do pensamento escolar, ter uma inspiragio, uma sorte de
génio. Neste artigo explicaremos como nio é bem assim.
Um misto de metacognicio e reflexdo abstrativa s3o os in-
gredientes necessarios, para além da exploracio usual que
se faz para resolver um problema de matematica.

Uma formulacio para o problema 41 do Bolt (1996,
p- 54) podera ser:

Dada uma rede quadrada 6 x 6, colorir 12 dos 36 quadra-
dos com:

I. s6 2 quadrados em cada linha;

2. s6 2 quadrados em cada coluna; e,

3. menos de 3 quadrados em cada diagonal.

Que problema interessante! Mas sem ir ver a solucio o de-
safio € enorme! Nio se consegue encontrar facilmente uma
solucdo. E o Polya e suas recomendagdes? No meio de ten-
tativas que resultam em erro ficamos a pensar que nio ser-
vem para nada!

Neste artigo discutiremos como um problema que pa-
rece intransponivel pode ser levado para a sala de aula de-

Figura T.— Nao mais de 3
quadrados coloridos em cada
diagonal.
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pois de adaptado e pensadas as acdes que podem levar os
alunos a interessar-se por este problema.

O QUE £ ENTAO UMA PROBLEMA
DE MATEMATICA?

Ora o 41 do Bolt parece ser um problema intransponivel. Se-
ndo vejamos: qual o obsticulo de peso a ultrapassar? Nao é
o de 2 casas coloridas em cada linha e em cada coluna mas
que s6 dois quadrados possam ser coloridos em cada uma
das diagonais. Se experimentarmos tentando produzir uma
solugdo em que as trés condicdes sdo satisfeitas chegamos
a conclusdo que as duas primeiras solucdes sdo muito fa-
cilmente satisfeitas, enquanto que a terceira condicdo nao
€ trivialmente satisfeita. Um exemplo dessas pseudo-solu-
¢des encontra-se representado na figura 1.

E sdo essas pseudo-solugdes as que temos para pensar ao
continuar a resolver o problema. Ah! Ci esta o Polya! Pen-
sar sobre o que obtivemos colocando as pseudo-solu¢des
em perspetiva. Na tentativa de baixar o niimero de diago-
nais com 3 quadrados coloridos conseguimos todas as dia-
gonais exceto duas (ver figura 2).

Ora é muito interessante mas nio chega, podemos, no
entanto, formular um outro problema, ou seja, a terceira

OV OO0V o0
V0O OV OO
O 00OV OV
OV V O 0O
- Figura 2.— Todas as diagonais
0 0V OV O cetoduas satisfazem a
V O O O O V terceira condicao.
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Z £ =2 § 1 3
3 2 11 3 2
3 01 2 3 2 1
Figura 3.— Quatro quadrados
T3 an s de cor 2 ficam coloridos.
2 @4 % £ T 3

condi¢do passa a ser: cada diagonal pode ficar com até 3 ca-
sas coloridas. Mas adicionamos uma quarta condigio:
4. encontrar 3 solucgdes disjuntas no mesmo quadrado
6 x 6.

Assim, teremos 12 casas coloridas de uma cor, 12 casas co-
loridas de outra cor, e as tiltimas 12 casas de uma outra cor.
Tudo numa s6 rede de 36 quadrados.

Este é, de facto, um problema porque podemos encon-
trar, por exemplo, duas solucdes disjuntas, mas ndo trés (fi-
gura 3).

Nio conseguimos uma solugdo do problema dado que
para a cor nitmero 2, temos 4 casas coloridas numa diagonal.

A ideia das solugdes disjuntas aparece como resulta-
do da estratégia de eliminar quadrados a colorir na procu-
ra de uma solucio. Ficamos entdo com um problema com
muitas solucdes, a que eu chamei o problema do Baltazar,
dada uma histéria que li hd muito tempo de um menino
que gostava de ir a pesca juntamente com a sua irma. Ti-
nha a sorte de apanhar mais peixes do que ela porque era
muito sossegado e ficava em siléncio durante horas sem se
mexer com a rede submersa em dgua, apanhando assim os
inadvertidos peixes.

Formulamos entdo um novo problema e podemos co-
mecar a interrogarmo-nos sobre os seus limites. Podemos
também diminuir a quantidade de casas de 12 para 10 vol-
tando a uma sé cor e temos ainda um outro problema, este
muito mais ficil que o inicial.

METACOGNICAO E REFLEXAO ABSTRATIVA

Passamos, entdo, da situacio de ndo termos qualquer co-
nhecimento sobre um problema, a ter na ideia pequenos
factos que nos fazem sentir que ja sabemos alguma coisa
sobre ele. Por exemplo, ajudow:

1. eliminar casas em diagonais;

2. ndo acumular quadrados coloridos, como no qua-
drado da figura 4, por exemplo;

3. dividir o quadrado em duas partes pela diagonal e

Figura 4.— Coloracdo que leva
a uma diagonal com mais de 3
quadrados coloridos.

distribuir a coloragio abaixo e acima da diagonal
principal; ou,

4. tracar todas as diagonais numa dire¢do colorindo s6
dois quadrados em cada diagonal, e coordenando de-
pois com as solucdes das diagonais da outra dire¢ao
e verificando linhas e colunas por tltimo.

Todos estes factos, para nossa vantagem, ou desvantagem
— pois podem nio estar de todo relacionados com a solu-
cdo do problema — fazem parte do conhecimento que le-
varemos connosco quando resolvemos outros problemas
similares. Chama-se metacognicdo (Schoenfeld, 1992) e nes-
te caso também frustraciio passaria a fazer parte do nosso
conhecimento se nio seguissemos o conselho de Polya de
aproveitarmos o que nos aparece durante as tentativas de
resolucio, e levantissemos questdes sobre o problema para
que outros pequenos problemas nos surjam e nos possam
ajudar. Neste caso tivemos sorte e conseguimos um outro
problema: o problema do Baltazar!

Mas o problema inicial ndo ficou ainda resolvido e é ne-
cessario voltar a pensar nele ou pareceria que formulamos
um outro problema e nada mais. E aqui que se fica mui-
to surpreso, quando ao voltar ao problema, uns dias mais
tarde, encontramos uma solucdo, e depois outra e depois
mais outra ainda!

Tera sido reflexdo abstrativa? Primeiro, serd de notar
que se logo vissemos as solu¢oes do Bolt terfamos prova-
velmente seguido outro caminho. Na historia da resolu-
cdo deste problema, formuldmos um problema mais facil,
mas nio antes de termos ganho uma experiéncia conside-
ravel. Temos alguma razdo para pensar que foi esta expe-
riéncia que levou a que ao voltar a pensar no problema, o
vissemos de forma diferente. Novamente nada na experién-
cia que ocorreu poderia ter delineado o caminho para que
de repente as solugdes comegassem a aparecer. A aprendi-
zagem e respetivo conhecimento foi instrumental numa
primeira fase, no sentido de von Glasersfeld (1989, p. 10).




Figura 5.— Algumas solugdes do problema 41, incluindo as duas dadas pelo Bolt.

Na segunda fase de resolugao, reflexio abstrativa, isto é,
novos esquemas e formas de operar, foram explicitamen-
te instrumentais: quando voltamos ao problema outro tipo
de organizacdo da distribuicdo dos quadrados pelas casas,
juntamente com a experiéncia acumulada em estratégias,
foi colocada em agio e uma das solugdes foi encontrada.
E depois outra, e mais outra, porque em primeiro lugar o
problema tornou-se possivel e, em segundo lugar, a tenta-
tiva-erro uma atividade dirigida.

Concluimos, entdo, que alguma aprendizagem foi con-
seguida para além da aprendizagem que ocorreu ao nivel
geral da resolucdo de problemas (mais um tipo de proble-
ma passou a fazer parte da experiéncia dos problemas re-
solvidos), nomeadamente:

— Estratégias em que passamos a confiar;

— Solugdes parciais;

— Mais que uma solugdo e logo uma nova perspectiva
sobre o problema;

— Um outro problema mais ficil que formulamos;

— Um problema que passamos agora a conseguir
resolver;

— Tudo o que passaremos a conseguir fazer com tudo
isto na resolugdo de outros problemas.

Mas ainda n3o acabou! Comeca agora! A primeira ques-
tdo a que ji nos referimos antes é: Quantas solugdes tem
o problema? Ou, como vamos saber que as temos todas?
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Figura 6.— Duas solugdes disjuntas mas nao 3 solugdes disjuntas.

A INVESTIGACAO CONTINUA

O problema fica, entdo, muito mais interessante e uma das
solucdes no fim do livro, diferente de qualquer uma das en-
contradas, levou ainda a uma outra investigacao.

Das inovacdes que fizemos com a formulacio do pro-
blema do Baltazar, a de colorir toda a rede com 3 solugdes
disjuntas, pode ser transportada para o problema inicial es-
tendendo a investigacdo. Ora ver as solucdes do Bolt, duas
ao todo, teve todo o proveito nesta altura pois continuan-
do a encontrar solucdes disjuntas temos casos em que te-
mos duas solucdes, mas nio trés solucdes. A investigacio
foi produtiva como podemos ver na figura 6.

E nio sio s6 quatro as s olu¢des! Sdo muitas mais!

Uma das solugdes do livro para o problema 41 do Bolt
¢ muito particular porque é simétrica (figura 7).

E para surpresa nossa, a partir dela conseguimos 3 so-
lugoes disjuntas (figura 8).

ATEMATICA
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E até agora ndo encontrei nenhuma outra configura-
¢lo, simétrica ou ndo simétrica, que conduza a 3 solugdes
disjuntas, enquanto que para a solucao do Bolt encontra-
mos algumas (figura g).

O problema comeca a ficar cansativo, especialmente por-
que é aborrecido fazer todas as verificacbes necesséarias, bem
como ter a certeza que todas as solu¢des foram encontra-
das, mas 14 produtivo é, e parece ser o problema com mais
solugdes no mundo inteiro! Passamos entdo a fase de de-
monstra¢do que sai fora do dmbito deste artigo. No entan-
to, passamos a sentir que estamos no fim da resolucio do
problema. Tentando ver se todas as solugbes tinham sido
encontradas, chega-se a conclusao que talvez seja necessa-
rio um algoritmo para termos a certeza de as ter encontrado
todas, e ficamos no dominio da demonstracio por compu-
tador, a bracos com uma demonstracio por método exausti-
vo. E agoral A demonstracdo produz o algoritmo ou o algo-




Figura 7.— Solucdo dada
ao problema por Bolt (1996,
p. 207).

Figura 8.— Trés solucdes
disjuntas.

Figura 9.— Mais sete solugGes disjuntas a partir da solucdo simétrica do Bolt

ritmo € necessario para a demonstracio? Neste caso fica-se
um pouco confuiso, mas parece ser a demonstragdo que pro-
duz o algoritmo! Um problema para a discussio filoséfica
sobre a atividade de resolugio de problemas. De acrescen-
tar que na nova formulagao a solugdo simétrica dada pelo
Bolt (para o problema 41) pede para que em cada diagonal
principal fiquem 2 casas de uma cor, 2 casas de outra cor
e as restantes da tiltima cor e logo constituiu um ponto de
partida para a procura de trés solugdes disjuntas.

Este tipo de problema tem outras versdes como, por

exemplo, colorir os quadrados de um tabuleiro de xadrez
dois a dois, ficando por colorir 8, e de tal maneira que des-
tes restantes 8 ndo fiquem 3 quadrados em diagonal. Ter
resolvido o problema 41 do Bolt vai ajudar a resolver este,
que por acaso também ¢é do Bolt, mas o 71

«Desenhe um tabuleiro quadrado 8x8 onde se ajustem as suas
pecas de doming, de tal modo que cada pega de dominé cubra
exatamente 2 casas. Os 28 dominés de um conjunto normal po-
dem ser colocados de modo a cobrir todas as casas 4 excecio de 8.
Hi ainda diversas distribuicoes possiveis. Pode-se ver na figura
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uma forma que deixa a descoberto uma casa em cada linha e ou-
tra em cada coluna do tabuleiro”. Como o leitor podera verificar,
se experimentar, uma tal distribuicdo pode ser conseguida de di-
versas maneiras, mas o verdadeiro desafio é encontrar uma ma-
neira tal que, além disso, ndo surjam trés centros de casas deso-
cupadas perfeitamente alinhados. A distribuigio de dominés da
solugdo que se vé na figura falha em duas linhas, indicadas pelas
rectas que atravessam os centros dos quadrados em falta.» (p. 85).

Um problema igualmente divertido e para o qual se tem
muitas estratégias na mio, agora, claro esta, e nao antes de
resolver o 41 do Bolt!

COMENTARIO FINAL

Tudo isto em resultado de formularmos um outro proble-
ma relacionado com o dado! Mas toda esta experiéncia foi
muito particular e pessoal. Para Thompson (198s) ser um
resolvedor de problemas é ser capaz de agir operativamen-
te sobre que possibilidades devemos seguir — deverei fa-
zer isto, ou aquilo? No problema 41 do Bolt, ao iniciar a sua
resoluciio, ndo temos muito mais que tentativa erro sem
muitas opg¢des informadas, dai comecarmos a subdividir a
rede, a experimentar preenchimentos ordenadamente e a
distribuir os quadrados na rede de formas que nos parecem
estratégicas levando, por exemplo, a andlise das diagonais.
Quando encontramos a primeira solu¢do e prosseguimos,
a atividade tornou-se generativa e a resolugao de problemas
pode neste sentido considerar-se operativa.

A experiéncia em resolucdo de problemas varia grande-
mente e a respetiva metacognicao também, por isso mes-
mo Lester (1985) considera o modelo de Polya insuficiente,
sendo necessério examinar as componentes da metacog-
nicdo e as acoes que as guiam. Mais ainda, comparando o
conhecimento feito por alunos e matematicos, ou educa-
dores matematicos, pesquisadores chegaram a conclusdo
que sdo conhecimentos muito diferentes e logo a ideia de
ensinar estratégias ndo é, em geral, conseguida. Dai que a
construcdo do curriculo com base no ensino de estratégias
ndo contribui significantemente para uma atividade que é
generativa e reflexiva, como o ¢ a atividade de resolucdo de
problemas.

A componente cognitiva do curriculo pode assim ser
satisfeita pela atividade de resolugio de problemas tendo
cuidado o professor de nio recontextualizar'® a sua expe-

riéncia na resolugio de problemas nas salas de aula com
os seus alunos (Palhares, 1995). Uma questdo a investi-
gar, que pode partir deste problema e outros semelhantes,
é como podem os professores criar oportunidades para os
seus alunos que levem 2 atividade de formulagdo dos pro-
blemas que contribuem para a resolugao do problema a re-
solver. Ou seja, 0 que caracteriza esta atividade e em que
ambientes se torna operativa.

Notas

[1] Na figura referida é apresentada uma outra solucdo que
poderia reformular o problema de forma anéloga a do
Problema do Baltazar, ou seja, com mais de 3 quadra-
dos por diagonal, por colorir.

[2] Palavra utilizada aqui com um sentido diferente do usa-
do pelo autor no trabalho referido.

Referéncias

Bolt, B. (1996). A caixa de Pandora da Matemdtica. Gradiva.

Lester, F. K. (1985). Methodological considerations in research on
mathematical problem solving instruction. Teaching and lear-
ning mathematical problem solving: multiple research perspecti-
ves. Hillsdale: LEA Silver, E. A.: p. 41-70.

Palhares, P. (1995). Histérias com problemas construidos por fu-
turos professores de Matematica. Em Fernandes, D., Lester,
F., Jr., Borralho, A., & Vale, 1. (ed) Resolucdo de problemas na
formagiio inicial de professores de matemdtica: miltiplos contex-
tos e perspetivas. Lisboa: Grafis.

Polya, G. (1985). Como resolver problemas. (2. ed.). Lisboa: Gradiva.

Schoenfeld, A.H. (1992). Learning to think mathematically: pro-
blem solving, metacognition and sense-making in mathema-
tics. Em D. Grouws (ed) Handbook for Research on Mathema-
tics Teaching and Learning (pp. 334—370) New York: MacMillan

Thompson, P. W. (1985). Experience, problem solving and lear-
ning mathematics: considerations in developing mathematics
curricula. Em Edward A. Silver (ed) Teaching and learning ma-
thematical problem solving: multiple research perspectives. Hills-
dale: LEA Silver, E. A.: p. 189-233.

von Glasersfeld, E. (1989). Cognition , the construction of know-
ledge and teaching. Synthese 8o (1):121-140.

EpuarDA Moura




APM 2015 — sécios

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associacao de Professores de Matemitica (APM) é uma institui¢go de utilidade publica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da
Matemidtica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do ensino da
Matemadtica, promovendo atividades de dinamizagao pedagogica, formacio, investigagio e intervengio na politica educativa. A APM
disponibiliza aos professores de Matemitica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacio e utilizacio
pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Modalidades de associado

Atualmente a APM oferece seis modalidades de sécio individual:

« sbcio regular « s6cio estudante regular » socio estudante @-s6cio

« socio aposentado «@-sécio « sécio residente no estrangeiro

e cinco modalidades para socios institucionais, dependentes do tipo de produtos a que tem direito e que estio discriminadas na
tabela abaixo.

PublicacBes periédicas

Todos os associados tém direito aos cinco niimeros anuais da revista Educagdo e Matemdtica e ao boletim informativo APMinformagao.
Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagdes no nosso portal, todos os outros terdo direito
também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de preco especial na assinatura da revista
Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicao de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicao de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicactes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a APM tem protocolos ou noutros eventos em que a APM venha a
colaborar, a participar da vida da associagdo através dos grupos de trabalho, dos nicleos regionais ou por outras formas e a divulgar
o seu trabalho através da APM.

Quotas anuais para 2015

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor no ativo (sécio regular) 50,00 € Modalidade I [1 exemplar da E&M] 60,00 €
e A o 1500€ | |Modalidade I1 [2 exemplares da E&M] 80,00 €
(com regalias de @-sécio)
Estudante. s{venf:lmento 3850 ¢ Modalidade III [1 exemplar da E&M + Quadrante] 75,00 €
(com regalias de sécio regular)
Professor aposentado 38,50 ¢ Modalidade 1V [2 exemplares da E&M + Quadrante] 100,00 €
@-s6cio 38,50 ¢ Institui¢do no estrangeiro $1)10']02%%353}
Socio residente no estrangeiro 60,00 €
Assinaturas das revistas para 2015
Educagio e Matemdtica Quadrante
(5 nimeros/ano) (2 nimeros/ano)
. o Portugal 15,00 €
Associados individuais :
Estrangeiro 20,00 €
: g e Portugal 47,00 € 35,00 €
N3o associados individuais :
Estrangeiro 65,00 € 45,00 €
S Portugal 75,00 € 50,00 €
Nio associados individuais =
Estrangeiro 85,00 € 60,00 €
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