Marco <o Abril




[g4]
@]
G
)
O
(o
©
e
| @]
=

EDUCAGAO E MATEMATICA

Diretora Lina Brunheira
Subdiretora Helena Rocha
Redacdo Anténio Fernandes

Claudia Canha Nunes
Cristina Cruchinho
Cristina Tudella
Helena Amaral

Irene Segurado

|sabel Rocha
Manuela Pires

Paulo Alvega

Rita Mestre

Silvia Zuzarte

Colaboradores Permanentes

Anténio Domingos Tecnologias na Educacao Matemdtica
Cristina Loureiro Caderno de Apontamentos de Geormetria
Grupo de Trabalho de Investigacdo da APM Espago GTI
José Paulo Viana O problema deste niimero

Colaboradores em 2014
Joana Latas Matemdtica do Planeta Terra

Capa Anténio M. Fernandes
Paginacdo Gabinete de Edicio da APM

Entidade Proprietdria

Associacao de Professores de Matemadtica

Rua Dr. Jodo Couto, 27-A, 1500-236 Lisboa
Data da publicagio Abril 2015

Tiragem 1500 exemplares

Periodicidade

Jan/Fev, Mar/Abr, Mai/Jun, Set/Out e Nov/Dez

Impressdo

Colorpoint, Unipessoal Lda
Urbanizacao Vale Azul, n.° 8
Casal da Espinheira
2560-401 Silveira

Deposito Legal n.° 72011/g3
Registo no 1CS n.® 124051
ISSN 0871-7222

Porte Pago

Sobre a capa

Na capa deste numero surge uma das projecgoes planares
do sistema de raizes associado a uma estrutura matematica
importante—uma dlgebra de Lie—conhecida como E8. Esse
sistema de raizes «habita» um espaco de dimensdo 8. Assim,
uma determinada realidade matemdtica torna-se acessivel através
de diversas descricoes. Uma mesma coisa pode, do ponto de
vista matemdtico, revelar-se através de objectos matemdticos
distintos e essa pluralidade favorece o entendimento—a coisa
essencial. No fundo, a capa pretende solidarizar-se com o tom
geral do editorial do presente nimero.

Anténio M. Fernandes

Neste nimero também colaboraram

Ana Boavida, Ana Isabel Silvestre, Cristina Tudella,

Fernando Nunes, Helena Amaral, Jodo Teodoro, josé

Pastore Mello, Luiz Freitas, Margarida Rodrigues, Patricia Beites,
Paula Serra, Ricardo Ferreira.

Correspondéncia

Associacdo de Professores de Matematica

Rua Dr. Jodo Couto, n.° 27-A, 1500-236 Lisboa
Tel: (357) 21716 36 90

Fax: (351) 21716 64 24

E-mail: revista@apm.pt

Nota

Os artigos assinados sao da responsabilidade dos seus autores,
nao refletindo necessariamente os pontos de vista da Redacao
da Revista. Por opcao do editor e/ou autores, alguns artigos nio
obedecem as regras do novo acordo ortografico.



EDITORIAL

Pensando sobre a Matematica
para perspetivar o seu ensino

Muitas pessoas s3o vitimas de ideias mistificadoras sobre o
que ¢é e como progride a Matemdtica. Fruto de uma experi-
éncia matemética redutora, pensam em niimeros, férmulas,
simbolos cripticos e célculos descontextualizados que seguem
regras impostas e que, amiude, se associam a estranhas ar-
madilhas técnicas. Atribuir sentido aos simbolos, compreen-
der o significado e origem das férmulas e o porqué dos pro-
cedimentos, ndo integram a sua imagem da Matematica.

S6 que a Matemitica ndo é sobre simbolos e célculos.
Estas s3o apenas as ferramentas do oficio. E sobre ideias e
sua inter-relacdo. E as regras ndo s3o arbitrarias mas antes
construidas com um propdsito. Nao é possivel compreendé-
la seguindo apenas regras e ignorando a sua razdo de ser, em
que se fundam e como evoluem. Em certa medida, o mes-
mo acontece com os simbolos. E um facto que o pensamen-
to conceptual e abstrato, seja matemdtico ou ndo, manipu-
la simbolos mas é essencial que se consiga descortinar as
ideias que representam, sob pena de se cair na perversida-
de, tipica da sociedade do espetdculo, de tomar o simbolo
pela prépria coisa. Em Matemadtica, o simbolismo é apenas
a forma codificada, ndo a sua esséncia. Um ensino que ne-
gligencie a atribuicdo de significado aos simbolos até pode
contribuir para os alunos desenvolverem comportamentos
de reflexo simbdlico, tipicos de animais, mas dificultard a sua
iniciativa simbdlica, ou seja, que identifiquem simbolos para
representar ideias, que os relacionem e que operem com eles
pensando no que lhes esta subjacente, o que é essencial para
construirem, compreendendo, novo conhecimento.

Outra ideia bastante comum é que Matemdtica é um do-
minio de saber rigoroso no qual a validade dos enunciados
deriva de fundamentos absolutos e autoevidentes através de
encadeamentos de raciocinios dedutivos. Nesta concepcdo per-
segue-se a busca de uma linguagem artificial que afaste am-
biguidades e o que se prova é considerado necessdrio e irre-
futdvel. A validade e o carécter de necessidade s3o garantidos
pelo formalismo da linguagem. Quem defende esta perspetiva
considera, amitde, que «o raciocinio matemdtico é, por exce-
léncia, o raciocinio hipotético-dedutivos» (MEC, 2013, p. 4).

H4 alguns anos que se assiste a um forte questiona-
mento desta visdo destacando o seu caracter redutor. Kline
(1989) refere que a criacdo matemdtica é, antes de mais, a

obra de homens notdveis pela sua forte intuicdo. Foi, ali-
s, uma intui¢do muito apurada, baseada numa compre-
ensdo profunda dos conceitos, que permitiu a matemati-
cos do século XVIII obter importantes resultados embora
nao fossem guiados por defini¢des rigorosas. E duvidoso,
até, que tivessem sido capazes de chegar a vérios deles se
estivessem oprimidos pelos atuais padrdes de rigor. Hersh
(1997), assumindo uma posicao filoséfica que designa por
humanista, indica que em Matemdtica o método é conje-
turar e provar e que os problemas vém em primeiro lugar.
E Pélya defende que o raciocinio demonstrativo e o plausi-
vel s3o duas faces da mesma moeda que ndo se contradi-
zem, mas antes se completam.

Situarmo-nos numa perspetiva filoséfica humanista tem
importantes repercussdes para o ensino da Matemdtica. Ver
a resolucdo de problemas apenas como campo de aplica-
cdo de «regras e procedimentos, previamente estudados e
treinados» (MEC, 2013, p. 5), colocar uma énfase prematu-
ra no rigor de defini¢des, na formalizacdo de conceitos e na
manipulacdo simbdlica, dar a primazia ao raciocinio hipo-
tético-dedutivo remetendo para plano secunddrio proces-
sos intuitivos, observacdes indutivas, explicacdes, justifica-
coes e métodos informais de matematizacdo, é caminhar
em sentido contrdrio ao que fez progredir a Matemdtica, eli-
minando bases poderosas para a aprendizagem. E impor-
tante que em qualquer tépico matemdtico e no dia-a-dia da
aula ocorram oportunidades para os alunos construirem
sentido para a Matemdtica. E como esta ciéncia n3o cres-
ce apenas por incrementos sucessivos, mas também por
revolucdes ocasionais, apenas se se aceitar a possibilidade
de errar no presente se podera esperar que o futuro traga
melhorias significativas ao nosso conhecimento.
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A emergéncia do pensamento algébrico
num grupo de criancas de 4 anos —
entre os livros infantis e os

padroes de repeticao

PAULA SERRA E MARGARIDA RODRIGUES

Sao varios os autores que referem a importancia do desen- [ PENSAMENTO ALGEBRICO E PADROES
volvimento do pensamento algébrico desde os anos ini- | NO PRE-ESCOLAR
ciais, nomeadamente desde o pré-escolar. Para Threlfall

o 3 56 Segundo Kaput (2008), existem dois aspetos essenciais do
(1999), o estudo dos padrdes constitui um veiculo privile-

pensamento algébrico: (a) a generalizacio e a formalizacio

glai? P olfazer. = o : . de padrdes e (b) a manipulacao simbdlica. Blanton e Kaput
ESte Pl a0, apToReTinEe g_ sedistarelasque o . (2011) definem o pensamento algébrico como uma ativida-
ram propostas a um grupo de criancas de 4 anos, centra- |

das em padroes de repeticao, num contexto de exploragio
da literatura infantil, tendo surgido na sequéncia das his-
térias «A lagartinha comilona» e «A casa da Mosca Foscax.
Todas as tarefas foram iniciadas sempre com a leitura da
histéria respetiva, em grande grupo. As tarefas foram rea-
lizadas no 4mbito da tese de mestrado da primeira autora
(Serra, 2014), educadora das criancas, sendo que os nomes
das criancas aqui referidos sdo ficticios, de modo a garan-
tir o seu anonimato.

de generalizante de ideias matemiticas, defendendo a sua
- aplicagdo e desenvolvimento em niveis cada vez mais ele-
mentares, designando essa mesma atividade por early al-
gebra. Este é um tipo de atividade que prepara as criancas
para o desenvolvimento de estruturas e de modos de gene-
ralizagdo matemdética e ndo para a mecanizag¢do de procedi-
mentos. O que se procura é desenvolver o raciocinio algé-
brico de um modo que inclua a compreensio de estruturas
matemdticas representadas pela linguagem e pelos gestos,
utilizando materiais concretos e representacdes e nio pro-
priamente iniciar o estudo da algebra mais cedo do que o
habitual (Warren & Cooper, 2008).
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Figura 1.— Padroes de tipo AB, ABC e ABB

Threlfall (1999) refere que, para além do desenvolvi-
mento do raciocinio légico, a introdugio de padrdes, no-
meadamente de repeticio, no pré-escolar, é importante na
aprendizagem futura da dlgebra. Na mesma linha, Herbert
e Brown (citados em Borralho, Cabrita, Palhares & Vale,
2007) sustentam que a early algebra deve iniciar-se pelo es-
tudo de padrdes logo desde o jardim-de-infancia.

Papic, Mulligan e Mitchelmore (2011) consideram os
padrdes de repeticao (onde figura uma estrutura que se
repete) apropriados para o trabalho no pré-escolar. Deste
modo, sdo muitas as criancas que, de uma forma esponti-
nea, criam padrdes de repeticdo simples, utilizando dife-
rentes materiais da sala, tais como colares de conta e outros
materiais manipulaveis, ou representando-os nos desenhos
e decoracdes de roupa (Threlfall, 1999).

Segundo Threlfall (1999), para desenvolver um trabalho
adequado com padrdes de repeticdo, é necessario atender a
sua complexidade e ao modo como as criangas veem esses
padrdes. O autor refere que padrdes do tipo AB s3o mais
simples do que os padrées com mais elementos na unida-
de de repeticdo e que os padrdes com um unico atributo
s3o0 mais simples do que com mais do que um atributo.

E de salientar, ainda, a importincia da consciéncia de
que um padrio é um todo e que deve ser visto relacionan-
do-o com a unidade de repetigao (Threlfall, 1999). A for-
ma como a unidade de repeticio é identificada por parte
das criangas, é referida por Vale et al. (2011), como essen-
cial para se pensar no padrio como uma sucessao de ter-
mos que se repetem, de modo a conduzir a generalizacdo.
A identificacio da unidade de repeticdo pode ocorrer de
duas formas: por uma cantilena que enfatiza a unidade de
repeti¢do pela entoagio utilizada ou por uma referéncia ex-
plicita a unidade de repeticao (Threlfall, 1999).

E também fundamental a forma como se incentiva a ob-
servacio de padrdes e a utilizagdo de diferentes materiais
ou simbolos (letras ou niimeros) de modo a levar as crian-
cas a identificar que a estrutura dos diferentes padroes nio
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depende do material utilizado (Vale et al., 2011; Ziemba &
Hoffman, 2006).

ALGUMAS DAS TAREFAS PROPOSTAS

CRIANDO PADROES

Na primeira tarefa, Pintar a lagartinha, foi pedido as crian-
cas que colorissem, a seu gosto, uma lagartinha com 20 es-
pacos, de modo a criarem um padrdo. Este termo ja tinha
sido usado pela educadora, nas situacdes em que se encon-
travam na presenca de um padrio de repeticdo. Dai que as
criangas ja tivessem, nesta altura, uma nogdo intuitiva de
padrdo. No decurso da tarefa, a educadora ia questionando
as criancas com o intuito de perceber se conseguiam iden-
tificar o que se repetia e se identificavam semelhancas en-
tre os diferentes padroes criados.

As lagartas apresentaram padroes de trés tipos diferen-
tes (figura 1). Algumas criancas usaram uma estratégia em
que pensavam previamente nas cores a utilizar, o que faci-
litou o seu trabalho de criacio de um padrdo. Apenas duas
das criancas colocaram, junto a si, as canetas necessarias
para pintar a lagartinha, retirando-as da caixa, evidencian-
do ja alguma nocdo da unidade de repeticao. As criangas
conseguiram criar padrdes com duas cores (do tipo AB ou
ABB) e com 3 cores (do tipo ABC).

As criangas, que ndo colocaram as canetas fora da caixa,
utilizaram a estratégia de voltar ao inicio para verificar a or-
dem correta das cores a pintar. O Dinis usou uma aborda-
gem simétrica, sendo que nos primeiros nove anéis, sen-
sivelmente a meio da lagarta, utilizou a sequéncia de cores
de roxo, vermelho e azul. A partir dai, inverteu a sequén-
cia das cores, colocando roxo, azul e vermelho. Trata-se de
um padrio com componente de simetria, obtido provavel-
mente por o Dinis ter olhado para o que ja tinha pintado,
da esquerda para a direita, invertendo a sequéncia, e ndo
para o inicio da lagarta, da cabega para a sua extremidade.



Figura 2.— A lagarta do Dinis

O Anténio tentou criar um padrio utilizando todas as
canetas da caixa, mas nio foi capaz de manter uma repe-
ticdo exata da unidade de repeticdo que, neste caso, conte-
ria um elevado niimero de elementos. Assim, a estratégia
do Anténio residiu em usar uma grande diversidade de co-
res, dispondo-as primeiro sem repetir (nos primeiros nove
anéis da lagarta) e a partir da repeticio do cinzento, pare-
ce disp6-las aleatoriamente.

O grupo determinou que nao se tratava de um padrao,
mas nio conseguiu explicar bem porqué; o argumento mais
utilizado foi que «tem muitas cores e nio se pode fazer um
padrao com muitas cores». A lagarta pintada pelo Anténio
serviu de contraexemplo da no¢o de padrdo. As criancas
identificaram as dificuldades iniciais do Anténio e procu-
raram depois nao cometer o mesmo erro.

LENDO PADROES

Quando foi pedido as criangas, em grande grupo, que les-
sem para os outros os padrdes das suas lagartas, identifica-
se a utilizagdo pelas criancas de uma cantilena que enfatiza
aunidade de repeti¢ao pela entoagdo utilizada, ou até gestos

. € movimentos de mao, permitindo identificar a sequéncia
correta das cores e os erros cometidos. No caso da lagarta
do Dinis (figura 2), o Mario fez o comentario seguinte:

Mério — Ah....fizeste diferente! (faz gestos com a mao)
Que é roxo, vermelho, azul, roxo, vermelho, azul....
e depois no final é ... depois do roxo é o azul parece
diferente (fala com entoagdo)

Educadora — Esta diferente? Como é que tu achas que
esta diferente?

Mario — Porque tem o roxo com o vermelho ao pé do
azul, entdo o azul mudou ao pé do roxo entio o ver-
melho mudou ao pé do azul. (faz gestos com as méaos
e com os dedos aos saltinhos de trés)

Educadora — Queres vir aqui mostrar & Paula o que
estis a dizer?

Figura 3.— A lagarta pintada pelo Anténio

Figura 4.— Registos de controlo do padrio feitos
pelo Frederico (A) e pelo David (B)

Mario — Porque o Dinis fez aqui o roxo e depois nesta
partiu e p6s aqui o roxo, o azul, o vermelho.

O Frederico sugeriu uma forma de o Dinis n3o se enganar
e registou-a numa folha:

Frederico — Ah ja sei! Fazemos uns quadradinhos para
noés ndo enganarmos.

Mario — Ja sei. Podemos fazer um padrio que o Di-
nis ndo se engana, pomos aqui a frente o papel e
ele ja sabe.

Frederico — Eu vou tirar as canetas que ele usou. En-
carnado, roxo, azul.

O Frederico tirou também da caixa uma caneta verde com a
qual desenhou uma linha fechada dentro da qual fez «qua-
dradinhos», de acordo com a unidade de repeti¢do utiliza-
da pelo Dinis: roxo, encarnado e azul. O David sugeriu logo
outra maneira e desenhou um «circulo» verde no centro
rodeado de outras linhas circulares de cores idénticas as
da lagarta do Dinis:

T0 3 ABRIL 132 3




David — Um verde circulo grande...azul, castanho...

Anténio — Roxo, é roxo, a lagartinha comeca por
aqui!

David — Posso fazer 2 volta, a primeira é uma volta,
agora a outra...

Luisa — Sdo muitas voltas!

Anténio — Primeiro era o verde?

David — Porque era a...isto era um circulo que esta-
va a segurar as cores, depois o Dinis vinha aqui ver
qual era a cor primeira. Era esta, depois esta e de-
pois esta.

O registo do Frederico mostra que identificou a unidade de
repetigio de uma forma independente quanto ao nimero
de itens (Papic et al., 2011). Foi a primeira vez que surgiu
um registo icénico da unidade de repeticdo. Este registo sur-
ge como forma de as criangas obterem um maior controlo
relativamente 2 correcio do padrdo durante o processo de
criacio do mesmo, ndo tendo existido uma solicitagdo ex-
plicita por parte da educadora nesse sentido.

REPRODUZINDO PADROES COM GESTOS

Na tarefa, Ler a lagartinha por gestos, em grande grupo, cada
crianca tinha de reproduzir o padrio inicial da sua lagarta
com gestos, tocando em alguma parte do corpo, e ensin-
lo a0 grupo que o reproduzia também por gestos. Verifi-
cou-se que todas as criangas conseguiram reproduzir por
gestos os padrbes anteriormente feitos nas lagartas, iden-
tificando com facilidade a equivaléncia de gestos e cores.
Ao mesmo tempo que tocavam nas diversas partes do cor-
po, estas eram verbalizadas:

David — Cabeca pés pés, cabeca pés pés, cabega pés

pés.
Educadora — Qual é a cor da cabega? {...)
David — Vermelha.

Faz gestos os tons de moda 3 que fages um padriio.
Podes escolhar os que quiseras.
Pints ns frutas da acorde com o padre senoro gue feste,

Educadora — E quando tocas no pés, qual é a cor que
estds a dizer?

David — Azul.

Educadora — E porque é que tocas duas vezes nos
pés?

David — Porque s3o dois azuis.

A educadora reforcou a ideia de repeticdo e que era apenas
necessario fazer uma «unidade» de gestos para ensinar o
padriio aos amigos, e ndo a totalidade do que tinham pinta-
do. Também reforcou que, se continuassem a fazer os ges-
tos, podiam ficar ali indefinidamente.

As criancas que se seguiram apenas referiram, gestual
e oralmente, a unidade de repeti¢do do seu padrdo e ensi-
navam apenas isso ao grupo que a utilizava para reprodu-
zir o padrio e dar-lhe continuidade.

CRIANDO PADRDES COM GESTOS

Numa outra tarefa, era pedido a todas as criancas para cria-
rem padrdes gestuais, verbalizando as partes do corpo em
que tocavam e ensinarem-nos ao grande grupo. Tal como
antes, ensinavam ao grupo apenas a unidade de repeticdo
que era usada por todos para reproduzir gestualmente os
padrdes inventados, reproduzindo a unidade de repeticao
e a repetico da mesma. Fizeram-no, de seguida, e um de
cada vez, sabendo que cada um deveria memorizar o seu
préprio padrio inventado para o reproduzir pictoricamen-
te depois.

Apbs a criagdo dos padrdes gestuais, cada um dirigiu-
se 3 mesa de trabalho para reproduzir o seu padrdo na pin-
tura da sequéncia das laranjas. Os padrdes evoluiram para
uma forma mais complexa, tendo sido registados, nas se-
quéncias das laranjas, padrdes de complexidade diversa: AB
(4), ABC (4), ABB (1), ABCDE (2), ABBCD (1), ABCC (1).
Verificou-se que conseguiram associar um gesto a uma cor

Fiag gestos o5 sons de modo & que fagas um padrao.
Podes escolhar os que qulsarss,
Pinta a3 frutas da acorda com o padrio sonaro que fizasts,

Figura 4— Os padrbes do Mario e do Fernando, respetivamente
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Figura 5.— Material utilizado para a realizagdo da tarefa

e que quase todos se lembraram dos padrdes gestuais cria-
dos, tendo sido oito as criangas que fizeram corresponder
exatamente o padrao gestual ao que coloriram.

Na figura 4, podemos observar os padrdes do Mério e do
Fernando com as laranjas. O Mrio verbalizou «olhos nariz
nariz boca pés ombro» mas correspondeu-o a um padrio fi-
gurativo do tipo ABBCD, ambos complexos. O Fernando fez
corresponder o padrao figurativo do tipo ABCDE ao seu pa-
drao gestual de «cabeca pés brago mao barriga». O Mério foi
o sexto a criar o seu padrdo e o Fernando o segundo. Apesar
da maior distincia temporal entre o momento de invengio
do padrio gestual e a concretizacdo da reproducio na pin-
tura das laranjas, o Fernando conseguiu criar um padrdo
complexo, memorizi-lo e reproduzi-lo adequadamente.

Estas duas ltimas tarefas permitiram que as criancas
desenvolvessem o seu sentido de unidade de repeticio, con-
seguindo transferir o mesmo padrio para diferentes mo-
dos ou materiais, do figurativo para o gestual, e do gestual
para o figurativo.

REPRODUZINDO E CONTINUANDO PADROES

Uma outra tarefa, Enfeito a casa da Mosca Fosca com padroes
coloridos, teve como ponto de partida a historia «A casa da
Mosca Fosca», tendo-se pedido as criancas que realizassem
padrdes para enfeitar a casa para a festa que a Mosca Fos-
ca ia dar, Cada crianca tinha um conjunto de cartdes com
formas diferentes mas da mesma cor, com os quais copia-
ria e continuaria padroes, apresentados em tiras, com va-
riagdo do atributo forma ou do atributo posi¢io. A maioria
das criancas nao apresentou dificuldade em copiar e con-
tinuar os padrdes apresentados.

Anteriormente a esta tarefa, a educadora comecou a in-
centivar as criancas para a identificagao da estrutura dos pa-
drdes, primeiro através da utilizacdo de ntimeros («Se o teu
padrdo fosse niimeros, como é que tu lias o teu padrio?»,
tendo a Matilde respondido, para um padrio do tipo ABC,
«I...2...3; 12 3, T 2 3»), e depois através de letras para que

0o

as criangas nao confundissem com o nimero de vezes que
a unidade de repeti¢do se repete numa dada representagio
de um padrao, como poderia acontecer no caso da utiliza-
¢do dos niimeros.

A necessidade de atribuir uma designacio 4 unidade de
repeti¢do acabou por surgir de forma espontinea numa si-
tuagao em que lhes foi pedido para realizarem colares com

Figura 5.— Registo e colagem dos padrées e dos codigos
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Figura 6.— Luisa identificando a unidade de repetigao e
Tatiana identificando e contando a unidade de repeticio,
respetivamente

fios de conta, identificarem o que se repetia e registar as
descobertas numa folha. O Dinis, ao identificar a unidade
de repeticao, representou a respetiva sequéncia das cores
e delimitou-a dentro duma caixa, designando-a por codigo,
por os jogos do irmdo mais velho terem cédigos, e expli-
cando: «E para n3o nos enganarmos. Olhamos para o codi-
go». A partir deste momento, a unidade de repetigao pas-
sou a ser referida por codigo.

Assim, na tarefa Enfeito a casa da Mosca Fosca com pa-
drdes coloridos, o codigo facilitou a consciencializagdo pelas
criancas da estrutura do padrio:

Educadora — Qual é o codigo do teu padrao Anténio?

Anténio — Circulo retingulo.

(-)

Educadora — Qual é o vosso codigo? Aquele nome que

o Dinis inventou? (Luisa mostra com as maos a unida-
de de repeticdo e com a mao toda faz barreira).

Luisa — ABABAB.

)

Educadora — Quantas vezes é que o codigo se repete

no teu padrao?

()

Tatiana — (com dois dedos) Um dois trés.

Enquanto o Anténio verbalizou apenas a unidade de repeti-
¢do («Circulo retingulo»), a Luisa leu todos os elementos que
tinha construido, representando-os pelas letras AB. O facto
de a Luisa ter separado gestualmente a unidade de repeticao
revela a consciéncia da mesma, tendo usado esse processo
para a identificar. Tal como se verificou com a Tatiana, um
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namero elevado de criancas conseguiu contabilizar o na-
mero de vezes que a unidade de repeticao se repete.

CONSIDERAGOES FINAIS

As tarefas aqui apresentadas iniciaram-se com a criago de
padrdes e ndo com o copiar e continuar modelos fornecidos
pelos adultos. Segundo Threlfall (1999), é mais importan-
te que as criancas criem os seus proprios padrdes do que
copiem modelos preestabelecidos.

Apbs a implementacdo das tarefas, pode afirmar-se que
a maioria do grupo domina o conceito de padrdo e conse-
gue criar padroes de repeticdo. Foi ainda evidente a evo-
lucdo das criancas ao nivel da complexidade dos padroes
criados, sendo que iniciaram padrdes com unidades de re-
peti¢do com um namero de elementos até 3 (Vale et al.,
2011), tendo depois criado padroes com unidades de repe-
ticio com um maior nimero de elementos (até 5).

As criangas também conseguem identificar erros na cons-
trucio do padrdo quando realizam uma leitura em voz alta,
em grande parte devido 3 entoagdo. A estratégia de isolar
as canetas necessirias para pintar o padrdo e as estraté-
gias para ajudarem os amigos a ndo se enganarem no pa-
drao foram potenciadoras da identificacdo da unidade de
repeti¢io, bem como a énfase colocada na unidade ao en-
toarem a cantilena da leitura do padrao (Threlfall, 1999).
Também foi importante a solicitagio da educadora para
que ensinassem os padrdes gestuais aos amigos, fazendo
apenas os gestos correspondentes 3 unidade de repeticao.
Os movimentos fisicos nio so facilitam a representacio do




padrio como também a percecido da unidade de repeticio
(Threlfall, 1999).

A evolugdo ao nivel da complexidade dos padrdes cria-
dos decorreu do desenvolvimento progressivo das criancas
relativamente a consciéncia da estrutura do padrio, tradu-
zida, muitas vezes, na forma como as mesmas usaram e
verbalizaram o «c6digo». A identificacdo da unidade de re-
peticdo aparece de forma distinta nos didlogos das crian-
cas, quando passam a utilizar a palavra «6digo> inventa-
da por Dinis e que depressa assume um carater facilitador
da compreensdo da estrutura de um padrdo. A utilizacio
de letras para codificar os padrdes permitiu que reconhe-
cessem as diferentes estruturas dos padrdes de repeticio,
e que elas ndo estavam dependentes do material utilizado
(Vale et al., 2011).

Referéncias

Blanton, M., & Kaput, | (2011). Funtional thinking as a route
into algebra in the elementary grades. In J. Cai & E. Knu-
th (Eds.), Early Algebraization: A Global Dialogue from Mul-
tiple Perspectives (pp. 5—23). Berlin: Springer.

Borralho, A., Cabrita, I., Palhares, P., & Vale, I. (2007). Os pa-
drdes no ensino e aprendizagem da algebra. In 1. Vale,
T. Pimentel, A. Barbosa, Fonseca, L. Santos & P. Cana-
varro (Orgs), Niimeros e Algebra (pp. 193-211). Lisboa:
SEM-SPCE.

Kaput, J. (2008). What is algebra? What is algebraic reaso-
ning? In J. Kaput, D. Carraher & M. Blanton (Eds.), Al-
gebra in the early grades (pp. 5-17). New York: Lawrence
Erlbaum Associates.

Palhares, P., & Mamede, E. (2002). Os padrdes na matemitica
do pré-escolar. Educare-Educere, 10(1), 107-123.

Antincio

Papic, M., Mulligan, T., & Mitchelmore, M. (2011). Asses-
sing the developing of preescholers’ mathematical pat-
terning. Journal for Research in Mathematics Education,
42(3), 237-268.

Serra, P. (2014). Lendo ¢ explorando histérias: A emergéncia do
pensamento algébrico em criancas de 4 anos (Tese de mestra-
do, Escola Superior de Educacio de Lisboa, Lisboa). Onli-
ne in http://repositorio.ipl.pt/handle/10400.21/3906

Threlfall, ]. (1999). Repeating patterns in the primary years.
In A. Orton (Ed.), Patterns in the teaching and learning of
mathematics (pp. 18-30). London: Cassell.

Vale, 1., Pimentel, T., Barbosa, A., Borralho, A., Cabrita, I, &
Fonseca, L. (2011). Padrdes em matemdtica. Uma propos-
ta diddtica do novo programa para o ensino bdsico. Lisboa:
Texto Editores.

Warren, E. & Cooper, T. (2008). Generalising the pattern
rule for visual growth: Actions that support 8 year olds’
thinking. Educational Studies in Mathematics, 67(2),
171-185.

Ziemba, E., & Hoffman, ]. (2006). Sorting and patterning
in Kindergarten: From activities to assessment. Teaching
Children Mathematics, 236-241.

PaurA SErra
ExTERNATO «O POETA»

MARGARIDA RODRIGUES
EscoLa Superior pE Epucacio po InstiTuto PoLITECNICO
pE Lissoa E UIDEF, UNIVERSIDADE DE LisBoa

NUMERO TEMATICO DA EDUCACAO E MATEMATICA

Como habitualmente, o Gltimo nGimero do ano da Edu-
cagdo e Matemdtica, a sair em novembro/dezembro, serd
tematico.

Desta vez o tema escolhido foi a Criatividade.

Assim, neste nimero temético da E&M serdo discuti-
dos e refletidos diferentes aspetos do desenvolvimento des-
ta capacidade em Matematica, dando também uma pers-
petiva do que se tem feito neste dominio em Portugal e
noutros paises. Um dos objetivos principais é a clarifica-

¢ao desta capacidade no dominio da educacio matematica
e a discussdo sobre a sua integracdo nas aulas de matema-
tica e 0o modo de a desenvolver nos nossos alunos.

Aqui fica o convite a todos os interessados em escrever
e/ou partilhar ideias ou reflexdes sobre este tema, para que
nos facam chegar os vossos contributos — artigo, relato de
sala de aula, pontos de vista, etc..

As propostas de contribuicio deverio ser enviadas até
31 de agosto.
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

Batalha Geométrica

JOSE PAULO VIANA

Quatro amigos meus descobriram o jogo Batalha Geométrica e resolveram fazer um campeonato entre eles, com atribui-

¢do final de medalhas de ouro, prata e bronze para os trés primeiros classificados.

Quando os voltei a encontrar perguntei-lhes qual tinha sido a classificac@o final. Eis o que me disseram:
Manuela: «Figuei a frente do Eduardo. A Florinda ficou atrds de mim.»
Rita: «Fiquei em primeiro. O Eduardo n3o teve nenhuma medalha.»

Florinda: «Nem a Manuela nem o Eduardo receberam a medalha de ouro. Quem ficou em primeiro fui eu.»

O Eduardo manteve-se calado.

Descobri depois que nao houve empates na classificagao final e que, das duas frases ditas por cada um, uma era ver-

dadeira e a outra falsa.
A quem foram atribuidas as medalhas?

UM PROBLEMA NO PROBLEMA

O problema proposto no nimero 130 de Educagdo e Mate-
mdtica fez parte de um dos concursos Canguru Matemdtico.
Foi-me apresentado pela Teresa Pimentel (Viana do Caste-
lo) como exemplo de um problema que pode ser resolvido
por muitos processos. Ei-lo:

A professora Teresa projetou no quadro o seguinte enunciado: Qual é
a drea da zona sombreada desta figura?
1 1

Depois, disse aos seus alunos:
— Quero que cada um de vocés resolva este problema por dois mé-
todos diferentes.

Podem os leitores da Educacdo e Matemdtica ajudar estes alunos com
duas maneiras distintas de chegar d solugdo?

Recebemos 16 respostas: Alberto Canelas (Queluz), Alice
Martins (Torres Novas), Carlos Farias e seus alunos (Covi-
Iha), Catarina Ferreira (Viseu), Francisco de Matos Branco
(Ovar), Graca Braga da Cruz (Ovar), Hugo Silva, Jodo Perei-
ra, José Paulo Coelho (Moura), Méario Roque (Guimaraes),
Pedro Miguel Resende (Ovar), Pedrosa Santos (Caldas da
Rainha) e do Grupo de Trabalho de Geometria (Eduardo,

10

(Respostas até 18 de julho, para zepaulo46@gmail.com)

Florinda, Manuela & Rita). Além destes, José Carlos Pereira
e José Lufs Freitas discutiram e resolveram o problema no
facebook.

Foram muitos os métodos e processos de chegar a so-
lucdo. Alguns deles eram pequenas variacdes de outros. Va-
mos mostrar os principais métodos geométricos.

1.° Método
Rodar o quadrildtero sombreado em torno do centro da figura.

Area pedida = A, — Agec

D & C

Fazer a translagdo do AADE segundo o vetor AB.

Tragar as linhas auxiliares indicadas.

O PROBLEMA DESTE NUMERO
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A figura fica d|\nd|da em doze partes |gua|s cada uma com
drea 1/6.

| =
(= R, |

Area pedida = A, — Agec = 1—

2.° Método

Fazer a particio do retangulo conforme se mostra na
figura.

O retangulo fica dividido em doze tridngulos. Dez deles s3o

congruentes. Os outros dois, assinalados com asterisco, sdo
diferentes dos anteriores mas sdo equivalentes (todos tém
a mesma drea). Assim, a drea pedida ¢ 5/12 da 4rea total.
5 5
Area sombreada =2 x — ==
12 6
3.° Método

Rodar os tridngulos EOH e ADH de 180 graus em torno do
centro O da figura.

P24

Areay. = — (como se viu no 1.° Método)
; 1 &
Area pedida = Ay — Agec =1— s

4.° Método

A drea da zona sombreada é a soma de duas subireas: a do
tridngulo ADH com a do trapézio CEHG.

O reténgulo pode ser dividido em quatro tridngulos retan-

E

D C

A F B

gulos de dreas iguais a 1/2. O paralelogramo central, que é
constituido por dois desses tridngulos, tem 4rea igual a 1.
Como esse paralelogramo é também constituido por dois
trapézios iguais, concluimos que a drea de GCEH ¢ 1/2.
Por outro lado, aplicando, por exemplo, o teorema de
Thales, concluimos que os segmentos de reta DH, HG e GB
sdo iguais, medindo cada um deles um terco da diagonal
do retangulo. As suas projecdes sobre o lado maior do re-
tangulo sdo também iguais, medindo cada uma delas 2/3.
Logo, a altura do tridngulo ADH relativa ao lado AD & 2/3,
pelo que a sua drea ¢ de 1/3.
Area sombreada = — +

B[ —
W =
| w
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5.° Método
Representemos por X a drea sombreada.

Observando a figura do método anterior, constata-se
que a 4rea do retdngulo ¢ a soma de duas dreas sombrea-
das com duas vezes a 4rea do tridngulo menor BFG (que
representaremos por Y), ou seja:

2K+ 2¥ =2 (i)

Por outro lado o tridngulo ABH é semelhante ao tridngu-
lo BFG, sendo a razdo de semelhanca igual a 2, pelo que a
drea do tridngulo ABH é 4 vezes a 4rea do tridngulo BFG,
ou seja, é igual a 4Y.

Se representarmos a drea de ADH por Z, podemos
escrever:

Z+Y=1/2
Z+4Y=1

Resolvendo este sistema, vem Y = 1/6.
Substituindo em (i) conclui-se que X = 5/6 unidades de
superficie.

6.° Método

(€) (b)

(b)

Area pedida=a + b

a+b+ec=le=a+rb=1-¢

2b=1=b=0,5

O trigngulo formado por (b)+(c) é semelhante ao tridngu-
lo (c). A razdo de semelhanca é 2, porque a base do maior
¢ o dobro da do menor.

b+c=4ce b=3c

1
Entdo, 0,5=3¢c < c= 3

5
Logo,a+b="
00 G+ b=

12

7.° Método

A figura dada tem simetria central. Essa simetria e o teorema
de Thales garantem que a diagonal fica dividida em trés partes
iguais. Divida-se cada uma dessas partes ao meio e tracem-
-se paralelas e perpendiculares aos lados do retangulo.

P

O reténgulo fica dividido em 18 quadrados iguais, dos quais
7,5 sao sombreados.

|\/h5 =
i 4
=

A drea de cada quadrado ¢é 2/18.

Area sombreada = 7,5 x 2.2
18 6

CONSIDERACOES FINAIS

Apareceram ainda mais métodos, uns usando apenas a geo-
metria analftica, outros combinando-a com a geometria tra-
dicional. S3o, no entanto, mais pesados e visualmente me-
nos apelativos. Optdmos por ndo os incluir aqui.
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Figura 1.— Decomposi¢des de um quadrado para uma demonstracao

do Teorema de Pitagoras.

para além de possuir essa boa carateristica de ter os obje-
tivos proximos dos topicos a que correspondem, é rico em
notas complementares que visavam esclarecer o alcance dos
primeiros e apresentar sugestoes metodologicas, o que ndo
sucede no PMEB2o13. Precipitadamente, tal pode ser justi-
ficado pela existéncia de cadernos de apoio 3s MCMEB2o12,
mais um documento a consultar por ciclo, mas os mesmos
revelam explicacBes com muitas palavras, o que nio se tra-
duz em muitas ideias, e s3o de leitura nem sempre ficil.

O que se podera dizer no dmbito da demonstrac¢do?

Tomando o classico Teorema de Pitdgoras como ponto
de partida, ap6s tracar uma altura de um tridngulo retin-
gulo, os passos de uma demonstracgio recorrendo a seme-
lhanca de tridngulos s3o elencados nas MCMEB2o12. Uma
sugestdo de demonstra¢io do teorema no PMEB20o07 é por
decomposicio de quadrados, continuidade natural da explo-
ragdo da decomposicio de figuras. Esta continuidade ndo
surge no PMEB2013 sob o pretexto aparente (Bivar, Gros-
so, Oliveira, & Timéteo, 2012¢) de evitar propriedades da
nocado de area, pela complexidade concetual de uma teoria
rigorosa da medida de 4rea.

Mas considerando a Figura 1, o rigor consegue-se pela
fundamentac3o seguinte: na parte esquerda da figura, apos
decomposicio do quadrado em dois quadrados e dois retin-
gulos, estes decompostos em tridngulos, ha que justificar que
os quatro tridngulos obtidos sio retdngulos e congruentes;
na parte direita da figura, ha que justificar que, aplicando o
caso LAL, os quatro tridngulos desenhados sdo congruentes
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entre si e congruentes com os que estio na parte esquerda da
figura e ainda que a parte central obtida com o referido dese-
nho, por anilise dos dngulos dos tridnguloes, é um quadrado.

No PMEB2o13 e documentos associados ha preocupa-
¢oes inegavelmente cientificas, que se voltam a notar com a
referéncia & nio validade do Teorema de Pitigoras em geo-
metrias ndo Euclideanas, mas nao abundam as de outra in-
dole. Em contrapartida, na Brochura de apoio ao PMEB20o0o7
para o ensino da Geometria e Medida encontram-se varias
demonstracdes do teorema, acompanhadas de considera-
coes historicas e didaticas, que proporcionam diversidade
de opgoes e de completacio de abordagens.

Antes de mais alguns cotejos no dmbito da demonstra-
¢io, convém ter presentes as funcdes da demonstracio e o
tratamento desta, sem a reduciio ao Teorema de Pitdgoras,
nos mencionados documentos oficiais.

A DEMONSTRAGAO NA MATEMATICA
E NO ENSINO

Nio se pode fazer Matematica, como Ciéncia, sem demons-
trar! A demonstracio, na qual o raciocinio matematico mar-
ca sempre presenca, é essencial para compreender, estabe-
lecer e comunicar o conhecimento matematico. No ensino
da Matematica, enquanto disciplina escolar, o papel fun-
damental da demonstracdo é a promocio da compreensdo
(Hanna, 2000), devendo convencer através da razao e nio
pela autoridade (Lima, 1999).



Mas, o que € uma demonstragao? Nio havendo a preten-
sao de discutir aqui as muitas definicdes de demonstracio
existentes, uma deve-se a Keith Devlin. Por razdes por este
apontadas a definicao de que é um argumento que con-
vence um matematico da verdade de um certo enunciado,
traduz o que os matematicos fazem (Devlin, 2003), Devlin
questiona quando é que se estd perante uma demonstragio,
0 que remete para uma conceptualizacdo. Consequentemen-
te ha que pensar nos elementos que devem estar presen-
tes numa demonstragdo, como os listados por Stylianides
(2007): fundamentos (defini¢des, lemas,...); argumentacio
(como se desenvolve; por exemplo, inferindo com modus
ponens); representagdo (como se expressa; com linguagem
algébrica, natural ou pictérica); dimensdo social (aceitagio
na comunidade matematica em que se cria).

Em contexto escolar, no que se refere 4 dimensio so-
cial, a comunidade matemética é substituida pela comuni-
dade da aula de que fazem parte o professor e os alunos.
Os fundamentos, a argumentacio e a representacio devem
ser os adequados ao nivel de escolaridade dos alunos que a
integram. H4 ainda a realcar que, apesar do raciocinio mar-
cadamente dedutivo na elaboragdo de uma demonstracio,
os alunos devem experienciar outras formas de raciocinio
que, frequentemente e previamente, um matematico uti-
liza na sua investigacdo. Em particular, o raciocinio indu-
tivo, apés a construgdo de exemplos, manifesta-se através
da formulagdo de conjeturas, estas posteriormente testadas
mediante exemplos e contraexemplos.

A titulo ilustrativo, em Stylianides (2007), analisa-se um
episodio de aula em que um aluno, do 3.* ano do 1.° Ciclo
do Ensino Basico, utilizou a linguagem natural num argu-
mento dedutivo para demonstrar que a soma de dois ni-
meros naturais impares ¢ um niimero par. Previamente
ao mencionado raciocinio dedutivo, os alunos experimen-
taram casos particulares e formularam, com a mediacio da
professora, uma conjetura. Esta surgiu perante a tarefa de
investigacdo, de acordo com a tipificagdo de Ponte (2005),
norteada pela questdo de saber a paridade da soma de dois
numeros naturais impares. Trata-se de um tipo de tarefa,
aberta e com desafio elevado, que é indispensavel «para
que os alunos tenham uma efectiva experiéncia matemati-
ca» (Ponte, 2005, p. 20).

A DEMONSTRAGAO No PMEB2007

O PMEB2oco7 refere-se a demonstracio a propésito dos ob-
jetivos gerais, das capacidades transversais no 4mbito do ra-
ciocinio matematico e das orienta¢des metodolégicas.

No mencionado documento oficial, enquanto capacida-
de transversal aos trés ciclos, a demonstra¢3o goza de uma
perspetiva de continuidade e de evolugio, como fica claro
na pretensdo: «A medida que os alunos progridem nos di-
versos ciclos de ensino as suas justificacdes devem ser mais
gerais, distinguindo entre exemplos e argumentos matema-
ticos gerais para toda uma classe de objetos.» (Ponte et al.,
2007, p. §).

Reflexo da posi¢do descrita, seguindo a terminologia
usada por Costa e Tadeu (2006) no dmbito de uma ani-
lise transversal de programas de Matematica antetiores a
2007, no PMEB20oo7 h4, por um lado, referéncias expli-
citas e, por outro lado, referéncias implicitas 3 demons-
tracdo. Estas tiltimas referéncias presenciam-se através de
expressoes indicadoras da preocupagio com o desenvolvi-
mento das capacidades de raciocinar, de argumentar e de
demonstrar em Matematica.

Pertencentes ao conjunto das referéncias implicitas, a
titulo de exemplo, em Ponte et al. (2007) tém-se: no 1.° Ci-
clo, «Explicar ideias e processos e justificar resultados ma-
tematicos» e «Formular e testar conjeturas relativas a situ-
agdes matematicas simples» (p. 31); no 2.° Ciclo, «Explicar
e justificar os processos, resultados e ideias matematicos,
recorrendo a exemplos e contra-exemplos» e «Formular e
testar conjecturas e generalizacdes e justifici-las fazendo
dedugdes informais» (p. 47); no 3.° Ciclo, «justificacio de
estratégias» e «argumentacdo apoiada em procedimentos,
propriedades e conceitos matematicos.» (p. 63).

Naturalmente, nio se encontram referéncias explicitas
no 1.° Ciclo e no 2.° Ciclo. No que diz respeito ao 3.° Ciclo,
no PMEB2007, nota-se uma solicitacdo evolutiva da argu-
mentacdo para a demonstraclo, esta também referida em
conexiao com outra capacidade:

O Raciocinio matemdtico é outra capacidade fundamental, en-
volvendo a formulacio e teste de conjecturas e, numa fase mais
avangada, a sua demonstragio. Os alunos devem compreender o
que é uma generalizagdo, um caso particular e um contra-exem-
plo. Além disso, o raciocinio matematico envolve a construgio de
cadeias argumentativas que comecam pela simples justificagio
de passos e operacdes na resolucio de uma tarefa e evoluem pro-
gressivamente para argumentacdes mais complexas, recorrendo
a linguagem dos Ntmeros, da Algebra e da Geometria. No fim
do 3.° ciclo, os alunos devem ser capazes de distinguir entre ra-
ciocinio indutivo e dedutivo e reconhecer diferentes métodos de
demonstragdo. (Ponte et al., 2007, p. 8).

No 3.° Ciclo, entre diversas referéncias explicitas 3 demons-
tragdo, surgem no PMEB2oo7y em Ponte et al. (2007%): «De-
monstrar o Teorema de Pitigoras» (p. 54); «oportunidade
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para os alunos com melhor desempenho matematico de-
monstrarem algebricamente a férmula resolvente» (p. 57);
«Propor a exploracio de casos particulares de modo a indu-
zir a regra da poténcia da poténcia. Os alunos com melhor
desempenho matematico podem demonstrar esta regra.»
(p. 49); «Os alunos com melhor desempenho matemati-
co podem ter um primeiro contacto com a demonstracio,
por reducdo ao absurdo, da irracionalidade da V2.5 (p- 50);
«Desenvolver nos alunos (...) a compreensio das transfor-
macdes geométricas e da nogdo de demonstracio» e «com-
preender a nocao de demonstracio e ser capazes de fazer
raciocinios dedutivos» (p. 51).

No entanto, com excecio essencialmente do tema Geo-
metria, dirigem-se a alunos com melhor desempenho ma-
temdtico. O referido tema é considerado como o mais pro-
picio para os alunos se familiarizarem com o processo de
demonstragdo, em sintonia com o que tem sido documen-
tado em diversos estudos (ver Hanna (2000) e referéncias
ai citadas). Neste dmbito, refere-se ainda que

Na resolugio de problemas geométricos, como nas tarefas explo-
ratorias e de investiga¢do, é importante que os alunos tenham
um tempo apropriado para realizar experiéncias, elaborar estra-
tégias, formular conjecturas, descrever processos e justifica-los
com rigor progressivo. Ao elaborarem justificacdes, produzindo
pequenas cadeias dedutivas, familiarizam-se com o processo de
demonstragio e iniciam o raciocinio geométrico dedutivo. Os alu-
nos devem recorrer a software de Geometria Dinimica. (Ponte
et al., 2007, p. 51).

O PMEB2oo7 parece marcar uma mudanga, valorizando
o raciocinio matematico de forma explicita e a demonstra-
¢do em particular.

A DEMONSTRACAO No PMEB2013

Entre muitas, a primeira referéncia 3 demonstracio no
PMEB2013 surge numa das trés finalidades do ensino da Ma-
tematica, sob a designagao de «A estruturagdo do pensamen-
to» (Bivar et al., 2013, p. 2). Notam-se af referéncias implicitas
a demonstragdo, nomeadamente, nas expressoes <argumen-
tar> e <justificar> e <raciocinio hipotético-dedutivos».

Mais adiante, embora se refira que o raciocinio mate-
mdtico é por exceléncia o raciocinio hipotético-dedutivo,
reconhece-se o papel do raciocinio indutivo na, paradoxal-
mente, inica pagina do PMEB2013 em que se presencia a
palavra conjetura:

Os alunos devem ser capazes de estabelecer conjeturas (...) apos
a andlise (...) de situagdes particulares. Deverdo saber, no entan-
to, que o raciocinio indutivo ndo é apropriado para justificar pro-
priedades, e, contrariamente ao raciocinio dedutivo, pode levar a
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conclusGes erradas a partir de hipoteses verdadeiras (...) devendo
os alunos ser alertados para este facto e incentivados a justifici-
las (Bivar et al., 2013, p. 4).

Apesar de esta ser também a tnica pagina do PMEB2o13
onde se encontra a expressdo raciocinio matemético, a pa-
lavra raciocinio surge, no dambito dos objetivos, associada
a comunicacdo matematica. Refere-se que «os alunos de-
vem ser incentivados a redigir convenientemente as suas
respostas, explicando adequadamente o seu raciocinio» (Bi-
var et al., 2013, p. 5). No entanto, a mencionada palavra nas
MCMEB2o12, com excecdo de «raciocinio circular» (Bivar,
Grosso, Oliveira, & Timéteo, 20124, p. 72), surge sempre
com o adjetivo «dedutivo».

A intencdo da solicitacdo evolutiva da demonstracio nos
objetivos do PMEB2o13 fica patente nos desempenhos, a
evidenciar pelos alunos, que os traduzem. Neste sentido,
nas MCMEB2o12, os autores alertam para diferencas no
significado preciso de verbos empregues no inicio de al-
guns descritores, explicando que estas se devem aos dis-
tintos ciclos a que dizem respeito. O desempenho denomi-
nado por «Reconhecer», que se refere a um certo resultado
e que constitui uma referéncia implicita 3 demonstracio,
surge em (Bivar et al., 2013):

[1.° Ciclo] reconhecer intuitivamente a veracidade do enunciado
em causa em exemplos concretos. Em casos muito simples, po-
derd apresentar argumentos que envolvam outros resultados ja
estudados e que expliquem a validade do enunciado.... [2.° Ciclo]
conhecer o resultado e saber justifici-lo, eventualmente de modo
informal ou recorrendo a casos particulares. No caso das proprie-
dades mais complexas, deve apenas saber justificar isoladamente
os diversos passos utilizados pelo professor para as deduzir, bem
como saber ilustra-las utilizando exemplos concretos. No caso das
propriedades mais simples, podera ser chamado a apresentar de
forma auténoma uma justificacdo geral. ... [3.° Ciclo] apresentar
uma argumentacdo coerente ainda que eventualmente mais in-
formal do que a explicacio fornecida pelo professor. Deve, no en-
tanto, saber justificar isoladamente os diversos passos (...) nessa

explicacdo. (p. 3).

Assim, em cada ciclo, o verbo reconhecer, através de uma
repeticdo textual das MCMEB2o12, reveste-se de um sig-
nificado mais forte do que no ciclo anterior. Ha ainda a re-
gistar, na pagina seguinte a citada do PMEB2013 e nas MC-
MEB2o12, uma variante do referido verbo, «Reconhecer,
dado», a qual pretende indicar a justificac3o de casos con-
cretos de um enunciado mas sem exigéncia de prova ge-
ral. A titulo de exemplo, tem-se: «4. Reconhecer, dado um
ntimero racional q, que —(—q) = q.» (Bivar, Grosso, Olivei-
ra, & Timéteo, 2012d, p. 38).




Com cardter menos exigente do que o atribuido ao ver-
bo reconhecer, surge o verbo «Justificar» na pagina 47 das
MCMEB2o12. Este, que aparece com a descri¢3o de signi-
ficado igual a que consta na pagina 4 do PMEB20r13, pren-
de-se com uma justificacdo simples de um enunciado, que
o aluno deve dar, recorrendo a uma propriedade conheci-
da. De realgar que tal se reduz ao 3.° Ciclo, aparecendo s6,
indiretamente, nos outros ciclos através do verbo reconhe-
cer. De modo consentineo, o verbo justificar s6 consta dos
niveis de desempenho esperados no 3.° Ciclo.

Observagoes semelhantes as do verbo reconhecer, ao
longo do Ensino Basico, podem ser feitas para os desem-
penhos «Identificar/designar» e «Estender» no PMEB2o13.
A diferenca entre ciclos nota-se sobretudo no tiltimo verbo,
pois este é empregue, no 3.° Ciclo, no sentido de estender
uma defini¢do e/ou uma propriedade a um universo mais
vasto e, nos ciclos anteriores, para utilizar a designacio e
para conseguir definir a no¢io com esse nome, reconhecen-
do que se trata de uma generalizagio. Novamente, as pala-
vras utilizadas s3o as empregues nas MCMEB2o12. Surge
ainda o verbo «Verificar», tenuemente com uma sé ocor-
réncia nos descritores, para a validade da relacio de Euler
em poliedros convexos.

No 3.° Ciclo, mas s6 neste, encontram-se referéncias ex-
plicitas & demonstra¢io, nomeadamente a que consta no
desempenho designado por «Provar/Demonstrar». Refere-
-se que «O aluno deve apresentar uma demonstracio ma-
tematica t3o rigorosa quanto possivel.» (Bivar et al., 2013,
P- 4; Bivar, Grosso, Oliveira, & Timéteo, 2012d, p. 47). Ain-
da na citada pentltima pagina, no contexto do raciocinio
matematico, volta a vincar-se a importincia do raciocinio
hipotético-dedutivo como sendo o meio para chegar 2 ela-
bora¢ao de demonstragdes, mesmo que pequenas. Em com-
plemento, nos preliminares dos contetidos no PMEB2013,
diz-se ser essencial que os alunos comecem a utilizar cor-
retamente termos, como definicdo e teorema, e processos
demonstrativos especificos da Matemética.

Apesar das referéncias explicitas 2 demonstracio serem
abundantes nos varios dominios de contetido do PMEB2o013
com excegdo de Organizagdo e Tratamento de Dados, aque-
le que é considerado como o mais favoravel para a sua abor-
dagem é Geometria e Medida. Neste sentido, destaca-se a
apresentacdo de teoremas fundamentais como o de Tales
e, um seu coroldrio, o de Pitdgoras. Salienta-se ainda, mais
uma vez, o raciocinio hipotético-dedutivo: «Um objetivo ge-
ral dedicado a axiomatica da geometria permite enquadrar
historicamente toda esta progressdo e constitui um terre-
no propicio ao desenvolvimento do raciocinio hipotético-
dedutivo dos alunos.» (Bivar et al., 2013, p. 19).

Coadunando-se com a mencionada consideracio da Ge-
ometria e Medida no PMEB2o13, h4 a realcar o subdomi-
nio «Axiomatizacio das teorias Matematicas», referente ao
9.° ano. Os objetivos gerais no mencionado subdominio
das MCMEB2012, associados a descritores que comecam
com os verbos «Identificar», «Reconhecer», «Designar»,
«Saber», visam a utilizacdo correta de vocabulario do mé-
todo axiomatico e o conhecimento de factos da axiomati-
zagdo no dmbito da Geometria. No sentido descrito, tam-
bém j& mencionado a respeito do PMEB20o13, surgem as
nogoes de teoria, defini¢do, axioma, proposicio, lema, teo-
rema, hipétese e tese, condigiio necesséria e condigao sufi-
ciente, coroldrio e demonstraciio. Os autores destacam ain-
da o perigo do raciocinio circular ao escreverem:

Reconhecer, no dmbito de uma teoria, que para nio se incorrer
em raciocinio circular ou numa cadeia de deducdes sem fim, é
necessario fixar alguns objetos («objetos primitivos»), algumas re-
lagBes entre objetos que nao se definem a partir de outras («rela-
¢Oes primitivas»), e algumas proposicdes que se consideram ver-
dadeiras sem as deduzir de outras («axiomas»). (Bivar, Grosso,
Oliveira, & Timéteo, 2012d, p. 72).

As referéncias explicitas 3 demonstracio aparecem aindana
secgao do PMEB2o013 dedicada aos niveis de desempenho,
0s quais sdo considerados nos descritores das MCMEB2o12.
Concretamente, as mesmas surgem para se atingirem ni-
veis de desempenho avancados, referindo-se a proprieda-
des que devem ser demonstradas mas no se exigem 2 ge-
neralidade dos alunos, embora todos devam conhecer o
enunciado e estar aptos a aplica-las.

CONSIDERAGOES FINAIS SOBRE PMEB2007
vERsus PMEB2013

Indiscutivelmente, nos diferentes niveis de ensino, as de-
monstracdes e suas formas precursoras devem ser apresenta-
das, pedidas e trabalhadas. No PMEB2007 e no PMEB2o13,
através de referéncias implicitas e de referéncias explicitas,
o papel da demonstragdo é reconhecido, com énfase exage-
rada no PMEB2o13 e documentos associados. A semelhan-
¢a do que ocorria no PMEB20oo7, no PMEB2013 continua a
considerar-se a Geometria e Medida como o dominio mais
propicio para os alunos se familiarizarem com a demons-
tragdo. Contudo, nio s6 neste dominio, 0 PMEB2013 e as
MCMEB2012 parecem assentar na excessiva preocupacio
com a axiomatizacdo, transmitindo a valoriza¢io da forma-
lizag3o pela formalizagio.

Ha a realcar que a atividade de justificar é desvalorizada
nos documentos que substituem o PMEB2007. A mesma,
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no PMEB2o013, surge nas finalidades e nos desempenhos
correspondentes aos verbos «Reconhecer» e «Reconhecer,
dado». Podem efetivamente encontrar-se diversas ocorrén-
cias da palavra justificar nas MCMEB2o12, mas parece que
a atividade associada s6 comeca a ser realmente importan-
te no 3.° Ciclo do Ensino Bésico. De facto, s6 na «Leitura
das Metas Curriculares do 3.° ciclo» aparece o verbo «Justi-
ficar», o qual traduz a justificacio de enunciados evocando
propriedades conhecidas dos alunos. Mas esta é uma ati-
vidade acessivel a alunos dos ciclos anteriores! No 2.° Ci-
clo, a atividade de justificar constitui um subalterno do de-
sempenho «Reconhecer» e 0 mesmo, em menor escala,
sucede no 1.° Ciclo, no qual ndo surge, ininteligivelmente,
qualquer referéncia A necessidade de justificacdo de ideias
matematicas.

Reconhece-se, em todos os documentos anteriormente
referidos, a ligacio da demonstracio com o raciocinio ma-
temdtico, mas no PMEB2o13 destaca-se excessivamente o
de tipo dedutivo. Em particular, no dominio de contetido
Geometria e Medida ndo se refere diretamente o racioci-
nio indutivo, nomeadamente a formula¢io de conjeturas,
mas antes o raciocinio hipotético-dedutivo através dos de-
sempenhos associados aos verbos «Provar/Demonstrar».
De um modo mais geral, por um lado, a palavra conjetura
nio aparece nas MCMEB2o12. Por outro lado, esta s6 surge
fugazmente num paragrafo de uma pagina do PMEB2013,
mas nio se indo além da sua mengdo no dmbito do papel
fundamental do raciocinio indutivo e dos perigos deste po-
der levar a conclusdes erradas.

O produto final das atividades de um matemitico sdo
as desejadas demonstra¢des com raciocinio dedutivo. Mas,
precedendo-o, hi atividades matematicas fundamentais que
envolvem outros tipos de raciocinio com forte presenca no
PMEB20o07. Nomeadamente, a formulag3o e o teste de con-
jeturas, que sdo indissocidveis de exemplos e de contrae-
xemplos. A convivéncia entre os raciocinios indutivo e de-
dutivo no PMEB2007 comega por traduzir-se no 1.° Ciclo
nas atividades de conjeturar e de justificar e, mais tarde,
nos processos mentais mais complexos que poderdo con-
duzir a uma demonstracio. N3o transparecendo claramen-
te a possibilidade de aprender a raciocinar indutivamente
no PMEB2013, parecem eliminar-se as oportunidades de
aprender a conjeturar e a compreender, por um lado, o sig-
nificado e o papel dos contraexemplos na Matematica, e, por
outro lado, a necessidade e a relevincia de demonstrar..
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ESPACO GTI

A Matemdtica nos Primeiros Anos
de Escolaridade em Singapura : Reflexdo

ANA ISABEL SILVESTRE

INTRODUCAO

O bom desempenho dos alunos de Singapura nos testes
internacionais TIMSS! e PISAZ, em Matematica, deu noto-
riedade a0 pequeno pafs do sudeste asiatico e despertou o
interesse da comunidade internacional de investigadores,
professores e decisores polticos. Além disso, o elevado ni-
vel de aprovagdes nos exames nacionais, como por exem-
plo, no exame final do ensino primdrio (6. ano), foi segui-
do de perto por outros pafses. Foi esse interesse que me
levou a participar no workshop dinamizado pela Professora
Koay Phong Leel, na Conferéncia Children’s Mathematical
Education — CME2014. Este artigo resulta da minha refle-
xdo sobre essa experiéncia.

A explicacdo dos resultados dos alunos de Singapura en-
volve muiltiplas dimensdes, de diferente natureza, como a
histéria recente, a politica, a economia emergente e as ex-
pectativas sociais e familiares (Jensen, 2012). No entanto,
¢ de salientar o impacto da politica educativa na orienta-
¢do do desenvolvimento curricular, nos diferentes progra-
mas oferecidos, na investigacdo educacional, na formacao
inicial e continua dos professores, nos materiais didéticos
e, sobretudo, nas medidas de acompanhamento individu-
alizado aos alunos durante o ensino obrigatério (entre os
6 e os 15 anos).

CURRICULO DE MATEMATICA DO <ENSINO
PRIMARIO»

Desenvolvido pelo Curriculum Planning and Development Ins-
titute, o curriculo de Matemdtica do ensino primério tem
varias teorias edificadoras que lhe conferem a estrutura e
orientacdo. Por um lado, o curriculo de Matematica usa a
abordagem CPA — concreto, pictérico e abstrato — que
emerge na teoria das representacdes das ideias matemsa-

ticas de Bruner, psicélogo americano, que defende que a
memorizacdo de factos nao deve ser o centro do ensino e
encoraja a resolucdo de problemas, o desenvolvimento do
raciocinio matemdtico e da comunicagdo. Uma outra teoria
edificadora do curriculo é a do educador matem4tico huin-
garo Zoltan Dienes, autor dos blocos légicos, em particu-
lar, os seus principios da variabilidade matemdtica e per-
cetiva que indicam respetivamente, que os conceitos que
envolvam varidveis devem ser aprendidos através de expe-
riéncias que incluam o maior nimero possivel de varidveis
e que, tendo em considerag3o as variacdes individuais dos
alunos, devem estes ter vérias experiéncias com a mesma
estrutura concetual, durante a formacdo dos conceitos. Dos
principios da variabilidade emergem indicacdes como a ne-
cessidade de se usar varios exemplos na aprendizagem de
um conceito assim como muiltiplas representacdes. Nesse
sentido, os manuais de Matemtica de Singapura apresen-
tam, de forma sistemadtica, vérios contextos e representa-
¢oes do rmesmo conceito para que os alunos compreendem
0 que estdo a aprender. Dienes realizou experiéncias de en-
sino, em vdrios palises, onde procurou criar na sala de aula
um espago de construcdo e descoberta, usando materiais
didaticos por ele construidos. A terceira teoria edificadora
€ a de Skemp, matemdtico e psicélogo inglés, que distin-
gue a compreensdo instrumental (procedimentos) que en-
volve a aprendizagem de uma regra/método/algoritmo da
compreenséo relacional, mais poderosa e que permite ao
aluno estabelecer e compreender as relacdes matematicas
e a sua estrutura. Para Skemp a compreensao relacional é
fundamental para mudar a concego das criangas sobre a
Matemitica, alterando a ideia enraizada de que esta é um
conjunto de regras arbitrarias. Além disso, os alunos bene-
ficiam, a longo prazo, de um conhecimento duradouro.
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Convicgbes
Interesse
Apreciacdo
Confidéncia
Perseveranca

Célculo numérico
Manipulagdo algébrica
Visualizagdo espacial
Andlise de dados
Medida

Resolucdo de
Problemas
Matematicos

Monitoriazagdo do préprio pensamento
Autorregulacdo da aprendizagem

Raciocinio, comunicacdo e conexdes
Modos de pensamento e heuristicas
AplicagBes e modelagao

Uso de instrumentos

Conceitos

Estimacdo

Figura. 1.— Modelo pentagonal do Curriculo da
Matematica de Singapura
(Fonte: http://www.moe.gov.sg)

O quadro conceptual do Curriculo de Matemitica de Sin-
gapura, também conhecido como modelo pentagonal (figu-
ra 1), foi publicado em 1990 mas tem sido refinado desde
essa data. A Professora Lee referiu que as alteracbes pontu-
ais aos programas dos diferentes anos de escolaridade ocor-
rem apds a realizagdo de virias experiéncias, acompanha-
das em contexto escolar pelos responsaveis do Ministério
da Educacdo. Este modelo é ainda hoje o guia do ensino-
aprendizagem em todas as escolas e vai além da enumera-
cdo de um conjunto de conteidos matematicos, ao enfati-
zar os aspetos que devem estar presentes na aprendizagem
da Matemitica.

A resolucdo de problemas ocupa o centro deste mo-
delo, que esté dependente de cinco componentes relacio-
nados entre si: 0s conceitos, as capacidades (processes), a
metacognicdo, as atitudes e as destrezas (skills). O mode-
lo indica ainda os aspetos a considerar em cada um dos

Numéricos
Algébricos
Geomeétricos
Estatisticos
Probabilisticos
Analiticos

METODO DA BARRA

O método da barra também designado na literatura como
método do modelo e desenho do modelo é o aspeto mais
conhecido do curriculo de Singapura. Este método é am-
plamente usado pelos professores e pelos alunos do ensi-
no primdrio e foi introduzido em 1983 pelo Professor Kho
Tek Hong e a sua equipa como uma forma de melhorar a
capacidade de resolugdo de problemas dos alunos, pois ¢é
necessério ajudar os alunos a visualizar as relagoes mate-
méticas abstratas e as diferentes estruturas dos problemas
através de uma representacdo pictérica. Contudo, o reconhe-
cimento do método da barra sé se tornou evidente quando
os alunos do ensino primdrio comegaram a resolver proble-
mas que tradicionalmente estavam associados ao ensino
secundério (Cheong, 2002; Ng & Lim, 2001). De facto, este
é basicamente um método pré-algébrico em que s3o usa-
das representacdes retagulares (Dindyal, 2006), que ilus-

SolponEnies, tram os fenémenos descritos nos problemas.
todo todo
A A
7 s ™
\ N o\ J
Y '
parte parte parte

Figura 2.— Método da barra: parte-todo (com partes
diferentes)

20

Figura 3.— Método da barra: parte-todo (com partes
iguais)
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Figura 4,— Método da barra: comparacio (versio 1)
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Figura 5.— Método da barra: comparacio (versio 2)

Segundo Kho (1987), o método da barra estimula a re-
solugdo de problemas desafiadores e leva os alunos a es-
tabelecer um plano durante esse processo de resolucio.
O método da barra envolve a utilizagdo das representacses
«parte-todo», de comparagdo e de mudanca na resolucio
de problemas.

A representagao «parte-todo» (figura 2), também conhe-
cida por «parte-parte-todo» representa as partes que cons-
tituem um todo.

A barra estd dividida em duas partes. Quando as duas
partes sdo dadas, pode-se calcular o todo através da adicao.
Quando sdo conhecidos o todo e uma das partes pode-se
determinar a outra parte através da subtracdo.

Na representacdo «parte-todo», o todo pode ser dividi-
do em mais do que duas partes. Quando a barra é dividida
em partes iguais (figura 3) pode-se determinar o todo atra-
vés da multiplicagdo de uma parte pelo niimero de partes. E,
inversamente, conhecendo o todo, através da divisdo pode-
se determinar a parte ou o nimero de partes.

No método da barra a comparacdo mostra duas quan-
tidades comparéveis e a diferenca entre duas quantidades
como mostra a figura 4:

A quantidade A é a quantidade B mais vinte e a quanti-
dade B é a quantidade A menos 20. Este modelo também
pode ser usado para ilustrar a comparagao de quantidades
através da razdo (figura 5).

Cé3/2deDeDé2/3deC.Istoé arazioenteCe D é
32

O método da barra de mudanga mostra a relagdo entre
os valores inicial e final de uma quantidade, depois de um
aumnento ou decréscimo (ver as figuras 6, 7 e 8). Este pode
ser representado na forma de numeral decimal, fracio ou
percentagem.

As trés representagGes anteriores podem ser mais ou
menos elaboradas dependendo da complexidade do pro-

valor inicial acréscimo (1)

AL AL
- N )

S i
S

valor final

Figura 6.— Método da barra: acréscimo de 15 unidades

acréscimo (2/5

valor inicial do valor inicial)
=R A
|- N A
A et
—
valor final

Figura 7.— Método da barra: acréscimo de 2/5 do valor
inicial

valor inicial
=i
I o
- AN J
NT Y

valor final decréscimo (40%)

Figura 8.— Método da barra: decréscimo de 40%

blema e sdo consideradas como fundamentais no desen-
volvimento da capacidade de resolucdo de problemas dos
alunos. No entanto, o desenho da barra adequada também
apresenta algumas dificuldades para alguns alunos e exige
tempo para que estes a usem de forma flexivel.

DA FORMAGAO DE PROFESSORES
AOS MANUAIS ESCOLARES

A investigac@o revelou outros fatores que contribuem para o
sucesso dos alunos. Entre eles, os que tém merecido mais
atengdo em Singapura sao a formacao de professores do en-
sino primdrio e os manuais escolares. Durante a formacio
inicial de professores, no dominio da Matemadtica, grande
parte do trabalho é centrado no curriculo do ensino prim4-
rio. Isto &, procura-se que os futuros professores compre-
endam as teorias edificadoras do curriculo, o modelo penta-
gonal e ainda aprofundem o seu conhecimento matemitico
e didtico.
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A construgdo de manuais escolares é atualmente uma
atividade privada, mas sujeita a regulacio meticulosa pelo
Ministério da Educac3o. Estes recursos diddticos sdo indi-
cados como um dos mais importantes na consecu¢do das
orientacdes curriculares, devendo colocar a resolugio de
problemas no centro da atividade dos alunos.

CONSIDERACOES FINAIS

Embora o método da barra possa ser a face mais conhecida
do Curriculo de Matemética do ensino primdrio, frequen-
temente referido como <método de Singapuras, o bom de-
sempenho dos alunos parece resultar de uma ampla acio
concertada que tem lugar em vdrias frentes. Estas envol-
vem o refinamento do curriculo de matemadtica, resultan-
te de uma reflexdo ponderada sobre a sua implementagao
em contexto escolar, sem alteracbes profundas ou contro-
versas, e com a intervencio de equipas de especialistas em
Matematica e Educacdo Matemdtica; a formagdo de profes-
sores, especialmente dirigida ao aprofundamento da inte-
gracdo de saber matemdtico e didético, tendo por base as
especificidades do curriculo; e a criteriosa elaboragio dos
manuais escolares de acordo com as orientacdes do curri-
culo e rigorosa certificacdo por parte do Ministério da Edu-
cacdo. Em especial, a articulacdo entre estas vérias frentes
sobressai como um processo que decorre num clima de
consenso e respeito pelos vérios intervenientes e seus pa-
péis, tendo como méximo interesse a qualidade das apren-
dizagens matematicas dos alunos.

8 T EERERE
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Notas

M TIMMS — Trends in International Maths and Science
Study.

2 PISA — Program for International Student Assessment
(OCDE).

Bl Department of Mathematics & Mathematics Education
of National Institute of Education (Singapore).
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Os materiais que propomos pretendem abordar a temética dos grandes nimeros atribuin-

do significado a esses niimeros e manipulando-os de forma algo criativa. A atividade é su-

gerida na brochura 3.° Ano — Numeros e Operacdes: Nimeros naturais, Operacdes com

numeros naturais, Nlmeros racionais ndo negativos, da autoria de Fitima Mendes, Joana
Brocardo, Catarina Delgado e Fatima Goncalves que se encontra disponivel no sitio da DGE.

HELENA AMARAL
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

NUMEROS GRANDES

No @mbito das comemoracdes do aniversério do 25 de Abril rea-

lizava-se anualmente um concurso de cartazes (Informagdo em 5 a n 0 s

http.j/ww.dg|dc.m|n~edu.pt/PressReleases,’Pagmas/Concurso-
dedesign25ABRIL.aspx — retirado em 16/04/2010). Em 2009, 420 meses

assinalando o 35.° aniversério do 25 de Abril, o aluno Alexan- f‘s I ¢ ,Lf‘ i \.4'1 2 784
dre Croner Afonso venceu este concurso com o seguinte ao lado horas 1 82 d

Observa atentamente o cartaz e explica como & que foram ob- Sema naS I a s
tidos os numeros 12 784 e 306 816. 16 4 g‘_a -‘_::1 ._

Consegues explicar como se obtiveram os restantes ntimeros? 1 1 04 537 éoo

Usando o mesmo tipo de ideia de Alexandre Croner Afonso ela-

bora um cartaz para comemorar o teu préximo aniversdrio.

Podes ainda elaborar um cartaz atualizado comemorativo dos
41 anos do 25 de Abril,

DE LIBERDADE

Se elaborares um cartaz para comemorar o préximo aniversa-
rio de um teu avé, que aspeto tera? “

Esta é a madrugada que eu esperava

o dia inicial inteiro e limpo

Onde emergimos da noite e do siléncio |
E livres habitamos a substancia do tempo

Sophia de Mello Breyner Andersen
in O Nome das Coisas, 1977

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
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CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

Exemplos e contra exemplos para construir

o conceito de classe

O episédio que apresento ocorreu numa aula de 3.° ano.
A discussdo coletiva com toda a turma da qual o retirei
aconteceu depois dos alunos terem construido quadrados
e retangulos. E interessante notar que construiram alguns
paralelogramos pensando que eram retangulos e esses con-
tra exemplos foram decisivos para gerar uma controvér-
sia favordvel a uma boa discussdo sobre propriedades de
quadrildteros.

O quadrilatero da figura (fig. 1) foi um dos vérios exem-
plares construidos como exemplo de retdngulo. De fato é
um paralelogramo que nio é retangulo e constitui um exce-
lente contra-exemplo para despoletar uma discussdo signi-
ficativa que permita identificar propriedades relevantes do
retdngulo.

Muitos alunos olhavam para o quadrildtero e diziam
que era um retangulo, outros afirmavam que nao era. Ins-
talou-se assim um motivo de discussao. Como decidir se é
ou ndo um retdngulo? A olho nu ele parece mesmo ser re-
tangulo. Um raciocinio possivel para ter a certeza de que
n3o é baseia-se no recurso a estrutura ponteada que o su-
porta, o que ndo é muito facil para quem nao domina o ra-
ciocinio geométrico. Outra possibilidade seré recorrer a um
instrumento de medida simples, o «detetor de dngulos re-
tos». Mas vamos ver como decorreu a discussdo até che-
gar a utilizagao deste instrumento.

Para alimentar a discussao foi destacado como elemen-
to de comparacgdo um retdngulo, também construido pelos
alunos, e numa posicdo «inclinada» como a do paralelo-
gramo controverso (fig. 2). Uma boa maneira de forcar os
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alunos a defenderem uma opcao errada é transmitir-lhes a
sensacdo de que o professor defende essa opcao. De certa
maneira isso dé-lhes confianca.

Professor — Quem quer dizer o que estd a pensar de uma
maneira que seja boa para todos ficarem convencidos
de que a figura da direita também ¢ retdngulo? Vem
cd a Rosa.

Rosa — Porque este se nds o pusermos assim em pé.

A aluna, confiante, aproxima-se do quadrildtero exposto e
ilustra com gestos o seu argumento (figs. 3 e 4).

Perante a sua dificuldade em verbalizar o que estéd a pen-
sar, a aluna é incentivada pela professora a mudar a posi-
3o da figura. Ao fazé-lo fica com duvidas.

Rosa — Se colocasse assim era [e aponta para os lados].

Como estd ao contrdrio ...

E interessante procurar compreender o raciocinio desta alu-
na. No seu gesto inicial ela aponta para os vértices e por
isso parece dar a ideia de conseguir decompor a figura em
componentes e de estabelecer relagdes entre elas. Estaria
assim ao nivel de uma estruturagao geométrica. No entan-
to, ao precisar de mudar a posicao 4 figura mostra-nos cla-
ramente a sua necessidade de a ver como um todo. Para
esta aluna a ideia mais forte para identificar um retangulo
¢ uma imagem numa posicdo comum, «ao alto». A aluna
precisa de mostrar que estd a tentar vé-la como tal para jus-
tificar que é retangulo. Os gestos que faz, com as maos e
com a cabega, e a sua afirmagdo dizem-nos que ela defen-
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Figura 4

Figura 3

de que € um retangulo porque est4 a conseguir vé-lo men-
talmente como um retangulo. No entanto, ao colocar efe-
tivamente a figura na posic3o «ao alto» a aluna fica com
duvidas (fig. 5). A ilus@o da perpendicularidade dos lados
perde-se ao mudar a posicdo. A aluna ndo consegue deci-
dir, simultaneamente parece que é e que nio é.

Esta aluna, e todos o que estiverem a pensar como ela,
precisam ainda de desenvolver a capacidade de raciocinio
baseada na estruturacdo espacial. Isto &, precisam de ser
capazes de destacar elementos no retdngulo, neste caso os
angulos, para passar a reconhecer e usar uma proprieda-
de que distingue claramente o retangulo dos outros para-
lelogramos. Esta propriedade é ter 4 dngulos retos. E uma
propriedade inclusiva que facilita a construgao da relacio
da classe dos retangulos como uma parte da classe dos
paralelogramos.

A introdugao de um instrumento de medida muito sim-
ples para reconhecer os 4ngulos retos permitiu aos alunos
destacar visualmente os angulos e passar a usar a proprie-
dade de ter 4 angulos retos como caraterfstica da classe
dos reténgulos. O recurso a contra-exemplos é indispen-
savel para construir a ideia de classe. Uma classe de qua-
drilateros constitui-se a partir da identificacio de invarian-
tes num conjunto alargado de exemplares dessa classe. O

Figura 5

conceito de invariante s6 pode ser bem compreendido se
forem analisados também exemplares que nio pertencem
a classe, como o paralelogramo sobre o qual discutimos.

Esta discuss@o teve por base figuras construidas pelos
alunos e isso confere-lhe muito mais valor e significado. As-
sim como surgiram paralelogramos néo retangulos como
exemplos de retdngulos poderiam ter surgido losangos nio
quadrados como exemplares de quadrados. Porém tal nio
aconteceu, nenhum aluno construiu um losango com dois
pares de lados diferentes pensando que poderia ser um qua-
drado. Mais a frente, no desenrolar da discussdo, esse con-
tra-exemplo teve de ser apresentado pela professora, uma
possibilidade que ¢ sempre um recurso do professor quan-
do pretende construir a ideia da classe dos losangos inclu-
siva para os quadrados.

Penso que ndo seria capaz de refletir sobre o desenvol-
vimento do raciocinio geométrico nesta perspetiva de es-
truturac3o se ndo tivesse trabalhado com estes miudos e
vivido estas estimulantes discussdes a partir das dezenas
de figuras que construiram. A leitura desta nota pode ser
complementada com as notas 7 a 9 das revistas Educacdo
& Matemdtica 116 a 118, e da nota 20 da revista 131,

CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA
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PENSE NISTO

Compreensao vs apenas memorizacao

Um dia destes uma amiga pediu-me para dar uma ajuda
ao seu filho, aluno do 6.° ano, que estava com algumas di-
ficuldades a Matemitica. Na escola ele estava a trabalhar a
grandeza volume. Para fazer um primeiro diagnéstico das
suas dificuldades propus-lhe uma tarefa que consistia na
construcdo de trés paralelepipedos com 12 cubinhos cada.
Dei-lhe os 36 cubinhos e ele construiu os sélidos que se
veem na figura 1.

Olhando para os sélidos, e antes de passar 3 questio
seguinte, afirmou, sem que eu |he tivesse perguntado nada,
que o sélido A era aquele que tinha maior volume e 0o Co
menor.

Em seguida resolveu corretamente, e sem a menor he-
sitacdo, o exercicio da figura 2, aplicando a férmula de cal-
culo do volume de um paralelepipedo e ao resultado sub-
traiu o valor do volume do cubo.

Figura 1.— Sélidos A, B e C (por esta ordem)

26

Fiquei admirada! (Ou talvez nem tanto...) Este aluno
nao compreende verdadeiramente a nocdo de volume, no
entanto, consegue facilmente efetuar o cdlculo de volumes
de um sélido que pode ser decomposto em dois prismas.

Serd que noutra situacdo em que o cilculo do volume
ndo esteja explicito, este aluno ird reconhecer a necessidade
de mobilizar o conceito? Serd que o identifica no seu quoti-
diano? Ou mesmo quando, em contexto escolar, j4 estive-
rem para tras as aulas sobre este assunto? Sobre este con-
tetido quais serdo afinal as aprendizagens que um aluno do
2.° ciclo deverd fazer? Fard sentido aprender férmulas pela
memorizagdo, sem que exista uma compreensio dos con-
ceitos? Pense nisto!

CRISTINA TUDELLA

A figura representa um prisma do qual foi
retirado um cubo com 3 em de aresta.
Calcula o volume do sélido obtido.

10 cm

Figura 2
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Uma apresentacio de
«Principles to Actions Ensuring
Mathematical Success for All»

FERNANDO NUNES

O National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
iniciou em 1989 a publicagdo de obras abrangentes rela-
cionadas com as normas a que deveriam obedecer o en-
sino e a aprendizagem da matemitica, com a edicdo de
Curriculum and Evaluation Standards for School Mathema-
tics. A APM publicou em 1991 a traduciio dessa obra (Nor-
mas para o Curriculo e a Avaliacdo em Matematica Escolar),
a primeira tradugdo para uma lingua diferente da do origi-
nal. Seguiram-se nessa linha as «Normas Profissionais para
0 Ensino da Matemdtica», as «Normas para a Avaliagio em
Matemdtica Escolar» e os «Principios e Normas para a Ma-
temdtica Escolar» (esta iltima com original de 2000 e tra-
dugdo portuguesa de 2007), todas elas traduzidas e edita-
das pela APM, sozinha ou em parceria. O tiltimo elo deste
percurso foi apresentado ao pitblico em 2014 e tem por -
tulo «Principles to Actions: Ensuring Mathematical Success for
All» (Principios para as Agdes: Assegurar o Sucesso em Mate-
matica Para Todos).

Uma comparagio, mesmo que sumdria, desta ltima
obra da saga das «Normas» com as publicacdes anteriores
revela com facilidade algumas semelhangas e diferencas.

A obra continua a ser marcadamente norte americana,
expondo preocupagdes e visdes decorrentes da visio que os
autores tém sobre o ensino e a aprendizagem da matemati-
ca. E dirigida a quem tem responsabilidades no processo do
ensino, incluindo legisladores, politicos, administradores
e gestores escolares, mas o piiblico alvo mais considerado
continua a ser o conjunto de professores dos niveis basico

e secunddrio. Desta feita, a sequéncia dos anos de escolari-
dade nao ¢ um organizador principal da publicacio, como
acontecia com as primeiras «Normas» de 1989/1991 e nos
«Principios» de 2000/2007, 0 mesmo acontecendo com os
temas de contetido matematico. No entanto, tanto os anos
de escolaridade como os contetidos matematicos estio pre-
sentes no texto, utilizados quando sdo parte integrante dos
episodios apresentados, ilustragdes e exemplos concretos,
integrando o contexto que esta a ser discutido.

PRriNcir1os ORIENTADORES
PARA A MATEMATICA ESco1AR

Todo a obra est4 subordinada a seis principios, apresenta-
dos logo no inicio do livro e referentes a areas identifica-
das, que devem guiar a matematica escolar:

1. Ensino e Aprendizagem. Um programa de matemdtica
que seja de exceléncia exige um ensino efetivo que envolva os
alunos numa aprendizagem significativa através de experién-
cias individuais e colaborativas que promovam a sua capaci-
dade para verem o sentido das ideias matemdticas e raciocina-
rem matematicamente.

2. Acesso e Equidade. Um programa de matemdtica que seja
de exceléncia exige que todos os alunos tenham acesso a um cur-
riculo matematico de grande qualidade, ensino e aprendizagem
eficazes, altas expectativas e o apoio e recursos necessdrios para
maximizar o seu potencial de aprendizagem.
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3. Curriculo. Um programa de matemdtica que seja de excelén-
cia inclui um curriculo que desenvolva uma matemdtica rica e
segundo uma progressio coerente da aprendizagem, que esta-
beleca conexdes entre dreas do estudo da matemdtica e entre a
matemdtica e o mundo real.

4. Ferramentas e Tecnologia. Um programa de matemdtica
que seja de exceléncia integra o uso de ferramentas matema-
ticas e de tecnologia como recursos essenciais para ajudar os
alunos a aprender e perceber as ideias matemdticas, raciocinar
matematicamente e COMUNIcar o sew raciocinio.

5. Avaliagio. Um programa de matemdtica que seja de exce-
léncia assegura que a avaliagdo seja uma parte integrante do
processo de ensino, fornecendo evidéncias sobre a competéncia
em contetidos e prdticas matematicas importantes, utilizando
uma diversidade de estratégias e de fontes de dados, que irdo
informar o retorno para os alunos, as decisdes sobre 0 ensino e
a melhoria de programas.

6. Profissionalismo. Num programa de matemdtica que seja
de exceléncia, os educadores assumem que eles e os seus cole-
gas sdo responsdveis pelo sucesso matemdtico de todos os alu-
nos e pelo crescimento profissional, pessoal e coletivo, em prol
de um ensino e de uma aprendizagem da matemdtica que se-
jam eficazes.

Quem conhece os «Principios e Normas» de 2000/2007 re-
parara que cinco dos seis principios agora considerados cor-
respondem aos que sdo tratados naquela publicagio, com a
adicio do principio relativo ao profissionalismo.

O tratamento do principio do ensino e aprendizagem ocupa
quase metade do livro, com a apresentagao e discussao de
oito praticas do ensino da matemdtica que sdo recorrentes
em toda a obra. Essas praticas sdo consideradas um conjun-
to organizado de temas, aspetos e atitudes nucleares e po-
derosas a ter em conta, quando se pretende ensinar mate-
mética de modo a atingir uma compreensdo profunda.

PRATICAS DO ENSINO DA MATEMATICA

Estabelecer metas matematicas para enfatizar a aprendiza-
gem. Um ensino eficaz estabelece metas claras para a apren-
dizagem dos alunos na matemdtica, situa-as na progressio da
aprendizagem e usa-as para guiar a tomada de decisgo.

Propor tarefas que promovam o raciocinio e a resolugio de
problemas. Um ensino eficaz envolve os alunos em atividades
de resolugio € de discuss@o que promovem o raciocinio mate-
madtico e a resolucdo de problemas, além de permitirem diferen-
tes abordagens e vdrias estratégias.
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Usar e relacionar representacdes matematicas. Um ensino
eficaz envolve os alunos no estabelecimento de conexdes entre re-
presentagdes matematicas, no sentido de aprofundar a compre-
ensdo dos conceitos e procedimentos matemdticos e assumindo-
-as como ferramentas para a resolucdo de problemas.

Facilitar um discurso matematico com significado. Um en-
sino eficaz facilita o discurso entre alunos de modo a construi-
rem uma compreensio partilhada das ideias matematicas re-
correndo @ andlise e comparacdo das suas abordagens e dos
Seus argumentos.

Colocar questdes pertinentes. Um ensino eficaz utiliza questoes
pertinentes para avaliar e incrementar o raciocinio e a criagdo de
sentido dos alunos acerca das ideias e relagdes matemdticas.

Chegar 2 fluéncia processual, a partir da compreensdo con-
ceptual. Um ensino eficaz permite chegar d fluéncia na realiza-
¢iio de procedimentos a partir de uma base de compreensao con-
ceptual, de modo que os alunos, ao longo do tempo, se tornem
competentes no uso de procedimentos de modo flexivel aquando
da resoluciio de problemas contextuais e matemdticos.

Favorecer o esforco consequente na aprendizagem da ma-
temética. Um ensino eficaz proporciona consistentemente opor-
tunidades aos alunos, individual e coletivamente, favorecendo
o seu envolvimento num esforco consequente enquanto se deba-
tem com as ideias e as relac@o matemdticas.

Explicitar e utilizar o pensamento dos alunos. Um ensi-
no eficaz usa evidéncias do pensamento dos alunos para ava-
liar o progresso no sentido da compreensio malematica e para
ajustar continuamente o ensino de modo a apoiar e ampliar
a aprendizagem.

A estrutura das partes referentes a cada um dos principios
é semelhante, o que evidentemente nao impede que se tra-
te especificamente cada um dos aspetos considerados rele-
vantes para o principio em questdo.

O principio é apresentado e introduzido, pretendendo-
-se uma clarificacio do tema e a identificagdo de aspetos
especificos que sejam considerados relevantes. Em segui-
da apresentam-se os obstéculos percebidos a aplicagio do
principio e uma listagem das crencas consideradas produ-
tivas e no produtivas. Estas crencas ndo sdo apresentadas
como boas ou més, mas sim como favorecendo ou dificul-
tando a realizacio dos principios.

A tabela seguinte apresenta a primeira e a Gltima cren-
ca listadas para cada um dos principios (Ensino e Apren-
dizagem, Acesso e Equidade, Curriculo, Ferramentas e
Tecnologia, Avaliagdo, Profissionalismo).




Tabela 1

Crengas ndo produtivas

Crencas produtivas

(1) A aprendizagem deve centrar-se em treino de procedi-
mentos e na memorizacao de factos numéricos bdsicos.

A aprendizagem deve centrar-se no desenvolvimento da compreensao
dos conceitos e procedimentos, através da resolucdo de problemas, racio-
cinio e discurso.

(t) Um professor eficaz torna a matematica ficil para os
alunos, guiando-os passo a passo na resolugio de problemas
para assegurar que ndo ficam frustrados nem confusos.

Um professor eficaz proporciona desafios apropriados, encoraja a perse-
veranga na resolucdo de problemas e favorece um esforgo consequente na
aprendizagem da matemdtica.

(2) Os alunos tém niveis inatos diferentes de capacidade
matematica, facto que ndo pode ser alterado pelo ensino.
Alguns grupos ou individuos s@o capazes, outros ngo.

A competéncia matemdtica € fungo da oportunidade, experiéncia e es-
Jorgo, e ndo de uma inteligéncia inata. O ensino e a aprendizagem da
matemdtica cultivam as capacidades matemdticas. Todos os alunos sio
capazes de participar e ter sucesso em matemdtica e tém direito a serem
apoiados para chegarem aos patamares mais altos.

(2) S6 os alunos com bons resultados ou dotados podem
raciocinar, perceber o sentido ou perseverar na resolucio
de problemas desafiantes.

Todos os alunos sdo capazes de compreender o sentido e perseverarem na
resolucdo de problemas desafiantes, e deve ser esperado que o facam. Mui-
tos mais alunos, independentemente do género, raga ou estatuto socioe-
condmico, devem ter o apoio, a confianca e as oportunidades para atin-
girem niveis superiores de sucesso e interesse pela matemdtica.

(3) Os contetidos e a sequéncia dos tpicos num manual
definem sempre o curriculo. Tudo o que estd incluido no
manual € importante e deve ser tratado e o que ndo estd
no livro ndo € importante.

As normas devem informar as decisoes sobre quais os tdpicos que devem
ser tratados e quais os que devem ser omitidos no curriculo. O modo
como o manual € utilizado depende da sua qualidade, isto é, o grau em
que propicia um processo de ensino coerente e equilibrado, em contetidos
coerentes com as normas e permite licoes que ajudem de modo consisten-
te a implantacdo das Prdticas de Ensino da Matemdtica.

(3) A disponibilidade de fontes acessiveis de materiais cur-
riculares significa que qualquer professor deve conceber o
seu proprio curriculo ou o seu manual.

Os materiais curriculares de acesso livre devem ser estudados colaborati-
vamente e utilizados no apoio a realizacéo de progressoes de aprendiza-
gem, num programa de matemdtica coerente e efetivo.

(4) As calculadoras e outras ferramentas s@o, na melhor
das hipdteses, um floreado ou um divertimento ou, na pior
hipdtese, uma muleta que impede os alunos de aprender
matematica. S6 devem usar este recurso depois de terem
aprendido a fazer os procedimentos com papel e lpis.

A tecnologia € um facto inelutdvel da vida no mundo em que vivemos e
deve ser agarrada como uma ferramenta poderosa para fazer matemd-
tica. A utilizacdo da tecnologia pode auxiliar os alunos a visualizar e
compreender conceitos matemdticos importantes e apoiar o raciocinio
matemdtico e a resolucdo de problemas.

(4) Os videos de ensino online podem substituir o ensi-
no na aula.

Os videos de ensino online devem ser judiciosamente adotados e usados
para apoiar, ao contrdrio de substituir, um ensino efetivo.

(5) O principal objetivo da avaliagdo € a responsabilizacdo
dos alunos com a atribuicdo de niveis ou classificacaes.

O principal objetivo da avaliacio € informar e melhorar o ensino e a
aprendizagem da matemdtica.

(5) Interromper o ensino para rever e realizar testes me-
lhora o desempenho dos alunos em testes de alto risco.

Revisoes regulares e prtica frequente, integrantes do ensino efetivo, sdo
estratégias produtivas para a preparacdo de testes.

(6) Os docentes chegam dos programas de formagdo ini-
cial de professores prontos para serem eficazes.

Tornar-se perito, enquanto professor de matemdtica, € um processo que
acompanha toda a carreira. A base de conhecimentos para o ensino e apren-
dizagem efetivos da matemdtica encontra-se em expansio continua.

(6) O manual e os recursos digitais oferecem todos os pla-
nos de aula e atividades necessdrias e, portanto, os pro-
Jfessores no tém necessidade de se envolver em planifica-
coes detalhadas de unidades ou de aulas.

O ensino efetivo da matemdtica ¢ consequéncia de uma planificacdo
significativa. Professores de exceléncia colaboram na concepedo de au-
las de matemdtica detalhadas e em seguida refletem sobre a eficicia des-
sas planificagoes na aprendizagem dos alunos, num ciclo de aperfeico-
amento continuo.
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A seccio seguinte a apresentacio das crencas é denomi-
nada «Ultrapassagem dos obstdculos» e segue esta listagem
de crencas, com o objetivo de indicar formas de se poderem
enfrentar as dificuldades. E também relatado um episédio
exemplar retirado da pratica, letiva ou outra, para ilustrar o
que esta a ser defendido para a realiza¢io do principio.

Finalmente, o capitulo dedicado a cada principio termi-
na com uma justificacio da importincia da implementacio
do principio, juntamente com exemplos de atitudes a to-
mar e sugestdes de a¢des a desenvolver para que essa im-
plementacdo possa ser atingida, chamando a atencdo para
as dificuldades que necessariamente encontraro os que
se lancarem na tarefa. O titulo dessa seccdo é «Em diregio
a acao».

A tltima parte d4 pelo nome de «Agir». Integra um con-
junto de recomendacdes, organizadas segundo os diver-
sos principios, dirigidas a lideres e responsaveis politicos,
a diretores, formadores e especialistas, além de, evidente-
mente, aos professores. E neste final também que os au-
tores reconhecem a limitacao da obra, enquanto conjunto
de «meras palavras», e onde se apela a quem acredita «que
existe uma necessidade inadidvel de um mundo diferente» em
que seja obrigatoria a existéncia de uma crenca «ndo nego-
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cidvel que nos diz ser imperioso desenvolver a compreensdo e a
autoconfianca em todos os alunos».

Este mote é uma das reivindicaces mais fortes, ou mes-
mo a mais forte, de toda a obra, bem refletida no subtitulo
do livro «Assegurar o Sucesso em Matemdtica para Todos».
E também uma obra que assinala claramente pontos de vis-
ta diferentes, no que respeita ao ensino e a aprendizagem
da matematica, chamando a atengdo para as diferencas que
também surgirdo consoante for adotada esta ou aquela po-
sicdo. Nao me recordo que isso tenha sido feito de forma
tdo clara nas diversas obras das «Normas» que antecede-
ram esta edicio de 2014.

Em resumo, acho que existem muitas razdes para se ler
o livro, pesando e discutindo os pontos que se podem re-
velar mais polémicos, especialmente por aqueles que sen-
tem e se interessam pelo universo do ensino e da aprendi-
zagem da matematica.

Nota: As partes traduzidas sdo da responsabilidade do au-
tor deste artigo.

FernANDO NUNES

O projecto DSL (Developing Statistical Literacy: students learning and teacher education), vai organizar uma con-
feréncia internacional com o tema Turning data into knowledge: new opportunities for statistics education, nos dias 22
e 23 de junho, 2015, no Instituto de Educagio da Universidade de Lisboa. Haverd duas linhas principais — racio-
cinio e literacia estatistica — a que se juntam a formacdo de professores e a tecnologia, como temas transversais.

A APM vai ser uma instituicdo parceira desta iniciativa, os socios vao ter um valor de inscri¢do reduzido (30 eu-

ros) face ao valor da inscri¢do normal (50 euros).

Para mais informagGes consultar o site da conferéncia http://www.statisteduc.ie.ulisboa.pt/

Paralelamente a Conferéncia havera sessdes praticas em portugués, destinadas a professores dos ensinos ba-
sico e secundario. Estas sessdes foram ji submetidas para acreditacio ao CCFC, na modalidade de Curso de For-

macio (0,6 créditos).
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O PROBLEMA DO PROFMAT 2015

O concurso apresentado aos participantes no ProfMat 2015
consistiu na resolugao do problema «Marmore na Pracas:

A autarquia de Evora pretende construir na Praga do Sert6-
rio uma zona retangular (ndo quadrada) pavimentada a mdr-
more, d volta da qual serdo depois colocados vdrios bancos de
Jjardim e algumas drvores para fazer sombra.

Para isso, encomendou placas quadradas de mdrmore me-
dindo um metro de lado. Um certo niimero de placas de mdr-
more rosa formariam um retdngulo mais pequeno e um n-
mero diferente de placas de mdrmore verde iriam criar uma
cercadura de largura constante d volta da zona rosa.

Jd a encomenda tinha sido entregue quando o presidente
da camara achou que ficaria mais bonito um retdngulo cen-
tral verde com uma cercadura rosa.

— Nao faz mal — disse o técnico responsdvel depois de fa-
zer uns cdlculos. — Por coincidéncia, sem ter de cortar qualquer
placa, € possivel fazer uma cercadura rosa, um pouco mais lar-
ga que o previsto, a volta de um retdngulo central verde. Mais
ainda, esta ¢ a zona pavimentada com menor drea para a qual
isto podia ter acontecido.

Qual ¢ a drea da zona retangular a pavimentar e quantas
placas de cada cor serdo usadas?

Os critérios de classificagdo eram resposta correta e bem
justificada, auséncia de erros, simplicidade e clareza.

Foram-nos entregues apenas cinco resolucdes.

Trés delas faziam uma procura sistemdtica e exaustiva
das possiveis solugdes, caso a caso, usando papel e lapis
ou uma folha de calculo. Esta metodologia implica a an4li-
se de uma grande quantidade de situacbes. As outras duas
seguiram métodos analiticos tendo em conta as condigdes
e restricdes impostas no enunciado. Uma delas ¢ da Isabel
Viana. Demos-lhe a palavra.

Vamos primeiro ver o que acontece se, no projeto ini-
cial, o friso de placas de marmore verde tivesse 1 metro de
largura, e se, na versio final, a cercadura rosa ficasse com
2 metros de largura.

Sejam x e y as dimensdes, em metros, do retdngulo cen-
tral verde que serd construido, como exemplifica esta figu-
ra. Estes valores tém de ser nimeros naturais, pois nenhu-
ma placa é cortada.

A faixa verde (com um metro de largura), que inicialmen-
te iria contornar o retdngulo rosa, tem de ter a mesma 4rea
que o retdngulo central verde que ird ser afinal construido,
visto que utilizam o mesmo nimero de placas verdes. Ou
seja,

xp=(x+4)+(x+4)+(y+2)+(y+2)
Esta equacdo, resolvida em ordem a y, toma o aspeto
2x+12
T k-2
Supondo que x é maior que y (nZo podem ser iguais pois a
zona nao ¢ quadrada), as Unicas solugdes possiveis para x
e y (numeros naturais) sio:

« x=18 e y =3, correspondentes a uma érea central
com 54 quadrados de marmore verde, e um contor-
no com 100 quadrados de mérmore rosa, totalizan-
do 154 placas,

ou

» x=10ey =4, correspondentes a uma 4rea central
com 40 quadrados de marmore verde, e um contor-
no com 72 quadrados de méarmore rosa, totalizando
112 placas.

Assim, se no projeto inicial o friso de placas de mérmore
verde tiver 1 metro de largura e se a cercadura rosa da ver-
sdo final ficar com 2 metros de largura, como temos de es-
colher a drea menor possivel, deverd ser x = 10 e y = 4 (so-
lugao provavel).

Quanto maior for a largura da cercadura prevista ini-
cialmente, maior ter de ser a 4rea total a pavimentar. Com
efeito, fazendo mais alguns célculos, podemos deduzir que,
para um friso previsto de placas de marmore verde com n
metros de largura, e a cercadura final em rosa com n+1 me-
tros, a relacao entrexe y é

_ 2nx+4n® + 8n

B Xx—2n
Ou seja, quanto maior for o valor de n, maior terao de ser
os valores de x e de y.

Vejamos, por exemplo, a possibilidade de, no plano ini-
cial, o friso de placas de mirmore verde ter 2 metros de
largura e a cercadura rosa, no plano final, ter 3 metros de
largura.

O PROBLEMA DO PROFMAT 2015
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A equacdo agora seria:

4x+ 32
xy=4(x+6) +4(y+2)ou sejay= i_l—_ti :
As suas solu¢des s3o os pares (12, 10), (16, 8), (20,7), (28, 6)

e (52, 5).

A de menor drea é x =12 e y = 10. Mas neste caso a
area total é 288 m? (muito superior a 112 m?).

Assim, a resposta deste problema é:

A 4rea da zona retangular a pavimentar é 112 m?, e se-
rdo usadas 40 placas verdes e 72 placas rosa.

ENCONTROS
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24-27 June, 2015 — Faro, Portugal

University of Algarve, Faculty of Sciences and Technology
A 122 Conferéncia Internacional em Technology in Mathe-
matics Teaching — ICTMT 12 ¢ organizada pela Faculdade
de Ciéncias e Tecnologia da Universidade do Algarve. Tera
lugar em Faro, Portugal, de 24 a 27 de Julho de 2015 (hitp://
ictmt12.pt/index.html).

Esta conferéncia bienal é a décima segunda de uma sé-
rie que teve inicio em Birmingham, UK, em 1993, sob a ini-
ciativa do Professor Bert Waits da Universidade Ohio Sta-
te. A dltima conferéncia teve lugar em Bari, Itdlia, em 2013.
Em 2015 acontecera de novo no sul da Europa, desta vez
em Portugal, perto do Atlantico.

JVE

PREMIADOS E PREMIOS

1° (Unidade TI-Nspire Cx, oferta Texas Instruments)
— Maria Isabel Viana
2°s (jogos diversos)
— Pedro Freitas
— Sofia, Sandra & Daniel Castanho
— Fausto da Silva

— Catarina Ferreira

Os prémios devem ser levantados até 31 de Dezembro de 2015.
Por favor, contactar a sede da APM em Lisboa (socio@apm.pt
ou 217163690).

12TH INTERNATIONAL CONFERENCE ON TECHNOLOGY IN
MATHEMATICS TEACHING

O ICTMT é uma conferéncia tnica j& que pretende reunir
professores, educadores, investigadores de educagdo ma-
temética, especialistas em tecnologia e software educativo
que se interessam pela melhoria do ensino e da aprendiza-
gem pelo uso efetivo da tecnologia. Proporciona um espago
para investigadores e préticos nesta drea discutirem e par-
tilharem as melhores priticas, saberes teéricos, inovacao e
perspetivas sobre tecnologia educativa e o seu impacto no
ensino e aprendizagem da matemdtica, bem como aborda-
gens teodricas.

International Group for the

Conferéncia anual

A préxima Conferéncia Anual PME terd lugar em Hobart,
Tasmania, Austrdlia entre 13 e 18 de Julho de 2015. Para
mais informacdes, por favor, visite a pdgina da conferén-
cia: http://www.pme39.com/.
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Sistemas de numeracio:
dos egipcios a atualidade

RicArRDO FERREIRA

1. INTRODUGAO

Atualmente com 10 algarismos 0 Homem é capaz de escre-
ver qualquer niimero e realizar um célculo de forma rapi-
da, contudo nem sempre foi assim. Ha milhares de anos o
modo de vida era muito diferente do atual. Os homens pri-
mitivos ndo tinham necessidade de contar. Com o passar
dos anos, os costumes foram mudando e 0 homem passou
a cultivar a terra, a criar animais, a construir casas e a co-
mercializar. Com isso, surgiram vérias civilizagdes e com
estas apareceram alguns sistemas de numeragdo, que apre-
sentavam limitacdes muitas vezes relacionadas com a arit-
mética. Dada a importéncia que os nimeros comecaram a
ter para o desenvolvimento da humanidade, houve neces-
sidade de se arranjar um sistema simples e «quase perfei-

12<45
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Figura 1
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to». Este artigo pretende mostrar alguns sistemas de nume-
racao que existiram na nossa Era até ao sistema que utiliza
os chamados simbolos drabes.

2. NumEeragAo Ecfrcia (3400 A.C.)

O Egipto foi uma das primeiras e grandes civilizacdes da
antiguidade. Os Egipcios inventaram um sistema de nu-
meragio baseada em pictogramas, isto é cada simbolo era
a imagem de um objeto ou de um ser e representava um
namero. Os nGmeros 1, 10, 100, ICO0 eram representados
por simbolos especiais, cada simbolo podia ser repetido até
nove vezes (figura 2).
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Alguns exemplos de representacio de alguns niimeros
no sistema egipcio (figura 3).

E de salientar que este sistema de numeracio era limi-
tado e 2 medida que o ntimero fosse maior a aritmética
complicava-se.

3. NUMERAGAO BABILONICA

Os babilénicos viviam na Mesopotimia, nos vales do Rio
Tigre e Eufrates, na Asia. Esta regido é ocupada atualmen-
te pelo Iraque. Escritos Babilénicos provam que esta civili-
zacdo possuia grandes conhecimentos matematicos. A nu-
meragio babilonica era sexagesimal, usavam o niimero 6o
como base, pois este apresenta muitos divisores. Os simbo-
los numéricos eram esculpidos em pequenas placas de argi-
la, que serviam de base de «impressio» da escrita cuneifor-
me. Eram usados pictogramas representados na figura 4.

A partir do simbolo da unidade representavam-se os nove
primeiros nimeros repetindo-se o pictograma da unidade
tantas vezes quantas as necessdrias. A partir do simbolo
para a dezena representavarn as 20 unidades, as 30 unida-
des, as 40 unidades e as 50 unidades, repetiam o nimero
de vezes necessarios o pictograma que exprimia a dezena.
Assim construiram os ntimeros até 59. Para o 6o utiliza-
vam novamente o «prego».

No inicio, os babil6nios ndo dispunham de um simbo-
lo para indicar o zero, e consequentemente os seus regis-
tos numéricos ficavam por vezes ambiguos (figura s).
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Figura 7

T’ [ Um pequeno “prege” na vertical que representava o um

( Uma “viga” para representar o 10

T’ | Para o nlimero 60 também era utilizado o “prego”

Figura 4

4. NUMERACAC GREGA

A Grécia ocupa a parte sul da peninsula dos Balcis, re-
gido montanhosa com baixa pluviosidade e solo pouco fér-
til, com uma linha de costa escarpada. No decurso da sua
histéria os gregos recorreram a dois sistemas de numera-
¢do distintos, um mais antigo, o Atico, no qual arranjavam
os ntimeros por ordem e os agrupavam, e um posterior,
mais erudito, o Jénico, sistema de numeracio alfabético
que apareceu pela primeira vez no séc. V a.C. Os gregos,
contudo, n3o adotaram um sistema numérico posicional,
facto que nao deixa de ser surpreendente, no entanto uti-
lizaram a base dez, a mesma dos seus vizinhos préximos,
os egipcios e os fenicios. A numeracdo grega baseia-se no
principio aditivo.

SISTEMA DE NUMERAGAO GREGA (AT1CO) (FIGURA 6)

Um exemplo (figura 7).

Podemos observar no quadro seguinte alguns exemplos
onde se aplicou o Principio multiplicativo, dando assim ori-
gem a uma representacgio reduzida de nimeros mais ele-
vados (figura 8).

Alguns exemplos (figura 9).

O sisterma de numeracio atico apresenta uma caracte-
ristica interessante: alicercado numa base decimal, recor-
rendo ao principio da adicio, apresenta um simbolo par-
ticular para cada um dos niimeros 1, 10, 100, I 000, bem
como para cada um dos niimeros: 5, 50, 500, 5 00O, € as-

TO00

Figura 8
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Figura 5

sim continuadamente. O sistema grego, ao contririo da
nossa notacdo posicional, nao era puramente posicional e
o célculo era bastante complicado porque requeria um uso
enorme de simbolos, idénticos, mesmo apés a introducio
do principio multiplicativo.

5. NUMERAGAO ROMANA

Roma (capital da Italia) foi o centro de uma das mais noti-
veis civilizacdes da antiguidade. O sistema de numeracio
romana (ou nuameros romanos) desenvolveu-se na Roma
Antiga e utilizou-se em todo o seu Império. Neste sistema,
as cifras escrevem-se com determinadas letras, que repre-
sentam os numeros. As letras sdo sempre maitsculas, ja
que no alfabeto romano ndo existem as minisculas, as le-
trassao, V, X, L,C,De M.

Repetindo cada simbolo duas ou trés vezes (nunca mais
que trés) o ntimero fica duas ou trés vezes maior: Os sim-
bolos V, L e D nio se repetem

As letras I, X ou C colocam-se 2 esquerda de outras de
maior valor para representar a diferenca deles, obedecen-
do as seguintes regras:

= 16 se coloca a esquerda de V ou de X;

= X0 se coloca i esquerda de L ou de C;

« Cs6 se coloca a esquerda de D ou de M.

Neste sistema de numerac@o as letras devem situar-se da
ordem de maior valor para a de menor valor. Nio se deve

=

0 100

Figura 10

Figura 6

escrever mais de trés [, ou trés X, ou trés C em qualquer
numero. Se estas letras se situam antes (2 esquerda) de um
V, um L, ou um D, subtrai-se o seu valor A cifra das ditas
letras. Exemplo: IX, XC ou XL, que significam, 9, 9o, 40
respetivamente (figura 10).

Ainda hoje utilizamos esse sistema de numeracio em
algumas situacdes, tais como:

= Designacio de papas e reis;

« Designacio de séculos e datas;

+ Indicacdo de capitulos e volumes de livros;

+ Mostradores de alguns relogios, etc.

6. NUMERACAO MA1A

A civilizagdo Maia foi uma das maiores civilizagdes do Oci-
dente. Ocupavam um territério ao sul do México, Guatemala
e a norte de Belize. No seu sistema de numeragao tinham
como base ndo a dezena, mas a vintena e as poténcias de
vinte. No sistema de numeragdo Maia, os algarismos sdo
baseados em simbolos. Os simbolos utilizados s3o o pon-
to e a barra horizontal, e no caso do zero, uma forma oval
parecida com uma concha. A soma de cinco pontos consti-
tui uma barra, dessa forma, se usarmos os simbolos maias
para escrever o numeral oito, utilizaremos trés pontos so-
bre uma barra horizontal (figura 11).

O vinte, eles escreviam como o zero e depois o T em
cima, ou seja, uma «vintena» e nenhuma unidade. Qua-

. 0 1 2 3 4
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trocentos (20x20) é zero, depois zero e um, ou seja, uma
«quatrocentena» , nenhuma «vintena» e nenhuma unida-
de (figura 12).

A numeracdo dos Maias dificilmente deveria prestar-
se a pratica das operagdes aritméticas e o sistema devia
servir apenas para consignar os resultados de célculos ja
efetuados.

7. NUMERACAO INDO-ARABE

O sistema de numeracdo indo- arabe teve origem no «sim-
bolos de brahmi» que era um sistema de numeracio, de
base decimal, que atribuia um simbolo a cada uma das uni-
dades, das dezenas, das centenas, dos milhares, das deze-
nas de milhar, «seguindo o mesmo principio da numera-
¢lo grega» (figura 13).

Por volta do ano 600 d.C os hindus utilizando os «sim-
bolos brahmi», recriaram um sistema decimal que se expri-
me na base 10 e posicional porque o valor dos algarismos é
determinado pela sua posi¢do na escrita dos nimeros. A po-
sicao de um algarismo na representa¢do do niimero deter-
mina o seu valor. Assim, o algarismo a colocado na posi-
cdo x representa a.1ox. Nasceu assim um sistema completo
e coeso, detendo um conjunto de condi¢bes necessarias a
construcdo de uma numeragdo aprovisionada das mesmas
potencialidades do nosso sistema atual. O sistema de nu-
meracio hindu conseguiu alcancar um nivel de perfeigao
que durante muitos séculos se procurou atingir. Al-Kho-
warizmi decidiu contar ao mundo as boas novas. Escreveu
um livro chamado «Sobre a arte hindu de calcular», expli-
cando com detalhes como funcionavam os dez simbolos
hindus. Coube ao matematico italiano Leonardo de Piza
(apelidado Fibonacci ) a gléria de ter trazido para a Euro-
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Figura 14

pa a numeracao indo-ardbica que veio substituir o compli-
cado sistema inventado pelos romanos. No entanto, a in-
troducio dos numerais indo-arabes encontrou oposi¢ao do
publico, visto que estes simbolos dificultavam a leitura dos
livros dos mercadores. A introdugio dos dez simbolos na
Europa Ocidental foi lenta. O primeiro manuscrito francés
onde sdo encontrados data de 127s.

Podemos ver neste quadro a evolugdo dos nimeros de
brahmi até aos dias de hoje (figura 14).
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O centro desaparecido
de uma circunferéncia

Jost Luiz PASTORE MELLO

Todo professor que costuma utilizar o compasso na lousa
sabe que com alguma frequéncia a ponta seca escorrega
e... pronto, esta perdido o centro da circunferéncia! Recu-
peré-lo é uma tarefa simples se, além do compasso, temos
uma régua em maos, bastando para isso encontrar o ponto
de interseccdo das mediatrizes de dois segmentos secantes
a circunferéncia. O fato inusitado é que, mesmo nio dis-
pondo de uma régua em maos, também é possivel recupe-
rar o centro perdido da circunferéncia utilizando apenas o
compasso, porém, essa é uma tarefa bem mais complexa.
Vocé sabe como se faz isso?

Mais surpreendente do que saber que o problema de
recuperar o centro perdido da circunferéncia tem solugio
usando apenas o compasso é o fato de que Lorenzo Masche-
roni, poeta e matematico italiano do século XVII, demons-
trou no livro Geometria del Compasso, publicado em 1797,
que toda construgdo euclidiana que pode ser feita com ré-
gua e compasso, também pode ser realizada apenas com o
compasso. Por essa descoberta Mascheroni recebeu vérias
honrarias da academia de ciéncia italiana. Curiosamente,
em 1928, um estudante de matematica encontrou em uma
livraria de Copenhague um velho livro, datado de 1672, de
autoria de um obscuro matemditico chamado Gerog Mohr,
que continha a demonstracio do resultado obtido por Mas-
cheroni. Nao podemos dizer que Mascheroni plagiou Mohr
porque as demonstracdes conduzidas por ambos sio dife-
rentes, porém, € possivel cogitar que Mascheroni tenha tido
algum contato com o livro de Mohr. Polémica a parte, o re-
sultado demonstrado por ambos os matematicos é conhe-
cido atualmente como teorema de Mohr-Mascheroni.

Inspirados pela discussdo engendrada por esse teore-
ma, estudos iniciados pelo matematico francés Jean Victor
Poncelet, e concluidos pelo matematico suico-alemao Jacob
Steiner, deram conta de provar posteriormente que nem
todas as construgdes euclidianas podem ser realizadas ape-
nas com o uso de uma régua, porém, contando-se com uma
circunferéncia e seu centro ja tracados no plano da constru-
¢30, a régua se torna suficiente para todas as construgoes,
o que é conhecido como teorema de Poncelet-Steiner.

Voltando ao problema da localiza¢do do centro desapa-
recido da circunferéncia apenas com o uso do compasso,
hoje em dia ele pode ser resolvido de forma relativamente
simples utilizando-se o recurso de uma transformacio ge-
ométrica denominada inversdo. Tal recurso foge do con-
texto da matematica escolar basica, porém, isso nao invia-
biliza a busca de uma solucdo, ainda que complexa, com
recursos elementares de desenho geomeétrico, o que sera
apresentado a seguir. Antes de mergulharmos na resolu-
¢do do problema, fica a recomendagio para o leitor: vocé
ird apreciar melhor a demonstracdo se utilizar um compas-
so e uma folha de rascunho para investigar cada passagem
descrita a seguir.

As linhas tracadas nas figuras sdo apenas representa-
¢oes para facilitar a compreensao da demonstragio. Nossa
regra proibe o uso da régua, e permite o uso do compasso
apenas no tragado de circunferéncias centradas em pontos
ja construidos e passando por pontos ja construidos.

Dada a circunferéncia A, de centro desconhecido (figu-
ra 1), comece marcando dois pontos quaisquer X e Y sobre
ela. Em seguida, com o compasso marque os pontos A e Bna
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Figura 1

Figura 2

mediatriz de XY (é possivel fazer isso usando apenas o
compasso). Marque um ponto Z em A;, o que definird YZ.
Marque os pontos C e D na mediatriz de YZ. Trace os si-
métricos de C e D em relaciio a E, nomeando-os de C' e
D', respectivamente (isso também pode ser feito 6 com o
compasso, tente!). Construa o ponto E, que deve ser vérti-
ce de um paralelogramo DCC'E. Como DE e DD’ s0 pa-
ralelos 3 CC', segue que D', D e E so colineares (figura 1).
Por ora deixe em suspenso essa construgio para obter, em
outra figura, a quarta proporcional entre D'E, D'D e C'E,
que serd nomeada de K, e obtida por .

D'D &k
DE ¢cF
Construa as circunferéncias concéntricas A, e A, de raios con-

gruentes A D'E e D'D, denotando o centro por O (figura 2).
Sobre A, marque os pontos R e S de forma que RS seja con-

gruente  C'E. Escolha uma abertura no compasso que permi-
ta tracar os pontos R'e S'em A5 de forma que RR'e SS’ sejam
congruentes. Tal construgio garante que os tridngulos ORR’
e 0SS’ sejam congruentes. Como m(ZROR) = m(£50S"),
segue que m(ZSOR) = m(£S'OR’). Os triangulos SOR e
S'OR’ sio is6sceles, com m(£SOR) = m(£S'OR), o que
permite concluir que sdo semelhantes, pelo caso LAL de
semelhanca. Segue que
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Figura 3

05 RS

05 RS
ou, de forma aniloga, que

D'D RS

D'E  CE’

o que implica dizer que R'S’ = k.

De volta a A;, com o compasso centrado em D e depois
em D/, e raio de medida k, trace o ponto F na interseccio
das duas circunferéncias (figura 3). Uma vez que

D'D &k

DE - CF
segue que D', F e C' estdo alinhados (conseqiiéncia do
fato de que os tridngulos D'C'E e D'FD sio semelhantes
com razdo de semelhanca k). Uma vez que F est4 nas me-
diatrizes de XY e de YZ, ele ser4 o centro perdido de A,
(figura 3).

Em tempos que o desenho geométrico tem sido tio pou-

co explorado na escola, o problema apresentado costuma
mobilizar intensamente o interesse dos alunos.

Jost Luiz PAsTorRE MELLO
CoLtclo Santa Cruz, EM SA0 PauLo, BrasiL



VAMOS JOGAR  HE

Dominé Algébrico: o algoritmo da divisdo de uma
forma ludica

JoAo ViTOrR TEODORO
Luiz FERNANDO DE SouzA FREITAS

INTRODUCAO Inicia o jogo quem obtiver a peca especial com inscricio
— i Z,,que serd colocada em jogo, apés isso, HXimo a jogar
O presente texto tem como principal objetivo apresentar <29 é (_) ) LIOE aF(_}S_ g pfo a;o‘g
A E e . serd o da direita do jogador que iniciou e, assim, sucessiva-
mais uma importante ferramenta lidica de se ensinar, o

jogo Dominé Algébrico. Apés a apresentacdo de suas re-

gras e relagdes com a matemdtica, especificamente a di-

mente. Caso o jogador ndo tenha peca disponivel para a si-
tuagdo de jogo, ele passa sua vez para o préximo jogador.

As pecas especiais podem ser inseridas a qualquer mo-
mento, qualquer peca pode ser ligada s pecas especiais e
para que se entenda o procedimento das ligacoes restan-

visdo no conjunto dos inteiros que faz referéncia ao Algo-
ritmo da Divisdo e seus conceitos, alguns problemas sao
propostos. O conceito pode ser estendido para uma lingua- 2 h L
; ~ . tes, o conceito de Algoritmo da Divisdo ser4 apresentado.
gem mais aprofundada que trata sobre relagdes de equiva-

léncia, mais especificamente a congruéncia. Espera-se que

o texto facilite tanto no desempenho do jogador como na

compreensdo dos conceitos trabalhados.

O DOMINO ALGEBRICO 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1|]2

O Domind Algébrico é composto por pegas similaresasdo | 1 [| 2 |3 || 4 ||5||6|[7|]|8|[9||10]||n]]2
dominé convencional, porém, os pontos marcados variam
de zero (lado branco) a onze e, dado que cada pedra pos-
sui duas dessas numeracdes e ndo hé pecas repetidas,te- | 3 [| 4 [[ 5|6 || 7|8 |[o||w||n]||3]|]4]]s
mos um nimero de pegas igual a setenta e oito, além de
seis pegas especiais, que serdo comentadas a seguir, tota-
lizando oitenta e quatro pegas (figura 1).

Podem jogar duas, trés, quatro, seis ou oito pessoas, in-
dividualmente ou em duplas quando possivel, sorteando e

[<)}
~J
o
w
i
o
e
~
(¥, ]

o
~
oo

o

s
B
L
L
L
[¥,]
Ln
wu
LA
[=)}
|en
|an

dividindo as pecas entre elas, sem que possa restaralguma. |10 || 11 || 5 6 (|7 (|8&8]|9f|1W0|N]||6]|]|7]|8

Devem:se jogar vdrias partidas somando pontos e o joga-

dor ou a dupla que acumular primeiramente seis vitérias, | © || 6 || & 7117 T2 L7 L8 888

vence o jogo. gl mn 7 8 Q|10 |{1{||8 911101
O objetivo do jogador ¢ eliminar suas pecas antes de

qualquer oponente ou trancar o jogo, ou seja, criar uma si- 9 9 [0 [0 | M| |Z||Z||Z|]|Z|]|Z|]|Z

tuagdo onde ninguém tenha pecas a serem jogadas, obten- gffwoinffwomi|nflz||z|(|lz||z||z Z.,
do soma dos valores das pecas ndo especiais do dominé
em maos inferior as dos oponentes. Figura 1.— Pecas do Dominé Algébrico
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Sabemos da Algebra que, nos inteiros, a divisdo de um
niimero por outro nem sempre é possivel, porém, é possivel
efetuar uma divisdo com resto definido por meio do Algoritmo
da Divisgo (Domingues & lezzi, 2003; Gongalves, 1999).

Algoritmo da Divisdo (Divisdo Euclidiana): Sejam a e b dois
ntimeros inteiros com a > 0. Entdo, sempre, podem-se en-
contrar dois niimeros inteiros g e r tais que:

b=axg+r, comO=<r<a.

Nessas condicdes, q e r sdo chamados, respectivamente,
de quociente e resto da divisdo de b por a.

No jogo, considerando as pecas numeradas, cada va-
lor b, de uma peca poderd ser ligado a um valor b, de outra
peca se dada a ultima peca especial Z, colocada em jogo,
entdo as divisdes euclidianas entre b, e b,, ambos por a, ob-
tiverem restos iguais, ou seja:

b=axg,+nrneb,=axgqg,+r,deformaquer,=r,

E importante salientar, antes de apresentar o Algoritmo da
Divisdo aos alunos, que essa teoria é necesséria ao entendi-
mento do funcionamento do jogo, ou seja, que é parte fun-
damental das regras.

Um exemplo de partida do Domind Algébrico é
apresentado:

Exemplo: Considerando quatro jogadores jogando in-
dividualmente, cada um receber4 dezoito pecas. Quem ti-
ver a peca Z,, inicia a partida, assim, pode-se ligar qualquer
peca a Z,,, e o jogo sera jogado como de maneira tradicio-
nal até que se coloque outra peca especial, pois, cada valor
quando dividido por 12 terd resto tnico, ou seja, nenhum
outro numero de 0 a 11, ao ser dividido por 12, ter4 resto
igual (tabela 1).

Tabela 1.— Os nimeros 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10e 1
como produto de 12 mais resto.

0=12x0+0
1=12x0+1
2=12x0+2
3=12x0+3
4=12x0+4
5=12x0+5
6=12x0+6
7=12x0+7
8=12x0+28
9=12x0+9
10=12x0+10
N=12x0+M
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1? peca 2% peca 1* peca 2% peca 3° peca

NN o |~ NN o |~ ~ | =

=3 =] (xy =]

Figura 2.— Segunda peca  Figura 3.— Terceira peca

4°peca 1°peca 2°peca 3% peca

o o [ [N IN o | ~| =

Figura 4.— Quarta peca

5%peca 4*peca 1®peca 2%peca 3% peca

N[Nl|lo|lw||N[N|lwv |~ ~ | =

o i £} X

Figura 5.— Quinta pega

Assim, o préximo jogador, que colocard a 29 peca, pode
ligar qualquer peca a Z,,, pois, ela ¢ especial (figura 2).

O préximo a jogar, colocard a 3 pega, que poderd ser
qualquer se ligada a Z,,. Se preferir, poderd ligar ao lado 7
também uma peca com valor 7 (como foi visto nas divi-
sbes anteriores). Ou uma peca especial em qualquer lado
(figura 3).

O jogador que colocara a 4° pega poderd ligar a Z,, qual-
quer peca, ligar uma peca que contenha valor 11 4 3% pe¢a
ou uma peca especial em qualquer lado (figura 4).

O jogador que colocard a 57 pega poderd ligar uma ou-
tra que contenha valor 6 em um dos lados a 4 pega, uma
que tenha valor 11 em um dos lados 2 3% peca ou uma peca
especial em qualquer lado (figura 5).

Tabela 2— Os ndmeres 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9,10e 11
como produto de 3 mais resto

0=3x0+0
1=3x0+1

2=3x0+2
3=3x1+0
4=3x1+1

5=3x1+2
6=3x2+0
7=3x2+1

8=3x2+2
9=3x3+0
10=3x3+1
MNM=3x3+2
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5%peca 4"peca 1°peca 2%peca 3%peca 62 peca
NNl o |[|NINIlo |~ ~|= (|| 2
Figura 6.— Sexta peca
5%peca 4%peca 1°peca 2%peca 3%peca 6°peca 7° peca
NNl x| [N IN|lo < N~ Ellee |2« w»n
Figura 7.— Sétima peca
8"peca 5%peca 4%°peca T1%peca 2%peca 3%peca 6%peca 7% peca
Nl || NINllo|wo|[ININIlo|w||~|[=||lw|2]|]|<]|w
Figura 8.— Oitava peca
9% Peca
8%peca 5%peca 4%peca 1%peca 2%peca 3%peca 6%peca 72 peca
! Nie [ [N N e | w || N Nile |~ ~|Elleo| 2] ]|,

1

Figura 9.— Nona peca

Como uma pega especial foi colocada em jogo, 0 a em
questdo serd 3, ou seja, ambos os valores das pecas a se-
rem ligadas devem ter restos iguais quando divididos por 3.
Dessa forma, o jogador seguinte pode ligar qualquer peca
a Z,, ligar uma peca com resto 2 na divisdo por 3, que pode
ser visto na tabela 2, ao lado 11 da 3% peca ou colocar uma
peca especial em qualquer lado (figura 6).

O jogador seguinte pode ligar qualquer peca a Z,, ligar
uma pega com lado de resto 1 na divisdo por 3 ao lado 10
da 6% peca ou colocar uma peca especial em qualquer lado
(figura 7).

O préximo a jogar pode ligar qualquer peca a Z,, ligar
uma pega com lado de resto 2 na divis3o por 3 ao lado 5
da 7° pe¢a ou colocar uma peca especial em qualquer lado
(figura 8).

A pega a ser colocada agora, pelo préximo jogador, deve
ter lado com resto 1 quando dividido por 3 se ligada & 87 pe-

¢a, lado com resto 2 na divisdo por 3 ao lado 5 da 7° peca
ou colocar uma peca especial em qualquer lado (figura 9).

O jogo terminard quando um jogador eliminar suas pe-
cas ou todos nao tiverem pecas a serem colocadas.

Além da prépria problematizacao oferecida diretamen-
te no ato de jogar, alguns problemas extras podem, tam-
bém, ser oferecidos como forma de aplicacio direta e for-
mal da teoria. Seguem alguns problemas que podem ser
abordados:

Problema 1. Quando o jogo ¢ iniciado, ou seja, a pea espe-
cial Z,, é inserida, quais valores podem ser ligados?

Solugdo. Nesse caso, deveremos ligar valores que te-
nham mesmo resto quando divididos por 12. Assim, como
descrito na tabela 1, valores inteiros entre 0 e 11 quando di-
vididos por 12, s6 quando forem iguais, coincidem os valo-
res do resto.

VAMOS JOGAR
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Problema 2. Quando a peca especial Z, é colocada em jogo,
quais valores poderdo ser ligados?

Solugdo. Os valores a serem ligados devem ter restos
iguais quando divididos por 2. Dessa forma, como todos
os numeros pares tém resto 0 na divisdo por 2 e os impa-
res, resto 1 na divisdo por 2, entdo, poderdo ligar entre si
valores pares e poderdo ligar entre si valores impares. Em
particular se ligardo os valores oferecidos no jogo.

Problema 3. Quando a pega especial Z, é colocada em jogo,
quais valores poderdo ser ligados?

Solugdo. Os valores a serem ligados devem ter restos
iguais quando divididos por 3. Dessa forma, como expres-
so na tabela 2, poderdo ligarentre si 0, 3, 6 e 9, também po-
derdo ligar entre si 1,4, 7 e 10 e poderao ser ligados entre si
também os valores 2, 5, 8 e 11.

Problema 4. Quais pegas especiais fazem com que os valo-
res 2 e 4 possam ser ligados?

Solugdo. As pecas especiais que permitem a ligagdo en-
tre 2 e 4 sdo:

Z,pois,2=1x2+0 e 4=1x4+0;
Z, pois,2=2x1+0 e 4=2x2+0.

Problema 5. Qual peca especial permite que quaisquer
valores possam se ligar até que outra peca especial seja
colocada?

Solugdo. Somente a peca especial Z,. Vejamos.

Vale para Z,, pois, b=1xb+0eb’=1xb"+ 0 para quais-
querbeb’.

N3o vale para nenhum outro Z, = Z,, pois, sendo a > 1,
dada a divis3o euclidiana de b por a, entdo:

b=axg+r, com0O=<r<a.

Fazendo também a divisdo euclidiana de b + 1 por a,
entdo:

b+l=axqg'+r, comO=r<a.

Assim,
« SeOs<r+1<a,entdor'=r+1eq’=gq, ficando:

b+l=axq+(r+1), com0O=<(r+1)<a,

Desse modo, b e b + 1 ndo poderio ser ligados.
+ Ser+1=a,entior =0, pois:

b+l=axqg+r+l=axqg+a=ax(q+1)+0
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Desse modo, 0 =r=r=a-1, poisa—-1=0, jd que
a>1l.

O que nos diz que b e b + 1 ndo poderdo ser
ligados.

Problema 6. Se, em meio a um jogo, liga-se o valor 5 ao 7
e, posteriormente o valor 7 ao 10, qual Z, foi inserido por
ultimo no jogo?

Solugao. Os valores 5 e 7 se ligardo quando for inserido
Z,0ou Z,. E, os valores 7 e 10 se ligardo quando for inserido
Z,ou Z,. Dessa forma, para que ambas as ligacdes ocorram,
a peca especial a ser inserida por ultimo deve ser Z,.

Problema 7. Por que n3o se pode ter a peca especial Z;?
Solugao. Pelo algoritmo da divisao
b=axqg+r, comO=<r<a
Se houvesse a peca especial Z,, ent3o, a =0 e, portanto,
b=r, com0=<r<0,
o que é um absurdo.
Problema 8. Quais pegas especiais fazem com que os valo-
res 7 e 10 possam ser ligados?

Solugdo. As pecas especiais que permitem a ligacio en-
tre 7 e 10 sio:

Z,pois,7=1x7+0 e 10=1x7+0;
Z,pois,7=3%x2+1 e 10=3x3+1.

Problema 9. Para o caso em que a pega Z, esteja valendo
no jogo. Quais valores terdo resto 0?
Solugdo. Pelo algoritmo da divisao

b=axg+rcom0O<r<a
Se r=0, entdo,
b=axgq,com0<a,
ou seja, para valores multiplos de a.
Problema 10. Mostre que os valores b e b” podem ser liga-
dos quando a ultima peca especial colocada em jogo for Z,
se, e somente se, b — b"=a x k, para algum k inteiro.

Solugao.
(=) Como b e b” podem ser ligados, ent3o:

b=axqg+r e b'=axq +r
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Fazendo b — b” obtemos:

b-b'=axq+r-(axqg +r) =
=axq+r—-axq -r=axq-axq

Colocando g em evidéncia:
b-b'=ax(q-q’)

Como g e q” sdo inteiros, entdo, g — g"= k, onde k é intei-
ro. Portanto,

b—-b'=ak.

(&) Seb—b"=ake, como be b’ podem ser expressos atra-
vés do algoritmo da divisdo na divis3o por a:

b=axqg+r, comO=r<a

b'=axqg +r,com0=<r<a
Fazendo b—b":

b-b'=axq+r—(axq +r)=ak=
=axq+r—axq —r=ak

Colocando a em evidéncia:
ax(q-q’)+r—r=ak

Mas, como ak ¢ inteiro para a e k inteiros, entdo, (—q’) =k
er—r'=0,logo, r-r'e, assim, b e b’ podem ser ligados.

A nogdo estabelecida anteriormente pode ser estendida atra-
vés de conceitos introduzidos pela Algebra Abstrata. Tais
conceitos sdo, geralmente, oferecidos no nivel superior. To-
dos os problemas resolvidos utilizando o Algoritmo da Di-
visdo podem ser resolvidos utilizando a notagéo de Relagao
de Equivaléncia, e o jogo pode ser jogado utilizando ambas
as linguagens apresentadas.

RELATO DE UMA APLICACAO

O Dominé Algébrico foi aplicado em uma oficina a nove alu-
nos matriculados nos primeiro e quarto anos em um curso
de licenciatura em matemdtica. Partes dessa aplicagio fo-
ram registradas em video e, posteriormente, avaliadas.

Em geral, o jogo foi bem aceito, todos os participantes
jogaram corretamente e, aparentemente, divertiram-se, pro-
duzindo entre os jogadores o desenvolvimento de um con-
teddo matemdtico de forma descontraida e ludica.

Essa aplicacdo permitiu a elaboracdo de alguns dos pro-
blemas que ndo estavam no material, principalmente o Pro-
blema 7, que foi motivado por indagacdes por parte de alu-
nos do primeiro ano, e o Problema 5 que havia sido deixado
em aberto, principalmente sobre a possibilidade da respos-
ta ser Z,, ocasionando uma suposta divisdo por zero.

CONSIDERACOES FINAIS

A problematica oferecida pelo jogo exige do aluno o domi-
nio tedrico e estratégico envolvendo conceitos matemati-
cos. Para jogar, é necessario entender e respeitar as regras
e, para isso, € preciso dominar o conhecimento mateméti-
co que, aprimorado, melhora o desempenho e aumenta as
chances de sucesso do jogador.

O jogo comeca a ser tratado como coisa séria e os pro-
fessores enxergam nele uma forma construtivista de ensinar,
além de tornar o ato de jogar ou brincar uma forma diverti-
da de aprender, resultando numa aula mais rica e descon-
traida. «Jogar ndo € estudar nem trabalhar, porque jogan-
do, o aluno aprende, sobretudo, a conhecer e compreender
o mundo social que o rodeia.» (Groenwald & Timm, 2000,
p. 21).
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TECNOLOGIAS NA EDUCACAO MATEMATICA

Um inventdrio para a andlise de tarefas que
envolvem recursos tecnolégicos!!

PAULA CRISTINA TEIXEIRA, ANTONIO DOMINGOS

As tarefas que envolvem tecnologia sdo um recurso did4tico com alguma representatividade nos manuais escolares.

Neste numero apresentamos uma ferramenta que apoia o professor na sele¢fo e adaptagéo destas tarefas, em parti-

cular, na tomada de decisdo na adequagdo do recurso tecnol6gico a situagdo matemdtica e 2 aprendizagem.

A natureza das tarefas pode ser estudada com a atencao
focada em aspetos diferentes das suas caracteristicas. Pe-
pin (2012) atendendo aos diferentes focos de anilise das
caracteristicas de uma tarefa, apresentados por vérios au-
tores, criou um inventdrio que resulta da compilacdo des-
sas propostas.

Este inventdrio faz parte de uma ferramenta que Pepin
(2012) denominou de catalitica uma vez que funciona, para
os professores, como catalisador da anélise sobre as tare-
fas e a configuragao que propde parece vantajosa. No final
do inventdrio o professor obtém como retorno (feedback)
a caracterizagdo da tarefa que se propés analisar. A anéli-
se desse retorno permite a reflexdo e a tomada de decisdes
sobre a tarefa inicialmente inventariada.

O retorno sdo as informacdes fornecidas, oralmente ou
por escrito, a um aluno por um agente (por exemplo, um
professor, um colega, um livro, os materiais curriculares,
pelo préprio, por uma experiéncia) sobre aspetos da sua
aprendizagem, do seu desempenho ou da sua compreen-
sdo (Hattie & Timperley, 2007). Esta definicdo de retorno
sustenta as informacdes que o professor obtem do seu tra-
balho com a ferramenta catalftica.

As componentes que fazem parte do inventério para a
andlise da tarefa sdo, além do nivel e o0 ano de ensino, os
contelidos, os processos, e o tipo de tarefa.

Nos contetidos sao propostos dois aspetos: o dominio e
a conexdo na matemdtica. O dominio prende-se com os té-
picos curriculares e pode ser: os nimeros, a 4lgebra, a geo-
metria, a medida e a estatistica e probabilidade. A conexio
na matematica pode ser dentro da matemidtica ou através
de outros temas.

Os processos podem ser por: representacio, anélise-ra-
ciocinio, andlise-processual, interpretagdo e comunicagdo
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oral. No que se refere aos processos ¢é feita uma subdivi-
sao denominada por fluéncia processual e estd dividida nos
passos a realizar.

O tipo de tarefa estd dividida em: familiaridade, contex-
to, compreensao concetual, exigéncia cognitiva, represen-
tacdo matemadtica e ferramentas. A familiaridade, por sua
vez, estd subdividida em seguimento do programa, com al-
guns aspetos novos ou uma situagdo nao conhecida ante-
riormente. O contexto pode ser puro, artificial ou auténti-
co. A compreensdo concetual pode ser: implicita, explicita
ou subordinada. A exigéncia cognitiva est4 subdividida em:
conhecimento (escrever, lista, nome), compreensao (des-
cricdo, sumdrio), aplicacdo (usar, resolver, aplicar), anélise
(comparar, analisar), sintese (planear, inventar, desenvol-
ver) e avaliagdo (criticar, justificar).

A representacdo matemdtica é separada em analdgico, pic-
térico (por exemplo, com graficos), simbélico e numérico.

Por dltimo, as ferramentas podem ser tecnolégicas (a cal-
culadora, o computador) ou outras, como por exemplo fer-
ramentas de geometria (compasso, transferidor).

O trabalho do professor com a ferramenta passa a ser
entendido como um processo que ocorre para além do que
acontece na aula, incluindo a anélise e a selecio de mate-
riais curriculares como parte da planificacdo e reflexdo. A in-
vestigacdo tem mostrado que o investimento em melhorar
as planificagbes e reflexdes representa um grande potencial
para melhorar a qualidade do ensino (Ball & Cohen, 1999;
Fernandez, 2002; Hiebert et al., 2003). Para além disto, é
consensual que, para que o desenvolvimento profissional
tenha lugar, é necessério criar oportunidades para os pro-
fessores trabalharem juntos, na andlise e discussao dos ma-
teriais curriculares em ligacdo com a sua pritica.
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Quadro 1.— Inventdrio para a andlise de uma tarefa com um recurso tecnolégico para as acdes em aula (Teixeira, 2015).

Tipo de tarefa

QuestGes a monitorizar na fase de selecio da tarefa

Tarefas em que o ambiente
facilita as acdes, mas nio
alteram a tarefa do ponto de
vista do aluno.

Tarefas em que o ambiente
facilita a exploragao e andlise
aos alunos.

Tarefas que tém uma parte
que pode ser feita com
papel e ldpis, mas pode ser
resolvida de forma diferente
no ambiente tecnolégico.

Tarefas que ndo podem ser
resolvidas sem a mediacdo do
ambiente tecnolégico.

Existe um problema real para ser resolvido?

Que tipo de conhecimento matematico exige a resolucao da tarefa com a
tecnologia?

Do ponto de vista do conhecimento matemético a que se destina a tarefa, é a
estratégia mais eficiente para a resolugdo do problema no ambiente tecnolégico?
Que tipo de aprendizagem pode promover a tarefa? ,

Esta andlise deve ser feita tendo em conta os conhecimentos prévios dos alunos
€ as suas concegdes?

Quais s@o os meios de acdo previstos no ambiente para resolver a tarefa?

S30 os valores das varidveis da tarefa escolhida que promovem as estratégias
desejadas?

Existe retorno do ambiente para inviabilizar estratégias erradas?

O que sabem os alunos sobre como usar o ambiente para resolver a tarefa?

Serd que o conhecimento matematico dos alunos lhes permite resolver a tarefa
usando ferramentas do ambiente com as quais nao estao familiarizados ou,
inversamente, pode construir-se uma nova estratégia de resolucao capitalizando
a sua familiaridade com o ambiente?

Em aula

Acdes a monitorizar durante a fase da orquestracao
instrumental com os alunos

Para manter a exigéncia
cognitiva da tarefa

Apoiar o pensamento e raciocinio do aluno.

Dar aos alunos os meios para avaliar o seu préprio progresso.

O professor ou alguns alunos devem exemplificar desempenhos de nivel elevado.
O professor deve estimular justificagdes, explicacdes e significados através de
questdes, comentdrios e retornos.

As tarefas devem ter atengdo ao conhecimento prévio dos alunos.

O professor deve estabelecer frequentemente conexdes concetuais.

Deve ser dado tempo suficiente para explorar as tarefas, nem de menos nem de
mais.

Para evitar o declinio da
exigéncia da tarefa

Aspetos problemdticos da tarefa ndo devem tornar-se rotineiros.

O professor n3o pode tomar conta do pensamento e raciocinio e dizer aos
alunos como resolver o problema.

O professor ndo pode mudar a énfase dos significados, conceitos ou
compreensao para a correcdo ou perfei¢do das respostas.

N3o ser dado tempo suficiente para lidar com aspetos exigentes da tarefa, ou ser
dado demasiado tempo.

» Os alunos nao serem responsabilizados pelos resultados ou processos.
+ Daraimpressdo aos alunos que o seu trabalho nao serd tido em consideragao

para a avaliacdo.

Pepin (2012) pretende, com o seu trabalho, melhorar a
compreensdo e teorizar o conceito de retorno em ligagdo
com as ferramentas didaticas. Neste contexto, as ferramen-
tas sdo uma forma de comunicagdo, que transmitem infor-
magcdo sobre as opera¢es de uso e as suas consequéncias.
Nos atuais contextos culturais, esses objetos !igam-se com
as intengGes, empregos e propdsitos, tém uma voz expres-
siva e assumem um papel novo na investigacdo como uma
ligagao poderosa a aprendizagem do professor.

No seguimento do anteriormente apresentado, e tentan-
do completar o guido proposto por Pepin (2012), o Quadro 1.
(Teixeira, 2015) apresenta uma proposta de inventdrio para a
andlise de uma tarefa (por exemplo: uma ficha de trabalho,
um guido para uma apliqueta de um recurso tecnolégico,
um guido de utilizagdo de um software especifico para auxi-
liar a aprendizagem dos alunos) para ser aplicada com os
alunos com um recurso tecnolégico. Na fase de producio
da tarefa pretende-se apoiar o professor na reflexdo sobre
a adequagdo do recurso tecnolégico e da tarefa 2 situacio
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UMA TAREFA PARA INVENTARIAR

TAREFA DE INVESTIGACAO — PROPRIEDADES DO PARALELOGRAMO

1. Abre o programa The Geometer’s Sketchpad. Traga uma reta AB. A se-
guir, marca um ponto C fora da reta. Traca a reta paralela a AB e que
passa pelo ponto C.

2. Traca a reta AC. Depois, traca a reta paralela a AC e que passa pelo
ponto B. Marca o ponto D na interseccio das duas retas conforme
indicado na figura.

3. O quadriltero assim construido é um paralelogramo. Arrasta o pon-
to A e confirma que os lados opostos do paralelogramo sdo sempre

paralelos.

4. Mede o comprimento do lado [AB] (distincia entre A e B) e o comprimento do lado [CD]. Arrasta o ponto A (para ver
vdrios paralelogramos) e observa esses dois valores. O que podes concluir? Podes concluir o mesmo para os lados
[AC] e [BD]?

5. Mede a amplitude dos 4ngulos CAB e CDB. Arrasta novamente o ponto A. O que podes concluir? Podes concluir o
mesmo sobre os angulos ACD e ABD? Para medir a amplitude do angulo CAB: Seleciona os pontos C, Ae B (por essa
ordem). Depois em Measure, escolhe Angle.

6. Usando a calculadora (em Measure seguido de Calculate...), calcula a soma das amplitudes de dois angulos consecu-
tivos, por exemplo, os angulos CAB e ACD. O que observas?

7. Traga as duas diagonais do paralelogramo. Marca o ponto O na sua intersecgdo. Mede o comprimento dos segmen-

tos [OA], [OB], [OC] e [OD]. Arrasta o ponto A e observa esses quatro valores. O que podes concluir?
8. Completa: Um paralelogramo é um quadrilatero em que os lados opostos sdo paralelos.

Propriedades dos paralelogramos:
» Os lados opostos...

« Os dngulos opostos...

« Dois &ngulos consecutivos...

» As duas diagonais...

(Em Cémara, A, Marques, M., Ferreira, P,, Dias, C., Lagoa, ., & Lenadro, S. (2006). Matemética Sem Limites. 7.° ano — CD do professor)

matematica. Ou seja, ajudar o professor a refletir nas van-
tagens e desvantagens da utilizacdo do recurso tecnolégi-
co como mediador da aprendizagem do aluno numa deter-
minada situacdo matemdtica. Na fase da aula, pretende-se,
em particular, alertar o professor para as acdes a que deve
estar atento na aplicac&o da tarefa para que o seu grau de
exigéncia ndo se altere durante a orquestragdo instrumen-
tal (Bussi & Mariotti, 2008) com os alunos.

Este inventdrio assume, na primeira parte, a forma de per-
guntas que funcionam com a mesma finalidade das compo-
nentes que integram a ferramenta catalitica de Pepin (2012).
O professor, no seu trabalho auténomo ou em pares utiliza
a ferramenta com uma dupla funcionalidade, a de obter o
retorno da utilizagdo da ferramenta, assim como das suas
reagdes ao retorno. As reacdes ao retorno podem ir no sen-
tido de aplicar ou rejeitar a tarefa em anlise.

O inventdrio pode ser usado em dois momentos: duran-
te a construcdo da tarefa a propor aos alunos e apés a sua
concretizacdo, suportando a reflexdo sobre pormenores da
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aula, em especial, das orquestracdes com os alunos. As acdes
que o professor deve monitorizar durante a aula servem tam-
bém como agentes reguladores dos tipos de orquestracdes
aluno-aluno e professor-aluno a que importa estar atento no
sentido de n3o alterar o grau de exigéncia da tarefa.

Os inventérios apresentados podem desempenhar um
papel importante, no trabalho documental do professor, na
fase de selecdo e preparacio de uma tarefa. N3o se preten-
de que estes inventdrios neutralizem os esquemas sociais
que o professor assimilou nos seus contextos, mas preten-
de-se, antes, que com o trabalho sobre os retornos, os pro-
fessores, individualmente ou coletivamente, elaborem ferra-
mentas que permitam uma integracdo proficua dos recursos
tecnolégicos na aula de matemitica.

A tarefa no que se refere ao contetido é do dominio da
Geometria e a conexdo ¢ dentro da matemética. O processo
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¢ de aniélise-processual, os alunos vio realizar os passos
1 a 8 previstos na proposta da tarefa. Em relagdo ao tipo
de familiaridade, se os alunos estiverem habituados a uti-
lizar recursos tecnolégicos, trata-se de uma tarefa no se-
guimento do programa, caso contrério, serd uma situacdo
ndo conhecida anteriormente, por causa da introducdo do
programa de geometria dindmica. O contexto & artificial, a
compreensdo concetual é implicita e a exigéncia cognitiva
é de compreensao, os alunos vio descrever um conjunto
de observagdes e sumariar as propriedades do paralelogra-
mo, a representacdo matemadtica é analégica e as ferramen-
tas é o computador.

O ambiente do programa de geometria dinimica facili-
ta a exploragdo e andlise dos alunos, em particular, através
da fungao de arrastamento. A escolha deste ambiente tec-
nolégico é uma estratégia adequada ao conhecimento ma-
temdtico a que se destina a tarefa. Os conhecimentos ma-
tematicos requeridos s3o os conceitos de retas paralelas e
diagonais de um quadrilatero. A aprendizagem que se pre-
tende promover sio as propriedades do paralelogramo. No
enunciado da tarefa estdo previstos os meios de acdo dos
alunos no ambiente tecnolégico. Serd o conhecimento ma-
temdtico dos alunos que lhes permitird resolver a tarefa
usando as ferramentas do ambiente tecnolégico, mesmo
nos casos em que nao esto familiarizados com o progra-
ma de geometria dindmica.

As agdes a monitorizar pelo professor durante a fase da
orquestragdo instrumental com os alunos revestem-se de al-
guma andlise prévia. O professor deve preparar-se para al-
gumas questdes que os alunos lhe vao colocar no decorrer
da sua atividade. As dificuldades expectéveis sdo nos domi-
nios seguintes: da realizacdo de generalizagdes a partir da
observagdo e comparagao de figuras, da comunicacdo ma-
temadtica oral e escrita, da autonomia dos alunos.

Serd ainda de prever ritmos diferentes de realizacio da
tarefa. Nesse sentido, pode ser solicitado aos alunos dos
grupos que terminem mais depressa a resolugdo da tare-
fa, que ajudem os colegas mais atrasados a ultrapassar as
suas dificuldades. A esses alunos serdo dadas orientacdes
para que ndo fornegam as respostas aos colegas.

A atividade envolve a entrega do enunciado da tarefa de
investigacdo preenchido, para ser avaliado pelo professor.

EM RESUMO

Aandlise do retorno obtido fornece informagdes que permi-
tem concluir a adequacdo da tarefa a situacdo matematica
e a aprendizagem que se pretende, mediada pelo ambien-
te tecnolégico escolhido.

A ferramenta proposta de an4lise da tarefa apoia a to-
mada de decisao do professor na selecdo ou adequacio da
tarefa e no papel do ambiente tecnolégico para a aprendi-
zagem dos alunos. As questdes para monitorizar a tarefa
na sua fase de construgdo conduzem a reflexdo do profes-
sor no sentido de potenciar as caracteristicas do ambiente
tecnoldgico e na definicdo de estratégias de remediaciio das
restricdes do mesmo. Questdes como: quais sdo os meios
de agdo previstos no ambiente para resolver a tarefa® Sao
os valores das varidveis da tarefa escolhida que promovem
as estratégias desejadas? Existe retorno do ambiente tec-
nolégico para inviabilizar estratégias erradas? S3o determi-
nantes para a avaliagdo da adequacdo de um determinado
ambiente tecnolégico, a resolucdo da tarefa e 3 aprendiza-
gem dos alunos.

Nota

U Trabalho financiado por fundos nacionais através da
FCT — Fundagdo para a Ciéncia e Tecnologia no ambi-
to do Projeto Promover o Sucesso em Matemdtica (contrato
PTDC/CPE-CED/121774/2010)
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ENCONTROS

GEOMETRIAS & GRAPHICA 2015
TENDENCIAS NO PENSAMENTO GRAFICO

1l Conferéncia Infernacional da A

on Grap

X1 Ink

ring for Arls and Design

A Conferéncia Geometrias & Graphica 2015 realizar-se-4 en-
tre os dias 1, 2 e 3 de outubro de 2015, na Universidade Lu-
siada de Lisboa.

Do esforgo conjunto entre a ABEG (Associagdo Brasi-
leira de Expressdo Gréfica) e a APROGED (Associagdo dos
Professores de Desenho e de Geometria Descritiva) nasce
a Geometrias & Graphica 2015 — uma conferéncia em que
pesquisadores, professores, profissionais e alunos que se
dedicam a prética e investigacdo das 4reas da especialida-
de relacionadas com o pensamento grafico, considerando
o «estado da arte» internacional, terdo a oportunidade de
partilhar os seus conhecimentos e os resultados das suas
pesquisas.

Para mais informagGes consultar: http://www.aproged.
pt/geometriasegraphica2015.html
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Teixeira, P. (2015). Construindo novas ferramentas did4ticas em
matemdtica: professores, aula e recursos tecnolégicos. Tese
de doutoramento nao publicada. Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa, Lisboa.
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Agrupamento de Escolas Jodo de Barros
Unidade de Investigacdo Educac@o e Desenvolvimento

ANTONIO DOMINGOS
Departamento de Matematica da FCTUNL / UIED

CIEMELP 2015

Conferéncia Internacional

CiEMelLP marcada para outubro de 2015.

A Conferéncia Internacional do Espaco Matemético em
Lingua Portuguesa (CiEMeLP), configurada como uma Con-
feréncia Regional da ICMI. A CiEMeLP desenvolve-se no 4m-
bito das linhas de a¢3o do EMeLP, entre os paises e comuni-
dades de lingua portuguesa, e ser4 sediada alternadamente
nos pafses associados. A primeira edicdo da CiEMeLP est4
prevista para 28 a 31 de outubro de 2015 em Coimbra, Por-
tugal. (http://www.mat.uc.pt/~emelp/index.html#)

O Espago Matemdtico em Lingua Portuguesa — EmeLP
€ uma organizagdo internacional, filiada & International Com-
mission on Mathematical Instruction — ICMI, congrega os
paises e comunidades de lingua portuguesa, e visa ao inter-
cambio de projetos, acdes e iniciativas em ensino de ma-
tematica, matematica interdisciplinar, divulgacao da mate-
matica, manifestacSes culturais matematicas.
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APM - 2015

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associacio de Professores de Matematica (APM) é uma instituicio de utilidade ptblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemdtica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matemdtica, promovendo atividades de dinamiza¢io pedagégica, formagio, investigacio e intervencio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacdo e utilizacio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicagbes periddicas

Todos os associados tém direito aos cinco ntimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagdo. Os @-s6cios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagdes no nosso portal, todos
0s outros terdo direito também a receber pelo correio as edi¢des impressas. Todos os associados poderdo usufruir de preco
especial na assinatura da revista Quadrante.

Pregos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou on-ine.

Requisicdo de materiais, exposicGes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicaces, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagdo, Associagoes da Federagdo Iberoamericana das Sociedades de Educagio Matematica, e outras) ou noutros eventos
em que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou
por outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

Associados institucionais
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das atas do ProfMat.

Preco da quota anual em 2015

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 60,00 €
Estudante s/vencimento (@-s6cio) 15,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 80,00 ¢
Estudante s/vencimento (socio regular) 3850 ¢ Modalidade 1 + Quadrante 75,00 €
Professor aposentado 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 100,00 €
@-socio 38,50 ¢
Residente no estrangeiro 60,00 €

Para efetuar a sua inscrigao, ou da sua escola, como sécio da APM, faca download da ficha no endereco http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2015

Educagdio e Matemdtica
(inclui atas ProfMat) (it
Portugal 15,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 20,00 €
Portugal 28,00 €
InstituicGes 47,00 €
Estrangeiro 32,00 €
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