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Qusemos de novo, nao estamos sds!

Em Evora, cidade branca de todas as encruzilhadas, na primavera de 2015

(as partes em itdlico sdo retiradas do texto de apresentacdo do ProfMat 2015)

Esta revista chegard aos sécios em Evora, durante o ProfMat,
num momento em que estamos convidados a olhar para o
tempo de primavera que é uma promessa das searas dou-
radas para a colheita de verdo e de pdo na mesa que que-
riamos fosse de todos. Por isso, o mote para este editorial
é-nos dado pelo texto de apresentacdo deste encontro, tex-
to esse que recorda as dificuldades crescentes que temos
vindo a sentir nas escolas e no ensino da Matemitica em
particular com os novos programas para o ensino bdsico e
para o ensino secundério que em nome de um rigor desa-
justado assumem um formalismo exagerado, com uma ex-
tensdo e com uma rigidez de aplicacdo que parece ignorar que
néo pode haver aprendizagem sem compreensio dos conceitos.

Oportunamente, para este ProfMat onde celebramos os
30 anos de encontros, escolheu-se a reflexdo sobre a Matema-
tica e o curriculo escolar como tema central, um ano, como
também é recordado, em que assinalamos o centendrio de
José Sebastido e Silva que ousou sonhar, tal como nés, que era
possivel ensinar matemdtica com intuicdo, rigor e compreensio
e envolvimento e participagdo ativa dos alunos. E pois um
momento privilegiado para nos voltarmos a debrucar sobre
o nosso papel, enquanto professores, diante de politicas edu-
cativas sobre as quais a APM tem manifestado posicdes for-
temente criticas. E ndo poderia ser de outra maneira.

Para n3o nos habituarmos a eles de uma forma resigna-
da, vale sempre a pena recordarmos que os programas de
Matemadtica impostos por esta legislatura governativa sao
maus programas de Matematica, desde a sua génese  con-
figuracdo que tomaram — uma lista extensa de contelidos
matemdticos fragmentados, uma prescricao de abordagens
univocas, sem indica¢Bes metodoldgicas ou referéncias a
formas e instrumentos de avaliacdo, claras e substantivas,
que possam apoiar o trabalho do professor. Se a isto jun-

tarmos uma politica avaliativa (dos alunos, dos professo-
res, das escolas) que, em nome da valorizagao do mérito,
parece ter sido instaurada para criar hordas de gente amor-
fa, acritica e obediente, percebemos que estes sdo tempos
de um triste inverno.

Por isso, em Evora, nesta primavera, neste tempo e lu-
gar de encruzilhadas, levantamos o branco sinal da resis-
téncia. Porque um professor, uma professora, tem que ser
um ndo desistente. Porque um professor, uma professora,
sabe ler os sinais que apontam para um amanha que, com-
os alunos, se constréi hoje. Porque hoje ousamos continuar
a sonhar que € possivel desejar aprender e desejar ensinar. Nao
certamente recorrendo ao papaguear de receitas conheci-
das ou 3 repeticdo até a exaustdo de exercicios e célculos
rotineiros. Ensinar e aprender vdo sempre juntos, acompa-
nhando-se de diferentes maneiras: ninguém ensina se outro
n3o aprende e, ao ensinarmos, aprendemos e aprendendo,
ensinamos. A profissdo docente deve ser sempre, para nés,
aquele desafio permanente com que um dia sonhdmos: ndo
desistir de procurar os caminhos que levam os nossos alu-
nos a ser capazes de experiéncias matemdticas significati-
vas, a esse exercicio da capacidade de ganhar confianca e
de ser diante de si e dos outros, de intervir com pertinén-
cia, de procurar com desejo de saber, de ousar sem medo
ao erro. E esta a nossa intencionalidade educativa e é des-
ta forma que queremos contribuir para uma escola publica
de qualidade para todos.

Uma sociedade que ndo valorize os professores, uma
politica que os esgote e os desgaste quase parecendo que
se pode educar sem os professores ou, pior, apesar dos pro-
fessores ou contra os professores, arruina um povo e hi-
poteca o futuro. A nossa resisténcia é um ato de coragem
que passa pela lucidez da leitura dos sinais, pela inteligén-
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cia da demonstragdo que uma outra forma é, ndo s6 pos-
sivel, mas imprescindivel, e pela estratégia de permanecer-
mos unidos.

E nés, professores, continuamos investidos de um po-
der do qual ndo podemos abdicar, de uma autonomia que
devemos defender, exercendo-a. Na sala de aula, olhos nos
olhos com os nossos alunos, com maus ou bons progra-
mas, com avaliagdes que tendemn a perverter a intenciona-
lidade educativa do nosso trabalho, com o melhor recurso

juntos somos mais que a soma de nés. Ousemos de novo,
hoje, aqui.
Na APM estamos para dizer de viva voz que niio estamos sds!

NoTa: Esta dire¢do termina aqui o seu mandato; dar voz
as associadas e aos associados, convocar e reunir, escutar
e propor, denunciar e animar foram algumas das nossas
preocupacdes. Porque a APM vale a pena, porque na APM
todos valemos a pena.

educativo que é o nosso saber, o0 nosso gostar e o nosso A nossa gratiddo.

acreditar nesta tarefa, nés somos os pilares da educacio.

Ergamo-nos, pois, porque sabemos e podemos. E porque A DirecAo pa APM

Problemas . . . sem problema . . . ESTATUTO EDITORIAL DA EDUCACAO E MATEMATICA
em 30 anos do ProfMat

A Educagdo e Matemdtica (EM) é uma publicacdo da Associacio de Profes-
sores de Matematica (APM). E uma publicacio periédica, sai cinco vezes

por ano e um dos seus nimeros anuais é temdatico. A revista aborda ques-

JosE PAULO VIANA

toes relacionadas com o ensino e aprendizagem da Matemdtica. Dirige-se
aos professores de Matemitica, de todos os niveis de ensino, em especial
aos sécios da APM, constituindo um meio de comunicacio privilegiado da
Associacdo, em Portugal e no estrangeiro. Os principais objetivos da Edu-

JOSE PALLO WIANA

cagdo e Matemdtica sdo:

PROBLEMAS . ..

SEM PROBLEMA . . .

«Promover a troca de ideias e experiéncias entre professores;
«Estimular a reflexdo sobre problemas e desafios da educacio mate-

£ W
mética;

«Discutir temas atuais e importantes da educago; matematica e da
educacdo em geral;

<Fornecer elementos de trabalho para as praticas dos professores;

«Divulgar informacio relevante para os professores.

A Educacdo e Matemdtica publica textos de natureza diversa. Vive muito
da contribuicdo dos sécios, que sdo autores da maior parte dos artigos. Es-
tas contribuicbes passam por ideias, pontos de vista, comentirios, relatos
de experiéncias, artigos de opinido, recensdes de livros, resolucio de pro-
blemas, noticias ... . A EM tem um conjunto de secgdes de natureza diver-
sificada, algumas das quais com cariter permanente. A revista tem uma
equipa redatorial a quem compete desenvolver todo o trabalho de rececio
e revisdo de artigos, bem como organizar a propria revista. A semelhanga
das outras revistas informativas, a Educagdio e Matemdtica assegura o res-
peito pelos principios deontolégicos e pela ética profissional dos jornalis-

AD DE PROFESSORES DE MATEMATICA . i ;
tas, assim como pela boa fé dos leitores.

A Diretora pa EpucacAo E MATEMATICA
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A EXPERIE
NOS TERCEI

MATICA

3TIL PEDRO E MARIA CRISTINA ALMEIDA

Neste artigo descreve-se a experiéncia pedagbgica na disci-
plina de Matemitica nos 3° e 4° anost! do ensino basicol?,
que se realizou de 1972 a 1975, em Portugal, integrada no
langamento da Reforma Veiga Sim3o, que se traduziu na
Lei 5/73 — Lei de Bases do Sistema Educativo, que ndo foi
regulamentada, nio tendo entrado em vigor. Foi feita uma
analise documental e de testemunhos de participantes re-
colhidos por entrevista.

A Reforma Veiga Simdo preconizava uma modificacio
da estrutura do sistema educativo, visando nomeadamente
a democratizacio do ensino, numa perspetiva meritocrata
e o alargamento da escolaridade basica obrigatoria de seis
para oito anos, através da unificacio dos dois primeiros
anos do ensino secundario técnico com o 1° ciclo do ensi-
no secundario liceal (3° e 4° anos). Nos anos 70, uma esco-
laridade de seis anos tornava-se insuficiente para um pafs,
como Portugal, que necessitava de preparar pessoal quali-
ficado para responder as exigéncias de uma economia (em

vias de) industrializacio, de modo a aproximar-se de ou-
tros paises da Europa. Houve uma consciencializa¢io de
que a educacio nio se deve subordinar inteiramente a eco-
nomia, mas que a auséncia de progresso educacional con-
traria o desenvolvimento econémico.

No ano letivo de 1968/69 deu-se a unificagdo dos dois
primeiros anos do 1.° ciclo do ensino liceal e do ciclo pre-
paratério do ensino técnico profissional, passando a de-
signar-se por Ciclo Preparatério do Ensino Secundério —
CPES. Essa unificacio contou com inova¢des nos métodos
e nos programas de ensino, que deveriam ter continuida-
de nos anos posteriores. Pretendia-se uma abordagem ao
nivel dos contetidos, diferente do ensino liceal, visto como
demasiado formal, mas mais abrangente do que a especiali-
zagdo pretendida pelo ensino técnico (Almeida e Candeias,
2014). Por outro lado, justificava-se a unifica¢do do ensino
técnico com o ensino liceal a fim de sanar situacdes discri-
minatérias, na medida em que o primeiro sé era procura-
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do pelos filhos das classes econémicas desfavorecidas e o
segundo era escolhido por quem podia ascender a univer-
sidade. Tratava-se de duas vias dispares na sua dignidade
social, cultural e educativa (Pedro, 2013).

Veiga Sim3o vem propor uma escolaridade obrigatoria
de oito anos, constituida por um ensino primdrio de qua-
tro anos e um ensino preparatério também de quatro anos,
em vez de dois anos, como vigorava no sistema educativo
da época. A intengio de Veiga Sim3o era retardar a escolha
da via escolar ou profissional dos jovens. Nos pentiltimos
dois anos do ensino preparatério os alunos eram submeti-
dos a um ciclo de observagido onde se fazia 0 acompanha-
mento da sua evolugio psicopedagdgica e os Gltimos dois
anos funcionavam como um ciclo de orientagio, centrado
no desenvolvimento de aptiddes (Almeida e Candeias, 2014).
Segundo Pedro (2013), neste contexto, foi implementada a
experiéncia dos 3.° e 4.” anos que decorreu numa «primei-
ra leva», nos anos letivos de 1972/73 e 1973 /74 € numa «se-
gunda leva» nos anos letivos de 1973/74 e 1974/75. Foi ela-
borado um novo curriculo, que contou com a introducio
de novos programas em todas as disciplinas. Foram feitas
inovagdes nos programas, ao nivel dos contetidos, dos ob-
jetivos e didaticas de ensino.

No programa de Matematica, no qual a nossa investiga-
cio foi baseada, chamava-se a atencio, de que nio se trata-
va de um programa com o objetivo de aquisi¢io de técni-
cas de resolucdo de problemas previamente catalogados, do
tipo estimulo-resposta, mas sim de, um programa em que
o aluno através da concretizacio de certas tarefas, ao aferir
as suas conclusdes, pudesse chegar por si mesmo a certos
conceitos matematicos. Para isso tornava-se util, que o alu-
no para a concretizagdo dessas tarefas na sala de aula, e até
mesmo em provas de avaliacdo, tivesse a possibilidade de
utilizar a régua de célculo, tabelas, formularios, grificos e
o compéndio (em alguns casos). Deste modo, o professor,
em fungdo das necessidades, tinha a liberdade de condu-
zir a aula, adotando uma atitude e metodologias que me-
Thor se adequassem a situacio, no sentido da prossecugio
de objetivos cognitivos, que o aluno pudesse atingir. Com o
propésito de introduzir maior rigor na formulacio dos ob-
jetivos, o programa recorre a taxonomia dos objetivos cog-
nitivos de B.S. Bloom® na qual se propunha uma ordem
para os sucessivos niveis a percorrer na aquisi¢io dos con-
ceitos. Foi indicado, dentro de paréntesis, o nlimero que
corresponde na taxonomia ao nivel que se propunha, em
cada objetivo.

Os alunos eram motivados pelos docentes, para desen-
volverem as suas capacidades de aprendizagem, o raciocinio
e arapidez de pensamento, através de atividades de investi-
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Indicacoes Didacticas

Um programa por si $6 ndo constitui garantia de alcance
dos objectivos que propde, conhecida como é a importdneia
determinante das atitudes do professor perante os alunos e
da metodologia que souber usar.

Nesse sentido se sugere gue o professor censidere s ge-
guintes pontos:

7 — 0 uso preferente do método heuristico, salientan-
do-se que a forma como a aprendizagem se processa é mais
importante que o seu contendo.

2 A aunla devers apoiar-se nas vivéncias dos alunos e
a partir de situacdes concretas ou damiliares, conduzir a
matematizacio das mesmas, com especial releviineia para o
aspecto formativo desta aprendizagem.

3 — 0 trabalho podera ser realizado em pequenos grupos
que apresentarfio as solugbes a que chegarem para compa-
racio e anélise por ftoda a turma, permitindo que os alunos
confiram os seus pontos de vista com os dos seus compa-
nheiros e estubelecendo habitos de cooperacio.

Figura 1.—Algumas Indicacdes Diddticas presentes nos
Programas,1972, elaborados para a experiéncia.

gacdo em Matematica, fomentando-se o trabalho de grupo
e a resolucio de problemas. De acentuar a transformacio
da imagem do professor, que passou a ocupar o lugar de
investigador e a sala de aula em algumas escolas, tornou-
-se um laboratério de Matematica bem equipado, na me-
dida em que o Ministério da Educacio disponibilizou ver-
ba prépria para a experiéncia.

O trabalho cooperativo que se desenvolveu com os pro-
fessores de outras escolas foi uma metodologia que até ali
nio era normalmente utilizada. No caso da Matemitica de-
veu-se ao facto de o programa ndo dar indicag¢do da biblio-
grafia, o que deu origem a proceder-se semanalmente 2
reformulacdo das fichas de trabalho do Ministério da Edu-
caclio e ao interciAmbio de outras fichas de trabalho, entre
as escolas.

A principal inten¢ao do programa era conduzir os alunos
a descoberta, ao trabalho de grupo, a interdisciplinaridade
e a ligagdo entre os conteidos tedricos e o real, com recur-
so a visitas de estudo ou saidas da sala de aula (figura 1).

Segundo os testemunhos de participantes na experién-
cia e um relatério da OCDE, estas inovacdes fascinaram os
professores e alunos da época. De referir, que nem todas
as inovacdes foram bem aceites pelos professores, nome-
adamente o uso da Taxonomia de Bloom, pois considera-
vam que um aluno é avaliado globalmente e nio de uma
forma compartimentada (Pedro, 2013).

Os testemunhos e a documentagio consultada permitiram
concluir que se tratou de uma experiéncia com éxito. No que
concerne 2 disciplina de Matematica, o sucesso deveu-se so-
bretudo ao realce que se deu a investigacdo, a experimenta-
¢do, a discussdo, a relagdo entre esta disciplina e a realida-



de, 2 interdisciplinaridade, ao trabalho de grupo, ao uso de

meios audiovisuais, caracteristicas inerentes ao Movimen-
to da Matemdtica Moderna que foi disseminada a partir de
1968, com a criacdo do CPES (Pedro, 2013).

Uma outra conclusio a tirar do estudo desta experién-

cia é, segundo Pedro (2013), que nio sdo os Decreto-Lei,
per si, que determinam as mudangas no ensino, mas sim
o voluntarismo e cooperagdo daqueles que o dinamizam.
Na opinido da mesma autora, que secundamos, para que
as mudangcas no ensino da matematica propostas em cada
época sejam efetivas é imprescindivel que se criem condi-
coes de trabalho que possibilitem a realiza¢do de reunioes
propicias ao debate coletivo e aprofundamento de saberes
e atitudes individuais.
No que concerne ao insucesso na disciplina de Matemati-
ca, entendemos que este pode ser atenuado pela incorpo-
racio de mudangas no processo de ensino aprendizagem,
tal como ‘aconteceu na experiéncia estudada, de modo a
proporcionar uma maior empatia dos alunos relativamen-
te a disciplina.

Notas

[1] Atuais7.° e 8.° anos de escolaridade.

[2] A proposta reformadora de Veiga Simao compreendia
um ensino bisico, obrigatério (8 anos), que se desdo-
brava em duas fases, o ensino primario (4 anos), mi-
nistrado em escolas primdrias, e o ensino preparatério
(4 anos), em escolas preparatorias ou por via da Teles-
cola (Almeida, 2013)

[3] E uma estrutura de organizacao hierdrquica de objeti-
vos educacionais. A classificacdo proposta por Bloom di-
vidiu as possibilidades de aprendizagem em trés gran-

Veiga Simado, em visita a uma
exposicdo na Secgdo Feminina do
Liceu durante o VI Congresso do
Ensino Liceal 14 abril 1971

des dominios: o cognitivo, abrangendo a aprendizagem
intelectual; o afetivo, abrangendo os aspetos de sensi-
bilizacdo e gradacio de valores; o psicomotor, abran-
gendo as habilidades de execucio de tarefas que envol-
vem o organismo muscular. Cada um destes dominios
tem diversos niveis de profundidade de aprendizagem.
Por isso a classificagdo de Bloom é denominada hierar-
quia: cada nivel é mais complexo e mais especifico que
o anterior.
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PONTOS DE VISTA, REACOES E IDEIAS

Quais sdo as nossas referéncias?

Recentemente, num post do blogue da American Mathe-
mathical Society, um professor discutia, com entusiasmo,
a relevincia do modelo de Ensino da Matemdtica da Hun-
gria como uma referéncia para as mudangas curriculares
em curso no seu pais.

O modelo descrito assenta no papel central da resolu-
¢do de problemas, no trabalho em grupo, na valorizagao da
discussdo e da comunicagdo em que os «bons erros» sdo
entendidos como promotores da aprendizagem. O papel
do professor é definido e assumido como um promotor da
aprendizagem e ndo como o veiculo do conhecimento

O objetivo tracado n3o ¢, assumidamente, o de formar
futuros estudantes de matematica.

Nao existem referéncias ao treino de algoritmos ou pro-
cedimentos, a memorizacdo nio é referida, e o desenvolvi-
mento do pensamento légico ndo resulta da explicitagao do
formalismo, mas da resolucdo de problemas com significado.

Por cé4, no Programa de Matematica A aprovado em 2014
as opgdes tém seguido a mesma diregdo... mas em senti-
do oposto! Comparagbes com os curriculos de outros pai-

CONFERENCIA INTERNACIONAL

TURNING DATA INTO KNOWLEDGE:
NEW OPPORTUNITIES FOR STATISTICS EDUCATION

A Conferéncia Internacional Turning

INTERNATIONAL CONFERENCE

NN TURNING data into knowledge: New opportuni-
RS AT ties for statistics education é uma ini-
N (N O . 3 . i

B KNOWLEDGE ciativa do projeto de investigagdo DSL
I VY (Developing statistical literacy: Student
-O_ P mm;g‘;’ learning and teacher education) com a
T STATISTICS participacdo da Universidade de Lis-
e EQU-CAHON boa e da Universidade de Evora. Esta

PURTUBAL, LISEON ~ 2015, JUNE 2223
inpute g Educacie ou Uniersitiade seLishas

-t gEer HAlw

realizar-se-d no Instituto de Educacio
da Universidade de Lisboa, nos dias
22 e 23 de junho de 2015 e constitui
uma oportunidade de reunir investiga-

dores, formadores e professores interessados na educagao
estatistica para partilharem experiéncias e apresentarem e
discutirem investigaces e projetos recentes ou em curso
em torno de duas linhas tematicas: (i) Literacia estatistica
e (ii) Raciocinio estatistico.

ses ditos «de referéncia» sugerem divergéncias como es-
tas de forma sistemdtica.

Num programa que reclama ser «Alicercado na anélise
de diferentes abordagens que tém sido adotadas para o en-
sino da Matemdtica neste nivel de escolaridade (programas
e avaliagdes nacionais e internacionais, literatura e investi-
gagdo cientifica sobre o ensino e a aprendizagem da Mate-
matica)@», é dificil encontrar evidéncias de que as melho-
res praticas, ou as mais consensuais, tenham sido tomadas
como referéncias.

Notas

[1] http://blogs.ams.org/matheducation/2015/01/10/the-
-hungarian-approach-and-how-it-fits-the-american-edu-
cational-landscape/

[2] Programa de Matematica A—p. 3

PauLo CORREIA
Agrupamento de Escolas n.° 1 de Alcicer do Sal
Esc. Sec. de Alcacer do Sal

Nas duas linhas, a aprendizagem e as préticas de en-
sino com recurso 2 tecnologia constituem focos possiveis
da investigacdo e dos projetos a serem apresentados, as-
sim como as investigacdes sobre a formacdo de professo-
res e o desenvolvimento profissional, nomeadamente a in-
vestigacdo do professor sobre a sua prética.

Dani Ben-Zvi da Universidade de Haifa (Israel) e Janet
Ainley da Universidade de Leicester (Reino Unido) so os
oradores convidados para esta conferéncia.

E possivel realizar a submiss@o de propostas de comu-
nicacdes ou de pésteres até ao dia 30 de margo.

Paralelamente & conferéncia havera sessdes préticas, em
portugués, destinadas a professores dos ensinos bdsico e
secunddrio. Estas sessoes serdo submetidas para acredita-
¢do ao CCFC, na modalidade de Curso de Formagdo (0,6
créditos).

Para mais informacao e realizac3o da inscrigdo, consul-
te o sftio da conferéncia em www.statisteduc.ie.ulisboa.pt.

ConTAcTO: statisteduc@ie.ulisboa.pt

PONTOS DE VISTA, REAGCOES E IDEIAS
EDUCACAO E MATEMATICA



Preparar o futuro...

Epuarpo VELOSO

A desgracada situacdo em que se encontram os ensinos basi-
co e secundério de matematica ndo precisa ser mais salien-
tada e é natural o desdnimo que tem despertado em mui-
tos de nos, professores. Mas o que se deve esperar de uma
associacdo com as tradicdes da APM é uma atitude forte
de luta contra o que julgamos errado na presente situacio
da educagio matematica. E um facto que a nossa associa-
¢do tem de varias formas criticado os novos programas e
outros aspectos muito negativos da recente ac¢do governa-
tiva, mas penso no entanto que nao estamos preparados
para uma contribuicdo plena, que espero nos seja pedida
dentro de pouco tempo, na construgdo de um futuro me-
lhor para a experiéncia matematica dos alunos do basico
e do secundario. Por vezes — por exemplo, quando se cri-
tica repetidamente que foram introduzidos novos progra-
mas sem terem chegado a ser avaliados os anteriores... —
até parece que um simples voltar ao passado recente seria

solugdo para os nossos problemas . E certo que a situagdo
se degradou muitissimo, no que diz respeito a programas,
avaliacio dos alunos e outros aspectos do sistema educa-
tivo, devido 4 ac¢do do nosso «iluminado» ministro, mas
isso ndo significa que o ponto de partida fosse aceitivel —
penso até, e julgo que nio estarei sozinho, que os progra-
mas anteriores, sobretudo o do ensino basico, eram mate-
maticamente pobres e que certas decisdes sobre o sistema
educativo de anteriores ministros da educag¢do abriram ca-
minho para os disparates do actual.

Preparar o futuro, portanto... Devermnos ter coragem para
enfrentar o trabalho imenso que estd por fazer, estabele-
cer prioridades e depois convocar todos os apoios disponi-

veis para executar o plano que tragarmos...! Neste primei-
ro e breve artigo pretendo apenas chamar a atencdo para
alguns aspectos do pensamento pedagégico de Sebastido
e Silva que podem abrir algumas pistas® e suscitar outras
contribuicoes.




A MATEMATICA EM CONSTRUGAO

A modernizagio do ensino da Matemdtica terd
de ser feita ndo s6 quanto a programas, mas
também quanto a métodos de ensino. O professor
deve abandonar, tanto quanio possivel, o método
expositivo tradicional, em que o papel dos alunos
€ quase cem por cento passivo, e procurar, pelo
contrdrio, seguir o método activo, estabelecendo
didlogo com os alunos e estimulando a

imaginacdo destes, de modo a conduzi-los, sempre

que possivel, a redescoberta.”

Talvez a caracteristica mais notavel de Sebastido e Silva,
como professor, consistisse no facto dos conteidos mate-
maticos que eram objecto da sua exposi¢do nunca aparece-
rem como pontos de partida a quem estava a ouvi-lo, mas
como resultado de uma investigacdo — seja para resolver
um problema com origem exterior a prépria matematica
ou pela necessidade de desenvolvimento interno da mate-
matica, imaginando um novo conceito ou procurando de-
monstrar um novo teorema. A matematica ndo era assim
«despejada» sobre nés, como «ouvintes», mas construida,
na medida do possivel, com a nossa participagao activa.

Naturalmente, quando SebastiZo e Silva expunha, no Cen-
tro de Estudos Matematicos de Lisboa, resultados das suas
investigacdes, esse modo de proceder resultava de modo
quase automético. Tratando-se de novos conceitos ou do de-
senvolvimento de uma teoria ja existente, como por exem-
plo a axiomatica das distribuicses de Laurent Schwartz, o
que nos era proposto era precisamente o acompanhamen-
to critico e participado da investigagdo que estava a ser feita.
De resto, esta estratégia seguia a linha de uma conhecida
proposta pedagbgica de Henri Lebesgue — o professor deve
pensar diante dos seus alunos. Laurent Schwartz era exem-
plar a este respeito: nos semindrios que orientava em Pa-
ris, no inicio dos anos sessenta, a «matéria» de estudo era
sempre alguma investigagdo que estivesse a iniciar, e as ses-
sbes semanais de trabalho consistiam na discussdo, com a
nossa participacao, dos avangos e recuos que qualquer in-
vestigacdo comporta.

No entanto, numa cadeira como Complementos de Algebra,
quando se tratava de nos fazer conhecer por exemplo a teo-
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ria dos grupos, como fazer? Nio seria com certeza «fingir
que se estava a «descobrir naquele momento» uma nova
teoria matematica... A solucdo era recriar connosco os pas-
sos histéricos da sua construgio, atingindo dessa forma a
mesma finalidade pedagégica. E significativo que a cadei-
ra criada por Sebastio e Silva na licenciatura em Ciéncias
Matematicas se tivesse chamado precisamente Histéria do
Pensamento Matemdtico. O que reviviamos nas suas aulas
era o pensamento matematico que tinha conduzido a no-
vos conceitos, a novos resultados, ou a uma nova estrutu-
ra matematica.

Sabemos, pela nossa experiéncia universitaria e também
pelo que conhecemos da prética corrente do ensino da ma-
tematica no basico e no secundario, como sao tdo raros os
exemplos concretos daquilo a que Sebastido e Silva apeli-
dava método activo. Quando lemos com atengdo as «metas»
e 0s «programas» e de um modo geral os textos produzi-
dos pela actual equipa ministerial — como o que citamos
a seguir, dos Programas e Metas Curriculares, e os compa-
ramos com textos de SebastiZo e Silva sobre temas seme-
lhantes (como aquele com que iniciamos este artigo), em-
bora possam parecer «tudo verdades» ou «as banalidades
do costume» sobre educagio matematica, percebemos que
o espirito pedagogico, por assim dizer, que perpassa nes-
ses textos é totalmente divergente.... Os extensos contel-
dos e o modo como as «Metas» e «Programas» estao re-
digidas e sdo associadas a uma avaliagdo consistindo em
exames de duracio limitada obrigam na pratica os profes-
sores a adoptar o método expositivo tradicional e impedem
que se «perca tempo» a estimular a imaginagdo dos alunos
e a conduzi-los i redescoberta. Para Nuno Crato, Sebastido
e Silva seria certamente um pedagogo «roméntico»...

Com base em investigacdio recente sobre o
ensino da Matemdtica, adota-se uma estruturg
curricular sequencial, que se justifica atendendo

a que a aquisi¢io de certos conhecimentos e 0
desenvolvimento de certas capacidades depende
de outros a adquirir e a desenvolver previamente.
Promove-se desta forma wma aprendizagem
progressiva, na qual se caminha etapa a eapa,

respeitando a estrutura prépria de uma disciplina

cumulativa como a Matemdtica.!
—Programas e Metas Curriculares



PRIMADO PARA A INTUIGAO E
PARA A GEOMETRIA

O professor nio deve forgar a conclusdo:
deve deixd-la formar-se espontaneamente
no espirito do aluno.

(...) dar ao ensino uma orientacio de tal modo
natural,

que o aluno seja levado a aceitar os factos
intuitivamente, e com uma for¢a de convicgdo
semelhante d que nos vem da demonstragio
rigorosa desses factos.”

Se nio houver tempo — o que € bem provivel
— podem-se omitir as demonstragoes. O que
importa, por enquanto, sdo as intuigdes: essas de
modo nenhum devem faliar.®

Mas seria totalmente errado concluir, destas e doutras
préticas e recomendacdes, que as intuicdes chegam, s3o su-
ficientes. Como muito bem salienta J. Carvalho e Silva no
ja referido artigo na Gazeta de Matematica, Sebastido e Sil-
va tinha ideias muito precisas sobre as finalidades do en-
sino de matematica para todos os alunos: «A meu ver s3o
principalmente o sentido critico e a autonomia mental as
qualidades que um professor de matematica se deve esfor-
car por desenvolver nos seus alunos»."! Em matematica, o
sentido critico e a autonomia mental adquirem-se através
da prética crescente de exploracdes e investigagdes, do uso
da intui¢do e da imaginacio na construgdo de novos con-
ceitos e ao mesmo tempo da verificacdo, através do uso da
légica dedutiva e da demonstragdo, do contetido real das
defini¢es dadas e dos resultados obtidos. Por isso, «se é
muito importante estimular no aluno a intuicio e a imagi-
nacdo criadora, nio menos importante é desenvolver nele
0 espirito critico, o habito da andlise légica e do raciocinio
rigoroso.»™

Uma AVALEAQKO COERENTE COM 0S METODOS
DE ENSINO

A introducdo A teoria dos grupos feita na cadeira de Com-
plementos de Algebra era exemplar quanto ao primado dado
a intuicdo e A geometria. Poderia parecer que numa cadei-
ra de Algebra, a estrutura de grupo deveria ser apresenta-
da com recurso a 4lgebra ou aritmética elementares. No en-
tanto, ndo era esse o caminho seguido nos Complementos de

Algebra. Como o que importa, de inicio, sdo as intui¢des...

e como a intuicio visual é um dos meios mais fortes que
possuimos para aceder ao conhecimento, a geometria é o
dominio mais apropriado para uma iniciagdo aos grupos
— e dai um inesquecivel primeiro contacto com as trans-
formacdes geométricas e com o programa de Erlangen de
Felix Klein. De resto, o uso de figuras, como recurso inicial
no estudo de objectos matematicos de caricter totalmen-
te abstracto, era pratica corrente em Sebastido e Silva. Re-
cordo-me da surpresa que foi para mim, quando estuda-
va a derivacio em pontos fronteira nos espacos de Banach,
ver o meu orientador desenhar subconjuntos e fronteiras
para suportar essa investigacdo. Esta pratica era mesmo
recomendada: «Como recurso intuitivo, o leitor pode re-
ferir-se ao modelo euclidiano, imaginando os elementos
dos espacos como vectores ou pontos do espaco ordinério.
Mas é preciso ndo perder de vista que a categoria dos es-
pacos de Banach é muito mais extensa, incluindo o espa-
co de Hilbert e muitos outros espagos funcionais que ocor-
rem nas aplicagbes.»

O que € preciso € ndo confundir cultura com erudigdo

e sobretudo com o enciclopedismo desconexo, imensa
manta de retalhos mal cerzidos, que vao desde as
guerras punicas até ao sistema nervoso da mosca.

E esse, a bem dizer, o tipo de cultura que tende a
produzir o ensino tradicional, baseado num sistema
de exames que sO permite apreciar memorizagoes e
automatismos superficiais."™!

Sem querer tirar conclusdes para além das afirmacdes co-
nhecidas de Sebastido e Silva sobre o «sistema de exames»
aqui referida, limitar-me-ei a relatar um episédio que se
passou no exame final, no ano lectivo 1949—50, da cadei-
ra Complementos de Algebra. A prova comecou de manhi e
terminou ao fim da tarde, com intervalo para almoco... Nao
me lembro do ntimero nem das questdes apresentadas —
eram poucas, trés ou quatro —, mas estou certo que se
tratava de propostas de exploracdo ou pequenas investiga-
¢des, o que seria de esperar da parte de um professor que
defendia um método activo de ensino como o que acaba-
mos de indicar. Uma das propostas — julgo que se trata-

i FEVEREIRO 131 9




va de transformacoes geométricas — interessou-me de tal
modo que estive o dia inteiro a trabalhar nela, esquecendo-
-me completamente de responder fosse o que fosse as ou-
tras... Foi a primeira investigacio em matematica que fiz
na vida. E Sebastido e Silva deu-me uma classificagdo na
cadeira como se eu tivesse respondido a todas as questSes
propostas no exame...

EM JEITO DE CONCLUSAO...

Jaime Carvalho e Silva escreveu na Gazeta de Matematica o
artigo — O pensamento pedagégico de José Sebastido e Silva:
uma primeira abordagem — pouco depois de terem passa-
do 80 anos sobre o nascimento de Sebastido e Silva. Neste
momento estamos a comemorar 100 anos do seu nasci-
mento. Julgo que o melhor e mais significativo modo de
terminar este artigo é simplesmente repetir uma das afir-
magdes af feitas: «os responsaveis pelo ensino da matema-
tica em Portugal nio tém dado qualquer atencdo aos seus
escritos, o que faz com que parega estar sempre a come-
car-se tudo de novo.»

Comecemos portanto tudo de novo, e preparemos assim
um futuro melhor, apoiados nas experiéncias anteriores e
nas propostas pedagogicas de Sebastido e Silva. Discuta-
mos, como fundamentos de um curriculo a construir:

- objectivos de um ensino de matematica para todos,

» contetidos matematicos,

« métodos de ensino,

« processos de avaliac3o.

Notas

[1] Parater uma ideia desse «trabalho imenso», leia o edi-
torial do niimero temético da E&M de 2013, de Rita
Bastos e Eduardo Veloso, «A cultura matematica como
finalidade da educacio obrigatéria», a partir da frase
«Como diria Luther King, nés temos um sonho...».
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[2] O recurso a Sebastido e Silva como referéncia pedagé-
gica para «preparar o futuro» tem por causa préxima
as comemoracoes sobre o centenario do nascimento
desse grande matematico e professor, que se iniciaram
com a abertura da espléndida exposicao O Homem, o
Cientista, O Professor na Reitoria da Universidade de
Lisboa. Os recursos para este artigo resultam da minha
experiéncia pessoal, que comegou como seu aluno em
Complementos de Algebra, no ano lectivo 1948-49, e
do magnifico artigo de Jaime Carvalho e Silva, publi-
cado na Gazeta de Matemadtica, O pensamento pedagé-
gico de José Sebastido e Silva: uma primeira abordagem,
de que recomendo a leitura (http://www.mat.uc.pt/™-
jaimecs /pessoal/sebsilva.html).

[3] Silva,].S.e., Guia para a utilizagio do Compéndio de Ma-
temdtica, (1° vol). 1964, Lisboa: Min.Educagao/OCDE.

[4] Ministério da Educacio e Ciéncia, Programas e Metas
Curriculares, Matemdtica, Ensino Basico. MEC: 2013.

[5] idem 3.
[6] idem 3.

[7] Silva,]. S. e, A teoria dos logaritmos no ensino liceal.
Gazeta de Matematica, 1942. I11(12): p. 10-13,

[8] Silva, J. S. e, Guia para a utilizacdo do Compéndio
de Matemadtica (2° e 3° vol). 1965-66, Lisboa: Min.
Educacio/OCDE.

[9] Silva, ].S. e, Bento de Jesus Caraga, in DL. 25/6/1968.
idem g.
idem 8.

idem 3.
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Diferenciacdo pedagbgica
Um estudo com alunos do 9.° ano de escolaridade

ANA CRrISTINA TUDELLA, LEONOR SANTOS

A massificacio do ensino trouxe as nossas salas de aula uma
maior diversidade de alunos, nio s6 devido as suas dife-
rencas culturais e/ou sociais mas, sobretudo, devido a di-
ferentes formas de pensar, de interpretar, de compreender
as ideias e, consequentemente, de aprender. Deste modo,
a criagio de momentos de diferenciacio pedagdgica tor-
nou-se uma necessidade atual nas nossas salas de aula, se
quisermos efetivamente aplicar o principio da matematica
para todos, matematica para cada um. Foi com este objeti-
vo que surgiu a ideia para o estudo realizado, no ano leti-
vo 2011/12, no dmbito do Mestrado em Didatica da Mate-
matica, no qual a professora, primeira autora deste artigo,
desenvolveu uma experiéncia pedagdgica com alunos do
9.° ano de escolaridade.

A investigacio nacional e internacional tem mostrado
que ensinar Matematica ndo pode ser encarado como a sim-
ples transmissdo rigorosa de conhecimentos e procedimen-
tos, mas sim a criagdo de situagdes que permitam ao aluno
desenvolver a sua competéncia matematica. Tem mostrado
que a aprendizagem ndo é resultante da reprodugao corre-
ta de técnicas e procedimentos adquiridos através de uma
prética repetitiva de exercicios, mas sim decorrente do en-
volvimento dos alunos em experiéncias matematicas ricas
e significativas. O NCTM (2007) salienta que os alunos de-
vem aprender matemadtica com compreensido, construin-
do ativamente novos conhecimentos a partir da experién-
cia e conhecimentos prévios. Os professores tém aqui um
papel fundamental, quer na escolha de tarefas ricas, ade-
quadas aos seus alunos, que proporcionem momentos de
aprendizagem significativos, quer na forma de trabalha-

-las de modo a ajudi-los a desenvolverem as suas capaci-
dades, incentivando-os a explicarem e justificarem os seus
raciocinios.

Partindo do pressuposto de que um aluno aprende a
partir da atividade que realiza e da reflexdo que faz sobre
essa atividade (Ponte, 2005), entdo o erro cometido na rea-
lizac3o de uma tarefa sé serd ultrapassado se for identifi-
cado pelo aluno e se o mesmo fizer uma reflexao sobre a
sua ocorréncia. £ importante que o aluno seja capaz de
compreender o erro para criar condi¢des para o ultrapas-
sar (Santos, 2002).

Quando o aluno conseguir identificar o erro e corrigi-lo
acontece aprendizagem. Ao professor cabe o dificil papel de
interpretar o significado do erro, formulando hipéteses so-
bre 0o modo como o aluno pensou e tentando encontrar es-
tratégias que permitam ao aluno supera-lo. Santos (2002)
apresenta-nos certos aspetos a que o professor devera aten-
der na orientacio do trabalho dos alunos, tais como, nio
identificar o erro, nem tao pouco corrigi-lo, mas sim ques-
tionar ou apresentar pistas de orientagdo da acdo a desen-
volver pelo aluno que o leve 2 identificagio e corre¢ido do
erro. Vale (2010), por sua vez, salienta a importancia dos
professores promoverem uma cultura de sala de aula na
qual o erro tenha um papel formativo na aprendizagem.

Com o objetivo de promover uma diferenciacdo peda-
gbgica interna (Santos, 2009), na qual o erro desempenha
um importante papel formativo, elabordmos um modelo
de trabalho que aplicimos em todas as aulas onde realiza-
mos esta experiéncia e procurdmos perceber de que modo
esta metodologia contribui para a aprendizagem dos alunos.
Para atingir este objetivo procuramos respostas para as se-
guintes questoes: Quais os principais factores que contri-
buem para a aprendizagem neste contexto? Quais as princi-
pais dificuldades que emergem neste contexto de trabalho?
O contributo deste método varia com a tipologia de erros?
Como reagem os alunos a esta forma de trabalhar?
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ALUNO

15Fase

17 Fase

22 tarefa

Realizagio da

PROFESSOR

Figura T.—Modelo esquemadtico da estratégia
implementada

Este modelo consistiu em dois momentos de trabalho
diferentes (figura 1).

Numa primeira fase, os alunos realizaram individual-
mente uma tarefa proposta pela professora. Em seguida,
ja fora da sala de aula, a professora analisou as produgdes
com vista a identificar os tipos de ervo cometidos e procurar
hipéteses explicativas das razoes da sua existéncia. Partin-
do desta analise, seleciondmos, adaptimos e/ou construi-
mos tarefas, que propusemos aos alunos numa segunda
fase, agora realizada em grupo, com o objetivo de leva-los
a superagao de cada uma das dificuldades detetadas na fase
anterior. Assim, numa aula posterior, os alunos realizaram
uma tarefa que consideramos adequada ao(s) seu(s) tipo(s)
de erro. Por fim, recolhemos as produgdes de cada grupo
de trabalho e voltdmos a analisa-las, agora com o intuito
de perceber de que modo a realizacio das tarefas, utilizan-
do esta metodologia, contribuiu para a aprendizagem dos
alunos.

Na 1.* fase ndo ajuddmos os alunos na resolugio das ta-
refas. Pretendemos que eles as resolvessem individualmen-
te, sem que houvesse qualquer esclarecimento de duvidas,
nem troca de ideias entre pares. Na 2. fase, para além da
natural partilha de ideias entre os alunos do respetivo gru-
po de trabalho, houve um acompanhamento diferente por
parte da professora, que foi monitorizando o trabalho dos
grupos, observando as suas ideias, esclarecendo as dtvidas
que pudessem existir, mas tendo sempre o cuidado de nao
validar as suas resolu¢des, nem diminuir o nivel cogniti-
vo das tarefas propostas (Stein, Engle, Smith, & Hughes,
2008).
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(Resolugdo Lourenco)
do Raul)

As tarefas selecionadas para a 1.* fase enquadravam-
-se nos temas matematicos que estivamos a trabalhar e
incluiam tépicos e objetivos curriculares do programa de
Matemitica do 3.° ciclo do ensino basico (PMEB, 2007). A
maior parte das tarefas escolhidas para esta 1.* fase foram
problemas, sendo que uma delas era de natureza mais aber-
ta, pelo que a classificimos como sendo uma exploragao
ou investigagdo. Mais uma vez, a escolha da natureza das
tarefas foi intencional. Optimos apenas pela resolugdo de
problemas e por tarefas de investigagdo, em vez de exerci-
cios, porque com base nas produgdes escritas dos alunos
conseguirfamos proporcionar um trabalho mais significa-
tivo na 2.* fase. Salientamos aqui que os exercicios, por se-
rem tarefas fechadas, em geral ndo sdo geradores de dis-
cussio entre os alunos nem potencializam o surgimento
de diversas estratégias de resolugio. Deste modo, ndo nos
parece ser o tipo de tarefa mais adequada a esta metodo-
logia de trabalho que procura tirar partido do trabalho em
grupo.

Os erros cometidos pelos alunos na 1.* fase do traba-
lho tém uma importancia crucial na preparagio da 2.* fase.
A ideia ndo foi simplesmente identificar os erros, nem tao
pouco corrigi-los, mas sim questionar os alunos de modo
a proporcionar-lhes pistas e momentos de reflexdo que os
levassem a descobri-los, em conjunto com os seus pares.
Para este estudo realizdmos virias tarefas usando esta me-
todologia de trabalho, no entanto, neste artigo apresenta-
remos apenas um exemplo.
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Figura 4—Exemplo de erro tipo Il (Resolugdo da Catarina)
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A TAREFA «DIAGONAL DO QUADRADO»

Na 1. * fase propusemos aos alunos a realizacdo do seguin-
te problema: A diagonal de um quadrado tem 15 cm de com-
primento. Determina o valor exato da drea e do perimetro des-
te quadrado. Apresenta o teu raciocinio.

Este problemal foi colocado aos alunos no ambito do
trabalho com as equacgdes do 2.° grau. Com esta tarefa pre-
tendiamos promover o desenvolvimento da capacidade de
resolucio de problemas, envolvendo o topico das equacoes
do 2.° grau, e estabelecer conexdes com tépicos trabalha-
dos anteriormente nos temas da Geometria e dos Nume-
ros, nomeadamente, o Teorema de Pitigoras e as no¢bes
de drea e de perimetro.

1.* FASE E PREPARACAO DA 2." FASE

Na 1.* fase apenas um aluno resolveu corretamente o pro-
blema, tendo todos os outros cometido um ou mais erros
na sua resolucdo. Parece-nos importante salientar que, ape-
sar de ser um problema trabalhado durante o estudo do t6-
pico das equagdes do 2.° grau, a grande maioria dos alunos
nio usou este topico na sua estratégia de resolugio.

Ao analisar as primeiras producdes dos alunos aper-
cebemo-nos que todos os alunos conseguiram interpretar
o problema, ou parte dele, uma vez que, mesmo aqueles
que ndo o conseguiram resolver fizeram uma representa-
¢do pictérica de um quadrado, representando a sua diago-
nal e respetiva dimensdo (figura 2).

Classificdimos os erros cometidos pelos alunos na tarefa
inicial, em duas categorias: Questdes deixadas em branco,
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Figura 5.—Exemplo de erro tipo |V
(Resolugao do Ricardo)

praticamente em branco ou incompreensiveis (erro tipo I)
e erros por desconhecimento de tépicos matematicos (er-
ros tipo ILIII e 1V).

Um grande grupo de alunos da turma cometeu erros no
célculo da dimensdo do lado do quadrado, por desconheci-
mento da relacdo existente entre os comprimentos da dia-
gonal e do lado do quadrado. Existiram assim dois grandes
erros deste tipo, que designaremos por erro tipo II e erro
tipo II1.

O erro do tipo II foi o mais frequentemente cometido
pelos alunos. Neste caso, os alunos assumiram que a me-
dida do comprimento do lado do quadrado era metade da
medida do comprimento da diagonal (figura 3).

Outros alunos assumiram que a medida da diagonal do
quadrado é igual 3 medida do comprimento do seu lado (fi-
gura 4). Designaremos este erro como erro tipo I11.

Dois alunos da turma reconheceram reconheceram a
utilidade do Teorema de Pitagoras para a resolucao do pro-
blema, e aplicaram-no para determinar a medida do lado
do quadrado. No entanto, para além de se terem esqueci-
do do quadrado da diagonal, usaram erradamente o con-
ceito de poténcia de um niimero (figura 5).

Partindo desta anilise, a turma foi dividida em 10 grupos
e construimos/seleciondmos trés tarefas, com a intencio
de proporcionar aos alunos a oportunidade de realizarem
as aprendizagens que ainda ndo tinham sido consegui-
das. Duas das tarefas foram criadas pela professora com
base nas produgdes dos alunos e no que pretendiamos que
aprendessem.

Para os alunos com os erros apresentados nas figuras
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Tarefa 1: «1. A diagonal de um quadrado tem 15 cm de
comprimento. Determina o valor exato da drea e do
perimetro deste quadrado. Apresenta o teu raciocinio.»
Para resolver este problema alguns alunos da turma
usaram as seguintes estratégias:

Resolucdo T:
: O lado mede 15 cm, logo
e Ag=15x15=225
o ]5 ----- ~ |Py=15+15+15+15=60
! R: A drea do quadrado € 225 cm® e
e | o perimetro ¢ de 60 cm
Resolugao 2:
; ! : : 15:2 =75
A | AL =75%75=5625
bl | PL=T754+75+75+75=74x4
5|
_____ *_ | R:Ad4reado quadrado € 56,25 cm?
; e 5 1. | e o perimetro € de 30 cm

Tarefa 2: (N3do se esquecam de proceder aos registos das

vossas experiéncias/observacoes)

Com o auxilio do Geogebra:
Construam um quadrado com as dimensoes que
quiserem e megam o comprimento do seu lado;

- Representem uma das suas diagonais e megam-na;

. Comparem as medidas do lado, e da diagonal do vosso
quadrado, O que observam?

. Alguma das relacoes, entre as medidas do lado e a
medidas da diagonal, referidas na tarefa anterior parece-
vos ser valida? Porqué?

Tarefa 3: Com a opcio [&] do Geogebra arrastem um
dos vértices do quadrado e observern como variam estas
duas medidas. Registem na seguinte tabela as vossas
experiéncias e completem-na.
Medida do lado Medida da
do quadrado (L) diagonal (D)

Lz Dz

. O que hd em comum nestas duas resolugdes? E de
diferente?
. Concordam com alguma delas? Porqué?

Figura 6.—Tarefa A (proposta na 2° fase)

2, 3 € 4, construimos a tarefa apresentada nas figuras 6 e
7. Na primeira questdo desta tarefa (figura 6) pedimos aos
alunos que comparassem duas resolugdes realizadas pelos
alunos da turma, correspondentes a erros cometidos. Sa-
lientamos que uma das resolucdes era a do proprio grupo,
pelo que os alunos seriam confrontados com outra, igual-
mente errada, para que refletissem sobre o que fizeram na
sua produgdo individual.

As restantes questoes desta tarefa (figura 7) foram reali-
zadas com o auxilio do software de geometria dindmica Geo-
gebra, permitindo aos alunos, num curto espago de tempo,
fazer as experiéncias necessirias a formulagdo e verifica-
cio das suas conjeturas, constituindo assim, um importan-
te suporte para a aprendizagem (Ponte, Branco & Matos,
2009).

Para os alunos que nio usaram corretamente o conceito
de poténcia de um ntimero, elabordimos uma tarefa onde
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Observem os valores da tabela. Que relagdes encontram
entre eles?

Figura 7.—Continuacio da tarefa A (propostas na 22 fase).

pretendiamos que os alunos clarificassem este conceito.
Para os alunos que resolveram corretamente o proble-
ma, propusemos a tarefa Quadrados e suas diagonais, sele-
cionada do projeto 1001 itens, com um grau de dificuldade
superior, pois para além de usar os mesmos conhecimentos
trabalhados na tarefa inicial, apresenta uma situacao num
quadrado cujo lado é agora representado por uma variével.

2* FASE

Na 2.* fase houve dois grupos de trabalho que realizaram a
tarefa proposta para os alunos que tinham deixado a ques-
tio praticamente em branco (erro tipo I).-Analisando as pro-
ducdes destes dois grupos verificimos que, apesar dos alu-
nos nio encontrarem a relacdo entre a diagonal e o lado
do quadrado nem reconhecerem o Teorema de Pitigoras,
houve uma evolucio nas producdes de ambos os grupos.
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Figura 8. —2 g fase (Grupo que cometeu erro t:po I
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Figura 9.—2° Fase (Grupo de alunos que tmha cometido o erro tho 1)

Um dos grupos concordou com a resolugio 2, que tam-
bém estava errada. Na sua opinido «se o 15 é a diagonal do
quadrado n3o pode ser o comprimento do lado». O grupo
caiu assim num outro tipo de erro.

O outro grupo, o grupo do Ratl (figura 2) nao chegou a
um consenso. Metade do grupo achava que nenhuma das
resolucdes estava correta, mas a outra metade achava que
aresolucdo 2 estava correta. Como nio chegaram a acordo
deixaram isso registado na sua produgdo escrita.

Dos trés grupos que cometeram o erro tipo I1, isto é que
consideraram que o comprimento do lado do quadrado era
igual a metade do comprimento da diagonal (figura 3), ape-
nas um grupo apresentou uma resposta onde afirma que
nenhuma das resolucdes esti correta (figura 8). Na tltima
tarefa este grupo acaba por elaborar uma conjetura (Figu-
ra g).

Um dos grupos nio supera a dificuldade, interpretando
as resoluc¢des apresentadas na tarefa 1 como se se tratassem
de dois problemas distintos. Para estes alunos, a resolucdo
2 tem mais um dado do que a resolucio 1 (0 comprimento
do lado).

Os dois grupos de alunos que tinham efetuado o erro
tipo III (Figura 4), isto é, consideraram que o comprimen-
to da diagonal era igual ao comprimento do lado, muda-
ram de ideias percebendo que tal n3o era possivel. Um de-
les acabou por considerar que a resolucio 2 estaria correta,
caindo assim num outro tipo de erro. O outro grupo che-
gou a conclusdo que nenhuma das respostas estaria corre-
ta chegando mesmo a relagio D*=212

Os alunos que tinham cometido o erro tipo IV (figura 5)
reconheceram e superaram o erro, no entanto ao passarem
do contexto aritmético para o algébrico, na nova tarefa pro-
posta, cometem novamente o mesmo erro.

ALGUNS RESULTADOS DO ESTUDO

Para além da tarefa inicial, A diagonal do quadrado, apresen-
tada neste artigo, basedamos o estudo em mais trés tarefas
iniciais e respetivas tarefas de 2. ® fase. Apés a analise do
desempenho dos alunos em ambas as fases cridmos mais
algumas tipologias de erro e tiramos algumas conclusdes
que aqui vos apresentamos.

Analisando a evolugdo dos alunos ao longo da experién-
cia observimos que, na maioria dos casos, houve uma evo-
lugdo dos alunos na 2.® fase, sendo que, nalguns tipos de
erros, essa evolucdo foi mais significativa do que noutros.
De qualquer modo, em todas as categorias consideradas,
os erros cometidos pelos alunos tiveram uma importincia
crucial na superagio das suas dificuldades.

Na grande maioria dos casos, independentemente da
classificacio que atribuimos ao tipo de erro inicial, os alu-
nos conseguiram supera-lo. No entanto, com frequéncia,
acabaram por cair noutros erros, muitos dos quais perten-
centes as outras categorias consideradas, o que vem subli-
nhar a ideia apresentada por Pinto e Santos (20006, p. 123)
de que ndo se passa da ignorancia ao saber num «salto», mas
através de aproximagdes SUcessivas.

Existiram erros para os quais o modelo implementado
teve efeitos mais positivos nas aprendizagens matematicas
dos alunos do que noutros casos. De facto, os erros come-
tidos com base nas capacidades transversais — raciocinio
e comunicagio — foram mais facilmente superados e con-
duziram a uma maior evolucio por parte dos alunos. As
ideias iniciais erradas (propriedades, conjeturas, generali-
zacdes,...) constituiram um ponto de partida para a analise
e discussdo nos grupos de trabalho, durante a 2.* fase, que
levaram os alunos a superar a(s) dificuldade(s) demonstra-
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da(s) inicialmente ou, quando nio o fizeram na totalidade,
a identificar e compreender o(s) erro(s) cometido(s). Os
alunos que, na tarefa inicial, tinham cometido erros no uso
do raciocinio indutivo, isto é, que tinham generalizado com
base num pequeno nimero de casos, perceberam que nio
o poderiam fazer. Contudo, nio conseguiram utilizar efi-
cazmente os conhecimentos de Algebra para justificarem
as suas conclusdes para um caso geral. De qualquer modo,
apesar de ndo terem conseguido fazer uma demonstra¢io
simples, perceberam as limitaces do raciocinio indutivo,
bem como, a diferenca entre o teste de uma conjetura e
uma demonstracao.

Os alunos que cometeram erros relativos ao desenvol-
vimento da capacidade de comunica¢io matematica, tam-
bém conseguiram, em geral, superar as dificuldades iniciais
sentidas, quer os que tiveram problemas de interpretacio,
quer os que manifestaram dificuldades em expressar o seu
pensamento matematico. O proprio processo de resolucio
da tarefa da 2. fase contribuiu para o desenvolvimento des-
ta capacidade, nomeadamente analisando e interpretando,
agora em grupo, a informacdo que lhes foi transmitida.
Os alunos que cometeram erros com base na forma como ex-
pressam resultados, processos e ideias matemdticas, acabaram
por melhorar a sua comunicacio escrita, tornando o seu
texto mais claro e usando a linguagem matemdtica para ex-
pressar ideias matemdéticas com mais precisio.

Para os alunos que cometeram erros relativos ao desconhe-
cimento de conteridos matemdticos, este modelo pedagégico ja
nao foi eficaz em todos os casos. De facto houve situacdes
muito positivas em que os alunos conseguiram perceber
o(s) erro(s) cometido(s), aprenderam o tépico, e superaram
a(s) suas dificuldade(s), mas houve um caso em que a au-
séncia de compreensdo do conceito levou a que os alunos
ndo conseguissem evoluir. Alguns acabaram por conseguir
resolver a tarefa, mas agora mais estruturada, ou seja, atra-
vés de outra com um menor nivel de exigéncia cognitivo.

Quando o erro que os alunos cometeram na 1.* fase foi
do tipo Questdes deixadas em branco, praticamente em branco
ou incompreensiveis houve uma evolugdo muito positiva no
trabalho dos alunos durante a 2.? fase, sendo que a maioria,
superou o erro evidenciado no momento inicial. No entan-
to, a maior parte destes grupos acabou por cometer outro
tipo de erros. Na nossa perspetiva, este problema nio foi
de todo inesperado, nem consideramos que seja um aspe-
to negativo na experiéncia. As questdes em branco, pratica-
mente em branco ou incompreensiveis, ndo dao informa-
¢Oes sobre o que o aluno sabe, nem sobre o que nio sabe.
De facto, ao vermos este tipo de respostas, nio sabemos se
os alunos as deixaram em branco porque ndo compreende-
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ram a questiio, porque nio tém conhecimentos matemati-
cos para a resolver ou por nio saberem como comegar. Nes-
tes casos, a 2.% fase permitiu-nos aceder ao modo como os
alunos estavam a pensar e consequentemente conduziu a
que estes explicitassem as suas dificuldades, bem como al-
gumas formas erradas de raciocinar em matematica ou de
comunicar as suas ideias. O facto de conseguirmos aceder
aos seus raciocinios foi fundamental para conseguirmos
perceber o que ndo compreendiam, permitindo-nos procu-
rar estratégias para os levar a superar as dificuldades dete-
tadas, quer no desenvolvimento do trabalho em pequenos
grupos e no grupo-turma, quer posteriormente, nas abor-
dagens utilizadas com a turma nas aulas seguintes.

Um outro aspeto a destacar, é que ndo houve nenhum
aluno que tivesse deixado as tarefas da 1.* e da 2.” fase, si-
multaneamente, em branco. Isto contribui, quer para uma
melhor relacdo afetiva dos alunos com a Matematica, quer
para um aumento da sua autoconfianga perante os desa-
fios propostos.

Podemos ainda afirmar que, nesta proposta pedagogi-
ca, as intervencdes com a turma, pensadas de modo a su-
perar os erros cometidos com cada aluno durante a cons-
trugdo do conhecimento, conduziram a uma aprendizagem
mais significativa para os alunos, tal como ja afirmado por
Santos (2002): Numa intervengio por parte do professor que
acompanhe o proprio processo de aprendizagem, como @ regu-
lagao interativa, € potencialmente mais promissora porque €
uma regulacdo atempada e que se pode tornar mais significa-
tiva para o aluno. (p. 78)

Os alunos, em geral, reagiram bem a esta forma de tra-
balhar. Estiveram na sua grande maioria empenhados na
realizacio das tarefas propostas, quer na fase individual,
quer na fase em grupo. Alguns alunos, com -atitudes me-
nos empenhadas noutras aulas, envolveram-se ativamen-
te nas tarefas da 2.* fase. O fator motivacdo, por trabalha-
rem com colegas que cometeram os mesmos erros do que
eles, e o facto de verem, nalguns casos, a sua resolug¢do no
enunciado da proposta de trabalho, foram aspetos que des-
tacamos como possivelmente influenciadores desta sua mu-
danga de atitude. O significado atribuido ao erro, ndo sé
nesta proposta pedagogica, como também no dia-a-dia da
sala de aula, permitiu que os alunos os aceitassem e come-
cassem a compreender a sua importincia. De facto, nes-
ta proposta pedagogica «o erro nio constitui um estigma
para quem o produz, mas antes um passo na construgio
do saber» (Pinto & Santos, 2000, p. 114).

Sentimos algumas dificuldades na realizacdo desta ex-
periéncia, nomeadamente na preparacio das tarefas da 2.2
fase. Por vezes, ndo tinhamos muito tempo entre a realiza-



cdo das duas fases para identificar e agrupar os erros come-
tidos pelos alunos e construir as tarefas que considerava-
mos serem as mais adequadas, de modo a levar os alunos
a superarem dificuldades. Este constrangimento podera
ser minimizado com a experiéncia profissional do profes-
sor. De facto, neste caso particular, o trabalho da professo-
ra da turma foi dificultado pelo facto de n3o lecionar o ¢.°
ano do ensino regular ha mais de dez anos, pelo que ja nao
se recordava das principais dificuldades sentidas pelos alu-
nos. Além disso, esta turma nfo lhe tinha sido atribuida
nos dois anos anteriores (7.° e 8.° anos), pelo que n3o ti-
nha um conhecimento consistente sobre os desempenhos
dos alunos.

Assim pensamos que, com o conhecimento crescente
que vamos construindo sobre as formas como os alunos
pensam no contexto de determinado tépico matematico ou
tipo de tarefa poderemos com maior facilidade potenciali-
zar esta metodologia de trabalho. Concretamente, podere-
mos antecipar a construcdo de algumas tarefas para as 1.2
e 2. fases que proporcionem uma aprendizagem mais efi-
caz a todos os alunos.

Nota

[1] Problema retirado da 4. tarefa, da sequéncia de tarefas
«Equagdes do 2.° grau a uma incégnita», para 0 9.° ano
disponibilizada no sitio da DGIDC (2009).

V Dia GeoGebra Portugal
Geogebra 6+,
Comecando nos primeiros anos

No préximo dia 9 de maio realizar-se-a o V Dia do GeoGebra Portugal. O encontro decorrerd na Escola Superior de Educacao do
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ANA CrisTINA TUDELLA
AGRUPAMENTO DE ESCOLAS FREI GONCALO DE AZEVEDO

LEONOR SANTOS
InsTrTUTO DE EDUCAGAO DA UNIVERSIDADE DE LISBOA

Instituto Politécnico de Lisboa e conta com os apoios daquele instituto, do Centro Interdisciplinar de Estudos Educacionais da

ESE/IPLisboa e do Instituto Geogebra Portugal.

Este ano, o Dia do Geogebra procuraréa dar um especial destaque 2 utilizagdo deste ambiente com criancas a partir dos
6 anos. Assim, sob o lema Geogebra 6+, esta iniciativa procurard, entre outros objetivos, apresentar o GeoGebra como uma
ferramenta potenciadora da aprendizagem da matematica em contextos diversificados e proporcionar espagos de discussao

sobre o uso deste programa em contexto de educacdo e investigacdo matematica.
O encontro contemplard conferéncias plendrias, comunicacdes, sessdes praticas e posters. A semelhanca dos anos
anteriores, Markus Hohenwarter, o autor do Geogebra, fard uma conferéncia via skype.

Informacoes sobre a inscricdo e a rececdo de propostas para comunicagoes, posters e dinamizacao de sessoes praticas em

http://www.eselx.ipl.pt/ ou em http://www.geogebra.org.pt/
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PENSE NISTO

Descubra as diferencas

PMEB 2007

In Objectivos gerais do ensino
da Matemdtica, pp. 5-6

Os alunos devem ser capazes de re-
solver problemas. Isto é, devem ser
capazes de:

« compreender problemas em
contextos matematicos e
nao mateméticos e de os re-
solver utilizando estratégias
apropriadas;

« apreciar a plausibilidade dos
resultados obtidos e a adequa-
¢do ao contexto das solugdes
a que chegam;

« monitorizar o seu trabalho e
reflectir sobre a adequacdo
das suas estratégias, reconhe-
cendo situacdes em que po-
dem ser utilizadas estratégias
diferentes;

« formular problemas.

A resolucdo de problemas é uma ac-
tividade privilegiada para os alunos
consolidaremn, ampliarem e aprofun-
darem o seu conhecimento matema-
tico. Neste processo, os alunos de-
vem compreender que um problema
matemdtico, frequentemente, pode
ser resolvido através de diferentes es-
tratégias e dar atencdo a anilise re-
trospectiva da sua resolucdo e apre-
ciacdo das solugdes que obtém.
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PMEB 2013
In Objectivos, p. 5

A resolucdo de problemas envolve,
da parte dos alunos, a leitura e in-
terpretacdo de enunciados, a mobi-
lizacdo de conhecimentos de factos,
conceitos e relacgBes, a selegdo e apli-
cacdo adequada de regras e proce-
dimentos, previamente estudados e
treinados, a reviso, sempre que ne-
cessdria, da estratégia preconizada e
a interpretacdo dos resultados finais.

Assim, a resolu¢do de problemas
ndo deve confundir-se com ativida-
des vagas de exploracdo e de desco-
berta que, podendo constituir estra-
tégias de motivacgdo, ndo se revelam
adequadas a concretizacgo efetiva
de uma finalidade t3o exigente. Em-
bora os alunos possam comegar por
apresentar estratégias de resolucdo
mais informais, recorrendo a esque-
mas, diagramas, tabelas ou outras
representacdes, devem ser incenti-
vados a recorrer progressivamente a
métodos mais sistematicos e forma-
lizados. Em particular, no 1.° ciclo,
solicita-se explicitamente que o nu-
mero de passos necessarios a reso-
lugdo dos problemas v aumentando
de ano para ano. E fundamental que
os alunos n3o terminem este ciclo de
ensino conseguindo responder cor-
retamente apenas a questdes de res-
posta imediata.

PENSE NISTO

Ainda para pensar: A propdsito da
utilizac3o resolucio de problemas no
ensino da Matem§tica, os coordena-
dores das Metas Curriculares, apen-
sas ao PMEB 2013, na mensagem em
resposta as reacgdes e criticas de-
pois do perfodo da sua consulta po-
blica, dizem a certa altura (pp. 3-4):
«A iniciacdo a matemadtica, estrutu-
rada a partir da resolugdo de proble-
mas, impede o trabalho necessdrio 4
aquisigio de conhecimentos e de capa-
cidades fundamentais a essa mesma
resolugdio», considerando, um pou-
co mais adiante, que «a resolucio de
problemas requer que o aluno adqui-
ra e automatize, primeiramente, co-
nhecimentos, regras e procedimen-
tos». «Sd depois disso», acrescentam
ainda, os podera recuperar e usar em
problemas complexos». A aborda-
gem que as Metas propdem, dizem
ainda, é uma «abordagem diretiva
que procura evitar os erros decorrentes
da descoberta dos alunos e que os aju-
dard a construir representagdes cot-
rectas dos problemas, evitando os
desvios originados pelas falsas inter-
pretaces que tantas vezes ocorrem
em todos os niveis de escolaridade.»
(itélicos nossos)

Henrique Manuel Guimardes
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Neste caso, como ji foi referido, o problema nasce a partir

da exploracdo da lengalenga Vamos bailar:

A LENGALENGA VAMOS BAILAR

O baile vai comecar.

Cada qual que arranje par.

6 meninos ali estdo.
Quantos pares se formardo?
Ora vamos |4 ver:

A Maria e o Jodo.

A Carminho e o Tristao.

A Inés e o Romao.

3 pares. Tens toda a razdo.

8 meninos ali estdo.
Quantos pares se formarao?
Ora vamos |4 ver:

A Cétia e a Mariana.

A Ténia e a Susana.

O Vitor e a Joana.

O Anténio e a Alberta.

4 pares. — Resposta certa,

5 meninos ali estdo.
Quantos pares se formario?
A Sara e o Miguel.

O Chico e o Joel.

Oh! Mas pobre do Manuel!
Acho que ele estd a chorar.
N&o consegue arranjar par.

E chegam mais 12 meninos,
preparados p ‘ra dangar.
12? E t3o facil calcular!

6 pares se irdo formar.

Mas, ao fundo do jardim,

Vejo o Artur e o Serafim,

O Vitor e o Delfim,

A Sandra, o Benjamim e o Joaquim.
Estdo bem contentes, a rir.

7 meninos. E agora?

Alguém vai ficar de fora?
Es tu quem vai descobrir.

Na camisola de cada aluno foi fixado um cartao com o nome
de uma crianca referida na lengalenga. Os cartdes estavam
propositadamente numerados de 1 a 5, sendo que uns eram
quadrangulares, outros triangulares e outros circulares, dis-
tribuidos por quatro cores (amarelo, azul, verde e verme-
lho). Inicialmente, foram dadas indica¢bes para os alunos
formarem grupos tendo em conta a forma, a cor e o ntime-
ro do seu cartdo. Leu-se a lengalenga, que em seguida foi
musicadal®! e dancada livremente. Posteriormente, os alu-
nos dangavam e ao ouvirem a letra da musica formavam
o0s pares que eram sugeridos (ex. Maria e Jodo, Carminho
e Tristdo, Inés e Romio).

Ao longo da tarefa, em momentos especificos, as criangas
foram questionadas sobre a forma como os grupos se iam con-
figurando ao sabor da lengalenga, tendo como foco as relactes
entre o ntimero de criancas e o niimero de pares e vice-versa.
Na procura de relacdes e regularidades, entre outras, os alu-
nos disseram que: «O niimero de criancas é sempre o dobro
do ntimero de pares formados. O ntimero de pares formados
€ sempre metade do ntimero de criancas do grupo.»

Apoés varias atividades a partir da mesma tarefa (explo-
ragdo das formas, cores, nimeros dos cartdes, entre outras),
surgiu o problema do grupo de amigas que ia ao cinema.

O PROBLEMA A RESOLVER

A lengalenga apresentada deu-nos a oportunidade de pro-
por aos alunos uma abordagem criativa a um problema que
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lhes suscitava curiosidade e envolvimento intelectual. O pro-
blema estruturado, de acordo com Sternberg (2013, p.388),
insere-se na categoria dos que «nio possuem caminhos cla-
ros para solucdes». Poder-se-4 ainda inclui-lo na classifica-
¢do de problemas matematicos referida por Huete & Bra-
vo (2006) como um problema recreativo, por apresentar
uma situacdo que estimula a fantasia dos alunos e um ra-
ciocinio especial. Eis o problema apresentado aos alunos:

Um outro grupo de apenas seis meninas combinaram ir ao ci-
nema, a Ana, a Joana, a Dina, a Rita, a Paula e a Isa. Quan-
tos pares diferentes podem formar estas meninas?

ESTRATEGIAS DE RESOLUGAO DOS ALUNOS

Numa primeira fase sugeriu-se que os alunos, individual-
mente, resolvessem o problema de todas as formas que
fossem capazes e s6 depois discutissem as suas estraté-
gias em equipa.

RESOLVENDO INDIVIDUALMENTE

A maioria dos alunos recorreu ao desenho para represen-
tar os pares que formavam com seis criancas, sem a preo-
cupacdo de formar pares diferentes. Na figura 1, o aluno
com recurso ao desenho indica que apenas é possivel for-
mar trés pares diferentes.

Com esta e outras representacdes idénticas, os alunos
apenas desenharam uma combinacio de 3 pares com as 6
criancas indicadas. Em entrevista individual, os alunos dis-
seram que pensavam que era para formar pares com aque-
las seis criancas, apenas uma vez, o que pode dever-se ao
trabalho desenvolvido com a lengalenga, onde era o que se
pretendia. Nesta primeira resolu¢do do problema, todos os
alunos recorreram ao desenho para constituir os pares e,
sozinhos, nio encontraram todas as solucdes. Embora os
alunos tenham sido encorajados a usar o pensamento re-
lacional, individualmente apenas desenharam trés pares.
Houve dois alunos que desenharam cinco pares.

RESOLVENDO EM EQUIPA

Apbs a resolucio individual do problema, os alunos foram
desafiados para, em equipas, compararem as suas estraté-
gias individuais e as soluc¢des. Esta situacio levou-os a re-
fletirem sobre questdes que eles colocavam uns aos outros.
As questdes que foram suscitadas em equipa levaram-nos
arefletirem em conjunto, percebendo, assim, que existem
outros caminhos e véarias solucdes. Para estes alunos, o de-
safio ndo ficou apenas na resolucio do problema, mas sim
em experimentar outras formas de resolucdo. No final do



Figura 1.—Desenho com 3 pares.

trabalho conjunto, cada equipa comunicou o seu percur-
so, as suas ideias e as estratégias criadas com o contribu-
to de cada um.

As ilustracdes apresentadas mostram algumas represen-
tacdes que os alunos construiram, a partir da troca de di-
ferentes pontos de vista. Iniciamos com a apresentacao de
uma resoluciio baseada na escrita dos nomes das criangas
do problema e respetiva agregacdo de todos os pares pos-
siveis (figura 2).

Nas situacdes apresentadas (figura 2), os alunos escre-
veram os nomes das criancas aos pares e no fim fizeram a
respetiva verificacdo. Esta consciencializa¢do da validacio
ndo tinha sido tida em conta na etapa em que o problema
foi resolvido individualmente. Os proprios alunos sé nesta
etapa referiram a comutatividade: «Estar a Ana com a Joa-
na é o mesmo do que estar a Joana com a Ana.

Segue-se uma ilustracdo muito utilizada no pré-escolar
quando as criancas recorrem ao raciocinio combinatorio e
usam a drvore das possibilidades (figura 3, na pagina seguinte).

Nesta situa¢io os alunos optaram por, numa linha, es-
crever o nome de todas a seis criancas, ligando cada nome
a outro que seria o seu par. Ao verificar que havia pares re-
petidos, assinalaram-nos com uma cruz. Mais a frente ja
omitiram os pares repetidos, pois j os conseguiram visua-
lizar mentalmente.

Por fim, apresenta-se a estratégia em que os alunos usa-
ram uma tabela de dupla entrada (figura 4, na pagina se-
guinte) onde assinalaram com uma cruz os diferentes pa-

Figura 2.—Registo do nome dos pares de alunos.

res formados, o que permitiu a visualizacio de todas as
possibilidades.

O registo em tabela requer um pensamento mais orga-

nizado pelo que, propositadamente, esta foi a tiltima comu-
nicacdo apresentada a turma. Na sua comunicacao, os alu-
nos partilharam que contaram nas colunas, da esquerda para
a direita, 0,1,2,3,4 € § cruzes respetivamente e que nas linhas,
de baixo para cima observaram o mesmo padrao, 0,1,2,3,4 € §
cruzes. Esta observacdo levou outros alunos a descobrirem
regularidades entre o niimero de diferentes pares forma-
dos, tendo em conta o nimero de criancas.
Partindo da observacdo de que havia 15 modos diferentes
de formar pares e pela observagdo dos registos dos alunos:
O+I+2+3+4+5, através desta estratégia, encontraram o seu
padrio de sequéncias. Aproveitou-se a oportunidade para
colocar a seguinte questdo: «E se fossem 7 criangas, quanto
pares diferentes se formariam ?»

Alguns alunos, para responder a referida questao neces-
sitaram de acrescentar um nome em cada linha e em cada
coluna, mas rapidamente responderam 21. Qutros, apenas
dois, disseram que era s6 somar mais 6. Dada a idade das
criangas apenas se conjeturou para § criangas, levando-as
a envolverem-se numa etapa de generalizacio.

CONSIDERAGOES FINAIS

O tipo de problema que se apresenta aos alunos e a for-
ma como se viabiliza a sua explora¢do na sala de aula para
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Figura 3.—Registo em drvore

Figura 4—Registo em tabela de dupla entrada com
o nome de todos os pares formados.

que todos aprendam de forma prazerosa e auténoma sao
alguns dos fatores que podem ou ndo conduzir os alunos a
construcio do conhecimento matematico. Na situacdo apre-
sentada, buscando caminhos préprios e gerindo diferentes
percursos, os alunos envolveram-se no raciocinio algébri-
co ao descobrirem qual o nimero total de pares diferentes
que se formam a partir do niimero de pessoas que existem.
Em anos mais avancados, a partir deste problema ou de ou-
tro com o mesmo propésito, poder-se-4 converter a relagdo
entre o niimero de pessoas e o niimero de pares diferen-
tes numa féormula algébrica, passando-se a generalizagdo.

Nos casos que analisamos, constatamos que na fase
individual de resolucdo de problemas, a principal dificul-
dade dos alunos foi a interpretacdo do enunciado e a falta
de motivacdo e persisténcia para procurar outras solugdes
para além das encontradas. O trabalho em equipa propor-
cionou aos alunos a criacio de estratégias que os levaram a
descobertas e ideias matematicas mais significativas. Numa
fase inicial, constatamos que esta partilha de ideias levou
a que muitos alunos superassem as dificuldades de com-
preensio do enunciado, entre outras. Neste sentido, para
Canavarro, Tudella e Pires (2009) é nos momentos coleti-
vos que se proporcionam «aprendizagens muito mais so-
fisticadas e complexas que ultrapassam as baixas expectati-
vas que muitos professores ainda tém sobre o que os seus
alunos conseguem aprender» (p.1). De acordo com Isgik e
Tarum (2009), a retengdo a longo prazo das aprendizagens
matematicas é muito mais eficaz quando estas sio realiza-
das em equipa, do que quando os alunos aprendem sozi-
nhos. Neste sentido, acreditamos na eficicia de uma préti-
ca centrada na resoluco de problemas através da qual os
alunos, em equipa, aprendem a refletir, comunicar ideias
com confianga, a ultrapassar obstaculos e a avangar a par-
tir dos erros sem medos e receios.
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Notas
1 Neves, C. (2013). Tantos animais e outras lengalengas

de contar. Lisboa: Planeta Tangerina.

2 Arranjo musical de Fernando Jadice (musico).
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Ensino de investiga¢des estatisticas na formacgao
inicial de educadores e professores

RAQUEL SANTOS

Enquanto docente do ensino superior, preocupa-me a qua-
lidade da formacio inicial de educadores de infancia e pro-
fessores, especialmente na drea da Matematica. Ainda mais
preocupante é a qualidade do ensino que estes e outros
futuros professores levam para as suas futuras salas de
aula, particularmente numa altura de introducdo do Pro-
grama e Metas Curriculares de Matematica do Ensino B&-
sico (ME, 2013).

Com a necessidade de tomar decisdes baseadas em da-
dos e em estudos estatisticos, a Estatistica tern uma enor-
me importéncia no nosso dia a dia. Isso é consonante tam-
bém com a énfase dada a este tema em muitos documentos
curriculares (e.g., ME, 1997, 2007, 2013; NCTM, 2000), logo
desde os primeiros anos. No entanto, o seu ensino pode
seguir duas grandes perspetivas (Ponte & Fonseca, 2001).
Na primeira, o principal propésito é compreender os con-
ceitos, representacdes e procedimentos estatisticos, por ve-
zes com reduzida atencdo aos contextos, o que vai ao en-
contro do proposto no programa de matematica em vigor
(ME, 2013). Um exemplo desta perspetiva é o ensino dos
conceitos estatisticos e a aplicag@o dos mesmos em exer-
cicios e em investigacdes estatisticas. Na segunda perspe-
tiva, as investigacdes estatfsticas sdo um meio para desen-
volver a literacia estatistica e os conceitos sao aprendidos
em contexto. N3o significa isto que estas duas perspetivas

sejam incompativeis, mas pode ser mais vantajoso para
o aluno aprender os conceitos, representacdes e procedi-
mentos estatisticos através da realiza¢do de investigacoes
estatisticas e de um trabalho com dados contextualizados.
Para tal acontecer, é necessario que esse tipo de trabalho
com as investigagdes estatisticas tenham algum destaque,
logo na formagc@o inicial de educadores e professores.

O ENSINO DA ESTATISTICA ATRAVES DA
REALIZACAO DE INVESTIGAGOES ESTATISTICAS

Uma investigagdo estatistica envolve diversas fases que Wild
e Pfannkuch (1999) resumem como «problema, plano, da-
dos, andlise e conclusdo». A primeira fase da investigacao,
a fase do problema, deve incluir uma questdo inicial moti-
vadora para os alunos, estar relacionada com os seus inte-
resses e ter uma natureza desafiante, embora a nivel alcan-
cavel (Makar & Fielding-Wells, 2011). Heaton e Mickelson
(2002) acrescentam que as questdes devem ser abertas, es-
tatisticamente ricas, com contetido apropriado aos alunos e
relacionadas com outras dreas do curriculo. Segundo Wild
& Pfannkuch (1999), durante a segunda fase, o planeamen-
to, é necessario tomar decisdes metodolégicas apropriadas,
tendo em conta a questdo inicial a que se quer dar resposta.
A terceira fase, a fase dos dados, inclui a recolha, controlo
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e «limpeza» dos dados e a fase da anilise requer a explora-
cdo e andlise de dados e a construcdo de hipéteses usando
conceitos e ideias relacionadas com as representacdes gra-
fica e tabular e medidas estatisticas. Finalmente, a conclu-
sdo inclui a interpretagdo dos dados, a elaboracdo de con-
clusdes, a formulacdo de novas ideias e a comunicacdo de
resultados. E importante considerar se a questdo inicial foi,
de facto, respondida.

Para conduzir este trabalho, os professores necessitam
de conhecimento estatistico sélido, assim como de conhe-
cimento sobre o modo de realizar investigacdes estatisticas
com alunos e de desenvolver o seu raciocinio sobre os da-
dos. Num estudo com futuros professores do 1.° ciclo, ao
planearem investigacGes estat(sticas, estes demonstraram
dificuldades em saber o que fazer e porqué, durante uma
investigacdo estatistica (Leavy, 2010), o que sublinha a im-
portincia de se estabelecerem fortes ligagdes entre a ques-
tdo inicial, os dados e as concluses (Fielding-Wells, 2010).

UM EXEMPLO PRATICO

Na unidade curricular da Licenciatura em Educagdo Bésica
em que se abordam conceitos de Estatistica, tento usual-
mente incorporar varias investigacdes estatisticas, adequa-
das a diferentes niveis de ensino. Apresento de seguida, um
exemplo de uma investigacdo estatistica realizada numa
das minhas turmas. Descrevo como foi introduzida em sala
de aula e como foi realizada pelos futuros professores (o
que fizeram, que decisdes tomaram, onde tiveram dificul-

Avides da NASA
O nosso critério foi a duragdo do voo em segundos.

Ao identificar os avides através de letras procedemos
ao lancamento dos mesmos cronometrando cada lanca-
mento dos elementos do grupo.

Posteriormente registdmos o tempo de voo de cada
avido lancado por cada colega, calculdmos a média de
cada avido, chegando a conclus@o que o avido A foi o
que se aguentou mais tempo no ar, sendo consagrado
o vencedor.

Cdlculos auxiliares

A: 1,635 + 1,505 + 3,305 + 3.155 = 9,64/4 = 2,41
L:1,40s + 2,285 + 1,365 + 2,565 + 7,6/4=1,9

R: 2,06s + 1,595 + 2,625 + 3,005 + 9,27/4 = 2,32

Figura 1.—Relatério do Grupo A
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dades), ilustrando com o registo de dois grupos (Grupo A
e B— Figuras 1e 2).

A tarefa apresentada é adequada para o 2.° ciclo mas
pode ser utilizada no 1.° ciclo. Trata-se de uma tarefa de na-
tureza investigativa abordando uma situacdo sobre avides
de papel (adaptada de varios sites). Depois de uma breve
introducdo, informou-se os futuros professores que iriam
ser engenheiros aeronduticos da NASA por um dia e que
teriam de criar o melhor avido de papel, justificando essa
escolha o melhor que conseguissem. Esta investigacao es-
tatistica tem ainda a vantagem de poder ser ligada a outras
dreas como as Ciéncias.

A primeira fase, a do problema, iniciou-se com uma ques-
tdo aberta uma vez que cada grupo de 3 ou 4 futuros pro-
fessores teve de definir critérios diferentes para caracterizar
o que entendia por «melhor» avido. Tentou motivar-se os
futuros professores utilizando uma situagio familiar como
construir e fazer voar avides de papel. Nesta fase, a maio-
ria os grupos escolheu apenas um critério, tendencialmente
a distincia mais longa percorrida pelo avido ou o0 maximo
de tempo de permanéncia no ar (Grupo A), mas também
o menor niimero de voltas no ar ou o voo mais linear. No-
te-se que existiram ainda grupos que optaram por escolher
mais do que um critério em simultdneo (e.g., distancia e
tempo — Grupo B).

Durante o estabelecimento do plano, os grupos tiveram
novamente de tomar decistes de como escolher o melhor
design de avido, tendo em conta o critério previamente esta-
belecido pelo grupo. Também esta parte da tarefa foi aber-
ta, uma vez que os designs que escolheram criar foram dife-
rentes, bem como o nimero de tentativas para cada avido
(a variar entre 1 e 4) e os instrumentos de medida utiliza-
dos (fita métrica, crondmetro).

Durante a terceira fase da investigacdo estatistica, os gru-
pos procederam ao langamento dos avies e ao registo dos
dados, numa tabela de dupla entrada (ndmero do avido/nu-

Concluimos que o avido vencedor, pela maior duracao e
maior distincia, € o avido 1.

Resultados
Avido1—2,81seg [ 4,9 m
Avido 2 —1,46seg /1,1 m
Aviao 3 — 1,50seg [ 9o cm

Figura 2.—Relatdrio do Grupo B
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mero da tentativa) ou em lista (Grupos A e B). Nesta fase,
muitos grupos discutiram se deviam ou ndo mudar de lan-
cador, ou de local de lancamento e se conseguiam ou nao
recolher os dados de algumas varidveis mais dificeis de ava-
liar, como o registo do tipo de voo, para se decidir qual o
mais linear. Deste modo, podemos perceber que os grupos
durante a recolha de dados foram tomando decisdes para
melhorar o planeamento realizado na fase anterior da in-
vestigacdo, sempre com a questdo inicial em mente. Nesta
fase podia-se ter realizado ainda uma discussao em gran-
de grupo de forma a fomentar uma recolha de dados mais
rigorosa e, principalmente, a necessidade de realizar mais
do que um lancamento por avido para tomar decisdes de
uma forma mais fundamentada.

Na fase de andlise observa-se, mais uma vez, o caracter
aberto da tarefa, uma vez que nesta fase os grupos pude-
ram optar por diferentes métodos estatisticos para analisar
os dados recolhidos. Em sala de aula, os métodos utiliza-
dos e o rigor cientifico apresentado pelos alunos pode de-
pender dos conceitos jd trabalhados nos diferentes niveis
de ensino. O que aconteceu com este grupo de futuros pro-
fessores foi a utilizagdo de apenas uma medida estatistica,
como o maximo, o minimo ou a média dos valores (Gru-
po A), apesar de esta ultima medida ainda nao ter sido men-
cionada até ao momento na unidade curricular lecionada e
de se ter aproveitado o momento da discuss3o final para a
introduzir em grande grupo. Nos grupos que fizeram ape-
nas um lancamento (Grupo B), a resposta a questao inicial
da investigacdo foi fundamentada apenas com base nesses
dados, ndo tendo recorrido a qualquer medida estatistica.
A escolha de duas varidveis (tempo de voo e distdncia per-
corrida) pode té-los levado a considerar que um lancamen-
to era suficiente.

Na fase da conclus3o, os grupos responderam a ques-
tdo inicial com base nos seus dados e escreveram um pe-
queno relatério da atividade desenvolvida, incluindo as es-
colhas que fizeram, os dados que recolheram e a resposta
final com a devida justificacdo. De destacar o facto de to-
dos os grupos terem conclufdo a investigacao dando uma
resposta a questdo inicial (ainda que pouco fundamentada
ou ndo utilizando os melhores critérios ou métodos esta-
tisticos). Assim, talvez pelo facto de a investigacao ter sido
fomentada por uma questdo aberta e desafiante, os gru-
pos mostraram uma forte ligacdo entre questdo, dados e
conclusdo. No entanto, é notdvel alguma falta de rigor nas
medicdes e, principalmente, na capacidade de tirar con-
clusdes a partir de um nimero demasiado reduzido de da-

dos, o que podia ter sido mais estimulado nas fases iniciais
da investigacdo.

No final da realizac@o da tarefa de investigacdo estatis-
tica e por falta de tempo, os grupos apenas entregaram o
relatério e a discussdo em grande grupo foi apenas reali-
zada no dia seguinte. Nesta discussdo, para além da apre-
sentacdo do que alguns grupos decidiram e fizeram, discu-
tiram-se também as consequéncias da escolha de cada um
dos critérios, o que é necessdrio para tirar conclusdes mais
fundamentadas e conscientes, que medidas estatfsticas po-
derfamos ter utilizado, o aparecimento ou ndo de outliers e,
por tltimo mas ndo menos importante, como desenvolver
as diferentes fases da investigacdo estatistica em sala de
aula com criancas de diferentes niveis de ensino. Depen-
dendo do ano de escolaridade, esta tarefa pode ser utiliza-
da para introduzir novos conceitos, como a média ou até a
mediana, onde estas medidas poderdo surgir por necessi-
dade para tomar uma decisdo baseada em muitas medi¢oes
(n3o muito rigorosas). Assim os conceitos surgem contex-
tualizados e por necessidade de andlise dos dados e nao
sdo apenas introduzidos e feita a sua aplicagdo em exerci-
cios rotineiros.

CONCLUSAO

A descricdo e respetiva reflexdo sobre a minha pratica letiva
pretende dar visibilidade ao trabalho que é necessirio reali-
zar nas salas de aula da formacdo inicial e que se pretende
que tenham influéncia nas salas de aula da educacao basi-
ca. Esta perspetiva é contréria a que utiliza as investigacdes
estatisticas na aplica¢d@o de procedimentos ou conceitos j4
aprendidos. No caso da tarefa apresentada, podem utilizar-
--se esses contextos para fazer emergir conceitos estatisti-
cos por necessidade de anélise dos dados e assim desen-
volver a compreensdo do que o conceito realmente significa.
Para que os futuros professores compreendam o que esta
envolvido numa investigacdo estatistica é necessdrio que
tenham oportunidades de realizar investigacdes estatisticas
onde todas as etapas sejam igualmente valorizadas, da for-
mulacdo do problema as conclusdes, e que reflitam sobre
o sentido geral desta atividade. Serd necessdrio também
que discutam o modo como podem envolver e apoiar os
alunos ao longo de todo o processo de investigacéo. A par
do conhecimento sobre Estatistica e investigacSes estatis-
ticas, ¢ importante promover o desenvolvimento do conhe-
cimento didatico dos formandos sobre investigacdes esta-
tisticas, através de outros meios, como por exemplo videos,
observacdo de aulas e discussdo de artigos sobre o tema.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

«Cortando» Curvas

A tarefa que aqui apresentamos foi adaptada de uma tare-
fa do Mathematics Assessment Project (http://map.math-
shell.org/materials/index.php) da University of Nottingham
& UC Berkeley, que disponibiliza um conjunto interessan-
te de materiais para professores com propostas para a sala
de aula e sugestdes para a sua implementacdo. A tarefa que
apresentamos foi pensada para os alunos do Ensino Se-
cundério com o objetivo de modelar um problema da vida
real. Os alunos deverdo decidir que matemdtica podem usar
para o resolver, interpretar os resultados que obtiverem no
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contexto da situacdo real, bem como testar a sua intuicdo.
Apesar dos conteudos envolvidos na sua resolucdo serem
lecionados ao longo do Ensino Bésico, o raciocinio envol-
vido sugere que seja aplicado a alunos um pouco mais ve-
lhos. Tal como propdem os autores do projeto, sugerimos
que sejam discutidas coletivamente algumas das formas de
resolucdo. Sugerimos ainda uma visita ao site referido para
consulta de possiveis estratégias a seguir pelos alunos e a
utilizac@o do link http://tinyurl.com/BusTurning onde en-
contra um filme que podera ser usado para introduzir a ta-
refa, atribuindo-lhe assim um maior significado.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

«CORTANDO>» CURVAS

Quando um autocarro d4 uma curva, tem de ter um cuidado especial
para que a roda traseira ndo suba o passeio ou, como mostra a figura 1,
nao entre na ciclovia.

Na figura 1, ao lado, vemos o autocarro a dar uma curva. A roda da
frente estd a pisar o risco que delimita a ciclovia, mas a roda traseira estd
dentro da ciclovia.

Na figura 2 apresentamos um esquema que traduz a situagio.

A distancia entre a roda da frente e a roda de trds chama-se distdncia
entre eixos e é representada por w. O raio da linha externa que limita a ci-
clovia é representado por r. A distincia marcada na figura com a letra x

representa a parte da ciclovia que o autocarro «cortas.
1.

Figura 1

Usa o esquema da figura para mostrar que x*—2xr+w?=0.

2. Consideremos w=3m e r=5m.

a) Descobre quanto é que a roda do autocarro corta a ciclovia.
b) Descobre a que disténcia deverd estar a roda dianteira da borda da ciclovia de modo que a roda traseira nao
pise o espaco destinado 2 ciclovia.

Sugestio: Desenha um novo tridngulo retdngulo que se ajuste a esta situagdo.

O que acontece se o autocarro for mais comprido? E se a curva for mais apertada? Atribui outros valoresawear
e investiga o que acontece.

Esta tarefa foi adaptada de Mathematics Assessment
Ty Project. University of Nottingham & UC Berkeley.
s http://map.mathshell.org/materials/lessons.php
Autocarro o

Distincia
entre eixos

~
~
X - )
G ;
L] \‘
1 )
1 .
¢ Estrada %
Passeio ' L
' .
1 A
I A)
) A
1 )
1 ]
1 )
' “
1
! / Raiodalinha N
)
! & externa que '
TR . . i
: . limita a ciclovia )
]
Vo X
' 2 ‘l
I ‘f ]
Yo '
1y i
1y ]
I i
® '
Figura 2 i
1

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
JANEIRO ;! FEVEREIRO #131

27




CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

O «retangulo» que n3o é retdngulo

Muitas das ideias que tém estado na base destas notas de-
correm de um trabalho de investigacio que tenho vindo a
realizar hd j4 algum tempo. Este trabalho teve uma com-
ponente muito forte de experiéncia em salas de aula do 1.°
ciclo onde foram experimentadas muitas das tarefas que
tenho idealizado. Decidi apresentar agora alguns breves epi-
sédios de ensino com comentdrios e enquadramento teé-
rico. Esta op¢do marca uma alterac3o na orientacdo destas
notas que passam assim a contar com trabalhos de sala de
aula para alimentar a reflexdo.

H4 uma ideia prévia a apresentacdo destes episédios que
quero evidenciar. Os ambientes de geometria dindmica alte-
raram radicalmente o modo de trabalhar a geometria. Sera
por isso desejdvel que as criangas comecem a aprender ge-
ometria o mais cedo possivel com recurso a estes ambien-
tes. Isso é desejivel e possivel que se inicie logo no 1.° ci-
clo, como evidencia o trabalho realizado por Graca Pereira
(Pereira, 2012). Apesar de defender esta ideia, optei por re-
alizar uma investigacdo ainda apenas com suporte de pa-
pel e ldpis e recurso a materiais manipuldveis. Registo no
entanto que muito do trabalho que realizei e das ideias que
desenvolvi usufruiram do facto de eu fazer sempre todas
as exploracBes prévias com recurso a um AGD. Espero ain-
da um dia poder adaptar muitas das tarefas que desenhei &
utilizacdo deste recurso para alunos do 1.° ciclo.

O episddio que relato ocorre numa aula do 3.° ano. Numa
aula anterior, alguns dias antes, os alunos tinham realizado

Figura 1
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duas tarefas seguidas. Nessas tarefas, individualmente cada
aluno tinha que descobrir o méximo de quadrados diferen-
tes e depois de retingulos, também diferentes, possiveis de
construir num geoplano de 5 por 5. Durante a fase de tra-
balho individual nunca foi dito aos alunos se os exempla-
res que iam descobrindo estava corretos ou n3o. O que foi
sendo pedido foi para passarem algum dos seus exemplos
para um folha maior que permitisse depois integrar uma ex-
posi¢do para apoiar a discussao coletiva. Foram assim obti-
dos 8 quadrados diferentes e 8 retadngulos diferentes. Esta
orientacdo permitiu, também, que existissem exemplares
de paralelogramos que duas das alunas tinham construl-
do considerando que eram retdngulos. Estes contra-exem-
plos permitiram a realizagdo de uma discuss3@o muito rica
em grande grupo. Esta aula comecou com a exposicio dos
trabalhos realizados pelos alunos (figura 1).

O paralelogramo apresentado na ultima folha da figu-
ra 1e que destaco na figura 2 ndo estava inicialmente na ex-
posicdo, mas é apresentado por uma aluna como mais um
exemplar possivel. Para a discussdo que se seguiu foi muito
importante ele ter sido colocado ao lado de dois retangulos
em posicdes ndo prototipicas (os dois primeiros retangu-
los da segunda fila na figura 1). A aluna est4 contente e to-
talmente convencida de que descobriu mais um retangulo
para além dos 8 descobertos pelos seus colegas, no entan-
to n3o consegue explicar porque acha que assim é. Quase
todos os alunos reagem e dizem que n3o &, embora alguns

Figura 2
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Figura 3

ndo consigam argumentar porque consideram que a figura
nao é um retangulo.

Hugo — Ndo é porque tem assim 2 bicos para o lado.

O Hugo vai ao quadro e contorna com os dedos os parale-
logramos. Aponta dois lados opostos e diz que estd incli-
nado por comparag@o com os retdngulos em que considera
que ndo est4 inclinado. O Hugo tem de recorrer & compa-
racdo com outra figura exposta, um retangulo em posicao
prototipica «ao alto», embora identifique elementos da fi-
gura importantes para esta decisdo. Perante a dificuldade
deste aluno em justificar o seu raciocinio, foi pedido a ou-
tro aluno, Duarte, que viesse apresentar aos colegas como
tinha pensado.

Duarte — Ndo € retdngulo porque estd torto. Em vez de ser assim
estd assim!

O Duarte acompanha o que diz com gestos com as maos
(figura 3). No primeiro faz dois segmentos paralelos ao
alto, ||, e depois faz dois segmentos paralelos inclinados,
|/, e contorna com os dedos o paralelogramo. Além dis-
so, é capaz de fazer com as mdos a modificagdo necessa-
ria para que o paralelogramo ficasse retangulo, isto €, co-
loca as duas mi3os de modo que dois lados consecutivos
facam um dngulo reto. No entanto nao é capaz de verbali-
zar esta relacd@o entre os lados. Acompanha a sua justifica-
¢3o comparando também com um outro retangulo exposto
mas em posi¢do nio prototipica isto €, «inclinado». Embo-
ra este aluno mostrasse que tinha ideias muito claras sobre
a justificac@o geométrica correta nio foi capaz de as verba-
lizar totalmente.

Esta discussdo centrou-se na observacdo e andlise de fi-
guras e tornou evidente para nés a necessidade de traba-
Ihar mais aspetos da estruturacio espacial dos quadrilate-
ros, necessdrios para a estruturacdo geométrica (Battista,
2008). Permitiu evidenciar a necessidade de dar atencao aos
elementos que compdem uma figura, neste caso os angu-
los e os lados. Permitiu também identificar as dificuldades
em verbalizar o raciocinio, revelando que a maior parte das
vezes as imagens mentais dos alunos estdo corretas e sdo
adequadas a sua argumentagao.

A estruturacdo espacial e a estruturagdo geométrica sao
as ideias chave da anilise deste episddio. Para mim s3o nes-
te momento um referencial indispensavel na anilise e com-
preensdo dos raciocinios dos alunos e por isso, na orienta-
cdo do desenho das tarefas a propor-lhes e da sequenciacao
dessas tarefas. A leitura desta nota pode ser complementa-
da com as notas 7 a 9 das revistas Educagdo & Matemdtica
116 a 118.
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LEITURAS

Praticas Profissionais dos Professores de Matematica

Jodio Pedro da Ponte (org.)

Este livroll ¢ um dos produtos finais de um projeto de in-
vestigacdo financiado pela FCT. Coordenado por Jodo Pedro
da Ponte, foi desenvolvido ao longo de trés anos por uma
larga equipa de investigadores e estudantes de pés-gradua-
cdo. O tema do projeto Prdticas Profissionais dos Professores
de Matemdtica deu-lhe o nome, abreviadamente designado
por P3M, bem como o titulo do presente livro.

Nzo se pode afirmar que este tema, nem mesmo em Por-
tugal, seja inédito ou que nio houvesse j4 estudos sobre
préticas profissionais de professores de Matematica. Mas
entdo o que nos traz de novo este livro que mereca a nos-
sa atencdo? Passarei, de seguida, a enunciar, alguns aspe-
tos que, em meu entender, o torna uma referéncia obriga-
téria para quem esteja interessado nesta tematica.

Logo nas suas primeiras paginas encontramos a preocu-
pagdo em discutir o significado do conceito de pratica pro-
fissional e as diferentes abordagens com que podem ser
estudadas. Para quem foi acompanhando o trabalho desen-
volvido neste projeto, este cuidado em clarificar o significa-
do de pritica profissional foi uma constante, fazendo a di-
ferenca para o que era até entdo mais usual. Era como se
todos partilhdssemos de um mesmo significado ndo sen-
do como tal necessério defini-lo. Mas sabemos que tal ndo
& assim em nenhuma area do saber, e ndo o é certamente
em educagdo, em particular.

Este rigor acompanha todo o livro, alargando-se a ou-
tros conceitos chave. Contudo estas partes sdo sempre com-
pletadas com estudos empiricos bem evidenciados que nos
permitem aceder as realidades do trabalho da sala de aula
de Matemética, sobretudo dos 2.° e 3.° ciclos e com maior
incidéncia nos tépicos dos Nimeros e da Algebra. Assim,
o leitor pode optar pelas partes que mais lhe interessam,
sem correr o risco de perda de coeréncia, podendo mais
tarde retomar numa outra parte para aprofundamento.

Sabemos que as préticas profissionais incluem um cam-
po imenso de dimensdes. Haveria assim naturalmente que
fazer opgdes. No caso deste livro deu-se particular destaque
3s tarefas matematicas e 3 comunicagdo na sala de aula num
contexto de ensino exploratério. A importancia que, quer as
tarefas, quer a forma como s3o exploradas, desempenham
nas aprendizagens mateméticas dos alunos justificam e ex-
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plicam as opgdes tomadas. Tomar como ponto de partida
o ensino exploratério é ndo sé apostar numa abordagem
com potencialidades, como criar uma oportunidade para o
aprofundar. Atender & forma como o desenvolvimento pro-
fissional do professor acontece de forma que a sua pratica
profissional se vé continuadamente melhorando ndo foiig-
norada. A terceira parte deste livro é dedicada & formagdo
inicial e continua de professores. Nesta gostaria de desta-
car os casos multimédia ao servico da formagao de profes-
sores, aspeto inovador no que a Portugal diz respeito.

Este livro oferece ainda ao leitor diversas tarefas mate-
maéticas, acompanhadas de extratos de didlogos efou reso-
lugdes produzidas por alunos portugueses. Por outras pa-
lavras, ndo sdo apenas apresentadas as propostas que se
fizeram aos alunos, mas é feito um trabalho de analise em
torno destas situaces de sala de aula. Mas pergunta-se:
ser4 isto vantajoso para um professor de Matemadtica que
n3o esteja interessado na investigagdo? Ou, por outras pala-
vras, qual o ptiblico a que este livro se destina? Em meu en-
tender, a um amplo leque de pessoas, a todos aqueles que
se interessam pelo ensino e aprendizagem da Matematica.
Aos professores, porque a reflexdo que certamente alguns
relatos de sala de aula lhes despoletara ajudé-los-4 a atri-
buir novos significados ao que fazem e quem sabe dar-lhes
vontade de experimentar, de fazer diferente. Aos formadores
de professores pois tém neste livro um conjunto de novas
ideias e concetualizacBes para a sua prépria prética profis-
sional. Aos que investigam em educagao, por disporem de
um conjunto alargado de artigos de qualidade e de discus-
sdes de natureza mais tedrica sobre alguns conceitos.

E verdade que se trata de um livro longo, com cerca de
550 paginas. Mas a forma como estd estruturado permite lé-
-lo de forma nio sequencial. Vamos ao sabor da nossa curio-
sidade. Cabe ao leitor decidir o seu préprio trajeto a percor-
rer. Estou certa que, no final, me dirdo «Valeu a penal»

Nota [1]: O e-book encontra-se disponivel em hitp://www.ie.ulisboa.pt/
portal/page?_pageid=406,18529068._dad=portal&_schema=PORTAL

Leonor Santos
INSTITUTO DE EDUCAGAO, UNIVERSIDADE DE LISBOA
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A EDUCACAO E MATEMATICA
ENTREVISTA... JoSE PAULO VIANA

A resolugio de problemas é uma das ideias mais fortes e

com maior tradicio na 4rea da educacdo matemética e a re-

vista Educacio e Matemdtica tem procurado acompanhar a
valorizagdo desta atividade desde sempre, nomeadamente
através da secgdo O problema deste niimero, uma das suas
secgdes mais antigas. Quase tdo antiga como a secgdo, € 2

colaboragdo de José Paulo Viana que, desde 1991, edita assi-
duamente um problema em cada nmero, desafiando tam-

bém os leitores a enviarem as suas resolugdes.

Na sessdo especial da EeM realizada no ProfMat 2014,
a nossa diretora, Lina Brunheira, entrevistou o José Pau-
lo Viana. Ao longo da entrevista, percorreu trés temas: o
amante de problemas de matematica, o professor de ma-
temética e o editor da seccio da Educacio e Matemaética. O
texto que se segue corresponde a uma versao mais reduzi-
da dessa entrevista que o José Paulo Viana teve a amabili-
dade de reconstituir a nosso pedido.

A Redacio da Educacdo e Matemdtica
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Figura 1.—(Batalha de Hastings, Tapegaria de Bayeux, sec. XI)

O AMANTE DOS PROBLEMAS DE MATEMATICA

1. Quando é que sentiste que tinhas um gosto especial pe-
los problemas de matematica? (O que te fez perceber isso?
Como é que eras como aluno em matematica?)

Acho que desde sempre (ou quase...). Da escola, ndo me
lembro especialmente dos problemas mas recordo de pas-
sar muitas aulas de outras disciplinas que ndo me agrada-
vam a resolver problemas. N3o sei de onde eles vinham. Dos
professores de Matemtica? De casa? Dos amigos? Nao sei.

Lembro-me, no correspondente ao atual 5.° ou 6.° ano,
ter estado toda uma aula de Histéria a calcular (2 mao, cla-
ro, que ndo havia calculadoras) o valor de 2 elevado a 64
para saber a resposta a questdo do inventor do jogo de xa-
drez que iria receber do rei do seu pais um grao de trigo no
primeiro quadradinho do tabuleiro, dois grios no segundo,
quatro no terceiro, oito no quarto, e assim sucessivamente.

Doutra vez, também por essas alturas, numa outra aula
(que nio de matematica...) tentei encontrar uma regra que
desse a soma dos naturais até um certo ntimero. Muito ad-
mirado fiquei quando, uns anos depois, reencontrei a for-
mula ao estudar as sucessoes.

Do que disse aqui atras, da para perceber que os meus
resultados a Matematica eram bons.

No entanto, o grande salto, que me torna consciente do
gosto pela resolucdo de problemas, da-se uns anos depois, ja
perto do fim do ensino secundario. Um dia, 0 meu pai che-
gou a casa e entregou-me umas folhas datilografadas que ti-
nha trazido do emprego: «D4 uma vista de olhos nisto, pen-
so que vais gostar. Tens de mas devolver até segunda-feira».

Comecava com o enunciado de trés problemas e depois,
separadas, as resolugdes. Que problemas! Marcaram-me
de tal maneira que nunca mais os esqueci. Naquela época,
nio havia fotocépias pelo que sé copiei os enunciados, as
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resolucdes eram muito longas (ou eu preguigoso). Mas a
folha desapareceu numa das muitas mudangas de casa.

Consegui chegar a solugio dos dois primeiros. O tltimo
era o mais dificil e fui obrigado a ler o que 14 estava. O que
mais apreciei neles foi perceber a inteligéncia de quem os
tinha inventado (ainda hoje, ao ler certos problemas ou ao
ver a forma como se consegue resolvé-los, me maravilho e
me admiro com a riqueza do raciocinio humano). Percebi
nessa altura que havia uma outra qualidade de problemas,
em que se ia mais além do que da aplicacdo direta dos co-
nhecimentos matematicos. Vale a pena recorda-los.

O primeiro que 14 aparecia era um exemplo daquilo que
os ingleses classificam de alphametics e os franceses de cryp-
tarithmes. Nio conheco a palavra portuguesa corresponden-
te, por isso adoto a francesa escrita 3 nossa maneira.

O criptaritmo consiste numa igualdade numérica, en-
volvendo uma ou mais operacdes, onde os algarismos fo-
ram substituidos por letras. Cada letra corresponde a um
s6 algarismo e cada algarismo é representado por uma tini-
ca letra. Nenhum nimero pode comegar por o. O objetivo
é descobrir o valor de cada letra.

O exemplo cldssico dos criptaritmos é precisamente o
que era proposto nessas folhas. Segundo descobri poste-
riormente, foi inventado por Henry Dudney, o famoso cria-
dor de puzzles inglés, e foi publicado em Julho de 1924 na
revista Strand Magazine.

F uma soma simples, com oito letras diferentes:

SEND
+MORE
MONEY

O que nos faz gostar dele é que quase tudo pode ser des-
coberto por dedugcdes logicas, sem necessidade de ir expe-



rimentando valores para as letras. Se nunca o resolveram,
experimentem e vio ver que gostam!
O segundo era A Batalha de Hastings (figura 1):

Num antigo documento, encontrou-se este breve relato da bata-
Tha de Hastings:

Os exércitos normando e saxdo postaram-se frente a frente, for-
mados em quadrado. Os normandos estavam em inferioridade
numeérica pois tinham menos 512 soldados. No entanto, bateram-
-se com tal valentia e coragem que conseguiram desbaratar e por
em fuga o inimigo. No final da terrivel batalha, tinham morrido
metade dos saxdes mas do lado dos normandos os mortos foram
poucos. Curiosamente, foi igual o ntimero de sobreviventes em
cada um dos lados.

Quantos soldados tinha cada um dos exércitos e quantos morre-
ram na batalha?

O que nos intriga desde logo é como, com tdo pouca in-
formacio, se podera descobrir tanta coisa. Para o resolver,
vai ser preciso levar 2 letra todos os dados do enunciado.

Do terceiro problema j& ndo consigo refazer todo o enun-
ciado. Numa sala, estd uma mosca pousada a meio de uma
parede e a um metro do teto. Na parede oposta, também
a meio e a um metro do cho, estdo oito aranhas que par-
tem em direcdes diferentes e todas a mesma velocidade. As
oito alcangam a mosca ao mesmo tempo. Sabe-se a distan-
cia que cada uma delas percorreu. Pede-se as trés dimen-
soes da sala.

De vez em quando, sobretudo com a ajuda de progra-
mas de Geometria Dindmica, volto a pegar no problema
mas nio consigo resolvé-lo completamente...

Tenho encontrado versdes mais simples mas nenhuma
corresponde a que tenho na meméoria.

2. Fala-nos sobre um problema que te tenha marcado. (e
porqué, ligar com o que € para ti um bom problema?)

Bem, ndo me é possivel falar num s6 problema... H4, para
ja, aqueles trés de que falei atras.

Outro, bem marcante, foi «O Cao e o Prisioneiro», que
o0 Manuel Saraiva prop6s e analisou no niimero 8 da Edu-
cagio e Matematica, do 4.° trimestre de 1988 (figura 2)

Um prisioneiro encontra-se no centro do patio da prisio e € guar-
dado por um co que corre Tt vezes mais depressa que ele. O pétio
é um quadrado com 200 metros de lado. O homem pode andar
por onde quiser, em qualquer diregdo, mas o cdo, que inicialmen-
te estd num dos vértices do quadrado, 6 se pode deslocar ao lon-
go dos lados do patio.

Conseguir4 o prisioneiro escapar?
O Manuel terminava o artigo colocando nova questao:

Qual é a velocidade que o c@o precisa de ter para que o homem
ndo tenha hipéteses de fuga?

A resolugio apresentada era bastante interessante e o pri-
sioneiro teria de cotrer para um ponto que nio era nenhum
dos que, A partida, pareceriam mais eficientes. Contudo,
esta pergunta final abria perspetivas completamente no-
vas. J4 ndo bastava pensar que o prisioneiro se limitaria a
estratégia mais simples: «correr em frente a toda a veloci-
dade». Por outro lado, era preciso pensar também nas op-
¢Bes que o cdo poderia tomar para guardar o prisioneiro da
forma mais eficaz. Pensar nestas hipéteses todas entusias-
mou-me de tal maneira que me levou a escrever o meu pri-
meiro artigo para a nossa revista...

Embora s6 me tenham pedido para falar num, ha ou-
tros problemas que foram importantes para mim. Tenho

W

Figura 2
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Figura 3

de referir aquele de que mais gostei nos tltimos tempos,
«Dois tridngulos quase iguais»:
Qualquer tridngulo tem seis elementos carateristicos: trés lados

e trés dngulos. Serd possivel que existam dois tridngulos diferen-
tes que tenham 5 desses 6 elementos iguais de um para o outro?

Quando lemos o enunciado, parece-nos impossivel que tal
possa acontecer: cinco elementos iguais de um tridngulo
para o outro e eles sdo diferentes? Mas, por outro lado, se o
problema nos é apresentado, é porque tem solugdo. E é esta
tensdo entre a nossa intuicdo (que nos diz que é «impossi-
vel») e a nossa razdo (que nos diz que, se ele ali esta, € por-
que deve ser possivel) que nos faz querer descobri a solugao.

Além disso, depois de resolvido, vemos que podemos ir
ainda mais longe, respondendo a novas questdes que sur-
gem quando chegamos a solugdo.

3. Esta pergunta tem a ver com cinema que nés sabemos
ser outra paixao tua. H4 uns anos vi um dos filmes da saga
Die Hard com o Danny Glover e o Bruce Willis em que os
dois tém de resolver um daqueles problemas conhecidos
com garrafGes de dgua para colocar exatamente 4 litros de
dgua em cima de uma balanca. Se errarem rebentam uma
bomba... Alguma vez um filme te serviu de inspiracio para
um problema?

Sé agora, ao ser colocada esta pergunta, me apercebi que
nio tenho estabelecido pontes significativas entre duas ar-
les que tanto aprecio: cinema e matematica. Nos Desafios
do jornal Puiblico ja coloquei uns trés ou quatro problemas
relacionados com o cinema mas com pouca matematica.
Como é de prever, quando estou a ver um filme, gosto
sempre das referéncias a Matematica. Ha alguns casos es-
peciais. No filme «O Enigma de Fermat» (La Habitacién
de Fermat), de Luis Piedrahita e Rodrigo Sopefia, os per-
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sonagens principais sdo quatro matemdticos cuja sobrevi-
véncia depende de serem capazes de resolver os sucessi-
vos enigmas que lhes vio sendo colocados.

O meu favorito é o «Pequeno Dicionario Amoroso», de
Sandra Werneck (figura 3). Tem uma personagem femini-
na secundaria que gosta de muito de niimeros e que, ao
longo da historia, vai introduzindo, com bastante humor,
resultados estatisticos e curiosidades numéricas relaciona-
das com o que vai acontecendo.

4. Gostas mais de resolver problemas ou de inventar
problemas?

O gosto pela resolucio de problemas existiu sempre.

A invencdo de problemas é muito mais dificil e surge
muito mais tarde na minha vida. Ao principio, quando o
Eduardo e eu comecidmos com os Desafios, era bem com-
plicado e sofria-se um bocado. Tivemos de recorrer varias
vezes aos classicos, aqueles problemas de que nao se sabe
a origem e que parece terem existido sempre ao longo dos
tempos. Depois, fui ganhando experiéncia e adquirindo ro-
tinas e agora ji é mais facil inventa-los. Mas acho que con-
tinuo a gostar mais de os resolver...

O PROFESSOR DE MATEMATICA

5. De que formas gostas de integrar os problemas na sala
de aula?

Sempre: antes, durante e depois de uma unidade tematica.
E importante p6r os alunos a pensar, desafid-los com qual-
quer coisa que os intrigue. No principio, quando comega-
mos a dar aulas, pode parecer uma tarefa quase impossivel,
esta de arranjar problemas que se integrem nos contetidos.
Com a prética, se estivermos conscientes da necessidade e
importincia dos problemas, as coisas tornam-se mais fa-



ceis. As vezes, uma pergunta curta mas desafiante é sufi-
ciente para obter o efeito desejado.

6. Da tua experiéncia, o que é mais determinante para o
envolvimento dos alunos na resolucio de problemas [As
caracteristicas do problema? As caracteristicas do aluno?
A forma como o professor desafia o aluno?

Diz-me a experiéncia que praticamente todos os alunos gos-
tam de resolver problemas. Claro que ha sempre uns que
se mostram contra, mas ji vi muitos deles entusiasmarem-
-se quando lhes parece que o problema ndo tem nada a ver
com matematica (ou melhor, com o calculo).

H4 também dois aspetos muito importantes. O primeiro
tem a ver com carateristicas proprias do problema. O enun-
ciado tem de ser bastante claro e, de preferéncia, curto, deve
criar uma alguma estranheza na mente do aluno, tem de
leva-lo a interrogar-se: «Sera possivel?», tem de obrigar a
pensar primeiro em possiveis estratégias, deve estar adap-
tado ao desenvolvimento do aluno e, claro, nio pode ser de-
masiado dificil ou rebuscado.

O segundo é a forma como o problema é apresentado
pelo professor. O entusiasmo com que se coloca o proble-
ma é contagiante e transmite-se facilmente aos alunos.

7. Os problemas podem motivar os alunos, podem desen-
volver-lhes capacidades, podem ser um contexto para apren-
der conceitos... de todas estas vertentes, o que é mais im-
portante para ti?

O principal efeito dos problemas é por as pessoas a pensar,
a raciocinar e a relacionar aquilo que sabem. Ha uma certa
tendéncia para se transformar o ensino da Matematica na
aprendizagem de regras de calculo e de manipulagao algé-
brica, de tal modo que muita gente julga que a Matemati-
ca éisso e 56 isso. Os problemas acrescentam uma dimen-
sdo nova, fazendo pontes entre os varios conhecimentos,
obrigando a pensar na Matemdtica como um todo e pon-
do o calculo e a manipulagdo algébrica no seu verdadeiro
lugar, o de simples instrumentos mateméticos. Hé proble-
mas que sdo puramente abstratos mas existem muitos ou-
tros que mostram como a matemdtica se torna ttil em si-
tuacdes concretas e reais.

O EDITOR DA SECCAO DE PROBLEMAS DA EEM
8.De onde surgem os problemas que editas na revista?

Os problemas da revista tém duas fung¢des: por um lado,
desafiar diretamente os professores e, por outro, servirem

de inspiracio para a sua utilizacdo nas aulas. Além disso,
tornam-se mais proveitosos se existirem diferentes pro-
cessos de se chegar 4 solugdo. Nem sempre é facil arran-
ja-los com estas carateristicas. Ao ler e resolver os proble-
mas que encontro em livros e revistas, vou tendo isso em
consideragio. Assim, se aparece um muito bom, apresen-
to-o tal e qual, com a indicacdo da origem (mas tento que
isto seja a exce¢do). Outras vezes, durante a resolugdo, en-
contro um que pode ser adaptado, alterado, transformado
ou prolongado, dando origem a um novo problema que ji
pouco ou nada tem a ver com o original. Finalmente, as
vezes consigo mesmo inventar um completamente (e fico
todo contente...).

9. Ao longo do tempo e com todas as resolugbes que tens
recebido dos nossos leitores, o que tens percebido/apren-
dido a partir delas: [Tipos de problemas preferidos? Estilos
de resolucio mais habituais? Existe um perfil para quem
te responde com mais assiduidade?...]

E muito rico, para mim, ter regularmente acesso as reso-
lucdes dos nossos colegas (e até de alunos). As estratégias
e os processos seguidos sdo, muitas vezes, bem diferentes,
mais simples ou melhores do que os que eu tinha descober-
to. E fascinante como o pensamento humano pode ser t3o
diverso e imprevisivel. E isto também que tentamos passar
a quem 1é nossa revista quando apresentamos a variedade
de caminhos seguidos para chegar a solugio.

Ha um conjunto de leitores que responde regularmen-
te aos problemas. Com o decorrer do tempo, comegam a
notar-se as preferéncias de cada um. Ha os que tentam por
tudo em equacdo, outros resolvem quase sempre com a fo-
lha de célculo ou com programas de geometria dindmica,
outros tentam ir mais além, generalizando ou propondo
prolongamentos. E ja reparei que alguns deles ficam tris-
tes quando nio respondem ou ndo enviam a resolucdo.

10. Uma tiltima pergunta que na verdade esperamos seja
apenas retérica: ainda ha problemas para publicar?

E uma pergunta de retérica, sem davida! A mente huma-
na é incansavel e ndo aceita limites. Nao falta gente neste
mundo com vontade e com capacidade para inventar pro-
blemas interessantes. Além disso, a Matematica e a socie-
dade evoluem sem cessar, dando origem a novas situacdes
que vdo gerar novos problemas. E nos cd estaremos para
os resolver.
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

i- Um cubo e muitos tridngulos

? Quantos tridngulos retdngulos se podem obter escolhendo trés vértices de um cubo? .
]

/
1

| Pergunta adicional: Se escolhermos ao acaso trés vértices de um cubo, qual ¢ a pro-
babilidade de eles formarem um triangulo retangulo?

i
1
(Respostas até 5 de Abril, para zepaulo46@gmail.com) |
I
I

| o
4

DESISTENCIAS NO TORNEIO Lufs Lopo, Manuel Marques & Lucas Marques (Lagos),
O problema proposto no niimero 129 de Educagdo e Mate- Mdrio Roque (Guimardes),

mdtica é uma variante de um outro, que nos foi proposto Pedrosa Santos (Caldas da Rainha),

por Delfim Guedes (V. N. Gaia): Telma Carneiro (Santo Tirso)

Com a finalidade de treinar os alunos para o Campeonato Nacional e de um grupo de quatro professores de Paido:
de Jogos Matemiiticos, o professor desafiou a sua turma para se jun-
tarem num sdbado e fazerem um torneio de Hex, em que cada um
jogaria com todos os outros.

Dora Gaspar, Lurdes Laranjeiro, Regina Verfssimo e
Pedro Alberto.

Infelizmente, & dltima hora, alguns alunos tiveram de desistir e, O Hugo comega com estas consideracdes:
por este motivo, disputaram-se menos 94 jogos do que os previstos

RO Este problema é bastante conhecido e tem vdrias variantes. Uma

poderé ser determinar quantos apertos de mao sao dados por um
Quantos alunos tinha a turma e quantos desistiram? conjunto de pessoas; outra o nimero de segmentos de reta que
unem as arestas numa figura geométrica plana. Aqui trata-se o pro-
Recebemos 12 respostas, enviadas po ) .
3 S e blema de quantos jogos existem num grupo de N alunos. Para de-
q Jog grup

Alberto Canelas (Queluz), terminar o niimero de jogos feitos por N alunos, podemos tratar

Carlos Dias, Catarina Ferreira (Viseu) este problema como um problema de combinatéria (...).
¥ Ll
Francisco de Matos Branco (Ovar), Sendo entao:

Graca Braga da Cruz (Ovar), n = numero de alunos da turma

d = ndmero de desistentes

Hugo Silva (Lisboa), i
emos que:

© PROBLEMA DESTE NUMERQ
|osé Paulo Viana
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— o numero de jogos que seriam realizados com todos
os alunos da turma é dado por

Cg:"_(ﬂ'
2

— o numero de jogos realizados com os alunos que nao
desistiram ¢é dado por

_ii—d—
C;—d: (n }(Z ]).

Como nio se disputaram 94 jogos, sabemos que:
Ch — % =94 (Equacdo 1)

Praticamente todas as resolucBes partiram desta equagao
mas, a partir daqui, as abordagens e os percursos divergem.
A Catarina simplifica a Eq. 1 obtendo :

d*+ (1—2n)d 4188 = 0.
O descriminante desta equacdo de segundo grau é
A =(1-2n)%—-752

e tem de ser um quadrado perfeito. Numa folha de célculo
e até n = 40, isso s6 acontece para A = 1849 = 43%,

Vemn = —25 oun = 26.

Logo, a turma tinha 26 alunos e faltaram 4.

O quarteto de Paido parte da Eq. 1 para chegar a

94 d+1

a2

Substituindo d por nimeros naturais, s6 se obtém valores
inteiros de n para:

d =1evemn = 95 (turma muito grande),

d =4 e vem n = 26 (solucdo)

Manuel & Lucas também obtém

d tem de ser 1, 2, 4, 47 ou 94. Néo pode ser 1 porque «alguns alunos
tiveram de desistir> (e nenhum professor merece ter uma turma com
95 alunos). Néo pode ser 2 nem 94 porque obter-se-ia um valor de
1 que ndo seria inteiro (e nenhum professor merece ter meio aluno).
Néo pode ser 47 porque obtém-se um valor de n inferior a 47, o que
néo faz sentido. Para d = 4, obtém-se n = 26.

Também o Francisco chegou as mesmas equagdo e con-
clusdes. O Carlos e o Alberto obtiveram a equagdo
(n+d—1)(n—d) =188 Como 188 =2 x 2 x 47, terd de ser:

n—d=1ou 2 ou 4

n+d—1=188 ou 94 ou 47

Resolvendo estes trés sistemas, sé o terceiro dd solugoes
inteiras: d = 4 en = 26.
A Graga avanca até

d(d+2k—1) =188 & d(d + 2k — 1) = 22 x 47,

em que k é o nimero de alunos que participaram no torneio.
Oresultado finalé d =4 = k=22ed + k = 26.

O Hugo e o Mdrio seguiram uma estratégia diferente.
Numa folha de célculo criaram uma coluna para os valores
de C, e outra para os de C; — 94, procurando valores que
aparecessem nas duas colunas.

Diz o Mdrio: A 1 solugdo que encontrei é plausivel:

C% =325 e C?=231=325—94

A turma teria entio 26 alunos, tendo 4 desistido do torneio. Por
curiosidade procurei mais solucdes ... para a frente. Encontrei
outra, fora do contexto: C3* = 4371 = C3° — 94.

SROBLEMA DESTE NUMERO
losé Paulo Viana
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Arte Contemporinea no Ensino das
Transformacdes Geométricas

D1oGo BaTisTA, ANTONIO GUERREIRO E ANTONIO LOPES

Associamos a ideia de transformacdo geométrica ao movi-
mento de um objeto no plano. No entanto, ndo se trata de
uma deslocacdo, mas antes de uma repeti¢do, ndo apenas
do objeto, mas de todos os pontos do plano (Veloso, 2012).
Por mais que o movimento seja um auxiliar valioso na ima-
ginacio de qualquer transformagio geométrica e no desen-
volvimento do sentido espacial, essencial na resolugao de
problemas geométricos, o facto é que o conhecimento das
definicdes geomeétricas é imprescindivel para a compreen-
sio dos mesmos problemas.

TRANSFORMACOES GEOMETRICAS

Transformacdo geométrica é definida como uma «corres-
pondéncia biunivoca entre os pontos do plano» (Bastos,
2007: 26), mais especificamente, «uma transformagao geo-
meétrica T é uma correspondéncia que associa a cada ponto
P de R* um e um s6 ponto P' de R?, verificando as seguin-
tes condicdes: (a) Se P e Q sdo dois pontos distintos, entao
os pontos correspondentes P'e Q' s3o também distintos;
(b) se U é um ponto qualquer de R?, entdo existe um pon-
to V de R* tal que o seu correspondente pela transforma-
cdo geomeétrica T é U» (Veloso, 2012: 5).

Esta definicio engloba as transformacdes por semelhan-
ca, que, apesar de ndo alterarem a razio da distincia en-
tre um par de pontos, alteram a distancia entre os pontos.
No 2.° ciclo do ensino bésico, nivel de ensino desta inves-
tigagdo, o estudo das transformagdes geométricas esta re-

v
—_—

X ks
=N

*.‘ '
&\
«\‘Il
i \
b

LY

|
\| .
A \

z
Figura 1.—Representagdo
da translagdo T por ©
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Figura 2.—Representagao
da reflexao R por e

servada as que preservam a distincia entre quaisquer dois
pontos Pe Q, ou seja, is isometrias. As transformacdes em
causa sdo as seguintes:

Translagio (figura 1). Definido pelo vetor 3, faz corres-
ponder a cada ponto P, do plano, o ponto P', do plano, tal
que, pela translagio T do plano, o tridngulo [XYZ] € copia-
do para onde, e até onde, o vetor ¥ apontar (Palhares, 2004;
Veloso, 2012).

Reflexdo (figura 2). Dado um eixo ¢, a reflexdo R, faz cor-
responder a cada ponto P, do plano, o ponto P', do plano,
onde E=E'e o tridngulo [XYZ] é refletido sobre e (Palhares,
2004).

Rotacdo (figura 3). Sejam dados um ponto C e um an-
gulo orientado ¢, a rotagdo R, faz corresponder o ponto P,
do plano, ao pontoP', do plano, tal que a imagem de C=C"
e 0 4ngulo X'CY", formado na transformagdo do tridngulo
[XYZ], é igual ao angulo XCY (Veloso, 2012).

Quem leciona o tépico matematico das transformagdes
geométricas estranhar4 o facto de ndo nos referimos as si-
metrias. Ainda que as simetrias correspondam a uma iso-
metria, € uma isometria tal que qualquer ponto P, trans-
formado de P, coincide com o ponto P, referindo-se assim
3 transformacio de um conjunto de pontos que deixam a
figura transformada invariante, isto ¢, o transformado do
plano é o préprio plano (Bastos, 2006), assumindo, des-
ta forma, a singularidade de casos particulares das isome-
trias apresentadas.

Figura 3.—Representagdo da rotagao
R com centro em C e amplitude ¢



Figura 4—Obras de Nassos Daphnis

GEOMETRIA EM NAssos DAPHNIS

As obras de Nassos Daphnis (figura 4), nas quais ressalta
uma combinacio rigida, nervosa e dinimica de diferentes
formas geométricas, refletem o seu percurso de vida. Ten-
do desenhado, durante a Segunda Guerra Mundial, a ca-
muflagem da campanha italiana, onde aprendeu a pintar
com cores densas e opacas, e trabalhado na florista da fa-
milia, onde adquiriu uma sensibilidade Ginica para a core
uma profunda compreensio de geometria natural, Daph-
nis acabou por desenvolver um traco duro e até mesmo
preciso, em que o dinamismo depende da justaposicio de
cores primdrias, arranjadas em tridngulos, em retingulos,
em linhas retas e curvas. Para Daphnis, o mais importan-
te era colocar a cor no plano correto, pois dizia ser a tni-
ca forma dela existir, pelo que foi referenciado pela critica
como um purista moderno preocupado com o didlogo das
cores puras, presas em bandas regulares (Grimes, 2010).
Partindo do principio de que a construcio da matemati-
ca resulta de ligacoes livres com a realidade, a arte plastica,
que labora com imagens de uma imaginacdo que raciocina
— «imagens que provam» (Tavares, 2013: 33) —, oferece-se
a nivel pedagbgico como uma ferramenta 6bvia na explo-
racdo do plano e do espaco. Relacionando conceitos teéri-
cos ao desenho geométrico, os alunos desenvolvem uma
compreensio tdo intelectual quanto fisica, possibilitando
nio s6 a exploragdo criativa dos objetos geométricos dese-
nhados, como das transformacdes geométricas implicitas
e inerentes ao proprio desenho (Tavares, 2013).

“
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Figura 5.—Obras analisadas pelos alunos
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DESIGN DE INVESTIGACAO E INTERVENCAO
EM SALA DE AULA

O design de investigacio atende a compreensao das perspe-
tivas dos participantes no estudo, procurando fazer luz so-
bre a dindmica da atividade dos sujeitos, valorizando o sig-
nificado da agio em resultado da observagdo participante
no contexto de sala de aula. Esta intervencio educativa em
sala de aula foi mediada pelo aluno/professor, primeiro au-
tor deste artigo, em contexto de pratica de ensino supervi-
sionada, tendo por objeto de estudo os alunos do 2.° ciclo
do ensino bésico e por recurso a recolha de dados, a grava-
¢do 4dudio das aulas e as produg¢bes matematicas dos alunos.
A recolha de dados decorreu durante o ano letivo
2013 /2014, em trés aulas do 6.° ano de escolaridade, numa
turma com vinte e um alunos, na Escola Basica 2,3 Dr. Al-
berto Iria, em Olhdo, no 4&mbito de uma investiga¢io em
educacio matematica integrante do relatorio de pratica de
ensino supervisionada do mestrado em Ensinodo1.°e 2.°
Ciclos do Ensino Basico, Universidade do Algarve. Na pri-
meira aula, dinamizou-se uma atividade de exploracdo de
objetos geométricos, com base na geometria visivel patente
nas obras contemporineas de Daphnis (figura 5). A segun-
da aula, antecipada pela clarificagio dos conceitos relativos
as transformagdes geométricas, foi marcada pela leitura
da geometria invisivel, isto &, pelas dindmicas constitutivas
das obras do pintor, em que cada aluno indicou e identifi-
cou as isometrias escondidas, aplicadas aos objetos geomé-
tricos, suporte das mesmas pinturas. Na terceira aula, de-
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Figura 7.—Registos da Vanda [Triangulos] e da Beatriz [Circulos]

signada geometria dos alunos, estes recorreram a materiais
de medicdo e de desenho e modificaram a expresséo glo-
bal das obras, procurando combinagdes de cores e trans-
formacoes organicas das formas geométricas.

ARTE CONTEMPORANEA E TRANSFORMAGOES
GEOMETRICAS

Geometria Visivel. Na geometria visivel analisa-se a resposta
dos alunos a geometria que ocupa visivelmente espago (Ta-
vares, 2013). Os alunos estudam os objetos visiveis no pla-
no, identificam e distinguem diferentes formas geométri-
cas em obras do pintor.

Dos dados recolhidos junto dos alunos, fica a perce¢ao
de que o raciocinio geométrico assume um sentido visual
ilusério ao identificarem na obra um e na obra dois, respe-
tivamente, «retingulos e quadrados inclinados», atenden-
do essencialmente 2 medida dos lados das figuras geomé-
tricas (figura 6).

A relacdo das figuras geométricas com a amplitude dos
angulos parece inexistente, pois admitiram quadrados com
lados inclinados e com angulos agudos e obtusos ou com
os lados dobrados. Embora tivessem distinguido tridngu-
los isésceles de escalenos e descrito, em resultado dos ar-
ranjos dos desenhos (Veloso, 2012), octdgonos, circulos,
um decigono e trés cubos em perspetiva, o siléncio quan-
to aos 4ngulos presume uma concegao errénea de concei-
tos, fragilizando a percecdo das figuras e das transforma-
coes geométricas (figuras 7 e 8).

Questionados os alunos sobre a existéncia duma rela-
o entre as obras ou duma faceta que lhes fosse comum,
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responderam que tal relacdo passava pela repeti¢ao harmo-
niosa duma figura geométrica sobre a rigidez dum mes-
mo esquema criativo. Foi o que os alunos tentaram repe-
tir, quando afirmaram que as obras desenhavam «figuras
paralelas»:

Diogo (acerca da obra trés): — As figuras sdo paralelas, porque
d4 para cortar a imagem completa em quatro partes iguais. A fi-
gura é sempre a mesma... 6 anda a roda.

A ideia de transformagcio geométrica surge no «anda a roda»
(rotagdo) e nas «figuras paralelas» (translacdo), apesar das
dificuldades manifestadas pelos alunos na leitura das obras
do artista, confundindo ideias geométricas fundamentais
para a compreensio do universo espacial.

Geomeiria Invisivel. Na geometria invisivel analisa-se as
respostas dos alunos a geometria que nao preenche, mas
orienta a ocupagio visivel do espago. Os alunos exploram
a forma como os objetos visiveis posicionam-se no plano
e, em relacio a si mesmos, identificam e descrevem as iso-
metrias implicitas nas obras, suportadas pelos arranjos dos
objetos.

Obra Um. O Hélder e a Vanda, devido a forma e ao apa-
rente arranjo em espelho dos dois octégonos, depressa jul-
garam o segundo octégono como a imagem duma reflexdo
do plano. Contudo, muitos foram os alunos que néo demo-
raram, também, a corrigi-los:

Catarina: — Nio ha reflexio, porque os octogonos estdo ao contra-
rio. Mas, h4 uma rotacdo... O [primeiro] octogono pode dar uma
volta de 180° e ficar igual ao outro (figura 9).

Tiago: — Sim. Mas, a seguir, temos de fazer uma translacio [do
octégono, para ficarem [ambos] na mesma posigao...



Figura 8.—Registos do Hélder [Decégono] e do David [Cubo]
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Figura 9.—Registo da Catarina [Rotacdo]

Catarina: — Nio é preciso... [Os octégonos] ficam, logo, iguais.
Tiago: — Ficam iguais, mas temos de os juntar, no?

Catarina: — Ja nio estou a perceber nada...

Professor: — Esperem... Onde € que marcaste o centro da rota-
¢do, Catarina?

Catarina: — No meio!

Professor: — No meio do qué?

Catarina: — No meio da pintura toda...

A obra apresenta uma simetria de meia-volta (Veloso, 2012).
Porém, nem todos os alunos reconheceram a isometria. Tal
como o Tiago, outros referiram que o segundo octégono
resultava duma rotagdo seguida duma translagio do pri-
meiro octégono. A maioria dos alunos isolou o primeiro
octégono e tentou transformé-lo no segundo, porque era,
como referiram, «mais ficil», refletindo a ilusio do arras-
to das figuras geométricas.

Obra Dois. Assumindo o esquema criativo da obra um,
o Tiago disse que a obra dois desenhava, 3 volta dum «eixo»,
uma mesma simetria de rotac3o. Contudo, nio s6 nio fala-
mos de «eixo», mas de centro de rotacdo, como a obra dois
€ a Ginica que ndo apresenta qualquer simetria de rotacao,
para além da rotagio de 360°. Se bem que os losangos pre-
tos e azuis coincidam, como identificou a Catarina (figu-
ra 10), ao fim da rotagdo de 180°, os vermelhos (em baixo,
nos extremos esquerdo e direito) restringem-se 2 de 360°.

Os alunos dispararam numa outra diregio:
Diogo: — Da para fazer uma reflexdo da pintura toda com um
eixo vertical.
Professor: — Da? J4 fizeste com o papel vegetal?

Diogo: — Sim...
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Figura 10.—Registos da Catarina [Rota¢ao]

Carlos C.: — Fica igual... O Diogo tem razdo.

Hélder: — Nio fica nao! As cores dos quadrados [que sio realmen-
te losangos] do meio ndo sio iguais... S6 os vermelhos é que sio.
Diogo: — Pois é... O azul fica em cima do preto.

Carlos C.: — Esta bem... Mas o que conta sio as formas, nio sio
as cores...

Nao atribuindo relevancia as cores, alguns referiram a exis-
téncia de uma simetria de reflexio de eixo vertical, o que
revela alguma compreensdo do espaco e da prépria trans-
formacdo geométrica (Harris, 2000).

Obra Trés. Os alunos demostraram menos dificuldades
na analise da obra trés por considerarem, como tinha suge-
rido o Diogo, um esquema criativo em rotacio, em que a
figura «anda a roda». No entanto, a anilise da mesma nio
ficou por ai:

Diogo: — A pintura tem uma rotaciio de 9o°... O motivo roda go°
a volta do quadrado (figura 11).

Daniel: — Entdo, [a pintura] tem quatro rotagdes de 9o°. O moti-
vo nio roda sé uma vez, roda quatro vezes.

Figura T1.—Registos do Diogo [Reflexdo e Rotagiio]
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Figura 12.—Registos do Carlos G. e da Inés [Reflexao e Rotagao]

Professor: — Exato! O motivo comega por rodar 9o°... Mas, de-
pois, roda mais 9o°, que da...

Daniel: — 180°.

Professor: — Sim, d4 meia-volta. Roda outros 9o® e a amplitude
da rotacdo chega aos...

Daniel: — 270° e a quarta rotagdo fica com 360°. [O motivo] da
uma volta inteira.

Professor: — O motivo volta, assim, ao ponto inicial...

Carlos G.: — Mas, professor... A pintura, também, tem quatro
reflexdes de 9o°.

Sublinhando a afirmagio do Carlos G., que embora tenha
tracado dois eixos de reflexdo, esté patente um conhecimen-
to insuficiente ou aparente das transformagdes, ao mistu-
rar ideias proprias da rotacdo e da reflexdo. Além disso, o
Carlos G. observou, apenas, simetrias de eixo vertical e ho-
rizontal, parecendo existir uma certa dificuldade em iden-
tificar eixos diagonais, assinalados pela Inés (Figura 12).

Obra Quatro. A maioria dos alunos descreveu quatro si-
metrias de reflexdo e, «pelo circulo pequeno do meio», ou-
tras tantas de rotacdo (figura 13).

As rotacdes centradas em qualquer um dos «quadrados
dobrados», como os chamaram os alunos, nao foram exem-
plificadas. Alunos como o David e a Cheila mostraram que
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Figura 14.—Registos do David [Translagdo] e da Cheila
[Translacdo e Reflexao]
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Figura 13.—Registos do Carlos C. [Reflexdo e Rotacao]

os «quadrados dobrados», bem como qualquer outro nao
poligono desenhado, sobrepunham-se através de transla-
coes (figura 14).

Obra Cinco. A maioria dos alunos apontou quatro sime-
trias de rotacdo e de reflexdo, no entanto, embora existam
as quatro rotagdes, ndo existe qualquer simetria de refle-
xdo, considerando o efeito cromatico das cores. Revelaram
alguma dificuldade em prever a sobreposicdo das figuras:

Hélder: — Ha uma reflexio no eixo da diagonal...
los sdo iguais.

Os tridngu-

Andreia: — S6 que as cores [dos tridngulos] ndo sio...
Hélder: — Na diagonal [as cores] ficam iguais...

Andreia: — Nio ficam nada... D4 para ver pelos tridngulos verme-

Thos e azuis... Os azuis ficam em cima dos vermelhos.

Hélder: — Mas, s6 esses...
iguais...

Os outros [tridngulos] ficam todos

Professor: — Ficam? Achas, por exemplo, que os triangulos ama-
relos, ou a laranja, ficam iguais?

Hélder: — Sim!

Andreia: — Nio! Nenhum fica...
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Figura 15.—Registos da Catarina [Rotacao e Reflexdo]




Figura 17.—Desenhos da Carolina [Rotagdo] e da Cheila [Translacao]

Neste desacordo, que atesta a dificuldade na compreensio
da posicao dos objetos relativa a eixos de reflexio diago-
nais (Alves & Gomes, 2011), o Alexandre notou que os pa-
res de tridngulos geometricamente iguais trocavam de lu-
gar, isto €, que, ao refletir o plano, cada tridngulo mudava
de posigao com o seu par, pois onde devia ficar o tridngulo
azul fica o vermelho e onde devia estar o vermelho est4 o
tridngulo azul. Tal constatacdo levou a Catarina a uma ou-
tra descoberta:

Catarina: — [4 sei! Fazemos duas reflexdes...
Professor: — Duas reflexdes?

Catarina: — Sim, porque... Como os tridngulos [iguais] ficam tro-
cados, d4 para ficarem no lugar certo, se fizermos outra reflexdio
(figura 15).

Na impossibilidade de os fazer coincidir numa reflexio do
plano, a Catarina demonstrou que os tridngulos se sobre-
punham na composicio de duas reflexdes, o que supde ex-
periéncia na visualizacdo da transformacio geométrica e
sugere compreensdo das dindmicas de transformacio do
plano. S6 a composicao de duas reflexdes é capaz de alte-
rar a posicdo e inverter, uma e outra vez, a orientacio dos
objetos (Harris, 2000; Veloso, 2012).

Geometria dos alunos. Na realizacdo do pensamento ima-
ginativo, os alunos tentam representar algo de novo, refa-
zendo as obras de modo criativo. Na geometria dos alunos,
analisa-se as suas producdes e a compreensio das isome-
trias, ou seja, se conseguem redesenhar as composi¢des do
pintor, reconstruindo novas abordagens na ocupagio do es-
pago. Sobre os desenhos dos alunos sublinhamos o facto

de terem optado, na sua grande maioria, pela reconstru-
¢do da obra um e da obra cinco, cujos motivos desenham fi-
guras simples e com as quais conseguiriam concretizar as
isometrias inseridas num esquema criativo.

A maioria dos alunos repetiu os motivos despreocupada
em obedecer a uma qualquer simetria, porém consciente
do aspeto global dos desenhos. Relativamente ao exemplo
da Andreia (figura 16), hd uma tentativa de harmonia na
repeticdo dos motivos e uma intencdo em construir uma
figura, mais ou menos, equilibrada. No exemplo da Cata-
rina (figura 16), constituindo um friso, existe uma com-
preensdo da isometria, pois executa as sucessivas rotagdes
de 90° do motivo da obra cinco.

Nos poucos desenhos que respeitaram um esquema si-
métrico, contam-se simetrias de rotacio, sem considerar as
diferencas cromiticas, e simetrias de translacio (figura 17).

A obra dois, escolhida por trés alunos, revelou uma maior
inconsisténcia na recriacio de isometrias, com excecdo do
Daniel, que apresenta trés motivos em rotacdo (figura 18).
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Figura 18.—Desenho do Daniel [Rotacao]
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O desenvolvimento do raciocinio geométrico e espa-
cial dos alunos depende do tipo de experiéncias educativas
(Breda et al., 2012; Gomes, 2012). Neste sentido, o estudo
realizado aponta para um conhecimento geométrico dos
alunos muito centrado na percegio visual em detrimento
da compreensio das propriedades matematicas das figuras
e das transformacoes geométricas, denotando um ensino
da geometria baseado na representagdo figurativa sem co-
nexio com as respetivas propriedades matemdticas, uma
vez que os alunos chegaram a referir quadrados, em que
os ingulos ndo eram retos, ou a tragar dois eixos de refle-
xdo perpendiculares, designando-os erradamente como re-
flexdes com angulos de 9o°. A identificacdo, interpretacao
e representagao de transformagcdes geomeétricas, através da
manipulagio da percegio fisica de um objeto e da opera-
cdo com imagens (Rodrigues, 2011), permitiu que os alu-
nos raciocinassem sobre as relacoes entre os objetos geo-
métricos, de modo a explicar e resolver o problema com o
qual se debateram, seguindo a sua propria compreensao
geométrica das figuras e das transformacdes.

CONSIDERACOES FINAIS

Numa realidade que se pede um professor cada vez mais
critico, criativo, com um especial tato pedagégico e um sen-
tido empreendedor tinico (Ponte, 1999), o estudo investiga-
tivo contribui para o cultivo de uma atitude interventiva e
buscou tirar partido das muitas potencialidades de um en-
sino das transformactes geométricas através da arte: uma
interacdo benéfica entre o pensar, o sentir e o agir, que am-
plia as possibilidades de conhecimento dos alunos.

Analisando os esquemas criativos apresentados, os alu-
nos conseguiram visualizar defini¢bes e conceitos geome-
tricos. Os alunos demonstraram, inicialmente, um sentido
espacial e geométrico mascarado por um acumular de signi-
ficados e de formulas geométricas, prontas a serem usadas.
Ao encararem as tarefas mateméticas propostas como pro-
blemas, os alunos testaram hipéteses e explicaram a forma
como compreenderam a sua resolugdo. Os alunos comega-
ram por tentar sobrepor cada figura, fazendo coincidir os
objetos presentes nas obras com deslocamentos isolados,
e terminaram a olhar para as obras como um todo.
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TECNOLOGIAS NA EDUCACAO MATEMATICA

A utilizagdo da calculadora grafica no curriculo
do Ensino Bésico: uma experiéncia no 8.° ano

Luisa Lopes, ANTONIO DOMINGOS

A implementacdo das tecnologias no ensino da matemiti-
ca tem merecido especial importancia ao longo dos tempos.
Nos Ultimos anos os curriculos de Matem4tica tém sido
alvo de modificacdes virias, refletindo decisdes baseadas
na investigacdo educacional realizada ou convic¢des pou-
co informadas da forma como se desenvolve o processo
de ensino e aprendizagem, bem como da realidade escolar
com que os professores s3o confrontados no seu dia a dia.

A calculadora gréfica foi introduzida como um recurso im-
portante no Ensino Secundério desde a implementacio do
Programa Ajustado de Matematica, e o seu uso continuou a
ser considerado indispensavel, no Programa de Matematica
A. No Ensino Bésico também é recomendada a utilizagdo da
calculadora nomeadamente na resolucdo de problemas e na
exploragdo de situacdes. Embora sejam referidas as calcula-
doras, n3o é explicito, neste ciclo de ensino, o uso da calcula-
dora gréfica, no entanto, documentacio oficial do Ministério
da Educagdo e Ciéncia (IAVE) divulga informagdo relativa &
Prova Final do 3.° Ciclo onde sdo mencionadas as caracteris-
ticas das calculadoras passiveis de serem utilizadas nas pro-
vas finais do Ensino Bdsico: «Calculadora — aquela com que
trabalha habitualmente (grafica ou nao)».

Ao contrério do que se tem verificado para o Ensino Secun-
dério, até ao momento, pouca investigacio tem sido realiza-
da de modo a compreender como é que a calculadora gr4fica
pode ser integrada na aprendizagem da Matemdtica ao nivel
do 3.° ciclo do Ensino Bsico. Neste espaco pretendemos dar
conta de uma experiéncia realizada numa turma do 8.° ano
com recurso a calculadora gréfica TI-Nspire da Texas Instru-
ments, no estudo do tépico relativo 3s Fungdes e Sistemas
de Equactes. Considera-se pertinente compreender como os

alunos se apropriam desta ferramenta, de que modo a utili-
zam na execugao de determinadas tarefas e qual a influéncia
que esta pode ter na qualidade das aprendizagens realizadas.

Na experiéncia de ensino realizada os alunos da turma
trabalharam pela primeira vez com a calculadora gréfica,
tendo a professora recorrido a uma aula para a familiariza-
¢do destes com o artefacto e apresentado exemplos de no-
vas abordagens sempre que tal se tornou necessério. To-
dos os alunos tinham acesso a uma calculadora, embora
por vezes a tivessem partilhado no trabalho em pequenos
grupos. A apropriacdo da ferramenta revelou-se um pro-
cesso rapido que se desenvolve na interacdo com a profes-
sora e entre os préprios alunos, sendo evidente que & me-
dida que os alunos vao realizando as tarefas propostas o
foco vai sendo dirigido para os processos mateméticos em
detrimento dos aspectos técnicos envolvidos no manusea-
mento da méquina.

Apresentamos de seguida uma descrigdo de algumas
das tarefas que foram propostas aos alunos (de entre um
conjunto mais vasto de tarefas usadas na aula), onde a cal-
culadora grafica poderia ser usada a par dos restantes ar-
tefactos disponiveis (papel e ldpis, manual, etc.). As trés
tarefas aqui analisadas procuram essencialmente eviden-
ciar como os alunos se apropriaram da calculadora gréfica
e de que modo a usaram na resolugdo das diferentes ques-
tdes. Cada uma destas tarefas estava integrada num con-
junto mais vasto de tarefas, que se dividiam em trés gru-
pos, tendo-se escolhido uma de cada grupo (Lopes, 2014).
Desta forma podemos observar o desempenho dos alunos
em trés momentos diferentes do estudo, um inicial, um in-
termédio e o terceiro no final.
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» Empresa A: cobra uma mensalidade fixa de 30 euros.
« Empresa B: cobra uma tarifa mensal de 5§ euros com um acréscimo de 2 euros por cada hora de

utilizagao.

» Empresa C: cobra 3 euros por cada hora de utilizac3o.
O Francisco fez uma estimativa do tempo que utilizaria a internet por més e verificou que seriam cerca
de 20 horas.

a)

b} Qual o preco a pagar pelo Francisco, se pretender utilizar a internet durante 10 horas e meia,

c)

d)
| e}

f

Completa a tabela, considerando o tarifério de cada uma das empresas.

TEMPO (horas)
0 5 10 15 20
o A
g s
<

optando pela empresa A? E se optar pela empresa B? E pela empresa c?

Sabendo que o Francisco sb tem 12 euros disponiveis para a utilizagdo de internet, qual das

empresas aconselharias?
Escreve uma expressdo algébrica que represente cada uma das fungdes.

Constrél, no mesmo sistema de eixos coordenados, os gréficos representativos das

mensalidades a pagar para cada uma das empresas.

Numa pequena composigio, explica qual a empresa que disponibiliza as melhores condigbes.

Figura 1.—Problema do 1.° conjunto de tarefas

A primeira das tarefas foi adaptada do manual usado
pelos alunos e centrava-se na resolucdo do problema real
apresentado na figura 1.

Apds indicacdo da metodologia de trabalho, em grupo,
e distribuicdo da tarefa, os alunos comegaram a sua leitu-
ra e resolucdo. Sem demonstrarem dificuldade, resolveram
analiticamente as alineas a), b), c) e d).

Para dar resposta 2 alinea €) os alunos realizaram em
primeiro lugar a resolugdo com recurso ao |épis e papel de
forma individual (caso do José na figura 2) e de seguida con-
firmaram a sua resolucdo através da calculadora gréfica (fi-
gura 3). A resposta 2 alinea f) foi fornecida a partir da and-
lise desta ultima representagdo.

Na resolugdo desta tarefa os alunos encontravam-se ain-
da numa fase de conhecimento e apropriagdo da calcula-
dora gréfica pelo que este artefacto s6 foi utilizado apés a
resolucdo analitica e representagdo gréfica em papel, essen-
cialmente para confirmar resultados. E desta forma que os
alunos vio dando significado a representagdo gréfica apre-
sentada pela maquina. Rapidamente eles notam que o gra-
fico deixou de assumir uma forma estatica e que ¢ possfvel
dar respostas a um conjunto mais vasto de questdes (que
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1. O Francisco quer instalar internet em sua casa e, por isso, consultou o prego de trés empresas:

Figura 2.—Resposta do José a questao e}
do 1.° conjunto de tarefas, sem recurso a
calculadora grafica

vdo para além do enunciado da tarefa) a partir da manipu-
lac3o gréfica na calculadora.

A segunda tarefa, retirada do manual de Matematica Apli-
cada as Ciéncias Sociais 11.° ano — Texto Editora (Longo &
Branco, 2011), é de natureza aberta e considerada uma ta-
refa de investigagdo devido ao elevado desafio que apresen-
ta, para alunos do 8.° ano de escolaridade (figura 4). Esta
tarefa foi aplicada numa fase em que os alunos j& domina-
vam o uso da calculadora de forma eficiente e a escolha da
abordagem 2 tarefa foi feita por estes de modo auténomo.

Na resposta 2 alinea a) os alunos recorreram a observa-
¢do dos dados da tabela, tendo respondido corretamente.

Para responder as alineas b) e c) foi utilizada a calcula-
dora gréfica sendo solicitado aos alunos que descrevessem
os procedimentos que iriam utilizar. Nesse sentido eles ela-
boraram um pequeno relatdrio, como mostra o exemplo da
resposta da Ana, (figura 5) onde sdo explicadas as vdrias
etapas:

A abordagem apresentada na figura 5 ilustra a forma
como os alunos nesta fase sdo capazes de recorrer  calcu-
ladora manipulando e encadeando diferentes representa-
cdes do mesmo conceito. A sugestao da tarefa no sentido
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Figura 3.—Resposta do José
a questdo e) do 1.° conjunto
de tarefas, com recurso a
calculadora grafica

Tarefa 4

Na tabela seguinte registou-se a contagem mensal do nimero de animais de uma certa espécle,
existentes numa érea reservada desde a sua criagio:

[ Nimero de meses Nimero de animais
decorridos desde a existentes na area
criagdo da drea reservada (y)

reservada (x)
0 10
1 12
2 13
3 16
4 18
5 24
6 25
7 30
8 36
9 42
10 45
1 50
12 54

) De acordo com a tabela, durante quanto tempo fol felta a recolha de dados?

) Represente os dados da tabela através de uma nuvem de pontos.

Figura 4.—Tarefa 4 do 2.°
conjunto de tarefas

] Segundo o modelo determinado, qual é a previsio para o nimero de animais existentes nareserva

©)  Como auxilio da calculadora gréfica, determine o modelo de regresséo linear, de equacio
¥=ax+b, quese ajuste & nuvem de pontos da alfnea anterior. Indique os valores dea e b com
aproximacdo as centésimas.

aofimde 2 anos?

de tragar a reta de regressdo prendeu-se com o facto de 2
procura do melhor modelo ser ainda uma tarefa morosa, se
realizada por processos algébricos. Ainda assim os alunos
conseguiram interpretar o facto de a reta de regressio ser
um bom modelo para descrever os dados apresentados e
usaram com destreza o modelo na calculadora para fazer a
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previsdo solicitada. O facto de o modelo ndo passar por to-
dos os pontos colocou os alunos numa situacdo de apren-
dizagem complexa mas que foi rapidamente compreendi-
da a partir das explicagdes solicitadas aos préprios alunos,
mediadas pela professora. O uso da calculadora permitiu
assim a exploracdo de tarefas que envolveram uma varieda-
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Figura 5.—Resposta da Ana 4s alineas
b) e c) da tarefa 4 do 2.° conjunto de

1112
®° % B y C D
10 g 42
n 10 45
12 1 50
12 12 54
1
13|54

tarefas

JANEIRO I

TECNOLOGIAS NA EDUCACAO MATEMATICA
Antan

io Domingas

FEVEREIRO #131 47




Tarefa 4

a} Considera dois pontos de uma determinada reta (reta r).

b} Considera a reta que passa por esses dois pontos e escreve a express#o analitica que

define essa reta.

) Considera dois pontos para outra determinada reta (reta s).

d} Considera a reta que passa por esses dois pontos e escreve a expressio analitica

dessareta.

e) Escreve o sistema de duas equagfes a duas incognitas que essas duas retas sugerem.

fi Qual a solugio do sistema formado pelas reta que encontraste nas alineas anteriores.

Figura 6.—Tarefa 4 do 3.° conjunto de tarefas

de de conceitos em simultaneo apelando a um pensamen-
to complexo.

A terceira tarefa aqui apresentada (figura 6) é da autoria
da professora e procura sistematizar os conhecimentos dos
alunos relativamente ao tema em estudo. A tarefa foi apre-
sentada na fase final do estudo do tépico curricular e pre-
tendia-se aferir sobre as aprendizagens realizadas e a des-
treza no uso da calculadora.

A tarefa poderia ser realizada por processos algébricos
ou gréficos, no entanto os alunos optaram pela utilizacdo
de uma metodologia mista. A partir das coordenadas de
dois pontos conseguiram chegar por processos algébricos
a equacdo da reta sem dificuldades. Depois de representa-
rem cada uma das retas pela sua expressdo analitica equa-
cionaram o sistema pedido.

Para responder a tltima alinea os alunos optaram pela
resolucdo grafica do sistema (figura 7) manuseando a cal-
culadora e os diferentes menus com destreza e de forma
assertiva.

Embora esta tarefa apresentasse um grau de dificuldade
elevado os alunos mostraram ser capazes de lidar com di-
ferentes conceitos e diferentes representacdes desses mes-
mos conceitos, quer na sua forma grafica quer algébrica.

A partir do trabalho realizado pode constatar-se que os
alunos s3o capazes de utilizar diferentes representacdes
no trabalho com Funcdes e Sistemas de Equac¢des quando
sdo colocados em ambientes de aprendizagem potencia-
dos pela tecnologia. Recorrem frequentemente 3 calcula-
dora grafica sobretudo na resolucdo de tarefas que envol-
vem a representacdo grafica. O recurso a esta ferramenta
ndo invalidou a resolugao analitica mas antes permitiu aos
alunos a representagao de um maior ndmero de gréficos
em menos tempo, disponibilizando-os assim para a anili-

Figura 7.—Resposta da Maria &
alinea f) da tarefa 4 do 3.° conjunto
de tarefas

se de outras situacdes, o que pode tornar-se vantajoso no
seu processo de aprendizagem. Além disso permitiu-lhes o
contacto com situacdes préximas da modelagdo matemati-
ca, 0 que nao seria possivel sem este artefacto.

O papel da professora revelou-se de extrema importéncia
em todo o processo. Utilizou frequentemente a calculado-
ra grafica e explorou diversas situacoes, deixando, proposi-
tadamente, outras ao cuidado dos alunos. O desenvolvi-
mento deste ambiente de aprendizagem mostra-nos que
¢ possivel utilizar de forma eficiente a calculadora gréfica
no Ensino Bésico, proporcionando aos alunos ambientes
de aprendizagem mais ricos e motivantes, possibilitando
uma aprendizagem efetiva dos conceitos e potenciando as
competéncias algébricas e graficas dos alunos quando li-
dam com as diferentes representacdes dos conceitos.
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APM - 2015

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagio de Professores de Matemdtica (APM) é uma instituigio de utilidade pablica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemética, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais € contribuir para a melhoria e renovagio do
ensino da Matematica, promovendo atividades de dinamizacdo pedagégica, formacio, investigacdo e intervengdo na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacdo e utiliza¢do pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicac@es periédicas

Todos os associados tém direito aos cinco néimeros anuais da revista Educaci@o e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagio. Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publica¢es no nosso portal, todos
0s outros terdo direito também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os associados poderao usufruir de preco
especial na assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicdo de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicacoes, exposi¢des ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras institui¢ées com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagido, Associagdes da Federacio Iberoamericana das Sociedades de Educagao Matemitica, e outras) ou noutros eventos
em que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos nicleos regionais ou
por outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

Associados institucionais
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das atas do ProfMat.

Prego da quota anual em 2015

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 60,00 €
Estudante s/vencimento (@-s6cio) 15,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 80,00 ¢
Estudante s/vencimento (sécio regular) 38,50 ¢ Modalidade 1 + Quadrante 75,00 €
Professor aposentado 38,50 ¢ Modalidade 2 + Quadrante 100,00 ¢
@-sbcio 3850 ¢
Residente no estrangeiro 60,00 €

Para efetuar a sua inscrigdo, ou da sua escola, como sécio da APM, faca download da ficha no endereco http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2015

Educagiio e Matemdtica
(inclui atas ProfMat) Quedrante
Portugal 15,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 20,00 €
Portugal 28,00 ¢
Instituictes 47,00 €
Estrangeiro 32,00 €
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