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Porte Pago

Sobre este niimero temdtico

A revista temdtica de 2074 incide sobre a Resolucdo de
Problemas, um tema cldssico da matematica e da diddtica desta
drea que, na opiniao da Redacdo da Educagdo e Matemdtica,
continua a merecer toda a atencdo. Quando hd um ano atrds
escolhemos o tema, imediatamente pensamos em alguém para
editar este niimero: Henrique Guimaraes. Para nossa felicidade,
o Henrigue aceitou o convite e conduziu o trabalho com todo o
cuidado, reflexdo e conhecimento que imprime em tudo em que
se envolve, mas também com o especial carinho que sabemos
ter por esta revista que ajudou a fundar e onde foi redator entre
1987 e 2001. Além da qualidade do trabalho que esperamos

ver reconhecida pelo leitor, fica o prazer e o enriquecimento da
equipa que trabalhou com o Henrique. Foi muito bom té-lo de
volta. Muito obrigada Henrigue!

Sobre a capa

Na capa deste niimero podemos ver uma fotografia dos fisicos
Wolgang Pauli e Neils Bohr observam o movimento giratério
de um pido. Nesta revista dedicada 4 resolucéo de problemas
a imagem parece capturar perfeitamente a atmosfera magica
associada a compreensao de factos novos.

Anténio M. Fernandes

Neste niimero também colaboraram

Alice Rocha, Helena Fonseca, Hélia Jacinto, Isabel Qitavem,
Jeremy Kilpatrick, Lina Fonseca, Marta Procépio, Pedro Almeida,
Reinhard Kahle e Susana Carreira.
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obedecem as regras do novo acordo ortogréfico.



HENRIQUE MANUEL GUIMARAES

E preciso combater o excesso de exercicios que, como um cancro, acaba por destruir o que pode haver de nobre e vital
no ensino. (). Sebastido e Silva: Guia para a utilizacdo do Compéndio de Matemética, 7.° ano, Lisboa: ME (1965-66). As citacBes

usadas sdo retiradas deste guia e do que Sebastido e Silva também elaborou para o entdo

Resolucdo de problemas, pois claro

Sebastido e Silva (1914-1972) combatia «a obsessdo do exer-
cicio» e o seu cardcter rotineiro e resolugao mecénica que,
como dizia, sé contribuiam para a completa adulteracio da
finalidade do ensino da Matemadtica, «habituando o aluno
a ndo pensar e destruindo nele toda a iniciativa e toda a es-
pontaneidade para a resolugao de problemas essencialmen-
te novos, como os que s3o postos a cada passo pela cién-
cia, pela técnica e pela vida correntes .

O projecto de modernizagdo do ensino da Matematica
que S. e Silva preparou e dirigiu, em meados da década de 60
do século passado, assentava em duas ideias para o ensino
da Matemadtica — a valorizagdo do papel do aluno na apren-
dizagem e a aprendizagem com compreensao. Defendendo
que era necessdrio «mudar os programas», actualizando os
contetidos mateméticos a ensinar, mas também «mudar os
métodos» do ensino que se praticava, em que «o papel dos
alunos era quase cem por cento passivo», S. e Silva susten-
tava o «método activo» e a «aprendizagem por descoberta»,
sublinhando a importincia de o aluno conseguir «ele préprio,

- sem gjuda (sublinhado no original), resolver exercicios pela
primeira vez». Estava aqui a referir-se 4 resolugao de exer-
cicios ndo rotineiros, com caracteristicas de um «problema
novo» que pode proporcionar o «momento dureo de alegria
que o aluno precisa de conhecer alguma vez». E, repare-se,
no que S. e Silva acrescenta: «s6 por essa via se entra no se-
gredo da matemadtica, se descobrem os seus tesouros».

Resoluggo de problemas, pois claro.

Manjul Bhargava, matematico recém laureado com a me-
dalha Fields, numa entrevista a propésito desta distincao,
quando lhe pediram trés sugestoes que daria aos professores
indianos «para criar interesse pela Matemitica nas aulas, es-
pecialmente nos alunos que receiam a disciplina», respondeu:

«Os problemas de Matematica devem ser motivados nao apenas
recorrendo s ciéncias, mas também através das artes: puzzles,
brinquedos, magia, poesia, musica — tudo isto deve ser um ele-
mento essencial na aula de Matemitica;

Os alunos n3o devemn ser ensinados a resolver problemas de um
modo mecdnico; devem, em vez disso, ser orientados para des-
cobrir por si préprios ideias matematicas importantes. A Mate-
matica deve ser um processo de descoberta criativo e estimulante.
A Matemdtica deve ser interactiva e colaborativa. Os alunos de-
vem ser encorajados a descobrir coisas em conjunto e a traba-
lhar em conjunto.

E assim na investigacdo matematica, e isto deve reflectir-se na au-
las de Matematica.»

2 ano dos liceus (1964))

E este numero Educagdo e Matemdtica € um nimero tema-
tico sobre a Resoluc@o de Problemas. Na verdade, ndo é o
primeiro sobre o tema. H4 ja mais de 25 anos, o nimero 8
a ele inteiramente se dedicou, sem que todavia se assumis-
se como numero tematico. Desde entdo, e mesmo desde
antes, a resolugdo de problemas teve sempre uma presen-
ca regular na Revista.

Abrimos desta vez com uma «conversa escrita» com Je-
remy Kilpatrick que nos dé interessantes testemunhos e em
que partilha as suas ideias e perspectivas sobre inimeros e
diversos aspectos da resolucdo de problemas — na mate-
mdtica, no curriculo, na aula e na formacdo de professores.
Seguem-se textos com origem e natureza muito variada, em
artigos e nas sec¢des habituais, especialmente concebidas
para este nimero — problemas para resolver, problemas
em Geometria, a tecnologia na resolucdo de problemas e,
destaco em particular, o interessante texto de George Po-
lya, na sec¢do Para este niimero selecciondmos.

A sequéncia com que os textos sdo apresentados diga-
mos que caminha de textos sobre a resolucao de problemas
na matematica e no seu ensino — a avaliacdo do PISA 2012,
0 «regresso ao passado» nos programas de 2013, e dois tex-
tos sobre os problemas de Hilbert — para textos sobre expe-
riéncia com a resolucdo de problemas. Destaco aqui a entre-
vista a trés professoras em que, num registo muito pessoal
e directo, nos proporcionam os seus pontos de vista sobre
o tema em discussdo e testemunhos vividos da realidade de
hoje nas aulas de Matematica. Destaco também o artigo A
Lua aqui tdo perto . . . que a seccdo dos Materiais acompanha

— interessante revisitar de um dos primeiros problemas dis-
cutidos na Educacéio e Matemdtica, numa evocagio de Paulo
Abrantes que muito se interessou pela resolucao de proble-
mas. Mas hd ainda a questdo da formulacdo de problemas
— todos sabemos que «Os problemas nao caem do céu» —
e de como, fora de aula, a resoluggo de problemas pode ser
trabalhada. Fechamos com um olhar retrospectivo selectivo
sobre o que de resolucdo de problemas tem aparecido nas
paginas da nossa Revista.

A experiéncia matemadtica, como qualquer outra experién-
cia alids, ndo se transmite. Cabe-nos como professores pro-
porcionar condicdes para que os nossos alunos vivam, ad-
quiram, desenvolvam essa experiéncia. Para que resolvam
problemas, pois claro.

EDITORIAL

Henfioue Manuel Sui




Um problema no problema

A professora Teresa projetou no quadro o seguinte

enunciado:
Qual ¢ a drea da zona sombreada desta figura?

Depois, disse aos seus alunos:
— Quero que cada um de vocés resolva este problema por
dois métodos diferentes.

Podem os leitores da Educagdo e Matemdtica ajudar estes
alunos com duas maneiras distintas de chegar a solucao?

DIFERENCA DE AREAS

O problema proposto no ntimero 128 de Educagdo e Mate-
mdtica foi o seguinte:

Desenhdmos dois circulos, respetivamente de dreas 17
e 8 cm’, de tal modo que as suas tangentes num ponto
de intersecdo s@o perpendiculares entre si.

Qual ¢ a diferenca entre as dreas das duas regides que
ndo se sobrepdem (a sombreado na figura)?

Recebemos nove respostas: Alberto Canelas (Queluz), Ca-
tarina Ferreira (Viseu), José Lufs Freitas (Funchal), Carlos
Dias, Francisco de Matos Branco (Ovar), Graca Braga da
Cruz (Ovar), Inés & Luis Bernardino, Pedrosa Santos (Cal-
das da Rainha) e de um grupo de quatro professores de
Paido: Dora Gaspar, Lurdes Laranjeiro, Regina Verissimo
e Pedro Alberto.

(Respostas até 20 de fevereiro para zepaulo46@gmail.com)

Demos a palavra A Catarina:

Depois de analisar o problema, tirar conclusdes sobre as relacaes en-
tre 0s dngulos ao centro e de descobrir as dreas dos segmentos circula-
res em funcdo de um dos dngulos ao centro, verifiquei que a diferenca
entre as dreas ndo depende da drea branca e que existe uma resolu-
¢do muito mais simples.

Pois € verdade. A perpendicularidade das tangentes esta-
va l4 s6 para dar um «ar dificil» ao problema... Se ndo nos
deixarmos distrair por isso, encontramos uma maneira cur-
ta e facil de chegar a solucao.

Vejamos entdo esse processo. Na figura, estdo definidas
trés dreas: A, qubresda carsr Peombreada sseurs € Pesiess

Temos:

Asgmbrsada e = 17 = Aprinca

Asombreada escura = 8 = Abranea

Fimedaton ™ nrbmaiin escura — (17 - Abranca} - (8- Ahranca} =9

R: A diferenca entre as dreas das duas regides pedidas ¢
9 cm?

Note-se que, para além da Catarina e sé pelo prazer da
matemdtica, também o Alberto, o Carlos, a Graga, o Pedro-
sa e o Zé Luis calcularam a drea da interseccdo dos dois cir-
culos, que é de =2,010 cm?.

O PROBLEMA DESTE NUMERO

|esé Pauls Viana
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Como professor e investigador, Jeremy Kilpatrick tem-se interessado por uma grande variedade de temas e
questdes da educacdo matematica, sendo de destacar aqui a sua grande producdo como autor e co-autor de ind-
meros livros, artigos e outros textos sobre temas do curriculo e desenvolvimento curricular em matemitica, e,
em particular, sobre a resolucdo de problemas.

Jeremy Kilpatrick é uma figura de grande notoriedade na comunidade internacional de educacdo matemati-
ca. Recebeu em 2007 a prestigiada Medalha Felix Klein atribuida pelo ICMI pelos elevados servicos prestados a
Educacao Matemdtica, tendo sido antes homenageado com o prémio do NCTM de 2003 para Servicos Distintos
nesta mesma drea.

Importa ainda dizer que Jeremy Kilpatrick tem visitado com alguma frequéncia o nosso pais — nos anos mais
recentes, participou em 2008 no ProfMat de Elvas e no SIEM em Badajoz — e colaborou ja anteriormente com
a Educagdo e Matemitica.

O texto que a seguir se publica é um depoimento escrito que Jeremy Kilpatrick gentilmente se prontificou ela-
borar, expressamente para este numero a Educacio e Matemtica. Trata-se da traducdo de integral desse depoi-
mento, em que Kilpatrick, na resposta as questdes que Ihe foram colocadas, nos d4 a sua visdo, ideias e perspec-
tivas, sobre a Resolug@o de Problemas, em particular no que se refere a sua relacdo com a matemética-ciéncia,

ao seu lugar e papel no currfculo de Matematica, ao seu lugar e papel nas aulas desta disciplina.

HenrIQUE MaNUEL GUIMARAES

ies: Jeremy, antes do seu doutoramento
em educacdo matemdtica na Universidade de Stanford, rea-
lizou um mestrado em matematica, igualmente em Stan-
ford e, alguns antes, em Berkeley, na Universidade da Ca-
liférnia, concluiu a licenciatura, também em matematica.
Tudo isto foi ja hd muitos anos, mas diga-me 14: pode con-
tar-nos o que hoje reconhece como relevante, do ponto de
vista matemético, na sua experiéncia com a matematica du-
rante todos esses anos?

Foi hd mais de 50 anos que realizei o
meu mestrado em matematica. Passei da matemdtica para
a educacdo matemdtica, para fazer o doutoramento, em
parte porque a pessoa que veio a ser o meu orientador, Ed
Beegle,l! tinha acabado de mudar da Universidade de Yale
para a de Stanford, mas também porque que o estudo em
matemdtica pura, na minha licenciatura, me estava a afas-
tar demasiado da matematica escolar que era o meu inte-
resse principal.

Da matematica da minha licenciatura, foram as discipli-
nas de Légica e Fundamentos da matematica as que mais
me atrafram, provavelmente porque conseguia ver facilmen-
te como elas entravam nas reformas que estavam a ser pro-
postas na época, para a matematica escolar — a Matematica
Moderna. Estava também interessado na Teoria de Nume-
ros e em Geometria elementar porque George Pélya, de

que fui assistente e que mais tarde fez parte do jiri do meu
doutoramento, costumava dizer que esses assuntos eram
muito bons para o ensino da resolucdo de problemas, pois
os alunos n3o necessitavam de muitas bases matematicas
para conseguirem resolver problemas sofisticados nao ro-
tineiros, e mesmo problemas ainda n3o resolvidos. Assim,
pensei que seria bom prosseguir com esses assuntos como
parte dos meus estudos em educacdo matemdtica, em vez
de os estudar apenas em matemdtica.

HC: Que palavras usaria para descrever a actividade ma-
tematica? Em sua opinido, de que modo a actividade ma-
tematica pode ser melhor caracterizada? Acha que ha al-
guma peculiaridade importante da actividade matemética
quando a comparamos com outro tipo de actividade cien-
tifica? Pensa que ha alguma dissemelhanca ou diferenca
profunda entre o que os matematicos e os outros cientis-
tas fazem? E encontra algumas semelhancas?

|I¢: A actividade matemadtica partilha com outras activida-
des cientificas uma atencao a investigacdo, ao arriscar pal-
pites e a tentativa e erro, o recurso a inducgdo, a elaboragio
de conjecturas informais e & experimentacdo. Muitos dos
meétodos heuristicos identificados por Pélya aplicam-se tam-
bém a outras ciéncias do mesmo modo que se aplicam
matemdtica. O que distingue a matematica é que, na sua
investigacdo, ela prossegue dando aten¢do aos métodos de-
dutivos. A matematica faz uso do raciocinio dedutivo — a

demonstracdo dedutiva em particular — de um modo que




as outras ciéncias ndo fazem. Os cientistas nunca podem
ter a certeza que as generalizagGes que realizam se mante-
rio vélidas a medida que a ciéncia avanga, enquanto que
a matemdtica, pressupondo que n3o h4 falhas, pode ter a
certeza que as suas demonstracdes permanecerao vilidas
indefinidamente.

HG: No que se refere aos problemas matematicos e a re-
solugdo de problemas, como descreve o seu papel na ma-
tematica e na actividade matematica? O que acha da afir-
macio muito conhecida de HalmosB! que os problemas sao
«o coracio da matematica».l4!

JI: Eu estou muito de acordo com a alegacdo que os pro-
blemas sdo o coracdo da matemdtica. Formular e resolver
problemas sdo, ndo apenas o motor que impulsiona a mate-
mdtica, sdo igualmente o principal meio de ensino e aprendi-
zagem da matematica. Nem todo o ensino e aprendizagem
da matemdtica pode fazer uso de problemas mas, frequen-
temente, é possivel fazer muito mais com os problemas do
que habitualmente se faz.

HG: Consegue descrever algumas caracteristicas particu-
lares, ou identificar alguns requisitos especificos que um
problema matematico deve possuir?

|K: Os problemas matematicos podem assumir diversas
formas no ensino. Tal como Pélya fez notar, (Pélya, 1945, p.
158; 1966, pp. 126-127) no ensino da Matemdtica ha lugar,
quer para problemas rotineiros, quer para problemas nao
rotineiros.’1 O que é importante é assegurar que nem todos
os problemas apresentados aos alunos sejam problemas
rotineiros. Assim, os professores devern acautelar que sao
propostos aos alunos — ou que lhes é pedido que formu-
lem — problemas que ndo seguem um padrdo que j co-
nhecem e que por isso nao lhes colocam nenhum desafio.
Os alunos devem ganhar experiéncia na formulagao de pro-
blemas para que possam ver que num problema — como
Pélya assinalou — existe a incdgnita, existem os dados e a
condicdo. |dentificar estes aspectos num problema é parte
da compreensdo do que é que o problema pede, e do ini-
cio das tentativas da cada um para o resolver.

HG: O seu artigo com George Stanic,/® sobre perspecti-
vas historicas da resolucdo de problemas no curriculo de
matematica, comeca dizendo-nos que os problemas ocu-
param sempre um lugar central no curriculo escolar des-
de tempos antigos, mas que a resolucio de problemas nio.

Desde entdo, depois da Agenda for Action do NCTM (1980),
dos primeiros Standards do NCTM (1989) e dos Principles
and Standards também do NCTM (2000), e de muitos ou-
tros documentos de orientacao curricular nos EUA e em
muitos outros paises, como vé a evolugdo do curriculo Ma-
tematica no que diz respeito a resolugdo de problemas ao
longo de todos estes anos?

Que apreciacio faz dessa evolugio? Como vamos hoje,
no que se refere a resolucio de problemas no curriculo de
Matematica?

|1 No inicio do movimento para fazer com que a resolucao
de problemas ocupasse um lugar central no curriculo, es-
crevi um texto para a revista Arithmetic Teacher (Kilpatrick,
1981) onde me lamentava, ndo a propésito da escolha de
resoluc3o de problemas como um aspecto central do nos-
so ensino, mas pelo facto do modo como ela estava a ser
tratada, pouco mais do que um chavao relativamente va-
zio. No caso, referia-me a An Agenda for Action, mas o meu
lamento aplica-se também a outros casos:

Na medida em que An Agenda for Action ndo especifica o que se
que dizer com resolugdio de problemas, ndo situa os seus pontos
de vista num contexto histérico, e falha na identificacao de prati-
cas correntes que possam ser exemplo, ela perpetua o uso de re-
solug@o de problemas como um recipiente vazio que podemos en-
cher com os nossos préprios significados. (Kilpatrick, 1981, p. 2)

H4 pouca duvida de que o curriculo de Matematica, pelo
menos nos Estados Unidos, vem dando mais atenc3o aos
problemas nas ultimas décadas, mas é uma questdo em
aberto até que ponto essa atencao se generalizou na sala
de aula de matematica tipica. Ainda acontece muito que o
professor proponha alguns problemas rotineiros, explique
como cada um pode ser resolvido, proponha a seguir mais
alguns problemas, e pense que assim incorporou a ‘reso-
lucdo de problemas’ no seu ensino.

Parece haver uma propensdo natural para tornar a reso-
lucdo de problemas num mero procedimento. Vemos essa
propensdo no modo como a lista de questoes e sugestdes
heuristicas de Pélya (1945) ¢é tao frequentemente afixada
nas paredes das salas de aula e se espera que seja enten-
dida como uma receita a ser seguida sequencialmente. Pa-
rece que os professores de Matemdtica acham mais dificil
apresentar e ilustrar os itens da lista de forma sugestiva, do
que de forma prescritiva.

HG: Em seu entender, até que ponto e de que modo muda-
ram o lugar e o papel da resolucio de problemas no curri-
culo de Matematica, refiro-me ao curriculo prescrito? Em
que dimensdes curriculares — conteidos, finalidades e
objectivos, orientacdes para o ensino — acha que se veri-

I DEZEMBRO




ficaram as mudancas mais sensiveis e profundas? E em
quais dessas dimensoes a resolucdo de problemas nio é
ainda considerada.

Ji: Como eu procurei dizer, acho a resolugio de problemas
foi estabelecida em muitos pafses (pelo menos nos Esta-
dos Unidos) com um lugar e papel centrais nas finalidades
e objectivos do currfculo prescrito, mas que isso parece nao
ter acontecido tao claramente no curriculo implementado.
Toda a evidéncia que conheco, sugere que os professores
de Matemdtica americanos ainda ddo muito mais énfase
aos procedimentos, do que aos conceitos ou ao raciocinio.
Isso ndo quer dizer que o contetido do curriculo e as orien-
tagdes para o ensino se tenham mantido inalterados pelos
esforgos na valorizacdo da resolugdo de problemas, mas
eu diria que estas dimensdes tém sido muito menos afec-
tadas do que as finalidades e os objectivos. Por exemplo, o
curriculo prescrito de Matematica sé raramente foi reorga-
nizado em torno de problemas em vez de em torno de t6-
picos matemadticos.

HG: Pode dar-nos alguma ideia sobre como a resolu¢do de
problemas é tratada nas principais orientacdes e propostas
nos recentes Common Core State Standards in Mathemati-
csl7l (CCSS-M) dos EUA?

|K: A resoluga@o de problemas é bem tratada nos CCSS-M
(NGACPB & CCSSO, 2010). Existem oito standards ditos de
processo:

1. Compreender problemas e persistir na sua resolucio
2. Raciocinar abstractamente e quantitativamente

3. Construir argumentos vidveis e criticar o raciocinio
de outros

Elaborar modelos matematicos

Utilizar estrategicamente instrumentos apropriados
Procurar ser preciso

Procurar estruturas e utiliza-las.

@ N o oA

Procurar regularidades em raciocinios que se repe-
tem e expressé-las (pp. 6-8)

A resoluc@o de problemas est4 implicita em cada um des-
tes standards e, no desenvolvimento de todos eles, excep-
to no caso do n.° 3, usa mesmo o termo problema. Os in-
vestigadores em educacdo matemética americanos ficaram
particularmente satisfeitos com a incluséo do standard n.° 4.
Estdo optimistas que isso poderd ajudar o curriculo de Ma-
temética a mudar no sentido da utilizacao de problemas na
modelacdo de situacdes extraidas, tanto da vida real, como
da prépria matematica. Os professores poderdo assim pro-
porcionar aos seus alunos oportunidades para formular e
resolver problemas.

Nos chamados standards de contetido dos CCSS-M, que
estdo organizados por ano de escolaridade, desde o pré-es-
colar até ao 8.° ano, e por linhas temdticas para o conjun-
to dos restantes anos, o termo problema aparece repetida-
mente. Para estes anos ¢ feita a seguinte observacdo:

A modelacio é melhor interpretada, ndo como uma colecgdo de
topicos isolados mas em conexdo com os outros standards. Ela-
borar modelos matematicos é um standard para a pratica mate-
matica, e standards de modelacdo especificos aparecem ao longo
dos standards deste nivel de escolaridade assinalados com uma
estrela (%). (NGACPB & CCSSO, 2010, p. 57)

E claro que resta saber até que ponto os professores dos
Estados Unidos conseguirdo incorporar bem no seu ensi-
no as ideias dos CCSS-M.

HG: No ano passado, tivemos em Portugal um mudanca
abrupta e inesperada no programa de Matematica para o
ensino basico que substituiu um programa que estava em
aplicac@o apenas hé trés anos (ME-DGIDC, 2007). Neste
programa, a resolucio de problemas era explicitamente tra-
tada e muito valorizada. O novo programa, pelo contrério,
€ muito parco e a este respeito e comeca assim: «A reso-
lucdo de problemas envolve, da parte dos alunos, a leitura
e interpretacio de enunciados, a mobiliza¢io de conheci-
mentos de factos, conceitos e relacdes, a seleccio e aplica-
¢do adequada de regras e procedimentos, previamente es-
tudados e treinados, a revisdo, sempre que necessaria, da
estratégia preconizada e a interpretacdo dos resultados fi-
nais.» (MEC, 2013, p. 6) Quer comentar?

JI¢: Lamento dizer que, no que é dito nessa citacdo, parece
fazer-se alguma coisa de que eu me queixava anteriormen-
te: reduz a resolucdo de problemas ao seguir uma receita
especifica, sugerindo que os alunos precisam simplesmente
de praticar, seguindo regras e procedimentos previamente
aprendidos, e que, assim, ficardo preparados para resolver
qualquer problema de matemética que encontrem.

Claro que eu n3o estou a par de todo o tratamento da
resolucdo de problemas no novo programa portugués, mas
fico decepcionado com a suposicdo que é aparentemente
feita, de que o aluno recebe o problema como um texto, em
vez de ter uma oportunidade de formular ou elaborar so-
bre ele por si mesmo. A julgar pelo breve trecho que apre-
sentou, parece tratar-se de uma forma profundamente me-
cdnica de tratar a resolucdo de problemas.

HG: A propésito da resolugio de problemas na aula de
Matemadtica, olhando para os anos 8o, quais os principais



aspectos mais conseguidos ou que pontos fortes destaca-
ria, desde essa época? E que fraquezas ou aspectos menos
conseguidos?

JK: Suponho que os aspectos mais conseguidos foram, como
sugeri, o apoio da resolucdo de problemas por parte muitos
investigadores em educacao matematica em muitos docu-
mentos. Os professores de Matemdtica ficaram conscien-
tes que deviam ter em atenc@o a resolucao de problemas e,
de acordo com a investigacdo, parecem estar a tentar fazer
isso. Além do mais, editoras e grupos de professores tém
vindo a produzir materiais — principalmente coleccdes de
problemas — que podem ser utilizados no ensino. A inter-
net tem multiplicado essas colecges, bem como ideias para
aulas sobre resoluc@o de problemas. Contudo, o ensino de
Matemdtica parece ndo ter mudado o suficiente para que
fazer com que a resolucdo de problemas e o seu desenvol-
vimento seja central nesse ensino. Um ponto fraco podera
ser o facto de alguns professores (e autores de manuais) te-
rem concluido que a resolugdo de problemas pode ser tra-
tada como uma unidade de ensinc em separado, em vez
de algo que permeia todo o ensino.

Uma outra fraqueza poder4 ser o descurarmos a formu-
lagdo de problemas como uma actividade de sala de aula.
Uma das melhores maneiras de os alunos aprenderem a
resolver problemas ¢é através da formulagdo dos seus pro-
prios problemas. Esta actividade pode ensinar-lhes o que
diferencia um problema rotineiro de um problema nao ro-
tineiro, bem como o que é necessério para que um proble-
ma tenha solucdo. Mas, ensinar os alunos a formulacao de
problemas, raramente faz parte da matemdtica escolar.

HG: Em seu entender, quais sdo os principais constrangi-
mentos ou dificuldades que os professores enfrentam na
utilizac@o da resolucdo de problemas para ensinar Mate-
maética? Tem alguma ideia ou percepcao de como se pode-
rdo ultrapassar essas dificuldades?

JK: Eu acho que a maioria dos professores tém muito pou-
ca experiéncia, quer a resolver problemas, quer a ensinar os
alunos a resolvé-los. Os alunos precisam ver exemplos do
que é que ¢ a resolucdo de problemas, mas os seus profes-
sores, muitas vezes, ndo tém preparagdo para exemplificar
o processo. Pélya costumava dizer que o professor, diante
dos seus alunos, precisa ser um actor, actuando como se
ndo conhecesse o problema, e pensar em voz alta & medi-
da que realiza os passos para a sua resolug@o.

Penso que poucas pessoas calculam quanto os alunos
precisam de ver alguém a pensar em voz alta diante deles,
enquanto trabalha um problema desafiante, tentando primei-
ro uma abordagem e depois outra, fazendo uma pergunta

e depois outra. Somente com este exemplo, seguido de um
didlogo com os alunos, eles conseguem aprender o valor
das questdes e sugestdes heuristicas que Pélya identificou.

E claro que os alunos também necessitam de muitas
oportunidades para usar essas perguntas e sugestdes por si
préprios. Ndo se pode, no entanto, esperar que eles apren-
dam a usar tais questSes e sugestdes gerais, sem terem
oportunidades de as ver na prética.

HG: Acha que a resolucio de problemas é ensinavel? Em
que medida? Existem algumas capacidades especificas que
s3o necessarias para ser um bom resolvedor de problemas?

JK: Eu acho que n3o ha qualquer divida: a resolugao de pro-
blemas é ensindvel. Uma vez escrevi um artigo que abordou
a questdo de saber se ensinar é ensindvel (Kilpatrick, 1987b)
e usaria a mesma argumentagdo para a resolugdo de pro-
blemas. Mas ndo é facil. Como acabei de dizer, os alunos
precisam de muitas, muitas oportunidades, tanto para ver
as perguntas e sugestdes heuristicas utilizadas na resolu-
¢3o de problemas desafiantes, como para praticar usando,
eles préprios, essas perguntas e sugestes.

Penso que a quantidade dessas oportunidades foi la-
mentavelmente subestimada por alguns autores, que es-
crevem sobre a resolu¢go de problemas, que alegaram que
a heuristica Pélya no pode ser ensinada. Pela minha expe-
riéncia, os alunos nao precisam de capacidades ou caracte-
risticas especificas para aprenderem a resolver problemas.
O que eles precisam é de sucesso na resolugdo de proble-
mas e a confianca que dal resulta, podem adquiri-la de um
professor que é sensivel a necessidade que tém de serem
bem sucedidos.

HG: George Pdlya, no seu famoso livro How to Solve It de
1945, disse que os problemas rotineiros, por vezes mesmo
muitos, como observou, sio necessarios no ensino da Ma-
temética. No entanto, acrescentou que «fazer com que os
alunos ndo resolvam problemas de outro tipo ¢ indescul-
pével».l®l Tenho a certeza de que concorda com Pélya, pode
falar-nos sobre quais os principais beneficios que os alu-
nos podem retirar da resolucio de problemas? Que tipo de
contribuicdo a resolucdo de problemas pode dar ou favore-
cer relativamente ao desenvolvimento matematico e pes-
soal dos alunos?

JK: J& me referi ha pouco ao que Pélya pensa sobre proble-
mas ndo rotineiros, e vocé tem razdo, eu concordo com ele.
Devia ser ébvio que se os problemas de rotina sdo o uni-
co tipo de problemas com que os alunos se confrontam na
aula de Matemdtica, eles vao deixar a escola sem a cons-
ciéncia do poder da matemdtica para lidar com o mundo,
e sem preparagdo para a usar nas suas préprias vidas. Ao
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aprender a resolver problemas nao rotineiros, os alunos po-
dem ganhar confianca na sua capacidade de fazer matems-
tica e nao simplesmente absorvé-la. Um aluno em que toda
a sua carreira escolar é gasta em aulas de Matemdtica, em
que nunca sdo propostos problemas que o desafiam, sai
dela com uma visdo completamente estéril do que a mate-
madtica é e pode ser.

HG: Grosso modo e de uma forma muito simplista, eu
acho que, em geral, os professores tendem a ver a resolu-
cdo de problemas como tarefa muito exigente e dificil de
realizar e de gerir em sala de aula. Que tipo de ganhos ou
vantagens os professores podem obter da utilizacdo da re-
solucdo de problemas para a tarefa de ensinar Matemitica?

JK: Eu acho que vocé tem razdo, os professores que tém
uma nogdo razodvel da resolugdo de problemas véem-na
como exigente e dificil, e estdo certos. E assim. Mas deve-
riam igualmente ver que é muito gratificante para eles e para
os seus alunos, se esses alunos aprenderem a resolver pro-
blemas matemdticos desafiantes. Se os professores pensa-
rem — como eu penso — que a resolucdo de problemas é
a esséncia da matemdtica, entdo, como ¢ que podem dei-
xar que ela ndo seja o centro do seu ensino?

HG: Jeremy, vocé foi aluno de Pélya na Universidade de
Stanford e, muito cedo na sua carreira académica, foi seu
assistente e colaborador. Quando estive consigo na Univer-
sidade da Geérgia hé alguns anos atras, disse-me que aquilo
primeiramente o atraiu em Pélya, dizia respeito sobretudo
a aprendizagem da matemética e de como fazer matemati-
ca. Pode dizer-nos o que mais o atraiu nas ideias de Polya?
Até que ponto e de que modo as ideias de Pélya contribui-
ram para as suas préprias ideias sobre a matematica, a re-
solugdo de problemas e a resolucio de problemas no ensi-
no da Matematica?

JK: Como penso ter-lhe dito nessa altura, a minha primei-
ra atracgao por Pdlya veio através de How to Solve It que
eu comprei e li antes de o ter visto ensinar. Acho que o que
mais me atraiu foi a forma como ele expunha as ideias so-
bre a resolugao de problemas, que eram féceis de entender
e faziam muito sentido. Os meus professores de Matema-
tica do ensino secunddrio em nenhuma altura trataram a
resolugdo de problemas, de modo que o livro fez-me perce-
ber o que eu tinha andado a perder. Deve ser ébvio, a partir
do que eu disse anteriormente, que as ideias de Pélya tive-
ram uma enorme influéncia na forma como eu vejo a ma-
temdtica, a resolucdo de problemas e a resolucdo de pro-
blemas no ensino de Matemtica.

Todos os esforcos de Polya para ajudar os professores e os alunos

provém da visdo de que nés compreendemos a matematica me-
lhor quande a vemos nascer, quer seguindo os passos das desco-
bertas histéricas, quer envolvendo-nos nés préprios em descober-
tas. Ele queria que os alunos vissem a matematica em construcio
e ndo apenas o produto acabado. Via a matemitica em elaboracio
como uma ciéncia indutiva, produzindo seus segredos através de
palpites inteligentes, seguidos por cuidadosos testes, a que se se-
guiam outros palpites aperfeicoados. Pélya usava repetidamente
o poder do exemplo especifico para iluminar (e, geralmente, para
ajudar a estabelecer) a generalizacdo. (Kilpatrick, 1987a, p. 300)

Pela minha parte, fizo meu melhor para seguir, nas minhas
aulas e trabalhos académicos, o exemplo que ele deu. P6-
lya tinha uma colecgao maravilhosa de problemas que ele
dava as suas turmas para resolver, muitos dos quais traba-
lhou connosco em aula, antes de nos deixar libertos para
resolver outros problemas por nés préprios. As disciplinas
que leccionava eram sempre um bom equilibrio entre ma-
temdtica, humor, problemas desafiantes, e observacdes po-
sitivas. Todos os seus alunos perceberam que ele os respei-
tava e queria que aprendessem tanta matemitica quanta
fossem capazes. N3o tenho, no entanto, a certeza que to-
dos tivessem dado conta do cuidado com que ele prepara-
va cada uma das aulas e como ele as revia minuciosamen-
te depois as ter leccionado.

HG: Também me disse na mesma altura que nao tinha valo-
rizado a forma como Pélya abordava o ensino de resolucio
de problemas até o ter visto ensinar. Pode desenvolver um
pouco mais esta sua consideracio, e partilhar connosco o
que viu no ensino de Pélya que o fez mudar de apreciacdo?

JI¢: PSlya era cuidadoso no ensino de matematica que fazia,
nunca avangava a um ritmo que nem todos os alunos pu-
dessem acompanhar, ainda que nunca fosse t3o lento que
levasse a que nada de importante houvesse para ser discu-
tido. Achei isso fascinante. Para além do mais, a vé-lo en-
sinar, aprendi que os alunos precisam de observar técnicas
de resolugdo de problemas concretizadas por um profes-
sor que pensa em voz alta enquanto resolve um problema
como nunca o tivesse visto ou resolvido antes. Depois do
professor ter mostrado algo sobre como pensar no proble-
ma, pode, entdo, perguntar aos alunos qual poderia ser o
passo seguinte na resolugdo. Dessa forma, os alunos en-
volvem-se no processo. Pdlya «considerou que a imitagao
e pratica s3o o principal meio através dos quais a resolu-
ao de problemas é aprendidax. (Kilpatrick, 1987a, p. 300)

Assim que me tornei assistente de Pélya, vi como ele
preparava cuidadosamente cada aula e como ele reflectia
sobre ela depois de a ter dado, de forma a que, na vez se-
guinte, pudesse fazer um trabalho melhor. Era como um
curso de mestrado em ensino.




HG: Em sua opinido, da heuristica de Pélya, a que é que
ainda vale a pena dar énfase no ensino da Matemitica?

JK: Toda ela permanece vilida. Eu ndo mudaria nada.

HG: Pensando nos futuros professores, o que acha que é
preciso que mude na sua formacfo inicial, matematica e
educacional, de forma a que a resolu¢do de problemas pos-
sa estar mais presente nas aulas de Matematica?

JK: N&o é uma tarefa facil levar para as aulas a resolucdo de
problemas genufna, mas penso que a abordagem de Pélya
oferece o caminho mais promissor. Escrevi sobre isso num
livio em sua homenagem. (Kilpatrick, 1987b) Pélya queria
que a preparacdo de professores inclufsse, ndo apenas o
estudo do contelido matemitico, mas também experién-
cia em fazer matemdtica, concretizada numa espécie de se-
mindrio de resolucio de problemas como aqueles que ele
realizou em Stanford para professores. PSlya via este semi-
nério «como uma oportunidade para os professores adqui-
rem um conhecimento auténtico e profundo da matemética
do ensino secunddrio, numa forma que eles podiam usar
com os seus alunos». (O. c. p. 89)

Notas

1 Edward Griffith Begle (1914 —1978) foi um matemati-
co norte americano que se interessou muito pelo en-
sino da Matematica e pela investigagdo neste domi-
nio, tendo ficado conhecido pelo facto de ter dirigido
o School Mathematics Study Group, considerado o mais
importante projecto que, nos EUA, promoveu a refor-
ma curricular que ficou internacionalmente conheci-
da como a reforma da Matemdtica Moderna. [NT)

2 George Pélya (1887-1985), matematico de renome com
grande producio em dominios matemaéticos muito di-
versos, desenvolveu igualmente uma intensa actividade
muito relacionada com o ensino em Matematica, no-
meadamente com a resolucio de problemas (ver arti-
go nesta revista, pp. 44—50). [NT]

3 Paul Richard Halmos (1916-2006), matematico nor-
te americano, nascido na Hungria, em Budapeste. Foi
muito novo para os EUA onde fez toda a sua forma-
¢ao escolar e carreira académica e cientifica. [NT]

4 The Heart of Mathematics, artigo de P. Halmos publi-

cado na revista The Americam Mathematical Monthly,
vol. 7, pp. 519-524 (1990). Ver também Pense Nisto (p.
59) desta revista. [NT]

Ver também artigo pp. 44-50 desta revista. [NT]
Stanic, G. M. A. e Kilpatrick, ]. (1989). [NT]
NGACPB & CCSSO (2010). [NT]

Polya (1945, p. 142). [NT]
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Pisa-papeis

Um olhar sobre a avaliacao da resolucao de
problemas no PISA 2012

PAULO ALVEGA — ' » T/ \
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publicados e ja estamos habituados s capas dos jornais e
as breves reportagens nos noticidrios sobre as subidas e
descidas dos alunos portugueses nos rankings do univer-
so de alunos dos paises da OCDE. De ambos os lados das
trincheiras saltam argumentos e explicacdes que tudo jus-
tificam e o seu contrario. A poeira assenta e logo a seguir
os holofotes apagam-se. A excecdo tem sido a anlise cui-
dada dos resultados e das recomendacdes.

As ultimas provas foram realizadas em 2012, num na-
mero crescente de paises (65), e os resultados dos cerca de
meio milhdo de alunos, representativos de vinte milhdes
de alunos de escolas ptiblicas ou privadas, foram publica-
dos no final de 2013.") Foi com alguma surpresa, portan-
to, que lemos noticias em finais de marco sobre o desem-
penho dos alunos portugueses na resolu¢ao de problemas.
E espante-se, ou talvez ndo, ficaram acima da média. Isto
exigia uma investigacdo! Pela primeira vez este estudo in-
ternacional avaliou a capacidade de resolucio de proble-
mas, com recurso ao computador e de forma interativa, si-
mulando situagdes da vida real. A curiosidade aumentava.
Em 44 paises, o desempenho dos portugueses esteve a par
de paises como a Noruega, a Dinamarca e a Suécia (pois,
a Finlandia esta top 10 de uma lista encabegada pelos alu-
nos de Singapura).

Afinal, como fora avaliada a capacidade de resolucio de
problemas? Além de saber o lugar nos rankings, importava
descobrir como o programa definia problema. Que conclu-
soes e recomendacdes fazia? Havia um caminho a percorrer
e maos a obra. Os volumes de apresentacio dos resultados
(em inglés) estao disponiveis e as paginas consultadas (di-
gitais, felizmente) comecaram a aumentar e a amontoar-
se. Papéis e mais papéis.

A publicagao relativa a resolugdo de problemas — «A
resolucdo criativa de problemas: a capacidade dos alunos
em lidar com problemas da vida real» (OECD, 2013)/?l— é
o quinto de seis volumes que analisam os resultados dos
alunos. Para os interessados, motor de busca: PISA 2012
volume 5. O tltimo referente a literacia financeira foi en-
tretanto também publicado. Ao longo de cinco capitulos
descobrimos os pressupostos desta avaliagio, a definicio
dos seus termos, as diferencas de desempenho e as impli-
cagoes destas. (Capitulo 1 — A avaliacio da capacidade da
resolugao de problemas no PISA 2012; Capitulo 2 — O de-
sempenho dos alunos na resolugio de problemas; Capitu-
lo 3 — Pontos fortes e pontos fracos dos alunos na reso-
lugdo de problemas; Capitulo 4 — Como varia nos vérios
paises o desempenho na resolu¢io de problemas; Capitu-
lo 5 — Implicac6es da avaliagdo da resolucdo de problemas
para as politicas e a prética.)3!

NOo PISA 201.

CONSTRUTORES DE CANOAS

Todos conhecemos, tendo lido ou nio, as aventuras des-
critas por Defoe de Robin Crusoé, esse sim, um verdadei-
ro resolvedor de problemas. A construcio sem ferramentas
dos meios de abrigo e sobrevivéncia ou de uma canoa que
o levasse da ilha onde tinha sido largado foram problemas
que Crusoé procurou resolver com sucesso. O desejo de
partir aumentava apesar dos recursos para isso parecerem
impossiveis. Lemos sobre as suas aventuras no preimbu-
lo do volume relativo a resolug¢io de problemas, onde tam-
bém se define a competéncia em resolucio de problemas
e se descreve a necessidade de avalia-la.

No contexto do PISA 2012, problemas sdo definidos
como situagdes sem solucdo 6bvia e a resoluc¢do de proble-
mas requer pensar e aprender em acio — envolve «o desen-
cadear de acOes experimentais com o meio ambiente, habi-
tualmente com base em palpites ou pressentimentos, para
clarificar a natureza do problema e as suas potenciais solu-
¢oes» (p. 1). Assim, defende-se que deste modo os alunos
«conseguem aprender mais sobre a natureza do problema
e a eficdcia das suas estratégias» e «modificam o seu com-
portamento, iniciando mais interacbes experimentais sub-
sequentes com o meio ambiente» (p. 1). Como se lembra
no relatorio a este proposito, a estratégia inicial de Crusoé
para escapar numa canoa feita de um tronco falhou porque
estava tdo obcecado com a solu¢io que nunca considerou
como a transportar até a praia. Resolvemos pequenos pro-
blemas todos os dias. As rapidas mudancas sociais e tec-
nolégicas implicam que a aplicacdo daquilo que sabemos
também evolui rapidamente. Os nossos jovens Crusoés de
quinze anos, como também é dito, precisam de se adaptar,
aprender, arriscar novas tentativas e estar sempre prontos
a aprender com os erros. O mundo profissional atual pro-
cura pessoas que consigam resolver problemas n3o roti-
neiros, simples ou complexos. Uma explicacao dada pelo
documento é que, com a introdugdo de computadores e
maquinas, aos trabalhadores ¢ exigido cada vez menos re-
solver tarefas manuais rotineiras ou analiticas. Pelo con-
trario, aumentam as situagdes inesperadas e nio familia-
res. Portanto, a énfase da educagio estd a mudar também:
«as capacidades mais faceis de ensinar e avaliar sdo aque-
las que sdo mais faceis de digitalizar, de automatizar e de
ir buscar a terceiros»; os jovens «precisam mais do que
dominar um repertério de factos e procedimentos», pre-
cisam de aprender toda a vida e de lidar com novas situa-
¢oes «onde o efeito da sua intervencdo nio é previsivel» e,
quando enfrentam problemas sem uma estratégia previa-
mente conhecida para a sua resolucdo, devem ser capazes,
como € sublinhado, «de pensar de modo flexivel e criativo
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NATUREZA DA SITUACAO

Toda a informacgao necessdria é explorando a situacdo.

INTERATIVO: nem toda a informacio é apresentada, alguma tem de ser descoberta,

apresentada no enunciado?

ESTATICO: toda a informagio relevante é apresentada.

EXPLORAR E COMPREENDER a informagdo apresentada.

REPRESENTAR E FORMULAR: construcdo de gréficos, representacoes simbdlicas ou verbais,

PROCESSO DE RESOLUGAO

e formulacdio de hipéteses sobre os fatores relevantes e as relagdes entre eles.

Quais sdo os principais processos  PLANEAR E EXECUTAR: conceber um plano estabelecendo objetivos e sub-objetivos, e

cognitivos envolvidos na tarefa?

executar a sequéncia de passos identificados no plano.

MONITORIZAR E REFLETIR: acompanhar o processo, reagindo ao ‘feedback’ e refletindo na
solucdo, na informacio apresentada, ou na estratégia adotada.

SITUACAO: o cendrio envolve algum dispositivo

CONTEXTO tecnolégico?

Tecnolégico

Nao Tecnoldgico

Em que cendrio do quotidiano est4

o problema integrado? ;
relacionado o problema?

INCIDENCIA PRINCIPAL: com que ambiente estd

Pessoal (estudante/familia)

Social (comunidade/sociedade)

Tabela 1

para ultrapassar as barreiras no caminho para atingir a so-
lucdo» (p. 206).

A competéncia em resolucio de problemas é definida
como «a capacidade de uma pessoa se envolver em proces-
sos cognitivos para compreender e resolver situagdes pro-
blematicas onde um método de resolugio ndo é imediata-
mente 6bvio. Inclui a disposigdo para se envolver com a
situacdo de modo a conseguir alcancar as suas potenciali-
dades como cidadio construtivo e reflexivo» (p. 30). Como
nos é dito, a avaliacao em resolucio de problemas centra-se
nos processos cognitivos gerais envolvidos «mais do que
na capacidade para resolver problemas em matérias esco-
lares especificas». Considerando o progresso na compreen-
sio daqueles processos, bem como a possibilidade de usar
simulacoes em computadores, a avaliagdo da resolugio de
problemas no PISA 2012 atribuiu um lugar de destaque
ao que chamou «problemas interativos»: «problemas que
requerem a descoberta de informaco util, explorando a si-
tuacdo problemitica», por exemplo ao utilizar um telemével
recém-adquirido (p. 29). Aparelhos tecnologicos, relégios,
iluminacio, trafego, vitaminas, maquinas autométicas de
bebidas sdo contextos que os alunos encontram fora da es-
cola no seu quotidiano, uns mais do que outros. Como se
faz notar, ao usar cendrios deste tipo com forte relagdo com
problemas da vida real, o PISA 2012 procura evitar «tanto
quanto possivel a necessidade de conhecimentos curricu-
lares especificos» (p. 29). Acrescenta-se ainda que os itens

tém «textos curtos» e «linguagem simples» e que se é ne-
cessario recorrer as operacdes aritméticas, sao disponibili-
zadas calculadoras no cenério proposto (o que nao aconte-
ce na avaliacio dos outros dominios).

As tarefas propostas para a avaliagdo da competéncia em
resolucdo de problemas sdo caraterizadas segundo trés as-
petos: a Natureza da situacdo problematica, o Processo de
resolucio e o Contexto do problema (tabela 1).

A prova consistiu em 16 unidades de avaliagdo organi-
zadas em 4 grupos, cada qual preparado para ser resolvido
em vinte minutos. A cada aluno foi atribuido um ou dois
grupos, dependendo se também participava nas avaliagoes
de Matemética ou de Leitura com recurso ao computador.
Para cada unidade o material de motiva¢do aparece no topo
do ecri e os itens com as questdes na parte inferior, estan-
do separados visualmente por caixas retangulares. Nunca
é necessario usar o botdo de rolar (scroll). Os itens s3o apre-
sentados numa sequéncia pré-definida e o aluno nao pode
voltar atras, devendo confirmar a sua resposta. A cada pro-
blema é atribuido um nivel de dificuldade (1-6) e a pon-
tuacdo é atribuida, n3o s6 pela correcdo da resposta dada,
mas também pela sequéncia de a¢des realizadas.




Unidade 3: BILHETES
Trata-se de uma situacdo de simulacio de compra de bilhetes de comboio numa
bilheteira automdtica

TICKETS

A train station has an automated ticketing
machine. You use the touch screen on the right to
) buy a ticket. You must make three choices,

de LUma * Choose the train network you want (subway or
country).

* Choosa the type of fare (full or concession).

» Choose & daily ticket or a ticket for a specifisd
numbaer of Irips, Daily tickets give you unlimited
travel on the day of purchase. If yau Buy a ticket
with a specified number of trips, you can use the
trips an different days,

Swiect traln network

e

NTRY TRAINS l
f

The BUY button appears when you have made
these three choices. There s 3 CANCEL button that
can be used at any time BEFORE you press the BUY
butten.

BILHETES
Uma estacdo de comboios tem uma méquina de venda automética de bilhetes.
Para comprar um bilhete utiliza-se o écran sensivel ao toque. Tem que fazer trés
escolhas.

+ Escolher a rede de comboios que pretende (metro ou suburbano)

+ Escolher a tarifa (completa ou com desconto)

+  Escolher um bilhete didrio ou um bilhete para um certo numero de

viagens.

O bilhete didrio permite um nimero indeterminado de viagens no dia da
compra. O outro tipo de bilhete permite realizar as viagens em dias diferentes.
O botao comMPRAR aparece quando tiver feito as trés escolhas. Existe um botao
CANCELAR que pode ser usado em qualquer altura, antes de ter pressionado o
botao comPRAR.

A CLASSIFICACAC DO DESEMPENHO DOS tagem semelhante 3 média da OCDE, nio conseguem re-
ALUNGOSs No PISA 2(

2 solver com sucesso problemas que ndo sejam problemas

Considerando-se a média da OCDE 500 pontos, Portugal elementares (alungs e batxo desempenhiol e 7;4 par cen-

obteve 494 pontos. Trés pontos percentuais menos quan-
do comparado com o desempenho em literacia em Mate-
miética, Ciéncias e Leitura. Singapura liderou (562 pontos)

to conseguem resolver e explorar situacdes complexas, pla-
near resolucdes de varios passos, experimentar alternativas
e realizar ajustamentos em funcio da informacao recebida
(alunos de alto desempenho) — a média da OCDE é 11,4

encabecando seis outros paises asidticos que imediatamen- - ; .
(em Singapura este valor é de mais de 29 por cento). No

te a antecedem. Entre os dez primeiros paises, apenas um

Bt eaEGpen, & Finlandie, que sirge op6 depois do Car que se refere aos processos de resolucdo de problemas, os

alunos portugueses revelaram melhor desempenho nas ta-

da e da Australia (ver Quadro 1, na pagina 1s).
(ver Q pagina 1s) refas de utilizacio do que nas de aquisi¢do de conhecimen-

Em Portugal, cerca de 20 por cento dos alunos, percen-




Questdo 1: Bilhetes

Compra um bilhete de tarifa completa para um comboio suburbano com duas viagens individuais.
Uma vez pressionado o botdo comprar, ndo podes voltar atrds & pergunta.

Questao 2: Bilhetes

Planeias fazer hoje quatro viagens de metro pela cidade. Como estudante, podes beneficiar de tarifas

reduzidas.

Usa a maquina de venda automadtica para descobrir o bilhete mais barato e pressiona o botdo comprar.
Uma vez pressionado o botao comprar, ndo podes voltar atrds & pergunta.

Questdo 3: Bilhetes
Queres comprar um bilhete para duas viagens no metro. Como estudante, podes beneficiar de tarifas
reduzidas.
Usa a maquina de venda automética para comprar o melhor bilhete disponivel.

tos. Quanto a natureza das situagoes, o seu desempenho
foi pior nas situagdes de caricter interativo do que nas si-
tuagdes estaticas.

RECOMENDACOES E IMPLICACOES

Um dos objetivos do PISA é contribuir para tornar o ensino
mais relevante e identificar como os alunos podem apren-
der melhor, os professores ensinar melhor e as escolas fun-
cionar de modo mais efetivo. Ter uma compreensio pro-
funda daquilo que constitui a competéncia em resolucio
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de problemas dé-nos evidéncias de como estio preparados
0s nossos jovens para resolver problemas complexos, nio
familiares, que podem encontrar fora do contexto curricu-
lar. Assim, o documento publicado apresenta, além de re-
sultados e conclusoes, recomendagoes e implica¢oes. Cada
um podera fazer as suas extrapolacoes e refletir na sua ex-
periéncia e/ou prética profissional. Como pode a apresen-
tacdo destes resultados ser mais do que um conjunto de
rankings ou de tabelas? Como pode contribuir para definir
prioridades ou estratégias? Que alvos queremos atingir e
em que medida estes resultados devem ser tidos em conta?




SNAPSHOT OF PERFORMANCE IN PROBLEM SOLVING

Countries/economies with mean scorefshare of

ution rate above the OECD average

performers/relative performancelsol
Countries/economies w;‘i‘?shsm of low achievers helow the OECD average

Counfries’economies with mean scorefshare of top performers/relative performancefshare of low achievers/solution rate
not statistically different from the OECD average

Countries/economies with mean score/share of top performers/relative performance/solution rate below the OECD average
Countries/ecanomies with a share of low achievers above the OECD average

- T
Relahve Pe'rformam:e ! Performance
ein inp a, in probl solving, by nature
Performance in problem solving pmhlem solving, by process of the problem situation
| | compared with
| stuclents around
| i the worln? Solution rate | Solution rate
| with: stritbar Solution Solution on items on items
performance rate on tasks | rate on tasks | referringto | referring to
| Share of Share of top Gender in mathematics, measuring measuring a static | an interactive
| Meanscore | low achievers | perormers difference reading acquisition utilisation problem problem
inPISA2012 | (below Level 2) | (Level 5or 6} | (boys - girls) and science | of knowledge | of knowledge | situation situation
| Percent Percent | Percent Percent
Mean score | o % Score dif. Score dif. correct correct correct correct
OECD average 500 | 214 11.4 T | -7 45.5 6.4 | 471 43.8
Portugal 494 | 206 7.4 %6 | 3 416 45.7 44.0 42.0

Note: Countriesfeconomies in which the pedormance difference between boys and girls is statistically significant are marked in bald.
“ountries and economies are ranked in descending order of the mean score in problem solving in PISA 2012,

* See notes in the Reader's Guide.
source: OECD, PISA 2012 Database, Tables V2,1, V2.2, V2.6, V.3.1, V.3.6 and V4.7,
Statlinik G http: //dx.dol .org/10.1787/EBB933003640

Quadro 1

Uma das conclusdes enunciadas é que o impacto da
condi¢do socioeconémica no desempenho em resolucio
de problemas é menor do que no desempenho em Mate-
matica, em Ciéncias e em Leitura. Os alunos de contextos
socioeconémicos desfavorecidos tendem a ter resultados
melhores do que os esperados em resolucio de problemas
do que em matematica talvez, considera o estudo, porque
as oportunidades extra-escolares para exercitar a sua capa-
cidade (skills) de resolucio de problemas surgem nos di-
versos contextos sociais e culturais. Ainda assim, como se
relata, «a qualidade das escolas importa: diferente acesso
a escolas de alta qualidade significa que, em média, esses
alunos tém resultados inferiores aos dos alunos com me-
lhores contextos socioeconémicos» (p. 14).

Em 23 paises os rapazes obtiveram melhores resulta-
dos do que as raparigas, em 5 paises aconteceu o inver-
so e nos restantes 16 a diferenca nio foi significativa. Mas
estas diferencas sio menos significativas do que acontece
nas restantes competéncias. Outra conclusio: a resolucio
de problemas reduz as diferencas de género entre os mais
competentes. Que explica¢cbes podemos encontrar para este
facto?

Segundo o relatério apresentado, embora todos concor-
dem que as criancas precisam de desenvolver a capacidade

(skills) resolucdo de problemas, na pratica, esta capacidade
tem sido amplamente trabalhada com um ensino centrado
apenas em obter solucdes segundo regras, como as regras
da algebra. Estas regras s3o importantes mas, como chama
a atencdo o relatério, «aplicar regras algébricas é apenas o
segundo passo do processo de resolu¢io de problemas; o
primeiro, que os computadores ndo podem fazer, envolve
examinar o conjunto confuso de factos de um problema da
vida real para determinar que regras se aplicam» (p. 119).
Dagqui, como se conclui no relatério, «desenvolver a peri-
cia e a flexibilidade requeridas por problemas nio rotinei-
ros inclui expor os alunos a varios problemas da vida real»
(p.119). Os jovens que tém bons desempenhos em resolu-
cio de problemas estio aptos para examinar as situagdes
problematicas, de modo a recolher informacio ttil, cons-
truir representacdes mentais coerentes das partes relevan-
tes envolvidas e das suas relagdes, e comunicar estas repre-
sentacoes. Conseguem planear estratégias para ultrapassar
obstaculos e executar esses planos enquanto monitorizam
o processo, criticando cada passo e refletindo em possiveis
alternativas ou elementos em falta.

Desenvolver as capacidades (skills) de raciocinio que fa-
vorecam a resolugdo de problemas, sublinha-se no relatério,
nao é conseguido por apenas treinar mais e mais problemas
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descontextualizados, propondo-se que os professores encora-
jem os alunos a «refletir nas estratégias quando lidam com
problemas relacionados com contetidos especificos, expan-
dido o seu repertério de principios gerais»; e acrescenta-se,
«quando os professores pedem aos alunos para descrever os
passos que deram para resolver um problema, estimulam a
sua metacognicdo que por sua vez melhora as capacidades
gerais em resolugio de problemas» (p. 120).

Outra conclusio é que a capacidade de resolucfo de pro-
blemas desenvolve-se melhor em contextos com significado.
Parece 6bvio. Invocando a «intensa» investigacdo realizada
neste dominio, afirma-se que capacidades gerais — como a
inteligéncia, memoria de trabalho e outras — nio ajudam
a resolver um problema, independentemente do dominio
em que se aplica e do conhecimento que a pessoa tem so-
bre o problema. Propde-se que contetidos concretos sejam
ensinados de modo a ajudar a sua transferéncia para no-
vas situacoes, outros tipos de problemas e outros conteii-
dos, e procurar que «os alunos se centrem mais na estru-
tura profunda subjacente a duas situac¢des problematicas
do que nas diferencas superficiais entre elas — apenas as-
sim podem aplicar o conhecimento adquiride numa situa-
¢do para resolver um problema noutra situacgio» (p. 121).
S3o nomeadas algumas formas de alcancar este objetivo.
Identificar problemas diferentes que requeiram acdes si-
milares. Usar diagramas para visualizar a estrutura escon-
dida de diferentes problemas. Destacar comparacdes en-
tre exemplos que salientem similaridades ou diferencas.
Usar analogias entre fendmenos que surjam em diferen-
tes dominios. Como é dito, as pessoas sdo mais propensas
a transferir partes de estruturas hierarquizadas de conhe-
cimento bem integradas, do que pedacos isolados de co-
nhecimento — «quanto mais conexdes o estudante obser-
var entre o ambiente de aprendizagem e o mundo exterior
mais ficeis serdo as transferéncias» (p. 121).

Por fim, o estudo salienta a importincia das préticas nas
escolas e da definicao de politicas educativas, visto que os
melhores resultados surgem quando é dada prioridade ao
desenvolvimento da capacidade de resolugio de problemas.
A associacdo entre o desempenho na resolugdo de proble-
mas e os outros trés dominios avaliados é forte e positiva
a nivel individual, escolar e nacional. Em geral, os alunos
mais competentes em Leitura, Ciéncias ou Matematica sdo-
-no também quando confrontados com problemas nio fa-
miliares em contextos ndo curriculares, Conseguem desen-
volver representacdes mentais coerentes de uma situagio
problematica, planear com um foco claro e mostrar flexi-

bilidade na integracdo de informacio e na reflexio sobre
o problema e a sua solucdo. Quaisquer comentérios s3o
desnecessarios.

Depois de uma andlise das tabelas, grelhas e quadros, de-
pois de tantas paginas acumuladas sob o pisa-papéis, quais
as implicacdes no caso portugués? Que politicas, que siste-
mas educativos temos? Que curriculo queremos? Que adul-
tos estamos a formar nas nossas escolas? Um olhar sobre
esta avaliacdo permitiu identificar algumas questdes que
consideramos pertinentes na resolu¢do de problemas.

Conseguirdo os nossos jovens escavar dos troncos as ca-
noas e leva-las para o mar?

Notas

1 «Esta éasegunda vez que a Matematica é avaliada como
dominio principal desde a 1.? edi¢do do Programa, em
2000, tendo ja sido dominio principal em 2003 (.. .).
Portugal obteve 487 pontos na escala da Matematica,
representando uma progressdo de 21 pontos relativa-
mente ao resultado alcancado em 2003 — ano em que
a Matematica também foi dominio principal. Esta pon-
tuacio coloca Portugal, pela primeira vez, desde o ini-
cio do Programa, na média da OCDE.» (MEC, 2013,
Sumério Executivo)

2 No original Creative Problem Solving — Student’ Skills
in Tackling Real-Life Problems (OECD, 2013). Sem ou-
tra indicacdo as paginas das citagbes referem-se a este
documento.

3 No original: Assessing Problem-Solving. Skills in PISA
2012; Student Performance in Problem Solving; Student’
Strengths and Weaknesses Problem Solving; How Problem
Solving Performance Varies Within Countries; Implica-
tions of the Problem Solving Assessment for Policy and
Practice. (OECD, 2013).

Referéncias

MEC (2013). PISA 2012 — Portugal: primeiros resultados. Lis-
boa: MEC.

OCDE (2013). PISA 2012 Results (volume V): Creative Problem
Solving — Students’ Skills in Tackling Real-life Problems.
http://www.oecd.org/pisa/keyfindings/
PISA-2012-results-volume-V.pdf
(Extraido em 8.08.2014)

Pauro Arveca
Agrupamento de Escolas Queluz-Belas




Resolucio de problemas de Matematica:
regresso ao passado

Lina FoONSECA

Revisitar a resolucio de problemas no ensino da matema-
tica, o que se tem defendido sobre o assunto em Portugal
e 0 que se tem feito nos contextos educativos e a situacio
atual, originada pelo programa de matematica homologa-
do em 2013, é propésito deste texto.

A centralidade da resolucio de problemas no ensino da
matematica é comummente aceite, pois é motor de desen-
volvimento da ciéncia e da nossa civilizacio. A mudanca, a
inovagdo e a criatividade surgem em resposta a necessida-

des que urgiu ultrapassar. O ser humano sempre encarou,
resolveu e inventou problemas. Problemas praticos e pro-
blemas teéricos, problemas simples e problemas comple-
xos, problemas abertos e problemas fechados. Sem proble-
mas nio teremos matematica, mas apenas um sucedaneo.
Resolucio de problemas. De que se fala? A que se chama
problema?

Viarios autores (e.g. Lester, 1980; Mason, 1992; Mayer,
1985; Pélya, 1981) hd muitos anos manifestaram o enten-
dimento de que problema é uma situagdo com a qual o alu-
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no se defronta e para a qual nio conhece um procedimento
ou uma técnica especifica que lhe permita aceder a solu-
¢ao. Procurar o caminho, ndo 6bvio, que leva da situacio
inicial a solugdo é o processo de resolucdo de problemas.
Neste sentido, ha uma relacdo estreita entre cada proble-
ma e quem o resolve. O que pode entusiasmar e exigir es-
forcos significativos a alguns, pode desanimar e ser ente-
diante para outros.

Qualquer pessoa que tenha passado pelos bancos da es-
cola associa a matematica a resolugio de problemas. A me-
moria distante recorda problemas de partilhas, de torneiras
a debitar para tanques, de distribui¢do de produtos por va-
silhas, problemas que afligiam os alunos, mas problemas
que se resolviam aplicando diretamente os contetidos ma-
tematicos trabalhados na aula e cuja seleciio era orientada
por alguma palavra-chave do enunciado. O processo de re-
solugao quase sempre Unico; a resposta correta o objetivo
a alcancar. Eram os designados problemas de passos, se-
gundo a tipologia de Charles e Lester (1986). Os manuais
escolares continham problemas destes para os alunos exer-
citarem. Novas roupagens, mas quase sempre a mesma es-
trutura rigida. Uma dinidmica que ajudou a consolidar con-
cegoes sobre a matematica que Schoenfeld (1992) referiu,
como, por exemplo, a de que os problemas de matematica
tém uma e uma sé resposta correta, os problemas de ma-
tematica resolvem-se rapidamente e hi apenas um modo
correto de resolver qualquer problema de matematica que
€, vulgarmente, a regra que o professor apresentou.

UMA DIETA MATEMATICA RESTRITIVA.

Os alunos alimentados por ela ndo resolviam outros proble-
mas que pareciam enigmas. Problemas para a resoluciio dos
quais ndo bastava a aplicacdo direta dos contetidos apren-
didos, problemas que podiam ter vérias respostas, que po-
diam ser resolvidos de varios modos distintos. Era preciso
mais. Mas o qué? Mais contetidos matematicos? Nio ne-
cessariamente. Isso afastaria este tipo de problemas para
anos de escolaridade posteriores. Eram necessarios outros
conhecimentos. Outras capacidades para gerir e aplicar co-
nhecimentos. Outra plasticidade de raciocinio que até entio

o ensino da matematica nio ajudava a desenvolver.

Nos programas oficiais portugueses a resolucio de proble-
mas esteve sempre presente, mesmo que implicitamente.
No programa do 1.° ciclo do ensino basico (ME, 1991), na

sec¢do relativa & matematica, a centralidade era dada aos
problemas sem que, no entanto, se precisasse o significa-
do atribuido a expressdo. Na edi¢o de 2004 (ME, 2004),
ja se indicavam as capacidades transversais, como gran-
des finalidades do ensino da matemética no Ensino Basi-
co, e nos problemas referiam-se situacdes de exploracio e
descoberta e situacdes de aplica¢do, considerando-se a re-
soluc¢do de problemas como «a atividade fundamental des-
ta disciplina» (ME, 2004, p.167).

Nos programas do 2.° e 3.° ciclos do ensino bésico (ME,
1991a, 1991b) os objetivos gerais sdo organizados em ati-
tudes/valores, capacidades/aptiddes e conhecimentos. Na
seccdo relativa as capacidades/aptiddes é realcada a «capa-
cidade de resolver problemas» (p. 10) aliada & de «desen-
volver o raciocinio» e & de «desenvolver a capacidade de co-
municagao» (p. 1o). A anélise de diferentes aspetos de uma
situacdo, o reconhecimento de analogias, a selecio de es-
tratégias adequadas para a resolver, estimando e critican-
do o(s) resultado(s) obtidos, apreciando a sua adequacdo ao
contexto eram objetivos a desenvolver durante 0 5.° e 6.°
anos de escolaridade. (ME, 1991a, p. 10). Para os 7.°, 8.°
e 9.° anos de escolaridade o programa dava continuidade
aos aspetos relativos a selecdo de estratégias e a apreciacio
da adequacao dos resultados ao contexto. Acrescentava ao
desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, o
realce para a compreensio do enunciado, com a formula-
¢do de questoes, selecdo e interpretagio de informacao re-
lacionada com o problema, a formulacéo de hipéteses e a
previsdo de resultados (ME, 1991b, p. 10). Estes objetivos
gerais concretizavam-se ao longo do programa, nos dife-
rentes contetidos abordados.

Foram surgindo manuais escolares que apresentavam
também outro tipo de problemas, que nao aqueles aos quais
todos estdvamos habituados, os problemas de conteido
(Fernandes et al., 1994). Surgiram também problemas de
processo, de aplicacao, de aparato, como referidos por es-
tes autores. Um desafio para alunos e professores. Proble-
mas resolvidos por esquemas, por listas, por desenhos. Pro-
blemas que obrigavam a recolha de dados reais e 2 tomada
de decisoes. Problemas em que se recorria a utilizacao de
materiais, aparatos para experimentar. Matematica? E os
calculos, onde ficavam?

O caminho foi longo.

A formagdo de professores, inicial, continua e p6s-gra-
duada, também foi dando relevo a resolucio de problemas.
O modelo de resolucdo de problemas de Pélya, estratégias
variadas de resolucdo de problemas, ensino através da reso-
lugao de problemas, ensino sobre a resolucdo de problemas
e ensino para a resolucao de problemas (Hatfield, 1978).




Alargou-se o leque de problemas apresentado e explo-
rado em sala de aula. Passou a ser natural a existéncia de
processos de resolucio diferentes, seguindo caminhos di-
ferentes obtendo a mesma solucio ou nio, se o problema
o permitisse. Os alunos foram aprendendo a responder a
questdo «porqué?», a trabalhar em pequenos grupos, a apre-
sentar o raciocinio utilizado, argumentando em sua defesa
e a apreciar e questionar resolucdes diferentes das suas.

Este relato parece contar uma histéria perfeita. Mas nio é,

O caminho escolhido é mais dificil, exigente e trabalho-
so. Os novos problemas a resolver, para além dos proble-
mas de passos, sempre presentes, sao mais exigentes, pois
necessitam de maior concentracio dos alunos, de melhor
compreensao dos textos, da conjugacao de varios saberes,
da construcio de argumentacio em defesa das opcdes to-
madas e, varias vezes, da delimitacdo de contornos quan-
do as situacdes propostas s3o menos definidas. Mas estes
sdo os problemas que os alunos, futuros cidadaos, tém de
enfrentar na sociedade em mudanca, onde os problemas
de amanha s3o-nos hoje completamente desconhecidos.

Estas preocupagdes podem parecer precoces quando se
pensa nos anos iniciais de escolaridade, mas o desenvol-
vimento da capacidade de resolver problemas, sejam eles
quais forem, € lento e por isso os alunos necessitam des-
de cedo de poder contactar com situacdes desafiadoras que
melhorem nao s6 a sua capacidade de resolucio de pro-
blemas, mas também a sua autoconfianca. O pensamen-
to e raciocinio matemaéticos provocam-se pelo desafio, pela
contradicdo, pela surpresa, pela identificacdo de falhas e fa-
vorecem-se pela colaboracio e reflexdo (Mason, Burton &
Stacey, 1985). A capacidade de resolver problemas, um dos
soft skills que varios jovens europeus, incluindo portugue-
ses, candidatos a emprego nao manifestam (IEFP, 2014),
tem na matematica terreno fértil para se desenvolver.

Para a resolucao de problemas, o conhecimento do con-
tetido matematico, sendo essencial, nem sempre é suficiente.
Outros conhecimentos e capacidades precisam ser desen-
volvidas. Foi a esta necessidade que respondeu o programa
de matematica do ensino basico (ME, 2007). Para além de
quatro dreas de conteido matematico, o programa indica-
va a necessidade de se desenvolverem nos alunos, em to-
dos os alunos, as capacidades transversais de resolucio de
problemas, de comunicagao e de raciocinio matematico, as-
petos centrais na matematica e na sua aprendizagem e ex-
plicitados pela primeira vez neste documento oficial que
olhou de modo global para a formacio matematica dos jo-
vens durante a escolaridade de nove anos.

O desenvolvimento das capacidades transversais é es-
sencial na aula de matematica?

Ha matematica sem resolucio de problemas?

Ha matematica sem raciocinio?

Pode aceder-se ao raciocinio desenvolvido pelo aluno
sem que ele o comunique?

As respostas a estas questdes sdo simples — sim; nio;
ndo; ndo — o que poderia levar a concluir pela nio neces-
sidade de explicitar as capacidades transversais no progra-
ma, dada a sua essencialidade na matematica. No entan-
to, a influéncia do curriculo prescrito na agdo do professor
em sala de aula, nos manuais escolares e nas familias é
forte. Em muitos casos, aspetos nio explicitados no curri-
culo nido sdo trabalhados. Dai a importincia e necessidade
da sua explicitacfo.

Na histéria da humanidade, dos paises e das pessoas
encontram-se ciclos. Ciclos mais e menos positivos e pro-
missores, mais e menos desafiantes, mais e menos felizes.
O mesmo acontece na histéria do programa de matemati-
ca em Portugal.

Sem ter a pretensdo de um texto histérico, quero dizer
que a histéria recente mostra o fim abrupto de um ciclo
que se entendia como promissor, desafiante e feliz, no sen-
tido de poder contribuir para o desenvolvimento de capaci-
dades transversais dos nossos alunos, a par do desenvolvi-
mento dos seus conhecimentos de conteido matemadtico,
no que se refere & matemdtica escolar. Havendo consciéncia
da necessidade de trabalho continuo e persistente, depois
dos desafios, os resultados comecavam a ser promissores.

O més de junho do ano de 2013 é de ma meméria para mui-
tos professores de matematica, pela revogacdo do progra-
ma de matematica de 2007 para o ensino basico. O pro-
grama que o veio substituir, sustentado numa concecio
diferente sobre o papel do professor e do aluno, deixa de
explicitar as capacidades transversais e uma variedade de
tarefas a usar em sala de aula. Pelo que se escreveu, pare-
ce que o atual programa de matematica (MEC, 2013) nio
se refere a resolucio de problemas, o que n3o é verdade.
Tanto na sec¢do das finalidades, como dos objetivos, pode
ler-se que a resolucio de problemas e a progressiva com-
preensdo matemdtica poderdo contribuir para que os alu-
nos desenvolvam o gosto pela matemdtica e que os «de-
sempenhos [fundamentais], devem concorrer (.. .) paraa
construcio e o desenvolvimento do raciocinio matemati-
co, para uma comunicacio (oral e escrita) adequada a ma-
tematica, para a resolucio de problemas em diversos con-
textos» (MEC, 2013, p. 4).




Os «desempenhos fundamentais» (p. 3) ndo integram
o objetivo de resolver, como seria expectavel, e mais adian-
te, na seccdo relativa a resolucdo de problemas esti escla-
recida a diwvida: na resolucdo de problemas aplicam-se re-
gras e procedimentos previamente estudados e treinados.

A resolucdo de problemas envolve, da parte dos alunos, a leitura
e interpretacdo de enunciados, a mobilizacdo de conhecimentos
de factos, conceitos e relacdes, a selecdo e aplicacdo adequada de
regras e procedimentos, previamente estudados e treinados, a re-
visdo, sempre que necessiria, da estratégia preconizada e a inter-
pretagio dos resultados finais. (MEC, 2013, p. 5)

Em todos os anos de escolaridade, do 1.° ao 9.° ano, s3o re-

feridos os problemas, mas sempre ligados apenas aos con-

tetidos — problemas de contetido (Fernandes et al., 1994)
— como se exemplifica.

problemas de um passo envolvendo situacoes de juntar e acres-
centar” (p.7)

problemas de um ou dois passos envolvendo situagdes multipli-
cativas nos sentidos aditivo e combinatério (p.8)

problemas de até trés passos envolvendo medidas de diferentes
grandezas (p.12)

problemas envolvendo o calculo e a comparacio de frequéncias
relativas (p.13)

problemas envolvendo a média e a moda (p.16)

problemas envolvendo figuras com simetrias de rotago e de re-
flexdo axial (p.18)

problemas envolvendo tridngulos e quadrilateros (p.20)
problemas envolvendo equagdes de retas (p.23)

problemas envolvendo lugares geométricos no plano (p.25)

Quando se refere que «rotinas e automatismos sio essen-
ciais ao trabalho matematico, uma vez que permitem li-
bertar a meméria de trabalho, por forma a que esta se pos-
sa dedicar, com maior exclusividade, a tarefas que exigem
funcdes cognitivas superiores» (p. 4) fica-se sem se perce-
ber que funcoes sdo estas.

Hé maleficios no treino? Apenas o de habituar/prepa-
rar o aluno a um tipo de exercicio ou problema e a repetir
procedimentos, dificultando a mobilizagio de conhecimen-
tos e capacidades para, de modo criativo e inovador, abor-
dar problemas diferentes dos que treinou. Apenas o de lhe
diminuir a capacidade de experimentar, de tentar, de anali-
sar erros e situacdes novas, de delinear uma estratégia de
resolucio para uma situacdo desconhecida, de raciocinar.
Quando é que o aluno enfrenta situacdes novas, situacdes
que nio se resolvem com um, dois, trés ou varios passos,
como é explicitado no programa e como se espera o aluno
tenha sido treinado ao longo dos primeiros quatro anos de
escolaridade? Durante os cinco anos seguintes também nio

se vislumbram situagdes diferentes porque os problemas re-
feridos sdo sempre relacionados com o contetido a abordar.

Reduzir o ensino da matematica, sobretudo nos pri-
meiros anos, a esta dindmica, cria fortes obstaculos ao de-
senvolvimento da capacidade de raciocinar do aluno que €
a capacidade de obter conclusdes com base em evidéncias
ou conhecimentos prévios, um «habito da mente» (Gol-
denberg, Cuoco & Mark, 1998) e como todos os hébitos
precisa de ser trabalhado em todas as situacdes, em todos
os anos de escolaridade e com todos os alunos. Tal como
referia Dreyfus (1991), hd mais de vinte anos, com a pro-
posta atual para o ensino da matematica parece voltar-se a
uma espécie de ritual «faz isto, depois faz aquilo, depois
faz aquilo» (Dreyfus, 1991, p.28) sendo a aplicacdo do pro-
cedimento correto suficiente para o sucesso.

Os alunos podem apoderar-se de um amontoado de co-
nhecimentos matematicos, mas ndo adquirem experiéncia
e a metodologia do trabalho matematicos a que nao se ace-
de apenas com rotinas, mas necessitam da utilizacio flexi-
vel do conhecimento e dos processos matematicos (Fonse-
ca, 2004).

O periodo que agora vivemos é um retrocesso no ensi-
no da matematica.

Como qualquer ciclo de vida, naturalmente, serd
ultrapassado.
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lhos recentes de investigacdo no dominio das tecnologias
numa perspetiva educacional e do seu impacto no ensino
e aprendizagem da Matemadtica.

O programa contard como uma sessdo plendria em
cada dia, com vérias sessdes paralelas de comunicacoes e
workshops, e ter, naturalmente, uma componente social que
inclui o jantar de confraternizagao e um passeio. Prevé-se,
ainda, nesta edicdo, a possibilidade de um espaco de con-
tribuicoes em lingua Portuguesa, ao encontro de varias su-
gestdes de colegas portugueses e de outros paises de lin-
gua oficial Portuguesa.

As conferéncias plenarias do ICTMT 12 estdo a cargo
de Manuel Santos-Trigo do México, de Susana Carreira de
Portugal, de Nathalie Sinclair do Canada e de Alison Clark-
-Wilson de Inglaterra.

Para mais informacdes consultar a pagina do ICTMT
12 (http:/ /fictmtr2.pt/) ou o Facebook (www.facebook.com/
ICTMTi2).




De que é que a Matemadtica consiste
verdadeiramente?

Axiomas...? Teoremas...?
Demonstracdes...? Definicdes...?
Teorias ...? Férmulas...? Método...?

A Matematica certamente n3o existiria
sem estes ingredientes. Todos eles sio
essenciais.

E todavia sustentdvel que nenhum
desses ingredientes est4 no

da Matematica, que a principal razo
de existir de um matematico é resolver
problemas e que, por isso, aquilo de
que verdadeiramente a Matematica
consiste, é de problemas e das suas
solugdes.

Eu acredito que os problemas s3o o
da matemdtica e espero que,
como professores, nas nossas aulas e
semindrios, e nos livros e artigos que
escrevemos, valorizemos cada vez
mais os problemas, e que ensinemos
os nossos estudantes de forma a
que sejam cada vez mais capazes de
formular e resolver problemas.

Paul Halmos (1980)

, publ icado na revista
The American Mathematical Monthly,
vol. 87(7), pp. 519-524,

4

DA MATEMATICA

OS PROBLEMAS, O

Corac@o, orgao central no nosso organismo, no nosso peito.
Coracao, 6rgao vital, misculo-motor que impulsiona o san-
gue-seiva que liga e alimenta e alenta, parte a parte, todas
as partes nos lugares mais extremos e separados do nosso
corpo. Coragao, lugar-simbolo do enamoramento, do amor.

A palavra coragido no texto, que destacamos em itélico,
€ bem uma forte metafora evocando e convocando quali-
dades dos problemas no que diz respeito ao seu lugar e pa-
pel na matemiética — centralidade; forca motriz, impulso
e pulsacao; vitalidade; agente de cativacao, razao e motivo
de entusiasmo, gosto, paixao.

Paul Richard Halmos (1916-2006) foi um matematico
norte americano de grande importincia que nasceu em Bu-
dapeste, tendo ido com 13 anos para os EUA onde fez toda a
sua formacado escolar e carreira académica e cientffica. Con-
siderado um dos mateméticos da sua geracdo que melhor
expunham a matemadtica — «seja com papel e lpis, seja
com giz no quadro» — e com grande influéncia na comu-
nidade e cultura matemiticas, dele também se disse que a
sua heranca nao foi apenas matemética, mas também de
«conselhos e opinides» sobre as multiplas e diversas face-
tas da vida de um matemiético — «escrever, publicar, falar,
pesquisar e mesmo pensar sobre a mateméatica» — tendo
deixado testemunhos escritos sobre estas facetas «com uma

extraordindria combinagao de conviccdo e humildades.
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O mais atrativo seria tentar antever o futuro, i.e., fazer uma identificacio de pro-
blemas que os futuros matematicos deveriam investigar. Assim podias eventual-
mente conseguir que ainda se falasse da tua palestra daqui a décadas.!”

O matematico alemao David Hilbert (1862-1943) foi convi-
dado a intervir, como um dos oradores principais, no Con-

gresso Internacional dos Matematicos que teve lugar em
Paris, em 1900. A sugestio de apresentar uma lista de

problemas que considerasse merecer a atencdo dos mate-

miticos do novo século partiu do seu colega e amigo Her-
mann Minkowski (1864-1909) — ver citagdo acima. O im-
pacto desta lista foi além das meras décadas previstas por
Minkowski, pois hoje em dia, mais de um século depois, os
Matematicos ainda falam da palestra de Hilbert.

:: DEZEMERO




Hermann Minkowski

Na sua apresentacao, Hilbert acentuou a importancia de
problemas na matematica com as seguintes palavras: «[a]
grande importincia de problemas especificos para o avan-
¢o da ciéncia matematica em geral e o seu papel para o tra-
balho do investigador concreto ndo pode ser negada. Quan-
do um ramo da ciéncia oferece excesso de problemas, ele
estd vivo (.. . ). Como na sua generalidade toda a acdo hu-
mana persegue objetivos, a investigacio matematica preci-
sa de problemas. Através da resolucio de problemas forta-
lece-se a forga do investigador; ele encontra novos métodos
e perspetivas, ele ganha uma visdo mais abrangente e in-
dependente.» (Hilbert, 1901, p. 290)

O que ficou na histéria como os 23 problemas de Hil-
bert consiste numa lista de problemas, em aberto a data,
abrangendo as mais diversas dreas da matematica e que
foi publicada por Hilbert (rgo1). Na palestra proferida em
Paris, Hilbert apresentou 10 desses problemas (Grattan-
Guinness, 2000). Aqui traduzimos as designacdes dos 10
primeiros que constam na publicagdo acima mencionada:

1. O problema de Cantor da cardinalidade do continuo.?!
2. A inexisténcia de contradicdes nos axiomas aritméticos.

3. A igualdade de volume entre dois tetraedros com a
mesma area de base e a mesma altura.

4. O problema da reta como menor ligacio entre dois
pontos.

5. A nogao de Lie de grupo de transformacges continuo
sem a assumgao da diferenciabilidade das funcoes
que definem o grupo.

6. O estudo matematico dos axiomas da fisica.

7. Irracionalidade e transcendéncia de determinados
nameros.

8. Problemas sobre niimeros primos.

9. Demonstracdo da lei da reciprocidade em corpos nu-
méricos arbitrarios.

10. Decisdo da solubilidade de equacdes diofantinas.

A lista continua com problemas de praticamente todas as
areas da Matemdtica, alguns mais especificos, outros mais
gerais,Bl e o seu sucesso foi imediato. Em 1900, no préprio
ano em que foi apresentada, Max Dehn (1878-1952), um
aluno de doutoramento de Hilbert, resolveu o terceiro pro-
blema. Outros problemas, como a hipétese de Riemann
(incluida no problema 8), permanecem em aberto até aos
nossos dias. Para outros ainda, veio a verificar-se que, tal
como Hilbert os formulou, ndo s3o passiveis de uma solu-
cao definitiva. Porém todos inspiraram o desenvolvimento
matematico durante o século XX (e depois), ver por exem-
plo Browder (1976). Por isso, esta intervencdo de Hilbert é
ainda hoje considerada como «provavelmente a mais im-
portante apresentacao de sempre num Congresso Inter-
nacional dos Matematicos» (Alexanderson, 2014, p. 332).

Com base em exemplos anteriores, como o problema
da independéncia do axioma das paralelas de Euclides que
levou a descoberta de geometrias nio-euclideanas, Hilbert
teve a convicgdo que a investigacio dos seus (e de outros)
problemas iria contribuir para o desenvolvimento/avanco
da Matematica. Segundo ele, ao encontrarmos solucdes, es-
tas podem conduzir a generaliza¢des conceptuais, valiosas
para abrir novas perspetivas, mas «ainda mais importante»
(Hilbert, 1901, p. 296) pode ser a percecdo de que, em ca-
sos em que ndo conseguimos resolver o problema em ge-
ral, é preciso remetermo-nos para problemas mais simples
que ainda precisem de ser investigados, conduzindo assim
a especializacoes.

No dmbito de uma discussdo atual 4 data, Hilbert expres-
sou ainda na sua intervencao em Paris um especial otimis-
mo, afirmando que todo o problema matematico tem solu-
¢ao (Hilbert, 1901, p. 298): «Aqui estd o problema, procura
a solugdo. Podes encontra-la por raciocinio puro; porque em
matematica ndo ha nenhum ignorabimus!» Esta frase foi
a reacdo acesa de Hilbert a expressio de Emil DuBois-Rey-
mond (1818-1896) «ignoramus et ignorabimus» (ignora-




Max Dehn

mos e ignoraremos). Hilbert foi e é, por vezes, alvo de cri-
ticas em virtude deste otimismo e pelo fato de alguns dos
seus problemas terem tido «ndo solucdes» inesperadas.

Por exemplo, Kurt Godel (1906-1978) mostrou que o
segundo problema ndo pode ser resolvido tendo por base
o contexto formal considerado por Hilbert (ver, por exem-
plo, Kahle, 2006).

Tais resultados de impossibilidade nao sdo, de forma
alguma, deficiéncias das questdes de Hilbert — pelo con-
trario: Hilbert previu explicitamente a possibilidade de re-
sultados «negativos», referindo os exemplos da irraciona-
lidade de v'2 na matemética da Grécia antiga, bem como a
independéncia do axioma das paralelas. Na pritica, os re-
sultados de impossibilidade contribuiram substancialmen-
te para uma melhor compreensio da realidade matematica,
pelo que os problemas correspondentes devem ser conside-
rados como particularmente bem sucedidos. De certa for-
ma, provar que nao existe solucdo é, para Hilbert, uma so-
lu¢do admissivel.

Gostariamos agora de dar um exemplo, mencionado no
contexto do primeiro problema de Hilbert, que pode aju-
dar a desenvolver a nossa compreensio de conceitos ma-
temdticos, mesmo quando nio resolvemos o problema.

Na segunda parte da explicacio do primeiro problema,

Hilbert discute uma conjetura de Cantor: os niimeros reais
podem ser bem-ordenados. Um conjunto diz-se bem-ordend-
vel se existe uma relacdo de ordem nesse conjunto tal que
qualquer subconjunto ndo vazio tem um elemento mini-
mo relativamente a ordem considerada (ver, por exemplo,
Franco de Oliveira, 1982). Os nlimeros naturais sio trivial-
mente bem ordenados, pela relagdo < usual.

Os numeros inteiros ji ndo sdo bem ordenados com
base na relacio <, mas podem ser facilmente bem ordena-
dos, se considerarmos a relacdo i < j, seesé se |i| < || ou
(li|=|j|ei < j). Esta ordem corresponde a

0<—1<1<—-2<2<--"

A conjetura de Cantor diz que o conjunto dos ntimeros reais
é bem-ordenavel. Porém nenhuma relacdo concreta que
bem-ordena os nimeros reais foi descrita por Cantor. Em
1904 Zermelo demonstrou que qualquer conjunto é bem-
-ordenavel, usando o seu famoso Axioma da Escolha. Deste
axioma resulta a existéncia de conjuntos que, em geral, ndo
podem ser construidos de uma forma concreta. Em parti-
cular, este axioma permite provar a existéncia de uma boa-
-ordem para os niimeros reais, mas nio ajuda a construi-la.

Ainda nos anos 20 do século passado, Hilbert acreditava
na possibilidade de dar uma definicio concreta de uma re-
lagio que bem-ordena os ntimeros reais. Porque nio? Para
comecar, precisamos de ser capazes de comparar quaisquer
dois ntimeros reais. E possivel identificar ntimeros reais
com fragdes decimais infinitas. Formalmente, tais fragdes
podem ser descritas por 7+ 3% 4, - 107 (sendo 7 a par-
te inteira, e a; € {0, 1,...,9} os digitos decimais).

Para comparar dois niimeros reais n+ 3.5 4,107 e
m+3>2%, b, 10~ podemos tentar comparar n e m e de-
pois, sucessivamente a; e b; para i = 1,2,... ad infinitum.
Deparamo-nos com dois problemas, ambos para o caso de
igualdade: para comparar expansdes decimais iguais pre-
cisamos de efetuar um niimero infinito de comparacdes;
se tivermos, por exemplo, as fracdes decimais 1,(0) e 0,(9)
(que representam o mesmo niimero real 1), precisamos de
comparar dois conjuntos infinitos atuais — o de todos os
a;'s e de todos os b;’s — para verificar a igualdade.

Isto ndo precisa de ser o fim da histoéria, porque a mate-
matica fornece ferramentas para estudar conjuntos infini-
tos atuais (incluindo as suas comparagoes). Mas para usar
tais ferramentas precisamos de saber mais sobre a estru-
tura interna destes conjuntos. E aqui surge a questdo cha-
ve para a compreensdo da situagao: como é que os 4;'s de
uma representacio n + >, 4; - 10 de um ntmero real
podem ser dados? Uma resposta natural seria: por uma re-
gra ou um programa que permita gerar ou calcular 4, a
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partir dos 4,,...,4,. Mas isto ndo pode ser; porque se os ni-
meros reais fossem gerados por regras ou calculados por
programas, entdo o conjunto dos niimeros reais seria enu-
meravel (porque todas as regras ou todos os programas for-
mam conjuntos enumeraveis) e o teorema fundamental de
Cantor diz-nos que o conjunto dos niimeros reais é nao-
-enumeravel. Ou seja, existem ntimeros reais que nio sdo
computaveis (que n3o podem ser gerados por programas).

Afinal o problema da igualdade de ntimeros reais é in-
trinseco. Sabemos hoje que a igualdade de ntimeros reais
ndo ¢ decidivel, i.e., ndo existem programas implements-
veis em computadores que possam verificar em tempo fi-
nito para quaisquer dois nimeros reais se estes sdo iguais.
E com isto, também n3o pode existir uma boa-ordenacio
concreta dos ntimeros reais, se concreta implica a existén-
cia de um algoritmo que possa ser implementado num
computador.

Desta reflexdo simples sobre como poderiamos defi-
nir uma boa-ordenagao dos nlimeros reais, ainda se pode
iniciar uma nova area de questdes: o que é a teoria mate-
matica dos nmeros computéveis, ou seja do subconjunto
enumeréavel dos nlimeros reais que podem ser gerados (e
tratados) por computadores. Esta teoria especifica tornou-

Georg Cantor

-se, na era dos computadores, numa drea importante de in-
vestigacdo dentro da teoria de computacio.

Este exemplo ilustra como nés, ainda hoje, tiramos pro-
veito de uma reflexdo sobre questdes da lista de Hilbert.

Com inspiragdo no sucesso da lista de Hilbert, cem anos
depois tentou-se reviver a ideia e desafiar a comunidade ma-
tematica com uma lista de problemas. Assim, em 2000, a
Fundacio Clay (uma fundagdo privada, sediada em Cam-
bridge, Massachusetts, que apoia investigacio matemati-
ca) publicou os sete problemas seguintes, chamados Pro-
blemas do Prémio Millenium:

1. P versus NP.

2. A conjetura de Hodge.

3. A conjetura de Poincaré.

4. A hipotese de Riemann.

5. A existéncia de Yang-Mills e a falha na massa.

6. A existéncia e suavidade de Navier-Stokes.

7. A conjetura de Birch e Swinnerton-Dyer.
Obviamente, estes nomes sio, per se, pouco esclarecedo-
res;4l mas note-se que a hipétese de Riemann ja estava in-
cluida — como subproblema — no oitavo problema de Hilbert.

Ao invés dos problemas de Hilbert, desta vez a cada pro-
blema apresentado é associado um prémio pecuniario no
valor de 1.000.000 US$ (ver Precatado & Rocha, 2000). E
questionavel se um tal prémio é — ou deve ser — uma boa

motivacdo para tentar resolver um destes problemas. Ironi-
camente, quando Grigori Perelman (nascido em 1966) re-




Bernard Riemann

solveu um problema desta lista (o iinico resolvido até agora),

a conjetura de Poincaré, ele declinou o prémio (aparente-
mente, por o ver como uma desvalorizacio do contributo
de outros colegas na construcio do caminho que depois le-
vou a solugdo).

Como Anténio Gededo dissel!

... 0 sonho comanda a vida,

que sempre que um homem sonha
o mundo pula e avanga

como bola colorida

entre as maos de uma crianga.

Os 23 problemas de Hilbert constituiram uma pauta de so-
nhos para as geracdes vindouras, até aos nossos dias.

Notas

1 Hermann Minkowski numa carta a David Hilbert, Zu-
rique, 5 de janeiro de 19oo (Minkowski, 1973, p. 119f).

2 Vertambém a contribui¢io de Anténio Fernandes nes-
ta revista sobre este problema.

3 A lista completa dos problemas de Hilbert, com in-
dicacoes sobre o estado da arte quanto as respostas
atuais a estas questdes, pode ser facilmente encontra-
da na internet, quer em portugués quer em inglés (nes-
te caso, com muito mais informacio), nomeadamen-
te na wikipedia.

4  Como aconteceu com os problemas de Hilbert, a inter-
net estd repleta de informaces sobre estes problemas.

5 Pedra Filosofal em Movimento Perpétuo, 1956.

Grigori Perelman
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O problema do continuo

| Um problema eterno? |}

ANTONIO M. FERNANDES
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Figura 2,—David Hilbert

Figura 3.—Ceorg Cantor

recta racional. Que a recta racional ndo coincide com a rec-
ta geométrica é um facto conhecido desde a antiguidade.l
O processo de estender os racionais aos reais constitui des-
ta forma um processo de preenchimento das lacunas deter-
minadas pela recta racional. Os pontos que correspondem
aos niimeros reais (entre os quais se incluem os racionais)
constituem a recta real, aquela que finalmente identifica-
mos com a recta geométrica.

A questio que encabeca a lista de Hilbert correspon-
de ao denominado problema do continuo de Cantor que, de
uma forma um tanto ou quanto prosaica, pode ser descri-
to como o problema de saber quantos pontos existem numa
recta. A questdo é A primeira vista absurda—a recta tem in-
finitos pontos . . .

QUAL £ O TAMANHO DO INFINITO?

Em 1817 a Universidade de Halle (fundada em 1694) fundiu-
-se com a Universidade de Wittenberg (fundada em 1502),
originando uma nova universidade que se passou a desig-
nar Universidade de Martinho Lutero Halle-Wittenberg, Wit-
tenberg constituira o mais importante pélo intelectual da
Reforma Protestante sob a influéncia de MARTINHO LuTERO
e PuiLier MEtancHTON. Wittemberg foi encerrada em 1813
no contexto das Guerras Napolednicas. A fusdo ocorreu na

sequéncia do Congresso de Viena (1814—1815) que teve lugar
apos a queda do imperador francés.
A beligerincia nio conduziu apenas a reconfiguracoes

geo-politicas. Este episédio motivou uma profunda reor-
ganizagio do sistema universitario alemao, criando condi-
¢des Unicas para uma profiqua relacio entre a matematica
e a filosofia. Foi neste clima intelectual, entretanto solida-
mente constituido que, em 1867, e apés ter concluido o
seu doutoramento, Georc CanTOR integrou a Universida-
de em Halle, lugar onde acabaria por permanecer duran-
te toda a sua carreira académica.l?!

Como normalmente sucede com os génios visiondrios,
Cantor nio foi universalmente compreendido pelos seus
pares. Alguns, influentes, como LroroLp KRONECKER, ndo se
resignaram a uma incompreensdo passiva. A tarefa de si-
lenciar Cantor assumiu, neste caso, as propor¢des de uma
cruzada.

Contudo, o seu crime foi apenas o de tentar responder
a questdo: qudo grande pode ser o infinito?

O TOoDO £ MAIOR QUE A PARTE

ArisTOTELES (384-322 a.C.) descreve na Metafisica o modo
como as ciéncias dedutivas se devem organizar. Cada uma
delas, segundo ele, deve proceder a partir de primeiros prin-
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cipios. Alguns sdo comuns a qualquer ciéncia—os axiomas
ou nogdes comuns—outros, sdo especificos de cada domi-
nio—os postulados. E neste contexto que no primeiro livro
dos Elementos surge como axioma: O todo é maior que a par-
te. A alegada natureza paradoxal da no¢do de infinito este-
ve quase sempre ligada a este principio.

Existe uma tradicdo de analise continuada da nocao de
infinito desde ANaxiMANDRO (611546 a.C.). Em plena ida-
de média, quando esse escrutinio foi levado a cabo essen-
cialmente por tedlogos, a argumentacio passou, curiosa-
mente, a adquirir uma natureza légico-matematica.

A opinido de Aristételes foi neste assunto, como nou-
tros, extraordinariamente influente: o infinito actual nao exis-
te, o infinito s6 pode ser concebido potencialmente. Contudo,
esta posi¢do nio é sustentivel mesmo aderindo ao mode-
lo aristotélico dado que, para Aristételes, o tempo ndo tem
principio nem fim e, o Universo e a Humanidade nio pos-
suem uma origem no tempo. Deste modo era dificil, para
ndo dizer impossivel, sustentar que no tempo presente nio
tivessem sido completadas um niimero infinito (actual) de
revolugdes da Lua em torno da Terra. Por outro lado, quan-
do outros fil6sofos medievais, como Avicenna, procedendo
na tradigao aristotélica, se viram confrontados com a ten-
tativa de conciliar a doutrina do estagiarita com a tese da
sobrevivéncia individual da alma humana, as dificuldades
encontradas nao foram menores (embora neste caso, a so-
lugao concebida se tenha que considerar particularmente
engenhosa).

AVICENA (c. 980-1037) foi um filésofo persa que escre-
veu tratados sob diversos assuntos, dedicando-se em par-
ticular & anélise do infinito. Ele considerou a seguinte ex-
periéncia mental: imaginemos dois raios (rigidos) que se
projectam a partir da Terra, infinitamente. Designemos por
x a parte inicial do segundo desses raios que, digamos, tem
como extensao a distancia entre a Terra e a Lua. Remova-
mos essa parte x do segundo raio € movamos o remanes-
cente de modo que a sua origem passe a coincidir com a

Figura 4.—A experiéncia mental de Avicena
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origem do primeiro raio (a Terra). A experiéncia s6 pode
ter como resultado uma das duas situacdes descritas na fi-
gura 4. Na primeira situacdo, existiria uma correspondén-
cia bijectiva (uma correspondéncia perfeita, nas palavras de
AVICENNA) entre os pontos de um raio e de outro, pelo que
seriam iguais, n@o obstante um ser uma parte do outro (con-
tradi¢aol). Na segunda hipétese o raio original (infinito) se-
ria a soma de x com o remanescente e, sendo ambos fini-
tos, uma coisa infinita obter-se-ia da soma de duas finitas
(contradicao!).

Avicenna conclui que o infinito actual n3o pode existir
mas, fruto de uma analise mais fina, observa que o seu ar-
gumento sé se pode aplicar a totalidades cujos constituin-
tes se encontrem ou essencialmente ordenados ou espacial-
mente ordenados. Desta forma, ao contrario do que suponha
Aristoteles, certas totalidades infinitas podem existir, e.g. a
totalidade das almas (visto nio se poderem ordenar essen-
cialmente ou espacialmente como os pontos de uma recta).

Este episédio é interessante pois revela que este movi-
mento, de uma argumentacio fisica para uma argumen-
tagdo mais abstracta de teor légico-matematico, teve o po-
der de libertar estas concepgoes de amarras desnecessarias.
Aquelas que restam resumem-se ao axioma aristotélico se-
gundo o qual, o todo ¢ maior que a parte. As contradicdes
com este principio sao geralmente obtidas constatando a
existéncia de uma bijec¢do entre uma certa coleccio de ob-
jectos e uma sua parte propria e, interpretando a existén-
cia de uma tal bijec¢io como um testemunho do facto de
terem o mesmo ntimero de elementos.

Muitos séculos mais tarde GALILEU GALILET (1564-1642),
nos seu Didlogos sobre as duas novas ciéncias, é confrontado
com idéntico dilema. Ele considera os ntimeros naturais
1,2,3, . . . € 08 numeros naturais que sio quadrados perfei-
tos 1,4,9, . . . e constata a existéncia de uma bijeccdo (cor-
respondéncia bi-univoca) entre ambas as colec¢des, desig-
nadamente a correspondéncia n « n2. Conclui entio que
se 0s niimeros naturais e os quadrados perfeitos pudessem




ser vistos como totalidades, a existéncia daquela correspon-
déncia forcar-nos-ia a concluir que o todo nio € maior que a
poarte.

CANTOR VERSUS ARISTOTELES

Considerando os conjuntos A = {a,b}, B={x,y} e
C = {e,0,#} nio existe qualquer dificuldade em concor-
dar com as afirmacoes: A e B tém a mesma quantidade de ele-
mentos e a quantidade de elementos em A é menor que em C B!

A quantidade de elementos num conjunto corresponde
4 sua cardinalidade e dois conjuntos X,Y com a mesma
cardinalidade dizem-se equipotentes escrevendo-se, simbo-
licamente, | X| = |Y|. (No exemplo acima tem-se entdo que
|Al = |B.)

Conclui-se que A e B sdo equipotentes simplesmente
contando os elementos em ambos os conjuntos (ambos tém
dois elementos). Mas, para generalizar a nocio de cardina-
lidade (ou de equipoténcia) a conjuntos infinitos, como fez
Cantor, nio podemos depender do processo de contagem,
dado ndo ser possivel percorrer todos os elementos de um
conjunto infinito contando-os.

A verificacdo da relagio JA| = |B| pode, contudo, efec-
tuar-se sem envolver directamente um processo de conta-
gem. Continuando a considerar A e B, é possivel definir
uma correspondéncia biunivoca (ou, como também se diz,
uma bijecciio) entre os elementos de A e os elementos de B.
Isto traduz-se na existéncia de uma fungdo f : A — B que
é injectiva e sobrejectiva.

Uma funcio f: X — Y & injectiva se dados x,y € X,
com x # ¥, os elementos que lhes correspondem atra-
vés de f (que iremos denotar por f(x),f(y), respecti-
vamente) sdo igualmente diferentes (mais formalmen-
te: (Vx,y € X)[x £y = f(x) #f(y)]); e é sobrgjectiva se
para qualquer elemento em Y existe um elemento em X
que lhe corresponde através de f, i.e. para qualquer y € Y
existe x € X tal que y = f(x) (ou, mais formalmente:
(Vy € Y)(3x € X)y = f(x).

Retomando o exemplo inicial, a fun¢do f : A — B de-
finida por f(a) = x e f(b) = y testemunha que |A| = |B|,
uma vez que é bijectiva.

Os exemplos acima permitem-nos ainda fazer uma ob-
servacio interessante: € ficil concluir que nao pode existir
nenhuma aplicagdo bijectiva i : A - C (como a # b, de-
pois de escolhermos as respectivas imagens [diferentes] so-
bra um terceiro elemento que ndo pode ser imagem de 4 ou
de b, caso contrario um mesmo objecto teria duas imagens,
o que é impossivel numa funcio). Também nao pode exis-
tir uma funcio bijectiva g : C — A. (O leitor poderi cons-

tatar que uma funcio ¢ : C — A nunca podera ser injecti-
va.)

Igualmente interessante: a nio existéncia de uma bijec-
¢do entre os conjuntos A e C revela que possuem cardina-
lidades diferentes mas, a existéncia de aplicacbes injectivas
h: A — C (ou, o que é o mesmo, de aplicacdes sobrejecti-
vas g ¢ C — A) testemunham o facto de a cardinalidade de
A nio ser superior i cardinalidade de C.

Vale a pena notar que no caso finito, estas considera-
¢Oes estdo intimamente ligadas ao processo de contagem.
De facto, os nimeros naturais sio, no contexto da teoria
de conjuntos, introduzidos de acordo com o seguinte es-
quema:

0:=0; 1:={0); 2:={0,1); 3:={0,1,2}; --;
n+1:={1,2,..,n} .

(Denotamos acima por @ o conjunto vazio, i.e. o conjunto que
nio possui quaisquer elementos.) Desta forma, dizer que o
conjunto C acima tem trés elementos é o mesmo que dizer
que existe uma bijeccio entre C e o conjunto 3 = {0,1,2}.

De uma maneira geral, diz-se que um conjunto X € finito
se existe uma bijeccdo entre X e wm natural n € N.

Cantor generalizou as consideracdes anteriores permi-
tindo-se comparar, do ponto de vista da cardinalidade, quais-
quer conjuntos, finitos ou ndo. Desta forma, dados dois
conjuntos X, Y dizemos que sdo equipotentes (continuan-
do a escrever |X| = |Y]) se existe uma bijeccdo f: X - Y

. Por outro lado, dizemos que a cardinalidade de X ndo ex-

cede a cardinalidade de Y (escrevemos |X| < [Y]) se exis-
te uma funcdo injectiva h : X — Y (pode verificar-se que
isto é equivalente 4 existéncia de uma aplicagdo sobrejecti-
vag:Y — X).
Tem-se:
« se|X| = [Y|entdo |Y| = [X]| (se existe uma bijeccdo
f:X - Y entdo, a funcio inversa f~!:Y —» X ¢
igualmente uma bijeccao).

o« selX| < [Y]elY]| < |X|entio|X| < |Z|(se f: X = Y
e ¢:Y — Z sdo injectivas, entdo a composicdo
gof 1+ X — Z é injectiva).

« selX| <|Y]elY] < |X]entdo|X] = |Y], i.e. se existem
aplicagBes injectivas f: X - Y e g:Y — X entlo
existe uma bijec¢do entre X e Y (este resultado ndo
trivial é conhecido como teorema de Cantor-Shro-
der-Bernstein).

A notacio |X| < |Y] abrevia [X| < |Y]e |X] # |Y], ou seja, o
facto de a cardinalidade de X ser estritamente inferior
cardinalidade de Y.

-t
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O préprio Cantor, usando estas novas nogdes, foi capaz
de estabelecer alguns resultados surpreendentes. Em pri-
meiro lugar, constatou a existéncia de cardinalidades infi-
nitas diferentes. De acordo com o resultado conhecido por
Teorema de Cantor tem-se que |X| < |P(X)|, para qualquer
conjunto X. Por P(X) denota-se o conjunto das partes de
X que ¢é constituido por todos os subconjuntos de X—um
conjunto A é subconjunto de um conjunto X (escreve-se
A C X) se todo o elemento de A é elemento de X. Por con-
vengdo o conjunto vazio é subconjunto de qualquer con-
junto X e, como é claro a partir da defini¢io X C X, para
qualquer X.

Para estabelecer o teorema de Cantor ha que estabe-
lecer duas coisas: (1) a existéncia de uma fungio injectiva
f : X = P(X)(o que permitira estabelecer [X| < |P(X)); (2)
a inexisténcia de uma fungdo sobrejectiva h : X — P(X) (o
que permitird concluir que |X| # |P(X)|). De (1) e (2) decor-
re que |X| < [P(X)].

Comecemos por (1): a funcdo f : X — P(X) definida
por f(a) := {a} éinjectiva. (A conclusio usa o facto de dois
conjuntos serem iguais se e s6 se possuirem os mesmos
elementos. Desta forma dois conjuntos singulares {a} e {b}
sdo iguais seesbésea = b.)

Quanto a (2): a ndo existéncia de uma sobrejecciio
hi: X - P(X) far-se-a por redugdo ao absurdo, ou seja, va-
mos supor a existéncia de uma tal sobrejec¢o e com isso
deduzir uma contradicio. (Desta forma a existéncia de uma
sobrejeccao h : X — P(X) revela-se insustentavel pelo que
teremos de concluir a sua ndo existéncia.) Suponhamos en-
tao que /1 : X — P(X)éuma sobrejeccio. Isto significa que
dado um qualquer A C X, existird sempre um elemento
a € Xtalque A = h(a). Uma vez que para qualquera € X
se tem que h(a) C X faz sentido considerar o subconjun-
to de X constituido pelos a € X tais que a ndo é elemento
de hi(a). Definimos assim:

I'={aeX|a&h(a)}
que é um subconjunto de X. Como estamos a supor que
h é sobrejectiva, existe b € X tal que h(b) =T e, é agora
que o milagre se opera:
beTseeséseb e hib)seeséseb T,
uma vez que I' = (D), obtendo-se desta forma a contradi-
¢do pretendida.l4]

Fazendo mais algumas consideragdes adicionais, este
resultado permite desde logo mostrar que a cardinalidade
dos ntmeros naturais é estritamente inferior & cardinali-
dade dos ntimeros reais. Com efeito, o intervalo [0, 1] tem
a mesma cardinalidade de P(N). Com efeito, qualquer nt-
mero real x € [0, 1] possui uma representacio diddica, ou
seja, pode ser escrito na forma:
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onde cada a; € {0,1}. O critério para obter a representacdo
diddica é o seguinte: ay = 0se x < 1/2e ay = Ise x > 1/2.
Depois disso, de uma maneira geral,

&q &y
0 (sex( 2++§m)

& &
i (sex230+---+ B )

21+l

Kpy1 =

Como a representagao geométrica deixa antever, 3 medida
que vamos somando as parcelas na soma formal (*) o re-
sultado vai-se aproximando progressivamente do valor x
coincidindo, no limite, com o préprio x. Se x for um nti-
mero racional, entdo a partir de certo n € N tem-se a,, = Q
Caso contrario, existe uma infinidade de naturais n € N
para os quais a,, = 1.

De qualquer forma, o que é importante para o argumen-
to € que, por este processo, existe uma correspondéncia bi-
univoca entre os niimeros no intervalo [0, 1] e as sequén-
cias infinitas de zeros e uns. Finalmente, existe também uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de tais sequén-
cias e P(N), designadamente aquela que a A C N faz cor-
responder a sequéncia infinita (@), 24, a2, ..., a2}, ...) que
se define através de

af =lseesése n € A.
Tem-se entio:
INI < [P(N)| = [0, 1]] < R

Poderiamos ser levados a pensar que o mesmo tipo de rela-
cdo se verifica entre as cardinalidades de N e Q. Com efei-
to, a primeira vista, O parece ter muito mais elementos
que N, sobretudo devido a densidade da ordem dos racionais,
i.e. devido aos facto de entre dois racionais existir sempre
um terceiro. Contudo, esse ndo é o caso e tem-se |[N| = |Q)|.

Por um lado, é claro que |N| < |Q|. Por outro lado,
|Q| < |N| pois existe uma funcao injectiva f : Q@ — N que
se define de acordo com o seguinte: dado um racional g € Q
comegamos por escrevé-lo na forma de uma fraccdo irredu-
tivel p/g. Tem-se assim que r = p/qge mdc(p,q) = 1. Pos-
to isto, define-se (usando o teorema fundamental da arit-
mética),

0 (se r=0)
fr)=132.3P*1.591 (g6 r > Q).
22.3P*1 .59+ (ge r < 0)

Estes exemplos, e outros considerados por Cantor conside-
rou, conduziram-no a questdo de saber se, dado um con-
junto infinito qualquer de niimeros reais X C IR, se tera
sempre que |X| = |R| ou |X| = |N]| ou se, pelo contrério,



existirdo cardinalidades intermédias. Este é na sua esséncia

o problema do continuo de Cantor.!s!
A hipétese do continuo estd intimamente ligada a este pro-
blema mas envolve um outro aspecto—o principio da boa-
-ordenacdo, que estabelece a possibilidade de fixar em cada
conjunto uma boa-ordem. (Para uma discussao mais deta-
lhada deste principio ver o artigo de Isabel Oitavem, Hele-
na Rocha e Reinhard Kahle, neste mesmo ntimero.)

As rESPOSTAS DE KURT GODEL E
Paur COHEN

Durante toda a sua vida, Cantor perseguiu, sem éxito, uma
resposta para a questdo do continuum. Em diversas ocasioes
julgou ter demonstrado que a hipétese do continuo era verda-
deira e, em outras tantas que era falsa. Em todos os casos
acabou por encontrar alguma falha na sua argumentacao.
Sabemos hoje que uma tal decisao n3o pode ocorrer no
seio da teoria de conjuntos, pelo que os esfor¢os de Cantor
estariam sempre condenados ao fracasso—a hipotese do
continuo é independente dos axiomas da teoria de conjun-
tos. E uma situacio analoga aquela que envolveu o famo-
so Postulado V de Euclides, do qual decorre que através de
um ponto exterior a uma recta se pode fazer passar uma
Unica paralela. O Postulado V é independente da denomi-
nada geometria pura, ou seja, a geometria cujos axiomas ex-
cluem o Postulado V.

Figura 6.—Da esquerda para
a direita: Ernst Zermelo e

Abraham Faenkel

Em termos muito gerais, suponhamos que um dado do-
minio da matematica é axiomatizado através de axiomas
01,05,05, ... Estes descrevem factos que se assumem verda-
deiros acerca de certo tipo de objectos cuja natureza se pre-
tende investigar (podem ser pontos, rectas, planos, etc. . . .,
no caso da geometria, certos tipos de entidades algébricas
no caso da lgebra, ou conjuntos, no caso da teoria de con-
juntos). Se, utilizando os axiomas y, {5, (3, ... como hipé-
teses for possivel demonstrar uma determinada sentenca
¢ (simbolicamente escrevemos (1, {5, (3, ... I §) entdo em
qualquer interpretacdo que se considere dos objectos e rela-
cdes basicas onde os axiomas sejam verdadeiros, também
¢ sera verdadeira. (Isto acontece porque as demonstragoes
propagam a verdade.)

Desta forma, perante uma sentenca ¢, se for possivel
descrever interpretacoes numa das quais { é verdadeira e
noutra ¢ é falsa, somos forcados a concluir que nem ¢ nem
a sua negacdo (que se denota —() se podem demonstrar a
partir dos axiomas y, {5, (3, ...

Detenhamo-nos por mais algum tempo sobre esta no-
cio de interpretagdo. De modo a mantermo-nos préximos
do nosso objecto de discussdo faremos algumas conside-
racdes sobre o caso da teoria de conjuntos.

Uma interpretacdo da teoria de conjuntos consiste numa
coleccio V de objectos que serdo vistos como conjuntos—o
universo da interpretacdio—e, uma relagio E que descreve,
ou interpreta, a relacdo de pertenca: dados dois objectos x, y
em V, se x se relaciona com y do ponto de vista de E, isso
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significa que x € um elemento de y na interpretacao (V, E).

Como se depreende, a relagio E é bindria ou seja descre-
ve uma relagdo que envolve pares de elementos sendo por
esse motivo que do ponto de vista matematico se identifica
E com um conjunto (no sentido natural) de pares ordena-
dos de elementos de V. Finalmente, e para tornar a escrita
mais natural, em vez de escrever (x, y) € E escreveremos
xEy.

Consideremos como exemplos: (V{,E;) e (Vy,E,)
onde definimos Vi = {*,0,0}, E; = {(e,0),(s,%)} e
Vo ={@, {0}, {{0}}, {0, {P}}}, E; = € Na interpretacio
(V1,E1) o objecto e é o conjunto vazio (o Gnico conjunto
do universo V; que nio tem elementos [do ponto de vista de
E4]). Esta interpretacdo tem ainda outra caracteristica inte-
ressante. De acordo com a concepcio cantoriana, dois con-
juntos sdo iguais se possuem os mesmos elementos. Mais
tarde, quando ERNST ZERMELO e ABRAHAM FRAENKEL axioma-
tizaram a teoria de conjuntos, esta concepcao traduzir-se-
-ia no denominado axioma de extensionalidade. Ora, na in-
terpretacio (Vq,E;) o axioma da extensionalidade é falso
porque os conjuntos * e o tém os mesmos elementos (o con-
junto e) e, no entanto, sao diferentes. Uma simples verifi-
cacdo mostrara que na segunda interpretacio—(V,, E5)—
este axioma é verdadeiro.

Em 1938 KurT GobEL cumpriu uma primeira etapa na
tentativa de clarificar a natureza da hipétese do continuo.
Essencialmente, ele foi capaz de descrever uma interpre-
tacdo da teoria de conjuntos — o universo construtivel de
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Figura 7.—Da esquerda para a direita:
Kurt Gédel e Paul Cohen

Godel— onde todos os axiomas sdo verdadeiros e, adicio-
nalmente, a hipétese do continuo também é verdadeira. A
existéncia desta interpretacdo veio revelar que na teoria de
conjuntos ndo € possivel demonstrar que a hipétese do con-
tinuo é falsa ou, como se diz em terminologia mais técni-
ca, que a hipétese do continuo é consistente com a teoria de
conjuntos. (As demonstragdes propagam a verdade, o que
significa o seguinte: se numa interpretagio as hipéteses
da demonstragio [neste caso os axiomas] sdo verdadeiros
entdo as sentencas demonstradas também sdo necessaria-
mente verdadeiras.)

Godel perseguiu activamente a resposta definitiva a ques-
tao do continuum. Restavam agora duas hipéteses: ou a teo-
ria de conjuntos demonstrava a hipétese do continuo ou
entdo, deveria existir um outro tipo de interpretacio onde
os axiomas da teoria de conjuntos seriam verdadeiros e a
hipétese do continuo, falsa. A prépria abordagem de Go-
del revelou que seria dificil encontrar essa interpretacio, a
menos que se inventasse um método radicalmente novo.
A razdo é simples, Godel descreveu um método através
do qual (de maneira uniforme), se poderia obter dentro
de qualquer universo de conjuntos, um sub-universo ou,
como também se diz um modelo interno que satisfaz a hi-
pétese do continuo. A menos que nos dispunhamos a con-
siderar universos de certo modo estranhos se operarmos a
construgdo godeliana entdo, independentemente do uni-
verso de conjuntos onde a efectuemos, obtemos sempre o
mesmo modelo interno (que se denota L). Assim, se fos-



se possivel descrever um processo andlogo ao descrito por
Gédel que conduzido no seio de um universo de conjuntos
arbitrario, desse origem a um modelo interno onde a hi-
potese do continuo fosse falsa, entdo isso sucederia se, em
particular, fosse feito no seio de L. Contudo, L ndo possui
outros modelos internos que nio sejam ele proprio. Desta
forma ter-se-ia que o modelo descrito pela construcio se-
ria o préprio L pelo que, em L a hipdtese do continuo de-
veria ser falsa e isso, ndo sucede.

Viria a acontecer jA na década de 1960 que Paur CoHEN
equipado de ideias radicalmente novas (como era necessa-
rio) foi capaz de produzir uma outra interpretacio da teo-
ria de conjuntos onde a hipétese do continuo é falsa. (Uma
vez que o método dos modelos internos, usado por Godel,
estava fora de questdo, Cohen recorreu aos denominados
modelos exteriores, i.e. interpretacdes cujo universo é uma
extensdo de um universo de conjuntos previamente consi-
derado.)

Desta forma, a teoria de conjuntos também nio é capaz
de demonstrar a hipétese do continuo.

Conjuntamente, os resultados de Godel e de Cohen mos-
tram que a hipétese do continuo é independente dos axio-
mas da teoria de conjuntos. A questdo do continuum de
Cantor ficava assim resolvida . . . Serd assim?

MATEM,

[CA: UM MUNDO I1

Nio sem algum espanto a comunidade matematica aco-
lheu os famosos resultados de incompletude (Godel, 1931).

Pressupondo um determinado aparato légico de fundo,
ndo importa que axiomas fixemos (desde que possamos de-
cidir, perante uma sentenca se é ou ndo um axioma) exis-
tirdo sempre proposicdes que ndo se podem demonstrar
ou refutar nessa axiomatica (dizem-se independentes dessa
axiomdtica). A Matematica é pois uma obra inacabada. Os
axiomas da teoria de conjuntos, sdo insuficientes (e sé-lo-do
sempre) para decidir todas as questdes acerca do universo
de conjuntos e, em tultima andlise, todas as questdes ma-
tematicas. A geometria pura nio consegue decidir o axioma
das paralelas e é possivel expandi-la de formas que s3o in-
compativeis entre si mas que, ndo obstante, fornecem geo-
metrias alternativas, todas elas interessantes. Nesse caso
nio necessitamos de optar por uma delas, ja que todas elas
constituem sistemas onde se pode desenvelver matemati-
ca importante.

J4 no caso de um sistema fundacional, como a teoria
de conjuntos, optando por conservar varios sistemas (in-
compativeis entre si) corresponde a manter activo, o desen-
volvimento de vdrias Matemdticas. A questdo adquire pois
uma natureza diferente e, muito embora ndo exista razio,

a priori, para que a actividade matematica nio se ocupe de
diversas Matemdticas em simultidneo, essa ndo tem sido a
pratica seguida.

De resto uma tal postura pressuporia uma atitude filo-
sofica face 3 Matematica muito peculiar. Mas independen-
temente de uma tal atitude se tornar predominante e de-
terminar o curso destas opgdes, a verdade é que subsistird
sempre uma segunda dificuldade: ndo é razoavel aceitar a
hipétese do continuo, ou a sua negagdo como axiomas.

Quando Euclides fixou os axiomas da Geometria Eu-
clidiana, esses axiomas foram escolhidos com base na evi-
déncia do seu caricter de verdade. Mesmo que num dado
momento todos pudéssemos concordar sobre esse caracter,
nio deixaria de ser uma escolha fundada num certo grau
de subjectividade (que, neste caso, o tempo se encarregou
de elucidar). No caso da teoria de conjuntos (o actual sis-
tema fundacional) a escolha dos axiomas nio foi feita com
base no mesmo critério, os axiomas foram isolados com
base na sua capacidade de descrever os diferentes aspectos
da Matematica, por um lado, e por descreverem aspectos
essenciais da estrutura de um idealizado universo de con-
juntos, por outro. E esta é a razio pela qual nio podemos
simplesmente adoptar a hipétese do continuo ou a sua ne-
gacio como um novo axioma. Nenhuma dessas asser¢oes
caracteriza de forma directa um aspecto dessa estrutura.

O desafio permanece vivo: isolar um principio estrutu-
ral que permita decidir a hipétese do continuo. Deste pon-
to de vista, o desafio de Hilbert permanece activo. A respos-
ta que lhe serd dada trard certamente uma nova luz sobre
a esséncia da Matemdtica e, provavelmente sobre o modo
como escolheremos, no futuro, como ela evoluira.

Notas

[1] A descoberta da incomensurabilidade entreoladoea
diagonal de um quadrado que corresponde a irracio-
nalidade de v2 é um facto geralmente atribuido & es-
cola pitagérica.

[2] Nio obstante o seu desejo em se mudar para univer-
sidades mais importantes como Berlim ou Géttingen

[3] Desde que se admita nestes exemplos que simbolos
diferentes denotam objectos diferentes.

[4] De acordo com alguns historiadores da matematica
este resultado de Cantor estard na origem do famoso
paradoxo de Russell.

[5] Nzo é dificil constatar que se X C Y entdo |X| < |Y],
por outro lado a cardinalidade de N & a menor cardi-
nalidade infinita, i.e. se X é infinito entdo |N| < |X].

ANTONIO M. FERNANDES
Dep. Matematica, [ST—Universidade de Lisboa
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A resolucio de problemas no
ensino da Matematica

Uma entrevista a trés professsoras

Sendo esta edi¢do da Educagdo e Matematica um niimero tematico sobre a resolugio de problemas, decidi-
mos saber a opinido de trés professoras de Matemética, de ciclos de escolaridade diferentes, sobre este terna: a
Marta Procépio, a Alice Rocha e a Helena Fonseca. A Marta terminou a sua licenciatura em Matematica e Cién-
cias em 2002, iniciou o seu percurso profissional no 2.° ciclo e est4 a lecionar no 1.° ciclo desde 2007. Esteve na
DGIDC, atual DGE, durante dois anos a acompanhar o programa Mais Sucesso Escolar. A Alice, com formacio
inicial em Engenharia, comecou a dar aulas no final dos anos 80 e trabalhou sempre no 2.° ciclo, tendo sentido
a necessidade de se associar na APM muito cedo, por a sua formagéo inicial n3o ser na via de ensino. A Hele-
na concluiu a sua licenciatura em Ensino da Matematica em 1994, e desde entdo lecionou no 3.° ciclo e no en-
sino secunddrio, com um interregno de cinco anos, em que lecionou na licenciatura em Ensino da Matemética

na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa.

A entrevista realizou-se na sede da APM e teve a duragdo de cerca de duas horas e foi conduzida por Lina
Brunheira e por Silvia Zuzarte da redacdo da Educaco e Matemdtica. O texto que publicamos é a transcricio
editada da gravacdo, previamente analisado pelas professoras entrevistadas.

Epucacio e Maremarica (EM): Que memoria é que vocés tém
da vossa experiéncia pessoal com a resolucio de problemas?

MarTa Procorio (MP): A minha primeira meméria — e
eu ontem a noite pensei nisto — tem a ver logo com a in-
fancia, porque eu sempre tive uma maior apeténcia para a
drea da matemdtica. Quando eu era pequena existiam uns
caderninhos da Disney que tinham desafios. E, alguns de
portugués, ndo é, mas eu claro que fazia primeiro todos os
de matemitica. E portanto, para mim, a primeira ideia que
tenho enquanto meméria da resolucdo de problemas tem a
ver com esses desafios que eu ia fazendo enquanto crianca,
e depois fiquei muito desiludida quando cheguei ao 1.° ci-
clo e aquelas coisas que se fazia de matemdtica ndo tinham
desafio nenhum. (. ..) Em termos de resolugdo de proble-
mas era muito . . . aqueles problemas muito fechados, sio
aquilo a que chamamos exercicios, portanto é essa a me-
moria que tenho.

EM: J4 agora, para ti o que € que eram os problemas, o que
é que identificavas como problemas?

MP: Para mim um problema era um desafio. Portanto era
algo que eu ndo sabia a resposta & partida, ndo sabia o ca-
minho que ia escolher. Portanto, tinha que arranjar uma es-
tratégia para chegar a um resultado e depois confrontava
0s meus pais com a estratégia que eu tinha usado para ver

se eles faziam da mesma maneira, se ndo faziam, pronto.
Quando na escola me colocavam um problema, havia sem-
pre um caminho, portanto a professora estruturava aquilo
tudo no quadro e eu achava que nio tinha piada nenhuma,
porque éramos quase como cordeiros que seguiamos to-
dos o mesmo caminho e pensdvamos todos igual. Portan-
to, para mim, a resolugdo de problemas tem este carater
de desafio, de encontrar a resposta e de encontrar um ca-
minho para l4 chegar.

EM: Ok, entdo, Lena?

HeLenA Fonseca (HF): Assim a primeira memoria que eu
tenho € na parte educacional do curso de ensino da Mate-
matica, portanto no 4.° ano em que na disciplina de Metodo-
logia da Matematica houve uma parte em que trabalhdmos
a resolucdo de problemas com o professor Paulo Abrantes
e foi af que eu acho que comecei a tomar consciéncia de
que realmente, para além daqueles exercicios que era aqui-
lo que eu fazia, existiam problemas de tipo diferente, com
desafios, com problemas para os quais ndo conheciamos
a resposta. Lembro-me de ele nos apresentar vérios pro-
blemas e nés nas aulas de Metodologia exploravamos es-
ses problemas ou levdvamos para casa e apresentdvamos
no dia seguinte e portanto foi af que eu tomei consciéncia
da importincia desse tipo de trabalho, das caracteristicas
desse tipo de trabalho, de tantas variedades de problemas



Alice Rocha

que existiam e pronto, foi ai, digamos, que nasceu o bichi-
nho que depois me levou também a comegar a experimen-
tar com os meus alunos a resolucdo de problemas.

EM: Ok, entdo vamos passar para a Alice . . .

ALice RocHA (AR): Sim, eu estou muito perto do que a Hele-
na diz, realmente em milda ndo tenho assim meméarias da
resoluc@o de problemas com o conceito que eu hoje tenho,
no entanto, eu sempre associei a Matemdtica a resolugao
de problemas. Recordo-me realmente que ficava muito tem-
po de volta da Matematica, que até me esquecia, conseguia
estar horas a estudar Matematica, a resolver problemas de
Matematica, o que ndo acontecia com as outras disciplinas,
isso eu recordo, que o tempo que lhe dedicava me dava pra-
zer. Se era resolucio de problemas, creio que n3o. Ouvi fa-
lar a Marta da questdo dos desafios, ndo tenho nenhuma
memdria de problemas que eu hoje coloco aos alunos que
existisse na altura. Agora ha uma coisa, eu sempre associo
a Matemdtica a resolucdo de problemas e calculo mental.
Para mim a Matemdtica era isso! Se seria uma verdadeira
resoluc@o de problemas ou nao, nao sei. Sei que quando
decido realmente ingressar no ensino, me associei muito
cedo a Associacdo de Professores de Matemitica, e ia a to-
das as sessdes que havia sobre a resoluc@o de problemas.
N3o sei exatamente [porqué], mas talvez porque achava
aquilo central, que tinha que saber muito daquilo. Recordo
[a nossa colega] Maria José Delgado e hé duas ou trés coi-
sas que eu reconheco que ainda hoje fazem parte da minha

aula. Recordo que ela falava que nés tinhamos que ser entu-
sidsticos na apresentacdo de problemas, que isso era logo
meia conquista, porque para promover a resolugdo de pro-
blemas na sala de aula, isso tinha que vir de nés. A outra
[coisa que recordo] era a persisténcia, mas essa persistén-
cia era para dar tempo ao aluno para resolver, era o tempo
para noés observarmos, [para a] reflexdo. E uma outra [coisa]
que permanece até hoje em qualquer coisa que faca é real-
mente personalizar os problemas. Eu agora entendo, quan-
do ela dizia: «personalizar o problema . . . achava curioso
mas eu recordo que era o que nds hoje falamos muito da
contextualizagdo, que é muito importante para a resolugao.

EM: Entdo vamos aproveitar ja a deixa, porque a Alice de
certa forma ja entrou na questdo da sala de aula, que € o
tema, talvez o principal, e a minha primeira pergunta en-
tdo é: Como é que entram os problemas na vossa sala de
aula, e em particular, com que objetivo ou objetivos € que

usam os problemas.

AR: Eu utilizo os problemas de varias formas, as vezes pode
ser para abordar um contetido sem que eles o tenham dado

... 0que a partida se calhar é capaz de se questionar, se a

resolucdo de problemas, pelo menos ultimamente do que
se tem lido, ndo é mais para consolidar, porque eu também
considero o problema muitas vezes para consolidar, para
mobilizar conhecimentos.

EM: Entdo se calhar agora vamos falar no caso do 1.° ciclo,

L
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Helena Fonseca

até porque eu tenho alguma curiosidade em perceber até
que ponto é que aquela experiéncia de infincia da Marta
depois tem influéncia na maneira como os problemas apa-
recem na sala de aula.

MP: Pois tém, e eu acho que por esse motivo eu também
preferi ficar no 1.° ciclo a voltar ao 2.°. Depois, em termos
de 1.°, 2.° ano de escolaridade, a resolucao de problemas
na minha sala de aula parte muito para o pensar matema-
ticamente. Nao € para introduzir um conceito novo, mas é
muito o pensar, o raciocinio, o comunicar e também mui-
to associado a lingua portuguesa porque trabalho muito a
compreensdo leitora, a partir de um enunciado. Para mim
serve sempre muito mais para pensar matematica do que
para outra coisa . . . mas serve também as vezes para, |4
estd, aquela articulagdo entre contelidos, a discussdo . . .
Eu nunca vejo a resolucdo de problemas como uma tarefa
individual em que o aluno pensa sozinho. Até pode ter um
tempo, mas normalmente hd muita discussio inicial para
o desmontar do problema e depois cada um, entao, procu-
ra a sua estratégia, ou procuram a pares, [e] no fim temos
a tal discussao. Portanto é o pensar matematicamente em
coletivo para percebermos que nem todos arranjamos as
mesmas estratégias, mas podemos chegar & mesma repos-
ta ou a respostas diferentes se o problema assim o permitir.
Até porque . . . eu acho que ja ndo hd aquela ideia de que
na matematica hd sé uma resposta. A primeira ideia ja ndo

i o [ 5 S SR
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é: «ndo ¢ assim porque eu fiz assim e a minha é que est4
certax». Eu lembro-me que quando comecei a dar aulas ha-
via muito esta postura dos alunos face a matemitica e hoje
em dia eu j4 n3o sinto isso, pelo menos nas minhas aulas.

EM: Entdo Lena, vamos subir de ciclo . . .

HF: O 3.°ciclo e o secundario. Eu utilizo os problemas tam-
bém como j4 foi dito, umas vezes para iniciar algum tema,
outras vezes para consolidar alguma tematica que foi traba-
lhada, mas se calhar atualmente [menos], e principalmente
no tltimo ano. Estou a pensar que este ano que passou tive
7.° ano, tive [o] novo programa de matemética, metas curri-
culares, e portanto, onde a resolucao de problemas aparece
assim no final dos tépicos, assim como algo que «se houver
tempo no fim trabalha-se um bocadinho a resolugéo de pro-
blemas». Nao é por o programa trazer a resolucdo de pro-
blemas no fim, mas é porque eu ndo tenho tempo de traba-
lhar tudo o que esta naqueles programas, naquelas metas,
e portanto, a resolucdo de problemas, realmente, eu acho
que este ano nas minhas aulas decaiu imenso. Se calhar fiz
alguns problemas de consolidacao, mas j4 nao tive tempo
de fazer aqueles problemas para introduzir um tema, para
eles préprios explorarem, investigarem, e dal entdo inicia-
rem uma nova matéria, no tenho tempo. Antes sim, usa-
va mais, usava também como um despoletar de uma certo
tépico matematico, mas este ano ao nivel do 7.° ano n3o




Marta Procépio

consegui. Em anos anteriores eu fazia com os meus alu-
nos, na aula, o problema da quinzena e nessa altura eu ti-
nha tempo. Eu lembro-me que propunha o problema, acho

que era no fim da semana a 6.* feira, e depois eles tinham

uma semana... para pensarem no problema, para escreve-
rem, entregarem, quem quisesse entregar, eu depois reco-
lhia as respostas, via quem tinha entregue, estudava aquilo

que eles tinham escrito e na semana seguinte, entdo discu-
tiamos também num bocadinho da aula. Eu acho que isso

era produtivo, lembro-me que as participagGes foram su-
bindo, portanto houve mais alunos que, também se calhar
um bocadinho puxados pelos outros e vendo que os outros

apresentaram, foram também apresentando algumas reso-
lucdes muito simples, outros umas resolucdes elaboradas

com vdrias péginas, sei l4, as vezes faziam jd um bocadi-
nho de investigacdo matemdtica, porque as vezes alguns
problemas levavam a respostas diferentes, permitiam ca-
minhos diferentes, eu acho que os ajudava a pensar mate-
maticamente. No secunddrio os problemas também podem
servir para introduzir a matéria ou para consolidar, embora,
por exemplo ao nivel do 10.° ano, até este momento, havia
aquele médulo inicial da resolugdo de problemas na geo-
metria. Al era uma altura em que eu usava bastante a reso-
lucdo de problemas, o préprio manual até [os] trazia, pelo
menos aquele que nés usdmos, no inicio falava do Pélya
e das etapas de resolucdo de problemas do Pélya. Agora o

SR 600000 tng s

.

!o..l.......'.
ey

programa vai mudar brevemente e portanto essa parte af
acho que se vai perder muito, essa parte que permitia uma
ligacdo do 3.° ciclo com o secundario, parece-me a mim,
era boa, mas vai-se perder. No entanto, continuo sempre
que possivel a usar alguns problemas, e problemas que as
vezes também sdo transversais aos ciclos, tanto d3o para
0 3.° ciclo como para o secundario. Por exemplo, no outro
dia no 11.° ano apresentei um problema de que gosto mui-
to que é aquele problema de quantas vezes temos que do-
brar a folha de papel para chegar da Terra & Lua e apresen-
tei-o antes de darmos as progressdes geométricas e aquilo
gerou ali discussdo, houve caminhos diferentes, uns fize-
ram, usaram a calculadora porque ja sabiam introduzir as
expressdes das sucessdes na calculadora, outros fizeram os
célculos. Gosto desses problemas que podem ser transver-
sais aos vérios ciclos e que se podem ir explorando mais
ou menos consoante os conhecimentos que os alunos tém,
e pronto, agora estou um bocadinho mais angustiada por-
que acho que a resolucdo de problemas esté a ficar um bo-

cadinho mais comprometida.
EM: Vou aproveitar uma das coisas que a Helena falou por-

que referiste a utilizacdo do manual, até a propésito daque-
le moédulo inicial do 10.? ano. E vou comegar por ti, como é

que selecionas os problemas que tens utilizado?
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HF: Em termos do secundario, uso o manual. Uso essen-
cialmente o manual, por exemplo esse do exemplo que dei
h4 pouco da dobragem da folha de papel, esse ndo vinha
no manual, mas uso essencialmente o manual. O manual
até traz vdrias situacdes, mesmo depois n3o sé na geome-
tria, mas ao nivel das funcdes, problemas muito de ligacdo
a realidade, problemas de otimizacdo que n3o sdo nada
imediatos e portanto ao nivel do secundério vou exploran-
do essas situacdes. Também tenho usado aquelas brochu-
ras ja antigas de secunddrio e algumas delas das funcdes,
da geometria, também tém situacdes problem4ticas interes-
santes que eu também jd tenho usado. Ao nivel do bésico ja
disse que agora nao exploro tanto, ou exploro muito pouco.

MP: As brochuras, eu recorro muito, ndo sé aos manuais
que temos, manuais muito bons no 1.° ciclo, [mas] também
recorro muito as brochuras que foram criadas no &mbito do
programa de 2007, aos sites que ainda existem da forma-
cdo continua dos professores de matematica também des-
se programa, tém imensas propostas de atividades que nés
implementdmos, portanto hd poucos anos atrds e que de-
ram muitos frutos e portanto, continuo a ir a essas fontes.

EM : Entdo falta saber aqui da Alice, em termos da selecio,
como ¢ que selecionas os problemas?

AR: H4 vérios. H4 o manual, que por acaso também é um
manual que, para nés, pelo menos, resolveu-nos a situagao.
Também estou a dar 6.° ano, portanto ndo entra af tanto em
confronto com a realidade das metas, mas também, os pro-
blemas da altura da Maria José [Delgado], ainda tenho mui-
tos que utilizo e realmente tenho bastante material em casa
onde me posso socorrer de problemas que muitas vezes
sdo recorrentes. Eu realmente utilizo-os e as vezes parece
que é quase a primeira vez, porque surgem sempre novas
coisas na resolugdo, mas ha muitos que s3o realmente . . .

EM: J4 uns classicos. Se calhar vou pegar no que a Marta
tinha dito ha bocadinho, tem a ver [com a forma] como é
que organizas a resolucdo de problemas na sala de aula. Ha
bocado tu falaste que normalmente era em grupo, portanto,
como € que é feita essa organizagdo e quais as principais
dificuldades que tens na gestdo de aulas em que trabalhas
a resolucdo de problemas? Como é que consegues ultra-
passar essas dificuldades, se é que surgem dificuldades.. . .

MP: Normalmente o problema é apresentado aos alunos,
portanto é fornecido. Se estiver no manual, é sé indicado
[onde estd] e aquilo que tento fazer, ndo no 1.° ano, logo [no
principio], mas a partir do 3.° perfodo . . . [é dar] oportuni-
dade aos alunos para lerem o enunciado, e s3o os alunos
que depois [o] vao explicar, vio desmontar a situacio que
ali estd. Depois dessa primeira abordagem, deles entende-
rem o contexto daquela situacdo apresentada, ¢ tempo de,
dependendo do grau de dificuldade do problema, cada um
tentar encontrar o seu caminho para chegar a uma respos-
ta. Esse caminho pode ser pensado individualmente ou nor-
malmente a pares, porque a sala de aula hoje em dia esté

tao cheia que ndo hd muito espaco . . . Depois no final, fa-
zemos sempre uma discussdo coletiva, sdo apresentadas
as vérias estratégias ou a estratégia encontrada. Por ve-
zes, no 1.° ciclo, nés temos o hdbito de afixar tudo, portan-
to, tudo fica exposto, e entdo muitas vezes sdo criados ma-
teriais que concretizam os vérios caminhos e as respostas
que foram dadas ficam expostos em sala de aula ou duran-
te um tempo, [e] servem para conexdes com outros proble-
mas que vao surgindo.

Agora quanto as dificuldades: normalmente a dificulda-
de é sempre na fase inicial. E sempre no desmontar o pro-
blema. La estd, porque por vezes a compreensdo [do enun-
ciado] é sempre a grande dificuldade no 1.° ciclo. Muitas
vezes [os alunos] ndo entendem as inferéncias, nio enten-
dem o que estd por detrds, que n3o é [imediatamente] cla-
ro. E, [em] alguns problemas em que é necessério utilizar os
conhecimentos que j4 temos, eles tém um bocadinho essa
dificuldade que s vezes ¢ ultrapassada, porque ha sempre
alguém que se lembra: «Lembras-te daquele problema que
nés fizemos assim e que falava sobre aquilo»? Depois um
diz: «Pois ¢é, até temos aquele placar . . .». Pronto, e as ve-
zes é ultrapassada assim, outras vezes sou eu que tenho
que dar assim umas achegas, indo introduzindo pequenas
perguntas para chegar ao caminho que eu pretendo.

EM: Alice. ..

AR: N3o é muito diferente . . . Realmente a [a dificuldade
na] interpretacdo, como a Marta dizia, nés também a sen-
timos, mas sinto[-a] também muito na comunicacdo, quan-
do eles estdo a tentar explicar porqué, [a] tentar formali-
zar alguma coisa do que ¢ dito, af sinto muita dificuldade.
Muitas vezes até tento que sublinhem, por exemplo, o que
quer o problema, que sublinhem o verbo da acdo, na tenta-
tiva de os orientar na resolucdo. Na sala de aula, essencial-
mente, sdo essas as duas dificuldades: interpretacio, sim,
comunicar também.

HF: Ora bem, com o 3.° ciclo e o secunddrio também ndo
¢ muito diferente. Os alunos costumam trabalhar a pares,
portanto também ha uma apresentacdo inicial do proble-
ma, que poderd ser feita [através de] uma leitura conjunta
ou ndo, conforme eu ache que o problema pode levantar
mais questdes ou menos questdes. No 3.° ciclo normal-
mente eles tém que ter um enunciado mais orientado, por-
que sdo menos auténomos, tém também muito o proble-
ma da interpretacdo. Portanto eu acho que isto é comum a
todos os ciclos e vai-se acentuando. Ha aquela fase inicial,
as vezes é um bocadinho complicada, tento ir dando pis-
tas sem responder as questdes que eles colocam e depois,
digamos, daquele arranque e deles perceberem melhor o
que é que é pretendido, |4 avancam.

Depois ha a parte do momento da discussdo que, a de-
terminada altura hé alguns que j4 vao muito adiantados,
hd outros que ainda estdo muito atrasados, mas tem que
haver um momento de ponto da situagdo. Portanto ten-
to que aqueles que nao foram tdo longe solicitar[-lhes] pri-
meiro alguma participacdo, para que eles também sintam



que conseguiram fazer alguma coisa util. As vezes ¢ dificil,
mas tento que isso aconteca. Mas também a parte da co-
municacdo matemdtica, 13 estd, ¢ dificil, eles até as vezes
nos dizem: «eu sei, eu ji percebi, mas agora nao consigo
escrever, agora ndo consigo explicar» . ..

EM: Para conseguirmos alguma concentragao naquilo que
é o essencial, vou pedir-vos para tentarem dizer-nos quais
s30 as principais vantagens que veem na utilizagio da re-
solucio de problemas na sala de aula?

HF: Eu acho que talvez a principal vantagem seja o desen-
volvimento do raciocinio matemético dos alunos. O nosso
objetivo pode ser outro para além desse, como por exem-
plo, usar como contexto dos contetdos que estou a lecio-
nar. Isso condiciona a selegdo que eu faga. Em vez de usar
um problema, poderia eu expor a matéria de outra manei-
ra, ou arranjar um exercicio e isso iria condicionar o racio-
cinio dos alunos. Também acho que pode ser um estimu-
lo. Um problema é mais desafiante, é mais interessante do
que um exercicio ou a exposicdo do professor. Hoje em dia
com tantos desafios que os alunos j4 tém se nao tentarmos
desafiar também na sala de aula, os alunos nao se interes-
sam tanto pelas aulas propriamente ditas . . .

AR: Eu neste aspeto nao tenho muito a acrescentar ao que
a Helena referiu em Gltimo: cativar muito mais o aluno para
a disciplina. Eu acrescentaria o pensar. Aquele momento
de refletir que faz muita falta na sala de aulas. Porque te-
mos que avancar e ndo dar esse tempo, é uma das coisas
que... quando estou a refletir sobre como ¢ que a aula cor-
reu... sinto af falhas. Sinto que n3o dei tempo suficiente.
Para o raciocinio matematico ser desenvolvido, que é um
dos nossos objetivos, tal como a comunicagdo matemitica,
que faldmos hd pouco, creio que é necessdria essa pausa.

EM: Marta . ..

MP: Quando perguntaram sé quais as vantagens da reso-
lugao de problemas apontei logo, para ndo me esquecer,
em trés pontos. Para mim a resolucdo de problemas aju-
da a pensar matematicamente, a estruturar o pensamento,
vai na linha daquilo que a Alice acabou de dizer, e a com-
preender o que se .

EM: A préxima pergunta, de certa forma, j4 foi respondia
pela Helena. Tem a ver com a ligag3o entre a forma como
utilizam a resolucio de problemas na sala de aula e os do-
cumentos curriculares vigentes. A Marta talvez seja a mais
nova das trés, mas ja passou por uns quantos documen-
tos curriculares . . .

MP: Trés, [em] 91, 2007 e agora em 2013 . ..

EM: A questdo é: Qual ¢ a ligagdo que existe entre aquilo
que esta presente nos documentos curriculares e a forma
como utilizam a resolucdo de problemas na sala de aula,

que ligag3o encontram?

MP: Eu neste momento ndo encontro ligagdo, estou um
bocadinho... Ndo estou perdida, porque continuo a acredi-

tar que a resolugio de problemas é muito valida dentro da
sala de aula, mas o programa de 2013 praticamente ndo a
contempla, pelo menos, ndo de forma contextualizada. As
atuais orientacdes curriculares estdo um bocadinho despro-
vidas da resolucdo de problemas. No entanto, e querendo
ser otimista como sempre sou, acho que também nZo diz
que n3o podemos usar e como o professor € livre de esta-
belecer as estratégias . . .

EM: Isso é relativamente ao documento que acabou de en-
trar, ao de 2013 . . .

MP: Aos anteriores . . . no de 1991 acho que j4 existia bas-
tante a resoluc@o de problemas, mas ndo estava tdo ... nao
se entendia muito bem o que era a resolucdo de problemas.
Ainda se confundia um bocadinho. Pelo menos a interpre-
tacdo que se fazia. O programa de 2007, acho que era bas-
tante claro e introduzia-nos a resolucdo de problemas e as
tarefas abertas como uma grande mais-valia na sala de aula.
Todas as formacdes de professores que tivemos no &mbito
do programa de 2007 fez com que toda a cultura de sala de
aula de Matemética fosse alterada nesse sentido.

EM: Entao Alice. ..

AR: Eu por acaso entre o de 91 e o de 2007 nao vejo assim
tanta diferenca. Ndo vejo. Vejo mais diferenca, realmente,
entre o de 2007 e o recente. N3o é que seja banida a reso-
lucdo de problemas, obviamente, estd mais em causa as
investigacdes na aula de Matemitica. Se lermos o dedica-
do a resolugdo de problemas no atual e no antigo/recente,
realmente é posta mais em causa essa tarefa, essa ativida-
de mais aberta. Entre os outros dois ndo faco essa leitura,
Marta. Baseio-me no facto de que houve, a seguir a 91, mui-
to sobre resolucd@o de problemas, e depois . . . Houve qua-
se que uma estagnac@o, ndo houve muita mais novidade.
Se ler coisas recentes, acho que n@o ha muito de diferente
do que o que recolhi no inicio dos anos 90. Neste ano le-
tivo s6 lecionei 6.° ano, n3o fui confrontada ainda com as
metas em termos de sala de aula. Se fizermos uma leitura
do que o programa anterior dedica a resolugao de proble-
mas e aos dois, trés pardgrafos que o recente refere sobre
a resolucdo de problemas, ha duas diferengas. O de 2007
da énfase as estratégias e a discussdo das estratégias, e
este bane mesmo. Com a leitura que fiz e com a prepara-
cdo que j4 fizemos das metas, a resolugdo de problemas,
pelo menos no meu grupo de trabalho nao acredito que v4
ser abandonada. Porqué? Talvez porque ndo saiba fazer de
outra forma, pode ser por ai, mas realmente preciso de re-
fletir um pouco mais. A resolugdo de problemas . . . acho
que conseguimos contornar . . . talvez pela idade que tam-
bém j4 tenho. Quando se tem mais de meio século de vida
ja trabalho assim, jd ndo sei fazer tdo bem de outra manei-
ra. Vou tentar ver o que eu posso . . . se calhar, esta opinidao
ird ser mudada daqui a uns meses, porque vou comegar a
lecionar agora o 5.° ano.

EM: Helena. ..
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-F: Hd pouco jd disse quase tudo, mas reforco que até este
novo programa existir ndao me tinha sentido condicionada
para resolver ou n3o resolver os problemas na sala de aula
e este ano senti-me muito condicionada a todos os niveis.
Estou com o 7.° ano e eles tém que chegar ao 9.° ano e ter
adquirido uma série de conceitos e competéncias e serdo
avaliados através de um exame. Tudo isto me assusta, é
uma questdo que tem sido discutida no nosso grupo dis-
ciplinar. A nossa escola vai atribuir uma hora de compen-
sacdo jd ao 7.° ano nos horérios para o préximo ano. Pode
ser que isso va ajudar um bocadinho . . .

AR: E que realmente as metas ndo sdo flexiveis, ndo é . . .

HF: E também n3o sdo nada faceis para os alunos. Nesta
altura ndo sei como articular as duas coisas, basicamen-
te é isso. Pode ser que venha a conseguir com mais estas
compensacgoes.

EM: A préxima pergunta ja foi um bocadinho aflorada pela
Alice, mas digamos, hd muito mais para dizer sobre ela. A
questdo que vos levanto é: serd que é mesmo possivel ensi-
nar a resolver problemas? Isto porque pelo menos na con-
cecdo que vocés ja mostraram ter de um problema, de certa
forma um problema é um pouco tinico, embora com se-
melhangas com outros problemas, nio é? Mas enfim nio
sabemos a partida a estratégia que vamos utilizar, como
ja referiram.

MP: Eu n3o sei se é possivel ensinar os alunos a resolver
problemas, mas é possivel ensinar os alunos a pensar ma-
tematicamente e isso ajuda a ter competéncias para resolver
qualquer problema que lhes apareca i frente. A resolugio
de problemas ajuda a saber pensar. Quando s@o confron-
tados com outro problema, se j& tém essa competéncia de
pensar matematicamente conseguem depois arranjar cami-
nhos para depois resolver aquele obstaculo que encontram.

EM: Por exemplo, havera caracteristicas que um aluno tenha
que ter para ser bom a resolver problemas ou nio é neces-
sario, qualquer aluno pode ser bom a resolver problemas?

MP: Acho que todas as pessoas sdo capazes de qualquer
coisa, mas umas com maior apeténcia e outras com me-
nor apeténcia, porque nés temos apeténcias para dreas di-
ferentes. Nem todos os alunos tém apeténcia, propriamen-
te para a matemdtica. Se pensar no 1.° ciclo . . . sim, acho
que todos os alunos s3o capazes de resolver problemas. Es-
tamos a falar de uma fase elementar e acho que é extrema-
mente importante que tenham essa capacidade de pensar
matematicamente, sejam submetidos a este tipo de apren-
dizagem para que mais tarde consigam. Se pensar num 3.°
ciclo, secunddrio, se n3o tiverem estas bases logo do 1° ci-
clo, ndo sei se todos os alunos conseguem resolver proble-
mas. Acho que o 1.° ciclo sdo os alicerces de toda a educa-
¢3o, ndo sé a matemdtica... e se os alicerces ndo estiverem
bem estruturados n3o . . .

EM: Na verdade, estds a valorizar mais a prepara¢io pré-
via que tiveram do que propriamente caracteristicas espe-
cificas do aluno?

MP: Sim, porque continuo a acreditar que todos os alunos
sdo capazes sempre de dar mais. Ha alunos que nos che-
gam com grandes dificuldades, mas isso sdo meninos diag-
nosticados, tém realmente algumas limitacdes. Excluindo
esses alunos, acho que todos os alunos so capazes de 4
chegar, com mais ou menos dificuldade . . .

EM: Helena, a Marta falou no secundario . . . um bocadi-
nho a comparar com alunos mais velhos, qual é que é a
tua visdo sobre isso?

HF: Ligando & questao que vocés colocaram, se é possivel
ensinar a resolver problemas, eu acho que se vai ensinan-
do ao longo do tempo. Para se chegar ao ensino secundi-
rio a resolver problemas e a gostar de se resolver proble-
mas, tem que se iniciar cedo, tem que se iniciar no 1.° ciclo
e tem que se fazer com alguma frequéncia. Isso é que vai
ajudar os alunos a comecarem a deparar-se com diversas
estratégias que podem utilizar, com outros problemas que
comecam a comparar. Quanto as caracteristicas que os alu-
nos devem ter, ou, os alunos que resolvem problemas tém,
acho que tém que ter interesse pelo desafio. H4 alunos que
ndo se interessam muito por isso. Tem a ver com o gosto
pela matemética, mas com o gosto pelo desafio. As vezes
h4 alunos que nem s3o muito bons a matemaética, mas que
até gostam muito de resolver problemas. Nem sempre sdo
os bons a matemdtica que resolvem melhor os problemas.
Além disso h4 uma outra coisa que é muito importante e,
hoje em dia os alunos, ou muitos alunos tém pouco, que
é o ser persistente. E muito importante porque um proble-
ma ndo tem uma resposta imediata e nio é o primeiro ca-
minho que se segue, ou o primeiro plano que se faz, que
nos vai ajudar a chegar a alguma resposta que faca sentido.
E preciso voltar trds, arranjar uma nova estratégia, é preci-
so que o aluno seja muito persistente.

EM: Ok, Alice. ..

AR: Muita persisténcia, realmente era o que eu acrescen-
taria. Isso faz parte da natureza do individuo, ser mais ou
menos persistente, portanto seria uma caracterfstica fun-
damental. Quanto 2 primeira questdo, em relacdo s carac-
teristicas [dos alunos], subscrevo o que a Helena diz. Em
relacdo a ser possivel ensinar [a resolver problemas]. Pelo
menos a frequéncia da resolucdo de problemas na sala de
aula é notério que tem frutos. Além disso, quando se estd
a tentar resolver problemas ha sempre orientacdes que da-
mos no sentido da leitura cuidada, de retirar dados dali, de
organizar os dados, portanto todas estas dicas de ler, orga-
nizar, arranjar formas que podem ser muito diferentes para
resolver... estas orientacBes sdo de certa forma estruturantes.

EM: Sabe-se que a resolucdo de problemas, como orienta-
¢do curricular para o ensino da matemdtica tem ja varias
décadas, mas tem tido dificuldade em penetrar efetivamen-
te na sala de aula. Que razdes é que encontram para isso?

AR: Porque é dificil. E dificil gerir uma aula com resolugio
de problemas, é muito mais ficil [com] outro tipo de tare-
fas. O problema é que as vezes ainda ndo tivemos tempo e



[temos] logo de imediato que montar e comecar, [e pensar]
onde é que devemos dar uma ou outra dica para orientar
o aluno. E dificil. Depois, para apresentar problemas tem
que haver a tal discussdo das diferentes solucdes e nés te-
mos que fazer debate. Isso n3o é nada f4cil, sinceramente.
Pode ser uma dificuldade mas, quanto menos [problemas]
fazemos, [mais] piora a situacdo. E daquelas situacdes que
eu reconheco, quanto maior frequéncia, mais 3 vontade nos
sentimos de apresentar este tipo de tarefa.

EM: Helena . ..

HF: Eu concordo com o facto de ser dificil a gestio da sala
de aula. Outra dificuldade também ¢é a preparacio que exi-
ge esse tipo de aula que acho que é muito diferente de uma
aula que n3o tenha resolucdo de problemas, uma aula mais
expositiva ou de uma aula com mais exercicios. A resolu-
cdo de problemas ou as atividades de investigacdo exigem
uma preparacao diferente do professor, exige que o profes-
sor tenha trabalhado bem o problema, que tenha explora-
do possiveis caminhos, que tenha estudado eventuais pis-
tas a dar. Embora as vezes surjam situacdes inesperadas
a que na altura temos que dar resposta, ou depois pensar
nelas. Mas acho que a preparacao [dessas aulas] também
¢ uma dificuldade.

EM: Marta, queres acrescentar alguma coisa?

IMP: No caso do 1.° ciclo aquilo que eu sinto é... muitos dos
professores n3o tém na sua formacio inicial, e posterior-
mente na sua formacdo continua . . . Nunca tiveram uma
aposta nesta drea e ndo se sentem a vontade com esta ges-
tdo de sala de aula. No ensino expositivo nés é que guia-
mos tudo, ndo ha muita expetativa por parte do aluno, ndo
existerm novidades, o professor ja sabe mais ou menos o
que vai acontecer. Neste tipo de aula, o professor perde um
bocadinho o controle e quando ndo se tem depois a baga-
gem suficiente para conseguir interpretar a estratégia dada
pelo aluno... isso faz com que os professores ndo se sintam
a vontade para se confrontarem com as estratégias apre-
sentadas pelos alunos. Como n3o tém esse & vontade aca-
bam por se retrair um pouco. Tenho sentido isso também
na formacdo. Como dou formacdo aos meus colegas do
agrupamento sinto muito isso. Os colegas levam as tare-
fas para aplicar e aplicam na hora de matematica. Preparam
tudo muito bem antes e questionam-me por e-mail. Sente-
-se que existe um bocado de receio do professor se expor e
de que o aluno arranje uma estratégia que o professor no
entenda e depois o professor fica um bocadinho exposto.
No caso do 1.° ciclo tem a ver com a formacdo inicial e de-
pois com a aposta na formacgao continua que nem sempre
passa por estas dreas.

EM: Mas e agora Marta, estas dificuldades que tu notas, pa-
rece-te que estio mais associadas a questdes da gestdo ou
questdes até da matematica propriamente dita?

MP: Por vezes é a questao da gestao da sala de aula. Gerira
discussdo entre alunos nem sempre é ficil e as vezes, com
casos de indisciplina, pode gerar ainda mais indisciplina e
hd colegas que se retraem nesse sentido. Também existe
o fator do conhecimento matemdtico. Temos colegas de 1.°
ciclo que a sua formacdo inicial é de educacdo fisica, por
exemplo, e sdo pessoas que, ou na sua formacdo continua
apostaram muito na drea da matematica e no portugués,
ou entdo n3o se sentem & vontade para gerir uma aula de
resolucdo de problemas porque eles préprios ndo tém, ndo
se sentem a vontade na gestdo dos contetidos.

EM: Agora vou pedir que cada uma dé duas ou trés reco-
mendacdes para um professor que queira usar a resolucio
de problemas na sala de aula, assim sucintas . . .

AR: A resolugdo de problemas d4 alegria & sala, ao clima de
sala de aula, pelo desafio que a atividade em si transmite. O
outro aspeto é porque é muito vantajoso na progressdo da
aprendizagem do aluno. Estes s3o os dois aspetos que eu
focaria. Fazemos um, outro e outro problema e isso nota-se,
avontade é cada vez mais.. . . a resolucdo de problemas é a
ancora de muitos contetidos matematicos para os alunos.

MP: Aquilo que eu recomendo é que [os professores] apos-
tem sempre na sua formagdo porque se n3o fizermos for-
macdo no dmbito da... no é sé da resolucdo de problemas,
mas da atividade matemdtica em si, n3o conseguimos nun-
ca crescer com os alunos. O professor deve ser persistente
quando acredita que é uma mais-valia para os seus alunos.
Quanto a mim, a resolucio de problemas é um fator extre-
mamente importante para o sucesso escolar na Matematica
e para o gosto pela disciplina, temos que ser persistentes e
mesmo achando que a orientacdo curricular ndo vai nesse
sentido, no momento, tentarmos . . . Claro que temos que
cumprir os objetivos que estdo no programa atual mas, no
caminho para |4 chegar, tentarmos nunca descurar aquilo
em que acreditamos que é: o sucesso para nossos alunos
¢ importante e a resolucdo de problemas [contribui para o]
sucesso dos nossos alunos.

EM: Helena tens a tltima palavra.. . .

HF: E um bocadinho ligado  persisténcia. Recomendacao
para um professor que queira usar a resolucdo de proble-
mas: ndo desista. A implementacdo da resolugdo de pro-
blemas pode n3o ser facil, mas sé com o tempo é que os
alunos vio evoluir e se vdo sentindo a pouco e pouco mais
a vontade. A primeira vez, se calhar, ndo vai correr muito
bem, a segunda também n3o, mas ¢ preciso ndo desistir.
Acho que é a recomendacdo que eu deixaria.

AR: E a mesma para os alunos...
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| A Matemdtica ndo é um desporto para espectadores: ndo a podemos apreciar, nem

| aprender, sem uma participacdo activa.
l ] Em O ensino por problemas (G. Pélya, 1967)

George Pélya (1887-1985), hiingaro de nascimento, foi um matemético de grande importancia na primeira metade do sé-

| solucio de problemas em Matematica e o seu ensino. Perante a ameaga hitleriana na Europa, parte em 1940 para os EUA,

: ] culo passado que também se notabilizou pelo trabalho que desenvolveu e publicou sobre os métodos heurfsticos e a re-
onde se fixou definitivamente, tendo ingressado em 1942 na Universidade de Stanford, na Califérnia, universidade a que

| permaneceu ligado até ao seu falecimento.

|

i | Em 1945, publica um dos seus livros mais conhecidos, How to Solve It, que foi elogiado na recensdo do matemati-
! co E.T. Bell, e também por outro matemadtico de renome, Hermann Weyl, na revisao da nova impressao do livro em 1948.
|

Esta obra teve um grande éxito editorial — um ano apés seu falecimento, ja tinham sido vendidos mais de um milhao

| de exemplares. O livro esta traduzido em mais de 20 linguas de muitos paises, em inimeras reimpressdes e edigoes, a
! ultima das quais de 2014. Em Portugal foi publicado numa edicao de 2003 com o titulo Como resolver Problemas.
Professor emérito em 1953, Pélya publica, nos anos que se seguem, outras das obras que mais o notabilizaram —
Mathematical Discovery (1954), Mathematics and Plausible Reasoning (1962 e 1965), Mathematical Methods in Scien-
‘ ce (1963) — bem como inlimeros textos e intervengdes, onde desenvolve e aprofunda as suas ideias sobre a resolucao
de problemas, a heuristica e o processo de criagdo em matemitica, e onde aborda também questdes sobre ensino des-
ta ciéncia.
| |. Em 1963 é premiado pelos seus servicos distintos em matemética — Award for distinguishes services in mathematics —
‘ i prémio atribuido pela Mathematical Association of America que o homenageia, como se pode ler no elogio que lhe foi fei-
to, ndo apenas pela contribuicdo para uma melhor compreensdo sobre o processo de criagdo matematica, mas também
pela «sua influéncia construtiva no ensino da matematica no seu sentido mais amplo, em todos os niveis, elementares
ou avancados, e  escala nacional ou internacional». George Pélya, diz ainda o elogio, «€ tnico entre os matemadticos a
combinar, durante a sua distinta carreira cientifica, a investigacdo profunda em uma frente muito ampla, com um inte-
resse sempre presente pelo ensino da matematica».

Pélya publica o seu ultimo artigo em 1984, também sobre resolugao de problemas, em colabora¢@o com uma sua co-
lega e amiga Jean Pederson.

O texto que selecciondmos, traduzido por Paulo Alvega e ainda inédito em portugués, foi publicado em 1967 na revis-
ta L'Enseignment Mathématique, das primeiras revistas dedicadas ao ensino da Matematica. Neste texto, Pélya comega
por abordar, de uma forma simples e abreviada, algumas das suas ideias gerais sobre o ensino, vérias vezes retomadas
em outros dos seus textos — o ensino como uma arte, ndo como uma ciéncia, a importancia do desenvolvimento do
pensamento matemético nos alunos, a centralidade da aprendizagem activa. Revisita depois algumas das questdes que
muito o interessaram ao longo da sua vida, sobre a resolu¢@o de problemas e o seu ensino, sobre o papel do professor
e o do aluno, sempre num estilo simples, directo e conciso, convidando a leituras de outras das suas obras para maior
detalhe e aprofundamento.

HeNRIQUE MANUEL GUIMARAES
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O ENSINO POR MEIO DE PROBLEMAS

GEORGE PéLya

Naquilo que se segue, interesso-me em primeiro lugar pelo
ensino da Matemética nas escolas secunddrias dos Estados
Unidos (high schools); no entanto para que este artigo pos-
sa contribuir para uma discuss3o internacional, concentro-
-me nas questdes comuns a todas as escolas de nivel secun-
dério, i.e., as escolas para jovens dos 12 aos 18 anos, ndo
importa em que pais, por exemplo os liceus e ginasios eu-
ropeus. Algumas restricdes na aplicacao deste artigo, que
estdo na natureza das coisas, serfo cuidadosamente espe-
cificadas no momento oportuno.

UMA ARTE, NAO UMA CIENCIA

Evidentemente, o ensino no é uma ciéncia exata com uma
terminologia precisa largamente aceite. E por este motivo
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que as finalidades e os métodos de ensino ndo podem ser
discutidos de uma maneira adequada sem exemplos con-
cretos, longamente descritos e de forma cuidada. Como, no
entanto, o lugar destinado a este artigo ndo permite exem-
plos detalhados, devo remeter, no que se refere a maiores
explicacdes e ilustracdes apropriadas os meus livros dispo-
niveis em vdrias linguas.®

Ensinar é uma agdo humana complexa, dependendo em
grande medida das personalidades em causa e das con-
dicdes locais. Hoje, ndo hé propriamente uma ciéncia do
ensino, e ndo haverd nenhuma no futuro previsivel. Em
particular, ndo existe um método de ensino que seja indis-
cutivelmente o melhor, como ndo existe a melhor interpre-
tagdo de uma sonata de Beethoven. Ha tantos bons ensi-
nos como bons professores. O ensino é mais uma arte do
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que uma ciéncia. (Isto ndo exclui, claro, que o ensino pos-
sa beneficiar de uma atencdo criteriosa dada s experién-
cias e teorias psicoldgicas.) Para todos os efeitos, o que se
segue é uma apresentacdo ndo dogmatica das minhas con-
vicgdes pessoais. Ficaria contente se algum diretor ou pro-
fessor de espirito aberto encontrar ai pontos que se ajus-
tem 3s condi¢des do seu ensino ou ao seu gosto pessoal.

As finalidades do ensino, os assuntos a ensinar e os mé-
todos a utilizar dependem das condi¢bes que prevalecem
neste ou naquele lugar, neste ou naquele momento: devem
satisfazer as necessidades da comunidade e s3o limitados
pelo que se dispde no que se refere ao pessoal docente e ao
dinheiro. (De facto, dependem da apreciagdo mais ou me-
nos esclarecida destas condi¢des pelas autoridades locais.)

No entanto, uma discussdo sobre o ensino ndo pode ter
sentido sem que seja definido previamente a finalidade a
atingir. A minha conviccdo pessoal é que a tarefa principal
do ensino da Matematica ao nivel secunddrio é ensinar os
jovens a PENSAR. Tudo que direi em seguida decorre des-
ta convicgdo fundamental. Se o leitor ndo consegue parti-
lhar inteiramente a minha opinido, espero no entanto que
o possa fazer em alguma medida, que possa considerar
como uma finalidade subordinada mas importante aquilo
que para mim ¢ a finalidade principal, e que possa entdo
encontrar no que se segue sugestdes Uteis.

Naturalmente, ndo esqueco as outras finalidades essen-
ciais — penso simplesmente que elas sdo compativeis com
aquilo que considero como a finalidade principal. Essas ta-
refas sdo: preparar os alunos para a disciplina de Fisica, se
uma tal disciplina faz parte do programa da escola; pre-
parar os futuros engenheiros e os alunos das Faculdades
de Ciéncias. No que diz respeito aos futuros matemticos,
uma questdo é importante: eles nao devem ser desapon-
tados por um ensino mal conduzido. No entanto, a intro-
ducdo de assuntos que apenas tém interesse para futuros
matemadticos é supérflua — e seria um procedimento pou-
co correto relativamente a grande maioria dos alunos.

Tenho dito que a finalidade principal de um programa de
Matemdtica a nivel secunddrio é ensinar aos alunos a pen-
sar. Esta afirmacdo exige maiores explicacdes, mas uma ex-
plicacio adequada necessitaria de repetir uma boa parte dos
exemplos tratados nos meus livros citados na nota;" tal re-
peticdo estd fora de questdo, mas as indicagdes que se se-
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guem poderdo ajudar.

Propuseram-se de diferentes perspetivas objetivos di-
versificados tais como os seguintes: experiéncia de pensa-
mento independente, flexibilidade de espirito, hébitos de
trabalho melhorados, atitudes de espirito desejaveis, alar-
gamento de pontos de vista, maturidade de espirito, intro-
ducdo ao método cientifico. Parece-me que estes objetivos,
interpretados concreta e razoavelmente ao nivel do ensino
secundério se sobrepdem consideravelmente e juntos cum-
prem plenamente o fim que preconizo.

Abordando este assunto de outro ponto de vista, obtém-
-se uma imagem com maior definicdo. O nosso ensino de-
veria englobar todos os principais aspetos do pensamento
matemético, na medida em que tal seja possivel, ao nivel
do ensino secundario. As atividades mais marcantes de um
matemdtico s3o: a descoberta de demonstraces rigorosas
e a construgdo de sistemas axiomaticos. Existem ainda ou-
tras atividades, que usualmente deixam menos vestigios na
obra acabada de um matemitico, e s3o portanto menos vi-
sfveis, mas nem por isso menos importantes: reconhecer
e extrair um conceito matemdtico de uma dada situacao
concreta; em seguida, adivinhar sob muitas formas: prever
o resultado, prever as grandes linhas de uma demonstra-
cdo antes de realizé-la com detalhe. Adivinhar assim enten-
dido, pode também englobar a generalizacao a partir de ca-
sos observados, um raciocinio indutivo, uma argumentacao
por analogia, etc.

O ensino da Matemdtica d4 apenas uma ideia unilate-
ral, diminufda, do pensamento do matemdtico, se supri-
mir estas atividades ndo formais de adivinhar e de extrair
os conceitos matematicos do mundo visivel 2 nossa volta;
se negligenciar aquilo que poderia ser uma parte bem mais
importante para o aluno em geral, a mais instrutiva para o
futuro utilizador da Matemitica, e a mais produtiva e mais
rica para o futuro matematico.

«Para aprender eficazmente, o aluno devera descobrir por
si mesmo uma parte da matéria ensinada t3o grande quan-
to é possivel nas circunsténcias dadas.» Eu prefiro esta for-
mulac3ol! do principio da aprendizagem ativa que é o princi-
pio educativo menos controverso e mais antigo (podemos
encontra-lo em Sécrates). A Matemdtica ndo é um despor-
to para espetadores: ndo podemos aprecid-la nem aprendé-
-la sem uma participacdo ativa, de modo que o principio de
aprendizagem ativa é particularmente importante para nds,
matemdticos professores, especialmente se temos como
fim principal, ou como uma das finalidades essenciais, en-




George Pélya e Alexander Ostrowski, fotografados por Paul Halmos

sinar criangas a pensar.

Se queremos desenvolver a inteligéncia do aluno, de-
vemos estar atentos e deixar que as primeiras coisas ocor-
ram em primeiro lugar. Certas atividades ocorrem mais fa-
cil e naturalmente que outras: adivinhar é mais facil que
demonstrar, resolver problemas concretos é mais natural
que construir estruturas concetuais. Em geral, o concreto
vem antes do abstrato, a agdo e a percecdo antes das pala-
vras e dos conceitos, os conceitos antes dos sfmbolos, etc.

Uma vez que o aluno deverd aprender nao receptivamen-
te mas pelo seu préprio esforgo, comecemos onde o esfor-
¢o é menor e o resultado do esforco mais compreensivel
do ponto de vista do aluno: o aluno deverd familiarizar-se
antes de mais com o concreto, em seguida com o abstra-
to, primeiro com a variedade da experiéncia, depois com a
unificagdo dos conceitos, etc. Isto conduz a resolugio de

problemas matematicos que é, na minha opinido, a ativi-
dade matemdtica que mais se aproxima do fundamental do
pensamento do quotidiano. Temos um problema cada vez
que procuramos os meios para atingir um objetivo. Quan-
do temos um desejo que ndo podemos satisfazer imediata-
mente, pensamos em meios de o satisfazer, assim se coloca
um problema. A maior parte da nossa atividade pensante,
que ndo seja apenas um sonho acordado, ocupa-se de coi-
sas que queremos e dos meios de as obter, o que quer di-
zer problemas.

Frequentemente, os problemas quotidianos conduzem
a problemas matemdticos simples, e o passo de abstrac-
¢3o do problema quotidiano para o problema matemético
pode tornar-se fécil e natural para o aluno com um pouco
de habilidade por parte do professor. E como os problemas
de todos os dias sao do que é mais central no nosso pen-
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samento dirio, do mesmo modo podemos esperar que 0s
problemas matemaéticos estejam no centro do ensino da
Matemdtica. A resolugdo de problemas tem sido a espinha
dorsal do ensino da Matematica desde a época do papiro de
Rhind. A obra de Euclides pode ser considerada como um
empreendimento pedagégico: dissecar o grande tema da
geometria em problemas manejaveis. A resolucao de pro-
blemas é ainda, na minha opinido, a espinha dorsal do ensi-
no ao nivel secundério — e sinto-me incomodado que uma
coisa tao evidente tenha necessidade de ser sublinhada.

H4a certamente outras coisas que devem ser propostas
ao nivel do ensino secunddrio: as demonstracdes matema-
ticas, a ideia de um sistema axiomaético, talvez mesmo um
relance sobre a filosofia subjacente as demonstragoes e es-
truturas matematicas. Contudo, estes assuntos estdo mui-
to afastados do pensamento usual e ndao poderao ser apre-
ciados ou mesmo compreendidos sem uma base suficiente
de experiéncias matematicas que o aluno adquire principal-
mente resolvendo problemas.

Hé problemas e problemas, e todo o tipo de diferencas en-
tre problemas. No entanto, a diferenca mais importante
para o professor é entre os problemas de rotina e aqueles
que o n3o sdo. O problema que n3o se resolve por rotina
exige alguma criagdo e um certo grau de originalidade da
parte do aluno, o problema de rotina nao exige nada disso.
O problema que nido se resolve por rotina tem alguma hi-
pétese de contribuir para o desenvolvimento intelectual do
aluno, o problema de rotina ndao tem nenhuma. A linha de
demarcacdo entre estes dois tipos de problemas pode nao
ser precisa, no entanto, os casos extremos sdo claramente
reconheciveis. O carater conciso deste artigo permite ape-
nas uma curta descricdo de dois tipos de problemas roti-
neiros: os problemas que exigem simplesmente a aplicagao
de uma regra bem conhecida, e os problemas que sao ape-
nas uma simples questao de vocabuldrio.

Um problema pode ser resolvido aplicando mecénica e
diretamente uma regra que o aluno n3o tem qualquer difi-
culdade em encontrar: a regra é colocada debaixo do seu na-
riz pelo professor ou pelo manual. Nao h nenhuma inven-
¢@o, nenhum desafio a sua inteligéncia. Aquilo que possa
extrair de tal problema ¢ apenas uma certa pratica na apli-
cacdo dessa regra, uma simples aplicacdo de conhecimen-
to mecénico.

Uma questdo pode ser formulada para verificar se o alu-
no sabe utilizar corretamente um termo ou um simbolo do
vocabuldrioc matematico recentemente ensinado; o aluno
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pode responder imediatamente a questao desde que tenha
entendido a explicacio do termo ou do simbolo; nao ha um
lampejo de invencdo, nenhum apelo a inteligéncia, é tudo
uma questdo de vocabuldrio. '

Os problemas rotineiros, mesmo os dos dois tipos que
acabo de descrever, podem ser Uteis, mesmo necessdrios,
se s3o utilizados no momento certo e na dose apropriada.
Eu protesto é contra o abuso dos problemas rotineiros, cujo
Unico resultado é fazer com os alunos inteligentes ganhem
aversdo 2 matéria que lhe é apresentada sob a etiqueta de
matemdticas. Os manuais tradicionais sdo duramente criti-
cados nos nossos dias, mas a maior parte das criticas nao
parecem sublinhar aquilo que, na minha opiniao, é o seu
ponto mais fraco: quase todos os seus problemas sdo pro-
blemas rotineiros do primeiro tipo que acabei de descrever.

Quanto aos manuais modernos, tém frequeﬂtemente ca-
pitulos inteiros repletos de termos e simbolos novos, que
nao tém relacdo com a experiéncia e os conhecimentos ma-
teméticos prévios do aluno, e dos quais, por consequéncia,
o aluno ndo pode fazer um uso sério; em consequéncia,
os problemas no fim do capitulo sao problemas rotineiros
particularmente de nivel pouco elevado, a maior parte de-
les sdo simples questdes de vocabuldrio.

Parece-me que o mau servico prestado ao aluno &, nos
dois casos, de natureza semelhante. Ndo ha muito a esco-
lher entre o tradicional e o moderno se a escolha consiste
entre uma rigidez apertada e muitas palavras sem relagao
com os factos.

N3o irei explicar o que é um problema matematico ndao
rotineiro: se nunca resolveu um, se nunca experimentou a
tensdo e o triunfo da descoberta, e se, apds alguns anos
de ensino, ndo observou ainda essa tensdo e esse triunfo
em algum dos seus alunos, entdo procure outra profissao
e pare de ensinar Matematica.

it N IBROYRI EM AS
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A resolucdo de um problema ndo rotineiro pode exigir um verda-
deiro esforgo do aluno; no entanto, ele nao fara esse esforgo
se ndo reconhecer razdes para o fazer, a melhor motivagao
é o interesse pelo problema. Do mesmo modo, devemos
ter um grande cuidado em escolher problemas interessan-
tes e em tornd-los atraentes.

Em primeiro lugar, problema deve ter um sentido e ser
oportuno, do ponto de vista do aluno. Deve ter uma rela-
cdo natural com as coisas que sdo familiares, e deve favore-
cer um resultado compreensivel ao aluno. Se para o aluno
o problema parece sem relagao com aquilo que |he é habi-
tual, a afirmac@o do professor de que serd util mais tarde,




ndo é mais que uma pobre compensagdo. Um professor
que assistiu a uma das minhas conferéncias contou a se-
guinte observacdo de um dos seus alunos de quinze anos:
«Até agora, tenho sido capaz de resolver todos os proble-
mas, mas ndo consigo ver nenhuma razdo no mundo para
os resolvers.

N3do apenas a escolha, mas também a apresentacdo do
problema merece a nossa aten¢do. Uma boa apresentaco
revela relages com as coisas familiares e faz com que o
objetivo do problema seja compreensivel. O principio do
ensino ativo sugere-nos um pequeno truque muito util: o
professor ndo deverd comecar pelo enunciado completo do
problema, mas por sugestdes apropriadas e deverd deixar
aos alunos o cuidado de encontrar a formulacdo definitiva.

De tempos a tempos, a turma deverd trabalhar um pro-
blema mais importante que tenha um contetido rico e pos-
sa servir de porta de entrada para todo um capitulo da Ma-
tematica, A turma devera trabalhar tal problema de pesquisa
sem pressa, de tal modo, que segundo o principio do ensi-
no ativo, os alunos consigam descobrir (ou sejam condu-
zidos a descobrir) a solucdo, e sejam capazes de explorar
por si préprios algumas consequéncias da solucio.”

A ideia deverd nascer no espirito do aluno e o professor de-
verd agir como parteiro; a metifora é antiga (deve-se a S6-
crates) mas n3o estd desatualizada. Se considerarmos o de-
senvolvimento da inteligéncia do aluno como a finalidade
principal (ou mais importante) do ensino ao nivel secunda-
rio, e o trabalho do aluno para resolver problemas como o
meio principal (ou mais importante) de atingir esta finali-
dade, entdo a principal (ou mais importante) preocupagio
do professor deve ser conduzir o aluno 3 descoberta da so-
lucdo por si préprio. A primeira coisa a considerar, quan-
do se trata de ajudar o aluno, é n3o ajudar demais: o aluno
deve fazer o maximo possivel por si mesmo. O professor
deverd evitar uma grande interferéncia no processo natu-
ral do nascimento de uma ideia.

Sem metéforas: ao ajudar o aluno, o professor deverd dar
apenas uma ajuda interior, quer dizer, sugestdes que teriam
podido nascer no espirito do préprio aluno, e evitar uma aju-
da exterior, quer dizer dar elementos para a solu¢3o que nio
tenham relagdo com o estado de esplrito do aluno.

Afirmo que ¢é importante dar uma ajuda interior, mas
nao digo que tal seja fécil. Para fazé-lo com eficécia, isto exi-
ge da parte do professor um bom conhecimento tanto do
problema como do aluno; dito de outro modo, o professor
deve ter experimentado e estar familiarizado com as etapas

da resolucdo de problemas que ocorrem com frequéncia e
naturalmente.

4

A heuristica é o estudo dos caminhos e dos meios de des-
coberta e de invencdo; estuda principalmente, na resolu-
cdo dos problemas, as etapas que ocorrem com frequéncia
e naturalmente e que tém alguma hipdtese de nos aproxi-
mar da solucdo. N3o se trata de um tipo de estudo muito
usual; ainda que Descartes e Leibniz tenham meditado nis-
so (o ultimo chamou & heuristica a «arte da invengio»), o
assunto estava praticamente morto quando surgiu o meu
primeiro artigo relacionado, em 1919.8

Para mais informacdes sobre a heuristica (a resolugdo
de problemas, a arte de adivinhar, . ..) pode consultar-se as
referéncias dadas na nota A. As ideias mais simples da heu-
ristica sdo as mais importantes para o professor que pode-
rd, de qualquer forma, extrai-las da sua prépria experiéncia,
uma vez que decorrem do simples bom senso. (Embora o
bom senso seja bastante pouco comum, como o observou
Descartes.)

Eis alguns conselhos sobre os problemas de todos os
dias, que podem aparecer-vos muito triviais.

Enfrentem o vosso problema se o querem resolver e per-
guntem-se: O que ¢ que eu desejo? E quando estiverem de-
cididos e o vosso objetivo for claro, considerem tudo que
se encontra a vossa disposicao, tudo que possam utilizar
para o alcancar, perguntem-se: O que € que eu tenho? Ten-
do passado em revista durante um certo tempo tudo o que
tenham a possibilidade de utilizar, podem voltar a primeira
questdo e desenvolvé-la: O que € que eu quero? Como o pos-
so conseguir? Onde o posso conseguir? Interrogando-se desta
forma, podem aproximar-se da solucdo do vosso problema.

E menos trivial observar que os problemas quotidianos
apresentam certas analogias com os problemas matemati-
cos. O professor que tenta dar uma ajuda do interior a um
aluno debrucado sobre um problema matematico, pode uti-
lizar com proveito as questdes precedentes, ou questdes pa-
ralelas expressas em termos matemdticos.

O professor pergunta: Que € que vocés querem? Qual é
a incégnita? Se o objeto da pesquisa, a incognita, esta su-
ficientemente claro para o aluno, o professor pode conti-
nuar: Que € que vocés tém, quais sdo os dados, qual € a con-
digdo? Se o aluno der respostas suficientemente claras a
estas questdes, o professor pode voltar & sua questao ini-
cial e desenvolvé-la: Que queremos obter? Qual é a incégni-
ta? Por que meio podem obter o valor desta incdgnita? Através
de que dados podem determinar o valor deste tipo de incégni-
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tas? E estas questdes tém muito boas hipdteses de mobili-
zar os conhecimentos apropriados no espirito do aluno e
conduzi-lo mais perto da solucao.

Estas questes sdo exemplos de uma heurfstica pratica
e de bom senso. O professor devera utiliza-las em primei-
ro lugar nos casos em que elas sugerem facilmente a ideia
correta ao aluno. Em seguida, poderd utiliza-las em casos
cada vez mais numerosos, tdo frequentemente quanto o
possa fazer com discernimento e tato. Com o tempo, o alu-
no podera compreender o método e aprender a utilizar ele
préprio estas questdes: aprende assim a dirigir a sua aten-
¢éio sobre os pontos essenciais, quando se encontra diante de
um problema. Desta maneira, ele terd adquirido o hébito
de um pensamento metddico, que é o maior beneficio que
pode tirar das aulas de matematica a generalidade dos alu-
nos, que nunca empregarao a Matemética na sua profissao.

Reenvio, uma vez mais, o leitor que queira aprofundar es-
tas observacBes sobre a heuristica as obras citadas na nota A.

A Lua aqui t2o perto...

Os materiais que aqui apresentamos foram construidos a
partir do problema publicado por Paulo Abrantes, num ar-
tigo do ntimero dois da Educacdo e Matematica, também
referido noutros textos desta revista temética. A nossa pro-
posta traduz-se na apresentacao do problema em duas for-
mulacdes diferentes: uma tarefa mais estruturada para o
final do 1.° ciclo ou para 0 2.° ciclo e outra menos estrutu-
rada para o 3.° ciclo e ensino secunddrio. A ideia de apre-
sentar o mesmo problema em ciclos tdo diferentes decorre
da transversalidade do seu objetivo principal: compreen-
der o crescimento de uma fun¢io exponencial de base 2.
Assim formulado, este objetivo parece muito afastado dos
primeiros anos. Mas, na verdade, até as criangas do 1.° ci-
clo podem reparar que a sequéncia 1, 2, 4, 8, 16, 32, ... rapi-
damente atinge valores muito grandes. A grande diferenca
entre possiveis resolucdes diz respeito aos conhecimentos
e as ferramentas que os alunos podem mobilizar. Nos ni-
veis mais baixos, as criangas precisam de identificar a se-
guéncia associada ao numero de folhas sobrepostas, o que
favorece o desenvolvimento do pensamento algébrico. Para
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Notas
A 1. Howto solve it, second edition, Doubleday, 1957
2. Mathematics and plausible reasoning, vol. 1 and 2.
Princeton University Press, 1954
3. Mathematical discovery, vol. 1 and 2, Wiley, 1962/65
Traducdes: Alemao: 1, 2, 3; drabe:1; espanhol:1, 2;
francés:1, 2, 3; hebraico:1; hingaro; 1, 3: italiano:1;
japonés:1, 2, 3; polaco:1; romeno: 1, 2; russo:l, 2;
sérvio:1.

1 Cf. 3. (citada na nota A), vol. 2, p. 103.

2 Este é uma primeira referéncia aquilo que Wagenschein
chama exemplarisches Leheren(Ensino por meio de exem-
plos); cf. nota A, 3, vol. 2, p. 123.

3 [NT] Pélya, G. (1919). Geometrische Darstellung einer
Gedankenkette [Geometrical representation of a chain
of thought]. Schweizerische Padagosgische Zeitscrift,2,
53-63.

GEORGE PdLya, 1967
Departamento de Matematica
Universidade de Stanford, Stanford, Califérnia

chegar aos valores exatos das espessuras, terdo de calcular
sistematicamente os dobros (sugerimos que usem o fator
constante da calculadora) e fazer conversaes dos valores
obtidos em milimetros, para metros e depois para quiléme-
tros, num contexto em que essas conversdes fazem sentido
e n3o por imposi¢do do enunciado. No 3.° ciclo e no ensi-
no secundario, os alunos utilizam a algebra para apresen-
tar um modelo matemdtico que se adeque a situacdo, e po-
dem utilizar uma calculadora cientifica, grafica ou uma folha
de célculo para determinar a distancia obtida para um na-
mero qualquer de dobragens. No final do ensino secunda-
rio, o problema poder4 ser resolvido usando uma equacao
exponencial, tirando partido do conhecimento do concei-
to de logaritmo. Em todos os casos, sugerimos que os alu-
nos sejam confrontados com as suas estimativas iniciais e
os valores obtidos posteriormente, uma vez que essa pro-
vavel disparidade pode constituir um elemento muito rele-
vante na aprendizagem.

LiNA BRUNHEIRA
EscoLA SUPERIOR DE EDUCACAO DE LISBOA
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A LUA AQUI TAO PERTO...

Nesta investigacdo propomos-te uma viagem: até onde poderemos chegar com uma folha de papel? Vamos usar mate-

madtica, mas também um pouco da tua imaginacdo. Para comegar, pega numa folha de papel, por exemplo A4.

Se dobrares a folha de papel ao meio ficas com dois pedacos da folha sobrepostos. Para simplificar, vamos dizer
que ficdmos com duas folhas sobrepostas. Se voltarmos a dobrar ao meio, com quantas folhas sobrepostas fica-
remos? E se dobrarmos de novo?

Vamos continuar o processo de dobragem anterior, mas desta vez organizando os dados numa tabela como a apre-
sentada aqui por baixo. Completa a segunda coluna.

Numero de dobragens Numero de folhas sobrepostas Altura obtida (mm)
1 2
2
3
4
5

Com 5 dobragens j4 tiveste dificuldade em dobrar o papel, certo? E agora que entra a tua imaginacdo e, claro, a
matemdtica. Considera que poderds continuar a dobrar a folha tantas vezes quanto queiras. Quantas folhas so-
brepostas teremos com 10 dobragens? E com 15 dobragens?

Vejamos agora a altura obtida pelas folhas sobrepostas. Comecemos por fazer algumas estimativas. Qual a altu-
ra que pensas ter obtido com 5 dobragens? E com as 10? E com as 15? Serd que chegas 2 altura do teu professor?
Ou da tua sala?

Vamos ent3o determinar exatamente os valores anteriores. Considera que a tua folha tem 0,1 mm de espessura.
Preenche agora a terceira coluna da tabela (Altura obtida).

6. Qual a altura obtida com 5, 10 e 15 dobragens? Nota: Efetua a conversdo dos valores para metros.
7. )4 viste que os valores obtidos sao muito grandes, provavelmente maiores do que imaginavas. Mas serd possivel

chegar a Lua, continuando o mesmo processo de dobragem das folhas? A distancia da Terra & Lua é de cerca de
384 403 km.
Sugestdo: Usa uma calculadora e converte os valores para quilémetros.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

A LUA AQUI TAO PERTO...

Vamos propor-te uma investigagao. Para isso terds de usar matemética, mas também um pouco de imaginacdo. A ques-
tdo que te colocamos ¢ a seguinte: Quantas vezes seria necessario dobrar ao meio uma folha de papel para se atingir a
distancia da Terra a Lua? Para responder a esta questdo, vamos seguir alguns passos:

Admite que uma folha de papel tem a espessura de 0,1 mm. Nesse caso, se dobrarmos a folha ao meio, a espes-
sura dessa folha serd 0,2 mm. Se a dobrarmos de novo ao meio, ou seja, com duas dobragens qual ¢ a espessura
obtida? E com trés dobragens?

. A partir das cinco dobragens comeca a ser dificil dobrar o papel e o pedaco é cada vez mais pequeno. E aqui que

entra a imaginacdo. Vamos abstrair-nos dos aspetos praticos e pensar que podemos continuar este processo as
vezes que quisermos. Organiza uma tabela que relacione o numero de dobragens com a espessura obtida. Quan-
tas dobragens serdo necessérias para obter a tua altura? Sugesto: Converte os valores para metros.

Considera n a varidvel correspondente ao nimero de dobragens. Encontra uma expressdo que represente a espes-
sura obtida depois de realizadas n dobragen:s.

E agora a nossa viagem até a Lua. Comega por estimar quantas dobragens serdo necessarias para que a espessu-
ra da folha de papel dobrada atinja a distancia desejada. De seguida, descobre o valor exato tendo em conta que
deves atingir pelo menos o valor 384 403 km, que corresponde a um valor aproximado da distancia da Terra 2 Lua.

Boa viagem!

XXXI PROFMAT

O ProfMat regressa a bela cidade de Evora e mais uma vez
a Escola Secunddria Gabriel Pereira, nos dias 26, 27 e 28 de
Marco. Em Evora tivemos oportunidade de comemorar os
dez anos de ProfMat, em 1995, e os vinte anos em 2005.
Esperamos mais uma vez reencontrar-nos, todos, para co-
memorar os 30 anos de Encontros!

Este ano o encontro tem como tema aglutinador
A Matemdtica e o curriculo escolar.

A semelhanca de anos anteriores, o ProfMat ser4 credi-
tado como curso de formacéo.

Em http://www.apm.pt/encontro/profmat_2015_siem
pode obter todas as informacdes de que necessita, bem
como inscrever-se no ProfMat, propor uma sessao prética,
uma comunicagdo ou uma comunicagdao com demonstra-
¢do. Esteja atento as nossas promocdes, inscreva-se!

Ficamos a sua espera, em Evora, cidade branca de todas
as encruzilhadas, na primavera de 2015! No XXXI ProfMat!
Afinal j& passaram 30 anos de encontros!...

Fica o convite!

Contamos consigo!

A Comissdo Organizadora
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SIEM XXVI

O 26° semindrio em Investigacdo em Educacio Matematica,
SIEM XXVI, ird decorrer na Escola Secundéria Gabriel Pereira,
em Evora, nos dias 28 e 29 de marco de 2015.

O seu objetivo principal é a divulgacio, partilha e de-
bate da investigagdo em Educagdo Matemitica, poten-
ciando a articulagao entre a investigacdo e as préticas de
ensino da Matemitica e o didlogo entre professoras/es e
investigadoras/es.

O programa cientifico, que no dia 28 se destina também
aos participantes no ProfMat, contard com sessdes plena-
rias, um painel e duas conferéncias com discussio, e com
sessdes paralelas. Destaca-se este ano a inclusdo de uma
nova modalidade de sessao, os workshops de investigacio,
que procuram intensificar a partilha e reflex3o, tendo como
foco a investigacdo sobre as préticas de ensino.

O SIEM XXVI constitui uma oportunidade importante
em termos de investigacao e formacao, sendo aberto a que
professoras/es e investigadoras/es apresentem e discutam
os seus trabalhos.

Para informagdes complementares, consultar:

http://www.apm.pt/encontro/profmat_2015_siem

Ana Paula Canavarro (Pela CC do SIEM)
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A Lua aqui t3o perto . . . e o George
Clooney também!

LiNA BRUNHEIRA

Quando na minha licenciatura fui aluna de Pau-
lo Abrantes!!! na disciplina de Metodologia do Ensi-
no da Matematica, fui desafiada a resolver um dos
problemas®! que passou, desde entao, um dos mets
preferidos:

Quantas vezes seria necessario dobrar ao meio wra fb»
lha de papel para se atingir a distaucia da Terra & Lng?

Se ndo conhece o problema, pode estar j4 a perisar
que se trata de um valot nidiculamente grande, tao
grande que nem vale a pena estudd-lo a sério. Se ja
esta a perceber que tipo'dé modelo mateniatico esta
presente tiesta situacao, podera supor que, ainda as-
sim, € um nimero mesmo muito grande. No en-
tanto, vale a pena investigar. Tomemos 384 403
km para o valor da distancia da Terra a Lua (em-
bora varie conforme o curso da drbita da Lua) e

0,1 mm para o valor da espessuta de ima fo-

lha de papel vulgar. No arfige da EeM de 1987,

Paulo Abrantes sugeria que fizéssemos um
programa simples em linguagem computa-

cional Basic ou utilizissemos uma folha

de calculo. Hoje podemos usar tam-
bém uma calculadora graficy, or-
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Figura 1.—Gréfico da funco f(n)=0,0001x2"

ganizar os dados numa tabela e tracar o grafico! (figura 1)
da fungao que nos da a espessura da folha (em metros) a
partir de um ntimero n de dobragens: f(n) = 0,0001 x 2",

A anilise do grafico permite-nos ver que a espessura
obtida pela dobragem da folha s6 ganha um valor conside-
ravel perto da 40.* dobragem, altura em que a funcio au-
menta drasticamente o seu crescimento. Através da tabela
(figura 2) acedemos mais detalhadamente a forma como
os valores variam. Nas primeiras dobragens, digamos que
n3o acontece nada de especial... a folha é tdo fina que, mes-
mo dobrada varias vezes, ndo vamos longe. S6 na 14.% do-
bragem ultrapassamos o metro na espessura e na 20.% 0s
100 metros . .. No entanto, pouco depois chegamos ao qui-
lémetro e, surpreendentemente, na 30.2 dobragem atingi-
mos os 100 0oo km. Neste momento comegamos a acre-
ditar, embora por ventura com ceticismo, no que a tabela
nos mostra: com 42 dobragens obtemos uma espessura
que chega e ultrapassa a distdncia pretendida. Por esta al-
tura, acredito que ja esteja & procura de um erro na tabela.
Pode repetir os calculos, experimentar outras ferramentas
e até é bom que o faca. Porém, a resposta ndo mudara. De
facto, mesmo para quem esta familiarizado com a funcio

N.° de dobragens Espessura em metros
0 0,0001

1 0,0002

2 0,0004

3 0,0008

4 0,0016

5 0,0032

12 0,410

13 0,819

14 1,638

15 3,277

16 6,554

39 54 975 581,389
40 109 951 162,778
41 219 902 325,555
42 439 804 651,110

Figura 2.—Tabela do niimero de dobragens/espessura

exponencial, este crescimento nio deixa de surpreender e
chocar o senso comum.

O passo seguinte serd reclamar: os célculos estdo cor-
retos, mas ninguém consegue dobrar uma folha tantas ve-
zes! De acordo, € claro que o problema é artificial pois, efe-
tivamente, a experiéncia deixa de ser praticavel a partir de
um reduzido niimero de repeticoes. No entanto, o facto de
conseguirmos liga-lo a experiéncias pessoais, mesmo que
de uma forma limitada, faz com que ele tenha um efeito
marcante na maneira como passamos a olhar o crescimen-
to exponencial.

Prossigamos com uma ideia que Paulo Abrantes refe-
re a proposito da resolucio de problemas: «um dos pode-
res da matematica é relacionar o que pode ndo parecer re-
laciondvel». Este poder entra em acdo quando percebemos
que existem problemas que, aparentemente, sio diferen-
tes, mas acabam por ser modelados da mesma forma. E o
caso do problema do tabuleiro de xadrez e os grios de mi-
lho, ou outros que surgem com frequéncia nos manuais
escolares. No entanto, pensemos agora em situacdes reais.

No verdo de 2014, surgiu a moda dos banhos publicos
nas redes sociais, um desafio que terd comecado nos EUA



com uma iniciativa de solidariedade. As regras sio simples:
uma pessoa escolhe trés amigos do Facebook e lanca o de-
safio de, em 48 horas, publicarem nas redes sociais um vi-
deo a tomarem banho. Para dificultar, o banho tem de ser
de dgua fria e num lugar publico. A moda terd pegado por
varias razdes, mas certamente que o modelo matematico
envolvido assume aqui um papel importante. Claro esta,
temos de novo uma progressio geométrica, s6 que desta
vez de razao 3 em vez de 2. No entanto, quando estudamos
situacdes da vida real como estas e procuramos modelos
matematicos que as expliquem, devemos percorrer o ciclo
realidade — matematizac@io — teoria — regresso & realidade,
também referido por Paulo Abrantes. Assim sendo, perce-
bemos que o modelo de progressdo geométrica de razio
3 nao se ajusta perfeitamente a situagdo pois nao tem em
conta diversas varidveis, como a quebra da cadeia por par-
te de algumas pessoas. Se assim nio fosse, ao fim de 25
repetigdes desta cadeia, todo o planeta ja teria tomado um
banho publico . . .

Partindo da realidade, hé varias situacdes em que ad-
mitimos aplicar o modelo da fung¢ao exponencial e em que
ele podera desempenhar um papel, mas, na verdade, serdo
poucas as que podem ser completamente modeladas por
aquela fungdo, havendo normalmente algum fator que li-
mita o crescimento. Vejamos o caso da teoria dos seis graus
de separacdo. De que trata esta teoria?

J& deve ter ouvido e até repetido vérias vezes a expres-
sd0 0 mundo € muito pequeno. Usamo-la, por exemplo, quan-
do percebemos que um amigo nosso afinal tem uma pri-
ma que € vizinha do primeiro-ministro... Digamos que esta
situacdo traduz a existéncia de mais ligacdes entre as pes-
soas do que imaginavamos: na situac3o hipotética que aca-
bei de formular, eu estaria apenas a 3 graus de separacio
do primeiro-ministro (eu — amigo — prima — primeiro-
-ministro). A teoria dos seis graus de separacio diz, nem
mais nem menos, que duas quaisquer pessoas do plane-
ta estdo, em média, a seis graus de separagio. Impossivel,
estara a pensar . . . Existird algum fundamento nesta afir-
macdo, ou serd um mito?

~ Tudo comegou em 1969 com um estudo do psicélogo
norte-americano Stanley Milgram, que desenvolveu a se-
guinte experiéncia: enviou 160 cartas a cidadaos do Wichi-
ta e Omaha para que estes as fizessem chegar a uma dada
pessoa em Boston, com quem ndo tinham relacio, atra-
vés de intermedidrios. Estes cidad3os foram enviando as
cartas a pessoas que conheciam e que, mesmo nio conhe-
cendo o destinatirio em Boston, pudessem continuar a ca-
deia e se aproximassem sucessivamente do destino. Sur-
preendentemente, estas cartas levaram, em média, cinco

passos até chegarem ao destino, niimero que Milgram al-
terou para seis, atendendo a que algumas acabaram por se
perder. E claro que esta é apenas uma experiéncia e, além
disso, limitada aos cidaddos dos EUA. No entanto, apesar
de 0 nosso senso comum negar esta afirmacio, ela foi ga-
nhando adeptos e deu origem a uma pega de teatro, a um
filme e a um site, o Ordculo de Bacon, 4! concebido a partir
de um programa informatico desenhado nos anos 9o por
estudantes universitarios, que permite descobrir os graus
de separacdo entre quaisquer dois atores, inclusivamente
atores portugueses.

Mais recentemente, os investigadores Steve Strogatzlile
Duncan Watts!® comegaram a testar a teoria dos seis graus
de separagdo a propésito do fenémeno da sincronicidade.
Intrigava-os questdes que nos sio tio familiares como: Por
que razdo os grilos cantam em unissono? Os cientistas sa-
biam que os grilos interagem ajustando o seu som ao dos
seus vizinhos, o que os levou a considerar de forma mais
séria a teoria dos seis graus de separacdo. Afinal, a afirma-
¢do de que quaisquer duas pessoas no planeta estio em mé-
dia a seis graus de separagdo seria verdadeira ou um mito?
Como explica Steve Strogatz num documentario da BBC
sobre este assunto, «se uma pessoa conhece 100 pessoas
e cada uma delas conhece 100 pessoas, ao fim de 5 pas-
sos temos o planeta inteirol». Voltamos a ter uma progres-
sdo geométrica, desta vez com crescimento ainda mais ra-
pido, atendendo ao valor da razio. No entanto, mais uma
vez, este modelo acaba por ndo explicar convenientemente
a situaglo, porque existem muitas sobreposicdes, ou seja,
muitas das pessoas que cada um de nés conhece sio tam-
bém conhecidas entre si e ¢ isso que torna o problema tio
dificil. Como explica aquele matematico, as pessoas ten-
dem a conviver com outras que frequentam os mesmos
ambientes e conhecem pessoas que tém entre si muitas
afinidades — vivem de certa forma agrupadas em clusters.
Por esse motivo, parece-nos tao dificil chegar a outras pes-
soas que vivem noutras partes do mundo e em comunida-
des tao diferentes da nossa. De facto, se tentdssemos che-
gar até elas através de amigos e conhecidos com um perfil
semelhante ao nosso, levariamos muitos passos até 14 che-
garmos. No entanto, Watts e Strogatz fizeram uma desco-
berta que altera drasticamente este nitmero — muitos de
nos conhecemos alguém que se mudou para um lugar dis-
tante, o que se traduz num elo entre comunidades geografi-
camente distantes. Estes elos ndo mudam a organizacio da
sociedade que mantém os seus individuos essencialmente
agrupados em clusters, pois basta a existéncia de algumas
ligagdes para unir o mundo. Visualmente, os dois grafos da
figura 3, em que cada ponto representa uma pessoa, mos-




Figura 3.—O modelo de Watts e Strogatz de
mundo pequeno (2 direita).
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Figura 4—NModelo de Barabasi

tram-nos esta situacdo: no grafo da esquerda, para chegar
de A a B, precisamos de passar por virias pessoas; no grafo
da direita, vemos que a existéncia de um pequeno ntimero
de ligacBes entre pessoas que ndo estdo préximas encurta
enormemente a distdncia entre A e B. Este tltimo grafo é
representativo da nogio de mundo pequeno de Watts e Stro-
gatz (figura 3).

A esta descoberta, juntou-se uma outra do fisico hin-
garo Bardbasil®l que estudava na altura redes na internet.
Neste caso, Bardbasi procurava a resposta para uma per-
gunta semelhante: Qual a distdncia entre quaisquer dois do-
cumentos na internet? Ou seja, partindo de um documen-
to que contém links, acedemos a outros que, por sua vez,
estdo ainda ligados a outros documentos diferentes. O pri-
meiro ntimero a que chegou foi curiosamente muito supe-
rior a seis, no entanto, Bardbasi percebeu que nem todos
os sites tém a mesma importancia, pois alguns tém uma
visibilidade muito maior. E o caso da Amazon, do Yahoo,
do Google . . . Esta descoberta estendeu-se também ao tra-
balho de Whatts e Strogatz pois, assim como ha sites que
sdo muito mais visitados do que outros, também ha pes-
soas que tém muitas mais ligacGes do que outras. Os cien-
tistas chamam-lhes hubs — nés com muitas conexdes que
exercem um papel central em qualquer rede (figura 4). Na
verdade, isto acontece para as redes da internet, para as re-
des sociais, redes de transportes e até para as ligagoes en-
tre as proteinas no interior das células.

Muitas vezes podemos ter a resolucio do problema, mas
é preciso senti-la. Foi o que me aconteceu com o problema

da Lua e se repetiu com a teoria dos seis graus de separacio.
Neste caso, esta ideia significou para mim algo muito cla-
ro: tinha de testar a teoria. Sentei-me com alguns colegas,
identificaimos algumas pessoas da vida ptiblica portuguesa
e tentdmos chegar a elas o que, na maioria dos casos, veio
a acontecer. Afinal, estou muito mais préxima das pessoas
publicas que tinha escolhido do que imaginava. Tornei-me
ambiciosa. Escolhi um ator de Hollywood aleatoriamente
— George Clooney. Como chegar até ele? Bom . . . na mi-
nha adolescéncia fiz amizade com um ator portugués cha-
mado Adriano Carvalho. Pensei que nio chegaria através
dele, mas consultando o Ordculo de Bacon, descobri que o
Adriano participou no filme Star Crossed, em que contrace-
nou com Wayne Duvall, que por sua vez participou no filme
Leatherheads com George Clooney! S3o portanto 3 graus!
Resolvi levar esta situacio para a sala de aula. Os alunos
reuniram-se em grupo e tentaram chegar a varias figuras
publicas portuguesas de diferentes quadrantes. Sem proble-
ma, facilmente se chegou ao atual e ao antigo Primeiro-mi-
nistro, ao Presidente da Reptblica, a Cristiano Ronaldo ou
a Judite de Sousa. Os meus alunos estavam renitentes em
nomear pessoas estrangeiras, mas quando perceberam que
poderiamos chegar a Diogo Morgado ou a Daniela Ruah,
abriu-se um mundo de possibilidades (figura s).
No meu exemplo, os atores portugueses Diogo Morgado
e Daniela Ruah representam simultaneamente exemplos
de pessoas que geograficamente se distanciaram, permitin-
do estabelecer ligacdes com outras pessoas nos EUA, mas
também sdo casos de nés com muitas conexdes na rede e
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Figura 5.—Grafo com ligagdes a algumas celebridades

que conhecem outras pessoas ainda mais conectadas. Para  tudo de Strogatz e Watts deu origem a uma nova area de
chegar a elas, nao precisei de mais do que quatro passos e, conhecimento — a ciéncia das redes — uma 4rea interdis-
possivelmente, através delas chegarei a anénimos em si- ciplinar que promete abrir portas ao conhecimento de uma
tios tao longinquos como Darfur, onde Clooney abragou  forma revoluciondria. No documentario da BBC, vemos o
uma causa humanitiria. geneticista Marc Vidall9! a trabalhar numa equipa multi-

Podemos continuar a procurar pessoas e divertirmo-nos ~ disciplinar para construir o primeiro mapa com todas as
com este desafio, a0 mesmo tempo que nos surpreende- doencas e os genes que lhe estdo associados, mostrando
mos com a nossa proximidade em relacdo a pessoas que  conexdes entre todas as doencas humanas conhecidas (fi-
nem suspeitdvamos. Mas qudo séria € esta questdo? O es- gura 6). A teoria das redes estd a ajudar os informaticos a

Figura 6.—Mapa das doengas humanas—Barabasi, Vidal e Cusick
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compreender a razdo pela qual alguns virus informaticos
se espalham t3o facilmente e sio tio resistentes, da mes-
ma forma que explica a raz3o pela qual o virus HIV con-
tinua a proliferar. A visdo sobre um mundo tio pequeno
promete ainda criar ferramentas para combater o terroris-
mo, prever pandemias ou tratar doencas.

Como Paulo Abrantes afirmou no livro A viagem de ida
e volta, «na vida, as situacdes mais interessantes corres-
pondem geralmente a experiéncias vividas — irrepetiveis
e intransmissiveis. Podemos tentar descrevé-las aos outros,
mas ndo conseguimos libertar-nos da sensacio de que o
mais importante ficou por dizer.» Esta mensagem pode
ser vilida para experiéncias diversificadas, mas proponho
que pensemos nela a propésito da resolucio de proble-
mas — foi com esse objetivo que o Paulo a escreveu. Tudo
0 que aprendemos a partir de um problema, seja um con-
ceito, uma propriedade, uma estratégia ou uma forma de
pensar, €, na maioria das vezes, insubstituivel. Penso que
as situacdes que aqui apresentei ilustram esta ideia, mas a
razdo pela qual as escolhi prende-se também com os sen-
timentos que espoletaram — surpresa, desconfianca, ad-
miragdo e, finalmente, fascinio sobre a forma como a ma-
temdtica me continua a explicar o mundo. Podemos estar
muito préximos uns dos outros, mas estas aprendizagens
ficam com quem as vive e ndo se transmitem oralmente,
nem pelo professor que estd a um grau de distincia.

Notas

1 Paulo Abrantes (1953—2003) iniciou a sua carreira como
professor de Matemitica do Ensino Secundério onde
lecionou durante alguns anos. Foi professor no De-
partamento de Educacio da Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa e um reconhecido investiga-
dor na 4rea da educagio matematica em Portugal e
no estrangeiro. Ocupou o cargo de Diretor do Depar-
tamento de Educacio Bésica no Ministério de Educa-
¢do (1999-2002), sendo responsavel pelo projeto de
Gestao Flexivel do Curriculo e pelo Curriculo Nacional
do Ensino Basico (2001). Foi sécio fundador da APM
e presidente da direc¢io da Associacdo, tendo integra-
do a redaccdo da Educagio e Matemitica desde a sua
criagdo da revista em 19806, e sido seu director duran-
te varios anos. Trabalhou na formacio inicial e conti-
nua de professores, e integrou e coordenou diversos

(¥, ]
oo

projetos de desenvolvimento curricular e investigacio,
particularmente sobre problematicas curriculares e da
aprendizagem da Matemdtica, onde dedicou especial
atencdo a resolugdo de preblemas e ao trabalho de pro-
jeto.

2 Publicado no numero 2 da revista Educagio e Mate-
matica

3 Utilizei aqui a varidvel real positiva x em vez de natu-
ral para melhor visualizacio da curva

4  Disponivel em http://oracleofbacon.org/movielinks.
php

5  Steve Strogatz ¢ professor de Matemdtica Aplicada na
Cornell University. Doutorou-se em Harvard nesta drea
e tem trabalhado em dinimica nio linear e sistemas
complexos. Tornou-se mundialmente conhecido pelo
artigo publicado na revista cientifica Nature sobre mun-
dos pequenos.

6  Duncan Watts foi aluno de Steve Strogatz, com quem
trabalhou na construcdo do modelo de mundos peque-
nos. Atualmente € investigador principal da empresa
Microsoft.

7  Disponivel em https://archive.org/details/Seis.Graus.
Separacao

8  Albert-Liszl6 Barabési é professor e diretor do Nor-
theastern University’s Center for Complex Network
Research e membro do Center of Cancer Systems Bio-
logy — Dana Farber Cancer Institute, Harvard Univer-
sity e professor no Center for Network Science, Cen-
tral European University.

9  Marc Vidal é diretor do Center of Cancer Systems Biolo-
gy — Dana Farber Cancer Institute, Harvard Universi-
ty e professor na Harvard Medical School. A sua inves-
tigacdo recorre a ciéncia das redes para compreender
a forma como as proteinas das células interagem en-
tre si.
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Uma grande descoberta resolve um grande
problema, mas h4 sempre uma pitada

de descoberta na resolucio de qualquer
problema.

O problema pode ser modesto mas se
desafiar a curiosidade e puser em jogo as
faculdades inventivas, quem o resolver
pelos seus préprios meios experimentars a
tensdo e gozard o triunfo da descoberta.

Tais experiéncias, numa idade susceptivel,
poderio criar o gosto pelo trabalho mental e
deixar, por toda a vida, uma marca indelével
na mente e no caricter.

G. Pélya (1945)
How to solve it
Do prefdcio, extraido da traducdo portuguesa de

Leonor Moreira: Como resolver problemas (Gradiva,
2003).

Todo o problema novo, com interesse,
tem uma ideia-chave, um abre-te Sésamo
que ilumina o espirito de siibita alegria:

a cléssica ideia luminosa que faz gritar
<Eurekal>.

Ora, é esse momento dureo de alegria
que o aluno precisa de conhecer alguma
vez: s6 por essa porta se entra no segredo
da Matemitica, se descobrem os seus
tesouros, se aprendem as suas reconditas
harmonias.

Visto por esse mdgico prisma, todos os
assuntos, desde os mais modestos, se
transformam como por encanto, ganhando
vida e beleza.

J. S. Silva (1965-66)
Guia para a utilizacdo do Compéndio de Matemadtica
(2.° € 3.° volumes — 7.° ano)

worge Pdlya (1887-1985),
Matematico hingaro de

nascimento, para além

da sua grande producio
matematica em domfnios da
Matemdtica muitos diversos,
desenvolveu uma intensa
actividade muito relacionada
com ensino da Matemdtica.
Em 1945 publicou How to
solve it, livro que se tornou
um <best-sellers traduzido
em muitas linguas, incluindo
a portuguesa, e que ainda
hoje continua a merecer
novas edices.

Este livro, e outros que
escreveu posteriormente,
em que Pdlya elabora sobre
a heurfstica e a actividade
matematica, em particular
sobre a resolugio de
problemas, sdo obras ainda
actualmente consideradas
de grande importéncia para
o ensino da nossa disciplina.

Henrique Manuel Guimaries
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José Sebastidio e Silva (1914-1972),
de que este ano se
comemoram os cem anos
do seu nascimento, é
reconhecido como o maior
matemdtico portugués do
séc. XX, tendo publicado
obra cientifica com grande
repercussao internacional.
Interessou-se muito pelo
ensino da Matemaética

nos diversos niveis, como
autor de manuais para

esta disciplina e com um
profundo envolvimento na
renovacdo do seu ensino —
foi o grande protagonista
na reforma da «Matemitica
Modernax» em Portugal,
iniciada em meados dos anos
60. Foi autor do programa
para esta reforma e dos
Compéndios de Matemitica
e respectivos Guias de
utilizagdo, para apoio dos
alunos e dos professores.
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TECNOLOGIAS NA

ANTONIO DOMINGOS

O GeoGebra na Resolucio de Problemas:
diferentes abordagens e suas potencialidades

HELIA JACINTO

A utilizacdo de tecnologias na aula de matemética continua
a ser um tema que promove debates acalorados, opondo
0s mais céticos aos seus mais acérrimos defensores. O atu-
al programa de matemdtica do ensino bésico <advertes so-
bre o uso indevido da calculadora, mas <permite> o recurso
a programas de geometria dindmica, embora os reduza a
«instrumentos de desenho e medida» (MEC, 2013, p. 14).
Na verdade, a construgdo e a medicdo de figuras robustas
sdo apenas duas das potencialidades dos Ambientes de Ge-
ometria Dindmica (AGD), j4 que estes favorecem também
a exploracdo de conexdes entre objetos de diferentes natu-
rezas, por exemplo, geométricos e algébricos.

Os AGD sao especialmente apelativos na resolucéo de
problemas que envolvem nog¢des de geometria pelo facto
de possibilitarem que as ideias e os conceitos geométricos
ganhem vida através da sua manipulac3o, ao pér a desco-
berto o dinamismo implicito nas condigées do problema.
Resolver problemas com um AGD nio sé permite alargar o

espetro de abordagens e estratégias dos alunos, como po-
tencia o desenvolvimento do pensamento matematico que
pode compreender a formulagdo de uma conjetura, a ge-
neralizagdo, a justificagdo ou a demonstra¢do (Baccaglini-
Frank & Mariotti, 2010).

Na sala de aula, a resolucio de problemas «dever4 cons-
tituir o tipo privilegiado das atividades em Matemética»
(APM, 2009). Por problema entende-se a tarefa n3o rotinei-
ra e de cardter desafiador, para a qual n3o se dispde de um
procedimento que garanta obter a solucdo de imediato e
que, portanto, requer o desenvolvimento de uma estraté-
gia. Assim, a resolucdo de problemas n3o ¢ uma atividade
que se deva restringir @ mera «sele¢do e aplicagdo adequa-
da de regras e procedimentos, previamente estudados e
treinados» (MEC, 2013, p. 5). Além disso, utilizar um AGD
para resolver problemas geométricos estimula a atividade
de construgdo (que permite uma melhor compreensio das
relagdes matematicas subjacentes), bem como a manipu-

E B

A Rosa explicou ao seu jardineiro que queria colocar uma zona de flores A

triangular no seu jardim de relva retangular. E acrescentou que a 4rea do tri-
angulo ficaria ao critério do jardineiro. O bom do empregado pegou numa "
| vara de 2 metros, estendeu-a perpendicularmente a um dos bordos do jar-

dim, num ponto ao acaso (E). Depois, com um fio, tragou uma linha que

o

passava pela extremidade da vara (F) e que unia os dois lados opostos do
retangulo, obtendo o tridngulo amarelo [EGH].

No dia seguinte, a Rosa olhou para o tridngulo e n3io gostou, mudou a mes-

LT

A E
ma vara para outro ponto ao acaso da borda do jardim e tracou outra linha
_ que passava pela extremidade da vara e unia os dois lados opostos do re-
| H
‘ tangulo (obtendo outro tridngulo amarelo [EGH]). r
Quando 4 chegou, o jardineiro protestou, dizendo que a 4rea para as flo-
|
‘ res tinha diminufdo. Mas a Rosa garantiu-lhe que n3o. Quem tem razio e
| porqué? s
Néo te esquecas de explicar o teu processo de resolucdo. J :

Figura 1.—Enunciado do Problema 6 da edicao 2010/2011 do Sub14
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Figura 2.—Construgao de Marta e Miguel

laggo e a exploragdo de propriedades dos objetos geomé-
tricos. No fundo, resolver problemas com um programa de
geometria dindmica impele o desenvolvimento dos proces-
sos de raciocinio dos alunos e, em particular, do seu pen-
samento geométrico (Iranzo & Fortuny, 2011).

Com a finalidade de ilustrar diferentes utilizacdes de um
AGD na resolugio de problemas, apresenta-se quatro solu-
¢oes de um problema proposto na Competicdo Matematica
Sub14 (figura 1), realizadas por alunos do 7.° ano.

A Marta e o Miguel, de Portalegre, comecaram por repre-
sentar o relvado retangular e as trés condicdes do enuncia-
do relativas a construcdo do canteiro triangular: a vara tem
2 unidades de comprimento (segmento FG), é perpendicu-
lar ao lado AD do retangulo e o «fio» (segmento JI) passa
pela extremidade da vara, intersetando-a no ponto G.

Construiram os tridngulos resultantes da divis3o do can-
teiro triangular pela vara, alteraram cores, registaram as me-
didas dessas dreas e a do tridngulo FlJ. Como o GeoGebra
permite associar medidas aos objetos, e a manipulagao de
pontos mdveis altera formatos e dimensaes, é possivel ob-
servar se essas variacoes se refletem nas medidas de area
correspondentes. Assim, ao arrastar o vértice F, a 4rea total
ndo se modifica apesar de a drea dos tridngulos menores se
alterar, donde concluem que a Rosa tinha razao. No entan-
to, os jovens ndo justificaram a sua conclusdo pois usaram
o GeoGebra apenas para obter a solucdo do problema.

Area EGH = 13

] —°
(a) Aspeto inicial da construcao
Area EGH = 13
A E B
i ———
- I
e X
= EF = T
N =
____\_\_\_\_\_ — \
1B ol =
H%E‘-h_bﬂ H
P

L |

D e

(b) Apds manipulaggo dos pontos E e G

Figura 3.—Construgdo enviada por Andreia, Lucas e José

TAR A SOLUC

A Andreia, o Lucas e o José, de Portim3o, fizeram uma cons-
trucdo em GeoGebra (figura 3) e procuraram dar sentido a
sua conclusio. A construcdo robusta acrescentaram o com-
primento do segmento GH e a drea do tridngulo EGH. A
manipulagdo dos pontos E e G, e a observacio da invarian-
cia da medida de 4rea e do comprimento do lado inferior
do tridngulo parecem convencé-los de que a 4rea nio se al-
tera. Por escrito, explicam que «tridngulos com a mesma
base e a mesma altura tém 4reas iguais», observacio que
emergiu a partir da manipulagdo da figura pois «movendo
unicamente os vértices E e G (...) facilmente se constata que
o valor da drea se mantém inalteravel. Por isso o jardineiro
nao tem razdo quando diz que a drea diminuius.

Contudo, ao mover os pontos E e G, o segmento GH dei-
xa de ser paralelo ao lado AB do retingulo, embora a me-
dida que o GeoGebra devolve se mantenha (figura 3b) — o
que parece induzir os jovens a considerar que o segmen-
to GH é também invariante e a assumir que é a base do tri-
angulo. Esta situagdo pode dever-se ao facto de o arredon-
damento estar definido 4 unidade, pelo que a manipulacio
da figura e a observacdo da invariancia da 4rea e do com:-
primento do segmento conduziram a uma solucdo correta

NA EDUCACAD MATEMATICA
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Figura 4.—Imagem com as construgdes, enviada pela Sara

(a drea mantém-se) e ainda a uma tentativa de interpreta-
¢do desse facto.

) DO \JE

A Sara, de Lagos, enviou uma imagem resultante de uma cap-
tura de ecra do ficheiro em GeoGebra que produziu quando
resolveu o problema (figura 4). Por escrito, explicou:

Fui imaginar que o reténgulo tinha 12 cm de largura, a férmula da
drea de um tridngulo € base x altura a dividir por dois. No primei-
ro tridngulo a drea é 12, porque asua base é12,12x2=24e 242
dividir por 2 vai dar 12.

A partir da primeira construgdo (3 esquerda na figura 4) e
conforme explicou, a Sara observou que o valor da 4rea do
canteiro coincidia com o que inicialmente atribuiu ao com-
primento do lado do retangulo. A construcdo 2 direita (fi-
gura 4) indica que a jovem procurava perceber geometrica-
mente o que acontece quando o lado inferior do tridngulo
deixa de ser paralelo ao lado AB, pelo que divide o cantei-
ro em dois tridngulos interiores, ONM e OMK. Apds fazer
corresponder a vara a base de cada um desses triangulos
e ao representar as suas alturas por dois segmentos deno-
minados al e b1, a Sara <reduz> a 4rea a uma medida linear
pois, se a vara mantiver um comprimento de 2 unidades, o
valor da drea do tridngulo vai corresponder ao comprimen-
to do lado do retangulo. E o que tenta mostrar ao juntar os
dois segmentos — as alturas dos dois tridngulos interiores
— obtendo o comprimento do lado do retangulo. Todavia,
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depots de ter feilo a area do friangulo [ONM)] gue a area fara encaicer perfeilamente aqu

fiz a area do trangule [OMK]

sendo a base a barra de dois metros {OM)
depeis calculando 3 area o resultads fazia
com gue encaixa-se perfeitaments aqui

by 5

juntande a cutra parte dava 12
sendo os friangulos iguais

a Sara nao faz um uso consciente das unidades de medida
pois considera que o lado AB tem um comprimento de 12
centimetros e o segmento EH tem um comprimento de 2 me-
tros, sem que isso a impeca de observar e confirmar geome-
tricamente a invariancia da drea do canteiro triangular.

A |éssica, de Santiago do Cacém, também recorreu ao Ge-
oGebra para simular a construcdo do relvado e do canteiro,
e explorar as suas dreas. No texto que produziu, manipulou
a varidvel <altura> dos tridngulos menores obtidos pela de-
composi¢do do canteiro pelo segmento i (figura 5) e con-
cluiu que a drea do canteiro triangular coincidia com o valor
que se escolhesse para comprimento do retangulo.

Para medir a drea de um trifingulo, fazemos a seguinte conta: al-
tura x base /2. Para medir a drea desses dois tridngulos, serd en-
tdo: altura x 2 / 2. Ora, estd claro que 2/2=1, portanto, a 4rea des-
ses dois tridngulos ¢ igual 4 sua altura. Podemos afirmar que a
soma das alturas dos dois tridngulos é igual ao comprimento do
rectdngulo (jardim de relva). Portanto, a drea da zona das flores
¢ igual ao comprimento do jardim de relva rectangular. Se o com-
primento do retingulo (jardim de relva) ndo muda, entio a drea
do triangulo (zona de flores) também se mantém. Por outras pa-
lavras, a Rosa tem razdo.

A construcao de um segmento que regula o comprimento da
vara e do ponto mével no retdngulo para controlar as suas
dimensdes revelam um modo de pensar distinto. Mas é a
auséncia de medicoes que evidencia que a construcdo foi




Vara do jardineiro

Figura 5.—Construcio enviada

feita no GeoGebra com a perspetiva das propriedades geo-
métricas e das relagdes impostas pelas condicdes do enun-
ciado, mais do que com o intuito de determinar comprimen-
tos ou dreas. A relacdo quantitativa que a aluna explica no
texto surge numa representagdo geométrica extremamen-
te poderosa devido a possibilidade de manipulaczo e, con-
sequentemente, de generalizagdo. A insercao do segmento
que permite alterar a dimensao da vara envolve a anlise de
uma varidvel que nao surge no enunciado, pelo que a explo-
racdo da )éssica vai além daquilo que ¢ solicitado.

A i o e
ALGUMAS IMPLICACOES

Destas quatro abordagens ao problema sobressai um con-
junto de tragos comuns: todos os alunos representam o rel-
vado retangular e o canteiro triangular, todos usam o <arras-
tamento» para verificar ou comprovar, todos analisam, todos
concluem. Contudo, também existem diferencas entre es-
tas resolu¢des e a sua génese parece estar fortemente rela-
cionada com a faceta dindmica da ferramenta: num caso, a
introducio de elementos adicionais na figura levou a com-
preensGes mais profundas da situacao; noutro, a invarian-
cia da drea ndo sé foi reconhecida como explicada geome-
tricamente; e ainda numa outra solucdo transformou-se o
problema num outro ainda mais abrangente permitindo a
exploragdo de uma familia de figuras.

As vdrias resolucdes distinguem-se sobretudo pelo pa-
pel que o GeoGebra desempenhou para: 1) obter a solucdo;
2) interpretar a solugdo; 3) confirmar a solucgo; e 4) explo-
rar a solucdo. Mas o uso de tecnologias na resolucio de
problemas, como noutro tipo de tarefa exploratéria, no se

esgota na obtengdo de uma resposta, é o processo de re-
solver que motiva o desenvolvimento do pensamento ma-
tematico. Estas resolugdes ilustram de que forma um AGD
pode favorecer a manipulagdo, o arrastamento, a observa-
¢ao — agBes que levam a formulacéo de conjeturas e sua
demonstracdo, e que constituem aspetos vitais do pensa-
mento geométrico. A formulagdo da conjetura de que a drea
do canteiro triangular é invariante surge da observacao das
propriedades da figura que se mantém quando a mesma é
sujeita a um arrastamento. Mediante a producio répida de
uma grande quantidade de verificagdes suportadas na me-
dicao, alguns alunos podem assumir que essa evidéncia ¢
suficiente como <provas. Outros, contudo, mobilizam co-
nhecimentos prévios — a construcao, a decomposicio de
figuras e suas propriedades, a nocio de altura de um tri-
angulo ou de drea — para explorar padrdes ou invariantes.
E dessa combinacgo entre a manipulag3o da figura e as no-
¢oes geométricas que surge a necessidade de uma prova das
propriedades emergentes, pelo que o desenvolvimento do
pensamento matematico, e neste caso do pensamento geo-
métrico, assenta na produgado de uma sequéncia de afirma-
Goes que justifiquem logicamente a conjetura enunciada.

Este conjunto de resolugdes revela a eficicia do uso do
GeoGebra, ndo s6 para encontrar a solucio de um proble-
ma geométrico, mas sobretudo para estruturar, dar supor-
te e ampliar as abordagens destes jovens, exemplificando
ainda de que forma as ferramentas tecnolégicas podem efe-
tivamente transformar a resolucdo de problemas numa ati-
vidade catalisadora de pensamento matemitico.

Referéncias

APM (2009). A renovacao do curriculo de matemdtica. (edicdo
comemorativa). Lisboa: APM.

Baccaglini-Frank, A., & Mariotti, M. A. (2010). Generating con-
jectures in dynamic geometry: The maintaining dragging
model. International Journal of Computers for Mathemati-
cal Learning, 15, 225-253.

Iranzo, N. & Fortuny, J. (2011). Influence of GeoGebra on Pro-
blem Solving Strategies. Em L. Bu & R. Schoen (Eds.),
Model-Centered Learning: Pathways to Mathematical Un-
derstanding Using GeoGebra (pp. 91-104). Rotterdam: Sen-
se Publishers.

MEC (2013). Programa e Metas Curriculares. Matemdtica. Ensino
Bdsico. Lisboa: Ministério da Educacdo e Ciéncia.

HELIA JacINTO

Escora BAsica Jose SARAMAGO, POCEIRAO
& UNIDADE DE INVESTIGAGAO DO INSTITUTO
DE EDUCACAO DA UNIVERSIDADE DE LISBOA




=

A afirmacao de que os problemas nido caem do céu pode

ser contrariada por uma valente carga de dgua. Mas ven-
do bem, ela ndo é, s6 por si, um problema. Os estragos
por ela provocados s6 acedem a categoria de problemas
porque nos afetam e, sobretudo, porque os queremos re-
solver. Os problemas, qualquer que seja o ambito da ativi-
dade humana, sdo sempre construgdes de quem os quer
resolver. Sempre? No ensino, e no ensino da matematica,
a maioria dos problemas caem efetivamente, nio do céu,

mas das maos dos professores ou dos cadernos de exerci-
cios. Ainda assim, quem pretende resolver um problema
ja formulado tem de o interpretar e isso acaba por ser uma
reformulacdo do problema. A inevitével interpretacio que
se faz de um problema constitui-se como um novo enun-
ciado (Kilpatrick, 1987).

Neste artigo procuro sensibilizar para o papel da formu-
lagdo de problemas no ensino da matematica. A minha preo-
cupagio estd focada nos primeiros anos de escolaridade.




Uma visdo, para mim inspiradora, do papel que a formu-
lagao de problemas desempenha na resolucdo de proble-
mas ¢é a lista de perguntas que George Pélya recomenda a
quem pretende ou tem de resolver um problema, na sua
famosa obra How to Solve It (2003/1945, 1.% ed.). Desde que
a resolugdo de problemas se tornou o centro das atencdes
do curriculo e da investigacdo que a formulagdo de proble-
mas se fez presente, apesar de nio ter sido alvo da mesma
atencdo. Ela foi progressivamente ganhando direitos de ci-
dadania. O ano de 1980 é considerado um marco no que
se refere ao papel da resolucio de problemas no curriculo.
Foi nesse ano que o National Council of Teachers of Mathe-
matics publicou An Agenda for Action, (NCTM, 1980) co-
locando a resolucio de problemas no centro do ensino da
matematica e recomendando — esta € a parte que me in-
teressa — que os alunos aprendam, entre outras coisas, a
formular questdes-chave, a analisar e conceber problemas
e a definir o problema e o seu objetivo. Uma importante
obra de referéncia para a formulacdo de problemas é The
Art of Problem Posing (Brown & Walter, 2005), cuja primeira
edicao data de 1983. Este livro resulta de uma experiéncia
acumulada por estes autores na realizacio de cursos dedi-
cados a formulacdo e resolu¢do de problemas desde mea-
dos dos anos 6o do séc. XX.

Na revista Educational Studies in Mathematics de maio
de 2013, especialmente dedicada a este tema, podemos dar-
-nos conta do panorama da investigacio nesta area. Reco-
nhece-se que as atividades de formula¢io de problemas po-
dem promover atitudes positivas para com a matematica
e o envolvimento dos alunos nas atividades de aprendiza-
gem, assim como contribuem para o desenvolvimento de
capacidades e conhecimentos na resolugio de problemas
(Singer, Ellerton, & Cai, 2013). Ha ainda outros dois arti-
gos de que gosto muito. Um que aborda a avaliacio da ca-
pacidade de formulagdo de problemas (Silver & Cai, 2005)
e outro que usa a formulacdo de problemas para avaliar o
conhecimento dos alunos sobre a divis3o, em particular a
divisdo de 6 por 1/2 (Barlow & Drake, 2008).

Vou usar a defini¢ao dada por Stoyanova e Ellerton (1996)
para dizer em que consiste a formulagao de problemas: «o
processo pelo qual os estudantes constroem interpretacdes
pessoais de situagdes concretas, com base na sua experién-
cia matematica, e as formulam como problemas matemati-

cos significativos» (p. 1). E uma definigio muito abrangen-
te, mas da-me jeito que assim seja. Dentro desta definicio,
Stoyanova e Ellerton estabelecem trés categorias de tare-
fas. Numa primeira categoria estd a formulacio livre, no
sentido em que nio tem de obedecer a um determinado
constrangimento matematico. Quem inventa o problema
escolhe o contexto, os dados e condicdes que determinam
a estrutura matemética do problema. Numa segunda cate-
goria consideram-se as formulagdes que devem obedecer
a determinadas condicdes sem no entanto condicionar de
forma fechada a estrutura matematica do problema. De-
signam-se por tarefas semiestruturadas. O aluno tem a li-
berdade de definir a estrutura matemética a partir de da-
dos que lhe s3o fornecidos por meio de uma histéria, uma
imagem ou uma outra representacio. Nem sempre é facil
decidir se uma determinada tarefa deve ser incluida nes-
ta categoria ou na terceira e Giltima, a das tarefas estrutura-
das. Percebe-se que aqui est3o as tarefas em que a estrutura
matematica da situacio estd bem definida. Quem formula
tem de encontrar o contexto que se adequa 2 estrutura ou
descortinar tal estrutura dentro de um contexto que lhe é
fornecido e uma condigio que lhe é imposta.

Outros autores (Christou, Mousoulides, Pittalis, Pitta-
-Pantazi, & Sriraman, 2005) encontraram uma maneira
de classificar as tarefas de formulacdo de problemas tendo
em conta processos cognitivos utilizados: compreender, edi-
tar, traduzir e selecionar. Relacionadas com o processo com-
preender estao as tarefas em que se formula um problema
para uma determinada expressdo numérica que é apresen-
tada. Trata-se de contextualizar a expressdo exigindo, no
minimo, o conhecimento do significado e das proprieda-
des das operacdes envolvidas. Editar é o processo envolvi-
do numa tarefa que consiste simplesmente em formular
um problema ou perguntas a partir de dados apresentados
num texto ou numa imagem. O processo traduzir esta pre-
sente quando, na tarefa de formulacio, é exigida uma inter-
pretagdo das relagGes entre os dados presentes numa repre-
sentacdo matematica. Por exemplo, formular um problema
que se resolva por meio de uma ou mais operagoes, a pat-
tir de dados apresentados sob a forma de graficos, diagra-
mas, tabelas . . . Quando se trata de descobrir a pergunta
que produziu uma determinada resposta com base em da-
dos de um enunciado, esti envolvido o processo selecionar.

Ha muito mais na literatura sobre categorizagdo de ta-
refas, processos e estratégias (eg., Brown & Walter, 2005;
Silver, 1994; Singer & Voica, 2013). O que apresentei até
aqui € apenas um principio que me tem orientado no de-
senvolvimento de tarefas de formulagio de problemas.
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A fotografia que vés ao lado mostra a embalagem e os
pacotes do leite escolar que se bebem na tua escola.

Faz diferentes perguntas para serem respondidas a
partir dos dados que a imagem mostra.[l]

LETTE ESCOLAR
LETTE oM CHOBILAR
27 Embalagens de 200 mil.

Reny{ 13

Figura 1.—Tarefa (A) semiestruturada envolvendo o processo editar.

As tarefas e os resultados que apresento foram realizadas
em contexto de entrevista. Iniciei a aplicacio destas tare-
fas quando os alunos frequentavam o0 3.° ano e prossegui
o trabalho durante o primeiro periodo do 4.° ano de esco-
laridade. Envolvi cinco alunos, dois rapazes e trés rapari-
gas com niveis de desempenho escolar diferentes. Um dos
meus objetivos no trabalho que estou a desenvolver é ob-
servar o conhecimento matematico mobilizado por estes
alunos em tarefas de formulacio de problemas.

TAREFA A

A figura 1 mostra uma tarefa semiestruturada que envol-
ve o processo editar. S3o fornecidos dados através de uma
imagem e € pedido ao aluno que formule perguntas (pro-
blemas) que exijam a sua utilizacio na resolucsio. Nio é
estabelecida qualquer restricio quanto as operacdes que
devem ser envolvidas. Os dados presentes podem ser rela-
cionados aditiva ou multiplicativamente. A pergunta pode
incidir sobre a diferenca entre o ntimero de pacotes den-
tro e fora da caixa ou pretender saber quantos mililitros de
leite hd em 277 embalagens. Por isso mesmo é uma tarefa
que dd ao aluno a oportunidade de usar os conhecimentos
que possui com alguma liberdade.

Devo chamar a atengiio para a confusio entre embala-
gem e pacote que o enunciado negligentemente provoca.
Esta confusio foi depois esclarecida oralmente, passando

o
(23]

a chamar-se pacote a caixa que contém as embalagens,
Para esta tarefa o Ricardo fez quatro perguntas pela or-
dem que enuncio:

(a) Quantos ml ha na embalagem?

(b) Quantos ml hd num pacote?

(c) Quantas embalagens ha no pacote?

(d) Se for o dobro dos pacotes quantos ml havia?

Pedi-lhe que numerasse as suas perguntas por ordem cres-
cente de dificuldade e a sua resposta foi (c), (a), (d), (b). Ex-
plicou que as questdes (c) e (a) sdo as mais ficeis por te-
rem resposta dada na imagem. Do meu ponto de vista nio
deixam de ser perguntas interessantes pois correspondem
a capacidade de focar a atengio e identificar dados no con-
texto. Mas a questdo mais interessante aqui é ter decidido
que a pergunta (d), que envolve duas operacdes, é mais fa-
cil que a pergunta (b). A justificacio dada pelo Ricardo ba-
seou-se na possibilidade de se poder calcular o dobro usan-
do a adigao, sendo mais complicado saber a capacidade do
pacote por conter muitas embalagens. De facto, quando na
explicagdo ele cita a pergunta (d) para a comparar com a ou-
tra (b), 1é apenas a expressio se fosse o dobro e nio tem em
conta o resto da pergunta (d). S6 apés a resolugio da sua
terceira pergunta, assim que 1é a quarta, reconhece ime-
diatamente que j4 a tinha resolvido.

H4 uma condigiio no pedido que é feito ao aluno, a de
que devem ser usados os dados fornecidos na imagem, no
entanto os alunos frequentemente acrescentam dados. E

A

s |

H



3x6=2?
3x?=18
Px6=18

Figura 2.—Conjunto das trés expressdes utilizadas numa tarefa (B) estruturada, envolvendo o processo compreender.

possivel que tal possibilite uma formulagio mais ajustada
aos conhecimentos que se possuem, quer no sentido de
complicar como de simplificar o problema.

O Daniel comecou por formular trés perguntas:

(a) Se houvesse 4 pacotes de leite escolar, quantas em-
balagens haveria?

(b) Quantos ml haveria nos 4 pacotes de leite?

(c) Quantos ml haveria em 10 pacotes de leite?

Pedi-lhe ainda uma quarta pergunta com uma condicdo: que
fosse respondida por meio de uma divisdo. Ao inserir esta
condi¢do no pedido da tarefa estou a aproxima-la de uma
tarefa estruturada. No di4logo que se seguiu, o Daniel pro-
poe que se determine metade (ou a quarta ou a oitava par-
te) «se houvesse 28 embalagens». Porqué 28> Porque 27 &
primo, diz, e faco-lhe ver que tal n3o ¢ verdade porque 27
se pode obter com 3x 9. Mas é mais complicado, responde.
Insisto que ele utilize o niimero 27 e pense por quanto o
pode dividir. Acabou por escrever «Se houvesse 27 embala-
gens qual seria a 1/9 parte?» Este se houvesse, desnecessario,
explica-se pela continuidade da sua utilizacio nas pergun-
tas anteriores e por fidelidade a sua primeira formulacio
que contava com 28 embalagens. Estabelecidas as quatro
perguntas, pedi ao Daniel que as ordenasse da mais facil
para a mais dificil. Contrariamente ao que esperava, colo-
cou em primeiro lugar esta tiltima, depois a que inquiria
sobre o nlimero de embalagens em 4 pacotes, em terceiro
a que perguntava sobre a capacidade em mililitros de 10
pacotes e, por fim, a capacidade de 4 pacotes. A semelhan-
¢a do Ricardo, a sua justificacio baseia-se na facilidade dos
célculos. Refere que saber a nona parte é ficil porque «&
$6 3% 9» e que também ¢ facil a multiplicagdo de 27 por 4.
Quanto a maior facilidade em calcular a capacidade de 1o
pacotes do que de 4, atribui ao facto de 10 ser «um ntime-
ro redondo» e exemplificou fazendo o cilculo mentalmente.,

TArREFA B

A figura 2 mostra as expressdes usadas numa tarefa estru-
turada que envolve o processo compreender. Foi pedido, para
cada expressdo, a elaboragao de um contexto e de uma per-
gunta. Cada expressdo foi apresentada num pequeno car-

tdo, de modo que os alunos pudessem concentrar-se numa
expressdo de cada vez, escolher por onde comecar, voltar
atras e reformular o que j tinham dito ou pegar noutra ex-
pressdo. Tratou-se portanto de formular trés problemas que
podiam estar relacionados, por exemplo, mantendo o con-
texto e fazendo variar a incégnita. Esta tarefa pode parecer
demasiado elementar por causa dos valores envolvidos mas,
com isto, pretendi facilitar a escolha de um contexto proxi-
mo da realidade e nio ocupar o aluno com a determinacio
do resultado. O meu objetivo foi verificar até que ponto 0s
alunos conseguiam criar contextos que evidenciassem os
diferentes sentidos das operacdes envolvidas.

Fiquei surpreendido. Afinal n3o é assim tdo facil inven-
tar um problema para a expressdo 3x 6=2. Na primeira ten-
tativa, a Diana comegou por atribuir 3 objetos a uma per-
sonagem e 6 a outra, mas rapidamente percebeu que ndo
resultava e voltou atras. A primeira proposta da Inés ia no
sentido de saber quanto tinham ao todo duas personagens,
tendo uma 3 objetos e outra 6 vezes mais. Acabou também
por perceber que ndo podia ser.

O Ricardo, embora tenha sido necessario focar a sua
atencao para corrigir algumas incoeréncias textuais, dei-
xou claras as suas intencdes logo na primeira tentativa. De-
cidiu comegar pela expressao 3x >=18 (I), seguindo depois
para 3x6=>2 (II) e, por fim ?x6=18 (III). Manteve o mes-
mo contexto e fez variar a incognita. Interessa comparar
os enunciados que produziu para I e I11.

(I} «O Vitor tinha 3 amigos e cada amigo deu-lhe um
namero de carros. O Vitor viu que todos deram o
mesmo numero e a soma foi 18. Quantos carros deu
cada amigo?»

(I1T) «O Vitor ficou com 18 carrinhos e sabe que cada
amigo lhe deu 6 carros. Quantos amigos tem o
Vitor?»

Sei que o Ricardo nio tem um conhecimento explicito dos
sentidos da divisdo, mas os enunciados que produziu refe-
rem-se aos sentidos de partilha equitativa (I) e de medida
ou agrupamento (III). Esta proeza foi conseguida porque
ele manteve o contexto, de tal forma que, tanto em I como
em II1, 3 corresponde ao numero de amigos, 6 ao nime-

o
e |
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ro de carros por amigo e 18 ao total de carros. Ele explica
que para resolver estes problemas pode recorrer i divisdo
(18+3 ou 18+6). Embora formalmente pareca elementar,
quando estas situagdes aparecem em problemas, exigem
dos alunos concetualizagoes diferentes para a sua resolucio.

Pode ser um exagero, mas os exemplos acima apresentados
sugerem que a producio de um enunciado é mais revelador
da competéncia matematica que a resolugio de um proble-
ma. As tarefas A e B possuem caracteristicas que me pare-
cem essenciais para o desenvolvimento da capacidade de
resolugdo de problemas. A primeira d4 liberdade ao aluno
para escolher a operagio que resolvera o problema formu-
lado, mas exige prestar atenciio as possiveis relacdes entre
os dados fornecidos. A segunda da-lhe a operacio e obri-
ga-o a selecionar criteriosamente os dados e suas relacoes.
Ambas possibilitam uma reflexdo sobre as condices pre-
sentes no contexto, reflexdo na qual o aluno esti fortemen-
te interessado porque é o autor do problema. Nos primeiros

anos de escolaridade, os problemas de contexto préximo da

realidade tém um papel importante por contribuirem para
dar sentido ao conhecimento matemitico e por estabelecer
uma ligacdo entre este e a realidade. No entanto, o uso ro-
tineiro e acritico deste tipo de enunciados leva os alunos a

uma leitura displicente dos enunciados, focando-se em in-
dicios textuais para a selegio das operagdes que permitem

resolver o problema, nao sendo capazes de uma interpreta-
¢do profunda da estrutura do problema (Corte, Verschaffel,
& Greer, 2000). A utilizacio de atividades de formulacio

de problemas pode contribuir para desenvolver nos alunos

uma abordagem mais critica do enunciado. Mas para que

isto acontega, este tipo de atividades nfo podem ser espo-
radicas e aparecer isoladas, sem integrarem uma estratégia

de ensino que articule toda a atividade matematica na sala

de aula. O objetivo ndo é nem pode ser, na minha modes-
ta opinido, pelo menos neste nivel de ensino, aprender a

formular problemas (mais giros, mais originais, . . .), mas

desenvolver atitudes, capacidades e conhecimentos promo-
tores do sucesso na aprendizagem.

Notas
1 27 Embalagens de 200 ml
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Um problema para o olhar

Dado um triangulo ABC qualquer, marque um ponto D no
lado AB e trace DE paralelo a BC, como mostra a figura (fi-
gura1). Una os pontos B com E e C com D, e marque o pon-
to de intersecao F. Trace o segmento AF e prolongue-o de
modo a intersectar o lado BC. O ponto de intersecio é G.
O segmento AG ¢ sempre uma mediana do tridngulo. Pro-
ve que esta afirmacdo ¢ verdadeira.

Escolhi este problema porque ele apela fortemente ao re-
curso a um AGD para testar a validade da afirmacao e por-
que esta demonstragao, que nao é simples, foi
bem desafiante e inesperada para mim. A chave da demons-
tracao estd na maneira como olhamos para a figura (figura 1),
para os seus elementos e no modo como procuramos inva-
riantes entre esses elementos ou entre as suas relacdes.

Para provar que AG é mediana basta provar que G é o
ponto médio de BG, ou que BG = GC.

A demonstragdo tem que ter por base as propriedades
relativas a situag@o, ou seja, que DE ¢é paralelo a BC, e factos
conhecidos que decorrem da semelhanca de tridngulos.

Ao examinar a figura é importante ter em conta que nao
temos apenas uma figura, mas todas as figuras que se ob-
tém fazendo variar o tridngulo ABC e a posicio do ponto D.
Uma sucessao de figuras auxiliares ajudam a ver o que esta
em causa.

Neste caso temos duas maneiras diferentes de olhar a
figura (figura 2 e figura 3). Em qualquer dos casos estamos
a dar ateng@o a pares de triangulos semelhantes, por isso

B >C
Figura 2

B .

Figura 1

destacamos os tridngulos pintando-os. Num caso temos
o tridngulo ADE semelhante a ABC, no outro temos DFE
semelhante a BCF. Para ambos os casos a razdo de seme-
lhanga tem que ser igual pois ela é determinada pelo para-
lelismo dos segmentos DE e BC e pela relagdo que se esta-
belece entre DE e BC. Designamos esta razao por k. Temos
BC =k DE.

O facto dos dois pares de tridngulos terem a mesma ra-
z30o de semelhanca ¢ o elemento crucial desta situac3o. Ao
tracar o segmento AG mantém-se a razdo de semelhanca
entre novos pares de tridngulos e podem ser obtidas rela-
¢Oes entre outros segmeritos.

B o C
Figura 3
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Be o o C

Figura 4

Estabelecendo agora relagdes entre os segmentos da fi-
gura (figura 4 e figura 5), obtemos:

BC =k x DH e também GC = k x DH

Destas duas igualdades podemos retirar que BG = GC. Pre-
cisamente o que queriamos demonstrar.

Chegamos ao fim da demonstracio. Este resultado d-
-nos mais uma ideia interessante e Gtil, um processo para
obter paralelas (Figura 6). O processo é este: Desenhamos
um tridngulo ABC e obtemos o ponto médio de um dos seus
lados, BC por exemplo. A partir desse ponto médio traca-
mos a mediana relativa a BC e marcamos um ponto qual-

Be

B & b o C

Figura 5

quer sobre ela, o ponto P. As semirretas definidas por cada
um dos vértices B e C e este ponto P intersetam os lados
AB e ACem R e S. Estes dois pontos definem um segmen-
to de reta RS paralelo a BC.

Este problema e esta constru¢do sdo especialmente in-
teressantes para explorar num ambiente de geometria di-
ndmica. Uma outra ideia que considero relevante tem a
ver com a razao de escolha deste problema. Olhar e anali-
sar vérias vezes esta figura, procurando o maximo de rela-
¢oes entre os seus elementos confere-lhe também um di-
namismo, mesmo que esteja desenhada em papel branco.
Experimente.

Este problema foi retirado de Johnston-Wilder, Sue e Mason,
John (Eds.) (2005). Developing Thinking in Geometry. Lon-
don: The Open University. (p. 39). A discussao apresentada
foi adaptada da discuss3o feita pelos autores do livro.

=€

Figura 6
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Nas ltimas décadas do século XX ganhou vida um amplo  hoje exemplos o Problema do Més, o Canguru Matemdtico
debate sobre a resolucdo de problemas de matemética reco-  Sem Fronteiras ou as Olimpiadas Portuguesas da Matemdti-
nhecendo-se a utilidade dessa capacidade basica para fazer ~ ca. Algumas destas iniciativas tém um forte cunho com-
face aos desafios do dia a dia e, em paralelo, a sua impor-  petitivo e destinam-se a alunos particularmente talentosos,
tancia no desenvolvimento de aprendizagens matematicas  mas outras — de que o Subr2 e o Subi4l'l s3o exemplo —
significativas. A par desse debate, escolas e professores co- assumem uma natureza mais inclusiva o que possibilita a
mecaram a investir em projetos extracurriculares relacio- participagio de alunos com diversos graus de aptiddo para
nados com a resolucio de problemas de matemitica com  a resolugdio de problemas (Carreira et al., 2012).

o objetivo de complementar o trabalho de sala de aula. Sao
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Estas Competigtes sdo organizadas pelo Departamento de
Matemdtica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Uni-
versidade do Algarve desde 2005 e destinam-se a jovens do
Algarve e do Alentejo que frequentem 0 5.° ou 0 6.° ano —
no caso do Subr2, € 07.° ou 8.° ano — no caso do Subiy.
Funcionando de modo idéntico, o Subi2 e o Subi4 estio
organizados em duas fases. Entre janeiro e junho decorre
a fase de apuramento, durante a qual sao disponibilizados
online dez problemas, um por quinzena. Os concorrentes
acedem ao enunciado e dispdem de duas semanas para en-
contrar a solugdo e enviar a sua resolucio em formato ele-
trénico. A resposta a cada problema s6 é considerada vali-
da mediante apresenta¢do de uma explicacio detalhada da
estratégia usada e de uma justificacdo do raciocinio. A or-
ganizagao devolve uma apreciacio do trabalho de cada con-
corrente, o que pode conter pistas que ajudem a corrigir
ou a completar a resolugdo. E permitido que revejam a so-
lugao dentro do prazo estipulado e é também possivel so-
licitar ajuda a professores, colegas, familiares, ou mesmo
a organizacao, a fim de ultrapassar eventuais dificuldades.
Ao longo da edigdo, a organizacio divulga listas com o de-
sempenho dos concorrentes bem como uma selecao de re-
solugdes que ilustrem diferentes estratégias, revelem criati-
vidade ou 0 uso oportuno de uma determinada ferramenta
tecnologica — as resolugdes admirdveis. Estas sdo as parti-
cularidades dos Subs que sustentam a sua faceta inclusiva
€ que permitem manter estes jovens, com diferentes ap-
tiddes para a matematica, focados na resolugio de proble-
mas desafiadores durante um perfodo de tempo relativa-
mente longo. Os concorrentes que resolvam corretamente
oito dos dez problemas propostos sdo apurados para a fase
final que consiste na resolugio de cinco problemas, com
papel e ldpis, no campus da Universidade do Algarve. Aqui
se desenrola a verdadeira competigio, dado que os concor-
rentes resolvem os problemas individualmente e num pe-
riodo de tempo limitado (Amado & Carreira, 2012).
Os Campeonatos de Matematica Sub12 e Subi4 foram
o foco do projeto de investigacdo Problem @ Web, 2l na 4rea
da Educagdo Matematica, onde se procurava compreender
as estratégias de resolu¢do usadas pelos concorrentes, o
uso de ferramentas tecnolégicas, as formas de expressio
do pensamento matemaAtico, e ainda a sua criatividade ma-
tematica. Com base em dados recolhidos no ambito deste
projeto, debrugamo-nos sobre a natureza da resolucio de
problemas de matematica que decorre para além da sala de
aula num ambiente permeado pelas mais diversas tecnolo-
gias. Descrevemos ainda como alguns professores acompa-
nham os seus alunos nas Competicdes e incorporam esta

resolugao de problemas nas suas aulas de matematica.

Os problemas nao-rotineiros propostos nas Competicoes vi-
sam estimular intelectualmente os concorrentes supondo-
-se, a partida, que nao dispdem de um procedimento que
Ihes dé garantia imediata de encontrar a solucio. Os desa-
fios ndo sido alinhados com o curriculo pelo que esta reso-
lugdo de problemas envolve o recurso a uma matematica
€ a um pensamento matematico que ndo sdo necessaria-
mente impelidos pelos conhecimentos matematicos esco-
lares, ou seja, os concorrentes desenvolvem formas produtivas
de pensar acerca de cada situagio, utilizando conhecimen-
tos informais e incorporando elementos descritivos da sua
abordagem.

Nestas Competicoes respeitam-se as preferéncias e as
experiéncias de cada concorrente e reconhece-se a sua vali-
dade enquanto elementos estruturantes da capacidade de
resolver problemas. Esta liberdade espelha-se na diversi-
dade de soluctes submetidas quer em termos das aborda-
gens, estratégias ou representacdes matematicas, quer em
termos das ferramentas usadas. Na verdade, o recurso is
tecnologias surge com dois propésitos: comunicar a solu-
¢do encontrada — o que inclui necessariamente um rela-
to do processo seguido; ou suportar o desenvolvimento e a
implementagao de uma estratégia que conduza 2 soluciio

— e neste caso, o ficheiro também incorpora essa sequén-
cia de passos.

Ao longo de sucessivas edigoes tem ficado patente que
a fase de resolucdo de um problema esta intrinsecamente
ligada a fase de elaboragio da resposta. Nao sendo sempre
possivel distingui-las como duas fases distintas ou bem de-
limitadas, sobretudo quando o uso de tecnologias apoia o
desenvolvimento de pensamento matematico, é oportuno
considerar a expressdo do pensamento como parte integran-
te da resolucdo de problemas. Alids, os concorrentes fazem
uma selecdo ponderada dos programas que permitem im-
plementar uma determinada abordagem ou resolver um
certo tipo de problemas de forma que o ficheiro resultan-
te sirva de veiculo de exposico do raciocinio seguido.

Nos Subs, resolver um problema nio se resume a apre-
sentacdo dos calculos e da solucdo. Em complemento, im-
porta incluir descri¢des e explicagdes detalhadas dos pro-
cessos, donde que as ilustracdes, os esquemas, a utilizacio
de cores ou legendas permitem tragar um roteiro do pen-
samento matemético desenvolvido até obter a solugio.




A tinta que sobrou

A Miriam gosta de dedicar o tempo livre a fazer decoracées em
sua casa. Recentemente, pos as mios a obra e decidiu pintar o seu
escritorio.

Na hora de arrumar tudo, jd muito satisfeita com o trabalho concluido,
veriﬁcoulque tinham sobrado duas latas, cada uma cheia até um
quarto de altura. Resolveu juntar o contetdo das duas latas numa
lata mais pequena, com metade do didmetro das outras duas e
com a mesma altura. Achou que nessa lata mais pequena caberia
exactamente o conteudo das outras duas.

[itindre = Area base X h

Area base = nr-*

Serd que tem razdo?

N3o te esquecas de explicar o teu processo de resolugao.

Figura T—Enunciado do problema 2 da edicao
2011/2012 do Subl14

DescrigGes, explicacbes e construgdes ndo sdo simplesmente pro-
cessos que os alunos usam a caminho de produzir ‘a resposta’
e ndo sdo simplesmente pos-scripts que os alunos apresentam
apos ‘a resposta’ ter sido produzida. Estes SAO os componen-
tes mais importantes que sdo necessarios nas respostas. (Lesh &
Doerr, 2003, p. 3)

Resolver problemas no &mbito do Subiz e do Sub14 é encon-
trar formas produtivas de pensar sobre as situacées desafia-
doras propostas e desenvolver modos de resolver e exprimir
o proprio pensamento, na combinag¢io de conhecimentos
matematicos escolares e conhecimentos informais. Nesse
processo, os jovens desenvolvem as suas proprias estraté-
gias e incorporam elementos mediados pelas tecnologias

que usam, o que pode ser interpretado como um discurso
matematico digital.

Na fase de apuramento das Competi¢des, que se desenro-
la a distdncia, as solugdes tém que ser submetidas eletro-
nicamente e, portanto, sdo digitais. Todavia, muitas sio ini-
cialmente produzidas por meios convencionais, como o
papel e lapis, e sdo posteriormente digitalizadas. Estes for-
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Figura 2.—Resolucdo digitalizada enviada
pelo concorrente Al

matos surgem, sobretudo, quando os concorrentes enve-
redam por estratégias que incluem manipulacao simboli-
ca, o que é dificil de reproduzir quer no corpo de um e-mail,
quer nos programas usuais.

E o caso da solucdo que o concorrente A1 apresentou
para o problema A tinta que sobrou (Figura 1). O jovem co-
mecou por notar que se cada uma das latas maiores contém
tinta até 1/4 da sua capacidade, ao juntar essa tinta numa
Gnica lata idéntica obter-se-a metade do volume da lata (Fi-
gura 2). Designou adequadamente os raios dos dois tipos
de lata e determinou uma expressio para o volume de tin-
ta em cada uma delas, considerando que o raio da base da
lata mais pequena é metade do raio da lata maior. Final-
mente, comparou as duas expressdes e concluiu que o vo-
lume de tinta que sobrou é superior 2 capacidade da lata
pequena.

Neste trabalho, em que a tecnologia ndo adquire um
papel de relevo no desenvolvimento da estratégia, estd pa-
tente um discurso expositivo que caracteriza esta resolucio
de problemas: o jovem fez uma narrativa do processo se-
guido, apresentando as convencoes que usara adiante, in-
tercalando explicacoes textuais com a manipulacdo algébri-
ca para deduzir expressdes que representem o volume de
tinta que sobrou e a capacidade da lata pequena. Destacou
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Latas Medidas
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Bases

o0
X

R: Ela ndo tem razao, pois e impossivel metade do
liquido (1/4 de cada uma das 2 latas) de uma lata
grande em uma pequena pois uma lata pequena tem
menos volume que metade de uma grande porque 2
pequenas cabem la dentro e ainda sobra espago.

I Wxcom

Figura 3.—Excertos da resolu¢do elaborada em PowerPoint
pelo concorrente A2

dois passos intermédios ao sublinhar a vermelho a descri-
¢do do processo e ao desenhar caixas vermelhas ao redor
dessas expressoes.

O concorrente A2, por sua vez, submeteu uma resolugio
elaborada em PowerPoint (Figura 3) onde se pode identifi-
car um tipo de discurso expositivo, marcado pela sequéncia
de representacdes da situaciio muito préximas do contex-
to do problema, que pode ser considerado um discurso ma-
temdtico digital dada a relevincia que a ferramenta tecno-
légica assume. As primeiras representacdes sintetizam as
informagdes contidas no enunciado e incluem uma legen-
da onde se associam os segmentos coloridos s dimensdes
das latas, valores estes que sao desconhecidos.

O problema ¢ desvendado quando o jovem representa a
base de uma lata grande e ao sobrepor-lhe duas bases pe-
quenas constata que ndo cobrem na integra o circulo maior.
Esta constatacdo bidimensional, que parte da anélise e com-
paragdo da 4rea das bases das latas, é expandida para uma
representacao tridimensional da situacdo que suporta a com-
paragdo dos volumes de tinta nos cilindros. Verifica entio
que, para uma mesma altura, «uma lata pequena tem me-
nos volume que metade de uma lata grande» pois ao co-

locar duas latas pequenas no interior de uma lata grande,
«ainda sobra espago».

As ilustrages e os esquemas utilizados favoreceram o
desenvolvimento de uma forma produtiva de pensar sobre a si-
tuacdo que congrega saberes informais e conhecimentos
matemdticos escolares. Estas representacdes, a utilizacio
da cor e as legendas suportam o pensamento matemético
pois permitem uma manipulacio virtual da situacio. To-
davia, e apesar do relato visual ser bastante claro e revela-
dor do modelo da situagio que o concorrente desenvolveu
(comparacdo da 4rea das bases, desprezando as suas altu-
ras por serem iguais e inferindo sobre os volumes em ques-
tao), houve a necessidade de incluir uma explicacio textual
que resume a sua conclusdo. Esta resolucdo ilustra o poder
das ferramentas tecnol6gicas em transformar um proble-
ma numa situacdo manipulavel, compreensivel e resolii-
vel, mas revela sobretudo que resolver e exprimir essa solu-
¢do sdo duas facetas da mesma atividade.

J& as concorrentes A3 e A4 enviaram um ficheiro pro-
duzido no Excel e incluiram uma descricdo dos seus pro-
cessos no corpo do e-mail (Figura 4). O ficheiro permite fa-
zer um teste mediante a introducao de valores em células




A B C D E F

Calculo do volume da tinta
Altura Total

4 5 251,2

=1

Raio Raio

w n

N

Resposta:

Eu e a minha colega utilizamos uma técnica em excel

co1sas.

G H |
Célculo do volume da lata pequena
Altura Total
2 10 125,6

» que da para calcular varias

Primeiro calculamos o volume da tinha conjunta das duas latas grandes. Indicamos
0 raio, a altura, utilizamos a técnica e no total incide 0 volume da tinta.

Fizemos 0 mesmo para o volume da lata pequena.

Resposta: Néo € possivel a tinta das duas latas grandes caber na lata pequena,
porque o volume da tinta ¢ duas vezes maior que o volume da lata, no qual deveria

Ser ao contrario.

Figura 4—Resolucio enviada elaborada em Excel pelas concorrentes A3 e A4

e explicagao do processo

chave. A esquerda, ¢ possivel determinar o volume de tin-
ta que sobrou mediante a introducio de um valor para o
raio da base do cilindro e outro para a altura de tinta que
se queira considerar. A célula C3, que contém a férmula
«=3,14%A3A2%B3», devolve o volume total de tinta nessa lata.
A direita, calcula-se o volume da lata pequena consideran-
do que o seu raio é metade do raio da lata maior e que a
sua altura é o dobro da altura que a tinta que sobrou atinge
numa lata grande, e o resultado surge na célula H 3. Ao in-
serir varios casos, todos eles respeitando as condicdes ini-
ciais, € possivel verificar que «o volume da tinta é duas ve-
zes maior que o volume da lata» pequena.

Esta estratégia encerra outra visio do mesmo proble-
ma, igualmente produtiva. Com o auxilio de uma folha de
cdlculo as concorrentes conseguem rapidamente simular
um conjunto de experiéncias e, analisando os resultados
obtidos, conjeturar que o volume da lata pequena é metade
do volume de tinta que sobra, embora nio o provem mate-
maticamente. Completaram o modelo criado no Excel com
uma breve descri¢io textual em que explicam a sequéncia
de passos e respondem 4 questio colocada, o que vai ao
encontro da ideia de que este discurso expositivo, compos-

to pelo ficheiro e pela explicacio, ¢ parte integrante da re-
solugdo do problema. A folha de calculo permitiu que as
concorrentes desenvolvessem um modelo informal mar-
cado pela expressividade representacional que a ferramenta
permite e pela introdugo de expresses que apontam para
0 contexto para explicitar o sentido que atribufram aos va-
lores representados.

Para um mesmo problema, trés resolucdes, trés estra-
tégias, trés ferramentas, trés modos de pensar a que cor-
respondem trés modelos eficazes, e que estas Competicoes
acolhem. E a qualidade das descricoes do pensamento ma-
tematico — isto é, a combinacio de representacdes (media-
das pelo papel e lapis, PowerPoint ou Excel) com descricges
mais ou menos detalhadas do processo de resolugio — que
permite exteriorizar as formas como estes jovens estdo a
interpretar o problema e como desenvolvem as suas pro-
prias maneiras de encontrar a solucdo. Constroem formas
de resolver e exprimir a solucio que, além de estarem inti-
mamente ligadas as ferramentas que escolhem usar, estio
também muito centradas nas suas potencialidades repre-
sentacionais: visuais no caso do PowerPoint; ou de clculo
relacional, no caso do Excel.
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Os jovens participantes nas Competigdes exibem uma
grande destreza na utilizacio de ferramentas digitais para
comunicar a sua resolugdo, mas também na exploracio dos
contextos e no descortinar de uma estratégia, como suporte
do seu pensamento matematico. Conseguem tirar partido
das tecnologias, reconhecendo e selecionando as potencia-
lidades que sao efetivamente tteis & resolucdo de um dado
problema (os destaques, as cores, o desenho, os esquemas,
as férmulas, o texto) para produzir o seu proprio discurso
matematico digital, num processo que respeita o seu ritmo
de trabalho e as preferéncias em termos de abordagem, de
estratégia, de tecnologias e representacdes que potenciam.

No dmbito do projeto Problem @ Web foram entrevistados
varios professores, que acompanharam os seus alunos ao
longo de sucessivas edi¢des do Subi2 e do Subi4, com o
proposito de compreender como encaram esta resolucio
de problemas, o que valorizam nesta experiéncia extraes-
colar, como colaboram com os seus alunos e ainda se e de
que forma incorporam os problemas das Competicoes nas
suas aulas.

Como veem as Competicoes e esta resolucdo de problemas?

Os professores entrevistados apreciam sobretudo a natu-
reza dos problemas propostos aos concorrentes pois consi-
deram que sdo adequados para os fazer pensar de tal forma
que lhes permite sair um bocadinho da rotina que é incul-
cada por problemas mais rigidos, como aqueles que sur-
gem nos manuais e apelam diretamente a determinados
conhecimentos. Sublinham a possibilidade de os alunos de-
senvolverem a sua estratégia sem terem que recorrer for-
cosamente aos contetidos que estdo a trabalhar nas aulas e
poderem ir buscar conteiidos diferentes ou conhecimentos do
dia a dia para resolver os problemas.

[SJurge ali o problema para eles resolverem, portanto eles terdo
que ir pelo caminho que entenderem e fazerem esquemas ou
aquilo que entenderem (.. .) eles tém que ir por outros caminhos
e as vezes vdo por caminhos muito engracados. (entrevista P2)

Também mostram apreco pela diversidade nas tematicas
escolhidas pois uns problemas tém a ver com a parte da 16-
gica, outros mais com a parte da geometria, outros em que se
fazem outras conexdes, sdo muito ricos e permitem desen-
volver muitas capacidades mesmo sem estarem alinhados
com os programas.

Outro aspeto positivo é o desenvolvimento da comuni-
cagao matematica através do relatar de um processo ou jus-
tificar um raciocinio, mas adiantam que esta exigéncia das
Competi¢oes se transforma num obsticulo ja que transcre-
ver exatamente o raciocinio que fizeram ou explicar como é
que raciocinaragm € muito dificil sobretudo para os alunos
mais jovens. Para além de poderem escolher muitas formas
diferentes de resolver os problemas, o facto de os concorren-
tes terem um periodo de tempo considerivel para pensar
na resolucdo de cada problema é motivo diferenciador.

Como a fase de apuramento se desenrola a distancia,
hi um maior nimero de alunos a poder participar, o que
inclui os de zonas mais distantes ou mesmo isoladas. Este
aspeto promove também um maior envolvimento das fa-
milias que chegam a contactar os professores procurando
ideias para acompanhar os filhos. A vertente inclusiva das
Competicdes é sublinhada pelos docentes no sentido em
que permite que os alunos adquiram mais autonomia, au-
toestima, fiquem com aquela ideia de que sdo capazes de re-
solver aquele tipo de desafios.

Trazer as CompeticGes para a aula de matemdtica

O facto de serem grandes entusiastas da resolugio de pro-
blemas do Campeonato acaba por transparecer na forma
como os docentes acompanham os seus alunos. Uma das
professoras resolve cada novo problema assim que este é
langado na pagina do Subiz e, ja a pensar nas suas aulas,
tenta definir pelo menos duas estratégias diferentes. Toda-
via surpreende-se sempre quando os seus alunos acabam
por fazer outro raciocinio e apresentam resoluces criati-
vas, diferentes das suas. Com essa experiéncia reconhece
que tem aprendido muito com os seus alunos.

[E]les tém uma forma de pensar muito diferente da nossa (. . .)
nés j estamos um pouco viciados. (entrevista P2)

Para além de recorrerem as Competicdes para reforcar o
trabalho na resolucio de problemas nas aulas de Substitui-
¢do ou de Estudo Acompanhado, enquanto as havia, tam-
bém utilizam estes problemas na aula de matematica. Se-
lecionam um problema e projetam-no para a turma toda,
mesmo que s6 alguns alunos estejam a participar nos Subs.
Como refere um dos docentes, esta é uma maneira de os in-
tegrar no estilo das Competigges, por isso opta por resol-
ver os primeiros problemas em sala de aula. Inicialmente
dé algum tempo para explora¢io auténoma por parte dos
alunos para eles pensarem, para se irem orientando e discu-
tirem. Nos minutos iniciais ndo tira dividas e incentiva a
uma leitura cuidada pois entende que eles tém de ler, tém
de reler vdrias vezes, tém de experimentar.




Geralmente, quando percebem que os alunos estio um
bocado embrulhados nesses momentos iniciais, estes profes-
sores ddo pequenas dicas para ajudar a desbloquear, mos-
tram exemplos de abordagens ou sugerem formas de organi-
zar a informagao para ampliar a diversidade de ferramentas
de resolugdo de problemas. Quando alguns alunos encon-
tram uma solugdo, abrem uma discussio i turma a fim de
comparar estratégias e resultados. As vezes nao é possivel
encerrar a discussdo na aula e os alunos levam esta tarefa
para concluir em casa — o que também permite mostrar
que a resolugdo de problemas € um processo que nao € ime-
diato e que pode ser necessario mais tempo para encontrar
a estratégia mais adequada.

A semelhanca do que é exigido nas Competicdes, estes
professores insistem em que os seus alunos justifiquem
0s processos usados e apresentem argumentos validos. Tal
insisténcia ndo visa apenas fazer cumprir as regras, ja que
consideram que € fundamental ser-se capaz de expor o que
se pensou e o que se fez, mas encaram ainda este requisi-
to como uma forma de ver se eles tém confianca naquilo que

fazem.

Também nas aulas, os professores projetam a pagina
das Competigoes com a tabela de resultados para que a tur-
ma acompanhe o progresso dos participantes. O que mo-
tiva os alunos mais jovens é verificar se alguma das reso-
lugdes da turma foi escolhida como resolucdo admirdvel e
publicada na pagina. Esta atitude leva a que uma das do-
centes encoraje os seus alunos a serem inventivos e a en-
contrar varias estratégias de resolucdo do mesmo proble-
ma. Diz-lhes:

esmerem-se a fazer e sejam originais (...) pensem 14 de outra ma-
neira, pensem na primeira e agora vejam 14 se nio h outra mais
interessante. (entrevista P1)

Depois de os seus alunos se ambientarem com algumas téc-
nicas ou estratégias, estes professores insistem para que re-
solvam os problemas sozinhos e continuem a participar de
forma auténoma. Sempre que lhes pareca oportuno, tam-
bém recorrem aos problemas dos campeonatos para tra-
balhar determinados contetidos programéticos e apontam
duas possibilidades, assim resumidas:

podemos utilizd-los tanto para introduzir contetidos, como apli-
cagdo de contetidos para resolver. (entrevista P3)

No fundo, estes professores encontraram nas Competicdes
Subr2 e Subi4 uma forma de motivar os seus alunos para
a resolugdo de problemas e para a matematica. Reconhe-

cem, com algum desidnimo, que muitos alunos tém g ideia
de que resolver um problema ¢ uma coisa chata, muito dificil,
muito complicada, s6 acessivel a alguns. O desalento conver-
te-se em esperanca quando sentem que o seu esforco di-
rio é recompensado:

amedida que se vai encaminhando, eles vio sendo capazes de fa-
zer e depois dizem «afinal era muito ficill». (entrevista P2)

A persisténcia €, assim, um das aprendizagens que estes
professores tentam desenvolver nos seus alunos, mas s3o
eles préprios reflexo de uma certa perseveranca: a de incluir
frequentemente tarefas de resolucio de problemas nio ro-
tineiros nas suas aulas de matemitica — leva um certo tem-
po, ndo se pode desistir logo & primeira!

Notas
1 http://fctec.ualg.pt/matematica/sestrelas/
2 htips://sites.google.com/site/problematwebeng/
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tada aos nossos alunos constitui, a0 mesmo tempo, uma
mentira e um erro pedagdgico. Uma mentira, porque re-
presenta uma quase inversio da sequéncia que tem lugar
no tempo e na histéria. Um erro pedagégico porque inibe,
nos nossos alunos, a actividade matematica, a capacidade
de inventar (reinventar) a Matemética.» (p. 10). Apés esta
paragem, que espero vos ajude a refletir um pouco, convi-
do-vos a saborear uma maca da Maria na revista niimero
2. A partir do conhecido problema Quantas magis tinha
a Maria, Eduardo Veloso apresenta varias resolucdes e vai
muito além com varias generalizacoes. Bom apetite!

Saltamos agora algumas estacdes e paramos na revista
numero &, dedicada 3 resolugdo de problemas. Sendo as-
sim, embora nio explicitamente, este foi o primeiro nime-
ro tematico da revista. A capa, realizada por Eduardo Veloso,
apresenta uma «lousa» com o enunciado de um problema e
o editorial, sobre a resolucio de problemas nos programas
da época, é de Paulo Abrantes. Desta revista destaco dois
artigos: Aspectos metacognitivos na resolucio de problemas de
matemdtica de Domingos Fernandes e Um (bom) problema
(ndo) € (s6) . . ., de Paulo Abrantes. Domingos Fernandes
propoe-se encontrar resposta a trés questses: «1) O que é
a metacognicao?; 2) Porque é que os aspectos metacogni-
tivos sdo importantes para o ensino/aprendizagem da re-
solucdo de problemas?; 3) Que podemos nés, professores
de Matematica, fazer no que respeita a0 ensino dos aspec-
tos metacognitivos?» (p. 3). Levanto um pouco do véu com
um trecho do artigo, que se enquadra na terceira questdo,
«(. . .) interessa que o professor em vez de apresentar a so-
lugdo de um problema, se empenhe na sua resolucio. O
que isto implica é que o professor ao demonstrar como se
resolve um dado problema, deve explicitar as decisges que
tomou e deve explicitar como avaliou e controlou tais deci-
soes.» (p. 5). Paulo Abrantes contextualiza a resolucdo de
problemas no curriculo e a partir de sete exemplos discu-
te 0 que € ou ndo um (bom) problema. Quase no final do
artigo podemos ler o seguinte: «A definicio de hom proble-
ma € uma nogdo relativa ndo s6 porque depende, como vi-
mos, dos conhecimentos que o aluno dispoe mas também
por outras razbes de natureza educativa.» (p. 35). A (re)lei-
tura destes artigos constitui uma excelente oportunidade
para refletir sobre como trabalhamos a resolucdo de pro-
blemas com os nossos alunos.

Continuando a reflexao sobre a resolucio de problemas
na aula de Matematica paramos na revista 17 e (re)lemos o
artigo de Anténio Borralho, Funcoes dos problemas no pro-
cesso de ensino/aprendizagem da Matematica, que nos guia
pelas seguintes funcoes: funcio educativa, funcio de ensi-
1o e funcdo de desenvolvimento. A que se referir Anténio

Borralho? Aqui fica um exercicio para o leitor: cada trecho
diz respeito a uma fungio, qual é qual? Trecho 1 — «A pro-
posta de um problema a um aluno é a oportunidade para
que este se confronte com uma situacio matematica na
qual se incluem determinados conhecimentos sob a for-
ma de termos ou expressdes matematicas, relacdes quan-
titativas, operagBes mateméticas, etc, que s3o necessarios
aplicar ou realizar para obter respostas.» (p. 13). Trecho 2 —
«(. . .) a principal funcdo da escola, no que respeita ao ensi-
no, devera estar mais vocacionada para fomentar no aluno
a possibilidade de este adquirir o conhecimento por si pro-
prio, do que doté-lo de grandes volumes de informacao, até
porque isso seria impossivel de se atingir se tivermos em
conta o vertiginoso aumento dos conhecimentos de cada
campo cientifico.» (p. 14); Trecho 3 — «Esta funcao englo-
ba, também, a formaciio de sentimentos /atitudes positivas
face ao trabalho em geral, e & resolucao de problemas em
particular» (p. 13). N3o posso deixar de manifestar a mi-
nha frustragdo por, passados 23 anos, depois das recentes
alteracdes curriculares, termos voltado a ter programas de
Matematica que ignoram, mais acentuadamente ainda, a
afirmacdo do trecho 2.

Algumas revistas depois, no niimero 21, na seccdo Para
este nimero seleciondmos, é-nos apresentado o artigo Re-
solugdo de problemas e concepcdes acerca de Matemdtica de
Martha L. Frank originalmente publicado no Arithmetics
Teacher de janeiro de 1988, «salienta a necessidade de pro-
mover mudangas nas concepcdes dos alunos acerca da Ma-
tematica e da resolucdo de problemas. (--.) Sem esquecer
que as concepeoes dos alunos ndo mudam da noite para
o dia. Martha Frank apresenta sugestoes para o ensino da
Matematica que poderio influenciar positivamente a actua-
¢ao dos alunos na resolugao de problemas.» (p. 21). (Re)leia
0 artigo e reflita sobre a questdo: Serd a realidade atual as-
sim tdo diferente?

Dez ntmeros depois, Ana Maria Boavida, com o arti-
go Matemdtica e resolucio de problemas: miiltiplos olhares
dos professores, interpreta a influéncia das concegbes dos
professores sobre a matemética na forma como ensinam.
Apresenta alguns resultados de um estudo, por si condu-
zido, onde explora relaces entre as filosofias pessoais so-
bre a matemitica de quatro professores e as suas interpre-
tagGes de problema e resolugio de problemas. Ana Maria
Boavida agrupou os sentidos que os professores em estu-
do concedem a resolucdo de problemas no dmbito do cur-
riculo de Matematica em torno de trés eixos «a) problemas
como exercicios: auséncia de problemas enquanto objetos
de pesquisa (Duarte); b) problemas como um conteado a
ser somado ao curriculo de matemética (Inés e Paula); ¢)
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resolucdo de problemas enquanto via educativa para o en-
sino e aprendizagem da matematica (Maria)» (p. 45). Para
sabermos mais sobre as rela¢bes acima referidas teremos
de (re)ler o artigo.

Uma outra paragem que fiz foi na revista 6o, para re-
ler o artigo Cinco problemas, onde cada um de cinco au-
tores apresenta um dos problemas: a conjetura de Kepler,
o tltimo teorema de Fermat, a conjetura do fole, o teore-
ma das quatro cores e o terceiro problema de Hilbert. Es-
tes problemas foram a inspiracdo para as capas dos cinco
ntimeros publicados no ano 2000, ano Mundial da Mate-
mitica e foram resolvidos durante o século XX. Fascina-
-me sempre ver como a matematica evolui e o prazer e a
paixdo que desperta, levando pessoas a envolver-se na re-
solu¢do de um mesmo problema durante anos. Como con-
seguiremos despertar este prazer e esta paixao nos nossos
alunos? Nio serd certamente, na minha opinido, sobrecar-
regando-os com definicdes e notacdes desnecessarias. Por
falar em prazer . . . José Paulo Viana lanca assim um desa-
fio a Eduardo Veloso «Deu-me um enorme gozo resolver
este problema. Se nio o conheceres (do que duvido .. .)
julgo que também o apreciaras.» (p. 5). Claro que este de-
safio foi aceite. Surgiram cinco resolu¢oes diferentes que
sdo apresentadas num artigo na revista 78. Além de José
Paulo Viana e Eduardo Veloso, também resolveram o pro-
blema Anténio Bernardes, Cristina Loureiro, Florinda Cos-
ta e Rita Bastos. Ao (re)ler o artigo ndo s6 teremos acesso
a cinco resolucdes, mas também a uma reflexdo sobre as
estratégias utilizadas: «(. . .) é possivel encontrar uma es-
tratégia velha de séculos, sendo milénios, na resolugao de
problemas de geometria: supor o problema resolvido e pro-
curar relagGes entre os varios objectos geométricos, espe-
rando-se que dai resultem indicaces para a resolucio do
problema posto» (p. 12). Aconselho a (re)leitura com algum
tempo disponivel, para poder também aceitar o desafio.

Na revista g7, dois artigos sobre resolucdo de problemas
despertaram a minha atencio: Da selha da roupa a forma
do bolo e Respostas reais para problemas reais. No primeiro,
Susana Carreira, Ana Maria Boavida, Hélia Oliveira e Leo-
nor Santos, a propésito de uma proposta de trabalho colo-
cada na formacio de professores acompanhantes do Plano
de Matematica, discutem questdes acerca da natureza dos
problemas; no segundo, Jorge Cruz explora ideias que su-
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poe consensuais sobre como implementar a resolucio de
problemas na sala de aula. Uma das ideias apresentadas
por Jorge Cruz é a seguinte «[o] uso tradicional de proble-
mas no final de uma sequéncia, como se fosse para provar
que os conhecimentos teéricos tém aplicacio em contex-
tos reais (nos quais os problemas podem surgir) é insufi-
ciente» (p. 38). Serd mesmo consensual, ou os nossos de-
cisores politicos na 4rea da educacdo andam distraidos?

Mais a frente, na revista 114, reli com agrado uma en-
trevista de Jeremy Kilpatrick a George Pélya, onde sio co-
locadas questdes como «De onde vieram as regras e mé-
todos heuristicos que estdo no How to solve it?!! Qual a
sua origem?». A partir destas questdes a entrevista foca-se
na resolucdo de problemas e vemos como Polya responde
sem pretensiosismos a todas elas. Delicie-se como eu (re)
lendo esta entrevista . . . Ndo terminei aqui a minha via-
gem, mas termino aqui as sugestdes sobre a viagem que
empreendi. Desafio-os a continud-la. Porém, reforcando a
importincia da resolucio de problemas para a matemati-
ca, e consequentemente para a educacio matemdtica, nio
posso deixar de vos presentear com uma citacio do recen-
temente galardoado com a Medalha Fields (2014), Manjul
Bhargava, o primeiro matematico de origem indiana a re-
ceber esta medalha: «— Os alunos nao deveriam ser ensi-
nados a resolver problemas como robés; em vez disso, eles
deveriam ser guiados a descobrirem ideias matematicas
chave por si proprios. A matematica deve ser um processo
de descoberta criativo e estimulante!»#!

Afinal, o que seria a matematica e a educacao matema-
tica sem problemas? Dos bons, é claro!

Notas

[1] Trata-se do livro de G. Pdlya de 1945 (1.* edicio) —em
portugués Como resolver Problemas tradugao de Leonor
Moreira (Gradiva, 2003).

[2] http://indiatoday.intoday.in/story/fields-medal-
winner-manjul-bhargava-interview-3-ancient-
indian-mathematicians-his-
inspiration/1/377773.html
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