do

¢

tduca

Preco 5.?5§ s

c014

Sefembro oo Qutubro

OUe Jod S0J3Wnu § oo apepiaipolad M




(q0]
O
&
(O]
~
4+
(98]
Al
]
==

EDUCACAO E MATEMATICA

Diretora Lina Brunheira
Subdiretora Helena Rocha
Redacdo Antdnio Fernandes

Claudia Canha Nunes
Cristina Tudella
Helena Amaral

Irene Segurado
Isabel Rocha
Manuela Pires

Paulo Alvega

Rita Mestre

Silvia Zuzarte

Colaboradores Permanentes

Anténio Domingos Tecnologias na Educacao Matemdtica
Cristina Loureiro Caderno de Apontamentos de Geometria
Grupo de Trabalho de Investigacdo da APM Espago GTI
José Paulo Viana © problema deste numero

Colaboradores em 2014
Joana Latas Matemdtica do Planeta Terra

Capa Antdnio M. Fernandes
Paginacdo Gabinete de Edicao da APM

Entidade Proprietdria

Associacdo de Professores de Matematica

Rua Dr. Jodo Couto, 27-A, 1500-236 Lisboa
Data da publicacao Outubro 2014

Tiragem 1700 exemplares

Periodicidade

Jan/Fev, Mar/Abr, Mai/Jun, Set/Out e Nov/Dez

Impressdo

ASPRINT, Apolindrio Silva, Unipessoal Lda
Nicleo Empresarial de Mafra

Av. Dr. Francisco S4 Carneiro, Bloco C — 12 cave
2644-006 Mafra

Deposito Legal n.° 72011/93
Registo no |CS n.® 124051
ISSN 0871-7222

Parte Pago

Sobre a capa

Fotografia de José Sebastido e Silva e da sua mulher,

Virginia Adelaide Sebastido e Silva (Rossio, 1955) —Espdlio
familiar (Agradeco & Anabela Teixeira por ter trazido ao meu
conhecimento esta fotografia e ao Eng, Carlos Sebastido e Silva
a cedéncia de digitalizactes da fotografia original, bem como a
autorizacdo para a sua utilizacao.)

A capa deste nimero pretende chamar a atencio para a
comemoracdo do centendrio do nascimento do Prof. José
Sebastido e Silva. Deliberadamente apresenta-se aqui o grande
matematico numa faceta mais humanizada.

Aproveito a ocasido para chamar a tencao dos leitores da
Educacdo e Matematica, para a recém inaugurada exposicao
José Sebastido e Silva — O Homem, O Cientista, O Professor,
que permanecerd em exibicao na Reitoria da Universidade de
Lisboa até 19 de dezembro de 2014. Mais informages sobre
esta exposicao e outros eventos a realizar durante o ano letivo
2014/2015 em www.sebastiaoesilvaiooanos.org.

Antanio M. Fernandes

Neste niimero também colaboraram

Adelina Precatado, Ana Rita Branco, Ana Romano,

Branca Silveira, Carlos Farias, C. Miguel Ribeiro, Cétia Rodrigues
Sousa, Hélia Gongalves Pinto, Helena Rocha, Isabel Gil,

Isabel Leite, José Filipe, José Paulo Viana, Leonor Santos,
Manuel Lagido, Maria do Céu Rolddo, Patricia Damas Beites

e Paulo Aforiso,

Saiu da redacao

Alice Carvalho deixou de integrar a redacdo da Educacio @
Matemdtica. Durante treze anos deu um contributo inestimavel
para a qualidade da nossa revista e para o trabalho em equipa.
Por tude, o nosseo agradecimento.
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O saber dos professores

H4 muitos anos que o inicio do ano letivo ndo era tdo aci-
dentado, embora eu ja consiga recordar muitos... A comu-
nicacdo social encarrega-se sempre de dramatizar todos os
incidentes, mas de facto o cendrio da escola neste Outubro
de 2014 é sem dcivida desanimador — para os professores e,
para os cidad3os e para todos aqueles que se envolvem h4
muito na qualidade do ensino e no desenvolvimento profis-
sional dos docentes — como é o caso da APM, de outras as-
sociagdes profissionais, e de modo geral das universidades
e politécnicos que realizam formacao de professores.

Partilho do descontentamento geral, como tenho tornado
publico. Mas mais que os incidentes e bizarrias lamentaveis
da pequena politica que nos invade todos os dias, preocu-
pa-me uma subtil, mas fortissima, alterac3o na constru¢io
deliberada do que me parece a desvalorizagdo dos profes-
sores e de que talvez nem os préprios tenham uma cons-
ciéncia clara, arrastados como estdo na luta pela sobrevi-
véncia. Refiro-me ao desprezo reiterado pelo conhecimento
profissional, aquele saber que deve distinguir um professor,
e que o legitima socialmente para ensinar, lhe dd uma «li-
cenga» expressiva do reconhecimento publico da especifi-
cidade daquilo que faz. Sem entrar nas minudéncias teéri-
cas, recordo que um saber profissional — neste caso, o dos
professores — se caracteriza por combinar e mobilizar ade-
quadamente vdrias componentes de conhecimento para a
sustentacdo da acdo especifica daquele profissional.

Todos os saberes profissionais se constituiram gradu-
almente a partir de uma espécie de pré-histéria em que os
«oficiais» do oficio procediam por senso comum, numa base
de tentativa-erro... Assim foi com o recurso aos barbeiros na
histéria que antecede a profissionalizacgo dos médicos... ou
com a cultura benévola e pritica de Jodo Semana, que cui-
dava mais por instinto e afeto que por saber cientifico...

A medida que uma profiss3o se afirma e se distingue,
invoca, constréi e defende a especialidade do seu saber —
passa a exigir-se que s6 quem sabe possa exercer. E que,
para isso, seja formado nesse saber profissional, como Né-
voa bem assinalou na histéria que traca da profissdo em
Portugal.

E precisa de saber o qué para ser professor?...

De uma forma simplificada, as politicas de formacao
tém incorporado, com graus varidveis de profundidade, e
com nomenclaturas diversas, o reconhecimento da exigén-
cia de quatro grupos de componentes de conhecimento pro-

MARIA DO CEU ROLDAO

fissional docente, a combinar na formacdo: conhecimento
dos contetidos a ensinar (designada em geral como com-
ponente cientifica), conhecimentos ligados ao como ensi-
nar (subsumidos na designacio componente pedagdgica
e/ou diddtica), conhecimento do aluno e do seu contexto, e o
conhecimento prdtico (oferecido em formatos de estdgio,
practicum, prética profissional) corporizado na formacao
mediante dispositivos variados de contacto e/ou imersdo
no contexto de trabalho, desejavelmente supervisionada, e
com graus de responsabilidade varidvel do formando face
a acdo plena de ensinar.

Politicas recentes em Portugal vém lamentavelmente em-
pobrecendo este cruzamento de elementos do saber profis-
sional internacionalmente aceite na comunidade investiga-
tiva e nos fora de politicas educativas (como a OCDE ou a
Comissdo Europeia), aproximando-o do senso comum e es-
batendo a complexidade requerida para o saber de um pro-
fissional, atribuindo centralidade acrescida e quase exclusiva
a componente de conhecimento de conteidos com desva-
lorizac3o tendencial das restantes componentes. Esta ten-
déncia é patente em reformas pontuais de disciplinas curri-
culares e no discurso publico dos responséveis que retoma,
numa anacronia incompreensivel, a velha maxima do tem-
po dos nossos pais «quem sabe ensinas... Regresso  pré-
-histéria da profiss3o... Ao tempo em que qualquer um po-
dia «dar aulas»... Perda do empowerment conquistado ao
longo de mais de cem anos de profissionalizacio desta nos-
sa acdo de ensinar enquanto fazer com que outros apren-
dam, cada vez mais essencial se queremos uma sociedade
equitativamente mais educada.

Ainda que muitos professores ndo se déem conta, o po-
der estd a ser-lhes retirado silenciosamente, o tnico poder
que os dignifica e que pode afirma-los socialmente e realiza-
los profissionalmente — o poder do seu conhecimento.

Uno a minha voz & daqueles muitos que, nesta revista
e noutros locais, se continuardo a bater por uma profissao
cada vez mais reconhecida e respeitada, e estdo dispostos
a trabalhar por isso. Defendida na exigéncia acrescida do
seu saber e do respeito que lhe é devido. Mesmo quando
os ventos sao adversos.

Maria po CEu RoLbio
FACULDADE DE EDUCAGAO E PSICOLOGIA
UNIVERSIDADE CATOLICA PORTUGUESA

EDITORIAL

Marta do Céu Reldia
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licacdes APM

Agenda do Professor 2014-2015
dia-a-dia com a Matemdtica
Lurdes Figueiral (APM, 2014)

Para este ano fazemos um convite a (re)visitar

as proporcoes. Fonte fecunda de exploracdes

e aplicacoes matemiticas, o trabalho com

as proporcdes permite ainda diversas conexdes com
outras dreas da ciéncia e da cultura, em especial
com as artes visuais, a muisica, a arquitetura,

a filosofia e a histoéria.

Conexdes da Geometria
A recta real
Eduardo Veloso (APM, 2014)

CoNEXOEs DA GEOMETRIA
A recta real

TEXTOS DE GEOMETRIA PARA PROFESSORES
Grupo de Trabalho de Geometria

0 ; LA g, 19I5 1420
14780 rmf‘N:a i 14150
- AL AR TAM2IS. 142356

AssociacAo DE PROFESSORES DE MaTeEMATICA

Textos de Geometria para Professores

Esta colectinea de textos, editada pela APM

e da Responsabilidade do Grupo de Trabalho

de Geometria (GTG), tem por fim o desenvolvimento
profissional dos professores nos ensinos bésico e
secundario, em particular no tema da geometria.
Tentaremos ter em atengao, como factor orientador
dos contetidos que escolhemos para os textos e da
forma como sio tratados, o proposito cultural

que enfatizamos para o curriculo de matemética,
nomeadamente o conhecimento da sua histéria,

da sua intervencdo nas diferentes civilizacoes e das
caracteristicas préprias como aborda a realidade

e se desenvolve como ciéncia.

A Colectinea foi iniciada em 2012, com a publicacio
da obra Simetria e Transformacoes Geométricas.




A melhor resolucao existe?

CAR10S FARIAS

Alguns professores questionam-se sobre o motivo de o
GAVE/IAVE, quanto aos exames nacionais, publicar ape-
nas as provas e os critérios de classificacio, deixando para
outras instituicoes (sociedades cientificas, agsociacoes de
professores, editoras etc) o trabalho de escreverem uma re-
solucio. E comum ouvir a resposta que, assim, o GAVE/
IAVE evita a exposicio e as consequentes criticas, ainda
gue construtivas, como a que se segue.

O Teste Nacional Intermédio (TNI) de Matematica A,
ministrade no passado dia 30 de abril de 2014, em muitas
escolas secundarias, aos alunos do 12.° ano, leyou a algu-
mas retlexoes que agora se partitham.

Questoes prévias:

A melhor resolucao de wm problema (de matematica)
existe?

Se existe, o que deve ter a melhor resolucio de um pro-
blema (de matematica)?

Qual é a melhor resolucao para um problema (de
matematica)?

O que nos leva a optar por dete ada reso a0, de
DIrople d (e C C (e C O Ude O ]
e pe 0s € 020 ematico Por exemplo
nroble de xadrez, O ero o de lances e

N

decisivo para valorizar a resolucdo apresentada. Num pro-
blema de damas, se a resolucao nao for timica, diz-se que
tem dual (ou duais) e perde muito do seul valor, O mesmo
se passard em problemas de bridge, go, sudoku etc.

E quanto aos problemas de matematica?

Uns dirdo que a melhor resolucao € a primeira que faze-
mos, como quase tudo na vida, a primeira vez € especial.

Outros dirao que ¢ a mais «curta». Aqui surge outra
questao: cotmo medir o tamanho? Sim, aqui o tamanho im-
porta. Entre uma demonstracio de dez paginas e outra de
duas paginas, somos levados a pensar no ambiente e im-
primir a mais pequena.

F se a de duas paginas apenas for entendida por meia
diizia de sibiog em lodo o mundoe? Ha demonstracoes de
teoremas que estio «reservadas», no sentido de acessiveis,
apenas a um escol de materdaticos e longe dos conhecimen-
to e entendimento dos reslantes.

Todos concordardo que a possibilidade de massificar o
conthecimento matematico (e ndo s6) é uma atitude nobre

ne de perigo para o ediocre ompetente

demo H = eamente, geradora de e me
or demo a, na senda de Bento de Je ae

) () D




1. Seja f afung&o, de dominio [}, definida por
Ix+1+e™

f(x)=
4x+Inx
%

1.3. Na Figura 2, estdo representados, num referencial o.n. xOy,
parte do grafico da fungéio f, os pontos 4 e B, ambos

pertencentes ao graficode f, e areta AB
Sabe-se que:

e areta AB € paralela a bissetriz dos quadrantes pares;

e os pontos 4 e B tém abcissas siméfricas;

¢ aabcissa do ponto A pertence ao intervalo 10, 1]

Seja a a abcissa do ponto 4

Determine o valor de a, recorrendo a calculadora grafica.

Na sua resposta, deve:
e equacionar o problema;

se x<0
se x>0
II}'
B
f
A
Figura 2

e reproduzir, num referencial, o grafico da funcdo ou os graficos das fungdes que visualizar na

calculadora, devidamente identificado(s);

* indicar o valor de a, com arredondamento as milésimas.

Figura 1. Iltem 1.3 do TNI de 30/04/2014.

Portanto, alguns defenderio que a melhor resolugio é
a que necessita de conhecimentos mais bisicos e, assim,
estar ao alcance de um maior nimero de pessoas.

Ha professores para os quais as melhores resolucdes sdo
as dos seus alunos e s3o essas que colocam na «pedra» (nos
tempos modernos, com os quadros brancos, nem se sabe
como chamar a esse material). Depois se, por algum mo-
tivo, consideram pertinente analisar algum pormenor de
outras resolucdes feitas na componente nio letiva, orien-
tam a discussao na tentativa de se alcancar esse objetivo.
Ha também razdes «sentimentais» para decidir por uma
resolugdo, a preferida, por exemplo, se utilizar ferramen-
tas do campo (ou do ramo) em relacio ao qual se tem pre-
dilegdo. Havera outras razdes, sobre as quais ndo se consi-
ga explicar o porqué dessa eleicdo.

Segundo Hoffmann [1], Paul Erdés dizia que «se Deus
existe entdo deve ter um Livro com as mais belas demons-

1.3.

traces» e a histéria da matemaética mostra-nos que, mes-
mo apés a demonstragdo de um resultado, muitos conti-
nuam em demanda da que consta no Livro.

Pelo facto de ser oriunda do GAVE/IAVE, uma reso-
lugdo ndo tem que vir diretamente do Livro, como alguns
que trabalham diariamente com matemitica consideram
e que s6 pode gerar alguma inquietagdo.

Como dito no inicio, isto vem a propésito do TNI de 30
de abril de 2014.

Analisemos alguns dos seus itens e respetivas
resolucdes.

No Grupo I, temos o item 1.3 (Figura 1), cujos Critérios
Especificos de Classificagdo se apresentam na Figura 2.

A resolucio que o GAVE/IAVE apresentou para o item
1.3 é a que consta da figura 3.

20 pontos

Identificar o declive da reta AB

2 pontos

Apresentar, em fungdo de a, a ordenada do ponto A
Apresentar, em fungdo de a, as coordenadasdoponto B ... ...

Determinar, em fungdo de a, o declive dareta AB

Equacionar o problema

2 pontos
2 pontos

4 pontos

4 pontos

Raproduzir ofs) grafico(s) visualizado(s) na calculadora

Indicar o valor pedido ........

3 pontos

3 pontos




1.3. Como areta AB ¢é paralela a bissetriz dos quadrantes pares, o seu declive é iguala —1

Tem-se: f(a)= 4atlng -Llna =4 +-h-;'-3£-

Ina

f(—a)=-3a+1+¢% pelo que oponto 4 tem

coordenadas (a.4 +—-—-) eoponto B tem coordenadas (—a,—3a+1+e%)

a L

Portanto, o declive da reta 4B é dado por

4+%§_oaa+1+eﬂ 3+%§+3a—f

3+M+ 3x—e*

a—(-a) 2a

Assim, a solugdo da equacdo .3 T =-1, nointervalo ]0,1[, éo valorde a
'3wi—£-:—3x~-e*‘r -
Ora, —E —__— ] & 342X 455 ¢=0
2x x

Para resolver esta equac3o, recorremos as potencialidades graficas da calculadora.

Na figura, estd representada parte do grafico da funcdo vA
definida por y =3+ %4- S5x—e*

O zero desta fungdo, no intervalo ]0,1[, é o valor de a

Conclusdo: a =~ 0334

"y

0 /0,334

Figura 3. Resolucdo publicada pelo GAVE/IAVE do item 1.3 do TNI de 30/04/2014.

Apresenta-se uma resolucio diferente da publicada pelo
GAVE/IAVE:
Os pontos A e B tém as seguintes coordenadas
@.fla) e (~a.f(~a)),
respetivamente.
A reta AB ¢é dada pela equagdo: y = —x + b.
Como A € grafico de fe A € AB, podemos escrever

fla)=—a+b.
Como B € grafico de fe B € AB, podemos escrever
fl—a)=a+b.
entdo
fl=a) = fla) = 2.2
ou
fl—a) - fla) = 24=0
coma € 10,1[.

Agora, usando as capacidades gréficas da calculadora,
basta determinar o zero da funcio

R(x) = f(—x) — f(x) — 2.x

:—3.x+1+ex—W—2‘x

em ]0,1[.

Nio esquecendo de reproduzir o grafico visualizado na
calculadora e indicar o valor de @ com a precisdo pedida,
fica o item devidamente resolvido.

Uma opinido pessoal pode ser suspeita, por isso, foi
apresentada esta resolugio a varios alunos submetidos a
realizagdo deste TNI e, perentoriamente, consideraram-na
mais «acessivel».

Como o item solicita a utilizacdo da calculadora grafi-
ca, seria possivel encontrar a resposta, em alguns modelos
de calculadoras, quase sem efetuar cdlculos no papel.

No mesmo teste, em relacio ao item 4, podemos ter algo
idéntico a dizer mas outros comentarios urge apresentar.

Consultando o texto [2], o professor Armando Macha-
do escreve, na pagina 65, o seguinte:

«O programa em vigor n3o exige o conhecimento destas
formulas mas, mesmo que o exigisse, ndo haveria interes-
se em as conhecer todas de cor; bastaria conhecer uma ou
duas e saber como as outras se podem deduzir facilmente
delas. Parece-nos, de qualquer modo, haver interesse em
que o estudante tenha conhecimento da sua existéncia e
saiba onde as procurar no caso de necessitar de as aplicar.
Destacamos por isso as quatro férmulas obtidas:

P27. Quaisquer que sejam os angulos generalizados «
e p, tem-se

cos (i + PB) = cos(x)cos(B) — sen(u)sen(P)

cos (x — B) = cos(n)cos(p) + sen(a)sen(p)

sen (x + p) = sen(njcos(P) + cos(x)sen(p)

sen (x — P) = sen(x)cos(B) — cos(x)sen(p).»

!: OUTUBRO 129




4. Seja g afuncio, de dominic I, definida por g(x)=cosz(i)—sen~(

14

Qual das expressoes seguintes também define a fungdo g7
X
(A) sen ( X )

(B) cos (%)

© sen(35)

(D) cos(—?%)

Figura 4. Item 4, do Grupo |, do TNI de 30/04/2014.

Mas o programa em vigor faz referéncia a estas

formulas?
Sim, em [3] encontramos a frase:

«Poderd aparecer, ainda, como aplicagio do conceito de

produto escalar de dois vetores a deducdo da formula do

desenvolvimento de cos(x — y).» Os itilicos ndo constam

no original.
E ainda:

«As derivadas do seno e do co-seno podem ser obtidas a
partir das férmulas do seno e do co-seno da soma e de que

sen x
x—0 T x

lim = 1». O itilico ndo consta no original.

Em [4], no programa que comegard a ser implementa-

do no 10.° ano, em 2015/16, podemos ler na pagina 24 o

seguinte contetido para o 12.° ano:

«— Férmulas trigonométricas da soma, da diferenca e

da duplicagdo;»

Portanto, a partir de 2017/18, nao ha duwvidas que estas
férmulas fardo parte dos contetidos a serem lecionados no

12.° ano,

Apesar do programa nao exigir o seu conhecimento,

se-

gundo o professor Armando Machado e ndo s6, 0 GAVE/

IAVE ha vérios anos que incluiu no formulario de exame

(e dos TNI), entre outras, as trés formulas seguintes:
«Trigonometria
sen (@ +b)=sena cosb+cosa senb
cos (a+b)=cosa cosb—sena senb

tga+tgh

tgla+b) = W»

As vezes, pretende ainda o GAVE/TAVE que os alunos, caso
necessitem, deduzam as formulas trigonométricas do arco

duplo (ou da duplicagao), fazendo nas anteriores a = b.

4. Resposta (B)

e () s () o2 ) -

Figura 5. Resolucdo publicada pelo GAVE/IAVE do item 4,
do Grupo |, do TNI de 30/04/2014.

Analisando os exames nacionais do Ensino Secundério,
desde 2006, e os TNI do 3.° periodo, desde 2008, foi dete-
tado o recurso as férmulas trigonométricas da duplicacio
nos seguintes itens:
— 6, do Grupo I, do exame da 1.2 fase de 23 de junho
de 2009, 5 pontos em 200

— 3.1, do Grupo II, do TNI de 24 de maio de 2012,
1 ponto em 200

— 3.1, do Grupo II, do TNI de 24 de maio de 2013,

2 pontos em 200

— 4,do Grupo I, do TNI de 24 de maio de 2014, 10 pon-
tos em 200

— 4, do Grupo II, do TNI de 24 de maio de 2014, 3 pon-
tos em 200

— 3, do Grupo II, do exame da 2.¢ fase de 21 de julho
de 2014, 3 pontos em 200

Quanto a cotacio da etapa onde é utilizada a férmula, esta
foi variando, como se pode ver acima.

Voltanido a0 TNI de 30 de abril de 2014, no Grupo I te-
mos o item apresentado na Figura 4.

Na sua resolugdo vé-se claramente o objetivo deste item:
testar se o aluno consegue obter a férmula do cosseno do
arco duplo, partindo da férmula do cosseno da soma que
consta do formulério.

No item 4 do Grupo IT do mesmo TNI, consta a Figu-
ra 4 (ver Figura 6).

A resolugio apresentada pelo GAVE/IAVE (Figura 7)
recorre 4 utilizagdo de mais uma férmula trigonométrica
do arco duplo, neste caso para o seno, observavel nos cri-
térios especificos (Figura 8). Uma devia ser pouco e duas
nio seriam demais, para incluir no mesmo teste.



4. Na Figura 4, esta representada uma planificacdo de uma pirdmide quadrangular regular cujas arestas laterais
medem 4

F

4

p

P s
G E

0 R

H
Figura 4

Seja f aamplitude, em radianos, do angulo FPG (,8 = ]%, ?r[)

A aresta da base da piramide e, consequentemente, a area de cada uma das faces laterais variam em
fungdo de S

Mostre que a area lateral da piramide é dada, em fungdo de [, por —32cosf8

Sugestio — Comece por exprimir a drea de uma face lateral em fungdo da amplitude do dngulo FPS, que podera
designar por @

Figura 6. Item 4, do Grupo I, do TNI de 30/04/2014.

4. De acordo com a sugestdo, seja @ a amplitude do angulo FPS

Seja M o ponto médio de [PS] 4
Tem-se:
sena=-=};f‘; =—Ff,peluque FM=4sena 4
_PM _PM PM = A
008@ = =5 ==, pelo que 4cosa P Py s

Portanto, a 4rea do triangulo [PSF'] & dada por

?fszM =2 X4°°sg X4SeN® _ j6senacosa = 8 x 2senacos = 8sen(2a)

De acordo com a figura ao lado, tem-se @+ f+ a+% =27,

pelo que 2a=21[—%—3=37n-,8

To
[~

\J
S

Tem-se, entdo, 8sen(2a) =Ssen(3TE—B) =-8cosf

Portanto, a area lateral da piramide & igual a
4 x(—8cosf3), ouseja, —32cosf

Figura 7. Resolucdo publicada pelo GAVE/IAVE do item 4, do Grupo Il, do TNI de 30/04/2014.
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FM

Obter FM=4sena ...

................... 20 pontos
Escrever Sena =-=-, em que M designa o ponto médiode [PS] ... 2 pontos
1 ponto
,,,,,, 3 pontos

Escrever 16sena@cosa=8sen(2a) ...

Figura 8. Parte dos critérios especificos de classificagdo do item 4, do Grupo II, do TNI de 30/04/2014.

Apesar de haver quem trabalhe diariamente no ensi-
no da matemética e idolatre as resolucdes do GAVE/IAVE
como vindas diretamente do Livro ou se tratem de pura ins-
piragdo divina, ndo nos devemos resignar.

Deve ser habitual os professores dizerem aos alunos:
«num problema de geometria a rotagao da folha pode ser
decisiva.

Serd que olhando para o [FPS] de outro lado, nos inspi-
ra outra resolug¢io?

Eis outra resolugio, prescindindo da rotacio da figura.
4.PK
ES

Apps) = =2PK =2x4. cos(Z‘a - ;)

(ver *) = 8.cos(m — B) = —8.cos B
Agyces laterais = 4~A[1=ps] = —32.cos

*Como B +2a+ 5=2mentdo 24— 5 =m—B.

Singela, com 3 linhas apenas, se escreve, nao a palavra
«mde», mas esta resolucdo que um aluno do 11.° ano de-
via conseguir escrever antes de comer as filhés e o peru
do Natal.

A vontade de colocar um segundo item, usando for-
mulas trigonométricas para o arco duplo, devia ser gran-
de pois nao permitiu vislumbrar outras resolucdes. A pro-
posito das resolucdes apresentadas, foi enviado um e-mail
ao sr. diretor do GAVE/IAVE, no dia 04 de maio de 2014
(quatro dias apés o TNI), que se deve ter extraviado, uma
vez que ainda n3o acusou a sua rececio.

Analisemos, agora, a prova mais «fresca», o exame da
segunda fase de 2014 de Matemitica A, cédigo 635, reali-
zado em 21 de julho de 2014.

No jornal Piiblico, de 22/07/2014, pudemos ler:

«Por Gltimo, Jaime Carvalho e Silva sustenta que a ques-
tao 1.2 (Figura 10) <€ relativa a resolugdo de uma equacio com
niimeros complexos que nio faz parte do programas.»

Nesse artigo apresentam o professor Jaime Carvalho e
Silva como vice-presidente da APM mas, no contexto da
noticia, seria importante salientar que foi o Coordenador

F

2.0 — 7T/2
/2 —w |
P 5
Figura 9. Para outra resolucdo do item 4, do Grupo II, do
TNI de 30/04/2014.

da equipa que elaborou o programa do Ensino Secundario
em vigor.

Relativamente ao item 5, do Grupo II, recordando os
itens: 4, do Grupo II, do TNI de 30/04/2014 e 6 do Gru-
po 1, do exame da 1.* fase de 2009, seria espectavel que a
expressao para a drea nao fosse A(x) = 16.sen x.cos & mas
sim A(x) = 8.sen(2u).

Neste item, o que tera levado, quem elaborou a prova,
a evitar a utilizagdo da férmula do seno do arco duplo?

12. Seja @ €10, %[
Resolva, em C, aequacdo z>—2cos@z+1=0
Apresente as solugdes, em fungdo de @, na forma trigonométrica.

Figura 10. Item 1.2, do Grupo I, do Exame da 2.2 fase, em
21/07/2014.



3. Na Figura 4, esta representado um pentagono regular [ABCDE]

Sabe-seque AB=1

Mostre que M= 1 —2sen2(%)

|4D |

Nota: AB . AD designa o produlo escalar do vetor AB pelovetor AD

Figura 4

Figura 11. ltem 3, do Grupo ll, do Exame da 2.2 fase, em 21/07/2014.

Escrever |AD I (Tﬂ)
Escrever -‘%:‘é—p— cos? ( l) ( ) (ou equivalente) _.

5
2

Escrever cosz( 5) 1 —sen (’51) (ou equivalente) .

1 ponto

3 pontos

1 ponto

Figura 12. excerto dos critérios de classificacdo do item 3, do Grupo I, do exame da 22 fase de 21/07/2014.

A resposta pode encontrar-se um pouco mais acima, na
mesma pagina, lendo o item 3 (Figura 11), a intuicio logo
nos diz que, aqui, precisaremos da férmula do cosseno do
arco duplo.

Mostrando que DAB = 2.z e usando a «desditosa» for-
mula, mostra-se a igualdade pretendida.

Na Figura 12 apresemta-se parte dos Critérios Especifi-
cos de Classifica¢do para o item 3, do Grupo I e 14 estdo 3
pontinhos para a utilizagdo da férmula do cosseno do arco
duplo.

Mas ndo haverd uma resolucdo sem «sair» dos progra-
mas em vigor?

Serd bom té-la, ndo va algum aluno pedir a anulac3o da
prova, por esta conter 2 itens com contetidos que nio fa-
zem parte do programa.

Sem pretensdes de conseguir alguma resolucio do Li-
vro, analisemos a resposta que se segue para o item 3 do
exame de 21/07/2014.

Na figura 13 esta representado um pentigono regular
[ABCDE], uma diagonal [AD] desse pentigono, a altura [EF]
do [ADE] referente a base [AD] e a altura [DG] do [ABD] re-
ferente & base [AB].

Se AB = 1 entdo AD = %g Quem nunca fez esta de-
monstragio, tem aqui um bom pretexto para fazé-la.

Daqui podemos concluir que

1+ J_

cos(EAF) = cos( ﬂ)

5 4
logo
cosz(z)—3+Jg
5/ 8 7
o T _5+45 ~ Z(E)_—IJH/E
sen(s)— 8 1—2.sen g)—7

A G B

Figura 13. Para resolucdo do item 3, do Grupo I, do Exame
da 2.2 fase, em 21/07/2014.

Por outro lado

CDS(DEB) = cos(D}fG) = _]%‘E
Agora, a igualdade pedida é facilmente concluida, sem o
uso da férmula do cosseno do arco duplo e, apenas, com
base em contetidos lecionados até ao 10.° ano.

No primeiro Critério Geral de Classificacdo, o GAVE/
TAVE escreve: «E aceite qualquer processo de resolucio
cientificamente correto, desde que enquadrado pelo progra-
ma da disciplina (ver nota 1). O critério especifico deve ser
adaptado ao processo de resolugdo apresentado.», a Nota 1
é: «A titulo de exemplo, faz-se notar que nio sio aceites
processos de resolucio que envolvam a aplicacdo da regra
de Cauchy, da regra de L’'Hopital ou de resultados da teoria
de matrizes.» (esta Nota surgiu em 2014, em anos anterio-
res os alunos puderam usar essas regras), no entanto, pela
repeticio dos modelos de Exames e Testes Nacionais Inter-
médios, bem como a insisténcia em certas «resolu¢des-tipo»
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e respetivos Critérios de Classificacio, o GAVE/IAVE assu-
me um papel redutor em rela¢do ao aparecimento de reso-
lucdes diversificadas que muitos professores incentivam.

Recentemente, um estudo de investigadores da Univer-
sidade do Porto concluiu que as escolas privadas preparam
melhor os alunos para os Exames mas as escolas ptiblicas
preparam-nos melhor para enfrentar as dificuldades com
as quais se deparardo no ensino superior. Até que ponto a
formatacdo de exames, resolucdes e critérios de classifica-
¢do contribui para as conclusdes desse estudo?

E que resposta dar & questdo que encabeca o artigo?

A melhor resolucao para um problema (de matemitica)
pode nao existir mas é enriquecedor procurar varios pon-
tos de vista que levem a diversas resolu¢des. Quanto a isto,
todos devemos concordar. Ou nio?
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Desisténcias no torneio

Com a finalidade de treinar os alunos para o Campeonato Nacional de Jogos Matemiticos, o professor desafiou a sua

turma para se juntarem num sabado e fazerem um torneio de Hex, em que cada um jogaria com todos os outros.

Infelizmente, 4 ultima hora, alguns alunos tiveram de desistir e, por este motivo, disputaram-se menos 94 jogos

do que os previstos inicialmente.
Quantos alunos tinha a turma e quantos desistiram?

PONTOS E PLANOS, SEMPRE NO ESPACO

O problema proposto no niimero 127 de Educacao e Mate-
mética foi o seguinte:

Termos quatro pontos no espago, ndo complanares.
Quantos planos existem que sejam equidistantes dos qua-
tro pontos?

Apesar de este problema estar na lista dos meus preferi-
dos, recebemos apenas seis respostas, enviadas por Carlos
Dias, Catarina Ferreira (Viseu), Graca Braga da Cruz (Ovar),
Inés & Luis Bernardino, Mario Roque (Guimardes), Laura
Almeida (Porto Santo).

Figura 2

(Respostas até 31 de dezembro para zepaulo46@gmail.com)

A principal surpresa é que ha mais solucdes do que as
que estamos a espera. Comegamos por descobrir quatro de-
las, julgamos que esta tudo feito mas sé depois de refletir-
mos melhor ¢ que encontramos um segundo grupo de pla-
nos que satisfazem a condic¢do imposta.

Demos a palavra ao Carlos.

Hipdtese A)

Estdo 3 pontos de um lado e 1 ponto do outro lado

Dados 3 dos pontos pensemos no plano por eles definido.

Agora imaginemos um plano paralelo a esse e que se en-
contra a meia distdncia entre ele e o 4° ponto. Este plano estd
& mesma distancia dos 4 pontos (3 estdo de um lado do plano
e 0 4° estd do outro lado).

Como podemos fazer este mesmo raciocinio 4 vezes, dei-
xando de cada vez um dos pontos fora do plano, temos 4 pla-
nos equidistantes dos 4 pontos.

O Mério incluiu os desenhos dos planos, imaginando que
os quatro pontos estdo em vértices de um cubo (figura 1).

Hipotese B)

Estdo 2 pontos de cada lado
Consideremos uma reta a passar em dois dos pontos e ou-

tra reta a passar nos outros dois pontos. (...) Ora, o plano pa-

ralelo a estas duas retas e equidistante delas fica a igual distdn-
cia dos quatro pontos.
Se repetirmos o processo para as outras combinagoes
de pontos obtemos um total de 3 planos equidistan-
tes dos 4 pontos.

Conclus3o, existem sete planos equidistantes dos
quatro pontos (figura 2).

© PROBLEMA DESTE NUMERO
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PONTOS DE VISTA, REACOES E IDE!

A propésito da bandeira nacional...

Estava eu numa aula do 11.° ano de Matemética A de domi-
nios planos, quando me apercebo que o Filipe e a Bérbara
do 11.°E da Escola Secundaria de Vila Verde, estavam agita-
dos. Fui saber o que se passava e |4 comentaram «sé nos
lembrdmos que poderia dar para fazer a bandeira nacionall...
mas ndo temos como fazer o circulo, pois ndo?...» e eu sé
respondi «Podem mudar no Type...» e fui continuar a aula,
corrigimos mais uns dominios planos... até que o Filipe dis-
se «jd estd» e foi uma animac3o... Eu fiquei satisfeita de ver
o verde, vermelho e amarelo da nossa bandeira, mas faltava
a esfera armilar! Perguntei-lhes como fazer?... mas o toque
falou mais alto. Em casa fui pensar nisso, com mais umas
fungdes e alguns cuidados com as definicdes da janela |4
conseguimos ver a nossa bandeira... Experimente!

Escreva no Menu dos Grdficos as condicdes:

« x3 < 0 (defina cor verde, trago grosso)

» x; > 0 (defina cor vermelha, traco grosso)

« r; = 1(defina cor amarelo, traco grosso)

« = 2 (defina cor amarelo, trago grosso)

« rs = 3 (defina cor amarelo, traco grosso)

« 15 =4 (defina cor amarelo, traco grosso)

« r; =5 (defina cor amarelo, trago grosso)

« rg = 6 (defina cor amarelo, trago grosso)

» 1y =7 (defina cor amarelo, traco grosso)

» np = 8 (defina cor amarelo, traco grosso)

1
* o= _E(X —7)(x+7),[-8.8]
(defina cor preta, mantenha o trago fino)

Y M= 4]_9( —7)(x+7),[-8,8]
(defina cor preta, mantenha o traco fino)
© yu=—x+1[-56
(defina cor preta, mantenha o trago fino)
* Py=-x—1[-6,5]
(defina cor preta, mantenha o traco fino)
= Xz = 0.8, [—8,8]
(defina cor preta, mantenha o trago fino)
s X = —0‘8, [—8, 8]
(defina cor preta, mantenha o traco ﬁno)
E )
Fung Graf. :X=
X280 [—]
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Para alterar o tipo de funcdo, escolha TYPE (F3), para al-
terar a cor do grafico e o tipo de traco, ponha o cursor em
cima na condicdo e faca SHIFT, FORMAT (5).

Em SHIFT, MENU (SET UP), defina:

Defina a janela:
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bandeira de Portugal
Um possivel tarefa seria darmos as primeiras condicdes e pe-

dir-lhes a esfera armilar... que poderd ter outras solucdes.

Nota: esta atividade foi resolvida com a calculadora grafi-
ca Casio fx-CG20
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Nestas aulas é melhor falar
do que estar calado!

PaTricia DamAs BEITES, ANA ROMANO

As aulas ditas tradicionais caracterizam-se pela centralida-
de do papel do professor no processo de ensino-aprendi-
zagem. Deste modo, em geral, os alunos tém uma atitude
passiva e o professor, essencialmente, pratica a transfe-
réncia de conhecimento. Estudos, de vérias areas que nio
56 da Educacio Matemadtica e da Didética da Matematica,
apontam para as vantagens na mudanca de paradigma do
referido tipo de aulas. Concretamente, apela-se a centrali-
dade do aluno no processo de ensino-aprendizagem e a sua
aprendizagem ativa.

A Aprendizagem pelos Pares, designada originalmen-
te por Peer Instruction nos trabalhos de Eric Mazur (Fisi-
co da Universidade de Harvard), surge no contexto dessa
mudanca e ainda pela observacio de falhas na aprendiza-
gem conceptual dos alunos. O referido método de ensino-
aprendizagem é centrado no aluno, visa a substitui¢io da
transferéncia do conhecimento pela assimilacio do mes-
mo e, indissociavelmente, a aprendizagem conceptual. Nas
palavras de Mazur, «Ensinar é apenas ajudar a aprender»
(Fiolhais & Pessoa, 2003, p. 21) e o desafio é o de encon-
trar novas maneiras de chegar aos alunos.

Os ACONTECIMENTOS PRECURSORES

No final dos anos 70, David Hestenes (Fisico da Universi-
dade do Arizona) manteve varias conversas com um cole-
ga que lecionava Introducio 4 Fisica. Este Gltimo confes-
sou-lhe as preocupacdes com os seus alunos, pois, semestre
apo6s semestre, a média das suas classificagdes nunca ultra-
passava os 40%. Na opinido de Hestenes, tais classificacdes
deviam-se a que as questdes dos testes do seu colega, con-
trariamente ao que sucedia com outros colegas, exigiam a
compreensdo dos conceitos, ou seja, eram conceptuais.

Hestenes decidiu testar a sua conjetura com a ajuda de
Ibrahim Halloun, um dos seus alunos de pés-graduacio.
Os dois desenvolveram um teste, com questdes conceptu-
ais de escolha multipla, conhecido por Force Concept Inven-
tory (FCI). O mesmo foi realizado, no inicio e no final do
semestre, por cerca de 1000 alunos de sete professores da
unidade curricular Introducio 4 Fisica, os quais leciona-
vam com recurso a aulas tradicionais.
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Os resultados do estudo, nomeadamente a subida de
14% nas classificaces da primeira para a segunda aplica-
cio do FCI, indicaram que «os alunos ndo aprendem mui-
to numa aula convencional (passiva), independentemente
da forma como se ensina» (Fiolhais & Pessoa, 2003, p. 19).
No entanto, os colegas de Hestenes nio consideraram os
resultados, segundo ele, pela ideia pré-concebida de que as
aulas tradicionais s3o o caminho pelo qual praticamente to-
dos ensinam Fisica Introdutéria. Mais ainda, pensar que
havia algo errado com as mesmas implicaria uma mudan-
¢a na pratica letiva,

Alguns anos ap6s a publicacio dos resultados, Mazur
leu o estudo mas estava cético, pois ele era professor na
Universidade de Harvard e os resultados nio se iriam apli-
car aos seus alunos. De facto, os seus alunos tinham boas
notas e ele considerava-se um bom professor. Para provar
que os alunos dele eram diferentes, decidiu aplicar o FCI
e, apos a aplicacdo do mesmo, Mazur ficou chocado. Como
ele préprio afirmou, «They didn’t do much better» (Han-
ford, 2011) e

vendo o teste era de esperar que os meus alunos tivessem 100
por cento e, por isso, fiquei perplexo. A minha primeira reacgio
foi pensar que havia algo de errado com o teste. N3o sabia o que
pensar. Por um lado, os meus alunos tinham boas notas em exa-
mes muito mais complexos, com integracoes, derivacdes (Fio-
lhais & Pessoa, 2003).

A reacio dos alunos perante as questdes conceptuais tam-
bém foi inesperada, tendo os mesmos perguntado: «How
should I answer these questions? According to what you
taught me, or according to the way I usually think about the-
se things?» (Hanford, 2011). Estas perguntas comecaram a
despertar nele um sentimento de que algo estava errado, na
forma como ele chegava aos alunos. Segundo Mazur,

ensinava tal como eu préprio tinha sido ensinado. Afinal, que ou-
tras formas ha de ensinar? E natural, foi como nés aprendemos
e, além disso, temos tendéncia para projetar a nossa propria ex-
periéncia nas pessoas que nos rodeiam. O que pensamos é: «Eu
aprendi assim e, por isso, eles também devem aprender assim»
(Fiolhais & Pessoa, 2003, p. 18).

Foi entdo que ele decidiu mudar a sua préatica letiva, inovan-
do com a criagdo da Aprendizagem pelos Pares. Para Hes-
tenes, Mazur era incomum, pois «He was the first one who
took it to heart» (Hanford, 2011). Os resultados, tendo os pri-
meiros sido publicados em (Crouch & Mazur, 2001), foram
tdo bons que ainda hoje mantém este método de ensino-
aprendizagem e realiza, com os membros do grupo Mazur
em (MazurGroup, 2014), investigacio sobre o mesmo.

Figura 1. Cartdes de votagdo usados pela docente Patricia
Beites na Universidade da Beira Interior

AS PRINCIPAIS CARACTERISTICAS

Previamente a uma aula com Aprendizagem pelos Pares,
os alunos devem ler um determinado conjunto de informa-
¢do, de uma referéncia indicada pelo professor, e resolver
um trabalho de casa associado. Este, a entregar antes des-
sa aula, é constituido por trés questdes: as duas primeiras
construidas recorrendo a aspetos, preferencialmente difi-
ceis, da leitura; a terceira visa a escrita das dificuldades e
diwidas suscitadas pela leitura, das quais se obtém pistas
para a planificacdo.

Na aula, tipicamente, ha os denominados eventos de vo-
ta¢do. Cada um destes comeca com a proposta de uma ques-
tdo conceptual (QC), de escolha maltipla, que deve satisfa-
zer critérios basicos constantes no manual (Mazur, 1997):
focar-se num s6 conceito; ndo se poder resolver imediata-
mente com célculos; estar escrita de forma clara; ter difi-
culdade média; ter opgdes boas. Estas podem ser obtidas,
nomeadamente, através da leitura de: trabalhos de casa,
testes, exames e referéncias com estudos sobre erros, por
exemplo (Bagni, 2001).

Os alunos dispdem entdo de cerca de dois minutos para
pensarem e decidirem individualmente qual a opcio cor-
reta. Decorrido esse tempo, eles votam recorrendo a uma
das seguintes formas de votacio com: as mios; cartdes,
como os da Figura 1; um sistema eletronico de resposta (cli-
ckers), como em (CLC, 2014); os teleméveis, como se des-
creve em (Byrne, 2011). No &mbito da votacdo eletrénica,
pode-se ainda referir o Navigator da TI-NSpire CX, o qual
cria uma rede sem fios para as unidades portateis de uma
turma, (TexasInstruments, 1995).

Apbs a contagem (manual ou eletrénica) dos votos e
desde que a percentagem de respostas corretas esteja en-
tre 35% e 70%, os alunos discutem as suas respostas com
os colegas mais préximos. Entretanto, o professor circula
pela sala de aula, ouvindo e promovendo discussdes fruti-
feras, e pede aos alunos que convencam os colegas, expli-



cando o raciocinio subjacente, que a resposta em que vota-
ram € a correta.

A discussdo dura entre dois a quatro minutos, seguin-
do-se uma segunda vota¢ao em que, de acordo com (Crou-
ch & Mazur, 2001), a percentagem de respostas corretas
deve aumentar. Por fim, o professor explica a op¢do corre-
ta. Uma alternativa a este Giltimo passo de Mazur é solici-
tar a explica¢do a um aluno voluntario, (Beites & Nicolas,
2013). Segundo estes autores, para que os alunos nao te-
nham receio de explicar em voz alta e de errar na presenca
dos seus pares, é importante que o professor diga primei-
ro a opgao correta.

Se a percentagem de respostas corretas na primeira vo-
tacdo for superior a 70%, entdo o professor deve passar di-
retamente para uma explicagdo curta, pois a QC é pouco
benéfica no sentido da discussdo. Também segundo (Crou-
ch & Mazur, 2001), se a questdo estiver bem construida e a
percentagem de respostas corretas na primeira votagao for
inferior a 35%, aparentemente apenas alguns alunos com-
preendem a nogio relevante para ter uma discussao fruti-
fera e a explicacdo, passando pela revisita ao conceito, fica
a cargo do professor.

Resta ainda salientar que, em funcio do conhecimento
que o professor tiver da turma e de cada um dos seus alu-
nos, podem ser feitas mais adaptacoes as indicagoes em
(Crouch & Mazur, 2001). Nomeadamente, por um lado, a
mencionada revisita ao conceito pode passar pelo pedido
de explica¢do a alunos que raciocinaram corretamente. Por
outro lado, ndo estando em causa o receio de errar em voz
alta, a solicitac@o de explica¢do a alunos que escolheram
uma opgio incorreta pode levar a compreensao do erro.

(s PILARES TEORICOS

A Teoria Socioconstrutivista de Lev Vygotsky fundamenta
a Aprendizagem pelos Pares devido aos pressupostos da
Aprendizagem Cooperativa em que a mesma assenta. Con-
cretamente, o conhecimento é construido socialmente, va-
lorizando os papéis do professor como agente mediador, do
aluno e dos seus pares (os outros alunos) em cooperagao.

A chamada Aprendizagem Cooperativa tem por base a
referida teoria, na qual a aquisicao dos processos cogniti-
vos superiores resulta das atividades sociais em que par-
ticipa cada individuo. Segundo Vygotsky, a aprendizagem
decorre da interacdo social e a relacdo da primeira com o
desenvolvimento é explicada pela Zona de Desenvolvimen-
to Proximal (ZDP).

A nogio de ZDP é definida como a diferenca entre o
que o aluno ji sabe, conhecimento atual, e aquilo que pode

aprender, conhecimento potencial. Mais precisamente, tra-
ta-se da

distincia entre o nivel de desenvolvimento actual, tal como é de-
terminado pela solucio independente dos problemas, e o nivel de
desenvolvimento potencial, tal como esté determinado pela solucio
de problemas com a ajuda de um adulto ou em colaboragio com
os colegas mais capacitados (Diaz-Aguado, 2000, p. 136).

Em suma, a aprendizagem ocorre através de interferén-
cias do professor e de outros alunos ao nivel da ZDP de
um aluno. Assim, a discussio desencadeada por questdes
conceptuais, entre alunos e professor mas, especialmente,
entre um aluno e os seus pares, é fulcral para a assimila-
cio do conhecimento que caracteriza a Aprendizagem pe-
los Pares.

ALGUNS RECURSOS E EXEMPLOS

A Aprendizagem pelos Pares, com a consequente constru-
¢do de questdes conceptuais por Mazur em (Mazur, 1997),
foi idealizada para melhorar a aprendizagem dos alunos na
area da Fisica do Ensino Superior. No entanto, como se sa-
lienta em (Romano, 2013) e referéncias ai citadas, o men-
cionado método de ensino-aprendizagem ja foi aplicada nas
mais diversas dreas do Ensino Superior ndo portugués, no-
meadamente, Matematica, Filosofia, Quimica, Informati-
ca e Medicina. Em territério nacional, que seja do conheci-
mento das autoras, a Aprendizagem pelos Pares nem esta
muito difundida nem é muito implementada.

Em diversas unidades curriculares integrantes da Mate-
matica, a Aprendizagem pelos Pares foi colocada em prati-
ca na Universidade da Beira Interior, nomeadamente, pelos
professores Rogério Ser6dio (Prémio de Mérito Pedagogi-
co 2012) e Patricia Beites. Virias questdes conceptuais de
Algebra Linear podem ser consultadas, da autoria desta tl-
tima, em (Beites & Nicolds, 2013) e, sob a designacio de
good questions, em (Terrel, s.d.). No que se refere a Anali-
se, em (Pilzer, 2001) encontram-se duas questoes concep-
tuais, relativas & composicdo e 4 adicdo grafica de fungoes
reais de variavel real, respetivamente. Muitas outras, tam-
bém de Anilise, podem ser encontradas em (Hughes-Hal-
let et al., 2003) e (Hughes-Hallet et al., 2010).

Nas referéncias ja citadas hd material que pode ser apro-
veitado para implementar a Aprendizagem pelos Pares na
Matematica do Ensino Secundario. Neste nivel de ensino,
apesar de haver menos recursos e estudos realizados, men-
cionam-se varias experiéncias bem sucedidas (por exemplo,
em Estatistica, em Economia e em Histéria) em (Schell,
2012) e comecam a surgir algumas teses sobre a temética,
nomeadamente (Iverstine, 2010). Como propostas para a
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TPC: Leitura das paginas 156 a 158 de (Costa & Rodri-
gues, 2012) e respostas, escritas a mao, as trés questoes
subsequentes.

1. Aplicando as regras operatorias dos logaritmos, es-
creve 1 — log, 5 sob a forma de um tinico logaritmo.
Em cada passo deves explicitar a regra utilizada.

2. Sejaa € R™\{1}, fixo. Indica, justificando adequada-
mente, o valor légico da proposicio:

para quaisquer x, y € R™,
log, (x+y) = log_x +log v.
Recorda que deves apresentar uma demonstragdo ou
um contraexemplo consoante o valor logico seja ver-
dade ou falsidade, respetivamente.

3. O que achaste dificil ou confuso na leitura? Se nada foi
dificil ou confuso, entdo diz o que te pareceu mais in-
teressante. Por favor, sé o mais especifico possivel.

Figura 2. Proposta de um trabalho para casa

unidade Funcdo Logaritmica do tema Introducio ao Cal-
culo Diferencial I, nas figuras 2 e 3, exibem-se um traba-
lho de casa e uma QC extraidos de (Romano, 2013).

Depois de conhecer a Aprendizagem pelos Pares, atre-
ve-se a experimentar?
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Matematica ao vivo:

Proporcionalidade

directa no Ensino Basico

IsABEL GIL

Como contribuir para um entendimento mais profundo
de alguns conceitos matematicos é o objectivo subjacen-
te a este registo de situaces em sala de aula. Pretende-se,
através de diferentes estratégias pedagbgicas, que os alu-
nos construam o seu conhecimento de forma progressi-
va e com um nivel de complexidade crescente; que testem
as suas novas ferramentas e as apliquem em contextos di-
versificados; que, em suma, ganhem destreza no racioci-
nio e gosto em atacar uma situagdo problemética por va-
rios dngulos.

1. O QUE £ UMA PROPORCAO

Vamos fazer um jogo? Descubram a palavra em falta:
lua sol
noite  ?
Registem no caderno diario como se 1&: A lua estd para a
noite assim como o sol estd para

Esta foi facil. Experimentem agora:
chave botdo
fechadura ~ ?
Surgem termos como camisa, casaco. Util para chamar a

atengdo para a escolha de termos que ndo permitam ambi-
guidade nas respostas, porque os «problemas» seguintes
vao ser inventados e propostos pelos alunos aos colegas.
Na era do fecho éclair, quantas criangas sabem que um bo-
tdo entra na casa?

«Agora que ja resolvem este jogo tao bem, vamos fazer
mais dificil ainda: de quantas maneiras diferentes conse-
guem «arrumar» os numeros 2, 3, 6 e 9 neste jogo?»

Muito poucos alunos conseguem chegar as 24 combi-
nagdes. Para que todos o fagam, a sugestio de que devem
fixar um dos nimeros e «fazer rodar» os outros ajuda os
mais inseguros.

Quando todos registam as 24 solugdes vao trabalhar so-
bre elas e descobrir que umas funcionam matematicamen-
te e outras ndo. A escolha de niimeros tio bisicos nio é

aleatéria, estes facilitam o clculo mental dos produtos e a
progressdo rapida na tarefa.

«Ora descubram 14 quantas «certas> existem. Nas que
ndo funcionam cortem o sinal de igual para se ler diferen-
te de. As verdadeiras destaquem com um rectingulo».

O trabalho em progresso tinha este aspecto:
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Concluem com a frase: Em 24 solugdes possiveis s6 8 sdo
verdadeiras.

E acrescenta a professora: ...e chamam-se proporcoes!
Vamos 14 descobrir porqué...

A atividade que acabo de descrever foi recebida com en-
tusiasmo pelos alunos e vai ser muito atil quando lhes for
pedido que calculem o termo em falta de qualquer propor-
¢do ou que traduzam uma situagio problemdtica por uma
proporc¢do. Ganham um cuidado especial porque verifica-
ram por si proprios que num universo de 24 possibilidades
s6 8 podem «correr bem». Também compreendem que a
proporcio do colega do lado, embora diferente da sua, pode
ser igualmente vélida.

Todos sabem do fraquinho da professora por chocolates...
e como em dias de festa faz mousse para os amigos, revela
entdo a receita aos alunos, desafiando os rapazes a experi-
mentarem (ha sempre uma aula em que um deles traz or-
gulhosamente a sua grande tigela e a mousse é distribuida
em copinhos de plistico, saboreada e elogiada).

Por vezes nao ha chocolate em casa da professora a ndo
ser a tablete para fazer mousse... e 14 se vai um pedaco!

«Imaginem que quero fazer mousse e s6 tenho meta-
de da tablete. Posso? E faco como?»
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Receita completa Falta chocolate! | Ha poucos ovos!
200g de chocolate 100g ?
250g de agticar ? ?
6 ovos ? 4 ovos
1 c. sopa de leite & ?
1c. sopa de manteiga | ? ?

Se no caso do chocolate o cdlculo é simples, a falta de ovos
exige proporgdes com célculos mais complexos. Aconselha o
bom senso, nos dois tltimos ingredientes, a aceitar o q.b.

3. HA PROPORGDOES POR TODO O LADO

3.1 EscaLas

Tendo como material a régua de 15 cm — que habita sem-
pre em todos os estojos e é obrigatoria nas aulas de Mate-
mética — a professora pede aos alunos que megam o ma-
nual e registem um esbogo no caderno.

Ultrapassadas algumas dificuldades (stéra, a régua é
mais pequena do que o livro, faco como? Pedro, porque
escreveste quatro medidas no teu esboco, descreve-me la
o que é um rectingulo) propde o desenho rigoroso do ma-
nual e todos constatam que vai ter de ficar menor que o ta-
manho real. Relembra que na reprografia podem obter re-
dugdes e ampliactes. Neste caso é precisa uma reducio e
é um deles que propde: 5x mais pequeno. Utilizando duas
proporcdes:

R 1 &

52 5 28
Os alunos estdo familiarizados com os simbolos: b-base e
h-altura. As medidas foram arredondadas (Por excesso? Por
defeito? E porque escolheste arredondar por excesso?).

Os desenhos «rigorosos» passam o crivo da sobreposi-
¢4o no vidro da janela e hd quem se espante: ndo é que fi-
caram mesmo geometricamente iguais?

Com ajuda de uma ficha métrica extensivel repetem o
processo para o desenho da porta e do quadro. Surge a dis-
cussdo de que para estes casos a escala de 1:5 «nio serve»-
se os objectos sio maiores também a redugdo ter4 de ser
mais radical. Chegam a um consenso e trabalham agora
com a escala 1:10 e descobrem que os calculos s3o ainda
mais ripidos, «quem é que ndo sabe dividir por 10!». Des-
ta vez 0 TPC é fazer mais do mesmo: o minimo sdo dois
desenhos e nio podem partir nada 14 em casa.

A aula seguinte é um trabalho a pares que envolve réguas
de 50 cm, mapas rodoviérios, atlas e calculadoras. A ideia
é programarem destinos em viagens de avido, ou seja, em
linha recta, de onde e para onde quiserem: no pais, na Eu-

ropa, entre duas capitais em diferentes continentes. £ obri-
gatorio o registo, para cada viagem, por exemplo:

lem  13cm
120Km = DR
(DR =Distancia Real, por oposi¢ao a Distdncia no Mapa)

Lisboa/Londres - ____

Os registos no quadro sdo por vezes validados por outro
par de alunos com outro mapa, outra escala.

3.2 Os Doi1s SorrrArios, cRONIcA DE Carros Frormais

O texto é delicioso e é lido em voz alta por vérios alunos,
sucessivamente, com interrupgoes frequentes para comen-
tar ou sublinhar pormenores. Os registos no caderno sio
0s seguintes:

N.° de Anos de —_—
assaltos actividade
36 13 700 000€ (El Solitirio)
29 2 500 000€  (Solitirio Portugués)

«Utilizando proporgdes, prova qual dos dois assaltantes foi
o melhor.»
Muitos célculos depois, as conclusdes que convenceram
foram:
a) Se considerarmos o tempo e o dinheiro, ganha o por-
tugués, porque:
2 E
500000 ~ 700000
E = 2,8 (para ganhar da mesma maneira que o por-
tugués, o espanhol s6 precisava de 2,8 anos e teve
de roubar durante 13 anos!)
b) Se considerarmos o n.° de assaltos e o dinheiro:
29 36

500000 ~ E
E = 620 690¢ (ganha o espanhol porque conseguiu
mais do que isto «mas por pouca diferencal« comen-
ta a Rita)
c) Se considerarmos o tempo e o n.° de assaltos, ganha

o portugués, porque:

2 13

29" F
E = 188,5 (0 espanhol teve tempo, como o portugués,
para fazer todos estes assaltos e fez s6 36)

Tal como concluia o cronista, embora noutro contexto, «<Em
justificacdes, ganhamos a qualquer pais do mundo».

IsaBeL GIL
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Conhecimento de futuros professores
dos primeiros anos sobre os diferentes

significados das fracoes

HELIA GoNgALvEs PiINTO, C. MIGUEL RIBEIRO

Uma das dificuldades no ensino-aprendizagem dos nime-
ros racionais relaciona-se com os diferentes significados
das fragdes — tanto para alunos como para professores.
Assim, & necessdrio desenvolver o conhecimento matema-
tico especializado do professor.

Tendo por base a reconhecida necessidade de melhorar
a formacdo de professores e a pretensdo de contribuir de
forma ativa para essa melhoria, iremos discutir alguns re-
sultados relativos aos desempenhos apresentados por fu-
turos professores ao responderem a tarefas que envolvem
os diferentes significados de fragdes.

OS DIFERENTES SIGNIFICADOS DAS FRACOES,
CONHECIMENTO E FORMACAO
DE PROFESSORES

Os alunos adquirem uma compreensao significativa do con-
ceito de numero racional quando lhes ¢ proporcionada a ex-
ploracdo de tarefas que contemplam a maioria dos signifi-
cados das fracdes (Kieren, 1976; Lamon, 2007; Streefland,
1991). No entanto, o facto de se compreender um dos signi-
ficados de fragdo, ndo significa que se tenha conhecimento
do conceito de nimero racional, pelo que se torna necessé-
rio desenvolver uma compreens3o dos vérios significados e
suas inter-relacdes (Kieren, 1976; Lamon, 2007). Alias, o fac-
to de os alunos serem confrontados essencialmente com a
definicdo técnica de fragdo como parte-todo, deixa-os com
uma nogao empobrecida de niimero racional, para além de
considerarem fracdo como sinénimo de parte-todo, excluin-
do os outros significados: quociente, razdo, operador e me-
dida (Lamon, 2007).

Ao nivel elementar, e num contexto escolar, as fracdes
podem assumir diferentes significados (e.g., Monteiro &

Pinto, 2005). Assim, a fracdo como parte-todo surge em si-
tuacBes de comparagdo entre a parte e um todo (a unida-
de) — o denominador indica o niimero de partes iguais
em que a unidade estd dividida e o numerador o niimero
de partes escolhidas, podendo o todo ser continuo (uma
folha de papel) ou discreto (berlindes). A fracdo como quo-
ciente associa-se a situacdes de partilha equitativa (foram
distribuidas, equitativamente, 3 sandes por 4 criangas) —
o numerador representa o que é partilhado e o denomina-
dor os recetores dessa partilha (pertencem, portanto, a con-
juntos distintos). A fragdo pode ser entendida como razdo,
por exemplo, em situacdes de relagdo entre duas partes de
um todo (a razdo entre o nimero de meninos e de meni-
nas numa turma é de 2/3 e |&-se: «é de 2 para 3»). A fracdo
é encarada como operador em situacdes em que ¢é aplicada
ao cardinal de um conjunto discreto — o denominador in-
dica uma divisdo e o numerador uma multiplicagao (3/4 de
12 l4pis) ou, associada a transformacdo de uma figura (re-
ducio, ampliacdo, identidade). A fragdo como medida ocor-
re em situacdes de comparagdo de uma grandeza com ou-
tra tomada como unidade de medida — esta medida pode
ser maior, menor ou igual que a grandeza a medir.

De acordo com Monteiro e Pinto (2005) a fragdo como
parte-todo pode ser considerada tanto em situacdes de me-
dida como de partilha. No entanto, consideram que uma
abordagem as fragoes sustentada apenas naquele significa-
do, limitard certamente o entendimento dos alunos sobre
fracdes, uma vez que, entre outros motivos, estes confun-
dem a relag@o parte-todo com a relacdo parte-parte, o que
dificulta a compreensio de situagdes que envolvam fraces
que representam quantidades maiores que a unidade. As-
sim, concordando com vérios autores (e.g. Fosnot & Dolk
(2002) e Streefland (1991)), defendemos uma primeira abor-
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4. Qual das seguintes figuras tl:mg pintados? Justifica as tuas opgGes.
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Figura 1. Fragdo como parte-todo

dagem as fracdes em contextos de partilha equitativa, partin-
do de situacBes inspiradas na realidade dos alunos e susten-
tadas num processo construtivo de matematizacao. Desta
forma possibilita-se a exploracao de contextos diversifica-
dos promovendo uma compreensao dos diferentes signifi-
cados das fragbes e por conseguinte, do sentido de niime-
ro racional.

- Porém, para que os alunos possam explorar e desenvol-
ver uma plena compreensdo sobre os distintos significados
e interpretacdes das fracoes, é fundamental que os profes-
sores detenham um amplo e sélido conhecimento relativa-
mente aos diferentes aspetos do contetido que pretendem
abordar e das possiveis formas de representagdo ou explora-
¢do e abordagem em contexto — conhecimento matematico
especificamente relacionado com a atuagdo docente (Car-
rillo, Climent, Contreras & Mufioz-Cataldn, 2013). Assim,
tendo como objetivo promover nos seus alunos um enten-
dimento do que fazem, porque o fazem e como o fazem, o
professor terd de saber, por exemplo que para identificar a
fracdo correspondente 3 parte pintada de uma figura tém
de considerar a figura dividida em partes iguais; que con-
siderando uma determinada quantidade, 3/5 dessa quanti-
dade é distinto de retirar 3/5 & unidade. Sendo estes exem-
plos de um conhecimento do que se supde encontrar no
nivel dos alunos, ao professor cumprird um conhecimento
especializado que lhe permita, também, entre outros, na-
vegar entre diferentes representagoes de um mesmo tépico
ou relacionar (imediatamente) tépicos distintos, aparente-
mente desconexos. Apenas sendo detentor do referido co-
nhecimento, serd possivel ambicionar uma melhoria da sua
pratica e dos resultados e conhecimentos dos alunos.

ALGUNS RESULTADOS PRELIMINARES
E DISCUSSAO

Nesta seccdo apresentamos e discutimos alguns aspetos
relativos as respostas apresentadas por 27 futuros professo-
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Figura 2. Fragdo como operador

res dos primeiros anos (12 que estavam a iniciar a frequén-
cia do 1.° ano do Mestrado em Ensino do 1.° e 2.° Ciclo e 14
que estavam a finalizar 0 3.° ano da Licenciatura em Educa-
cdo Basica — em diferentes instituicGes) a tarefas que en-
volvem os diferentes significados das fracdes — de acordo
com o Programa de Matemdtica entao em vigor (ME, 2007).
A diversidade de contextos ndo pretende comparar forma-
¢des mas sim obter um mais amplo entendimento sobre
alguns dos aspetos que serdo essenciais melhorar no ensi-
no e na aprendizagem de nimeros racionais.

Os estudantes mencionam estar mais a-vontade em si-
tuacdes envolvendo a fragdo como parte-todo referindo que
foi o sentido mais explorado durante a sua escolaridade, in-
cluindo a formacd@o inicial de professores. Porém, ainda as-
sim, nem sempre consideram a necessidade de a unidade
estar dividida em partes equivalentes, sendo que mesmo
os estudantes que referem esse facto revelam algumas di-
ficuldades. Por exemplo, quando solicitados a identificarem
figuras que tém 2/3 pintados (Figura 1), 36% dos estudan-
tes identifica a figura E, que estd dividida em 3 partes ndo
congruentes apesar de terem igual forma.

Numa das questdes envolvendo a fragdo como opera-
dor, outro significado que também fazia parte do seu cur-
riculo escolar, 64% dos futuros professores ndo consegue
determinar 3/5 de 30. Ao responderem & questdo: «No dia
do seu aniversério o Manuel levou para a escola um saco
com 30 gomas. Deu aos seus colegas de turma 3/5 dessas
gomas. Com quantas gomas ficou o Manuel?», evidenciam
um completo desconhecimento de que a fragao pode ser
encarada como algo que n3o parte-todo e ndo criticam a ra-
zoabilidade dos resultados que obtém. Assim, consideram
perfeitamente normal obter como resposta 27/5, ao recor-
rerem a procedimentos algébricos para retirarem 3/5 a 30
gomas (Figura 2).

Estas dificuldades levam a equacionar o tipo de aborda-
gens e exploracdes efetuadas mesmo na formagao inicial
(para que possam adquirir significado) envolvendo situa-
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Figura 3. Fracdo como quociente

¢oes onde a fracdo é aplicada ao cardinal de um conjunto
discreto.

Ao responderam a uma quest3o envolvendo a fracao
como quociente «A Joana adora as tartes da pastelaria boca-
doce. Um dia resolveu convidar 4 amigas para irem provar
as tartes que ela tanto gosta. Pediram 3 tartes e dividiram-
nas igualmente entre elas. Que parte de tarte comeu cada
amiga?®», o erro mais comum corresponde 3 troca do divi-
dendo pelo divisor (56%) (Figura 3), sendo que a totalida-
de de respostas incorreta foi de 64%. Estas respostas reve-
lam, mais uma vez, uma falta de sentido critico quanto aos
resultados (e processos) j4 que nem sequer é equacionada
a impossibilidade de cada amiga comer mais do que uma
tarte, o que poderd estar associado a um desconhecimento
das relacdes entre numerador e denominador de uma fra-
¢ao envolvendo quantidades maiores que a unidade (Esta
falta de conhecimento sobre o papel da unidade revelou-
se explicitamente aquando da exploragao em grande grupo
das tarefas propostas).

Na questdo que envolve a fragdo como razdo «]...]JEscre-
va uma fracdo que represente a relagcdo entre o nimero de
vogais e o numero total de letras [da palavra RACIONAL],
36% dos estudantes apresentou uma resposta errada, sur-
gindo essencialmente a confusdo entre a relagdo parte-todo
e a relacdo parte-parte (Figura 4).

A tarefa que envolvia a fracdo como medida revelou-se
problemdtica talvez pelo facto de a unidade de medida ser
«maior», em 4rea, que o que se pretende medir. Ainda assim,
ao serem confrontados com questdes envolvendo a compa-

64. Se -rc_prcsentar 3 unidades, o que representa ‘

e e \Qr@_;;; C‘.;.»\r?-._ |
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Figura 5. Fracdo como medida
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Figura 4, Fracdo como razdo

racdo das medidas dos elementos constituintes dos blocos
padrdo, 36% dos estudantes erram a resposta cujas ques-
tGes envolvem a unidade de medida inferior ao objeto a me-
dir, sendo que esse valor aumenta para 71% quando a uni-
dade de medida é superior ao objeto a medir (Figura 5).

Estas dificuldades dos futuros professores expressam
também as dificuldades reveladas em outras questdes ao
ndo problematizarem o facto de a frag3o que obtém ser su-
perior 4 unidade, mesmo em situacdes onde é expressa-
mente referido que se tem de dividir a unidade em partes
iguais — sem que, propositadamente, se mencione qual a
unidade considerada.

ALGUMAS CONSIDERACOES FINAIS

A fraggdo como parte-todo corresponde ao significado que
foi referido pelos estudantes como tendo sido o mais ex-
plorado durante a sua formagao escolar. Porém, apesarde a
questdo que envolve este significado recolher a menor per-
centagem de respostas incorretas (36%), esta é ainda pre-
ocupante. Tal como refere Lamon (2007), o facto de os alu-
nos serem tradicionalmente confrontados essencialmente
com a defini¢io técnica de fracdo como parte-todo, deixa-os
com uma nocdc empobrecida de nimero racional. Também
Monteiro e Pinto (2005) alertam para alguns inconvenien-
tes de uma abordagem didatica as fragdes exclusivamente
através da relacdo parte-todo, nomeadamente pelo facto de
os alunos confundirem a relagio parte-todo com a relacio
parte-parte e ser uma abordagem que dificulta a compreen-

? Porqué?
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sdo de fracdes que representam uma quantidade maior que
a unidade. Esta poderd ser a razdo pela qual cerca de 36%
dos estudantes apresenta uma resposta errada a quest3o
que envolve a fracdo como razdo e 71% uma resposta erra-
da a4 questd@o que envolve a fragdo como medida, cuja uni-
dade de medida é superior ao objeto a medir.

O tipo de respostas apresentado pelos futuros profes-
sores revela-se problemitico e deverd ser tido em conta
aquando da concetualizagdo de tarefas para a sua forma-
cdo. Estas deverdo sustentar-se num conjunto de objetivos
que tenha a pratica docente tanto como ponto de partida
como de chegada (e.g., Ribeiro, Mellone & Jakobsen, 2013)
de modo a promoverem o desenvolvimento do conheci-
mento especializado. O facto de os futuros professores re-
velarem um conhecimento matemaético limitado dos signi-
ficados das fragdes ilustra a necessidade de que este seja
um dos aspetos centrais do conhecimento especializado a
desenvolver na formacdo inicial de professores, de modo a
permitir, num futuro préximo, melhorar significativamente
as aprendizagens dos nossos alunos neste tema.
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Interpretacio geométrica da composicao de funcdes
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nomeadamente na forma de tirar partido do uso da tecno-
logia. Embora tenham sido concebidas para a TI-Nspire, as
resolucdes foram adaptadas para poderem ser usadas com
qualquer outra tecnologia grafica.

Assim, respeitando a metodologia adotada na brochu-
ra, decidiu-se por apresentar a tarefa seguida da proposta
de resolucdo.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

INTERPRETACAO GEOMETRICA DA COMPOSICAO DE FUNCOES

O esquema seguinte mostra como se pode obter, graficamente, a imagem de um ponto P, por composigao de duas fun-
cBes (g o f).

A y=x
g
fla) P (ag(fla)
4 A (a0
g(fla))
e >

1. Considera as fungdes f{x) = —2x+1e g(x) = % —4.
— Representa graficamente as fungBes indicadas e a bissetriz dos quadrantes Impares y = x.
— Marca, no eixo dos xx, o ponto genérico A, de abcissa a, e recria o esquema representado na figura. Confirma que,
ao movimentares o ponto A, o ponto P se desloca segundo o processo indicado.

1.1.Obtém o lugar geométrico do ponto P, ao movimentares o ponto A.
1.2.Determina, analiticamente, a expressdo h(x) = (g o f) (x), representa-a graficamente e confirma que o gréfico coin-
cide com o tragado geométrico do ponto P.

2. Considerando a fun¢do f{x) = 2x+ 2, qual serd a expressdo da fungdo j(x) = (fo f) (x)?

Adapta o esquema gréfico a esta nova situagao.
3. Se a fungdo ffor representada pela expressdo flx) = 1, qual seré o gréfico correspondente a j(x) = (fo f) (x)?
Terias que impor alguma restri¢do ao gréfico obtido através da tua construgao?

4. No caso de m(x) = (fof of) (x), como adaptarias o teu esquema grafico a esta nova situagao?
Aplica a nova construcdo, a fungdo m(x) no caso em que flx) = i—:_%

Confirma, analiticamente, o resultado obtido graficamente. Qual é o dominio da fungao m(x)?

5. Dada uma fung@o f, pretende-se encontrar pontos no respectivo grafico, denominados pontos ciclicos,
tal que fla) = b e f(b) = a, correspondentes ao seguinte esquema:

(Fy
b

a
Considera a fungdo f{x) = x* — 2. Investiga, graficamente, se existem pontos ciclicos.
No caso de existirem, determina, analiticamente, as respectivas coordenadas.
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Proposta de resolucao
INTERPRETAGAO GEOMETRICA DA COMPOSIGCAO DE DUAS FUNGOES

1.1. Introduzem-se as fungdes flx) = —2x+1e g(x) = ’;—Z — 4, a bissetriz dos quadrantes impares e o ponto A, gené-
rico, pertencente ao eixo dos xx. Com o auxilio de retas perpendiculares aos eixos coordenados, comega-se por
determinar:

— fla), imagem da abcissa do ponto A, pela funcio f;

— em seguida, projeta-se, horizontalmente, esse valor sobre a bissetriz y = x;

— através de uma nova projecgdo, agora vertical, sobre a fungao g(x), obtém-se o valor de g(f(a));

— finalmente, através de uma projec¢do horizontal sobre a reta vertical inicial, de abcissa a, obtém-se o ponto P
pretendido, de coordenadas (a, g(f(a))).

1.1
' Ly Ly
=N i 77la) 7 .
2lx)a—-4 e y
4 '\
" Fs Yl he o
Bhdex " g0 filx)=-2 x41

Utilizando o tracado geométrico sobre o ponto P e deslocando o ponto A, pode observar-se o lugar geométrico
correspondente ao gréfico da funcdo composta (g o f) (x).
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4
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1.2.Determina-se a expressdo analitica da funcdo h, composta das duas funcdes, g o fe compara-se o respetivo grafi-
co com o grafico obtido na alinea anterior.

o) = (g o f) () = g(f) = g(~2x+ 1) = 2ED
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1.1

ot

Pode observar-se que os dois gréficos coincidem ponto por ponto.

2. Comega-se por adaptar a construcdo anterior a nova situagéo:

2.1
e £2lx)=x
et 3 - ", LA,
26 f1(x)=2 x+2 / % 10.44) 196 g1(x)=2-x+2 / 1 i

Em seguida, obtém-se a express3o analitica e comparam-se os dois graficos, ndo esquecendo de analisar o domfnio da
funcdo composta:

(fof) () =ffix) =flax+2)=2(2x+2) +2=4+6 e Dp;=R

2.1 2.1
‘! r2(x, i £3{x)=f1(r1(x]) ﬂb_c)-a:
96 f1lx)=2 x+2 ’7 1 1044 [9.6 rl(x)-z-x+2l_.4"" I 10.4
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3. Alterando no esquema a fungio inicial, e mais uma vez com recurso ao tragado geométrico, obtém-se a representa-
cdo grafica da fungdo composta. Neste caso, tem que atender-se ao respetivo dominio, concluindo-se que os dois grafi-
cos ndo sdo coincidentes:

(o @) =) ~1{; ) =
Dror = {x € R:x € Df A fx) € Dff = R\{0}

4. Mais uma vez, tem que se adaptar o esquema de construcao, tornando-se desta vez, um pouco mais complicado, por
ser a funcdo composta de trés funcdes coincidentes:

41 41
74 . n —x

- <P -3
nib-X2 Fd nf-==
x+1 it x+1

10

03{x)-n(n(nld) ,, B

Analiticamente:

osoh 0 =i = A(f(152) )= H{ 25 ) = 2 =

e x—1

Dfofos ={x € R:x € Df A flx) € Df A fifix)) € Dff = R\{-1, 1}

A partir do dominio da fungao composta, conclui-se que nao ha coincidéncia dos dois gréficos.

5. Das condi¢des do enunciado, pode concluir-se:

)=b
{ﬁz):a:ﬁf(a)):a
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O que facilita a obtengdo gréfica dos pontos ciclicos, através da intersecao do grafico da fungao composta com a bisse-

triz dos quadrantes fmpares:

6.67 g

Analiticamente:

ffx)=xe fid-2)=xea (¥ -2 -2=x
ox—-a+4-2=xex -4 -—x+2=0

e, através do recurso a regra de Ruffini e & férmula resolvente,
o = 1 4+/5
x=2)x+1N¥ +x—1)=0e (x— 2)(x+1)(x— #) (x— %\/_) =i

Confirmando-se, analiticamente, os quatro pontos ciclicos, bem como os valores aproximados obtidos graficamente.
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1995, 2005, 2015...
O INICIO DE UMA BELA SEQUENCIA!

O ProfMat regressa  bela cidade de Evora e mais uma
vez 3 Escola Secundéria Gabriel Pereira. A semelhanca de
anos anteriores o encontro decorrera de quinta a sibado,
mais precisamente nos dias 26, 27 e 28 de Marco e o
SIEM a 28 e 29 de Margo.

A organizac@o dos encontros estd em marcha e muito em
breve terd noticias, esteja atento(a) ao seu e-mgqil.

Mas nao deixe de marcar na sua agenda as datas do
ProfMat e do SIEM e venha fazer parte da histéria...

Afinal ja passaram 30 anos de encontros!...

Fica o convite! Até breve...
A Comissdo Organizadora

AFIRSE-XXII COLOQUIO 2015

A AFIRSE PORTUGAL vai realizar o seu XXII Coléquio em
colaboragao com o Instituto de Educagdo da Universidade
de Lisboa, subordinado ao tema da Diversidade e Complexi-
dade da Avaliagao em Educagio e Formacao.

O XXl Coléquio tera lugar nos dias 29, 30 e 31 de Ja-
neiro de 2015, nas instalagGes do Instituto de Educacdo da
Universidade de Lisboa: Alameda da Universidade, Lisboa,
Portugal

HHXIE: Macit de Py da M

30 anos de encontros

PrefMat
" XXVI SIEM

28-29 de marco

ES Gabriel Pereira
Evora|2015

XIV CIAEM — CONFERENCIA INTERAMERICANA
DE EDUCACAO MATEMATICA

El Comité Interamericano de Educacién Matematica (CIA-
EM) convoca a educadores, investigadores, especialistas y
estudiantes en Educacién Matemdtica de todas las Améri-
cas y del mundo a la X1V Conferencia Interamericana de Edu-
cacién Matemdtica(XIV CIAEM) que se celebrard en Tuxtla
Gutiérrez, Estado de Chiapas, México, del 3 al 7 de mayo
del 2015. http://www.ciaem-iacme.org/

ENCONTROS
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Recordando
Bert Waits

Nem sé de tecnologia vive a secdo. Este podia ser um slo-
gan para despertar a curiosidade dos nossos leitores, mas
quero usa-lo aqui para lembrar que por detras da tecnologia
ha pessoas que com as suas ideias e visdes permitem que
as tecnologias se tornem nas ferramentas fant4sticas que
muitas vezes admiramos e elegemos para ajudar os nossos
alunos e colegas a pensar e a resolver problemas que an-
tes pareceriam intransponiveis. E de facto das pessoas que
vamos falar nesta secdo mas muito em particular de uma
pessoa que deu um contributo enorme para que hoje pos-
samos clicar num pequeno conjunto de teclas de uma cal-
culadora e nos apareca um gréfico que podemos manipu-
lar e modificar. Desta forma passamos a poder identificar
muitas das suas caracteristicas que ficariam ocultas ou in-
compreensiveis se no as pudéssemos observar. E o «Poder
da Visualiza¢do». Este é o slogan da pessoa que queremos
aqui recordar e que recentemente nos deixou, o Professor
Bert Waits. Mais do que enumerar ou descrever a sua obra,
que é muito vasta, pretendemos aqui partilhar alguns tes-
temunhos de colegas nossos que de alguma forma convi-
veram com ele.

O meu primeiro encontro com o Bert Waits foi no inicio
dos anos 90, numa reunido na sede da APM. Ele veio con-
tagiar-nos com o aparecimento de uma nova forma de tec-
nologia grafica que cabia no bolso. Se para nés hoje esta é
uma «banalidade» colocar na altura era «algo do outro mun-

do» que sé se podia fazer em computadores muito gran-

des e dispendiosos. E neste contacto com o Bert que eu fui
para a minha faculdade incumbido de criar um endereco
de correio electrénico para podermos trocar ideias e mate-
riais. Foi nesta altura que criei o meu endereco, que ainda
se mantém e foi a pessoa a quem enviei o meu primeiro e-
mail, que ainda guardo num computador «velhinho». Até
neste contexto a tecnologia e a inovacgdo estiveram presen-
tes pela mao do Bert Waits.

Uma das faces visiveis da sua vasta obra foi a criacio do
T3 «Teachers Teaching with Technology» que hoje continua
a ajudar a difusdo da utilizac3o das calculadoras grificas da
Texas Instruments um pouco por todo o mundo. Em Portu-
gal foram varios os colegas que participaram neste projeto
e que conviveram de perto com o seu criador. E nesse sen-
tido que apresentamos um conjunto de depoimentos pes-
soais para que n3o nos esquecamos da pessoa e do seu hu-
manismo, para além da sua vasta e grandiosa obra.

Obrigado a todos pelos vossos testemunhos.

Obrigado Bert Waits.

ANTONIO DOMINGOS

AMDD@FCT.UNL.PT

DePARTAMENTO DE MATEMATICA DA FCT-UNL
UIED — UNIDADE DE INVESTIGAGAO EDUCAGAO
E DESENVOLVIMENTO
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Anténio Domingos
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Bert Waits (1940—2014)

Bert Waits Kerr morreu no dia 27 de julho de 2014 em
Orlando, Florida. Bert era Professor Emérito de Mate-
maética na Ohio State Univ.ersit)‘. Foi co-fundador e dire-
tor do Ohio Early College Mathematics Placement Testing
(EMPT) Program do Ohio Board of Regents, que se tor-
nou um modelo nos Estados Unidos. Foi autor de mais
de 70 publicagbes em reconhecidas revistas especializa-
das a nivel nacional e internacional, tendo realizado mui-
tas conferéncias, palestras, oficinas e mini-cursos, no-
meadamente em encontros nacionais do MAA e NCTM.
Foi co-autor em 1989 do Curriculum and Evaluation Stan-
dards for School Mathematics do NCTM.

Trabalhando com Frank Demana, desempenhou um
papel fundamental na concecao da familia das calcula-
doras gréficas da Texas Instruments, promovendo o uso
da tecnologia portatil na educagdo matematica. Ambos
desenvolveram uma abordagem gréfica para o estudo de
funcGes, que teve impacto nos curriculos do ensino se-
cunddrio e universitario em todo 0 mundo. A sua abor-
dagem inclufa a nocdo de «grafico completo» onde pro-
curavam capturar os tragos essenciais do gréfico de uma
funcao e o poder das equagoes paramétricas aplicadas
a situacdes interessantes como, por exemplo, descrever
a trajetéria de uma bola de basquete.

Demana e Waits desenvolveram o conceito de «po-
der da visualizacdo» muito antes de outros educadores
matematicos terem visto o seu valor para a compreen-
sdo em educacdo matemdtica. Waits e Demana foram
co-fundadores da T-Cubed, Teachers Teaching with Tech-
nology, a conferéncia anual International Conference on
Technology in Collegiate Mathematics (ICTCM), e a bia-
nual International Conference on Technology in Mathema-
tics Teaching (ICTMT). Cordenaram muitos projetos de
educacdo matemadtica financiados pela National Science
Foundation (NSF). Bert foi coautor de numerosos livros
de texto sobre célculo e pré-calculo para os diferentes
niveis de ensino. Junto com Frank Demana, Bert foi dis-
tinguido com o Glenn Gilbert Award do National Council
of Supervisors of Mathematics e o Christopherson-Fawcett
Award do Ohio Council of Teachers of Mathematics pela
sua contribuicdo no campo da educagdo matematica.

Bert Waits era conhecido ndo sé pelos seus contribu-
tos substanciais, mas também pelo seu sentido de hu-
mor. Na sua presenca ndo sé se aprendia, como se tor-
nava divertido fazé-lo.

30

Ol4, Bert Waits

No inicio dos anos 90, o Bert veio a Portugal apresentar
uma tecnologia recém-desenvolvida, a calculadora gréfica,
e a forma como poderia ser usada no ensino da matemati-
ca. A sessdo comecou as 21h30, na sede da APM, e estavam
umas trinta pessoas. Muitos anos depois, ainda o Bert me
dizia espantado: «Que pais é este em que tanta gente apare-
ce t3o tarde na noite para ouvir falar de matematica? Se nio
tivesse visto, nunca acreditaria que isso era possivel.».

Comecava assim uma relacio que foi crescendo com os
tempos e s6 agora foi interrompida pelos piores motivos.
O dinamismo e o entusiasmo do Bert foram contagiosos
e logo na APM se criou um grupo de trabalho para prepa-
rar e usar o «poder da visualizagdo» que as novas maqui-
nas traziam ao ensino. Esse grupo transformou-se, poucos
anos depois, no T3 Portugal que, claro, se mantém ativo e
dindmico — o «efeito Bert» continua vivo.

Os encontros com o Bert foram-se sucedendo, nos Es-
tados Unidos e pela Europa. Os meus contactos e a minha
relagdo com ele foram-se estreitando, passando gradual-
mente de profissionais a de amizade. Em 2001 fui mesmo
passar férias a casa dele e da Barbara, a mulher. Foram seis
dias bem preenchidos, em que alterndmos a matemética
com passeios pela Carolina do Sul e com a prova de petis-
cos. Ha cinco anos, foi a minha vez de |he mostrar Portu-
gal e de comermos peixe a quase todas as refeicdes (ndo
podem imaginar a cara de prazer do Bert quando lhe apa-
recia a frente um prato de dourada ou de cherne).

Vou ter pena de ndo continuar a rir-me com o Bert. Vou
ter pena de n3o continuar a receber, de vez em quando, um
livro pelo correio ou, por correio eletrénico, uma daquelas
hiperligacdes que ele gostava de partilhar. Mas tenho aqui
a frente tudo o que me foi enviando ao longo destes anos
todos e que, claro, me vai continuar a ser bem util. Além
disso, e ainda melhor, fica a paix3o e a inspiragdo que tao
bem transmitiu. Continuemos pois o trabalho.

Ola, Bert Waits.

JosE PauLo VIANA
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Conheci o professor Bert Waits desde o inicio dos anos 90.
Em 1993 veio ao Norte fazer uma sessdo na Escola Secun-
déria Augusto Gomes, a escola onde eu trabalhava. Nes-
sa sessdo pedi-lhe autorizacdo para tirar fotografias e ele,
além de dizer logo que sim, ainda me pediu para lhe tirar
uma fazendo «pose» a apontar para a imagem projecta-
da e para lha mandar para os Estados Unidos, o que eu fiz
evidentemente.

Ao longo dos anos fui encontrando Bert Waits em varios
locais, recordo alguns nos Estados Unidos em encontros do
T3 e na Europa em reunides de coordenadores europeus.

Em Maffliers, Franca, tive um choque quando o encon-
trei. No dia da chegada, enquanto esperava pela hora da pri-
meira reunido andava eu a fazer uma caminhada por um pe-
queno bosque que rodeava o hotel, quando me cruzei com
uma pessoa que me disse «<OH! My Portuguese friend!». Ao
longe n3o o reconheci, pois Bert Waits tinha tido um proble-
ma grave de saude e estava extremamente magro, bastante
alquebrado, andando muito devagar, nada da figura «impo-
nente» a que nos tinha habituado. Fizemos o resto da ca-
minhada em conjunto conversando animadamente com a
simpatia usual dele.

Nessa reunido foi apresentada a versao experimental da
TI-Nspire. Num workshop de treino que decorreu em vd-
rias salas em pequenos grupos, Bert Waits mais uma vez
quis ficar no grupo da «Portuguese friend». O trabalho do
grupo estava a ser dinamizado pelo colega noruegués que
jé tinha tido alguma formagao no que viria a ser a nova
calculadora.

Bert Waits acompanhou os trabalhos com alguma difi-
culdade, colocando questdes e duvidas com toda a humil-
dade e mostrando o seu «espanto» dizendo que quando ele
e Frank Demana comecgaram nunca iriam supor o ponto a
que as calculadoras chegaram. E isto passou-se em 2006!
Fica a recordacdo da simpatia e da amizade com que Bert
Waits sempre tratou os colegas portugueses.

BranCA SILVEIRA

Na revista Educagdo e Matemdtica n.° 29, de 1994, a Hele-
na Lopes descreve o primeiro Semindrio sobre Calculado-
ras Gréficas realizado pela APM e refere-se a Bert Waits,
nestes termos:

«Vival Foi assim que Bert Waits iniciou a sess3o plena-
ria. No seu estilo simpético e informal, fez uma sensibili-
zagdo para a utilizacdo das calculadoras graficas referindo
a urgéncia da mudanca no ensino da matematica e conce-
bendo a calculadora gréfica como uma ferramenta que fa-
vorece essa mudanca ...»

Desde este Semindrio, de certa forma marcante para a
época, encontrei o Bert Waits em diversas acdes ligadas a
APM e ao T3.

Guardo sobretudo esse seu estilo «simpdatico e infor-
mal» mas também a sua vontade de contribuir para mu-
dar, diga-se melhorar, o ensino da matemdtica.

ADELINA PRECATADO
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Conheci o Bert Waits num semindrio realizado nos anos 90
e em cuja organizagdo colaborei. Ele era um orador caris-
mitico, habituado a envolver a audiéncia com as suas pala-
vras, algo para que até a sua figura imponente parecia con-
tribuir na perfeicdo. Eu era uma miuda magrita, que fazia
timidamente a sua primeira comunicacgo. Apesar das dife-
rengas, partilhdvamos a paixdo pelas calculadoras graficas,
ancorada na nossa convicgdo que estas poderiam dar um
importante contributo ao ensino e aprendizagem da Mate-
maética. Durante anos mantivemo-nos em contacto. Primei-
ro por carta, pois o acesso 3 internet ainda ndo era comum
em terras lusas, e mais tarde por e-mail. Convidou-me a vi-
sitd-lo e a ficar em casa dele e disse-me vezes sem conta
que era de pessoas como eu, com o meu entusiasmo, que
precisdvamos. Nunca entendi ao certo o que terd visto em
mim. Penso que o meu genuino agrado por esta tecnolo-
gia, aliado & minha juventude de entdo, terd sido o que lhe
captou atencdo. Mas o entusiasmo, isso era o que verdadei-
ramente o caracterizava a ele. Até hoje, continuo a empol-
gar-me com as potencialidades das calculadoras gréficas e
as problemdticas da sua integracdo no processo de ensino
e aprendizagem da Matematica, mas o entusiasmo, isso
sempre fui buscar a ele. Para mim, Bert Waits foi, é e con-
tinuard a ser o grande entusiasta da utilizacio das calcula-
doras gréficas no ensino da Matemética. Um entusiasmo
que o tornou responsavel pela implementacdo do projec-
to T3, com impacto em tantos professores de diversos pa-
ises. Um entusiasmo que teve sem duvida um grande im-
pacto em mim e que nunca poderei esquecer...

HELENA RocHA
UNiversiDape Nova DE LisBoA

Errata

Por lapso, na Educacdo e Matematica 128 foi cortada a
dltima linha do artigo da autoria de Jodo Fernandes, pu-
blicado nesta seccao. Pelo facto pedimos desculpa aos
nossos leitores e ao autor. De seguida reproduzimos a
dltima frase do artigo, tal como deveria ter sido publi-
cada: «No futuro, espera-se que o motor aceite interac-
¢des noutras linguas que n3o apenas o inglés, o que
n3o invalida o seu uso no dia a dia das escolas de lin-
gua portuguesa.»
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Bert Waits foi o co fundador do T3 com Frank Demana no
fim da década de oitenta nos Estados Unidos. Com o pro-
grama Teachers Teaching With Technology pretendia enga-

jara comunidade de educadores em matemitica e ciéncias,
em geral, para utilizag3o dos novos recursos tecnolégicos,
especialmente gréficos, acabados de disponibilizar por tec-
nologia cada vez mais acessivel. «The power of visualiza-
tion», slogan que repetia, traduzia uma mais valia nas pra-
ticas educativas pela possibilidade de realizar no imediato
pequenas investigacoes, experimentacdes e conjeturas que
permitiam dar significado as aprendizagens.

Tendo comecado a iniciativa T3 com apenas 12 forma-
dores, no estado de Ohio, a sua energia contagiante levou
a que atualmente sejam cerca de 300 os membros do T3 56
nos EUA e participem nas conferéncias do T3 cerca de 3000
professores oriundos da América Latina, Asia e Europa.

Na conferéncia internacional de Filadelfia, realizada em
2013,comemoraram-se os 25 anos do T3 e foi-me dado as-
sistir a uma grande e emotiva homenagem feita aos dois
fundadores. Retenho desse encontro o clima de amizade
vivido. Alids, um certo «espirito de familia» foi repetida-
mente salientado por vérios oradores como marcante nes-
te grupo e devedor da energia e humor contagiante do Bert
Waits.

As fotos dizem respeito a outro momento emotivo quan-
do o astronauta e administrador da NASA, Leland Melvin que
abriu a conferéncia internacional, chamou Bert Waits para lhe
entregar uns badgtes-espécie de medalha que o acompanhou
enquanto astronauta na estagdo espacial internacional.

MANUEL LAGIDO
CooRrRDENADOR DO GRUPO T3 PORTUGAL
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PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS

Na seccdo das tecnologias deste ntimero da revista Educacdo & Matematica, alguns colegas recordam Bert Waits, como
matemético, pedagogo e amigo, salientando a influéncia que teve nas suas vidas profissionais e pessoais. Na sec¢do
«para este niimero seleciondmos» associamo-nos & homenagem prestada e procuramos que a voz esclarecida de Bert
Waits sobre a utilizagdo das tecnologias na educagdo matemitica continue a estar presente e a ser tida em conta.

Seleciondmos o texto «UMA CRITICA: O que estd a faltar na discussdo sobre o draft dos Principios e Standards 2000
para a Matemadtica escolar», pois as ideias nele contidas salientam as alteracdes profundas que o uso da tecnologia per-
mitiu fazer na aprendizagem da matematica nas dltimas décadas e preconizam uma orientacdo para novas mudangas
necessdrias. Serd que um documento datado, escrito em 2000, sobre o papel da tecnologia no ensino, nio estd desatua-
lizado e aquelas j4 ndo serdo as ideias centrais hoje, passados catorze anos? Durante estes anos continuaram-se a verifi-
car grandes mudangas na tecnologia, mas o que se passou com © uso das mesmas no ensino da matemdtica?

Infelizmente, o que se verifica hoje € um retrocesso real, efetivado na recente alteracdo dos programas portugueses
de matemitica. Esperamos que as questdes que Bert Waits equaciona no texto, nos ajudem nesta travessia do deserto e
contribuam para o debate que é necessério continuar a fazer.

UMA CRITICA: O que est4 a faltar na discussao
sobre o draft dos Principios e Standards 2000
para a Matematica escolar.

BerT K. WAITS

ANTECEDENTES

Como co-autor dos niveis 9-12 das Normas do NCTM du-
rante os verdes de 1987 e 1988, estou muito desapontado
com o esbo¢o do documento dos Standards 2000. Tentei
ler e reagir ao novo modelo, de mente aberta e receptiva.
As minhas preocupacdes ao analisarem o documento ba-
seiam-se em dez anos de envolvimento intenso e pessoal
no ensino da Matemdtica desde a «saida das Normas». Ve-
rifiquei que a versdo «original» das Normas teve um impac-
to tremendamente positivo na educagdo matematica de mi-
Ihdes de alunos dos niveis K-12. Compreendo perfeitamente
que as Normas originais necessitam de actualizac¢do, clari-
ficacdo e amplificacdo, como acredito ser esse o objectivo
dos Standards 2000.

Os Standards 2000 falham em n3o agarrar a tremenda opor-
tunidade que as mudancas e avancos da tecnologia tém pro-

porcionado durante os ultimos doze anos, desde que a ver-
sdo original das Normas foi concebida. Isto é um gravissimo
erro que fard regredir o avango do ensino da Matemdtica no
préximo século. Sinto que os autores dos Standards 2000 su-
cumbiram a pressao exercida por grupos «anti-tecnolégicos»
ou de «back to basics». Nos Standards 2000 ndo had uma vi-
sdo relativamente ao mais importante agente catalisador do
ensino da Matemadtica — o avanco da tecnologia!

ProgLEMA 2 — O USO REGULAR DA TECNOLOGIA DISPONIVEL NAO

E ADEQUADAMENTE APOIADO.

De forma a fundamentar a minha critica tenho que realcar
alguns aspectos da histéria da educagdo matemdtica dos dl-
timos cinquenta anos. Por volta 1974-75 surgiu uma «novas
tecnologia (calculadoras cientfficas) que rapidamente pro-
vou ser uma forma «melhors de calcular valores de fun¢tes
transcendentes do que a interpolagdo logaritmica do papel
e do l4pis. Um FACTO histérico é que em poucos anos o
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uso desta nova tecnologia levou a uma grande mudanca no
currfculo da iniciagdo a anélise infinitesimal. Eu sei, porque
ensinei essas matérias durante quinze anos, antes e depois
de 1975. O contetido do que ensinava (em algumas disci-
plinas mais de 30%) simplesmente desapareceu por causa
da calculadora cientifica.

Em meados dos anos 80, integrei o inicio da revolugdo
das calculadoras grificas (computadores gréficos de bol-
so). Tenho visto como milhares de professores talentosos
usam as representacdes gréficas e numéricas das calcula-
doras graficas para melhorar o ensino e aprendizagem da
Matemitica, de formas que nunca imaginei. As calculado-
ras gréficas fornecem a oportunidade de realcar o «antigo
conteudo» com novas representacdes e proporcionam a
oportunidade de introduzir nova matemdtica e aplicacdes
da matemdtica que simplesmente n3o s3o possiveis de re-
alizar usando sé papel e lapis. Agora, gracas ao uso de cal-
culadoras graficas, muitos mais alunos véem a Matematica
como uma «disciplina a valorizar». Os préprios professores
confirmam que os alunos ficam entusiasmadfssimos com
as matérias da disciplina nas aulas em que usam a calcu-
ladora gréfica. Ha centenas de exemplos para estes casos.
Os autores dos Standards 2000 deviam assumir uma posigao
forte e dar voz ao impacto positive das calculadoras graficas e
delinear a importancia da continuacao do seu uso para alu-
nos de Matemadtica do 9.° ao 12.° ano. Deveriam ser apre-
sentados muitos mais exemplos no documento final.

PROBLEMA 3 — ONDE E QUE ESTA A& «NOVA>» TEC

ALCEBRA SIMBOLICA INFORMATIZADAT

Qutra grande critica ao draft dos Standards 2000 ¢ a falha
em reconhecer que hoje em dia hd uma nova tecnologia dis-
ponivel que ird ter um maior impacto no curriculo de Mate-
madtica que as calculadoras cientificas tiveram apés 1975. A
nova tecnologia de hoje é semelhante &s calculadoras gra-
ficas mas é muito mais poderosa porque tem pré-instalado
um software de cdlculo simbdlico. Tanto a Casio como a Te-
xas Instruments ja comercializam estas novas ferramentas
de aprendizagem, e sem duvida outras empresas as segui-
rdo. A obsoleta analogia curricular entre calculadoras cien-
tffica e calculadoras simbdlicas (CAS) é bem real. Capacida-
des algébricas simbdlicas com papel e lapis eram necessdrias
no passado para avancar na aprendizagem da Matemdtica.
E muito infeliz como, para a maior parte dos adultos, a tini-
ca dlgebra de que se recordam s3o as manipulacdes algé-
bricas de papel e ldpis. O que é necessdrio agora ¢ aceitar
que algebra informatizada cada vez mais seré considerada
como a melhor forma de manipular dlgebra, assim como

foi calcular valores de funcdes transcendentes em calcula-
doras cientificas.

O uso de calculadoras simbdlicas por parte dos alunos
pode levar a uma compreensio real do uso de «élgebras»
como uma linguagem de representagao simbélica. No pro-
ximo século serd muito mais importante para os nosso alu-
nos tornarem-se utilizadores capazes de 4lgebra, como uma
linguagem de representacdo, do que tornarem-se capazes na
aplicac@o de técnicas obsoletas de manipulacio simbélica
usando o papel e lapis. O uso de calculadoras simbélicas po-
derd levar a rentabilizagdo de tempo util de aula que pode ser
usado no desenvolvimento do «pensamento algébrico» as-
sim como em varios outros tépicos referenciados nos Stan-
dards originais. E importante salientar que vérios professo-
res simplesmente nao tém tempo durante o ano escolar para
ensinar os ricos tépicos sugeridos nos Standards originais.

Este novo documento precisa de frisar que o ensino da
«dlgebra» como uma linguagem de representacdo e uma
forma de raciocinio é bem mais desafiante que ensinar téc-
nicas de manipulacdo simbélica de papel e l4pis. A utiliza-
cdo de calculadoras com célculo simbélico, no ensino e na
aprendizagem de Matemdtica nas escolas, ird providenciar
tempo suficiente para os alunos desenvolverem os seus co-
nhecimentos de dlgebra como uma linguagem de represen-
tacdo e como forma de raciocinio. Os autores dos Standar-
ds 2000 tém de ser especificos relativamente 4s mudancas
inevitéveis no curriculo da Matemitica (uma significativa re-
dugdo de tempo gasto em capacidades de manipulacgo al-
gébricas) E frisar as maravilhosas oportunidades que esta
rentabilizacdo do tempo vai proporcionar.

ProBLEMA 4 — ONDE E QUE A EXPERIENCIA DE OUTROS PAISES

E TIDA EM CONTA?

O draft dos Standards 2000 deve apontar referéncias e exem-
plos especificos de como as calculadoras com célculo sim-
bélico sao utilizadas no ensino da Matematica em escolas
secunddrias de outros pafses. Por exemplo hd um progra-
ma enorme na Austria, j4 com seis anos de existéncia que
visa integrar as calculadoras algébricas nas aulas de Mate-
mdticas das escolas secunddrias (o uso do DERIVE em PCs
e mais tarde o uso de TI-92). Desenvolveram também po-
derosas abordagens pedagdgicas em relacao a calculado-
ras com cdlculo simbdlico (o principio da caixa branca —
caixa negra e o principio do andaime ) que deveriam estar
ilustradas no documento. Encontram-se vérios exemplos
da utilizacdo de calculadoras simbélicas no ensino da Ma-
tematica nas escolas em
http://www.math.ohio-state.edu/~waitsb/Papers/s2000dwp
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Qutro documento que ¢é essencial que seja lido pelos auto-
res dos Standards 2000 (assim como por todos os pais com
filhos em idade escolar e por qualquer professor de Mate-
matica) é Vamos Abolir a Aritmética de Papel e Ldpis do pro-
fessor Ralston, que pode ser adquirido via net no endereco
http://www.doc.ic.ac.uk/~arS/abolpub.htm.
(http://tonyralston.com/papers/abolpub.htm)

(traducdo publicada nas EM n.%s 58 e 59, no ano 2000)

PRrOBLEMA 5 — NAO £ RECONHECIDO O OBVIO — MUITA (OU A
MAIOR PARTE) DOS CONHECIMENTOS MANIPULATIVOS DA ALGEBRA
DE PAPEL E LAPIS ESTAO OBSOLETOS.

O draft dos Standards 2000 precisa de comunicar clara e
explicitamente que muitas das t3o apreciadas «técnicas al-
gébricas manipulativas» acabardo por cair no esquecimen-
to. Os nossos alunos (e os professores das disciplinas que
usam a Matemadtica) ndo sdo esttpidos. Ao alunos rapida-
mente irdo reconhecer que a dlgebra informatizada é uma
«ratoeira melhor», quando comparada com os métodos de
manipula¢do simbdlica do papel e do l4pis. Os professores
tém de estar preparados para lidar realisticamente com este
facto, e irdo precisar da ajuda do NCTM.

Os Standards 2000 tem que comunicar clara e explici-
tamente que os métodos de papel e ldpis ja ndo sdo «ma-
temdtica», e que as ferramentas tecnolégicas, fornecem,
simplesmente, métodos melhores para FAZER algumas (ou
quase todas) manipulacbes associadas 3 Matemitica. Te-
mos um problema de imagem da «Matemética» que tem de
ser reconhecido e denunciado nos novos Standards. O que
¢ a Matematica? E importante considerar esta pergunta do
ponto de vista de um pai, de um contribuinte, de um legis-
lador. Provavelmente, tiveram um contacto com a Matema-
tica nos tempos gloriosos dos intermindveis exercicios e ac-
tividades de papel e lapis — do tipo «faz até doer». A sua
visdo da Matematica é de uma caminhada de métodos e
de prética (até a maestria) — resolver, factorizar, simplifi-
car, etc. Mesmo alguns dos nossos colegas acreditam que
essa prdtica frequente e aborrecida é necessdria. N3o ad-
mira que 0s nossos criticos sejam cépticos.

PrROBLEMA 6 — E NECESSARIO MAIOR ENFASE NA NECESSIDADE
DE EXISTIR UM BALANCO ENTRE ABORDAGENS MENTAIS, DE PAPEL E
LAPIS E TECNOLOGICAS,

O draft dos Standards 2000 precisa de comunicar que «nds»
acreditamos numa abordagem equilibrada ao ensino e apren-
dizagem da Matematica. Este novo documento precisa de
ser incisivo e comunicar claramente que as tradicionais ca-
pacidades mentais aritméticas e algébricas sdo muito im-

portantes. Na verdade, acredito que elas serdo ainda mais
importantes no futuro, 8 medida que vamos avancando para
um ambiente de ensino mais informatizado. E também ne-
cessario realcar que algumas capacidade do tipo papel e l4-
pis sdo importantes e que haverd tempo suficiente, previsto
no curriculo, para a «pratica» apropriada dessas capacida-
des necessdrias. No entanto, o documento nao deve recu-
ar na defesa do uso intenso, regular e integrado da tecnolo-
gia disponivel, incluindo calculadoras graficas com célculo
simbélico, geometria dindmica e computacionais, em todas
as aulas de Matemadtica das escolas secunddrias. «Equili-
brio» significa o uso apropriado de métodos mentais, de
papel e lapis e tecnolégicos. A palavra problematica na fra-
se anterior, e frequentemente enganadora, é «apropriados.
Os Standards 2000 deviam fornecer exemplos mais especi-
ficos daquilo que ¢ apropriado e do que nio é.

PROBLEMA 7 — ONDE ESTAO OS5 TOPICOS QUE DEVEM RECEBER MAIS
ATENGAQ E AQUELES QUE DEVEM RECEBER MENOS ATENCAQ?

Muitos professores acharam que estes estavam entre as
melhores partes do Standards primitivos, para os anos
9-12. E s3o ainda mais importantes dez anos depois! O es-
boco dos Standards 2000 n3o tem coragem para o pér de
forma crua e directa. Sei que alguns professores acreditam
que «menos atencdo» significa «nenhumas e que o NCTM
devia recuar. NAO — faz parte do nosso papel explicar aos
professores o que ¢ que «menos atenc¢do significa», etc., e
aguentar o rumo.

Neste ponto o draft dos Standards 2000 tem que ser
muito especffico, sublinhando o que é apropriado e o que
¢ desapropriado. Os professores precisam de ver tépicos
especificos que devem receber menos atengo e tdpicos es-
pecificos para receberem maior atengdo. Sim, havera con-
trovérsia (lembram-se quando se pensava que a Terra era
plana?). Mas o NCTM deve apoiar os professores para que
estes tenham coragem para fazer o que é melhor para os
alunos — n3o para os seus pais!

BerT K. WaiTs

PROFESSOR DE MATEMATICA DA OHIO STATE UNIVERSITY
E MEMBRO DO GRUPO ORIGINAL, DOS NIVEIS 912,

QUE ESCREVEU As NormAS PARA O CURRicULO

E AVALIACAO EM MATEMATICA ESCOLAR, 1989

Texto traduzido pelo grupo T3 da APM em 2000, a partir do
texto original, online nesse ano.
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O papel dos papéis

Muitas das tarefas de geometria que tenho vindo a apresen-
tar e discutir nestas notas tém como suporte de trabalho
um papel ponteado. Dito de outro modo, privilegio nesta ta-
refas a utilizagdo de um papel com elementos orientadores
indispensaveis para trabalhar a geometria das figuras pla-
nas sem o peso de instrumentos de medida. Muitos racio-
cinios sao mais simples e diretos e muitos outros podem
ser também mais exigentes, constituindo verdadeiros racio-
cinios geométricos. Por exemplo, identificar comprovada-
mente dngulos retos (nota E&M 109) ou segmentos parale-
los (nota E&M 113) pode exigir raciocinios mais ou menos
sofisticados. Mais simples, mas exigindo bastante atengao,
é a identificacdo de segmentos congruentes em quadrila-
teros (figura 1). A situacao de existéncia de dois lados con-
gruentes tem duas possibilidades, consecutivos ou opos-
tos, e neste caso é interessante notar que o quadrilatero de
trés lado iguais n3o é trapézio.

A escolha do ponteado é estratégica. O papel ponteado
quadriculado, em que se enquadra o geoplano, serve mara-
vilhosamente o estudo dos quadrildteros pois permite cons-
truir todos os tipos de quadrilateros, como tenho ilustrado
em vdrias destas notas. Mas este tipo de papel nio serve o
estudo dos tridngulos pois ndo permite desenhar tridngulos
equilateros cujos vértices sejam os pontos fundamentais da
rede. Sem este tridngulo ndo faz sentido discutir classifica-
¢Bes de tridngulos. No entanto o papel isométrico permi-
te representar quase todos os tipos de tridngulos incluin-
do tridngulos retangulos (figura 2). O dngulo reto pode ser
facilmente identificado com recurso ao detetor de dngulos
retos e que nao é mais do que um canto de uma folha de
papel A4. Por acaso hd um tridngulo que ndo se consegue
representar nesta rede ponteada, é o tridngulo retingulo
is6sceles. Esta é a tinica limitacao deste papel para o estu-
do completo dos tridngulos. Porém é uma limitacdo que se
pode transformar numa mais valia.

Figura 2. Triangulos representados em papel ponteado isométrico
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Figura 3. Exemplo de um falso triingulo retangulo com 3
angulos agudos

Recentemente, discuti a exploragao de tridngulos a partir
de uma tarefa com grandes potencialidades de diferencia-
¢ao pedagdgica no artigo «Exames e diferenciacgo pedagé-
gica» publicado em Junho na revista on-line Almadaforum.
Nunca tinha feito uma exploragao tdo completa sobre tri-
angulos com recurso a este papel e fiquei fascinada pela di-
versidade de tridngulos que foi possivel desenhar e pelos
raciocinios que tive de fazer. O angulo reto, como angulo
charneira que permite classificar o tridngulo quanto aos an-
gulos criou-me algumas partidas. Ha situacdes em que ele
€ quase, quase reto, estando no limiar entre deixar de ser
agudo para ser ja obtuso (Figuras 3 e 4).

Aos tridngulos com um 4ngulo destes eu chamo falsos
tridngulos retangulos porque a olho nu eles parecem mesmo
ter um dngulo reto. Os dois exemplos apresentados s3o tri-
angulos isésceles. Deixo-vos por isso uma tarefa com duas
partes distintas.

Descobrir o maior nimero de tridngulos retdngulos e de falsos tri-
angulos retdngulos desenhados em papel isométrico.

Para cada caso apresentar a justificagdo do raciocinio para garan-
tir que o tridingulo é mesmo tridngulo retangulo.

Figura 4. Exemplo de um falso tridngulo retingulo com um
angulo obtuso

As duas partes da tarefa apontam para dois niveis de explo-
racdo. Um nivel mais elementar em que se prova que o tri-
dngulo é retangulo porque se verifica que tem um &ngulo
reto recorrendo simplesmente & sua medi¢@o. Outro mais
elaborado em que se recorre a uma demonstraco geomé-
trica. A construgdo rigorosa e simples destas figuras, bem
como a sua andlise rdpida seria bastante mais complicada
em papel branco. Até porque em papel branco seria dificil
alimentar estes desafios.

Como desafios finais para esta discussdo sobre papéis
ponteados deixo-vos em jeito de problema duas questdes a
que a minha abordagem anterior ja respondeu. No entanto
a compreensao das duas impossibilidades n3o foi de todo
abordada.

Serd possivel construir um tridngulo equildtero cujos vértices se-
jam pontos de uma rede ponteada ortonormado? Porqué?

Serd impossivel obter um trisingulo retdngulo isésceles cujos vérti-
ces sejam pontos de uma rede ponteada isométrica? Porqué?
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A Matemadtica do Planeta Terra continua
com muito por fazer...

Sem qualquer pretensdo de esgotar o tema, os resultados ob-
tidos pelo contributo da colaboragio de investigacao mate-
matica com outras ciéncias na compreens3o de fenémenos
do Planeta Terra, bem como na divulgagdo desta temética
para o publico em geral e no envolvimento de agentes edu-
cativos para a abordagem destes tépicos justificam a con-
tinuidade deste projeto mundial. Assim sendo, vale a pena
«deitar o olho» pela agenda nacional deste projeto, desta-
cando algumas perspetivas neste dmbito.

Antes de nos projetarmos no futuro, uma nota sobre a
Feira da Matemdtica que teve lugar nos dias 6 e 7 de Junho
de 2014. Numa co-organizacdo APM e Museu de Histéria
Natural e da Ciéncia (MUHNAC), este evento envolveu alu-
nos, professores, familias numa mostra de iniciativas de ca-
riz educativo e de divulgagio no 4mbito da Matemitica do
Planeta Terra. Em termos associativos este evento encerrou
um ciclo de programacgo das iniciativas onde a APM este-
ve envolvida, nomeadamente com a entrega dos prémios
do concurso Matemdtica, onde estds? e a exibicdo de duas
exposicdes que foram reformuladas Matemdtica e a Natu-
reza e Escher: Arte e Matemdtica e que continuam disponi-
veis para requisicdo (crecursos@apm.pt).
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Os projetos iniciados em 2013 continuam ativos, as efe-
mérides continuam a ser assinaladas. Um desses exemplos
€ a iniciativa Bons Raios Te Megam que j& contou com a co-
laboragao direta de cerca de 70 entidades distribufdas por
6 pafses e atualmente tem vdrios parceiros internacionais
(Galileo Teacher Training Program (GTTP), Inspiring Scien-
ce Education (ISE), Open Discovery Space (ODS), Sol para
Todos, Projeto Eratéstenes Brasil, Eratéstenes iberoameri-
cano e Eratosthenes Experiment). Ao longo deste ano letivo,
estdo programadas novas edi¢Ses para todos os equinécios
e solsticios (21/12/2014, 21/03/2015, 21/06/2015). Podera
obter mais informac3o e inscrever-se em http://www.mat.
uc.pt/mpt2013/bons-raios-te-mecam.html.
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A assinalar 2014 como o Ano Internacional da Cristalo-
grafia, foi criada uma exposicao intitulada Cristalografia nas
Ciéncias Fundamentais que estd disponivel para ser requi-
sitada (http://www.mat.uc.pt/mpt2013/aic2014.html).

Mas as novidades vao continuar a ser uma constante...

Atitulo de exemplo e para quem gosta do tema Mar, foi
inaugurada no Centro de Ciéncia Viva de Tavira, durante o
més de Outubro, a exposicdo «SURFIN'MAT». Para os mais
criativos hd ainda a possibilidade de experimentarem no-
vas imagens no programa SURFER e concorrer, até 31 de
dezembro de 2014, para que os seus trabalhos sejam incor-
porados na referida exposicdo. Mais informagao em http://
www.mat.uc.pt/mpt2013/concurso-surfin-mat.html.

O Espago Matemdtico em Lingua Portuguesa (EMLP), cria-
do sob a égide do ICMI (International Commission on Ma-
thematical Instruction), pretende criar uma rede de pro-
fessores e investigadores nas dreas da Matemiética e da
Educacdo Matemadtica tendo em comum a expressio em
Lingua Portuguesa. As suas linhas de atuacgo, pela con-
vergéncia com os principios do MPT, sugerem estratégias
de atuagéo em articulagdo com este projeto. A APM j& ma-
nifestou o apoio a este organismo. Embora a iniciar os pri-
meiros passos, o 1.° encontro estd ja agendado para Outu-
bro de 2015, em Coimbra. A informag3o a respeito do EMLP
pode ser consultada na pagina do Facebook (https:/ /www.fa-
cebook.com/pages/Espa%C3%A70-Matem%C3%Altico-em-
L%C3%ADngua-Portuguesa/1505326219686241?fref=ts).

Ainda numa versdo embrionaria os Jogos Matemdticos
da Lusofonia sdo outra aposta que est4 a ser trabalhada pelo
projeto MPT. A este propésito, no dia 4 de Outubro, duran-
te as I1l Jornadas de Histéria de Jogos de Tabuleiro, foi langa-
do um concurso MPT que visa recolher elementos culturais
de natureza ltidica em pafses de lingua oficial portuguesa.
Quaisquer que sejam as suas coordenadas no Planeta Ter-
ra, estard com certeza impregnado de Matemdtica por fa-
zer, discutir e divulgar.

JoANA Latas

REPRESENTANTE DO MPT EM SAo ToME E PRINCIPE
DepARTAMENTO DE EDUCACAO DA HBD,

SRo TomE E PrRiNCIPE

MATEMATICA DO PLANETA TERRA 2013

Joana Latas
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Quadrados magicos envolvendo
numeros figurados
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A TAREFA

A titulo de exemplo, uma dessas possiveis tarefas passa
por se desafiar os alunos a tentarem identificar algo de co-
mum em trés conjuntos numeéricos, no sentido de conse-
guirem arranjar fundamento para serem, eles préprios, a
propor o préximo conjunto numérico que dé continuida-
de aos anteriores (figura 1).

PossfvEL EXPLORACAO A0 NIVEL 0 1.° cICLO,
COM BASE EM PADROES E REGULARIDADES

Sem qualquer tipo de ajuda, seria muito interessante ou-
vir as sugestdes dos alunos do 1.° ciclo do ensino basico,
designadamente as suas justificacdes ou argumentacdes.
Com isso estar-se-ia a promover, certamente, a comunica-
¢3o matematica dos intervenientes.

Nas abordagens que eventualmente surjam, é bem pro-
vavel que, face a andlise dos trés conjuntos numéricos apre-
sentados, se proponha o valor 1 para colocar na quadricu-
la central da linha inferior.

Por sua vez, analisando-se os valores das quadriculas
extremas da linha de topo dos trés quadrados, poder-se-a
constatar a seguinte regularidade (2, 3 — quadrado da es-
querda), (3, 4 — quadrado do meio) e (4, 5 — quadrado da
direita). Logo, é possivel que sejam propostos para o novo
quadrado os valores 5 e 6.

Se a atencdo recair na linha central e nos respetivos valo-
res extremos, € bem provavel que os alunos identifiquem a
presenca de ntimeros quadrados. Assim, na do quadrado da
esquerda tem-se 4 (2% ou 2 x 2) e 9 (3% ou 3 x 3). J4 no qua-
drado do meio existern os seguintes niimeros quadrados;
9 (3" 0u 3 3) e 16 (4° ou 4 x 4). Por sua vez, no quadrado da
direita existem os valores 16 (4% ou 4 x 4) e 25 (57 0u 5 % 5).
Logo, se esta regularidade for identificada, é bem provavel
que para o novo quadrado se proponham os seguintes nfi-
meros quadrados: 25 (5% ou 5 x 5) e 36 (6% ou 6 x 6).

Assim sendo, eis como ja estaria o novo quadrado (ver
figura 2).

5 6 5 (900] 6
36 25 3613025
1 1

Figura 2 Figura 3

Tentemos, agora, conjeturar acerca de qual sera o valor
central deste novo quadrado. Para tal, voltemos a analisar
os trés quadrados que estdo a servir de base investigativa.
Note-se que, para cada um, o valor central coincide com o
produto dos valores colocados nos extremos da respetiva
linha de topo:

a)6=2x3 b)12=3x4 ) 20=4x5

Constata-se, entdo, que cada nimero central é um ntime-
ro oblongo, pois resulta do produto de dois nimeros intei-
ros consecutivos. Assim sendo, é desejavel que se avance
para o valor central do novo quadrado o produto de 5 por
6, isto é, o valor 30.

De seguida, o ntimero a investigar deverd ser o que se
deve colocar na quadricula central da linha do topo. Ora,
atendendo aos trés quadrados iniciais, esse valor coincide
sempre com o quadrado do valor central:

a)36=60ubx6 b) 144 =12?0u 12 x 12
) 400 =20% ou 20 x 20

Assim sendo, serd espectivel que o valor dessa posicio,
seja o quadrado do respetivo valor central (30), ou seja, 900.
Logo, a figura 3 estara quase terminada.

Restam, pois, dois nimeros para que o novo quadrado
fique completo. Centremo-nos na quadricula respeitante ao
canto inferior esquerdo dos trés quadrados dados. Certa-
mente que serd ficil observar-se que, em cada, o valor pre-
sente nessa posi¢ao relaciona-se sempre com o respetivo
valor central. No primeiro caso é o dobro, no quadrado do
meio € o triplo e no quadrado da direita é o quidruplo. De
facto:

a)12=2x6  b)36=3x12 ) 80 =4 x 20

Logo, € expectavel que se proponha o quintuplo do valor cen-
tral para o caso do novo quadrado. Assim, 5 » 30 = 150.
Resta, pois o valor do canto inferior direito. Ora, fazen-
do uma anilise semelhante & que se acabou de fazer, cons-
tata-se que no caso do quadrado da esquerda o valor des-
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Figura 4

sa posicdo € o triplo do valor central (18 = 3 x 6). Por sua
vez, no caso do quadrado do meio, o valor dessa posicio
é o quadruplo do valor central (48 = 4 x 12). Por filtimo, o
valor dessa posi¢do no quadrado da direita é o quintuplo
do valor central (100 = 5 x 20). Logo, no caso do novo qua-
drado, serd de prever que se proponha o séxtuplo do valor
central, isto é o valor 180, pois 180 = 6 x 30.

Outra abordagem possivel para se descobrirem estes nti-
meros extremos da linha inferior passaria por se constatar
nos trés quadrados iniciais que: (a) relativamente a cada va-
lor do canto inferior esquerdo, este obtém-se multiplican-
do o valor do canto superior esquerdo pelo valor central:
(b) cada valor do canto inferior direito resulta do produto
do valor do canto superior direito pelo valor central.

Eis como fica a resposta ao desafio inicialmente coloca-

do (figura 4).

POSSIVEL EXPLORAGAO AO NIVEL
DO 2.° CICLO, COM BASE NA POTENCIACAO
E NA DIVISIBILIDADE DO NUMERO

Ao nivel do 2.° ciclo do ensino basico é bem possivel que
os alunos avancem com outros tipos de abordagem ao de-
safio colocado.

Serd expectavel que alguém constate que na figura da
esquerda existe esta curiosidade matematica: (2 x 3) x 36 =
=(1x6) x 36=216. Ora, isso podera levar os alunos a intuir
se os outros produtos também sero este valor. Vejamos:

Ix6x4=216
12x1x18=216
2x9x%x12=216
Ix4x18=216
2x6x18=216
3x6x12=216.

Confirmar-se-ia, pois, que esta figura é um quadrado mégico
de produto 216. Por sua vez, o quadrado do meio também
apresenta a seguinte curiosidade numeérica: (3 x 4) x 144 =

= (1x12) x 144 = 1728. Uma vez mais, esta constata¢io po-
deré levar os alunos a estimar sempre o produto 1728 para
as restantes multiplica¢es do quadrado. Vejamos:

16x12x9=1728
36 x1x48=1728
3x16x36=1728
4x9%x48=1728
Ix12x48=1728
4x12x36=1728

Confirmar-se-ia, pois, que se trata de um novo quadrado
mégico, mas de produto 1728.

Por analogia com estes dois quadrados anteriores, tam-
bém o quadrado da direita evidencia ser um quadrado ma-
gico, com produto magico 8000. Vejamos:

4 x 5 x 400 = 8000
1 x 20 x 400 = 8000
25 x 20 x 16 = 8000
80 x 1 x 100 = 8000
4 x 25 x 80 = 8000
5 x 16 x 100 = 8000
4 x 20 x 100 = 8000
5 x 20 x 80 = 8000

Confirma-se a conjetura de que este quadrado da direita
também é um quadrado de produto magico, que designa-
remos por quadrado méagico multiplicativo.

Os produtos maégicos obtidos sdo, pois, 0 216, 0 1728 e
0 8000. Ora estes trés valores terdo certamente uma rela-
¢do entre si. E, de facto, tém, pois a coluna central de cada
quadrado permite que se conclua que se tratam de ntime-
ros cbicos. Vejamos:

1x6x36=06"%x6"xG6G:=06"
1x12%x24=12"%x12'x122=12°
1x 20 x 400 =20 x 20" x 202 = 20°

Ora, esta constatacdo leva a que seja facil propor-se o proxi-
mo niimero ctibico para se associar ao quadrado em branco.
Para tal, basta analisarem-se os valores das bases de cada
poténcia assinalada nos trés quadrados dados e ver que vao
crescendo segundo um padrao ou regularidade: 6 + 6=12 ¢
12 + 8 =20. Logo, a seguir seria 20 + 10 = 30. Isto faria com
que o produto magico do quadrado em branco fosse o cubo
desse valor, isto é: 30%, ou seja, 27000.

Restaria, agora, descobrir os valores das quadriculas dos
quadrados conhecendo-se apenas o valor central (30), o va-
lor acima dele (900) e o valor abaixo dele (1), isto &, para j4
estariam descobertos os trés valores da coluna central.

! OUTUBRO 129 41




5 1900| 6
36 | 30| 25
150 1 (180

Figura 5

Para se avancar com esta proposta de resolucdo, seria
interessante perceber-se que os seis valores que faltam des-
cobrir s3o, todos eles, divisores do valor 27000.

Assim, serd ttil decompor-se o 27000 em fatores pri-
mos, para que a partir dai se identifiquem todos os diviso-
res daquele niimero. Vejamos:

27000
13500
6750
3375
1125
375
125
25

WIU1 U w w w NN

Assim, 27000 = 2* x 3* x 5°. Logo, tendo em conta cada ex-
poente de cada poténcia, o conjunto dos divisores deste nt-
mero é formado por 64 elementos, pois (3 + 1) x (3 + 1) x
X (3 + 1) =4 x 4 x 4 = 64. Destes, serdo utilizados os seguin-
tes divisores para completar a figura do desafio: 5, 6, 25, 36,
160 e 180. Logo, a figura 5 fica concluida.

Note-se que na linha de topo era necessario usar os di-
visores 5 e 6 para que o seu produto se equivalesse ao valor
30 que existe na coluna central. Logo, em ambos os casos
estar-se-ia na presenca do valor 27000, pois 5 x 6 x 900 =
=1 x 30 x 900 = 27000.

Por sua vez, na linha central necessitar-se-iam dos di-
visores 25 e 36, pois o seu produto € 900, que a multiplicar
por 30 também originaria o valor 27000.
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Ja na linha de baixo, os divisores necessérios seriam o
150 e o 180, pois o seu produto é 27000, que a multiplicar
p P q P
pelo 1, mantém esse valor.

REFLEXAO

Esta tarefa evidencia, pois, possuir multiplas potencialidades
para incutir nos resolvedores o gosto pela matemética.

Como sintese final, seria interessante que os alunos
pudessem concluir que também existe uma regularidade
nos produtos magicos em termos da potenciacdo utilizada,
pois, como se observou atras, trata-se sempre de nimeros
ciibicos:

216=2*x3*=06°
1278 =3*x 43 =12°
8000 = 4* x 5* = 20°

Por isso, confirma-se que o préximo produto mégico deve-
ria resultar de 5° x 6, isto é 30°, ou seja, o valor 27000.

EXTENSAO

Qual a veracidade das seguintes conjeturas?

A — Um quadrado magico multiplicativo com a configu-
rac3o (ordem 3) dos que foram abordados, tem sem-
pre como niimero central um namero oblongo.

B — Com qualquer niimero ciibico é possivel formar
um quadrado mégico multiplicativo de ordem 3.
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Um olhar sebre 0 encontro de Origami

DD O O 0 RO R O
() o nlega d IO 0 e o ..
propos pa 0 € 0 g O . A
0 Pro 0 0 (] oD 0 CO O de 0 gar ao O e1co 0 C10 (e org
OVO do 0 PO 0 g do e okvo, Japao cgosto de 20 do
o e 0 d q do 0 oile 0 10 D o lo Orga 0 pa D111d
o D € a0 1M 0 DO d1SPendioso pao 0 de o pap D Op O11g
O O O O 05 40 conside O 1 D 0O O o e D dos ao
apo 0 0 tao 0, pod O O oo do i de d 10 do 0 0 d dad
o d O1M 1O 0 dad d orado de 200
(] » 0S O 0S dO 1Novo O [1VO H » (l e DO O 0 (1C
a3 O O O Or1g pe Hndo-no 0 O g
do 0 D 0



e

@

A lingua oficial do encontro foi o inglés e ao assistir a
sessdo de abertura do encontro verificimos que éramos as
Unicas portuguesas a participar. Ao longo dos dias desco-
brimos uma oradora brasileira e dois oradores espanhdis,
mas a grande maioria eram japoneses, americanos e ingle-
ses. Ainda surgiram alguns italianos com alguma represen-
tatividade, mas que era expectdvel uma vez que este encon-
tro ja se realizou em Itilia.

As palestras tinham por base a apresentacio de estudos
e experiéncias realizadas no terreno, quer na area da Edu-
cacao, quer na Ciéncia e Matematica. Nas sessoes que par-
ticipAmos, especificamente na irea de educacdo, tivemos
oportunidade de fazer dobragens em papel de forma a per-
cebermos melhor alguns dos exemplos utilizados com alu-
nos para apreender determinados conceitos. A partilha de
experiéncias foi uma mais valia em todo o encontro.

Muitos foram os oradores internacionais que divulga-
ram estudos com alunos desde o pré-escolar até ao ensino
basico e secundario demonstrando o contributo e os be-
neficios que o origami tem no desempenho dos alunos na
drea da matematica, na medida em que com simples do-
bragens no papel, os alunos conseguem desenvolver a ca-
pacidade de visualizagio, no¢des geométricas, nocoes ba-
sicas de medida, facilitando ainda o desenvolvimento da
memoria, concentracdo/atencao, pensamento, sequencia-
¢do, coordenagio motora fina, destreza manual e represen-
tagdo mental e espacial.

Patsy Wang-Iverson e Nick Timpone, dos USA, afir-
maram que com a cria¢io do jardim de infincia, em 1838,
Friedrich Froebel, usou o origami nos primeiros anos para
explorar informalmente conceitos matemaéticos, no entan-
to as suas intencdes e métodos foram abandonados com a
expansao e crescimento dos jardins de infincia por todo o
mundo, acabando-se por desprezar completamente o ori-
gami como estratégia de ensino da matematica nos primei-
ros anos.
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Estes autores apresentaram um estudo comparativo fei-
to com dois grupos de alunos (grupo experimental e grupo
de controlo), um deles onde foi feito um trabalho sequen-
cial com origami e outro que nio tinha sido sujeito a qual-
quer experiéncia. Neste estudo os alunos eram sujeitos a
questdes de alguns dos itens do TIMSS 2011 (Tendéncias
Internacionais no Estudo da Matemaética e das Ciéncias;
timss.org). Os autores pretenderam responder a seguinte
questdo de partida: «Might students introduced to origami
in the early grades perform at a higher level?» (Wang-Iver-
son, P. e Timpone, N. (2014), pp.18). Do estudo realizado
verificaram que os alunos que nas suas aulas de matema-
tica utilizaram a dobragem de papel conseguem melhores
resultados, melhor desempenho e compreensio e aumen-
taram o seu interesse e gosto pela matemitica.

Huang Yanping e Lee Peng-Yee, da China, indo ao en-
contro dos autores anteriores também falaram do uso das do-
bragens para resolver problemas em geometria, apresentan-
do alguns exemplos priticos para explicitar alguns conceitos
e propriedades das linhas paralelas, tridingulos, quadrilate-
ros e circulos. Os materiais apresentados sdo desenvolvidos
para a formacio de professores, mas muito mais materiais
podem ser encontrados no livro escrito pelos autores deno-
minado «Paper Folding and Mathematics». Foi publicado,
em 2012, por Science Press, em Pequim e contém mate-
riais liteis para professores na sua prética quotidiana.



Linda Marlina, formadora de professores na Indonésia
partilhou experiéncias com origami como meio de desen-
volvimento de capacidades no ensino da educacio infantil
e que além de ser um material barato e de ficil aquisicio,
permite a realizacao de atividades atrativas para as crian-
¢as ajudando-as no desenvolvimento de habilidades moto-
ras, desenvolvimento do cérebro da crianca e na introdu-
¢do da matematica, especialmente na irea da geometria.
No entanto o uso do origami na educagio ainda niio é uma
estratégia adotada pelo Curriculo da Educacio na Indoné-
sia. A oradora tem persistido no uso do origami na educa-
¢d0 e para isso tem vindo , desde 2006, a realizar mais de
50 reunides, de forma a explicitar a importincia do origa-
mi na educagao infantil. Também colaborou com a Asso-
ciagao de Professores da Indonésia realizando workshop e
neste momento ja existem algumas escolas de educacio in-
fantil a usar o origami como curriculo local.

Muito mais testemunhos existiram confirmando as ideias
ja referidas anteriormente de que o origami é uma estraté-
gia de ensino bastante importante. Alguns oradores tam-
bém se referiram ao facto do uso do origami permitir aos
alunos o desenvolvimento de uma linguagem precisa e es-
pecifica, permitindo-lhes um potencial elevado para a re-
dagdo técnica. Assim, com o uso frequente do origami, os
alunos conseguem ler diagramas e escrever ou explicar ins-
trugdes com um nivel de desempenho mais elevado.

Ao terminar o encontro descobrimos que nos dias se-
guintes se iria realizar um workshop, mas com muita «pena»
nossa nao poderiamos participar por termos data de regres-
so marcada. Esta foi uma das oportunidades que perdemos,
mas que nio nos foi comunicada antecipadamente e por
isso ndo conseguimos conciliar com a estadia em Tokyo.

CoNcLUSAO

O origami é uma técnica oriunda da China, mas foi no Japao
que o origami se tornou conhecido, sendo neste momento
considerado patriménio cultural japonés. No ha loja japo-
nesa onde o «tsuru» ndo seja o anfitrido, uma garca, caracte-
ristica do Japdo e que significa boa sorte, felicidade e satide
e ndo hd habitante que n3o consiga mentalmente reprodu-
zir figuras em origami, isto porque a oferta de workshop
em origami é diversificada e uma constante.

Por todas as vantagens e beneficios anteriormente jus-
tificados em estudos feitos internacionalmente considero
que esta técnica deveria ser contemplada no curriculo na-

cional de matematica para o ensino bésico.

No final do encontro, na sessio solene de encerramen-
to, foi solicitado aos participantes que enviassem via email
sugestdes para o local a organizar o préximo encontro em
origami, porque nio...Portugal?
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Notas sobre as atuais orientacdes para
a avaliacdo do desempenho dos alunos

LEONOR SANTOS

No dia 15 de setembro do presente ano saiu em Diario da

Republica um novo despacho que regulamenta a avalia-
¢do do desempenho dos alunos do ensino basico, o Des-
pacho normativo n.” 13/2014. Este novo normativo é mui-
to semelhante ao seu correspondente publicado em 2012,
apresentando apenas pequenas alteracdes de ajuste a outras
que foram entretanto sendo introduzidas, como o caso, por
exemplo da eliminacdo da 4rea curricular ndo disciplinar
de Estudo Acompanhado. A sua leitura levanta intimeras
perplexidades, que serdo em seguida ilustradas.

a) Regulamentar, a palavra de ordem

E verdadeiramente impressionante o niimero de sucessi-
vos normativos que regulamentam a avaliacdo pedagégi-
ca que tém saido nos ultimos anos. O quadro 1 sumariza-
-0s, considerando o periodo de vigéncia do atual Ministro
da Educacio.

46

do ensino basico em Portugal

O que significa esta produgio em catadupa de regula-
mentacio? Serd falta de uma ideia clara e refletida sobre as
politicas educativas? Serd que a publicacio de um norma-
tivo surge ao sabor de uma nova ideia que vai aparecendo?
Serd que se acredita que muita regulamentacio resolve os
problemas da educagio?

b) Incidéncia da avaliacao pedagdgica

De um principio que assumia que «a avaliacio formati-
va é a principal modalidade de avaliacio do ensino basi-
co» (Despacho 162/ME/91, pt. 3.1; Despacho normativo
n.” 98-A/92; Despacho normativo n.* 30/2001, pt. 16; Des-
pacho normativo n.* 1/2005, pt. 19) deparamo-nos com a
total auséncia do termo «avalia¢do formativa». A avaliacio
formativa desaparece de todo o texto, 3 semelhanca do que
ja se verificava no Despacho normativo n.® 24/2012, muito
embora ainda se encontrasse a sua mencao no Decreto-Lei




Quadro 1: Publicagao de normativos, entre 2011 a 2014, que regulamentam a avaliacio pedagdgica dos alunos

Data Normativo

Decreto-Lei n.” 94/2011 introduz um ajustamento na organizacao curricular no ensino basico

Decreto-Lei n.” 139/2012 estabelece os principios orientadores da organizagdo, da gestio

e do desenvolvimento dos curriculos dos ensinos bésico e secundério, bem como da avaliacio

Decreto-Lei n.° 152/2013 aprova o Estatuto do Ensino Particular e Cooperativo de nivel ndo

03/08/2011
05/07/2012
e certificacdo dos conhecimentos adquiridos e capacidades desenvolvidas pelos alunos,
aplicaveis as diversas ofertas curriculares do ensino bésico e do ensino secundario
06/12/2012 Despacho normativo n.” 24/2012 de forma a materializar a execucio dos principios
do decreto-lei anterior, definindo as regras de avaliacao dos alunos do ensino bésico
10/07/2013 Decreto-Lei n.* 91/2013 introduz alteraces ao Decreto-Lei n.” 139/2012
04/11/2013
supetior, ajustamento de procedimentos de avaliacio
15/09/2014 Despacho normativo n.* 13/2014 que materializa a execugio dos principios enunciados

no Decreto-Lei n.® 139/2012 alterado pelo Decreto-Lei n.° 91/2013, definindo as regras

de avaliacao dos alunos do ensino basico

n.® 139/2012: «A avaliacio formativa determina a adocio
de medidas pedagogicas adequadas as caracteristicas dos
alunos e a aprendizagem a desenvolver» (Artg. 28.°, pt. 2).
O Decreto-Lei n.* 94/2011 que introduz um ajustamento
na organizacao curricular no ensino basico ainda prevé di-
ferentes modalidades de avaliacio, embora retire a consi-
deracdo de que a avaliaciio formativa seja a principal moda-
lidade de avaliac3o. Assim, podemos afirmar que em 2011
ha um ténue passo de desvalorizacio da avaliagdo formati-
va, em 2012, uma tentativa nio totalmente assumida de a
ignorar, para finalmente, em 2014, esta questio ficar total-
mente resolvida, eliminando de vez esta vertente essencial
da avaliagdo pedagégica.

Apés mais de 20 anos, a avaliagio formativa deixa de ser
referida nos normativos da avaliacio pedagégica em Por-
tugal! O que significa tal retrocesso? Que implicacdes para
as praticas avaliativas que ocorrem no terreno?

¢) O que € aprender

A legislacao € bem clara sobre o que incide a avaliagdo pe-
dagdgica: «a avaliagdo dos alunos incide sobre os conte-
tidos definidos nos programas e obedece as metas curri-
culares em vigor nos 1.°, 2.° e 3.° ciclos» (Artg. 5.°, pt. 1).
Portanto ter aprendido é sinénimo de aquisiciio de conte(i-
dos! Fala-se ainda de componentes do curriculo de carac-

ter transversal ou de natureza instrumental, remetendo a
sua avaliacdo para o Conselho Pedagégico de cada escola,
logo enviando a mensagem de que sio de segundo nivel
de importincia. Emerge, assim, um retrocesso evidente so-
bre o entendimento de curriculo, retomando a perspetiva,
ha muito abandonada, que o associava a uma listagem de
contetidos a ensinar e a aprender, significado vigente no
inicio do séc. XIX e inicio do séc. XX.

Como se compatibiliza esta assuncio com o que hoje
se entende por saber? Em particular, por se ser competen-
te matematicamente? Onde ficam as capacidades transver-
sais? Qual a sua importincia? Qual o seu lugar na avalia-
¢io pedagbgica?

d) Como se aprende

De forma coerente podemos verificar que as medidas de
promocdo do sucesso escolar (note-se que nio se afirma
que é de promocio das aprendizagens) listadas no norma-
tivo, e como tal com forca de lei, apontam todas para fora
da sala de aula, 3 excecdo da alinea d) que refere a possi-
bilidade da presenca de dois professores na sala de aula.
Contudo, tendo em conta a atual situa¢do de extrema con-
tencdo financeira, esta medida soa mais a retérica do que a
uma verdadeira possibilidade. Acresce o facto de, ignoran-
do tudo o que é apontado pelos resultados da investigacio,
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se propor a constitui¢ao de grupos de homogeneidade re-
lativa, dedicando-lhe mesmo um ponto especifico! Justifi-
ca-se esta medida argumentando que favorece «a igualdade
de oportunidades no percurso escolar do aluno» (Art. 22.°,
pt. 1). Nada mais falso! Esconde-se, ou por ignorincia ou
por mé-fé, a importincia decisiva para as aprendizagens das
expetativas dos professores face ao que os seus alunos sio
capazes de aprender. Os melhores alunos tornam-se ain-
da melhores, todos os outros nio evoluem, havendo mes-
mo casos de retrocesso.

Serd uma solucdo pedagogicamente adequada exigir
mais tempo de estadia na escola aos alunos que apresen-
tam mais dificuldades, que em geral sio também aqueles
que menos adaptados estdo a escola? E por exaustio que se
aprende? Que se aprende o qué? E dar mais do mesmo?

) Medir a temperatura cura a doenca
Ao ler-se o despacho em andlise, fica a ideia, por um lado,
de que a aprendizagem é sinénima de obtencio de resulta-
dos positivos em provas de avaliagdo sumativa (interna ou
externa). Por outro lado, que é fazendo muitas provas que
se aprende. S6 assim se compreende todo o dispositivo as-
sociado as provas de equivaléncia 2 frequéncia, que admi-
te mesmo alunos autopropostos nos 1.° e 2.° ciclos. Pare-
ce haver uma clara desvalorizagdo da escola. Nio importa
se 0 aluno a frequenta ou nio, ndo importa o contributo
da escola na formagio global do individuo, o que impor-
ta € ter resultado positivo nas provas de avaliacio sumati-
va. Este entendimento é coerente com a perspetiva do que
€ saber, isto é ter adquirido os contetidos programiticos,
explicitados/referidos nas metas curriculares. £ igualmen-
te consonante com o reduzir o tempo do ano escolar para
nele se incluirem provas de avaliagio externa. Nao impor-
ta reduzir o tempo de aprendizagem, o que é necessério é
medir, medir e medir!

Importa entdo perguntar: Para que serve a escola? Qual
o seu papel? O que pretendemos para cidadios no Portu-
gal do futuro?

-]
(s7]

Do exposto fica claro que a evolucio que temos assistido
nos Gltimos anos as orientacdes para a avaliacio do desem-
penho dos alunos, em particular do ensino bésico, é mui-
to preocupante. Temos de reconhecer que nem todas as
orientacGes anteriores, embora presentes nos normativos,
tiveram a sua expressdo de forma generalizada no terre-
no. Por exemplo, embora a avaliaciio formativa fosse con-
siderada essencial nas praticas avaliativas dos professores,
tal nao se verificava ainda de forma expressiva. Também a
autoavalia¢do anual do aluno prevista no seu processo in-
dividual poderd ndo ter sido usada para dar maior atengio
ao desenvolvimento desta capacidade. Ou ainda ser uma
oportunidade pouco aproveitada a possibilidade prevista
dos alunos no primeiro periodo dos anos iniciais dos 2.°
e 3.° ciclos nao terem de ser sujeitos a uma classificacao,
mas antes a avaliagdo sumativa ter uma natureza descriti-
va. Perante este facto, dois caminhos seriam possiveis: ou
procurar criar condi¢oes favoréveis a operacionalizacio no
terreno das medidas ainda nio inteiramente seguidas, ou
reconhecendo a sua dificuldade de operacionalizacio sim-
plesmente elimina-las. Pois o que temos vindo a assistir
nestes lltimos anos é uma orientagio que opta pelo segun-
do cendrio e vai mesmo muito para além dele. Estamos a
assistir a uma viragem paradigmadtica do entendimento do
que ¢ a escola e do que s3o as suas fungdes. Valoriza-se o
sucesso escolar em detrimento das aprendizagens, valori-
za-se a avaliagdo sumativa em detrimento da avaliacio for-
mativa, valoriza-se o papel do Estado enquanto regulador
do curriculo em detrimento do profissionalismo dos pro-
fessores, valoriza-se a sele¢do em detrimento da igualda-
de de oportunidades. E isto que queremos para as nossas
criangas e adolescentes? E isto que queremos para um pais
que se quer evoluido?

LEONOR SANTOS
InsTiTUTO DE EDUCAGAO, UNIVERSIDADE DE LISBOA




APM - 2014

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associacio de Professores de Matematica (APM) é uma instituicio de utilidade pablica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matematica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovagio do
ensino da Matematica, promovendo atividades de dinamizacio pedagégica, formagao, investiga¢do e intervencio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacio e utilizacio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicacdes periddicas

Todos os associados tém direito aos cinco niimeros anuais da revista Educaclio e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformacio. Os @-sécios s6 poderio aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicacBes no nosso portal, todos
os outros terdo direito também a receber pelo correio as edicdes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de prego
especial na assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicdo de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderio ainda requisitar materiais, publicacdes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Qutros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagdo, Associaces da Federacio Iberoamericana das Sociedades de Educa¢io Matemdtica, e outras) ou noutros eventos
em que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associacdo através dos grupos de trabalho, dos ntcleos regionais ou
por outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

Associados institucionais
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das atas do ProfMat.

Preco da quota anual em 2014

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 60,00 €
Estudante s/vencimento (@-sdcio) 15,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 80,00 €
Estudante s/vencimento (s6cio regular) 38,50 ¢ Modalidade 1 + Quadrante 75,00 €
Professor aposentado 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 100,00 €
@-s6cio 38,50 €
Residente no estrangeiro 60,00 €

Para efetuar a sua inscricdo, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no endereco http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2014

Educagdo e Matemdtica
(inclui atas ProfMat) Quadrante
Portugal 15,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 20,00 €
Portugal 28,00 €
InstituigGes 4700
Estrangeiro —
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