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Aprender a «ser professor». Por uma formacgao
inicial sustentada e de qualidade, sempre!

«Na minha vida nem sempre a bussola se atrai ao mesmo norte. (...)

Nio sei caminhos de cor.», Fernando Namora, Mar de Sargagos, 1940.

A figura do professor reveste-se de uma enorme complexida-
de. Ser professor é um processo que se desenvolve no tem-
po. Comegando ainda antes da formagdo formal e prolon-
gando-se ao longo da vida profissional, atravessa diferentes
contextos, vive diversos dilemas e desenvolve conhecimento
em vérios domfnios. O professor vai enfrentando (e resol-
vendo) situacdes de caracteristicas tnicas e cada vez mais
exigentes, necessitando de mobilizar saberes especializados
em multiplas dimensdes. De facto, o professor deve saber
como a Matemética se integra no curriculo, deve sentir-se
seguro nos temas matemdticos a tratar e na(s) maneira(s)
de os ensinar, deve perceber os alunos com quem trabalha
e a(s) forma(s) como aprendem, deve recorrer aos materiais
didéticos mais adequados, deve refletir sobre as suas pra-
ticas, deve valorizar a colaboragdo com os outros professo-
res, deve intervir na escola e na comunidade...

Sabendo que, neste caminho de «ser professor», todas
as experiéncias de vida e de formagdo tém um significado
muito préprio, a formacao inicial é seguramente uma das
etapas que assume especial relevancia. Nas Ultimas déca-
das, foi-se tornando consensual que, para lecionar Matemd-
tica, se deva ser portador de uma habilitagdo profissional
adquirida em curso superior adequado. Atualmente, esta
habilitacdo ¢é obtida através de um mestrado profissionali-
zante, antecedido de uma licenciatura de banda larga na(s)
respetiva(s) drea(s) disciplinar(es), optando-se, assim, por
um modelo de natureza bietdpica e sequencial em detrimen-
to de uma orientagdo mais integrada da formacao.

Num momento em que as entidades oficiais parecem pre-
tender «mexer em tudo» como se ndo tivéssemos um pas-
sado nem houvesse um amanh3, as recentes alteragbes ao
regime juridico da habilitagdo profissional para a docéncia
na educagdo pré-escolar e nos ensinos basico e secunddrio,
enquadrado no D.L. n.°79/2014, de 14 de maio, acabam por
ndo ser verdadeiramente uma surpresa. Seguem a agenda
habitual ja vista, por exemplo, na alteragdo dos programas
de matematica, expressa na inoportunidade da proposta e

dos prazos de discussdo, nas fortes duvidas sobre os estu-
dos e as evidéncias que dizem sustentar tais alteracdes ou
na inadequacdo de algumas solugdes apresentadas em cla-
ra contradicdo com avaliacoes jé produzidas. Mesmo assim
surpreendem, ou talvez ndo, por terem sido aprovadas em
pleno desenvolvimento de processos de avaliagao externa
realizados pela A3ES em muitos cursos de formagao de pro-
fessores. Ndo seria mais avisado esperar e atender aos resul-
tados globais desta avaliagdo e depois alterar, de uma forma
coerente e sustentada, os aspetos mais problemdticos?

Embora o novo normativo tenha aspetos positivos, como
o (necessario) aumento de créditos para a formagao de edu-
cadores de infincia e de professores dos primeiros anos ou
o reforco das didéticas especificas na generalidade dos ci-
clos de ensino, a verdade é que outras alteragoes levantam
sérias duvidas. Cito, como exemplos, a auséncia dos perfis
geral e especificos do desempenho profissional como refe-
réncia fundamental, a pouca valorizagdo da formagao edu-
cacional geral, a (quase) inexisténcia da formagao em me-
todologias de investigaco educacional, o regime de fixagao
de vagas ou a introducdo de provas de ingresso (nas dre-
as de Portugués e de Matemética) na Licenciatura em Edu-
cacdo Basica. Mas, apesar de tudo, o novo regime juridico
apresenta alguns recuos relativamente a proposta inicial. Fi-
caria, porventura, mais coerente e fundamentado se tivesse
tido, na conta devida, os pareceres do Conselho Nacional
de Educacdo ou os inimeros comentdrios ou sugestoes de
alteracdo propostos, quer por instituicdes do ensino supe-
rior, quer por professores.

Muitas perplexidades e interrogacdes se mantém. Por
isso, tal como em tantas outras 4reas, nestes quarenta anos
de Abril, é importante continuar a pensare a defender uma
formacio inicial sustentada e de qualidade... sempre!

MANUEL VARA PIRES
EscoLA SUPERIOR DE EDucagAo
DO INSTITUTO POLITECNICO DE BRAGANCGA

EDITORIAL

Mssinpiad Vigwa
Manuel Vara
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LEITURAS

A matematica nos programas do
ensino ndo-superior (1835-1974)

Anténio José Almeida
José Manuel Matos

Este livro oferece uma anélise dos programas de matemética
do ensino nao-superior publicados em Portugal entre 1835 e
1974. No ambito das finalidades da Associagdo de Professo-
res de Matemética, e com o apoio da Unidade de Investiga-
¢ao Educagao e Desenvolvimento da Faculdade de Ciéncias
e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa, pretende-se
divulgar estes documentos & comunidade educativa e ofe-
recer uma fonte de pesquisa aos investigadores interessa-
dos na histéria do ensino das disciplinas escolares.

O estudo dos programas ajuda-nos pois a compreender
algumas dimensdes que constituem a matemitica escolar
contemporénea:

« a matemdtica escolar — como se constituiu a mate-
mdtica escolar como disciplina auténoma, com os
seus profissionais especificos, as suas representa-
¢Oes, as suas préticas;

+ os temas — quando surgem, como evoluiram, qual
a sua sequéncia e integracao no todo do programa,
quando desapareceram;

* 0 tipo de conhecimento matemdtico desejdvel — a in-
tuicdo, a memorizagao, a ligacao a vida, a abstracdo,
a disciplina mental,

* 0s métodos — o laboratério de matemdtica, os exer-
cicios, o ensino heurfstico, a ligacao ao real, os pro-
blemas, o trabalho de grupo; e

«  as tecnologias materiais — o quadro, a lousa, o con-
tador, a caixa métrica, o papel quadriculado, o ma-
terial concreto, os modelos, os filmes, o retroproje-
tor, a régua de calculo, o computador.

O conhecimento do passado permite-nos ir para além de
visdes simplistas e redutoras, que tanto o glorificam como
«o tempo do antigamente ¢ que era bom», como o despre-
zam como «ensino tradicional». Contrariando a glorifica-
¢do das escolas do passado, sabemos que durante a maior
parte do antigamente apenas uma pequena minoria tinha

A MATEMATICA

NOS PROGRAMAS DO

ENSINO NAO-SUPERIOR
1835-1974
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acesso a escola e que, mesmo para essa, o abandono e o
insucesso eram muito elevados. Quanto aos métodos, mui-
to provavelmente, tal como nos dias de hoje, a prética es-
colar recorria essencialmente ao ensino expositivo. Mas ao
percorrer os programas ndo podemos deixar de notar que
as aspiracdes dos legisladores, muitas vezes eles préprios
professores profundamente empenhados numa pritica de
melhoria do ensino, sdo bem mais complexas, contrarian-
do também a sua condenacdo como «ensino tradicionals.
Se em determinadas épocas (anos 1930 e 40) se pretendeu
um abaixamento geral da qualidade da formacdo escolar,
reduzindo programas e exaltando apenas a memorizacao
e a repeticdo de procedimentos, noutras, em particular no
ensino pos-primério, pretendeu-se levar aos que frequen-
tavam as escolas uma matemética de qualidade integran-
do uma formagdo humana integral.

LEITURAS
EDUCAGAO E MATEMATICA




JosE Matias ALVES
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tivos de aprendizagem de todos.

Nesta visdo enuncia alguns desahes

escolas e para os professores.

D ESAFIOS PARA AS ESCOLAS
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2. Desafio da insercdo territorial. Uma escola sozinha pode
muito pouco. Uma escola a quem tudo foi confiado (numa
clara desresponsabilizagio social), uma escola que sobrevi-
ve asfixiada num mandato excessivo de ter de fazer (e ser)
tudo s6 pode ver degradada a sua imagem publica e ar-
ruinado o seu projeto educativo. Por isso, a escola tem de
se organizar numa légica de rede, de interacio com todas
as agéncias politicas, culturais, associativas, desportivas...
que operam num determinado territério. O territério por
exceléncia é, naturalmente, o municipio. A escola tem de
ser parceiro ativo na construcio de um projeto educativo
municipal. E os 6rgdos autirquicos tém de assumir a res-
ponsabilidade de congregar visdes, vontades e recursos. A
autonomia da escola concretiza-se neste cenério de inter-
dependéncia ativa e numa proximidade que s6 pode signi-
ficar uma elevacdo das qualidades da educacio.

3. Desafio da construgio de uma comunidade educativa. A au-
tonomia, a interdependéncia, a insercio territorial sdo os in-
gredientes chave da construcio de uma comunidade educati-
va. Como sabemos, o Didrio da Republica diz que a escola é
uma comunidade educativa. Mas este enunciado nio passa
de uma ficgdo. Para que uma escola seja uma comunidade
educativa tem de ser laboriosamente construida por todas
as entidades que sao membros da comunidade: os profes-
sores, os alunos, os funcionarios, os pais, as autarquias, as
empresas, as associacoes locais, as entidades piiblicas que
operam no territério. E s6 hd um férum onde esta intersec-
¢do € possivel: um conselho municipal de educacio e for-
magcdo, evidentemente renovado nas suas competéncias e
composicdo onde todos estes autores tém a legitimidade de
decidirem sentidos e rumos para a educacio.

4. Desafio do reconhecimento social. A escola s6 existe, s6
€ procurada pelas familias se for reconhecida como uma
instituicdo credivel, como uma organizagio que se mobili-
za para realizar os melhores processos educativos e alcan-
car os melhores resultados possiveis. Uma escola que nio
€ procurada pelas familias, que nio é reconhecida pelo va-
lor da sua acdo tende a fechar as suas portas. E, por isso,
fundamental, abrir-se aos contextos, incrementar os proces-
sos de comunicacdo, escutar, interagir, dialogar. Dar con-
ta dos seus sucessos e das suas dificuldades. Nio recear a
honestidade e a transparéncia da verdade. Porque s6 assim
gerara a confianca e 0 compromisso.

5. Desafio da responsabilidade. Uma escola mais livre e mais
auténoma, territorialmente inserida, s6 pode ser uma ins-
tituicdo mais responsavel que faz tudo o que est ao seu

alcance para providenciar uma melhor educacio. Mas esta
responsabilidade é obrigatoriamente partilhada em sede da
comunidade educativa (e aqui reside uma das 6bvias vanta-
gens deste conceito de escola). Os professores, os alunos,
0s pais, as autarquias, as empresas tém uma quota parte
de responsabilidade na concecio e realizagio dos projetos
educativos. E a educagdo s6 melhorara na assuncio clara
desta responsabilidade partilhada.

6. Desafio da (des)aprendizagem. Uma escola é uma institui-
¢ao especializada no ensino, leia-se, especializada no fazer
aprender todos os alunos que acolhe. Para ensinar todos de
modo diferenciado e eficaz tem de se dispor a aprender per-
manentemente. A aprender com os éxitos e inéxitos, com
os problemas e os sucessos. Numa palavra, a escola tem de
ser uma organizacao aprendente, tem de gerar oportuni-
dades para que cada um dos seus membros se disponha a
uma aprendizagem continua. E para isto é imprescindivel
parar, refletir, interagir, colaborar, dialogar, procurar no-
vas respostas para velhos e novos problemas.

7. Desafio da diversidade e flexibilidade. A escola confronta-
-se hoje com uma diversidade de ptiblicos, com uma larga
heterogeneidade de culturas, interesses, ideologias, vonta-
des. Tragicamente, continua a organizar-se no pressuposto
de que ¢ possivel ensinar todos como se todos fossem um s6. A
trama burocratica do centralismo, da uniformidade, do cur-
riculo tinico, do comando e do controlo central, da padroni-
zagdo, da chapa cinco; a instituicio de uma ordem rigida e
Gmica e a crenga (hoje absurda) numa racionalidade olimpi-
ca e no the one best way é o caminho seguro para o desastre.
A criacao de uma Dire¢do Geral dos Estabelecimentos Es-
colares é o exemplo paradigmatico da perpetuacio de uma
ordem medieval e vassilica. $S6 um outro paradigma, fun-
dado na liberdade de organizar de outro modo os processos
de escolarizacdo, podera responder com mais profissiona-
lismo e eficicia aos desafios que hoje enfrentamos.

Mas € preciso enunciar outros desafios, nomeadamente
dirigidos aos professores, autores centrais de uma renova-
¢do da educacio.

DESAFIOS PARA OS PROFESSORES

1. Desafio da vontade. O primeiro dos desafios é perceber
os fatores que tém levado os professores a quererem aban-
donar a profissdo. Que tém feito da vida profissional uma
tormenta. Que tém reforcado a impossibilidade de uma pro-
fissdo. Temos de acender os detonadores que facam os pro-




fessores voltar a acreditar na imprescindibilidade de uma
profissdo. Que os facam ver a gratificante alegria de ser pro-
fessor. Nesta senda escarpada, s6 vejo uma possibilidade:
criar espacos e tempos para uma interacdo profissional mais
reconfortante, mais securizante, mais gratificante. Porque
h4 muito mais a unir-nos do que a separar-nos. Porque 6
nos temos a nés mesmo como aliados.

2. Desafio do saber. Os professores sdo os profissionais do
conhecimento, Tém de estar permanentemente atualiza-
dos, tém de estar cientificamente informados dos conheci-
mentos que se vio produzindo. As associagoes profissionais
e as universidades tém aqui um papel de grande relevin-
cia e tém, provavelmente, de fazer mais do que tém feito.
Mas também cada professor, cada grupo, cada departamen-
to. Fazendo dos tempos de reunido, tempo de partilha e de
producio de conhecimento. E da prépria acdo profissional
um procedimento de investigagdo sobre os problemas que
se vdo enfrentando. Este é o sentido maior de um oficio in-
telectual que ndo pode deixar de se questionar e de procurar
as respostas. Nao podemos aceitar cumprir o papel de ser
a voz do dono, de ser o funcionério cansado que cumpre as
instrucdes e as ordens superiores. Nos é que temos de sa-
ber como devemos ensinar, mesmo aqueles alunos que ndo
querem aprender. Ou pelo menos, procurar a resposta.

3. Desafio do poder e da autoridade. Querer, saber e poder.
Temos de afirmar muito mais o nosso poder que existe mui-
to mais do que pensamos. Temos de nos ver como autori-
dade. Porque o conhecimento é a pedra angular da distin-
cdo. Porque ser autor € ser criador das respostas ajustadas
para os problemas concretos e que s6 nés somos capazes
de decidir. A nossa autoridade advém, em larga escala, des-
ta possibilidade de afirmarmos um saber fazer concreto,
situado, ajustado, eficaz. Que ninguém pode exercer em
nosso nome.

4. Desafio da autonomia individual e coletiva. Como intelec-
tual que é, o professor tem de ter a possibilidade de tomar
decisdes sobre o como ensinar, o como avaliar, o como di-
ferenciar a sua aciio pedagogica. Tem por isso de ter uma
larga autonomia decisional. Mas, ao mesmo tempo, tem de
colocar a sua autonomia ao servico da autonomia do grupo
profissional (em sede de departamento, de conselho de tur-
ma, de grupo disciplinar...). Porque hé decisoes que s6 po-
dem ser tomadas nesta esfera especifica. E a profissdo tem
muito a ganhar com o desenvolvimento de uma comuni-
dade de profissionais.

5. Desafio de uma cultura interativa e colaborativa. Autono-
mia coletiva desenvolve-se numa légica de interagio e co-
laboracio. As culturas profissionais alicercam-se em pra-
ticas sistematicas de interacdo e colaboracio que elegem
os exercicios profissionais como foco de interpelagao. Pre-
cisamos como do pao para a boca de ver esta oportunidade
de desenvolvimento. E ver s6 pode ser ensaiar, experimen-
tar, avaliar, pensar, interagir, dentro e fora da sala de aula.
Os lideres escolares tém neste campo a particular respon-
sabilidade de criar estas oportunidades das pessoas verem
e praticarem.

6. Desafio de uma avaliacdo formadora. Os professores fo-
ram treinados para serem juizes do conhecimento revela-
do pelos alunos. E a assumirem, sobretudo, o papel de clas-
sificadores e pré-autores dos certificados e das credenciais
escolares. Mas seria importante que os professores se re-
vissem, sobretudo, como geradores de oportunidades de
aprendizagem. Porque o seu papel mais nobre € justamen-
te fazer crescer o outro, fazer ver aos alunos o poder do co-
nhecimento, vé-los evoluir em termos cognitivos, afetivos,
relacionais, pessoais, sociais... E, sendo assim, a avalia¢do
pedagégica poderia estar mais ao servico deste desidera-
to, ao servico desta ambicdo primeira.

7. Desafio do reconhecimento. Para que os professores possam
ser a chave essencial do futuro de milhoes de pessoas; para
que a escola possa ser essa casa de humanidade; para que
a educacio do futuro se veja liberta das ameacas das multi-
plas exclusdes, o professor tem de ser politica e socialmente
reconhecido na sua imprescindibilidade. O que esta longe
de acontecer. Por efeito do inverno demogrdfico, os profes-
sores tém sido dispensados aos milhares, frequentemente
menorizados e desautorizados, subliminarmente impelidos
a requerer a aposentacio antecipada porque ja nao aguen-
tam a pressdo. Os efeitos de uma politica de penalizacao
do oficio docente (mais alunos por turma, intensificacdo e
aumento do trabalho...) vai fazer rebentar a corda do stress
e transformar a profissio num dificil exilio.

Sete mais sete desafios que se colocam hoje a escola portu-
guesa. O mesmo é dizer aos cidaddos portugueses e ao futuro
de Portugal. E, se ndo quisermos hipotecar definitivamente
este futuro —, muito para além da divida — seria bom que
todos nos determindssemos a exigir outro presente.

Jost Matias ALVES

CenTRO DE EsTUDOS EM DESENVOLVIMENTO HUMANO
UNIVERSIDADE CATOLICA PORTUGUESA
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Classificacdo de Quadril4teros a partir dos lados

Atarefa que apresento decorre da tarefa discutida nas duas
notas anteriores, «De novo os quadrildteros (1)» e «Fami-
lias, repetidos e intrusos», (E&M n.° 126 e n.° 127). Esta ta-
refa foi planeada para trabalhar a classificacdo ortodoxa de
quadrildteros, assunto que considero um dos mais interes-
santes e de dificil aprendizagem na geometria elementar.
Porventura um dos assuntos em que professores e alunos
tém grandes dificuldades.

Uma das ideias fundamentais desta tarefa é que a sua
natureza aberta e exploratéria implica que o professor pla-
neie muito bem a discussdo das produg¢des dos alunos.
Por isso é indispensével que o professor pense previamen-
te quais sao os bons exemplos e contra-exemplos que vao
ser tteis para a discussdo. S6 assim poderd selecionar com
seguranca, entre as producdes dos alunos, os quadrildte-
ros mais favordveis para a discuss3o coletiva. Além disso,
o professor deve ter exemplos preparados para fazer apare-
cer no momento adequado. Uma sugestdo é criar uma fo-
lha de figuras de apoio a discussdo que contenha exemplos
de todos os tipos:

+ Boomerangues e papagaios — dois pares de lados

consecutivos iguais

« Trapézios — pelo menos um par de lados paralelos

« Paralelogramos — dois pares de lados paralelos

« Losangos — quatro lados iguais

» Retdngulos — dois pares de lados paralelos e qua-
tro dngulos retos

« Quadrados — quatro lados iguais e quatro ingulos
retos

Ha contra-exemplos interessantes de aparecer, que pode-
rdo ser muito Uteis na discussdo, e que n3o estdo na fo-
Iha de trabalho. S3o eles: um quadrilatero com dois lados
opostos iguais e que ndo ¢é trapézio; um quadrildtero ape-
nas com trés lados iguais.

Proposta de trabalho

1. Em cada quadrilatero da folha de trabalho:
— Assinala os lados iguais com uma pequena marca.
— Pinta da mesma cor os pares de lados paralelos.

2. Organiza em familias os quadril4teros. Para cada fami-
lia que organizares acrescenta novos elementos construi-
dos por ti.

Exemplos para apoio d discussdo

Papagaio Boomerang
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Grac1osA VELOSO

Ntimero racional comg

uociente

™

N3ao basta conhe:cer' ieg-iéﬁémm%ém;ab

s fenomenos, determinar as razoes da

es de uns com outros.

Os estudos desenvolvidos no d&mbito da Educacio, especifi-
camente em Educa¢do Matematica e a experiéncia profissio-
nal mostram que ao professor cabem complexas funcoes,
especificamente a observagio, a interpretacio e a orientacio
dos alunos no processo de aprendizagem. Esta competén-
cia requer o desenvolvimento articulado do conhecimento
didético, relativo a aspetos do processo de aprendizagem e
do ensino especificos dos diversos topicos, com a compreen-
sao em profundidade da matemitica que ensina. Em 2009,
Ma apresenta e discute quatro componentes fundamentais
— ideias bdsicas, perspetivas miltiplas, conectividade e coerén-
cia longitudinal (Ma, 2009, p. 211) — do conhecimento ma-
temdtico que um professor deve dominar de modo a que
compreenda e oriente os seus alunos: a compreensio das
ideias matematicas basicas, a conexdo entre estas, seja re-
lativamente a conceitos ou a procedimentos, as represen-
tagoes multiplas para um mesmo conceito ou processo e a
coeréncia longitudinal. E com a preocupacio de contribuir
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para a explicitacdo de conexdes da divisdo de ntimeros intei-
ros com o sentido de niimero racional que proponho este
artigo. Tem como objetivo apresentar o ntimero fracioné-
rio como solugdo para o problema da impossibilidade da di-
visdo no universo dos niimeros inteiros. Enquadrados em
contextos simples, analiso os aspetos da divisio, no conjun-
to dos niimeros inteiros, que conduziram ao aparecimento
de um outro ntimero, o numero fracionério.

D1visAo DE NUMEROS INTEIROS

Cada uma das quatro operacdes aritméticas fundamentais
transforma, com processos préprios, um par (ordenado)
de niimeros num nimero do mesmo conjunto. Neste ar-
tigo considero como universo de trabalho o conjunto dos
niimeros inteiros ndo negativos, N, (ou Zj). Este conjun-
to pode ser expresso pela reunido do conjunto dos ntime-
ros naturais, N, com o conjunto singular que contém o nti-
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mero zerol!! formalmente representado por Ny = N U {0}.
Caraca (2002) discute, neste universo, a possibilidade de
cada uma das quatro operagdes fundamentais da Aritmética.
Considera possiveis a adi¢do e multiplicacao, pois a soma e
o produto de dois niimeros inteiros sdo niimeros também
inteiros. Quanto 2 subtracdo e a divisio explicita as condi-
coes de possibilidade. Na subtracdo exige que o aditivo seja
maior ou igual ao subtrativo. Na divisdo impde que o divi-
dendo seja multiplo do divisor. E das condi¢@es de possibi-
lidade da divisdo que me vou ocupar seguidamente.

A DIVISAO COMO OPERACAO INVERSA
DA MULTIPLICAGAO

Considerem-se as duas situacdes A e B, que envolvem,
propositadamente com significados diferentes, os mes-
mos nimeros:

Formagdo de grupos

A. Os 24 alunos da turma
A estdo organizados em
8 grupos de trabalho de
igual dimensdo. Quantos
elementos tem cada

B. Todos os 24 alunos da
turma B estdo organizados
em grupos de 8 alunos.
Quantos grupos existem
nesta turma?

grupo?

Estas situacdes podem ser interpretadas matematicamen-
te como mostra a Tabela 1.

Em cada situacio, a relagdo entre o nimero de alunos
da turma com o niimero de grupos e o niimero de alunos
por grupo, pode ser representada pela equagio 24 =8 x n,
em que # representa o niumero que se desconhece. Na si-
tuacdo A, a varidvel n representa o ntimero de alunos por
grupo; na situa¢do B, a varidvel n representa o nimero de
grupos. O valor de n pode ser obtido determinando o quo-
ciente de 24 por 8, concluindo que na situagio A cada gru-
po tem 3 (24:8) alunos e na situacdo B existem 3 (24:8) gru-

Tabela 1. Situacdes de partilha equitativa e de medida

pos. Em ambas as situacdes sdo conhecidos o produto e um
dos fatores e o outro fator é desconhecido. Este foi deter-
minado como o quociente da divisdo entre os dois termos
conhecidos. Neste processo a divisdo apareceu como ope-
racio inversa da multiplicagdo. Conforme afirma Caraga
(2002), a divisdo é a operacdo inversa da multiplicagio por-
que resolve o problema de sendo conhecido o produto e
um dos fatores permitir determinar o outro fator. Pode re-
presentar-se esta relacdo entre a multiplicacao e a divisdo
como sua operaglo inversa do seguinte modo usando sim-
bologia matematica:

D:d=gq,porquedxg=D
em que D representa o produto (conhecido),
d # 0 o fator conhecido®

e q representa o fator desconhecido, obtido através da divi-
sdo. A terminologia especifica da divisao é:

D — dividendo; d — divisor e g — quociente.

Segue-se uma anélise desta relagio entre a multiplicacao
e a divisao discutindo a possibilidade da operagao divisao
e depois 0 modo de ultrapassar um tipo de impossibilida-
de surgida na divisdo de um ntmero inteiro por um na-
mero natural.

Di1visAo INTEIRA — CONCEITO PARA
ULTRAPASSAR UM DOS IMPASSES NA DIVISAO

Nesta seccdo procede-se & discussdo da possibilidade da
divisdo no conjunto N, e em seguida discute-se como se
pode ultrapassar, pela divisdo inteira, um primeiro nivel de
impossibilidade da divisdo neste universo.

A possibilidade operatéria pode ser traduzida pela ques-
tdo: Da divisio de um niimero inteiro por um niimero na-
tural resulta um ntimero inteiro? Nas duas situacoes abor-

Situagio A Situacio B
Partilha equitativa® Medida ou Agrupamentol’!
Dados:
24 — n° de alunos da turma 24 — n° de alunos da turma
8 — n° de grupos 8 — n° de alunos por grupo

Os grupos tém igual n° de alunos.

Os grupos tém igual n° de alunos.

Todos os alunos estio distribuidos. Todos os alunos estiio distribuidos.

Pedido:

niimero de elementos por grupo ntmero de grupos
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dadas anteriormente, que envolveram os ntimeros inteiros
24 e 8, foi obtido o quociente 3 que é também um nime-
ro inteiro, A pertenca ao mesmo conjunto deste niimero
€ justificada pelo facto de 24 ser multiplo de 8. Estenden-
do esta relagio pode afirmar-se que a divisdo é possivel em
Ny desde que o dividendo seja miltiplo do divisor. Ficam
assim excluidos, (ainda) sem resposta, os casos em que:
(i) o dividendo é maior que o divisor nio sendo seu
multiplo,
D > d, D nao multiplo de d;
e em que :
(ii) o dividendo é menor que o divisor, D < d.

Uma vez estabelecida a condigio de possibilidade da ope-
ragao analise-se como se evoluiu na abordagem dos casos
abrangidos em (i). Considere-se uma situagdo em que o di-
videndo é maior que o divisor e n3o é seu maltiplo.

EMBAIAR OBJETOS

Ha 33 objetos para embalar em caixas iguais e com capacida-
de para 6 objetos. Quantas caixas se encherdo, no maximo,
e quantos objetos ficardo, eventualmente, por embalar?®!
Um dos processos praticos de proceder a0 empacotamen-
to consiste em ir enchendo as caixas até se obter o maior
numero possivel de caixas cheias. Este processo pode ser
traduzido, enchimento a enchimento, da seguinte forma:
— enche-se 1 caixa com 6 objetos, restando 27 objetos,
traduzida esta ac3o pela igualdade 33 =1 x 6 + 27:
— repete-se a agdo anterior, enche-se uma segunda cai-
xa, e podem representar-se as duas aces ja executa-
das por 33 =2 x 6 + 21.
— Assim sucessivamente até ndo haver possibilidade
de encher outra caixa,

A Tabela 2 apresenta todos os passos efetuados para a ob-
tengdo da resposta a questdo formulada, afirmando que se
encheram 5 caixas e ficaram 3 objetos por embalar.
Detenhamo-nos um pouco na anélise desta tabela, com
a preocupacao de a relacionar com a divis3o. Procuremos

Tabela 2. Percurso da divis3o inteira de 33 por 6

explicitar as regularidades nas cinco igualdades que nela
figuram. Representam decomposicdes de 33 como soma
de duas parcelas em que uma delas é um produto e nes-
te produto existe um invariante que é 6 (ntimero de obje-
tos por caixa). Como diferenca significativa para o que es-
tamos a estudar interessa realcar que a igualdade

5 x 6 + 3 = 33 difere das quatro anteriores por a parce-
la 3 ser menor que 6. Revisitando o problema significa
que € esta, e ndo as anteriores, que corresponde 2 respos-
ta apresentada.

Relacionando a solugo deste problema com a definicio de
divisdo apresentada anteriormente, pode perguntar-se se 5
pode ser considerado quociente da divisao de 33 por 6. Ra-
ciocinando por absurdo, ou seja, admitindo que pode ser
considerado como quociente, significava que era valida a
igualdade 5 x 6 = 33; perante a falsidade desta afirmacio
conclui-se que 5 ndo é o quociente desta divisdo. A igual-
dade 33 =5 x 6 + 3 tem relagio com a igualdade 30 =5 x 6,
sendo aceitdvel a afirmagdo: o quociente inteiro é 5 (n° de
caixas cheias) e o resto é 3 (n° de objetos ndo embalados).
Estamos perante um caso de divisao inteira, operagio que
vai ser caraterizada imediatamente de seguida.

No conjunto dos nlimeros inteiros ndo negativos, N,
a divisdo inteira € uma operagio (binaria) que transforma
cada par ordenado desses numeros (dividendo, divisor),
(D, d), com d # 0, num tinico par ordenado de niimeros,
(4, ), em que q designa o quociente inteiro e r o resto, com
0 =r<d, e de tal modo que o produto de d por g adiciona-
do a r é D. Esta relagdo de igualdade designa-se por identi-
dade fundamental da divis@o inteira e representa-se com sim-
bologia matematica por D=d x g+ r, com 0 < r < d.

Esta definicio acolhe a de divis3o como operacio inversa
da multiplicagdo no conjunto N, apresentada na primeira
parte desta secgdo. A igualdade D = d x g especifica da di-
visdo como operagdo inversa da multiplicagdo, correspon-
dente as situagdes em que D é multiplo de d, traduz aque-
la identidade com resto zero.

N° de caixas cheias N° de objetos empacotados

N° de objetos por empacotar

Igualdade correspondente

1 6 27 1%x6+27=33
2 12 21 2x6+21=33
3 18 15 3x6+15=33
4 24 9 4x6+9=33
5 30 3 Sx6+3=33
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Uma vez caraterizada a divisdo inteira e para a distin-
guir da anteriormente definida, chama-se divisao exata a
esta operacdo inversa da multiplicacdo. Pelo que foi anali-
sado pode afirmar-se que a divisao exata em N € um caso
particular de divisdo inteira, tendo como quociente um na-
mero natural e nulo o resto.

Sistematizando a analise feita nesta sec¢do, formulou-
se a questdo: Como ultrapassar a impossibilidade de, pela
divisao exata, se poderem resolver os casos em que o di-
videndo é maior que o divisor? Desenhou-se um percurso
que teve como desfecho a resposta: a divisao inteira. Como
nota de reflexdo e de passagem a seccdo que deu titulo ao
artigo, fica o comentario a seguir. A divisdo inteira nio é a
operacdo inversa da multiplicacao pois para um dividendo
e um divisor nas condicdes aqui explicitadas — dividendo
nao maltiplo do divisor — o quociente (inteiro) ndo é solu-
¢do inteira da equagio D = g x d. Esta equagdo é, como foi
explicitado, impossivel em N,.

SURGIMENTO DO NUMERQO FRACIONARIO
NO CONTEXTO DA DIVISAO DE INTEIROS

O problema da possibilidade da divisdo no conjunto dos
niimeros inteiros foi, até aqui, discutido através de dois ti-
pos de situagdes: aquele em que o dividendo é maltiplo do
divisor e o imediatamente anterior a esta seccdo, em que o
dividendo é maior, embora ndo multiplo do divisor. Falta
discutir o caso em que o dividendo é menor que o divisor.
Para prosseguir, voltemos a igualdade 33 =5 x 6 + 3, que
relaciona o dividendo, 33, com o divisor, 6, com o quocien-
te inteiro, 5 e com o resto, 3. Como este nio é nulo, signi-
fica que 33 (ainda) ndo foi dividido exatamente por 6. Para
responder a este impasse pode comegar por se enunciar a
pergunta: Como dividir este resto, 3, pelo divisor 62 A divi-
sao como operacdo inversa da multiplicacdo nao ¢ solugdo,
pois 3 ndo é multiplo de 6. Sera a divisdo inteira um estra-
tagema adequado? A igualdade 3 = 0 x 6 + 3, embora ver-
dadeira, em nada adianta para poder responder. Realmente
o quociente nulo traduz um nio fracionamento do dividen-
do e consequentemente o problema ainda nao esta resol-
vido. A resposta a este problema é possivel pela criagio de
um novo nimero e pela extensdo a um novo conjunto nu-
mérico, que contém o conjunto N, da defini¢ao de divisao
exata apresentada atras nos termos seguintes:
Quando

« D representa um ntimero inteiro

« drepresenta um nimero natural (inteiro nio nulo,

d=0)

eD<d

define-se a divisdo como sendo a opera¢do que permite de-
terminar o quociente g = %, d = 0 de tal modo que q veri-
fique a equacdio g x d = D e em que:

- Drepresenta o dividendo,

« dodivisor
. %[2 o quociente exato.

% representa um exemplo de uma nova categoria de ntimero,
o niimero fraciondrio. A esta representacao % chama-se fracio
prépria, se o numerador for menor que o denominador.

Se o numerador for maior ou igual que o denominador
pode afirmar-se que se trata de uma fragdo imprdpria.

Esta caraterizacio da divisdo de nlimeros inteiros per-
mite agora afirmar que é possivel efetuar a divisdo de um
ntimero inteiro qualquer por um niimero nao nulo. Nos
exemplos atras estudados pode afirmar-se que o quocien-
tede 3 por6é % e que o quociente de 33 por 6 é %

E esta caraterizacio do quociente de quaisquer dois ni-
meros inteiros, sendo o divisor ndo nulo, que permite defi-
nir nimero racional desde j4. Um ntimero racional é todo
o niimero que pode ser representado por uma fragdo cujos
numerador e denominador representam niimeros intei-
ros, mantendo a restricio de o denominador representar
um ntimero ndo nulo. Resulta assim que qualquer inteiro
também é ntimero racional, basta pensar que pode ser re-
presentado por qualquer fracdo cujo numerador seja um
inteiro mtltiplo do denominador. Um ntmero fraciona-
rio pode ser representado na forma de fragao cujo nume-
rador nio é multiplo do denominador. Resulta entao que
nenhum nmero inteiro é niimero fraciondrio e recipro-
camente, nenhum fracionirio é nimero inteiro.

A criacdo do ntimero fracionario permitiu a construgdo
de um conjunto numeérico, o campo racional (Caraga, 2002,
p. 36) que € o conjunto dos niimeros racionais (ndo nega-
tivos representado por Q). Este conjunto é a reunido dos
conjuntos disjuntos, anteriormente invocados, N, e o con-
junto dos niimeros fraciondrios. Embora a discussao das
quatro operagoes no conjunto dos niimeros racionais nao
seja objeto deste artigo, é do conhecimento profissional
que as suas defini¢des e propriedades sdo inclusivas rela-
tivamente ao conjunto dos nimeros inteiros. Este aspeto
relativo ao conhecimento sobre a Matemtica € valorizado
por Caraca (2002) ao considerar regida pelo principio de
economia de pensamento:

E claro que as novas definicdes, uma vez que nio estamos obriga-
dos pelas antigas (que ndo s3o aplicdveis), podem ser dadas como
quisermos. Mas nio é menos claro que convém que essas novas
definicdes saiam o menos possivel, dos moldes das antigas, para
que a introdugio delas no cilculo se faca com o menor dispéndio
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possivel de energia mental, nio sé no dar da definicdo, como nas
suas consequéncias. (Caraca, 2002, p. 26)

A CONCLUIR

Se este artigo ajudar a aprofundar a ligacio existente entre
a divisdo de ntiimeros inteiros e o significado de fracio en-
quanto quociente, cumpre o principal objetivo que me pro-
pus ao escrevé-lo. O percurso que construi caracteriza-se
pela identificacdo dos impasses criados na divisio definida
no conjunto dos niimeros inteiros e progressiva superacio,
até emergir o nimero fracionario como forma de dar res-
posta a situacGes reais e de traduzir aspetos essenciais do
principio de economia na evolucio da Matemética.

Procurei passar a escrito parte do trabalho, no campo
do conhecimento matematico dos nimeros racionais, que
tenho vindo a sistematizar relativamente 2 experiéncia na
formacao inicial de futuros professores dos 1° e 2° ciclos, na
tentativa de contribuir para a evolugio respeitante  com-
preensdo matematica do que se ensina nos primeiros anos
de escolaridade bisica.

Notas
"l Adoto a caraterizacdo de Caraca, considerando que zero
ndo é nimero natural, (Caraca, 2002, p. 4) .

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

A sequéncia de tarefas seguinte tem como principal objeti-
vo o desenvolvimento do sentido de niimero racional pela
compreensao do significado de medida das fracoes. E este
o significado envolvido na marcagao de pontos de um seg-
mento de reta (cujo comprimento é considerado como uni-
dade de medida) correspondentes a fracdes unitérias % %
Sl
6’3 10° 5
Quando as criangas iniciam a escolaridade basica pos-

etc.

suem e revelam algum conhecimento informal baseado nas
suas experiéncias sociais e por esta razdo trazem ideias de
metade e de quarta parte, em situagdes de partilha equita-
tiva. Ndo se passa nada de semelhante relativamente ao
conhecimento e muito menos & compreensdo da fracio
como traduzindo a medida de uma grandeza. E para ape-
lar a que se evite a precipitacdo da abordagem pela via da
medida que proponho estas tarefas. Devem ser exploradas
sem recorrer a quaisquer processos de célculo algoritmico.
Os materiais sdo uma ajuda quer para pensar quer para co-
municar os aspetos significativos da experiéncia mateméti-
ca com eles desenvolvida.
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O sentido de partilha equitativa provém de situacoes em
que genericamente hd D objetos (quantidade de uma
grandeza) a serem distribuidos igualmente por d gru-
pos e pretende-se determinar a dimensio de cada gru-
po, ou seja, o niimero de objetos (quantidade de gran-
deza) por 1 grupo.

PO sentido de medida, ou agrupamento, esti presente
em situacdes em que, genericamente, a quantidade
de uma grandeza presente no dividendo vai ser medi-
da tendo como unidade de medida o valor (da mesma
grandeza) do divisor. O quociente representa a medi-
da referida.

I Em toda a divisdo, o divisor tem que ser diferente de
Zero.

Pl Este problema é diferente daquele que, envolvendo os
mesmos dados, pergunta: «Quantas caixas sdo neces-
sarias para empacotar os 33 objetos?»
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Graciosa VELOsO
Escora Suprerior pE Epucacio pE Lisgoa

Na primeira tarefa através da comparacao visual entre
a 4rea de cada peca do Tangran e a da unidade de medida
aparecem as fragges 1 e 1.

Na segunda tarefa, continuando a usar uma unidade
de referéncia nao normalizada, a drea do hexdgono, sur-
gem, suportadas na andlise da utilizagdo do material, rela-
tivamente & tarefa anterior, por exemplo, as fragdes 1, 1 e 2.
Nesta tarefa ainda, por observacao de alguns blocos d4-
-se expressdo visual a que ? representa a soma de 1 com 1;
consequentemente também se pode estabelecer a igualda-
de J — 7 = 1. Pode ainda ser explorada a variagdo da medi-
da da grandeza drea com a variacdo da unidade, nomeada-
mente a situacdo correspondente a niimeros inversos.

Na terceira tarefa, através da variacdo da unidade de
medida de comprimento podem aparecer outras fracdes,
) 6+ 1 3 etc. Na quarta tarefa é valorizada
a componente mais formal, decorrente das tarefas anterio-

por exemplo
res, a da representacdo de pontos numa reta orientada.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

ORDENACAO DE NUMEROS FRACIONARIOS

Tarefa A: Medindo dreas no Tangran

O tangram é um puzzle chinés constituido por 7 pecas:
2 tridngulos grandes; 2 tridngulos pequenos

1 tridngulo médio; 1 quadrado

1 paralelogramo obliquéngulo A
— Determina a drea de cada pega, considerando como unidade de referéncia a drea do maior triangulo
— Ordena as medidas das 4reas das pecas representando-as por fracdes.

Tarefa B: Medindo areas de blocos padrao

1. Considera a area do hexdgono amarelo como unidade de medida de 4rea.
Qual a fracdo que representa a medida da 4rea de:

a) triangulo (verde); b) losango (azul); c) trapézio (encarnado).

2. Considera agora como unidade a drea do trapézio. '

Qual a fragdo que representa a medida da drea do losango com esta unidade?

3. Considera a 4rea do losango uma outra unidade de medida da grandeza area.
Qual é a medida da 4rea do trapézio com esta unidade?

Tarefa C: Medindo comprimentos de barras cuisenaire ]
o) Vv
A figura junta mostra as dez barras Cuisenaire. o O —]
i : e ] —
Estas barras podem ser utilizadas para medir a grandeza 5 = ~ |e
: 8 £ L = 3
comprimento. S & ol| |g 2
— o 4 [= o
@ SRR IR IR EIRE
. . . = ]
a) Se considerarem como unidade de medida do com- @ <) [2]) |= E <|) |3

primento a barra maior (laranja) indica a medida do
comprimento da barra:
al) branca; a2) cor de rosa; a3) preta; a4) azul.

b) A fragdo Z representa a medida de uma das barras tomando o comprimento de outra barra como unidade.
ual ¢ a barra unidade? E qual é a barra cuja medida de comprimento é a representada pela fragdo dada?
q ] P P P ¢

Tarefa D: Representacdo em reta orientada
Representem numa reta orientada os pontos A, B, C, D, cuja distancia a origem é respetivamente:

TN
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Diferenca de dreas

Desenhdmos dois circulos, respetivamente de dreas 17 e 8 cm?, de tal modo que
as suas tangentes num ponto de intersecdo sdo perpendiculares entre si.
Qual ¢ a diferenca entre as dreas das duas regides que n3o se sobrepdem

(a sombreado na figura)?

(Respostas até 03 de setembro para zepaulo46@gmail.com)

AS IDADES DAS VIZINHAS

O problema proposto no nimero 126 de Educacdo e Mate-
mdtica foi o seguinte:

Pai: — «Acabei de encontrar as nossas novas vizinhas,
uma senhora e as suas duas filhas. Vou colocar-te um
problema para descobrires que idades elas tém.»

Filho: — «Forca! Jd sabes que gosto de desafios.»

Pai: — «O produto das suas idades ¢ 2450.»

Filho: — «S6 isso nao chega.»

Pai: — «A soma das trés idades € o quddruplo da tua.»

Filho (depois de pensar um bocado): — «Ainda nio
consigo.»

Pai: — «Sou mais novo que a mae das raparigas.»

Filho (que sabe a idade do pai): — «Ah, entdo jd seil»

Que idades tém os cinco personagens desta histéria?

Recebemos onze respostas, de Alberto Canelas (Queluz),
Alice Martins (Torres Novas), Catarina Ferreira (Viseu), Fran-
cisco de Matos Branco (Ovar), Graga Braga da Cruz (Ovar),
Hugo Silva, Jodo Pereira (Sdo Martinho do Porto), Laura
Almeida (Porto Santo), Mariana Ribeiro (Lisboa), Pedrosa
Santos (Caldas da Rainha) e de um grupo de quatro pro-
fessores de Paido: Dora Gaspar, Lurdes Laranjeiro, Regina
Verissimo e Pedro Alberto.

Praticamente todos seguiram a mesma via: 1°) fazer a lista
dos casos possiveis para as idades da mae e suas duas filhas
usando a primeira informac@o do pai; 2°) eliminar os casos
que ndo cumpriam a segunda informacao; 3°) desempatar
entre os casos restantes usando a terceira informacao.

Vejamos entdo como isto foi feito.

1° Passo) O produto das trés idades é 2450.
Eliminando os casos invidveis por a mae ser demasia-
do nova ou demasiado velha, temos cinco possibilidades:
A)35x10x7
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B)35x14x 5
C)49%x10x5
D) 49 x25x2
E) 50x7x7

2° Passo) A soma das trés idades € o quddruplo da do filho.

Temos entdo:

A) Soma 52

B) Soma 54

C) Soma 64

D) Soma 76

E) Soma 64

O caso A) é de eliminar porque 52 ndo é mdltiplo de 4.

Aqui, vérias resolu¢des avangaram para o 3° passo com
os quatro casos sobrantes. No entanto, tal como nos diz
a Graga:

Temos quatro situagdes em que a soma das idades é um muil-
tiplo de 4. Mas, atendendo a que o filho sabe qual é o quddru-
plo da sua idade e responde que a informagéo ¢é insuficiente,
entdo isso s6 se pode dever a que hd, pelo menos, duas somas
iguais. E o que se verifica com a soma 64. Entdo a idade do fi-
lho é 64/4 = 16 anos e sobram apenas dois casos:

C)49+10+5=64

E)50+7+7=64

3° Passo) O pai é mais novo do que a mde das vizinhas.

Ora, se o pai tivesse 48 anos ou menos, o filho continuaria
na duvida; mas isso ndo se verifica— a informacgo do pai
foi suficiente para dar a resposta.

Entdo o pai tem 49 anos, a mae das vizinhas 50, as fi-
lhas s3o gémeas com 7 anos e a idade do rapaz é 16.

A Catarina chama a atencdo para um facto curioso: Para
se descobrir a idade das vizinhas n3o era necesséria a se-
gunda informac@o (a soma das trés idades ser o quédruplo
da do rapaz).
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O concurso apresentado aos participantes no ProfMat
2013 consistiu na resolucdo do problema «As compras da
Catarina»:

A Catarina foi ao supermercado ds compras. Colocou os seis
produtos de que precisava no cesto e reparou que os seus pre-
¢os eram todos diferentes.

Enquanto esperava na fila, pegou na calculadora e, distrai-
da, multiplicou os pregos em vez de os somar. Fez depois o cdl-
culo jd com a operagdo certa e reparou, admirada, que o resul-
tado era o mesmo. -

A Catarina ter-se-d enganado?

Se tal for possivel, explica como obtiveste os seis precos de
uma possivel solugao.

Se for impossivel, demonstra-o.

Os critérios de classificacdo eram resposta correta e bem
justificada, auséncia de erros, simplicidade e clareza.

Foram-nos entregues catorze resolugdes. Trés delas fo-
ram eliminadas porque os precos indicados, em euros, ti-
nham mais de duas casas decimais. Noutra, da Gisela, cuja
resposta vinha em verso, a solugdo s6 funcionaria se o cél-
culo do produto fosse feito numa maquina que arredondas-
se os resultados a centésima.

O problema tem muitas solugBes, mas ndo uma infinida-
de como dois concorrentes se atreveram a dizer. Privilegid-
mos as resolucdes que indicassem corretamente um méto-
do para descobrir tantas solucdes quantas quiséssemos.

Virias pessoas comegaram, seguindo uma das indica-
¢bes do Polya, por resolver o problema para dois pregos.
Viram que era possivel e foram aumentando o nimero de
produtos comprados até chegar aos seis. A vantagem des-
ta via é que, a partir das trés compras, se percebe a légica
do que é preciso fazer e rapidamente se avanca.

Outros atacaram logo o problema considerando seis
itens.

Sejam a, b, ¢, d, e, f os seis pregos. Terd de ser:

axbxexdxexf=a+b+c+d+e+f
Resolvendo em ordem a f, vem:
_at+btct+dte
f= abede — 1
Representemos a soma e o produto dos cinco primeiros pre-
cos respetivamente por S e por P, dando um aspeto mais
simpdtico & equacgao.

Demos a palavra & Graga:

Os precos sio ntimeros com duas casas decimais, no mdxi-
mo. Pensei no meu 10.° ano: quando € que uma fragdo repre-
senta um dizima finita? Se o denominador for um produto de
uma poténcia de 2 por uma poténcia de 5. Entdo, P—1tem de
ser o produto de uma poténcia de 2 por uma poténcia de 5, ou
seja, P tem de ser igual & soma de 1com um produto de uma
poténcia de 2 por uma poténcia de 5.

Mas, havia ainda a considerar que o quociente ndo pode-
ria ter mais de duas casas decimais.

Logo, convém que o denominador da fracdo que define f
seja um destes valores: 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50 ou 100, a que
correspondem os seguintes valores de P: 2, 3, 5, 6, 11, 21, 26,
51e 101.

Agora, para se obter uma solug3o, escolhe-se um des-
tes valores para P. E mais f4cil se optarmos por um ntime-
ro ndo primo. Arranjam-se depois cinco nimeros, no mé-
ximo com duas casas decimais, cujo produto seja P.

Por exemplo, seja P = 6 (foi o valor mais popular entre os
participantes). Hd varias possibilidades para os cinco pre-
cos. Eis algumas.

1,00 - 2,00 - 0,50 — 1,50 — 4,00, pelo que f=1,80. A soma
e o produto dos seis precos ¢ 10,80.

1,00 - 2,00 —3,00-0,25 — 4,00, pelo que f=2,05. Asoma
e o produto dos seis precos é 12,30.

6,00 —2,00 - 0,50-0,25-4,00, pelo que f=2,55. Asoma
e o produto dos seis pregos é 15,30.

Mais alguns exemplos:

Com P =11: 11,00 — 2,00 — 0,50 — 0,10 — 10,00, pelo que
f=2,63. A soma e o produto dos seis pregos € 28,93.

Com P = 51: 17,00 — 1,00 — 2,00 — 3,00 — 0,50, pelo que
f=0,47. A soma e o produto dos seis precos é 23,97 e o gru-
po Adelina, Anabela, Pilar & Teresa apresentou até a lista
dos seis produtos que se poderiam comprar.

O mesmo fez o Mério, usando P=2 (sendo asomaeo
produto dos seis igual a 19,00):

1 saco de pléstico para as compras: 0,20€

1 chupa-chupa para o filhote: 0,80€

1 pacote de arroz: 1,00€

1 garrafa de tinto do Douro: 2,50€

1 cachecol do FCP: 5,00€

1livro «Uma Vida Sem Problemas II»: 9,50€
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NOTA FINAL

Existem outros valores de P—1, denominador da fragdo para
calcular o sexto preco f, para além dos indicados pelos con-
correntes (1, 2, 4, 5,10, 20, 25, 50 e 100). Basta pensar que,
se o denominador for k vezes um dos niimeros anteriores
e o numerador for mdltiplo de k, a frag@o se simplifica. Por
exemplo, se o numerador for multiplo de 3, o denominador
pode ser 3 x4 ou3x5ou3x100u3x20ou.. Vejamos um
caso, para P=76e 5 =21:

9,50-1,00-0,50-8,00-2,00, pelo que f=0,28. A soma
e o produto dos seis precos é 21,28.

LisTA DE PARTICIPANTES

Individuais: Augusto Manuel Barreto, Catarina Isabel Ferreira, Cl4u-
dia Domingues, Gisela Aratjo, Graca Braga da Cruz, Graciosa

ENCONTROS

sociedade Decorrerd em Settibal, de 22 a
23 de novembro de 2014, 0 EIEM
2014 — Encontro de Investigacao

em Educacdo Matemdtica. Pro-

portuguesa de

investigaczo em
educacao
| —I matematica
movido pela Sociedade Portuguesa de Investigacao em Edu-
cacao Matematica, este serd um encontro que terd por tema

as tarefas matemdticas. A divulgacdo do encontro seri fei-
ta no site da SPIEM: http://www.spiem.pt/.

ticc DUCA 20714

Iil Congresso Internacional TIC e Educagdo
Lisboa, Portugal | 14 a 16 de novembro

\(&
De 14 a 16 de Novembro de 2014 decorrer4 no Instituto de
Educagdo, em Lisboa, o /1l Congresso Internacional TIC e Edu-
cagdo — ticEduca 2074. Sob o tema da aprendizagem online,
0 encontro organiza-se em torno de cinco subtemas: am-
bientes de aprendizagem formais e informais e tecnolo-
gias; comunicacdo mediada por computador, relacdes e
expressao das emogoes online; tecnologias digitais e de-
senvolvimento profissional; e-learning no ensino superior
e na formagdo profissional; e tecnologias e necessidades
(educativas) especiais. Mais informacdes disponiveis em
http://ticeduca2014.ie.ulisboa.pt.
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Veloso, Hugo Miguel S4, José Santos Silva, M2 Manuela Nogueira
da Silva, Mario Roque, Paula Cristina Gomes, Paulo Correia.

Em equipa: Adelina Precatado, Anabela Teixeira, Pilar Mansos &
Teresa Moreira; Daniel Castanho & Sandra Neves:;

PREMIADOS E PREMIOS

1° (Unidade TI-Nspire Cx, oferta Texas Instruments)
— Catarina Ferreira
2°s (trés jogos diversos)
— Graca Braga da Cruz
— Hugo Miguel S&
— Madrio Roque
— Adelina, Anabela, Pilar & Teresa

Os prémios devem ser levantados até 31 de Dezembro de 2014.
Por favor, contactar a sede da APM em Lisboa (socio@apm.pt
ou 217163690).

realizar-se-d em Praga, na Re-
publica Checa, o CERME 9 —
Congress of European Research in
Mahtematics Education. Este é

E . De 4 a 8 de fevereiro de 2015

um encontro que se organizarad
em torno de vinte grupos tem4-
ticos diferentes e que deliberadamente se afasta das apresen-
ta¢oes individuais para valorizar o trabalho colaborativo em
torno de cada um dos temas. Para mais informagdes consulte
http://www.cerme9.org/.

Decorrera em Vila Real, de 11 a 13 de

setembro de 2014, o Xl Congresso da

Sociedade Portuguesa de Ciéncias de

Educagao sob o tema «As ciéncias da
educacdo: espagos de investigacdo, reflexdo e acdo inter-
disciplinar». Centrado em torno de dezoito eixos temati-
cos, este € um encontro abrangente que foca desde as ques-
toes da administragdo educacional e da politica educativa,
passando pelo curriculo e pelas metodologias de ensino,
pela formagdo de professores, incluindo ainda questdes
ao nivel da cidadania e dos direitos humanos, entre vérios
outros temas. Mais informacdes podem ser acedidas em
http:/ /xiicongressospce2014.utad.pt/.

HELENA RocHA
FAcuLDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE Nova DE Lissoa
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Ao longo de mais de um ano destacdmos, nesta sec¢do da E&M, um planeta por descobrir apoiando-nos na Geo-

metria esférica para determinar distancias na Terra e na Geologia para fazer contagem do tempo. A Ciéncia Polar
evidenciou um planeta suportado por vida e, ainda dentro do tema da Biologia, os dados referentes as tartarugas
marinhas e espadartes dos Acores alertaram-nos para um planeta em risco. Transversalmente foram evidenciados
processos mateméticos a apoiarem e fundamentarem decisoes! A matemdtica continua a justificar as decises, as
estratégias, mas desta vez no dmbito das Ciéncias Sociais.

Encerramos com este numero o tltimo dos quatro temas sugeridos pelo comité internacional da Matematica
do Planeta Terra: um planeta organizados pelos humanos, no qual Jaime Carvalho e Silva destaca a matematica
para os cidaddos, em particular a Teoria Matemdtica das Elei¢des. A abordagem de casos particulares que desven-
dam como a matematica pode camuflar ou evidenciar estratégias e justica de sistemas eleitorais é apenas mais

uma confirmacdo do quanto ainda h4 por dizer e fazer a propésito da Matemdtica do Planeta Terra.

Joana Latas

Um planeta organizado por humanos:

os sistemas eleitorais

Muitas pessoas continuam a pensar que a Matemdtica cada
vez é menos necessdria para a maioria dos cidadaos; os ma-
temdticos e os fisicos precisam dela, alguns engenheiros e
economistas vao usa-la muito, mas a maior parte das ou-
tras pessoas ndo vai precisar dela para nada, exceto talvez
quando vai ao supermercado (mas apenas para comparar
precos de embalagens com quantidades diferentes, que o
pagamento é electrénico e ja nem ha trocos!). Este é um
erro grave cometido por muita gente, incluindo altos res-
ponséveis da educacdo nacional e internacional, que radi-
ca na ideia da Matemtica se reduzir ao trinémio da Alge-
bra (pouco mais que aritmética), Geometria (poligonos e
poliedros) e Andlise (limites, derivadas e integrais). A Ma-
temdtica estd cada vez mais presente neste nosso Planeta
Terra e um cidad3o que n3o esteja devidamente equipado
com ela, ficard gravemente limitado na sua acao. Claro que
a Matemdtica para o cidadao nio se restringe ao trinémio
classico Algebra-Anélise-Geometria, mas inclui temas muito
para além dele, como aqueles que fazem parte da disciplina
de «Matematica Aplicada s Ciéncias Sociais» que tem exis-
tido no curriculum do Ensino Secundério em Portugal; ali-
4s, esta disciplina deveria ser obrigatéria para todos aqueles
que n3o tivessem disciplinas de Matematica mais técnicas
(como o s3o inevitavelmente Matemdtica A ou B).

Dentro dos temas da Matemitica para os cidad3os, estd
a matemdtica da organizag¢ao humana, onde entra a Teoria
Matemdtica das EleicGes.

A Teoria Matemitica das Elei¢cdes tornou-se um método
«nobre» quando em 1972 o Prémio Nobel da Economia foi
atribuido ao matemadtico Kenneth Arrow, pela sua teoria do
equilibrio econémico e da escolha social, o que inclui a sua
demonstracdo do «Teorema da Impossibilidade» que es-
sencialmente diz que ndo ha um sistema eleitoral que seja
genuinamente democrético.

O Teorema de Arrow levanta muitos problemas interes-
santes: se ndo hd um sistema que seja melhor do que to-
dos os outros, quais os sistemas mais aconselhaveis? A res-
posta depende da situagdo em que se estiver e inimeros
autores publicaram e continuam a publicar investigacdes e
discussdes sobre o tema. Até Charles Dodgson, mais co-
nhecido como Lewis Carroll, publicou vérios textos sobre
o assunto. Ele escreveu mesmo que as eleices eram uma
espécie de jogo e que 0 jogo sé seria justo se todos conhe-
cessem bem as respetivas regras, isto ¢, se soubessem as
consequéncias de cada método de votagdo.

Os sistemas de votacio s3o a base da democracia, mas
n3o é por isso que s3o infaliveis, havendo muitos modos de
os comprometer; por isso os sistemas de vigilancia e veri-
ficagdo da votagdo sdo muitos e é frequente ouvirmos falar
de observadores internacionais destacados para eleicoes.
Existern também modos legais de perverter as elei¢es. Vou
apenas exemplificar com um dos métodos mais célebres, o
«Gerrymandering» (Produzir salamandras como o Gerry).
Em 1812, o governador do estado americano do Massachu-
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setts, Elbridge Gerry, estava em risco de perder o controlo
da Assembleia de Representantes estadual; entdo redese-
nhou os circulos eleitorais de modo a garantir que obteria
a maioria em quase todos esses circulos. Para isso teve de
fazer uma gindstica geogréfica considerével, que o ilustra-
dor do Boston Weekly Messenger, transformou numa sala-
mandra monstruosa!

Ainda hoje, o desenho dos circulos eleitorais é objeto de
manipulagdo eleitoral, ndo havendo um método matemati-
co independente para o fazer.

Outro aspeto importante: a escolha do sistema de elei-
cdo s6 é facil quando ha dois e s6 dois candidatos a uma
eleicdo: ganha quem tiver mais votos! Mas as complicacdes
comecam quando hd trés candidatos: e se cada um desses
candidatos tem entre 30 e 40% dos votos, quem deve ser
eleito? Um método muito comum consiste em fazer uma
segunda volta com os dois candidatos com mais votos na
primeira volta. Recentemente a Ordem dos Médicos alte-
rou o método de eleicao do Bastondrio, introduzindo uma
segunda volta caso nenhum dos candidatos obtenha mais
de 50% dos votos na primeira volta. Com este novo méto-
do, as elei¢des de 2010 tiveram um resultado indisputével
na segunda volta; enquanto que na primeira volta os dois
candidatos mais votados (entre quatro) tiveram 3728 votos
(40,59%) e 3631 votos (39,53%), na segunda volta o Bas-
tondrio atual ganhou por 8.424 votos (61,6%) contra 4.931
votos (36,1%). Os 97 votos de diferencga na primeira volta
teriam levantado muitos problemas se fosse esse o resul-
tado final da eleic3o!

Mas a Ordem dos Advogados mantém o sistema de elei-
¢ao maioritario com uma volta. Nas elei¢des de novembro de
2013 foi eleita uma Bastondria com apenas 31% dos votos ex-
pressos, entre seis candidatos, como o Quadro 1 mostra.

Deveria a Ordem dos Advogados mudar o seu sistema
para um sistema maioritdrio com duas voltas? Talvez. Com
6 candidatos a dispersao de votos é inevitdvel. A ideia é que
com duas voltas o Bastondrio terd um apoio, sendo entu-
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Quadro 1

Votos

Lista Bastondrio Conselho Geral
ListaE  A. Raposo Subtil 3232
ListaF  Vasco Marques Correia 3394
ListaG  Jorge Neto 1750
Lista | Elina Fraga 6510
Lista K Jerénimo Martins 849
Lista S Guilherme Figueiredo 3510
Nulos — 566
Brancos — 1547
Total 21358

sidstico, pelo menos maioritario dos membros da sua Or-
dem. Claro que haverd situacdes extremas que sairao fora
desta ideia (mas s3o mais raras).

Existe contudo outra alternativa menos conhecida e que
em certas situagdes pode trazer bastantes vantagens: o siste-
ma de votagdo por aprovagdo. A ideia é que cada eleitor vota
no nimero de candidatos que entender, votando em todos
que acharia adequados para o cargo em questao, indepen-
dentemente de achar que uns poderiam ser melhores do
que outros. Este sistema é mais «justo» do que o de maio-
ria simples pois permite, apenas com uma votagao, obter
um resultado final tao consensual quanto possivel. Claro que
existe sempre a possibilidade de voto «uitil» ou de voto «es-
tratégico», mas no sistema de votagdo por aprovacio tal é
menos provével do que no sistema maioritario a duas vol-
tas em que o voto estratégico é ébvio quando o candidato
com mais votos na primeira volta quer garantir que vai a se-
gunda volta o pior candidato e «dd uma forcinha a este»...

Muito para discutir neste Planeta Terra!
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Experiéncias de pratica profissional
na formac3o de professores de Matematica
do 2.° ciclo!!

NEeusa BRaNco, JoAo PEDRO DA PONTE

O professor vale o que vale a sua prética. N3o serve de mui-
to um professor ter imensas qualidades e conhecimentos,
se ndo tirar partido deles no decurso da sua atividade do-
cente. Dai a necessidade de compreender a pritica profis-
sional dos professores, perceber quais sdo os seus elemen-
tos estruturantes, que fatores a condicionam e de que modo
se desenvolvem ao longo da carreira profissional. A pratica
profissional do professor experiente é essencial para orien-
tar a formacdo inicial. Além disso, nesta formacao, a pratica
tem outro papel, tio ou mais importante — a experiéncia
de situagdes de pritica, desde que devidamente enquadra-
das por momentos de reflexdo, constitui um aspeto essen-
cial do desenvolvimento do futuro professor. E o que pro-
curamos mostrar neste artigo.

FORMACAO INICIAL: PRATICA PEDAGOGICA
E REFLEXAO

O conhecimento profissional do professor é orientado para
a atividade de ensinar Matematica aos seus alunos. Este co-
nhecimento apoia-se, naturalmente, em conhecimentos de
natureza tedrica sobre a Matematica, sobre a educagdo em
geral e sobre o ensino da Matematica. Apoia-se também
em conhecimentos de natureza social e experiencial sobre
os alunos, sobre si préprio, sobre muitos outros aspetos in-
cluindo a dinimica da aula, os valores e a cultura da esco-
la e da comunidade que esta serve, bem como da comuni-
dade profissional (Ponte, 2012).
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Cabe a formagao inicial proporcionar oportunidades para
que o futuro professor analise as orientacoes curriculares
para o ensino da Matematica e realize planificacoes tendo
em atencio o modo de trabalho dos alunos, a dinimica de
sala de aula, o seu papel e dos alunos, a natureza das tare-
fas a propor e os materiais didaticos a utilizar. E igualmen-
te necessario que reflita sobre a conducio de aulas, as ocor-
réncias registadas e as decisdes tomadas, tendo em conta
o seu conhecimento dos alunos e a aprendizagem que se
pretende proporcionar.

As situag¢des de estigio podem colocar os futuros pro-
fessores perante situacdes muito exigentes. A utilizagio
de tarefas desafiantes e a conducio de uma comunicacio
que encoraje a participa¢do do aluno é um aspeto essencial
da sua formacdo. Neste processo de aprendizagem com a
pratica e na pratica, a reflexdo assume um papel essencial
para promover o desenvolvimento do conhecimento pro-
fissional (Serrazina, 1999). No entanto, esta reflexdo cons-
titui muitas vezes um grande desafio para o futuro profes-
sor dada a sua reduzida experiéncia e natural dificuldade
em se centrar nos aspetos essenciais da pratica.

Apresentamos de seguida aspetos significativos da prati-
ca docente experienciada por diversas estagirias tendo por
base as suas reflex6es sobre o trabalho que realizaram no
2.° ciclo em Matematica. O estigio decorre de fevereiro a
junho, no ano letivo 2011-12, tendo os alunos trés blocos
de 90 minutos de Matemética por semana, incidindo so-
bre temas matematicos e tépicos contemplados no Progra-
ma de Matemdtica (ME, 2007). As aulas objeto de atencdo
foram descritas pelos futuros professores e por estes con-
sideradas como particularmente significativas para o seu
desenvolvimento profissional.

OBSERVACAO

As estagidrias integram as turmas de Matemitica e cum-
prem duas semanas de observagao, comecando por ter in-
tervengbes pontuais com os alunos. Observam a turma e a
pratica do professor cooperante o que lhes permite conhe-
cer os alunos, identificando as suas principais capacidades
e dificuldades, bem como o trabalho que estdo a desenvol-
ver num determinado tépico matematico.

Logo nestas semanas as estagidrias interagem com os
alunos, participando nas atividades propostas pelos pro-
fessores cooperantes e apoiando o trabalho na sala de aula.
Com base nessa observagao recolhem informagdes impor-
tantes, estabelecem uma primeira relacio com os alunos e
comecam a perspetivar a sua intervencao:
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Procurei apoiar a professora cooperante na execugio das suas au-
las e prestei apoio, de modo individualizado, aos alunos na reali-
zagdo das atividades desenvolvidas, facto este que me possibilitou
uma maior aproximacio aos alunos. (2. reflexdo de Daniela)

No inicio do estagio, nas aulas de observacio, procurei retirar a
maior informacao possivel, de modo a facilitar a minha interven-
¢ao pratica seguinte. (2.* reflex3o de Eva)

CoNCEGAO/PLANTFICACAO

As estagirias iniciam, entdo, a planificacio e a preparacio
das aulas e a experiéncia de lecionagiio, sendo responséaveis
pela gestdo das suas aulas e pela elaboracio dos materiais
didaticos propostos aos alunos. O trabalho de planificagio
¢ acompanhado pelo professor cooperante e pelo profes-
sor supervisor que lhes dio feedback com o intuito de con-
tribuir para a melhoria dessa preparacio, questionando-os
para preverem diversas situagoes do trabalho com os alu-
nos e para refletirem previamente sobre ao contributo do
trabalho a propor para a aprendizagem dos alunos.

As estagidrias definem os objetivos especificos de apren-
dizagem relativos aos tépicos visados em cada aula ou num
conjunto de aulas. Escolhem, adaptam ou constroem tare-
fas matematicas e selecionam e organizam outros recursos
como materiais manipuldveis e tecnolégicos. Descrevem em
pormenor no plano de aula a sua estratégia de acdo, indi-
cando como organizam os alunos e os principais momen-
tos da aula que preveem de acordo com a tarefa a propor e
os seus objetivos de aprendizagem. Indicam, ainda, como
avaliam as aprendizagens dos alunos.

A prética de ensino supervisionada estd articulada com
a unidade curricular de Didatica da Matemitica pelo que al-
gumas das ideias de trabalho com os alunos que as estagii-
rias levam para a sua sala de aula surgem do trabalho reali-
zado nessa unidade curricular. Exemplo disso sdo algumas
tarefas inicialmente discutidas com as estagiarias e que es-
tas posteriormente adaptam aos seus alunos. Esta unidade
curricular d4 também a conhecer materiais manipulaveis e
o modo de os explorar com os alunos e discute a sua utili-
zagdo em sala de aula. Em muitos casos as estagiarias con-
cretizam diversas dessas situagdes com os seus alunos.

Nas suas reflexdes, as estagidrias apresentam os diver-
sos pontos relativos a preparacio de uma aula ou um con-
junto de aulas de uma mesma unidade didatica, tendo em
vista um conjunto de objetivos especificos de aprendiza-
gem. Por exemplo, Célia refere que o estigio proporciona
o desenvolvimento do seu conhecimento curricular:



Figura 1. Materiais de Ana — Circulo e circunferéncia

Evolui na planificacdo pois conhego cada vez mais o programa e
por isso sei, cada vez melhor, os objetivos que tenho de desen-
volver bem como os topicos e subtépicos. Este facto facilita-me
o trabalho quando estou a fazer as planificacdes das minhas au-
las. (1. reflexdo)

Pelo seu lado, Ana apoia-se num artigo (Canavarro, 2011)
para realcar a importancia que tem para a sua pratica na
sala de aula o conhecimento das potencialidades da tarefa
que propde aos alunos, focando a diversidade de estratégias
e de representacbes que estes podem usar para a resolver:
«[Conhecer] diversas estratégias e representacdes para deste
modo definir as estratégias que mais se identificavam com
as caracteristicas destes alunos. Isto permite ao professor
explorar o potencial da tarefa e gerir as discussdes que po-
derio proporcionar-se» (2.* reflexdio). Apoia a sua reflexdo
neste artigo que discute a prética letiva do professor numa
abordagem exploratéria na sala de aula para salientar, ain-
da, a importincia da escolha da tarefa para a promogao da
aprendizagem dos alunos.

Uma preparacio detalhada da tarefa a propor revela-
se também importante para que as estagidrias se sintam
mais seguras na gestdo do trabalho na sala de aula. Prever
as respostas de alunos, as suas dificuldades e questdes que
podem colocar, ajuda Célia a definir possiveis formas de
atuacdo:

A medida que vou preparando cada aula vou pensando em pos-
siveis perguntas e dificuldades dos alunos de modo a conseguir
delinear diferentes abordagens as situagdes que contribuam para
promover a compreensdo dos conceitos envolvidos e para os aju-
dar a ultrapassar essas dificuldades, conseguindo, assim, respon-
der as suas questdes. Ou seja, fago uma antecipacio das estraté-

gias de resolugio e das questdes dos alunos, tendo em conta as
suas capacidades e conhecimentos, onde prevejo como os alu-

Figura 2. Materiais de Ana — Cubo das fractes

nos vao reagir a um novo conceito ou como poderdo resolver as
tarefas. (1.2 reflexdo)

No final do estagio, Célia faz um balanco deste trabalho
de preparagio:

Refletindo sobre este trabalho de preparacio, verifico que é uma
mais-valia para a minha prética letiva, nomeadamente, para me-
Ihorar a discuss3o com os alunos. Ja que vou preparada para as
suas questdes e representacdes o que me ajuda a perceber me-
lhor as suas ideias e a conseguir explicd-las aos restantes colegas.
Por isso vejo que é um trabalho vantajoso tanto para o professor
como para os alunos. (2.* reflexdo)

Além da decisdo das tarefas a propor aos alunos, as estagi-
arias ddo também atencio a utilizaco de materiais mani-
puléveis. Por exemplo, Ana elabora diversos materiais, no-
meadamente nos temas Geometria (Figura 1) e Nimeros
e Operagoes (Figura 2).

Para Ana esses materiais visam apoiar a realizagdo de
tarefas numa logica exploratoria: «propus a utilizagao de
material que os alunos pudessem manipular de modo a po-
derem ser eles proprios a identificar os conceitos e as rela-
¢oes envolvidos» (2. reflexdo).

Apesar da importancia que assume a planificacao deta-
lhada para o trabalho das estagiarias, estas verificam que
no decorrer da aula pode ser necessario ajustar algumas
situacdes, sem se perder de vista o propésito da aula. Por
exemplo, Eva reconhece que o plano de aula ndo assume
um cardter rigido mas sim orientador, devendo ser flexivel
de modo a «permitir ao professor inserir novos elementos,
mudar de rumo, se o exigirem as necessidades e/ou inte-
resses do momento» (2.* reflexao).
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OPERACIONALIZAGAO/LECIONACAO

As estagiarias sdo incentivadas a refletir sobre a sua prati-
ca e a identificar o seu contributo para a aprendizagem dos
seus alunos. Essa reflexdo é apoiada pelo professor coope-
rante que as ajuda a identificar esses contributos e pelo pro-
fessor supervisor que questiona o seu conhecimento didati-
co e cientifico e as confronta com as suas decisdes e acdes.
O feedback dado imediatamente apos a aula pelos dois pro-
fessores ou o feedback posterior do professor supervisor (ja
que este ndo estd presente em todas as aulas) € assim le-
vado em conta pelas estagidrias nas reflexdes que a seguir
apresentamos.

Na sua reflexdo, Ana e Célia reconhecem os momen-
tos principais de uma aula de cunho exploratério (Ponte,
2005). Ana destaca o seu préprio papel de monitorizagao
durante o trabalho auténomo dos alunos na resolucio de
uma tarefa, apoiando-os nas suas dificuldades e analisan-
do as suas resolugdes. Durante este momento identifica
as resolucdes que considera «mais importantes para parti-
lhar com a turma no momento da discussao» (2.* reflexao),
procurando que estas representem a diversidade de estra-
tégias e representacdes que surgem na turma. Refere que,
em grande parte das situacdes, seleciona os alunos a apre-
sentar para a turma as suas resolucdes, com um dado ob-
jetivo didatico:

Propus intencionalmente a alguns alunos (que demonstraram di-
ficuldade em resolver os exercicios ou que os resolveram de ma-
neira diferente) que fossem ao quadro escrever as suas resolugoes
para que os colegas pudessem comparar as suas respostas e es-
tratégias. Sempre que havia uma resposta diferente da escrita no
quadro, solicitei aos alunos que confrontassem as suas respostas
para tentarem concluir autonomamente qual a resposta correta
(no caso de haver s6 uma resposta correta) ou se as duas respos-

tas sdo plausiveis (no caso de haver mais de uma solugdo ou mais
de uma estratégia de resolucio). (2. reflexdo)

Pelo seu lado, Célia descreve os diversos momentos que,
habitualmente, a sua aula contempla, a apresentacio do tra-
balho a realizar, o trabalho auténomo dos alunos e a dis-
cussio coletiva e sistematizacdo:

Comecei por apresentar a situacio a turma, indicando o que pre-
tendia para depois os deixar explorar. No momento de explora¢do
por parte dos alunos, passei por todos de modo a acompanhar o
seu trabalho e a questiona-los sempre que necessario para que a
sua exploracao fosse aprofundada e que esse trabalho correspon-
desse aos objetivos pretendidos. Depois deste momento de traba-
Tho auténomo em que o meu papel era, essencialmente de orien-
tacdo, seguia-se um momento de discussdo coletiva com o intuito
de verificar os resultados obtidos e chegar a uma conclusio em
grande grupo. Nesta discussdo pretendi tirar eventuais duvidas
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que poderiam ter surgido aquando a exploracio realizada pelos
alunos e sistematizar conhecimentos. (...) Fui fazendo questdes
no sentido de os alunos apresentarem de um modo claro e deta-
lhado o seu raciocinio, mantendo uma boa discussdo e propor-
cionando a participacio de todos. (1.* reflexao)

Ana e Daniela apontam que a discussio coletiva na sala
de aula constituiu um momento importante para a ana-
lise de dificuldades dos alunos e para a consolidacio de
conhecimentos:

Ao longo das aulas tive o cuidado de promover uma dinfimica
de discussdo com os alunos sobre os diferentes aspetos que es-
tavam a ser trabalhados, pois desta forma, pelo que verifiquei na
minha pratica, os alunos s3o estimulados a participar ativamen-
te na aula. (2.* reflexdo de Ana)

Quando pedia aos alunos para irem ao quadro, tentava sempre
que fossem apresentadas diversas resolucdes ou representacdes
para serem discutidas com os colegas de turma e também para
estes alunos explicarem oralmente o seu raciocinio. Por vezes,
surgia o caso de alguns alunos apresentarem erros nas suas re-
solucdes e nio aceitarem que a sua resolucdo esteja errada. Nes-
te caso particular, pedia a esses alunos para identificarem o que
se apresentava de modo incorreto e para explicarem ao colega o
motivo de tal resolucdo estar incorreta, sempre com o meu apoio
quando necessario. Assim, os alunos partilharam os seus conhe-
cimentos e a aprendizagem ocorreu de um modo ativo em que
todos participavam para uma aprendizagem mutua. Quando ter-
minava a exploracio de um topico/tema com os alunos, estabe-
lecia uma sintese do que foi estudado, com exemplos e tarefas
que suportavam os diferentes aspetos trabalhados, seguindo a
mesma logica de exploragio anteriormente apresentada. (2.* re-
flexdo de Daniela)

As estagiarias identificam também aspetos menos conse-
guidos da sua prética (que em grande parte estdo relacio-
nados com as caracteristicas dos alunos) e também aspe-
tos mais conseguidos.

Outras estagiarias decidiram utilizar em aulas do 5. ano
um material manipulavel, geostrips, previamente apresen-
tado pelo professor supervisor e explorado numa sessio de
trabalho com elas. Assim, Berta reflete sobre a tarefa cons-
truida e a exploragio que esta potenciou, retirando indica-
¢Oes para uma pratica futura. A tarefa visa proporcionar a
construgio de tridngulos, dadas as medidas dos lados, e a
compreensio dos casos de possibilidade de construcio de
tridngulos, recorrendo a geostrips:

No final da aula, refletindo sobre o trabalho realizado pelos alu-
nos verifiquei que o guido que facultei tinha algumas limitacges
isto porque este tinha indicagdes tao especificas que retirei o cara-
ter investigativo que a tarefa poderia ter. Limitei a exploragio dos
alunos ao fornecer-lhes, no enunciado, as medidas dos geostrips
que tinham que utilizar para analisar a possibilidade e impossibi-




Figura 3. Materiais de Eva — Utilizagdo de material

Cuisenaire no estudo de fracdes

lidade de construgio de tridingulos. Acredito que em consequén-
cia desta orientacio «bloqueei» a capacidade de eles chegarem a
uma conclusio. (1. reflexdo)

Pelo seu lado, Célia aponta a utilizacdo deste material como
positiva para a aprendizagem dos alunos:

Nesta prética verifiquei que a utilizagdo deste material em parti-
cular permitiu aos alunos a anilise e observagdo de construgdo
de figuras geométricas (nomeadamente tridngulos) o que os aju-
dou a compreender melhor a relacio existente entre os compri-
mentos dos lados de um tridngulo. (1.* reflexdo)

Eva usa material manipulével na anélise de relagoes numé-
ricas. Por exemplo, usa o material Cuisenaire para promo-
ver a identificacdo de fracdes equivalentes e a comparagao
e ordenagio de nlimeros racionais nao negativos. Procura
propor tarefas que envolvam a utilizagdo de materiais, ade-
quando essa utiliza¢3o aos objetivos visados:

[Quando seleciono o material] procuro constatar a sua intencio-
nalidade mediante as diferentes situac@es e finalidades propos-
tas, compreendendo que a sua utilizacio deve ser adaptada ao
contexto da turma.

As estagidrias refletem também sobre a aprendizagem dos
alunos. Analisando uma aula que lecionaram, descrevem o
seu papel e o papel dos alunos, apoiando a sua reflexdo na
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analise das produgoes dos alunos e dos episédios que con-
sideram mais significativos para a sua aprendizagem.

No 5.° ano, na introdugdo ao trabalho com ntimeros ra-
cionais nao negativos, algumas estagidrias prepararam uma
aula em que, a partir da divisdo em partes iguais de uma
unidade continua (uma tira de papel), os alunos chegam a
representacdo em forma de fracdo, que usam pela primeira
vez. Esta aula, 3 semelhanca das restantes, foi previamen-
te discutida com o professor supervisor, com o intuito de
analisar a exploracdo que a tarefa possibilita e a sua adequa-
¢do aos conhecimentos anteriores dos alunos e a aprendi-
zagem prevista para o seu ano de escolaridade. Célia des-
creve o inicio da tarefa:

Comecei por distribuir, a cada aluno, um conjunto de quatro ti-
ras de folhas coloridas, de quatro cores diferentes e identificar a
tira verde como uma unidade. De seguida dobramos em duas par-
tes iguais a tira azul (ficando com %], dobramos a tira cor-de-rosa
duas vezes a meio (ficando com 3) e dobramos a tira amarela ao
meio trés vezes (ficando com g} e escrevemos a fragdo correspon-
dente a cada parte, sendo que depois de utilizada para responder
as questdes, foi colada na folha de registo, como no exemplo do
aluno A. (Aula da 5.7 semana de estagio)

Ana descreve um dos momentos de sistematizacao onde
pretende evidenciar as relagdes que os alunos conseguem
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estabelecer no trabalho inicial com fracdes tendo por base
o uso prévio de materiais manipulaveis:

Para tirar conclusdes sobre o que tinhamos estado a fazer e siste-
matizar os conhecimentos dos alunos, descolei as tiras de gran-
des dimensdes que estavam no quadro e apenas deixei a tira verde
que indicava a unidade de modo a iniciar uma pequena explora-
cio e discussdo. Posto isto, coloquei uma tira azul, que era refe-
rente a % por baixo da tira verde e perguntei ao mesmo tempo
«Se tivermos % quanto nos falta para obtermos uma unidade?» e
1

os alunos responderam corretamente «Faltam-nos 5» — e eu co-

loquei a tira que faltava para completar a unidade.
Seguidamente, retirei as duas tiras de % do quadro, coloquei 3 de
7 € questionei «Entdo e se ja tivermos 3 quanto nos falta para ob-
termos uma unidade?» e responderam corretamente que faltava
% e eu coloquei a tira que faltava para completar a unidade.

Para complicar um pouco mais, retirei as quatro tiras referentes
a ]—1, coloquei uma de % e perguntei quias eram as hipéteses que
tinhamos para obter uma unidade e os alunos responderam que
podiamos juntar mais Z, ou 1 mais } mais 3, ou § + 3 + 3 + 3
(2 medida que iam dando as hipéteses eu fui colocando no qua-
dro as pecas respetivas).

Nesta explora¢do coloquei outras questdes idénticas as acima re-
feridas sempre com o intuito de compreender se os alunos con-
seguiam reconstruir a unidade e durante a discussao percebi que
os alunos ja conseguiam fazer comparacio entre fracoes, pois al-
guns referiram, por exemplo, que ; era igual a 2. (Aula da 5" se-
mana de estagio)

Ana verifica que esta abordagem permite que os alunos
compreendam a fracdo como parte-todo e reconstruam a
unidade a partir das suas partes, iniciando assim a compa-
ra¢do de niimeros racionais representados na forma de fra-
¢do e a identificacdo de fracdes equivalentes.

CoNCLUSAO

Como referimos, o estigio constitui um momento funda-
mental da formac3o inicial dos futuros professores, pro-
porcionando o contacto com diversas vertentes da pratica
profissional, em especial com a préatica letiva. A organiza-
¢do do curso promove a articulagio entre as unidades cur-
riculares de didatica especifica e de pritica de ensino su-
pervisionado, apoiando as estagirias na preparacio das
suas aulas e na reflexdo sobre a pratica. Procura-se, des-
te modo, conjugar conhecimento teérico e conhecimento
da prética profissional, proporcionando uma fundamenta-
¢do para as propostas de trabalho com vista a aprendiza-
gem dos alunos.
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A reflexao que as futuras professoras fazem sobre a sua
pratica apresenta contributos do estigio para o desenvolvi-
mento do seu conhecimento profissional. Na reflexdo so-
bre a lecionagao, analisam as suas acoes e questionam-nas,
procurando tanto aspetos a melhorar como aspetos positi-
vos e perspetivando desse modo a sua prética futura. Além
disso, identificam o contributo dessa pratica para a apren-
dizagem matematica dos alunos. Salientam em especial o
papel dos materiais manipuliveis e das tarefas desafian-
tes, bem como da dinidmica da aula, enfatizando a impor-
tancia dos momentos de trabalho auténomo, discussio e
sistematizacio para a aprendizagem dos alunos, numa 16-
gica de abordagem exploratéria que experienciam na sua
pratica ainda durante a formacio inicial. O seu empenho
neste tipo de trabalho mostra que estas orienta¢des curri-
culares podem ter um lugar importante na formagao ini-
cial dos futuros professores.

Nota

Il A realizacdo deste trabalho foi financiada por fundos nacio-
nais através da FCT — Fundac3o para a Ciéncia e Tecno-
logia no &mbito do Projeto Prdticas Profissionais dos Profes-
sores de Matemdtica (PTDC/CPE-CED/098931/2008).
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Frisos no GeoGebra

Figura 1

A atividade intitulada «A Matemdtica dos nossos frisos»
foi desenvolvida por todas as turmas de 8.° ano da Escola
Eng.° Duarte Pacheco em Loulé e enquadrou-se no ambito
da utilizacdo de metodologias de ensino e aprendizagem
que intensificassem o recurso as novas tecnologias em am-
bientes digitais, promovendo a utilizago do software inte-
rativo GeoGebra. A sua aplicagdo teve como principal ob-
jetivo o desenvolvimento da capacidade de aprendizagem
auténoma, recorrendo a estratégias que envolvessem o alu-
no no seu processo de aprendizagem, podendo ser dinami-
zada na unidade das Isometrias do 8° ano. Esta atividade
permite ao aluno estabelecer conexdes entre a matematica
e a arte através da construcdo de frisos, estimulando ain-
da a criatividade.

Numa fase inicial foi realizada uma visita de estudo aos
Jardines Reales Alcazares, em Sevilha, e sugerido aos alu-
nos a recolha de fotografias de alguns azulejos para poste-
rior anslise. Depois de lecionado o capitulo das Isometrias
e para sua consolidacio foi sugerida a realizag@o de um tra-
balho a pares em que os alunos deveriam elaborar um fri-
so no GeoGebra. No final, todos os trabalhos foram expos-
tos & comunidade educativa.

Para orientar os alunos, foi sugerida inicialmente a cria-
cdo de um motivo, ao qual deveriam ser aplicadas diferen-
tes isometrias até obter um friso. Apresentamos em segui-
da um exemplo de uma construgao de um friso apresentado
por dois alunos (Figura 2), bem como exemplos de possi-
veis ferramentas do software utilizadas.

A B B
Figura 2. Motivo inicial Figura 3
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Figura 5
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Apds escolhido o motivo inicial, construiram uma reflexio
segundo a reta BC recorrendo & ferramenta O\ Retesta Obieto, Rea,
obtendo a figura 3.

Com a ferramenta .| roasdo ©blte convo,smputues CONStrufram
uma rotacdo do retangulo [AEFD] com centro em B e am-
plitude de 180°, obtendo a figura 4.

Em seguida recorreram a ferramenta . 2
construfram a Jmagem do quadrado [GIFD] pela translacdo

associada ao vetor AE, repetindo este processo de modo a

v Transiaio (Objeto, Vetor) €

obter o friso da figura 5.
Para finalizar recorreram ao software Paint no qual colo-
riram o friso. A figura 6 é o resultado final apresentado por
dois alunos.
Os trabalhos, além de proporcionarem maior familiariza-
gao com o Geogebra, permitiram a aplicacdo das isometrias
ajudando os alunos a compreender os conceitos e suas apli-
cacoes e ainda estabelecer ligacdes com calculo de 4reas e
perimetros, como a sugestdo que a seguir apresentamos.
Tendo por base a figura 7 ¢ possivel levar os alunos a
responder a questdes, como por exemplo:
+ Designa por R uma reflexdo que permite obter o qua-
drado BEFC a partir do quadrado ABCD. Indica o eixo
de reflexdo da transformacdo geométrica R.

» Seja S a rotagdo que permite obter o quadrado GHBA
a partir do quadrado ABCD. Indica um valor da am-
plitude e o centro dessa rotago.

»  E possivel obter o quadrado HIEB a partir do quadrado

ABCD por uma translagao? Justifica a tua resposta.
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d Figura 6

Figura 7

« Justifica que a figura apresentada tem simetria rota-
cional. Na tua justificagdo deves referir todas as pos-
siveis amplitudes para essas rotacdes centradas no
ponto B.

+  Sabendo que AE = 6 cm, determina o valor exato da
drea sombreada da figura.
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Foi recentemente disponibilizado em linha pela Funda-
cio Mério Soares um conjunto de documentos pessoais de
Bento de Jesus Caraca, incluindo muitos manuscritos, ce-
didos pelo seu filho Jodo Caraca. Este espélio contém ele-
mentos muito importantes para podermos conhecer me-
lhor as ideias de um dos pensadores mais originais do nosso
século XX.

Dentro desse esp6lio estdo as notas manuscritas inédi-
tas de uma conferéncia proferida por Bento de Jesus Ca-

¥ . i
SR

raca no Liceu Pedro Nunes. Este manuscrito inclui as no-
tas tomadas por Bento Caraga sobre as questoes colocadas
pelos assistentes, inclusive sobre as respostas de Bento Ca-
raca. Estas notas s3o muito interessantes e serdo analisadas
em detalhe noutra publicacio, mas aqui iremos integrar al-
gumas ideias retiradas dessas notas numa analise global
do pensamento de Bento de Jesus Caraca sobre o ensino
da Matemética em Portugal, cuja atualidade é gritante.
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(s.d.), «Apontamentos sobre conferéncia sobre programas

e ensino da matemdtica no ensino secundério»
CasaComum.org, Disponivel http://hdl.handle.net/11002/fms_dc_
54063

Antes de discutir o presente devemos ter algum conhe-
cimento do passado. Em particular devemos ter conheci-
mento do passado em realidades préximas da nossa, e, por
maioria de razdo, na nossa propria realidade. Infelizmen-
te 0 nosso passado recente é frequentemente ignorado e
as ideias apresentadas pelos nossos melhores pensadores
desaparecem facilmente da nossa meméria coletiva. Um
dos pensadores que mais batalhou pela renovacio do ensi-
no da Matematica em Portugal foi, sem davida, Bento de
Jesus Caraga. Além de intervencoes de fundo mais conhe-
cidas, sdo de destacar a sua participa¢@o na fundacio e nos
corpos gerentes da Sociedade Portuguesa de Matematica
(fez parte das quatro Dire¢des eleitas entre 1940 e 1947)
sendo ai de destacar a sua participacao na Comissio Peda-
gogica, a sua intervengio como responsével da Seccio «Pe-
dagogia» da Gazeta de Matemdtica (a secgio deixou de apa-
recer com a indica¢do de um responsavel a partir da morte
de Bento Caraca) e diversos textos de intervencio na revis-
ta Gazeta de Matemdtica (sio notaveis as polémicas com
José Sebastido e Silva a propésito do ensino dos logaritmos
e a polémica sobre os resultados dos exames de aptidio a
Universidade).

A Comissdo Pedagogica da Sociedade Portuguesa de Ma-
tematica estabeleceu um plano de atividades mal foi criada
e este foi aprovado em Assembleia Geral da SPM. Além de
intervencdes pontuais em questdes entio candentes, é de
destacar uma preocupacdo com a melhoria do ensino da ma-
temdtica em Portugal em vérias vertentes, apontando-se:
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1) «apreparagdo cultural e pedagégica dos professores
de Matematica do ensino secundirio»;

ii) os métodos de ensino como «a possivel introducio
de métodos novos de ensino, tais como os métodos
laboratoriais para os rudimentos de geometria»;

iii) o incentivo do gosto pela matematica sendo aponta-
da a «criagdo de clubes de Matematica».

A preocupagio de Bento Caraca com o ensino da Geome-
tria espelha-se nas paginas da Gazeta de Matemdtica com a
publica¢do de virios originais e traducdes relativas ao tema.
Em duas notas da sec¢do «Pedagogia» nos ntimeros 14 e
16 dessa revista pode-se continuar a ver essa preocupacio:
«Parece que os novos métodos de ensino vio enfim pene-
trando (qudo lentamente!) entre nés» sendo citado por Ben-
to Caraca o «ensino experimental da Geometria».

Infelizmente foi preciso esperar pelos anos 90 do sé-
culo XX para ver reaparecer em Portugal, embora de for-
ma inicialmente demasiado débil, o ensino da Geometria
nos moldes preconizados por Bento Caraca. Hoje o «en-
sino experimental da Geometria» estd de novo em causa
em Portugal.

Nao deixa de ser surpreendente a atualidade das preocu-
Ppagoes expressas por Bento Caraca ou pela Comissio Peda-
gogica da SPM. Mais uma razio para a obra de Bento Ca-
raca ser devidamente estudada e divulgada. Claro que nio
serd surpreendente que uma personalidade impar faca ana-
lises que resistam 4 voragem do tempo. Mas continua a ser
indispensavel nos refletirmos sobre essas anilises e até so-
bre a razdo pela qual essas andlises s3o quase esquecidas.

A furiosa especializacio dos tempos atuais deixa para se-
gundo plano as tentativas de visdes globais do sistema social
e educativo. Nao era claramente estreito o ponto de vista de
Bento Caraca, como se espelha nas suas diversas interven-
¢oes. Por exemplo, os dois volumes das Licdes de Algebra e
Andlise, como bem indicou Sebastido e Silva, apresentam
«a Matemadtica como se fosse uma obra de arte, numa nova
linguagem — viva, clara, incisiva, cativante»®. O texto esta
cheio de notas histéricas, de indicacdes bibliograficas deta-
Ihadas, de complementos que alargam os horizontes dos
leitores e Ihes dao uma visZo sem par da riqueza, variedade
e vitalidade da Matematica; como exemplos desses tiltimos
podemos apontar textos sobre a poténcia do numeravel e a
poténcia do continuo, os quaternides, as construcdes com
régua e compasso, a teoria das substitui¢des, o axioma de
Zermelo ou a discussdo do conceito de curva (incluindo o
exemplo da curva de Hilbert que preenche o plano).

Na polémica com Sebastido e Silva sobre o ensino dos
logaritmos este defende que se deve ensinar como se cons-




«Vila Vigosa? Bento Caraca»
CasaComum.org, Disponivel http://hdl.handle.net/11002/
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tréi uma tibua de logaritmos; Bento Caraca contrapde® que
nao hd vantagem em ensinar os alunos a construir um ins-
trumento que ji se encontra construido no mercado, até
porque em virias areas ji se comecava a substituir o seu
uso pelo das réguas de cilculo e das maquinas de calcular.
Bento Caraca entendia que estas sim deviam ser objecto
de estudo pelo seu interesse prético e reclamava contra os
exageros de célculo associados i tibua de logaritmos «exer-
cendo a sua tiraniazinha sobre a pobre massa académica»
e citando um exemplo de uma prova de exame em que se
pediam célculos tio rigorosos que se obtinha a posicio de
um navio no mar a menos de um milimetro!

A propésito desta discussio, por duas vezes, Bento Ca-
raca fala da estrutura do ensino secundario ao afirmar que
o ensino secundario deve ser para todos e ndo se deve sub-
meter as necessidades de nenhuma futura profissio em par-

ticular (relembremos que na altura apenas havia 11 anos
de escolaridade). E defende que vérios temas ausentes dos
programas deviam estar ai presentes porque «na vida con-
tempordnea tém uma importincia tal que devem ser ensi-
nados a todos»; dentre esses temas cita: a nogdo de proba-
bilidade, rudimentos da estatistica, tibuas de mortalidade.
Indica outros assuntos que considera muito importantes
e estavam entdo ausentes dos programas: o0 manejo da ré-
gua de célculo e da maquina de calcular, as aproximacdoes
no célculo numérico, a resolugdo de tridngulos n3o rectin-
gulos. E cita ainda outros assuntos também entdo ausen-
tes mas a que atribui essencialmente valor cultural como
a Geometria Analitica e a teoria dos complexos.

No manuscrito referido no inicio, Bento Caraca indica
qual a sua visio sobre «os fins préprios do ensino da Mate-
matica nos liceus» e que indica serem dois:

a) familiarizar os alunos com a técnica do calculo algé-
brico elementar e o das primeiras propriedades geo-
métricas das figuras.

b) dar-lhes uma primeira vista de conjunto sobre os
fundamentos do edificio matemitico.

Como refere que as questdes de Geometria ja foram abor-
dadas numa conferéncia anterior de Ferreira de Macedo™,
apenas foca as questdes relacionadas com a Algebra. Bento
Caraca entende que no dominio da Algebra o ensino liceal
ndo satisfaz nenhuma das duas finalidades. No que diz res-
peito a primeira finalidade escreve que «é frequente encon-
trar alunos nos cursos superiores nio sabendo operar sobre
radicais, desconhecendo inteiramente as regras operatorias
das poténcias chegando mesmo a ignorar as regras elemen-
tares do célculo das fra¢des. Quanto ao calculo logaritmico,
nem falar nisso.» Bento Caraga entende que a situacio so-
bre a segunda finalidade é ainda mais grave pois os alunos
pensam que se demostram certas propriedades que na rea-
lidade sdo defini¢des, mostrando um total desconhecimen-
to sobre o «edificio matematico». Cita os casos de

1 =
d=1a"=—a7={.
a

Refere ainda a confusa concecio de infinito dos alunos dan-
do alguns exemplos dos erros que encontrou:

0 m_ o 1xV=7 _

m_ 0 2

co,

Numa apreciacao geral, Bento de Jesus Caraca considera
que «o ensino da Matemitica faz-se desarticulado, o alunos
ndo aprendem a relacio intima existente entre os seus di-
versos compartimentos. Atende-se apenas as pedras, sem
se ver o belo edificio que com essas pedras vai sendo cons-
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truido. E isso dd origem a (o que até chega a ser chic) certas
pessoas se considerarem como nio tendo a bossa das ma-
teméticas.» S3o certamente questdes muito atuais.

Em Novembro de 1943 Bento de Jesus Caraca publica
na Gazeta de Matemdtica um texto® em que pretende ana-
lisar a coordenacio (ou falta dela) entre o ensino secunda-
rio e o ensino superior através dos resultados dos exames
de aptidao ao ISCEF. Comega por estranhar que os alunos
das escolas técnicas tenham notas inferiores aos dos li-
ceus no acesso ao ISCEF quando aqueles deviam estar mais
motivados do que estes por virem de uma escola (Institu-
to Comercial) que estaria mais motivada para o acesso ao
ISCEF. Contudo da andlise sobressai que ambos os tipos
de alunos cometem erros perfeitamente aberrantes (do tipo
«o lugar geométrico dos lados dum 4ngulo é a bissectriz»)
que Bento Caraga atribui a falta de espirito critico e ao au-
tomatismo do ensino da Matemética, com uma clara ten-
déncia para aplicar formulas e receitas. Depois de algumas
reagdes publicadas na Gazeta de Matemdtica volta ao tema
em Fevereiro de 1945 tentando oferecer a sua explicacio
para tao deplorivel estado de coisas!®l.

Por um lado reconhece que ha realmente descoordena-
¢do entre o secunddrio e o superior pois declara que «é fre-
quente um aluno chegar ao fim do seu curso médio no en-
sino técnico comercial sem ter aprendido uma palavra de
geometria elementar. E como ndo parece possivel que se
ensinem os rudimentos de Geometria Analitica ou do Cal-
culo Diferencial, incluem-se habitualmente perguntas de
geometria elementar sintética nos pontos de resposta obri-
gatoria do exame de aptiddo ao ISCEF».

Aponta ainda outras graves disfuncdes no sistema edu-
cativo, como a tendéncia para haver um ntimero enorme
de alunos «externos particulares» e «externos individuais»
com altissimas taxas de reprovacdes (um Diretor Geral atri-
buiu este facto ao facto de sermos uma «terra de autodida-
tasl») ou ainda a deficiente formagdo de professores (que
num severo artigo de Hugo Ribeiro era apontada como a
causa principal da degradacdo do ensino).

Na parte final deste tltimo texto Bento Caraca apresen-
ta as suas ideias sobre o ensino secundério. Entende que
o ensino deve ser obrigatorio até aos 15 anos (sem distin-
¢3o alguma entre os entdo existentes ensino liceal e ensi-
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CasaComum.org, Disponivel HTTP: http://hdl.handle.net/11002/
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no técnico) onde «se ministrariam os conhecimentos (ma-
tematicos e das outras disciplinas) indispensaveis a todo o
cidadao portugués». Relativamente aos anos seguintes Ben-
to Caraca opina que «nos dois ou trés anos seguintes, com
um comeco de especializacao, haveria tempo para dar so6-
lidas bases em cada uma das disciplinas sobre as quais se
pudesse edificar um ensino superior digno desse nome.»

Claro que os tempos mudam, as condicdes sociais tam-
bém, a ciéncia matematica evolui e ndo se pode estar a aplicar
ipsis verbis a uma época o que foi preconizado noutra.

Mas de tudo isto que podemos retirar como licio do
pensamento de Bento Caraca?

Essencialmente que depois de uma formacio geral for-
necida pelo ensino basico (e a atual estrutura coincide com
a preconizada por Bento Caraca) deve haver uma diversi-
ficagdo de acordo com a preparacdo pretendida no fim do
ensino secundario. Se uns vdo para o ensino superior deve
haver uma defini¢io minima do que é pretendido no ini-
cio do ensino superior para que se possa fazer uma discus-
sao fundamentada. Se outros terminam os seus estudos no
12.° ano deve pensar-se o que seré 1til a esses futuros cida-
daos. Se o objectivo é que o fim do ensino secundario cor-
responda a uma formagio precisa entio deve ser definido
com alguma clareza qual o perfil da formagdo e em segui-
da elaborar o curriculo de acordo com o perfil pretendido.
Todas estas trés finalidades do ensino secundario devem
merecer igual importdncia por parte dos responséveis para
que ndo se crie a ideia de que hd umas vias nobres e outras
menos nobres e nio se repita a divergéncia de classificacdes
observada por Bento Caraca. Cada uma das trés vias esco-
lhidas deve ser resultado de uma opcio consciente e ndo a
procura da via mais facil ou da via onde ainda sobram lu-
gares vagos.

No manuscrito referido no inicio, Bento Caraca faz al-
gumas consideracdes sobre o ensino da Matemética a ni-
vel secunddrio, de modo que se cumpram as finalidades
que definiu. Considera que o estudo «dos ntimeros irra-
cionais e da continuidade» é um dos «mais delicados do
ensino secundario». Critica varias op¢des correntes sobre
o estudo das tangentes e dos limites infinitos e o0 uso que
se faz do simbolo § que entende deve ser banido do ensi-
no secunddrio. A propésito destes temas foi criticado no




final da conferéncia por dois professores (Dr. Tenério e
Dr. Leote®) a quem responde o mesmo: «Nio disse que os
professores nio ensinavam bem, disse que os alunos nio
aprendiam».

Muitas das discussdes sobre o perfil de formacio ficam-se
por defini¢des generalistas que nunca vio até ao amago das
diferentes disciplinas. Se Bento Caraca ja reclamava, com
insisténcia, a inclusio de temas como a nogio de probabi-
lidade, rudimentos da estatistica, tibuas de mortalidade, o
manejo da maquina de calcular, as aproximacdes no cal-
culo numeérico, a resolugio de tridngulos nio rectdngulos,
a Geometria Analitica e a teoria dos complexos, isso $6 re-
forca a necessidade de uma reflexio muito cuidada sobre
que Matematica ensinar em cada ciclo de ensino. Acresce
o facto de a Matemética se continuar a desenvolver tanto
que novas dreas como a teoria de grafos ou os sistemas di-
nimicos se impdem como 4reas importantes e a sua entra-
da no ensino aparece como inevitavel.

Uma drea com a importincia da matemitica na socie-
dade atual, em que praticamente todos os atos do cida-
dao estdo dependentes da «digestao» de dados numéricos,
ndo serd possivel uma boa formagdo sem uma lugar ade-
quado da Matematica em todas as formacoes. Nunca seri
dando um lugar menor & Matematica nas Escolas Profis-
sionais que se conseguird uma melhor formacio. Se even-
tualmente a Matemdtica é menos popular, isso deve-se a
razdes circunstanciais que devem ser combatidas de for-
ma ativa por todos.

O curriculo de matematica das escolas profissionais (as-
sim como os de qualquer outra escola) deve obedecer a
principios gerais sélidos. Na «Gazeta de Matemdtica» apa-
recem relatadas as conclusdes da Conferéncia Internacio-
nal da Instrugdo Publica promovida pela UNESCO®. Ben-
to Caraga j4 ndo promoveu esta publicacio mas certamente
subscreveria a maioria das suas conclusdes. Pode-se ler ai,
entre muitas outras recomendacdes:

— O ensino da matematica (...) deve dispor de um nfi-

mero de horas adequado;

— nos paises em que o ensino da matematica nio fi-
gura a titulo obrigat6rio em certas seccbes (seccdes
literarias, por exemplo), um ensino de matematica
com tendéncia cultural, de preferéncia a pura técni-
ca matematica, deveria ser organizado, pelo menos
a titulo facultativo;

— o programa de matemética de uma seccao determi-
nada da escola secundaria deve estar de harmonia
com os fins gerais do ensino deste ramo e com os
objectivos particulares da secgio;

«Alentejo. Bento Caraca com um cabrito ao colo»
CasaComum.org, Disponivel http://hdl.handle.net/11002/
fms_dc_54281

— 08 programas serdo mantidos em dia e adaptados
aos progressos das ciéncias e as necessidades da
técnica e da vida modernas, sacrificando questdes
antiquadas;

— € necessério despertar e manter o interesse dos alunos
tanto pela matematica como pelas suas aplicacdes;

— € preciso aproveitar questdes suscitadas pelas situa-
¢0es concretas, ndo somente para mostrar a impor-
tincia prética da matematica, mas sobretudo para
motivar desenvolvimentos teéricos:

— ¢ indispensavel ensinar a por problemas, a buscar
dados, a explorar e apreciar resultados;

— € preciso dar o sentido de aproximacio, da ordem
de grandeza e de verosimilhanca dos resultados;

— €éindispensavel indicar as etapas importantes da hist6-
ria das nogBes e das teorias matematicas estudadas;

— € preciso que o professor de matematica em exerci-
cio possa estar a par a0 mesmo tempo da evolucio
moderna das ciéncias matematicas teéricas, das apli-
cagoes actuais importantes e dos progresscs recen-
tes da didatica da sua disciplina;

— visto que em todos os paises um ensino adequado
da matematica é um elemento essencial da educa-
¢do, importa assegurar o recrutamento dum ntime-
ro suficiente de professores competentes.
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Em que data decorreu este congresso? Em 1956. Mas po-
dia ser qualquer data dos Gltimos cem anos, por exem-
plo 2014.

Segundo o testemunho de Anténio Aniceto Monteiro,
Bento Caraca era a0 mesmo tempo!”: «um distinto profes-
sor de matematica, um grande impulsionador da cultura
popular e um eminente escritor e conferencista de temas
cientificos, literdrios e artisticos. Era um grande cariter,
conservando sempre a feicio modesta de homem do povo,
de trato fino e amavel, e idéias generosas.»

Termino com uma citagio de um texto de Sebastido e
Silva sobre Bento Caraga em que aquele relata as influén-
cias deste no alerta contra os excessos do formalismo na
matematica:

Quando hoje me acontece — o que nio é raro — ver alguns jo-
vens portugueses caidos em éxtase perante a obra desse admira-
vel autor policéfalo que se chama Nicolas Bourbaki (a quem devo
alids grande parte da minha formacdo), apetece-me logo espicaca-
los, dizendo-lhes que estdo em perigo mortal de fanatizacio. (...)
Devo a Anténio Monteiro o ter-me ensinado a descobrir os méri-
tos reais da crianca. Mas foi Bento Caraga quem me ajudou a pre-
ver os possiveis inconvenientes do estruturalismo de Bourbaki,
bem como a maneira de os combater. O seu ponto de vista neste
caso, resume-se em poucas palavras: «A intuigdo, que se adquire
e afina no contacto com os problemas reais, é cruel para quem a
despreza: o seu castigo ¢ a esterilidade». Eu sei que nio basta a
intuicdo, o contacto com a realidade: ja se viu que a légica é ne-
cessdria (...) Mas quando, ao tentar fazer investigacio, dou comi-
go as vezes a construir esquemas cada vez mais abstractos, sem
finalidade, comego a ver o seu sorriso, entre irénico e afectuoso,
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(1946), «Bento Caraga com o seu filho Jodo Manuel Gaspar Caraca

no dia do seu primeiro aniversdrio»
CasaComum.org, Disponivel http://hdl.handle.net/11002/fms_dc_54229

de Bento Caraga, e julgo ouvir a sua voz dizer-me, com lhaneza
alentejana: «Amigo, vocé por esse caminho arrisca-se a ficar per-
dido em congeminacdes escolasticas: vai ser como um moinho,
que mexe e remexe, sem ter nada dentro para moer.» Acordo en-
tdo do meu devaneio e prometo a mim mesmo ser mais razoa-
vel dai para diante.™
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A atividade de resolucio de problemas
matematicos em sala de aula

EpuarpAa MoURA

Resumo. Neste artigo € discutido o tema curricular da resolu-
¢do de problemas matemdticos no 2.° ciclo em sala de aula do
ponto de vista da aprendizagem em interacio. Com base em
propostas e recomendacdes inspiradas em observacoes e discus-
soes feitas durante sessoes de formagao de professores, algumas
situagdes sao exemplificadas e discutidas ilustrando a comple-
xidade que o professor encontra quando tem como objetivo fa-
zer sentido da resolugdo de problemas como atividade de sala
de aula.

No Programa de Formagdo Continua em Matematica para
Professores do 2.° Ciclo (ME, 2005) as sessdes de forma-
¢do foram estruturadas para que os professores tivessem a
oportunidade de: a) fazer uma andlise curricular de proble-
mas matemaéticos; b) resolver os problemas e pensar nos
problemas em termos dos processos que eles proprios uti-
lizaram para os resolver; e, c) aprender a ouvir as estraté-
gias das criangas integrando essas estratégias na monitori-
zagao da atividade de resolugio de problemas. Neste artigo
discutimos alguns exemplos dos problemas didaticos que o
professor pode encontrar quando faz sentido da resolu¢do
de problemas como atividade de sala de aula.

A RESOLUGAO DE PROBLEMAS MATEMATICOS:
RECOMENDAGOES DA INVESTIGACAO

Aprendizagem. Os aspetos mais estudados da resolucio de
problemas matematicos s3o o desenvolvimento de estraté-

gias para resolver problemas, o autocontrole e a satisfaciio
intelectual resultante da atividade de resolucio de proble-
mas e o desenvolvimento da metacognicio. Os processos
associados a resolucdo de problemas requerem uma prati-
ca de reflexdo e automonitorizagio que leve ao desenvolvi-
mento de heuristicas, procedimentos mateméticos, ter cons-
ci€éncia de processos cognitivos e autocontrole.

Todos estes resultados de investigacio levam a levan-
tar a hip6tese de que os processos da aprendizagem da re-
solugdo de problemas concorrem com a compreensio dos
conceitos matematicos que esta subjacente aos problemas
0 que torna o processo da aprendizagem mais complexo.
Assim, é um desafio para o professor desenvolver esta ati-
vidade em sala de aula.

Aprender a resolver problemas foi também estudado
em relagdo a estilos cognitivos e diferencas individuais bem
como concegbes erroneas sobre a matemaética que podem
impedir a crianca de resolver problemas. Tém ainda sido
documentadas as concecdes restritas que as criangas tém so-
bre o que constitui um problema matematico revelando, por
exemplo, concegdes simplistas. Detalhes sobre todos estes
aspetos da aprendizagem da resolugio de problemas podem
ser consultados em Schoenfeld (1992) e Silver (1985).

Documentados foram também os aspetos afetivos da
resolucio de problemas relativamente a experiéncias emo-
cionais que contribuem para a formagio e reforco de senti-
mentos que podem nao ajudar a crianga a resolver proble-
mas (McLeod, 1992). Como dar a conhecer aos alunos as
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limitacGes das suas escolhas em resultado dos seus estados
afetivos — negativos ou positivos — pode constituir uma
forma de agdo para o desenvolvimento da atividade de re-
solucao de problemas, podendo a atividade ser auténoma
e nao dependente do desempenho dos professores ou ou-
tros alunos.

O ensino. O matemdtico George Polya foi durante algum
tempo o maior precursor do ensino da resolucio de proble-
mas preocupando-se também em pensar sobre como po-
deria ensinar os alunos a resolver problemas (Polya, 1985).
Investigacao sobre o ensino da resolugio de problemas tem
identificado vérios fatores que nio facilitam o seu ensino.
As crengas e concecdes dos professores sobre a matemati-
ca e seu ensino e aprendizagem sdo incompativeis com a
atividade que o professor tem de desenvolver para que os
seus alunos aprendam a resolver problemas. Mesmo quan-
do os professores aderem a resolu¢do de problemas em sala
de aula, investigacdo tem mostrado que os professores pas-
sam a maioria do tempo a modelar estratégias e a resolver
problemas de aplicagdo direta. Por outro lado, nio passam
tempo suficiente em atividades de exploragio dos proble-
mas, na discussao sobre a selecdo de uma dada estratégia,
e em atividades que tornem parte integrante da resolucio
de problemas pensar sobre a resolugio do problema, o seu
processo, as estratégias e os métodos usados. Em sintese o
tempo dedicado a planear que cada aluno tenha oportunida-
de de fazer sentido da sua experiéncia é insuficiente.

Os futuros professores apresentam também dificulda-
des em ver como podem ensinar a resolver problemas aos
seus alunos dado que eles préprios sentem dificuldades em
resolver problemas acabando muitas vezes por considerar
que, por essa razdo, a atividade n3o é apropriada aos seus
alunos. Detalhes sobre o ensino da resolugéo de problemas
podem ser consultados em Fernandes, et al., (1997); Silver
(1985); e, Thompson (1992).

Modelagdo matematica é a tentativa de trazer para a sala
de aula situagbes que envolvem a separa¢o do que é mate-
matico numa dada situacio e do que é acessério ou ruido
(Matos, et al., 1995). A atividade de modelacio matemati-
ca permite o estudo de propriedades matematicas de cer-
tos modelos e a escolha e justificacio de modelos na inter-
pretacdo matematica de uma situagdo concreta. Este tipo
de atividade ¢ logo facilmente adaptavel  resolucio de pro-
blemas dado a interpretacio matemética de uma situacio
concreta ser facilmente problematica.

Nos relatérios sobre investigacdo da resolugdo de pro-
blemas nos tltimos cinco anos, Lesh & Doerr (2003), apon-
tam para o reforco destas recomendagdes e encorajam os
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professores a trabalhar situacdes que envolvem virios ci-
clos de modelacdo, talvez na tentativa de diversificar, bem
como desdobrar, o processo da aprendizagem da resolucio
de problemas na sala de aula.

O ambiente. O ambiente de sala de aula envolve interacdes
de dois tipos: as intera¢es entre as criancas e o ambien-
te e, as interagdes que ocorrem em cada uma das criancas.
As interacOes com o ambiente podem englobar manipula-
¢do de objetos, experiéncias com objetos, interacdes com
os mais diversos artefactos de entre os quais o computador
ocupa um lugar primordial e as interacdes com os outros,
com outras criancas e com o professor. Nenhuma intera-
¢do pode ser planeada na sua totalidade, e as interacges de
entre cada uma das criancas sio resultado de autorregula-
¢do (Steffe, 1999). Em consequéncia, o ambiente que é pro-
porcionado nas aulas de resolucio de problemas deve ser
propicio a que as criangas exteriorizem o que estdo a pen-
sar e que o fagam também através das suas acdes com os
artefactos e através das intera¢des com as outras criancas
e com o professor.

Segundo Cobb & Bauersfeld (1995) aprender a interagir
em pequenos grupos pode ser conseguido através do de-
senvolvimento de normas sociais que permitem s crian-
cas aprender a ouvir e a fazer sentido matemitico do que
os outros fazem ou dizem conceptualizando a interacio
com os outros como uma obriga¢do. Ainda no contexto
da experiéncia de ensino de sala de aula, tanto em peque-
nos grupos como em grande grupo, padrdes de interacio
e padrdes de argumentacdo desenvolvem-se de maneiras
diferentes e propicias 3 aprendizagem ativa da matemati-
ca e logo podendo ter interesse para um ambiente de sala
de aula propicio a aprendizagem da resolugio de proble-
mas. Nestes ambientes o professor faz sentido da ativida-
de das criangas valorizando as suas producdes matemati-
cas (Wood, Nelson & Warfield, 2001).

Investigacdo sobre as aprendizagens matematicas ne-
cessdrias para que uma crianca esteja pronta para enfrentar
e participar ativamente em discussdes, em grupo, na sala
de aula de matematica é ainda ndo exaustiva. Steinbring
(2000) tem estudado como o professor, os alunos e a ma-
tematica interagem analisando as interacdes matemaéticas
na sala de aula através de um modelo semidtico adaptado
a matematica: o tridngulo epistemolégico. Com estes con-
ceitos e a nivel do ensino elementar de problemas aritmé-
ticos curriculares, consegue encontrar relacdes feitas en-
tre os contextos de referéncia embutidos na didatica e na
interagdo da sala de aula e os simbolos matemiticos, nes-
te caso os nlimeros inteiros (Steinbring, 2006). Como es-




tes tipos de relacoes simbélicas podem contribuir para o
desenvolvimento de ambientes de sala de aula propicios a
aprendizagem da resolucdo de problemas, poder4 talvez ser
realizado através de ambientes de aprendizagem em que
os professores conseguem ensinar refletindo sobre a ativi-
dade simbdlica das criancas quando em interacio com ou-
tras criangas. E trabalhando com os alunos essas relacoes
simboélicas e as opera¢bes subjacentes a atividade de sim-
bolizacdo. A construcio de relacdes entre simbolos e re-
ferentes requer aprendizagem e estudos que incidam na
aprendizagem desta linguagem, envolvida também na re-
solugao de problemas matematicos, tém revelado que nem
sempre estas relacdes se realizam. Ver por exemplo Lehrer
et al. (2000), um estudo no qual é recomendado que o de-
senvolvimento com os alunos da atividade de atribuir sim-
bolos, desenhar diagramas e descrever situacoes com obje-
tos e conceitos matemdticos deve ser feita de modo a serem
os alunos a engendrar tal atividade, opostamente a que as
formulag6es dadas aos problemas, por exemplo, estejam
repletas de legendas a decifrar.

Moura (2004) chama a atencdo para o papel da constru-
¢3o do conhecimento matemdtico quando as criancas inte-
ragem com outras criancas, defendendo que, em interacio,
significados matematicos tém de ser segurados em imagi-
nacio e tal nio acontece necessariamente em todas as fa-
ses da aprendizagem de um conceito. Aprender a interagir
de forma a nio perder ou ceder significados mateméticos
nio é garantido, depende da aprendizagem e também da
experiéncia com os conceitos em interacdo. No desenvol-
vimento dessa experiéncia as criancas podem precisar do
apoio do professor havendo aqui uma razio adicional para

O senhor Anastdcio quer colocar uma cerca a volta de cada
um dos quatro canteiros indicados na figura. Sabendo que
o perimetro do canteiro Aé de 60 m,odoBé de6d me

o do C ¢ de 56 m, de quantos metros de cerca precisard o
senhor Anastdcio para o canteiro D?

Figura 1. A cerca do Sr. Anastdcio

aprender a fazer sentido da forma como as criangas apren-
dem e como se desenvolve a progressdo dessa aprendiza-
gem em interacdo. Muito estd ainda por investigar sobre o
desenvolvimento deste tipo de ensino.

Em relacdo a fatores socioculturais Lerman (2006) ex-
clui os estudos sobre como as criancas podem construir
uma epistemologia da matematica propria dentro da es-
cola. Apesar de considerarmos a investigagdo sociocultu-
ral sobre a sala de aula de matemética crucial, dado o de-
talhe que nos oferece sobre a educagio dos alunos numa
instituicdo que historicamente foi desenhada para satisfa-
zer as necessidades da sociedade, ndo encontramos resul-
tados de investigacdo que nos informem sobre os aspetos
discutidos neste artigo. A discussio aqui feita nio exclui
portanto que futuras investigagdes se foquem nos aspetos
macrosociais do ambiente de sala de aula propicio a apren-
dizagem da resolucio de problemas.

APRENDER A RESOLVER PROBLEMAS
MATEMATICOS EM SALA DE AULA

As estratégias das criancas. Para qualquer um de nés um
problema matematico forma-se quando nos deparamos com
qualquer questio ou assunto que envolva davida e incerte-
za. A palavra problema vem do grego pro’blema e o seu sig-
nificado enciclopédico é o de obsticulo. Na etimologia da
palavra esta expresso que a ideia de problema é a de ser ca-
paz de construir perante si um obsticulo a partir de uma
situagdo proposta. Em matemaética um problema é tam-
bém sinénimo de puzzle, adivinha ou enigma, é anténimo
de certeza e resolver problemas é aprender a lidar com in-
certeza. Na aprendizagem da resolucio de problemas ma-
temaAticos por parte das criangas queremos que aprendam
alidar com incerteza, que aprendam a divertir-se com isso
e que aprendam matemética nova.

Os problemas trabalhados com os professores foram
retirados de diversas fontes. A discussio do problema da
Cerca do Sr. Anasticio (Gave, 2001), ver Figura 1, parece-
nos relevante no sentido de ilustrar a complexidade de um
ambiente de sala de aula de resolucio de problemas.

A nogdo de substituicdo algébrica estd implicita no pro-
blema, basta pensarmos sobre o que é necessario saber so-
bre a linha do perimetro da cerca D e analisarmos de que
forma vamos chegar ao valor do comprimento de cada uma
das trés dimensdes a descobrir. Sdo necessérias duas subs-
tituicdes e o problema pode tornar-se mais simples se o
transformarmos num problema semelhante em que s6 uma
substituicio é necessaria, embora muito menos interessan-
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te do ponto de vista matematico e da aprendizagem da ma-
temdtica. As estratégias seguintes poderdo aparecer:

— Contar o niimero de segmentos em que o perime-
tro se decompde sem os diferenciar e dividir o peri-
metro da cerca por esse nimero;

— Depois de encontrar o lado do retdngulo na cerca A,
fazer o mesmo na cerca B sem levar em conta que
os segmentos do lado e diagonal n3o sio geometri-
camente iguais;

— Depois de encontrar o lado do retingulo na cerca A,
descontd-lo sucessivamente ao perimetro da cerca B
— 64, 59, 54, 49, 44, 39, 34, 29 e 24 — e por tenta-
tiva erro encontrar o nimero que cabe oito vezes
em 24, ou seja, o niimero que multiplicado por 8 d4
24, ou somar oito vezes um namero até o resultado
ser 24.

A primeira vista parece adequado orientar as criangas para
a cerca A, sugerindo «tirar o primeiro valor» dividindo 60
por 12. No entanto, orienti-los para a cerca D, e encoraja-
los a investigar o que é necessério descobrir para calcular a
medida do perimetro envolve pensar ativamente no proble-
ma; por isso pensamos ser mais adequado nio tomar a de-
cisdo de induzir a crianga num caminho determinado sub-
traindo-a da aprendizagem de investigar sobre o problema
e do prazer da descoberta. Mais ainda, apesar das criancas
demorarem mais tempo, caiem menos no erro de contar o
niimero de segmentos nas outras cercas, sem os diferenciar,
e fazer uma divisdo do perimetro por esse niimero.

Nos casos em que as criancas nio diferenciam os dife-
rentes segmentos de que o perimetro é composto — duas
primeiras estratégias — ao questionarmos sobre o que ne-
cessitam saber sobre a cerca D, podemos sugerir a partida
que fagam experiéncias para pensar sobre as relacoes en-
tre as medidas dos diferentes segmentos que compdem a
linha do perimetro. E mais provavel que assim descubram
que antes de repetirem a estratégia da divisio em relacio a
cerca B, tém de descontar na medida total do perimetro a
medida das diagonais. Esta estratégia de descontar o valor
podera ter de ser ensinada ou poder4 surgir como neces-
sidade logica, ap6s descobrirem que os segmentos sio di-
ferentes. Pedir as criangas para todas as vezes que desco-
brem a medida de um segmento a escrevam junto de todos
0s segmentos iguais, em todas as cercas, ajuda as criancas
a nao esquecer o que estdo a fazer e di-Ihes d4nimo porque
estdo a progredir.

Para algumas criangas a diagonal de um quadrado e o
lado medem o mesmo. Ao estudar a geometria do quadra-
do e do retangulo, se as criangas passarem por comparar

diretamente a diagonal do retingulo com o lado, com uma
dobragem por exemplo, talvez os diferenciem nas represen-
tagdes. Estas propriedades geométricas quando sio simples-
mente apresentadas as criangas sdo esquecidas pois nio es-
tao relacionadas com a sua experiéncia matematica.

Para as criangas familiarizadas com a resolucio de pro-
blemas é garantido fazer listas, desenhos, esquemas e cél-
culos sem os apagar, ndo tendo como objetivo tinico apre-
sentar uma solu¢io fechada e concisa. Constatamos ser
necessario trabalhar com as criangas para as encorajar a
criar habitos de fazer experiéncias, a interpretar os resul-
tados e a fazer verificagdes autonomamente. As criancas
que nio se familiarizam com este tipo de atividade nio se
mostram ativas sendo necessério encoraja-las a escrever o
que estdo a pensar e a pensar alto para assim progredirem
nas suas formas de pensar.

Monitorizar a atividade da resolugio de problemas. Como ja
referido, a monitorizacao da atividade de resolugio de pro-
blemas deve ser feita sempre no contexto da aprendizagem
da matematica e de forma a expandir essa aprendizagem.

Durante a formagao as criancas estiveram organizadas
em pequenos grupos. Verifica-se em alguns casos que as
criangas preferem ouvir as explicacGes dos colegas sem par-
ticiparem na resolugdo do problema. Participar na resolucio
tem de ser conceptualizado pela crianca como uma obriga-
¢do, embora o professor tenha de garantir que a crianca es-
teja motivada para o fazer, comegando por trabalhar com
as criangas para que gostem de resolver problemas. Uma
outra razio para que as criangas se envolvam em encon-
trar as suas proprias solucoes dos problemas opostamen-
te a ouvirem uma solugdo, explicada quer pelo professor
quer por um colega, é que ouvir a resolugio de um proble-
ma pode levar facilmente a sua compreensio. No entanto,
€ totalmente perdida a oportunidade que a crianca tem de
desenvolver as estratégias necessérias para resolver aque-
le e subsequentes problemas.

Que uma crianga entenda o que as outras criancas es-
tdo a fazer ou dizer, ou até saiba inquirir os colegas, sem
nunca contribuir para a resolugdo do problema nio é sufi-
ciente para considerar que a crianca estd a participar. Quan-
do o professor notar este padrio tem de intervir de forma
a que todas as criangas tenham oportunidade da discussao
ser feita a volta da forma como pensaram no problema. A
monitorizagdo das interacdes em pequeno grupo deveri
assim incluir este aspeto porque algumas criangas podem
saber entender e inquirir os colegas, mas nio fazer ouvir
as suas proprias ideias, sabendo segurar os seus préoprios
significados matematicos em interacio.




COMENTARIO FINAL

Com o objetivo de tornar as fases de resolucio de proble-
mas de Polya em instrumentos pedagégicos que ajudem o
professor, a monitorizar a atividade das criancas durante a
resolugdo de problemas, defendemos que o professor estan-
do consciente do papel das fases na resolucio de problemas
as possa contextualizar na atividade das criancas.

A monitorizagao das interagdes nos pequenos grupos
em situacdo de resolugdo de problemas em sala de aula é
um espaco profissional que todo o professor precisa de con-
quistar. Muito detalhe sobre este tipo de monitorizacao esta
ainda por investigar bem como sobre a formacio necessé-
ria para que os professores nio s6 acreditem que os alunos
aprendem a resolver problemas matematicos, como sdo ca-
pazes de realizar tal ensino.

Como foi acima mencionado, os padrdes de interacio
propicios a aprendizagem da resolucio de problemas em
sala de aula dependem de vérios aspetos da aprendizagem
em interacdo ainda nio investigados, tanto em pequenos
grupos como em grande grupo, e da aprendizagem da mo-
nitorizacdo da atividade das criancas que pode resultar em
tais padrdes. Esperamos que os exemplos discutidos pos-
sam ajudar futuras investigacdes sobre estas duas dimen-
sdes da aprendizagem da resolucio de problemas em sala
de aula.

Referéncias

Cobb, P., & Bauersfeld, H. (1995). The emergence of mathemati-
cal meaning: Interaction in classroom cultures. (Vol. 2. Hill-
sdale: Lawrence Erlbaum Associates, Publishers.

Fernandes, D., Lester, F., Jr., Borralho, A., & Vale, I. (1997). Re-
soluggo de problemas na formagao inicial de professores de ma-
temdtica: miltiplos contextos e perspetivas. Lisboa: Grafis.

Gave. (2001). Provas de Aferigdo. Ministério da Educacio —
Gabinete de Avaliagdo Educacional. Fonte: http://www.
gave.min-edu.pt/np3/7.htm [2007, Janeiro].

Lehrer, R., Schauble, L., Carpenter, S., & Penner, D. (2000).
The interrelated development of inscriptions and concep-
tual understanding. Em P. Cobb, E. Yackel, & K. MacClain
(Eds.), Symbolizing and communication in the mathematics
classrooms: perspectives on discourse tools, and instructional
design (pp. 325-360). London: LEA.

Lerman, S. (2006). Socio-cultural research in the PME. In A.
Gutierrez & P. Boero (Eds.), Handbook of research on the
psychology of mathematics education (pp. 347-366). Rotter-
dam/Taipei: Sense Publishers.

Lesh, R., & Doerr, H. M. (2003). Foundations of a models
and modeling perspective on mathematics teaching, le-

arning and problem solving. Em R. Lesh & H. M. Doerr
(Eds.), Beyond constructivism: models and modeling perspec-
tive on mathematics problem solving, learning, and teaching
(pp. 3-34). Mahwah, USA: LEA.

Matos, J. F., Carreira, S. P., Santos, M. P., & Amorim, I. (1995).
A modelacio no ensino da Matemitica. In J. F. Matos,
S. P. Carreira, M. P. Santos, & I. Amorim (Eds.), Mo-
delacao Matemdtica (pp. 149-181). Lisboa: Universida-
de Aberta.

McLeod, D. B. (1992). Research on affect in mathematics edu-
cation: a reconceptualization. Em D. A. Grouws (Ed.),
Handbook of research on mathematics teaching and lear-
ning (pp. 575-596). New York: Macmillan.

ME, & MCTES. (2005). Despacho conjunto n.* 812/2005. Did-
rio da Repiiblica [2014, Janeiro].

Moura, E. (2004). Social interaction in the context of a radical
constructivist teaching experiment, University of Georgia,
Athens.

Polya, G. (1985). Como resolver problemas. (2.* ed.). Lisboa:
Gradiva.

Schoenfeld, A. H. (1992). Learning to think mathematically:
problem solving, metacognition, and sense making in
mathematics. Em D. A. Grouws (Ed.), Handbook of rese-
arch on mathematics teaching and learning (pp. 334—3 70).
New York: Macmillan.

Silver, E. A. (1985). Teaching and learning mathematical problem
solving: multiple research perspectives. Hillsdale: LEA.
Steffe, L. P. (1999). Individual constructive activity: An expe-
rimental analysis. Cybernetics & Human Knowing, 6(1),

(pp. 17-31).

Steinbring, H. (2000). Chapter 5: Analyses of mathematical inte-
raction in teaching processes. Mathe2000. Fonte: www.ma-
themaﬁk.uni-clortmund.de/didaktik[matheZOOO/pdffrf4-
6steinbring.pdf [2013, Outubro].

Steinbring, H. (2006). What makes a sign a mathematical sign?
— an epistemological perspective on mathematical interaction
(Springer). Educational Studies in Mathematics. Fonte:
WW.edumatec.mat.ufrgs.br/artigos/esm_ZO{)S_vtSS/
6semiotic.pdf [2013, Outubro].

Thompson, A. (1992). Teachers’ beliefs and conceptions: A
synthesis of the research. Em D. A. Grouws (Ed.), Han-
dbook of research on mathematics teaching (pp-127-146).
New York: Macmillan.

Wood, T., Nelson, B. S., & Warfield, J. (Eds.). (2001). Beyond
classical pedagogy. (Vol. 16). Mahwah: LEA.

EpuarbDA MouRraA

D JUNHO 128 37




Wolfram|Alpha para a educacao STEM

JOAO FERNANDES

O Wolfram|Alpha https://www.wolframalpha.com/ é uma fer-
ramenta web, criada pela empresa Wolfram, que responde
a questdes em linguagem natural e matemdtica, realizando
computagdes a partir de uma gigantesca base de dados, al-
goritmos e métodos. Nas palavras dos criadores, € um mo-
tor de conhecimento computacional.

Sendo gratis para usos ndo comerciais, existem diver-
sas possibilidades de aplicacio desta ferramenta no en-
sino das Ciéncias, Tecnologia, Engenharia e Matemética
(STEM), explorando este artigo alguns exemplos destas
potencialidades.

Como primeiro exemplo, vejam-se as capacidades de in-
terpretagdo de linguagem natural deste motor. No campo
de pesquisa, podemos colocar um problema de aritmética
simples:

Rachel has 17 apples. She gives 9 to Sarah. How many apples does
Rachel have now?

Os resultados (figura 3) mostram as capacidades e as vé-
rias formas de representar o problema identificado por este
motor. Também podemos pesquisar factos (figura 3), como
por exemplo,

age of planet earth

que podem ser usados na resolugdo de um problema pro-
posto na aula.

% WolframAlpha s,
p

Entsr what you want to calculate or know about:

Figura 1. Pagina de entrada do Wolfram|Alpha

| #WolframAlpha |

A

Figura 2. Video explicativo do conceito do Wolfram|Alpha,
disponivel em http://www.wolframalpha.com/tour/what-is-
wolframalpha.html

1 =

Vejamos agora exemplos para varias disciplinas STEM, na
Quimica, Fisica, Biologia, Ciéncias da Terra e Matemdtica.

Quimica

Sdo muitas as possibilidades de uso desta ferramenta na
Quimica, seja para obter informagdes sobre elementos qui-
micos ou substincias, grupos funcionais, estruturas tridi-

¥ WolframAlpha sz, % WolframAlpha s,
i_ffiﬁhui?m&"' g How many d have now? 8| | oae of planet carth «a |
LB = Exampled =3 Random |nm e 2Exampks 3 Randam

Impat imargresbon: L Aoy pargl oartt
| Rachel has 17 apples.
Rachel gives 9 apples to Sarah, T
How mamy apples does Rachel have? P
- Barth age |
et “oan B LEAS b
Hddur — -
Rachel hus 8 appes

Caicuation:
17-3=8

Unit camvarsisn:

Mangalves hssemion
Comession as Sme:

Il
sEEE
uEEE

Congarisens 2 aga:

.

4.54 bilbon years

143 10 secands

= 6 « fima since the Cretacesus-Tertiary boundary ., 5640

= 0.33 x universe age i 145y
== (.45 « expected letime of the sun 1. 10bhken

= (993 « age of the sun .4 57 kikion

2 foumes @ Cownines pugs COMPUTED iy THE WOLFAM CLOUD

Gaolagicsl B In ha pats

Figura 3. Exemplos de interpretagao de linguagem natural pelo Wolfram|Alpha
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Figura 4. Reaccdo quimica

inclinado
mensionais, quantidades quimicas ou reaccdes quimicas.
Um exemplo possivel & a reaccdo entre o aluminio e o oxi-
génio (figura 4):

Al + 02— Al203

obtendo-se a representagio da equacio, as estruturas, a
termodindmica da reaccdo, a constante de equilibrio ou as
propriedades da substéncia.

Fisica

Na Fisica, podemos usar este motor na resoluc3o de pro-
blemas de Mecanica, Optica, Mecanica Quantica, Termo-
dindmica, Electricidade e Magnetistmo ou Astrofisica. Veja-
se o exemplo do plano inclinado (figura 5):

block on inclined plane

E possivel alterar os valores iniciais desta situacdo directa-
mente no formuldrio apresentado, obter as equacdes e res-
pectivos resultados, um esquema e ainda graficos que rela-
cionam diversas grandezas.

BioLocia

Na Biologia, podemos abordar temas como o Genoma, Ani-
mais e Plantas, Biologia molecular ou Vias metabélicas,
como por exemplo o ciclo de Krebs (figura 6):

krebs cycle

Neste caso, s3o apresentados os nomes alternativos do ci-
clo, a tipologia da via metabélica, os seus diversos compo-
nentes e os passos da mesma.

A0 et 1w, (RN 170 0 e | G 3L 6]

Figura 5. Bloco deslizando num plano

Figura 6. Ciclo de Krebs

CIENCIAS DA TERRA

Varios tépicos das Ciéncias da Terra podem ser abordados,
como Tempos geolégicos, Vulcges, Sismos, Marés ou Ci-
€ncias Atmosféricas. Nos sismos, é possivel obter valores
para o tempo que as ondas P e S demoram a percorrer uma
distancia entre dois locais do globo (figura 7):

seismic travel times from Lishon to New York

O valor para a profundidade do hipocentro é assumido au-
tomaticamente, podendo no entanto ser alterado. E também
apresentado o gréfico da distancia percorrida pelas ondas
S e P em funcdo do tempo.

MATEMATICA

No caso da Matematica, o Wolfram|Alpha tem a maior par-
te das funcionalidades de uma calculadora grafica. No en-

% WolframAlpha s

i e timas rom Lsbon 0 e York ]
[ i o z ]

L nv;.\:\r?" ¥ langom

Aariin o | i L35 Ve (615 5 | et

&

* hpassevsl caph 25 bm

e Wematan:
sciamic travel times
Secion of eplceatee | Lishas, Lisbon Porigal
ocston of eotin. | Hew |
| pocestraldepth | Skm i

. I Vet iates o mpbamir

Figura 7. Tempo que as ondas S e P demoram a percorrer a
distdncia entre dois locais
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Figura 8. Dominio de uma funcgao

tanto, € bastante mais poderoso, permitindo explorar te-
mas desde a Algebra a Estatistica, do Calculo & Anélise, a
Geometria ou as Fungdes. Este motor tem a Matematica na
sua génese (no sofiware Wolfram Mathematica, criado ja h4
mais de duas décadas pela mesma empresa), sendo bas-
tante desenvolvido neste tépico STEM. Por exemplo, calcu-
lemos o dominio de uma funcao (figura 8):

domain of f{x) = x/(x'2-1)

Neste caso, sdo apresentados o dominio e os graficos da
funcio.

Para exemplos e planos de aula nas vérias especialidades,
consulte http:/fwww.wolframalpha.com/examples/ e http://
www.wolframalpha.com/educators/lessonplans.html

Perso NALIZACAO DE RESULTADOS

Para usar esta aplicagdo nas aulas, poderd ser (til persona-
lizar alguns elementos tais como o sistema de unidades,
moeda, fuso horério ou tamanho de letra, sendo para isso
necessdrio criar uma conta na hiperligagao Sign in no can-
to superior direito da pagina de entrada.

PARTILHA DE RESULTADOS

Duas outras funcionalidades uteis para a preparacio de au-
las s@o a fungdo de bookmark e Clip ‘n Share de resultados.
No primeiro caso, basta guardar os URLs de qualquer pes-
quisa realizada. No segundo, com o rato sobre um resulta-
do, basta clicar com o boto direito no icone Clip ‘n Share
na base da secgao em destaque (figura 8).

Os Widgets, mini-aplicacdes computacionais, também
poderdo ser (teis para um sistema de gestdo de aprendi-
zagem, blog ou site de disciplina, bastando para isso copiar
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\th.\]#n.

e REAC@W

Make your selactions below, then copy and paste |
the code below info your HTML source,
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Figura 9. Widget com conversor de unidades do sistema
imperial para internacional, com respectivo cédigo de embed
em http://www.wolframalpha.com/widgets/view.jsp?id=a58181
69326f4d6907¢27d147138bb

o cddigo de embed disponibilizado e colar no destino pre-
tendido (figura 9). E possivel consultar uma galeria destes
Widgets em http://www.wolframalpha.com /widgets/ gallery/
ou criar um novo em http://developer.wolframalpha.com/
widgetbuilder/.

VERSOES PARA TABLETS E SMARTPHONES

Existem também aplicagdes Wolfram|Alpha para iOS e An-
droid, mas a ligagdo a internet é fundamental para que es-
tas funcionem.

UTILIZADORES AVANCADOS

Para utilizadores avangados, existe a subscri¢do Wolfram|Alpha
Pro em http://www.wolframalpha.com/pro e o plugin de na-
vegador web Wolfram CDF Player em http://www.wolfram.
com/cdf-player/, sendo neste caso possivel obter versaes
dinamicas de resultados de computacdes com controlos in-
teractivos, rotagdo 3D, animac¢des ou exportacdo de dados
para por exemplo uma folha de célculo.

PARTICIPAR

E possivel participar (http://www.wolframalpha.com/partici-
pate/) neste esforco de construcio de uma base de conhe-
cimentos computacionais, podendo por exemplo tornar-se
um curador voluntdrio, testar novas versdes, tornar-se par-
te da rede de especialistas, contribuir com factos, figuras,
dados estruturados ou algoritmos, ou mesmo sugerir fon-
tes de dados.

No futuro, espera-se que o motor aceite interaccdes nou-
tras linguas que nao apenas o inglés, o que nao invalida o
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O pensamento algébrico e as representacdes

LAURA BANDARRA PINTO

Neste artigo, descrevo uma aula realizada, no ano lectivo
2012/2013, no 2.° periodo, numa turma de 9.° ano de esco-
laridade, durante a abordagem do tema Nuimeros e Opera-
¢oes. Analiso as representacdes utilizadas pelos alunos para
explicitar e generalizar os seus raciocinios, no decorrer da
exploragdo de uma tarefa, em que se interligavam conteu-
dos aritméticos e algébricos de forma a atribuir significado
as representacdes.

INTRODUCAO

A Algebra escolar é um dos ramos da educacdo matemiti-
ca onde tem sido dificil a afirmacdo de metodologias ade-
quadas as caracteristicas de cada aluno e, por vezes, con-
sidera-se que a compreensdo dos conceitos algébricos ¢
reservada apenas a alguns (Kaput, 1999, 2008; Stacey, Chi-
ck & Kendal, 2004).

No entanto, as orientagdes curriculares indicam que a
Algebra escolar deve ser pensada desde os primeiros anos
de escolaridade e fortemente ligada aos conceitos aritmé-
ticos (NCTM, 2007; ME, 2007, 2013). Referem que todos
os alunos devem desenvolver o pensamento algébrico, ao
longo do percurso escolar, porque os torna poderosos a re-
solver problemas, expande as suas oportunidades e forne-
ce-lhes um conjunto de ideias mateméticas fundamentais
(NCTM, 2007).

De acordo com Blanton e Kaput (2005), o pensamento
algébrico é um processo através do qual os alunos genera-
lizam as ideias matematicas a partir de casos particulares,
estabelecem essas generalizacdes através do discurso ar-
gumentativo, e expressam-nas de formas progressivamen-
te mais formais e adequadas & sua idade.

Subjacente a esta definicao de pensamento algébrico, sur-
gem duas ideias distintas, que contrastam com a imagem
tradicional da algebra escolar baseada na manipulacao for-
mal. Um primeiro aspecto relaciona-se com o facto de exis-

tirem outras formas para além da simbélica dos alunos po-
derem se exprimir algebricamente, tais como a linguagem
natural, os diagramas, as tabelas, as expressdes numéricas
e os gréficos (Carraher & Schliemann, 2007; Kieran, 2007).
O segundo tem a ver com a énfase na compreensio e a pro-
dugdo de significados para os simbolos, em que o pensa-
mento algébrico surge associado & generalizacdo de ideias
gerais resultantes de um raciocinio com compreensio.

Sendo assim, pensar algebricamente implica ter acesso
a diversas representagdes, incluindo a simbélica, ser capaz
de transitar com flexibilidade entre representacdes de acor-
do com as caracteristicas da tarefa e de operar com os sim-
bolos e com as regras formais, com compreensao (Schoen-
feld, 2008). Deste modo, as representacaes desempenham
um aspecto crucial no desenvolvimento do pensamento al-
gébrico e a forma como os alunos representam as ideias
matematicas estd intimamente ligada com a maneira como
as compreendem e utilizam (Ponte & Serrazina, 2000).

Para além das simbologias algébrica e aritmética, exis-
tem mais trés sistemas simbdlicos fundamentais: a lingua-
gem natural, as tabelas e os graficos (Carraher & Schliemann,
2007). A estes, Friedland e Tabach (2001) acrescentam ainda
arepresentacdo verbal e a numérica e apresentam as vanta-
gens e desvantagens de alguns destes sistemas. (Tabela 1)

Por sua vez, Brown e Mehilos (2010) referem que a re-
presentacdo tabular permite estabelecer conexdes entre a
aritmética (problemas com niimeros especificos), e a Alge-
bra (quantidades a variar e abstractas). Salientam que as ta-
belas favorecem a verificacdo de que as varidveis sdo nime-
ros que se alteram e que o valor das expressoes varia como
o resultado.

Dada a importancia atribuida as representagdes que os
alunos utilizam para representar as suas ideias, torna-se
relevante analisar a forma como os alunos expressam as
suas generaliza¢des quando resolvem tarefas de natureza
algébrica.
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Sistema Vantagem Desvantagem
Representacdo — Conexdes da Matemidtica com outras dreas  — Por vezes, utilizacio ambigua e associa¢des
verbal do conhecimento e do quotidiano incorrectas
Representacdo — Compreensao inicial do problema e — Nao ¢é generalizdvel, em determinados casos
numérica investigacdo de casos particulares
Representagao — Proporciona uma imagem clara, intuitivae ~ — Influenciada por factores externos (escalas)
gréfica apelativa de uma funcao — Apresenta uma parte do problema
Representagdo — Concisa, geral e efectiva na apresentagio de  — Oculta o significado matematico ou a
algébrica padroes e modelos mateméticos natureza do objecto

— Permite justificar e efetuar generalizacdes — Dificulta a interpretagdo de resultados

Tabela 1

Saliente-se que, em relacdo & Matematica, no decorrer
do 3.° ciclo, os alunos da turma em que foi realizada a tare-
fa tiveram um percurso de aprendizagem conturbado fruto
da multiplicidade de professores que lecionaram a discipli-
nano 7.° ano. Na avaliacao diagnéstica que realizei, no ini-
cio do ano lectivo, percebi que estes alunos manifestavam
lacunas na compreensido dos conceitos algébricos. Face a
este panorama, no decorrer do ano escolar, tive a preocupa-
¢ao de valorizar as conexdes que se podem estabelecer en-
tre a Algebra e os restantes temas maternéticos, de forma
a promover o desenvolvimento do pensamento algébrico.

A CONCRETIZACAO DA TAREFA

A tarefa utilizada resultou da adaptagdo de uma proposta
existente no projeto 1001 itens do Gave! e faz parte de um
conjunto lato de propostas de natureza algébrica, que se in-
serem no d@mbito da realizagdo de um percurso de apren-
dizagem em que se valoriza o desenvolvimento do pensa-
mento algébrico.

Durante a planificagdo da aula em que se explorou esta
tarefa, refleti sobre os objetivos a atingir, a gestao espacial
e temporal, as possiveis questdes e dificuldades que os alu-
nos poderiam manifestar, as extensdes que se poderiam re-
alizar ao enunciado da tarefa e as estratégias que deveria
utilizar para facilitar a discuss3o final dos resultados obti-
dos. Assim, optei por fotografar com uma méquina fotogra-
fica digital as produgdes que os diversos grupos realizavam
para que, na fase da discussdo dos resultados obtidos, os
alunos explicassem o trabalho realizado, tendo por base as
suas representacoes.

Tal como planifiquei, a aula em que foi explorada a tare-
fa dividiu-se em quatro partes: andlise do enunciado da ta-
refa (5 min.), exploragdo da tarefa (35 min.), apresentacio
e discussdo do trabalho produzido pelos grupos (40 min.)
e o surgimento de algumas extensdes da tarefa (10 min.).
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TAREFA:

Uma folha A3, com 0,01 mm de espessura, foi cortada ao
meio. As duas metades resultantes do corte foram em-
pilhadas e cortadas ao meio.

297 mm A3

-« 420 mm

As quatro partes resultantes do segundo corte voltaram a
ser empilhadas e, uma vez mais, foram cortadas a meio.
O processo foi repetido sucessivamente.

1. Qual ¢ a altura da pilha antes do 11° corte? Apre-
senta os célculos que efetuares.

2. Que dimensdes poderiam ter as folhas resultan-
tes de uma sequéncia de cinco cortes sucessivos
da mesma folha A3? Justifica a tua resposta.

3. Imagina que o processo se repetia infinitamente.
Obtém uma expressdo que indique a altura da pi-
lha de partes da folha e uma outra que indique as
dimensdes das folhas resultantes desses cortes.
Explica o teu raciocinio.

No decorrer deste processo, os alunos encontravam-se di-
vididos em 3 grupos de 4 elementos (Grupo 1, Grupo2 e
Grupo 3).

No infcio da aula, ao lerem o enunciado da tarefa, os alu-
nos sentiram a necessidade de dobrar vérias folhas para per-
ceberem que estratégias deveriam utilizar para resolver a situ-
acdo proposta. Depois, questionaram-se sobre a forma como
deveriam organizar os dados e que representacdes deveriam
utilizar, bem como o significado a atribuir 4 letra n.

Nesta fase dos trabalhos, percebi que o grupo 1n3o com-
preendia de que forma utilizaria a letra para generalizar os
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Figura 1. Producao do grupo 1

seus raciocinios e que os grupos manifestavam dificuldade
em explicar os seus raciocinios. Perante estes factos, inte-
ragi com os grupos e solicitei-lhes que registassem e expli-
citassem todos os seus raciocinios, utilizando esquemas,
palavras, tabelas ou graficos. (Figura 1)

Da andlise dos registos efetuados pelo primeiro grupo,
constato que estes alunos organizaram as suas ideias atra-
vés de uma representacao tabelar (embora nao desenhem
a tabela) e encaram de uma forma recursiva a sequéncia re-
sultante das dobragens das folhas. Quanto a generalizagdo
dos seus raciocinios verifico que consideraram que a letra n
representava o numero de dobragens e obtém uma expres-
sdo resultante das infinitas dobragens e cortes das folhas.
Também observei que este grupo produz respostas diretas
e nao explica os seus raciocinios. (Figura 2)

O segundo grupo jd desenha uma tabela para representar
a relac@o entre o nimero de cortes e a altura da pilha de fo-
lhas. Privilegia a linguagem natural para explicar a generaliza-
cdo obtida para as dimensdes das folhas resultantes dos infini-
tos cortes e consegue formalizar simbolicamente a expressao
da pilha de partes da folha. Para este grupo, a letra n represen-
ta o niimero de cortes efetuados nas folhas. (Figura 3)

O grupo 3 utiliza uma representacdo tabelar (embora
ndo desenhe a tabela) para expressar a relacdo entre o nu-
mero de cortes e a espessura da pilha de folhas resultante
€, numa primeira fase, efetua apenas célculos aritméticos.
No entanto, estes alunos ja conseguem formalizar simboli-
camente as expressoes gerais solicitadas, mas referem que
o primeiro valor a atribuir a letra n é zero.

Dado o trabalho realizado pelos grupos, optei por en-
cadear a sequéncia de apresentagdes de acordo com o ni-
vel de generalizacao: grupo 1-grupo 2-grupo 3.

Durante a discussao dos resultados obtidos, o grupo
turma sentiu a necessidade de discutir a no¢ao de varidvel
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Figura 2. Producio do grupo 2

e o que representava na situagao proposta a letra n. Foi no-
tério que o grupo 1 manifestou dificuldade em perceber o
significado da letra. Por sua vez, o grupo 2 revelou alguma
dificuldade em formalizar simbolicamente alguns racioci-
nios e em perceber de que forma se obtém uma expressio
geral. |a o grupo 3 referiu que no sentiu a necessidade de
desenhar uma tabela para representar os seus célculos por-
que estava a apresentar resultados numéricos. Segundo este
grupo, a utilizacao das tabelas é restrita a representacao de
funcdes, quando sdo fornecidas as expressdes analiticas.

De seguida, face as generaliza¢des formais obtidas pe-
los grupos, promovi um momento de discussdo dedicado
4 demonstracdo da validade das generalizacdes obtidas.

Na fase seguinte da discuss@o, o grupo-turma manifes-
tou a necessidade de analisar o que aconteceria se dobras-
sem folhas de outros formatos. Sendo assim, os alunos
analisaram a seguinte tabela retirada da internet®. Peran-
te estes dados, os alunos sentiram curiosidade em estabe-
lecer uma relacdo entre os diversos formatos e verificaram
que a razdo entre as diversas dimensdes ¢é /2. (Figura 4)

No decorrer destas conclusdes, percebi que seria inte-
ressante para os alunos visionarem um dos episodios da
série «Isto é Matemadtica»P! que divulga as ideias referidas
pelos alunos.

CONSIDERACOES

Da aula anteriormente descrita, constato que alunos que es-
tdo a completar o 3.° ciclo, ainda, restringem a explicitacdo
dos seus raciocinios aos célculos numéricos e, por vezes,
nao valorizam a construcdo explicita de tabelas para repre-
sentar os seus raciocinios. Saliento que apenas um dos trés
grupos desenhou uma tabela para representar a relagio en-
tre o numero de cortes e espessura das folhas.
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Figura 3. Producdo do grupo 3

Quanto a utilizagdo da simbologia algébrica, a maioria
dos grupos consegue obter a formalizacdo simbélica dos
seus raciocinios, embora n3o valorize a demonstracio da
validade das expressoes obtidas. Um dos grupos ainda en-
cara a relagdo entre as varidveis de uma forma recursiva.

As atuais orientages curriculares nacionais (ME, 2003)
sdo parcas na evocagao de orientaces metodolégicas e na
forma de trabalhar na sala de aula. No entanto, ainda, é ne-
cessdrio que o professor na sua prética educativa valorize o
raciocinio dos alunos e selecione tarefas que promovam uma
dindmica de sala de aula que contribua para o desenvolvi-
mento do pensamento algébrico (Canavarro, 2007), pois a
Algebra ¢ uma poderosa ferramenta matematica, mas tam-
bém é uma das dreas em que os alunos mostram mais di-
ficuldades de aprendizagem (Radford, 2009).

Notas

O http://www.gave.minedu.pt/np3content/
?newsld=111&fileName=folha_de_papel_a3.pdf

" http://design.blog.br/design-grafico/tamanhos-de-papel

Elhttp:/ /www.youtube.com /watch?v=Wd5NjLWS)0o
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XXX ProfMat e 0 XXV SIEM

Uma visdo, uma experiéncia e alguma esperanca...

O SIEM voltou a cidade de Braga e, felizmente, reencon-
trou-se com o ProfMat num dia em que a investigagio e a
pratica dividiram o mesmo espago de partilha e aprendiza-
gem na Escola Secundaria de Alberto Sampaio.

Como é tradicdo, estes dois encontros apresentam ele-
vado nimero de sessdes, muitas das quais em paralelo, o
que nos obriga, muitas vezes, a dificeis decisdes. O que
aqui apresento é um breve testemunho do que vivi nestes
dias de trabalho, partilha e aprendizagem em Braga. E um
texto que pretende mostrar a minha experiéncia, onde, in-
felizmente, cabe apenas uma pequena parte do muito que
se passou nestes 4 dias.

Passando aos acontecimentos concretos, comego por
relembrar a conferéncia plenaria, Uma experiéncia de ensi-
no centrada na multiplicaciio: Especificidades e desafios reali-
zada por Fatima Mendes, da Escola Superior de Educagio
de Settbal. Um pouco diferente do habitual, esta conferén-
cia centrou-se nos aspetos metodologicos da investigacio
numa experiéncia de ensino. Efetivamente a design research
€ uma abordagem metodolégica que tem vindo a merecer
enorme reconhecimento por parte da investigacdo nacio-

nal e internacional. Esta conferéncia ajudou-nos a perce-
ber melhor as suas caracteristicas e potencialidades, por
um lado, e por outro lado mostrou-nos também os desa-
fios que coloca a investigadores e professores, no contexto
de um trabalho colaborativo. E de recordar ainda o enorme
envolvimento que houve na discussio com o grande gru-
po, particularmente sobre a definicdo da conjetura que esta
por detras desta abordagem.

De um ponto de vista dos meus interesses e preocupa-
¢Bes como investigadora e, especialmente, como professora
recordo ainda algumas ideias da conferéncia plenéria, Visu-
alizacién y razonamiento. Creando imdgenes para compreender
las matemdticas, proferida por Inés M* Gémez-Chacén, pro-
fessora da Facultad de Ciencias Mateméticas, Universidad
Computense de Madrid. Comego por destacar a importin-
cia da partilha que nos permitiu, ainda que resumidamen-
te, perceber o que sdo as preocupacoes da investigacio no
pais vizinho e conhecer um pouco do elevado ntimero de
projetos em que esta investigadora esta envolvida. Na sua
conferéncia plenéria destacou a questio do papel da visua-
lizagao no desenvolvimento do raciocinio e da valorizacao
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de diferentes representacdes e da intui¢do, questionando
desta forma o papel das abordagens puramente formais.
Feliz ou infelizmente ha muito tempo que esta questdo ndo
era tio pertinente como nos dias que correm com a imple-
mentagio das novas orientacdes curriculares que seguem
uma abordagem exclusivamente formal, desvalorizam a in-
tuicdo e a compreensio em detrimento da memorizagao e
aplicacdo de procedimentos.

Sem ser exaustiva, mas numa tentativa de deixar pre-
sente um pouco do (muito) que se discutiu, relembro agora
alguns dos temas trazidos a agenda pelos simp6sios tema-
ticos (1) Resolugdo de Problemas no ensino e aprendiza-
gem da Matemitica; (2) NGimeros e Geometria nos primei-
ros anos de ensino basico; (3) Conhecimento profissional
do futuro professor de Matematica; (4) Praticas profissio-
nais do professor de Matemdtica; (5) Educacdo Matematica
e Cidadania; (6) Curriculo de Matematica: Diferentes pers-
petivas; (7) Formacdo de professores de Matematica; e (8)
Aprendizagem da Matematica.

Para recordar que «estdvamos no bom caminho...» re-
tomo agora o painel plenario Para evitar o desastre no ensino
da Matemdtica moderado por Henrique Guimardes, do Ins-
tituto de Educacio da Universidade de Lisboa e onde par-
ticiparam Jo3o Pedro da Ponte, também do IE da UL, que
nos mostrou como estdvamos a melhorar e o reflexo disso
nos resultados obtidos no TIMSS 2011 e PISA 2012. Ana
Cristina Tudella, do Agrupamento de Escolas de Fr. Gon-
calo de Azevedo, foi o rosto das dificuldades que os profes-
sores e alunos vivem hoje nas escolas com a implementa-
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¢3o do PMEB homologado em 2013. Jaime Carvalho e Silva,
do Departamento de Matematica, FCT — Universidade de
Coimbra relembrou-nos o desastre da proposta do «novo»

programa de Matemdtica A para o ensino secundario. Por
fim, Leonor Santos, do IE da UL mostrou-nos «um olhar
da investigacdo em educagio matematica sobre o que esta
a acontecer no ensino desta disciplina». Investigacdo esta
que estd na base do bom caminho que estdvamos a trilhar...
mas que permanece desconhecida por quem «decide» hoje
as politicas educativas que nos «cortam» o trilho. Por isso,
foi com certa nostalgia e enternecimento que ouvi Sérgio
Niza falar da «situagdo paradoxal da profissao docente» e
valorizar de forma quase poética o papel «indispensavel»
do professor relembrando também o investimento que é
necessario (re)fazer na educacio.

No fundo estas comunicacdes deixaram-me num misto
de sentimentos e emocdes, por um lado a tristeza de cons-
tatar o «desastre» que se avizinha no ensino da Matemati-
ca, mas por outro lado também a vontade de tentar inver-
ter esta situagdo e de encontrar estratégias para «combater»
e/ou contornar todos estes constrangimentos, porque sa-
bemos que existem «novos rumos, novas formas, de apos-
tar... que ndo estamos s6s e que vale a pena estarmos aqui»
como nos recordou o coro da Escola Secundaria de Alberto
Sampaio numa excelente interpretacao do Hino da APM.
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Figuras geométricas

N® de jogadores: 2 ou 4 em duas equipas de dois
jogadores

Nivel de escolaridade: 2.° ciclo

Conteudos envolvidos: figuras geométricas no plano e no
espago

Material necessario: dois pequenos baralhos de cartas iguais
mas de cor diferente, cada um com vinte e cinco cartas com
a imagem de diferentes figuras geométricas (ver figura 1);
dois suportes do conhecido jogo «Quem é quem?» ou algo
que os reproduza (a marca Jogos Intemporais tem no mer-
cado uma versao do jogo na modalidade de jogo de viagem
a um prego bastante acessivel).

O jogo

O objectivo deste jogo ¢ adivinhar a figura escolhida pelo
adversario. Trata-se de um jogo que se centra em torno de
figuras geométricas, pretendendo aprofundar o conhecimen-
to dos alunos sobre caracteristicas importantes dessas fi-
guras. Na versdo que aqui se apresenta sdo consideradas
simultaneamente figuras no plano e no espago, pelo con-
tributo que considero que uma abordagem conjunta pode
trazer ao aprofundamento das aprendizagens dos alunos.
Naturalmente é possivel optar por uma abordagem sepa-
rada, se tal for considerado mais adequado para o caso es-
pecffico dos alunos envolvidos.

Preparagdo do jogo

E entregue a cada jogador (ou equipa de jogadores) um ba-
ralho de cartas. Este deve escolher, fora do olhar do seu ad-
versdrio, a carta com que ird jogar e coloc4-la no local pro-
prio do seu suporte, mesmo & frente. As restantes 24 cartas
serdo colocadas nos suportes méveis, na posicao levanta-
da, igualmente de modo a que o adversario n3o as possa
ver. Determina-se quem comeca o jogo.

Modo de jogar

O primeiro a jogar coloca uma questao ao adversario so-
bre a figura que este escolheu. A pergunta formulada pode
ser qualquer uma, desde que o adversario possa responder
com SIM ou NAO (as dnicas respostas admissiveis). Peran-
te a resposta obtida analisa as figuras que tem a sua frente
e baixa todas as que deixaram de poder corresponder a es-
colha da figura feita pelo adversério. E entdo a vez de o ou-
tro jogador fazer uma pergunta... e o processo prossegue
até que alguém faca uma pergunta que identifique especi-
ficamente a figura escolhida pelo adversirio e que obtenha
SIM como resposta.

Fim do jogo

O jogo termina quando um dos jogadores conseguir adi-
vinhar qual a figura escolhida pelo seu adverséario. Obvia-
mente esse serd o vencedor do jogo.
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Figura 1. As vinte e cinco cartas com figuras geométricas de cada jogador
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Figura 2

Exemplos de possiveis jogadas
Os jogadores fazem os preparativos para o jogo, colocan-
do as cartas nos respectivos suportes.

O jogador 1 pergunta «A figura que escolheste é uma
piramide?s»

O jogador 2 escolheu a carta com o quadrado pelo que
responde «Ndo» e o jogador 1 baixa as quatro cartas que
representam piramides (ver figura 2).

E entdo a vez do jogador 2 fazer uma pergunta e do jo-
gador 1 responder com sim ou nio.

Volta a ser a vez do jogador 1fazer uma pergunta e este
opta por «A tua carta representa uma figura plana?»

O jogador 2 responde «Sim» e o jogador 1 baixa as onze
cartas com sélidos geométricos que ainda estavam levan-
tadas (ver figura 3).

E o jogo prossegue até que o jogador 1 pergunta «A tua
carta é um quadrado?s» e obtém como resposta «Sim».
Comentarios
E importante dar tempo aos alunos para experimentar o
jogo e perceber que algumas perguntas tendem a ser me-
lhores do que outras.

Uma reflexao em torno do exemplo de jogadas aqui apre-
sentado, facilmente permite concluir que a segunda ques-
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Figura 4. As vinte e cinco cartas com fraccdes
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Figura 3

tdo veio tornar inutil a primeira (uma vez que as pirdmides
também seriam excluidas com a resposta a esta questao).
Claro que alguns alunos tentardo argumentar que se a car-
ta escolhida tivesse uma pirdmide j4 ndo seria assim. Mas
ou eles s@o realmente alunos com sorte ou o jogo se encar-
regard de lhes mostrar que alguém que consegue fazer me-
lhores perguntas tenderd a ganhar-lhes.

De um modo geral perguntas em que as hipéteses de
obter um sim s3o tantas como as de obter um nio tende-
rdo a ser as melhores, pois permitem garantir sempre a eli-
minagao de um nimero razodvel de cartas. Para ganhar é
preciso chegar A carta com menos perguntas que o adver-
sario e, portanto, optar por questdes do tipo «é um cilin-
dro?» ou «é um cubo?» dificilmente serd uma boa estra-
tégia. Um bom jogador terd assim que ter conhecimento
sobre as diferentes figuras em jogo, para conseguir encon-
trar boas perguntas, mas precisard também de ter implici-
tamente algum conhecimento sobre probabilidades.
Variactes
Este jogo admite naturalmente muitas variacdes. E simples-
mente uma questdo de mudar os baralhos de cartas. Pode-
mos pensar, por exemplo, em numeros e, concretamente,
em fracgdes (veja um possivel baralho de cartas alternativo
na figura 4). E a procura de boas questaes facilmente nos
pode levar a pensar em fraccBes negativas ou positivas, com
denominador menor ou maior que o numerador...
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APM - 2014

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagdo de Professores de Matemitica (APM) é uma institui¢o de utilidade pablica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemdtica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matemdtica, promovendo atividades de dinamizacio pedagégica, formacio, investigacio e intervengio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacio e utilizagdo pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicagdes periédicas

Todos os associados tém direito aos cinco nfimeros anuais da revista Educacdio e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformacao. Os @-s6cios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicacdes no nosso portal, todos
0s outros terdo direito também a receber pelo correio as edicdes impressas. Todos os associados podero usufruir de preco
especial na assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisigdo de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicacdes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras institui¢cdes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagdo, Associagdes da Federacdo Iberoamericana das Sociedades de Educacio Matemética, e outras) ou noutros eventos
em que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associag3o através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou
por outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

Associados institucionais
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das atas do ProfMat.

Preco da quota anual em 2014

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor . 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 60,00 €
Estudante s/vencimento (@-sdcio) 15,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 80,00 €
Estudante s/vencimento (socio regular) | 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 75,00 €
Professor aposentado 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 100,00 €
@-sbcio 38,50 €
Residente no estrangeiro 60,00 €

Para efetuar a sua inscricdo, ou da sua escola, como sécio da APM, faca download da ficha no endereco http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2014

Educaciio e Matemdtica
(inclui atas ProfMat) Quadrante
Portugal 15,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 2000 €
Portueal 28,00 €
Instituicdes 47,00
Estrangeiro 32,00
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