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Porte Pago

Sobre a capa

Na capa deste nimero uma aproximacao da denominada curva
de Peano. Esta curva é um objecto matematico particularmente
interessante, j& que pode ser descrita por uma fungao continua
que aplica de forma biuniveca a linha no plano (em particular
percorre todos.os pontos do plano). Trata-se de um objecto
contra-intuitiva — a curva sendo continua ndo possui tangente
em nerhum dos seus pontos.

Anténio M. Fernandes

Neste nimero também colaboraram

Ana Cristina Tudella, Anténio Névoa, Eduardo Veloso,

Florinda Costa, Guida Rocha, Helena Rocha, Isabel Oitavem,
Jaime Carvalho e Silva, Jodo Pedro da Ponte, Jorge Barroco,

Laura Nunes, Leonor Santos, Lurdes Figueiral, M? José Carinha
Bdia, Manuela Ribeiro, Maria Gorete Pires Branco, Pedro Almeida
e Sandra Nobre.

Saiu da redacao

Adelina Precatado deixou de integrar a redacdo da revista. Ao
longo de dezoito anos, metade deles como sub-diretora, foi
sempre um elemento muito presente, apoiando toda a equipa
com as suas ideias, o seu conhecimento, a sua sensibilidade e
sensatez. Por tudo o que nos ofereceu e nos ensinou, fica o nesso
enorme agradecimento.

Alteracdes na direcdo da Educacdo e Matemdtica

Desde janeiro de 2014, o cargo de subdiretora passou a ser
assumido por Helena Rocha que substitui Adelina Precatado no
exercicio das mesmas fungoes,

Correspondéncia

Associagdo de Professores de Matematica

Rua Dr. |odo Couto, n.° 27-A, 1500-236 Lisboa
Tel: (351) 21716 36 90

Fax: (351) 21716 64 24

E-mail: revista@apm.pt

Nota

Os artigos assinados sdo da responsabilidade dos seus autores,
nao refletindo necessariamente os pontos de vista da Redacao
da Revista.



EDITORIAL

Escola Publica:

ANTONIO NOVOA

A liberdade como principio, a liberdade como fim

«Como todo o bom governo, o bom professor disciplina, mas nao parali-

sa as vontades, ndo escraviza, emancipa» (Bernardino Machado, 1904).

A escola publica tem a liberdade como principio e como
fim. Num pafs tao fragil como Portugal, tem sido, apesar
de todas as suas deficiéncias, um elemento de progresso e
de futuro. Num pals tao desigual como Portugal, tem cons-
tituido uma base importante de coesao social. Num pafs
tdo dependente como Portugal, tem promovido a cultura e
a ciéncia, desprendendo-nos pouco a pouco da civilizagao
em segunda ma3o «que nos vem em caixotes pelo paque-
tes (Eca de Queirds).

« A liberdade que ¢ igualdade. A escola publica represen-
ta, historicamente, um lugar da igualdade de oportunida-
des. Aqui se travaram as lutas histéricas pela escolaridade
obrigatéria, libertando as criancas e os jovens de um des-
tino que, muitas vezes, os empurrava para a ignorancia e
para o trabalho precoce. Gragas a escola publica, o sonho
de uma «educacdo para todos», que pareceu impossivel a
tantas geragoes, tornou-se realidade.

« Aliberdade que ¢ diversidade. A escola publica é, por de-
fini¢do, um lugar da diversidade. Nela, como diz Jodo dos
Santos, estdo presentes todas as criancas de todas as fa-
milias «qualquer que seja o seu cheiro, forma, encaderna-
cdo ou linguagems. N3o ha melhor institui¢do para apren-
der a palavra e o didlogo, para aprender a conviver, a viver
com os outros.

« A liberdade que é aprendizagern. Nao basta uma «es-
cola para todos», precisamos de uma «escola onde todos
aprendam». Ha muitos que se contentam com o «sucesso
parcial» de alguns. Mas a nossa ambicao tem de ser infi-
nitamente maior. O compromisso com a aprendizagem de
todos é a marca de dgua da escola publica.

Ficam aqui trés liberdades que definem a escola publica.
Ainda é longo o caminho para que elas se cumpram plena-
mente. Mas, se ignorarmos o que ja foi feito, perdemos a
memdria e o sentido da viagem. Estas liberdades, que es-
tdo na origem da escola publica, completam-se com trés
outras liberdades.

o A liberdade que ¢ participagio. Muitos entendem que
a democracia deve parar a porta da escola. Mas no. A es-
cola publica tem de habituar as criangas, como queria An-
ténio Sérgio, «a accdo municipal, 2 prépria vida da cidade,
ao exercicio dos futuros direitos de soberania e de self-go-
vernment». E por isso que falamos de uma «escola demo-
craticas, onde professores e alunos, obviamente com esta-
tutos diferentes, cooperam no trabalho escolar.

- A liberdade que é autonomia. Pouco avangaremos se
ndo construirmos uma liberdade de iniciativa e de organiza-
cio das escolas, que rompa com a rigidez, a burocracia e o
centralismo. «Ndo somos uma corporagio, ndo é a um es-
pirito de corpo que aspiramos. Constitufmos antes um co-
légio colaborante, onde em comum trabalhamos sobre as
nossas obras» (Sérgio Niza). Precisamos de construir pro-
postas pedagdgicas coerentes e inovadoras, de avangar na
organizagado de escolas diferentes com diferentes projectos
educativos.
io. A escola é cultura, e ndo h4

s A liberdade que é criag

cultura sem criagdo. A cultura é o que nos une numa heran-
ca comum, mas é também o que nos permite sair de nés
mesmos e aceder a outros mundos. Educar é transmitir e,
por isso, a primeira palavra pertence ao professor. Mas nao
h4 educacdo sem criagdo e, por isso, é tdo importante a cul-
tura cientffica e artistica que permite a cada um inscrever
uma palavra nova no mundo.

Trés liberdades e mais trés. A liberdade é um substan-
tivo, mas é também um verbo de acgdo. A escola publica
tem de saber repensar-se, renovar-se, abrir-se.

Em primeiro lugar, repensando-se no espago publico. Ha
mais educacdo para além da escola. Hoje, precisamos de
reforcar os lagos entre a escola e a sociedade e assim reno-
var um compromisso social em torno da educagdo. E uma
mudanca decisiva, que exige uma efectiva capacidade de de-
cisdo das pessoas, das autarquias e das institui¢des no in-
terior deste espaco publico da educagao. Nao gosto muito
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da metéfora das «cidades educadoras», mas é a que me-
lhor ilustra a dimens3o de partilha e de co-responsabilizagio
que marca a educag@o nas sociedades contemporéneas.

Em segundo lugar, renovando-se como «coisa publica».
A escola ndo é um «servico» ou uma «mercadoria», é uma
instituicao da res publica. Quando se compara a escolha da
escola com a escolha das malas, dos sapatos, do jornal,
do carro ou da casa, como jd se escreveu, perde-se todo o
sentido, social e cultural, individual e colectivo, do acto de
educar.

Em terceiro lugar, abrindo-se ao futuro. Vivemos um
tempo de profunda mudanca geracional, em grande parte
pela forma como o digital estd a transformar as vidas das
criangas e dos jovens. Michel Serres diz mesmo que, nas
dltimas décadas, nasceu «um novo ser humano que vive,
pensa, comunica e... aprende de maneira totalmente dife-
rente». Os edificios escolares vao desaparecer ou, pelo me-

A escola publica tem de ser, cada vez mais, um espaco
de liberdade. Hoje, as sociedades tém um nivel de educa-
¢ao, instituicdes culturais e cientificas e meios tecnolégicos
que permitem concretizar o sonho, que muitos outros so-
nharam antes de nés, de uma escola que é

Igualdade
Diversidade
Aprendizagem
Participacao
Autonomia
Criacdo

A liberdade tem uma caracteristica tinica e singular: sé exis-
te em mim se existir também nos outros. Ndo posso ser li-
vre se os outros viverem sem liberdade. A escola publica é
o lugar da liberdade, de todos e ndo apenas de alguns. A li-
berdade como principio. A liberdade como fim.

nos, vao transformar-se radicalmente. Os tempos escolares

vao ser organizados de modo totalmente diferente. O tra-

balho dos professores vai sofrer altera¢cdes profundas. A es-

cola publica tem de estar a altura desta revolu¢do da apren-

ANTONIO NOvoa
UNIVERSIDADE DE LISBOA

dizagem que est4 a acontecer debaixo dos nossos olhos e
perante uma certa «indiferenca» da nossa parte.

XXX ProfMat « XXV SIEM « 2014

Nos dias 10, 11 e 12 de abril de 2014 a Associacdo de Professores de Mateméti-
ca realiza em Braga um dos seus mais significativos eventos: o ProfMat. Seré o
30° ProfMat numa cadeia de vinte e nove anos ininterruptos de encontros. Nos
dias 9 e 10 realiza-se o 25° SIEM num feliz reencontro destas duas realizacdes
que favorecem e substanciam a relacdo sempre por nés procurada entre a in-
vestigacdo e a prética letiva.

No ProfMat de 2014 temos muitas razdes para nos encontrarmos. Encontra-
mo-nos para refletir e debater, para trocar experiéncias e duvidas, logros e difi-
culdades. Para aprender, sempre. E para ndo desistirmos, nunca. Encontramo-

XXV SIEM

g-10 deabril de2oig

XXX ProfMat

1012 de abril de 2014

nos para rever amigos antigos e recentes e para conhecermos novos.

E para continuarmos a fazer da APM um lugar de pertenca e de referéncia na
nossa tarefa educativa, no nosso empenho em melhorarmos enquanto profes-
sores de Matemdtica, na nossa responsabilidade de intervirmos e fazermos ou-
vir a nossa voz em relagdo as politicas educativas que afetam o ensino da Ma-
tematica em particular e a qualidade do ensino publico, de todos os niveis, em
geral. Muitas razbes para nos encontrarmos em Braga. Por isso estaremos 4.

Nota: Toda a informacdo relativa a prazos, valores, promog¢des e acreditacdo da forma-
¢do em http://www.apm.pt/encontro/profmat_2014_ siem onde poderd também efetu-
ar a sua inscricao.

ASSOCIACAD DE | ES DE
r..-.'rm;.alruﬂ'ﬁmunmu.'vékmn_r .
!

A ComissAo ORGANIZADORA
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No dia 19 de dezembro do ano passado, decorreu no Instituto de Educacio da Universidade de Lisboa a conferén-

cia «Bvitar o desastre no Ensino da Matematica», promovido pela APM com o apoio daquele instituto. A conferéncia

foi moderada por Henrique Manuel Guimar3es e contou com as intervencoes de Jodo Pedro da Ponte, Ana Cristina

Tudella, Jaime Carvalho e Silva, Leonor Santos e Lurdes Figueiral. Apesar do curto espaco de tempo que decorreu en-

tre 0 seu antincio e a sua realizacio e a fase particularmente absorvente do trabalho dos professores com as reunides de

avaliacdo, a conferéncia teve uma grande adesio e foram muitos os que lamentaram nio poder participar. Por este mo-

tivo, a redaciio da Educacio e Matemitica, considera pertinente publicar parte das intervencdes dos cinco conferencis-

tas, a quem pedimos um resumo das ideias principais. Por se tratar de uma tomada de posicio, publicamos na integra

a intervencdo da Presidente da APM.

Evitar o desastre no

Ensino da Matematica

Licdes dos Resultados do TIMSS e do PISA

No final de 2012 e de novo no final de 2013 foram divul-
gados resultados de provas de avalia¢do internacionais em
que participaram alunos portugueses. No TIMMS (Trends
in International Mathematics and Science Study), num con-
junto de 52 paises, os nossos alunos do 4.° ano consegui-
ram o 15.° lugar. A maior parte dos itens ndo s3o divulga-
dos, conhecendo-se apenas uma pequena parte. Nestes itens
que sdo publicos os alunos portugueses situam-se em ge-
ralentre 0 7.° e 0 11.° lugar, sendo que num dos itens mais
dificeis, envolvendo conhecimentos de geometria e racio-
cinio légico, ficaram em 1.°. No PISA (Programme for In-
ternational Student Assessement), que avalia o desempenho
dos alunos de 15 anos, Portugal ficou dentro da média dos
34 paises da OCDE, e se se ajustarem os valores tendo em
conta o nivel socioeconémico do pais, ficou em 6.° lugar.

Nestas provas de avaliacio internacionais os nossos alunos
estdo dentro de padrdes de desempenho internacionais de
que s6 nos podemos orgulhar. O mito que os alunos por-
tugueses teriam um problema genético que os impediria
de conseguir bons resultados em Matematica ficou defini-
tivamente por terra.

Os defensores do back to basics que antes usavam os (fra-
cos) resultados dos alunos portugueses neste tipo de provas
como arma de arremesso para dizer que tudo ia mal no en-
sino da Matematica, chegando a falar em «desastre nacio-
nal», desta vez ficaram sem palavras e acabaram cilindra-
dos pela comunicacdo social. O discurso que o ensino da
Matemdtica estaria entregue ao «eduqués» e que este con-
duzia os alunos a ndo saberem as coisas mais elementares
ficou completamente desacreditado.
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Diversos fatores contribuiram para estes bons resultados.
Em primeiro lugar, ha que destacar o programa de forma-
¢do continua para professores do 1.° e 2.° ciclo (2005-2011).
Este programa envolveu cerca de 15000 professores (entre
os quais mais de 50% dos professores do 1.° ciclo), numa
atividade consistente realizada ao longo de todo o ano leti-
vo, com trabalho de aprofundamento matemético e didati-
co em sessdes de formacdo regulares e acompanhamento
e supervisio direta dos professores na sala de aula. Em se-
gundo lugar, hé a referir o Programa de Matemitica do en-
sino basico, homologado em 2007, que gerou um grande
movimento de discussdo entre professores (ainda antes de
ser aprovado) e propiciou o surgimento de um grande na-
mero de materiais de apoio e de a¢des de formacio. Houve
um processo de generalizagdo voluntiria que foi correspon-
dido de forma macica por parte das escolas e agrupamentos
a partir de 2009 e muitos dos manuais que comecaram a
surgir procuraram seguir de perto as indicacdes deste pro-
grama. Em terceiro lugar, ha a referir o Acompanhamen-
to dos Planos da Matematica I e II, com apoio continuado
as escolas ao longo do tempo, proporcionando um apoio
de proximidade e multiplas oportunidades formativas, cor-
respondendo as necessidades sentidas pelos professores.
Haveria ainda que referir muitas outras iniciativas como o
Projeto dos 1000 itens do GAVE e os momentos de debate
consagrados as novas orientagdes curriculares em encon-
tros nacionais de professores como o ProfMat.

Todo este movimento mostrou que as orientacdes-cha-
ve do programa de 2007 s3o propiciadoras do sucesso dos
alunos, na medida em que valorizam:

« O sentido de niimero, o sentido espacial, o pensa-

mento algébrico e a literacia estatistica,

« As capacidades transversais de resolucio de pro-
blemas, raciocinio matematico e comunicacio
matematica,

« Uma abordagem exploratéria, visando uma forma-
lizagdo dos conceitos matematicos progressiva (em
lugar de abrupta),

» A aprendizagem dos procedimentos matematicos
com compreensdo.

Verificou-se neste periodo uma forte convergéncia entre a
politica educativa, os contributos da investigacdo e as preo-
cupacdes dos professores que atuam no terreno. Esta con-
vergéncia é essencial para que possa existir verdadeiro pro-
gresso no ensino da Matematica, e nunca tinha ocorrido
com a vitalidade que assistimos em 2005-2011. Houve ca-
pacidade dos responsaveis politicos para reconhecerem a
qualidade e a importancia do trabalho de investiga¢do re-
alizado no campo da Didatica da Matemética em Portugal
desde os anos 80 e mobilizou-se essa capacidade para pro-
mover uma efetiva melhoria nas aprendizagens dos alunos.
Houve também capacidade da parte dos investigadores em
Didatica da Matemdtica de investirem neste processo de
desenvolvimento curricular e de formacio de professores.
O que se passou neste periodo mostra que a Matematica,
longe de ser necessariamente uma disciplina seletiva e frus-
trante para a maioria dos alunos, pode e deve ter um lugar
importante no curriculo escolar, constituindo uma experi-
éncia de aprendizagem positiva e gratificante.

Nada disto podera ser compreendido pelos responsa-
veis atuais, que, com a sua ideologia e com a sua cegueira,
produziram documentos curriculares inadequados e ina-
plicaveis, irremediavelmente condenados ao fracasso, como
tem sido amplamente reconhecido nas «sessdes de forma-
¢do» organizadas para os divulgar. Cabe aos professores di-
zer de sua justica o que se passa nas escolas, no dmbito da
aplicagdo destas orientacoes. Cabe a todos nés criar as con-
dicbes para que se possa voltar a trilhar o mais breve pos-
sivel o caminho do sucesso no ensino e na aprendizagem
da Matemdtica.

Joio Pebro pA PONTE
InstiTUTO DE EDUCACAO DA UNIVERSIDADE DE LISBOA

O prejuizo que se anuncia com o PMEB

homologado em 2013

«Os alunos ndo conseguem perceber, nem aprender o que
se pretende»; «N3o é adequadox; «Os contetidos sdo imen-
sos e dificeis»; «Nao ha tempo para trabalhar tudo,... muito
menos para trabalhar com qualidade»; «Os alunos sentem-

se perdidos e se ja havia alunos a desistirem da Matemati-
ca entdo, com estes contetidos tio cedo, € um descalabrol»
Sao exemplos de frases de varios colegas, que lecionam o
1.%,3.°,5.° ou7.” ano, a quem pedi a opinido sobre a experi-



éncia que estio a ter com a implementacdo do PMEB2013,
que com certeza nos deixam a todos muito preocupados.
Sobre a minha propria experiéncia com alunos do 5.° ano,
destacarei apenas algumas ideias.

A primeira ideia que quero destacar é a dificuldade de
gestio do programa relativamente ao tempo destinado a
cada tema. Observando a tabela da pagina 15 do PMEB2013
verificamos que no dominio NO5 hé apenas 30 blocos de
90 minutos para trabalharmos um nimero significativo, e
complexo, de contetidos. Para além dos topicos ji existen-
tes relativos aos nimeros naturais, incluem-se agora os ni-
meros racionais nas suas diferentes representa¢des — fra-
¢do, numeral misto, dizima e percentagem —, bem como,
o trabalho em torno das quatro operacdes.

Na minha opinido, nio é possivel ensinar todos estes
contetidos, que sdo bastante complexos, sobretudo nesta fai-
xa etaria, e em tdo pouco tempo. E possivel imaginar o pro-
fessor a exp6-los de uma forma até muito clara, para uma
turma de alunos que ouvem tudo e depois aplicarmos 2 ou
3 exemplos. No entanto, nem as turmas s3o assim, nem os
alunos aprendem deste modo. Ora, de que serve o ensino
se nio houver aprendizagem?

A segunda ideia diz respeito as vérias alteragdes a nivel
de contetido, relativamente ao PMEB2007. Por exemplo,
no subdominio dos «ntimeros naturais» foram introduzi-
dos novos contetidos, como o algoritmo de Euclides e a no-
¢do de niimeros primos entre si que é agora antecipada a
propria nocdo de niimero primo que s6 serd trabalhada no
6.° ano. Incluem-se ainda um conjunto de novas proprieda-
des, definidas como metas, tais como a NO5.3.12.:«Saber
que o produto de dois nimeros naturais é igual ao produto
do miximo divisor comum pelo minimo multiplo comum
e utilizar esta relagdo para determinar o segundo quando é
conhecido o primeiro, ou vice-versa.» Mas porque tém os
alunos do 5.° ano de saber isto?

No documento das metas, «saber» significa que o alu-
no deve conhecer o resultado, mas sem que lhe seja exigi-
da qualquer justificacio ou verificacdo concreta. Assim, o

objetivo limitar-se-d a aplicagdo desta propriedade. Da mi-
nha experiéncia, posso afirmar que alguns dos meus alu-
nos até a conseguiram aplicar ap6s a realizacdo de alguns
exercicios repetitivos, mas umas semanas depois, ja nio
se lembravam desta propriedade. O que ganham os alu-
nos com isto? Havera vantagens neste tipo de «saber»?

O exemplo do descritor anterior e o grau de complexi-
dade que lhe esti associado leva-me a terceira ideia: a des-
valorizacio da compreensdo. O PMEB2013 contém cente-
nas de descritores mas raras vezes se refere a compreensio,
a n3o ser para destacar o seu «progresso». Mas, o que é o
«progresso da compreensio matematica»? Serd possivel
aprender agora e compreender mais tarde?!

Um Programa é feito de escolhas, e quando se opta pela
aprendizagem do tipo de propriedades, atras referido, ha
outras aprendizagens que ndo se podem fazer, pois nio ha
tempo para tudo. Serdo estas escolhas as mais adequadas?
Nao seria importante pensar nas competéncias essenciais
que um aluno, que termina o 2.° ciclo ou que acaba a esco-
laridade bésica, deveria ter desenvolvido? Que matematica
queremos que os nossos alunos saibam?

Termino com uma tltima ideia que me é muito cara:
a resolucdo de problemas. Este tipo de tarefa tem tido um
importante papel nas minhas aulas, quer enquanto ativi-
dade com valor per si, quer enquanto forma de introduzir
contetidos de um modo significativo. Como exemplo des-
te caso, apresento um problema trabalhado por alunos do
5.° ano que ainda n3o conheciam a noc¢io de maximo di-
visor comum, mas que ji sabiam o que eram mdltiplos e
divisores. A resolucio apresentada (Figura 1) é ainda um
exemplo pouco sofisticado e que, naturalmente, eu preten-
dia que evoluisse, contudo constituiu um bom ponto de
partida para aprender o méaximo divisor comum com com-
preensdo. No entanto, percebemos que aos olhos dos au-
tores do PMEB2013, este trabalho nio terd qualquer valor
porquanto os alunos ndo realizam uma «selecio e aplica-
¢3o adequada de regras e procedimentos, previamente es-
tudados e treinados» (p. 5), devendo constituir antes uma

A Luisa, na sua mercearia, pretende ter sacos com dois tipos de macis: Golden e Fugi. Tem 24 macds GCol-

den e 12 magas Fugi. Qual é o nimero maximo de sacos iguais que consegue ter com todas as macas de

forma a haver macas Fugi e Golden em todos os sacos? Apresenta o teu raciocinio.
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das atividades vagas de exploracio e descoberta que recri-
minam. Mas, serd mesmo assim?

Uma coisa é certa, este PMEB(2013) com que somos
obrigados a trabalhar, faz-nos pensar na concecio da ma-
temdtica que gostariamos que os nossos alunos tivessem.
Faz-nos pensar na sua predisposi¢do para aprender esta
disciplina. Faz-nos repensar nas aprendizagens matema-
ticas que s3o significativas para eles. E no6s, acima de tudo,
somos professores... somos corresponsaveis pelas apren-

dizagens dos nossos alunos, pelo que temos uma palavra
a dizer sobre o que fazemos na sala de aula e uma respos-
ta a dar perante os nossos pares e a sociedade. E essa res-
posta ndo pode ser de acomodagio, razio pela qual deixo
aqui o meu testemunho.

AnA CrisTINA TUDELLA
AGRUPAMENTO DE Escoras FrEl GONCALO DE AZEVEDO

Sobre a proposta de um «novo» programa
de Matematica A para o Ensino Secundario

A primeira nota que me ocorre é que o presente documen-
to foi colocado em consulta ptiblica no dia 4-11-2013, com
prazo de discussao até 2-12-2103. Um documento com esta
complexidade (103 + 62 + 42 paginas) ndo pode ser discutido
em menos de um més, sobretudo quando o Ministério da
Educacio nem sequer se preocupa em promover debates
presenciais com diferentes entidades, tal como foi feito em
1990 ou 1996! Apenas a APM promoveu um debate piiblico
no dia 20-11-2013, que foi transmitido via internet. Diz o
ditado popular que <«depressa e bem niao ha quemn.

Nio existe explicacdo razoavel para as alteracdes propos-
tas ndo se terem baseado em estudos sobre o que aconteceu
nas escolas secundarias portuguesas desde 2003 (nem an-
teriormente). Na proposta sdo ignorados os estudos inter-
nacionais (PISA, TIMSS) e, surpreendentemente, os paises
da Asia deixam de ser referéncia, desaparecendo da biblio-
grafia, quando antes eram apontados como o nivel a ultra-
passar. Ainda por cima, apesar de os Common Core Stan-
dards americanos serem citados, n3o existe qualquer tipo
de semelhanca com a proposta de novo programa de Ma-
teméatica A. Também ndo existe explicacdo razoavel para o
facto de nenhuma das novidades da proposta ter sido expe-
rimentada nas escolas. Estd a promover-se, a pressa, uma
alteracio radical da prética atual, sem nenhuma base se-
gura ou cientifica, sem experimentacdo prévia, sem estu-
dos que a justifiquem, o que surpreende e inquieta o mais
distraido dos observadores!

A sensacdo que tenho, depois de ter lido os documen-
tos, e em funcdo da minha experiéncia, é de que a aplica-
¢io deste programa de Matemaética A vai ser um desastre.
Como provar isto? Comparando com a situagio nos outros
paises, pois mesmo os paises com melhor sistema educa-
tivo estdo sempre a procurar melhorar o seu préprio sis-

tema. Que fazem os outros paises? Nesses paises hé insti-
tuicdes especializadas que acompanham o funcionamento
do sistema educativo, prestam atengao a investigacio edu-
cacional e &s experiéncias de outros paises e vio propondo
solucdes. Em Portugal, surpreendentemente, uma comis-
sdo elabora sozinha um documento avulso e afirma que:

«os programas devem ser construides em funcio dos conheci-
mentos e capacidades fundamentais (...) cabendo ao sistema edu-
cativo, 3s escolas, aos professores e aos proprios alunos mobiliza-
rem-se para cumprir esse objetivo.» (JL, 13-11-2013)

Esta proposta ignora pois a realidade, nao tendo, nomea-
damente, em conta a transi¢io entre o Ensino Basico e o
Ensino Secundario, ao contririo de outros paises; foi pura
e simplesmente eliminado o médulo inicial e nada existe
para o substituir.

Esta proposta ignora os temas transversais, ao contra-
rio de todos os outros paises. Questdes como a resolugio
de problemas, a modelacio matematica e o uso da tecnolo-
gia sdo tratadas de forma marginal neste documento, quan-
do s3o o centro das preocupacdes de outros paises, sendo
sempre temas transversais.

Esta proposta é claramente demasiado abstrata, dema-
siado extensa, contém contetidos inadequados para este ci-
clo e ainda por cima comegard a ser aplicada sem que os
alunos que entram no 9. ano em 2015 tenham tido os no-
vos programas do Ensino Bésico!

A proposta é demasiado abstrata, escolhendo a légica
como tema central, e muito mal conforme nota o Prof. An-
tonio Fernandes (DM, IST) num parecer:

«Os autores, certamente nada versados nestes assuntos, decidem
abordar o tema de um ponto de vista excessivamente formalis-
ta, sem se aperceberem nem do verdadeiro papel desse forma-



lismo nem do contexto em que se revela necessirio. E, quando
nio estio entretidos com este devaneio, ocupam-se com a redu-
cdo da logica formal ao papel de uma abreviatura, assassinando-a
assim duplamente.»

No curriculo escolar de 2007 da Coreia do Sul aparece a
indicacdo expressa de que «o significado de proposicdes e
condi¢des deve ser ensinado ao nivel da compreensaio de
uma afirmacio matematica.» No curriculo oficial em Fran-
¢a para o 12.° ano pode ler-se que: «os conceitos e métodos
da drea da l6gica matemdtica ndo devem ser objeto de au-
las especificas» sendo introduzidos & medida que vio sen-
do necessarios.

A extensdo do programa é assustadora, nio se perce-
bendo qual possa ter sido a ideia para a sua concretizagio
pratica nas escolas. Ocorre-nos uma mera exposicio magis-
tral dos assuntos, sem espago para mais nada. Como efei-
to, sdo introduzidos como temas novos logo no 10.° ano:
légica matematica até a «Resolugdo de problemas envol-
vendo operacdes logicas sobre proposicoes». E introduzi-
da a «Racionaliza¢do de denominadores», a «Definigio de
elipse e respetiva equagao cartesiana reduzida; relacio en-
tre eixo maior, eixo menor e distdncia focal», «Relacdes de
equivaléncia, particdes e vetores», «Restri¢des de uma fun-
¢io», «Funcdes sobrejetivas e bijetivas», «Sinal de somaté-
rio; tradugdo no formalismo dos somatérios das proprie-
dades associativa e comutativa generalizadas da adicio e
distributiva generalizada da multiplicacio em relacio 4 adi-
¢io», «Percentil de ordem k», «Simulacio Monte Carlo».

No 11.° e 12.° anos sdo introduzidos a «lei dos senos e
dos cossenos», «funcses trigonométricas inversas», «osci-
ladores harménicos», «desigualdade de Cauchy-Schwarz»,
«supremos e infimos», «teorema de Lagrange e de Rolle»,

«continuidade da funcio inversa», «teorema de Weierstrass»,
«derivada da funcao inversa», «equagoes diferenciais», «pri-
mitivas», «cdlculo integral», «teorema fundamental do cal-
culo integral», «formula de Barrow e teorema da médiax.

Neste contexto, 0 10.° ano é mesmo mais problemitico,
podendo mesmo ser considerado um ano martir, com tan-
tos temas novos e abstratos, com o desaparecimento do mé-
dulo inicial (14 vao desaparecer os cortes nos cubos!), mas
também porque sdo antecipados varios temas de anos se-
guintes: Radicais (11.° ano), «Funcio injetiva; Funcio in-
versa» (11.° ano), «Sentido da concavidade do grifico de
uma fungdo real de varidvel real» (12.° ano), «As funcoes
RQ e RC enquanto fungdes inversas» (11.° ano).

Tudo isto fard com que se va inevitavelmente produzir
uma fuga & matemitica A, escolhendo os alunos outras vias
no Ensino Secundario, tal como sucedeu ja em Inglaterra
e é reportado no relatério «Making Mathematics Count»
(The report of Professor Adrian Smith’s Inquiry into Post-
14 Mathematics Education, February 2004).

Em conclusao: a aplicacdo destes programas sera inevi-
tavelmente um desastre (como foi o programa do 12.° ano
nos anos 80) e quando comecar a ser amputado nio falta-
rdo as desculpas habituais (sobre o sistema, os professores,
os alunos, os pais e o Pais!), nunca sobre o programa! No
final teremos uma «manta de retalhos» incoerente como
foram os programas dos anos 80 (do basico, do secundirio
e do 12.° ano). Claramente, como afirmou em tempos um
Ministro da Educacdo, o Ministério da Educacdo nio tem
meméria!

Jamme CARVALHO E S1Lva
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA DA UNIVERSIDADE DE COIMBRA

Um olhar da investigacdo em educa¢io matematica

Existe um sistema complexo de interinfluéncias entre a de-
finicao de um curriculo e varios dominios da esfera social.
Por exemplo, Gimeno (1989) identifica oito dominios que
poderdo moldar um curriculo (Figura 2). Ir-me-ei apenas
debrugcar sobre as Ciéncias e dominios disciplinares, muito
em particular no que respeita 3 Educacio matematica.

E de fazer notar que os diversos documentos que acom-
panham o Programa de Matematica para o Ensino Bésico
(PMEB) (ME, 2013a) afirmam a influéncia da investigagio
e, como tal, os seus resultados, nas opg¢des curriculares to-
madas. E, por exemplo, o caso do Desp. n.° 9888-A/2013
(2013, p. 2366-2) que homologa este programa e onde se

atividade
politico-administrativa
subsistema de
ciéncias e dominios participacdo e
controle

disciplinares

s o

subsistema / - P
técnico-

-pedagégico /

organizagio do
sistema educativo

sistena de

subsistema subsisterna producdo de meios
) de prético-
inovagao -pedagogico

Figura 2. Subsistemas de influéncia do curriculo
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pode ler que o referido programa foi «elaborado com base
em investiga¢do recente ...». |4 na proposta para o novo pro-
grama de Matemadtica A para o ensino secundério recen-
temente em discussdo (PPMat A) (ME, 2013b) ndo é assu-
mida tal influéncia de forma explicita. Fica assim a divida.
Serd mesmo verdade que as orientacdes curriculares sio
coerentes com o conhecimento atual gerado pela investi-
gacdo? Nao procurando ser exaustiva, focar-me-ei apenas
em trés capacidades transversais constantes em qualquer
programa de Matematica para responder a esta questao’.

Comeco pela resolucio de problemas, capacidade trans-
versal a desenvolver nos alunos ao longo de todos os ci-
clos de escolaridade e reconhecida como essencial desde
os anos 80 do séc. XX. Dos documentos em anélise pode
ler-se que:

PMEB PPMat A

A resolucdo de problemas envolve, da parte dos alunos,
a leitura e interpretacdo de enunciados, a mobilizacdo
de conhecimentos de factos, conceitos e relaces, a se-
lecdo e aplicac3o adequada de regras e procedimentos,
previamente estudados e treinados (...) a resolucio de
problemas n3o deve confundir-se com atividades vagas
de exploracdo e de descoberta. (objetivos)

Nos enunciados de exer-
cicios e problemas deve
ter-se em conta a conve-
niéncia de uma progressi-
va utilizacdo das técnicas
e principios que vao sendo
adquiridos (objetivos)

Em particular, no 1.° ciclo
(...) o nimero de passos
necessarios a resolucdo
dos problemas v4 aumen-
tando de ano para ano.
(objetivos)

Destes extratos duas asser¢des se podem retirar, respeitan-
do o significado do conceito de resolucao de problemas e
a sua funcdo pedagégica. Ao considerar que um problema
se caracteriza e diferencia pelo nimero de passos a efetu-
ar para o resolver é retomar uma tipologia de problemas
em desuso que reduz o conceito de problema (Schoenfeld,
2005). Para além disso, a resolucio de problemas é apenas
encarada como um contexto favoravel para aplicacio de co-
nhecimentos e skills adquiridos. Esta é uma visdo redutora
de resolucio de problemas, uma vez que ignora a resolu-
¢do de problemas como uma metodologia (é através da re-
solucdo de problemas que ocorre a aprendizagem) e como
um contetido (uma capacidade a ser desenvolvida pelos alu-
nos e como tal a ser tida em conta por parte do professor
enquanto objeto de aprendizagem) (Abrantes, Leal, & Ve-
loso, 1993; Guimaraes, 2005).

Igual afastamento entre o preconizado curricularmente
e a investigacdo matematica se pode encontrar quando nos

focamos na comunicacio matematica. Na parte dos objeti-
vos nos dois documentos curriculares em andlise o que é
dito sobre a comunicagdo matematica estd em consonan-
cia com o entendimento atual sobre esta capacidade mate-
mitica dos alunos, qualquer que seja a sua idade:

PPMat A

(-..) os alunos devem ser
estimulados a desenvolver
a capacidade de compre-
ender os enunciados dos
problemas mateméticos

PMEB |
Oralmente, deve-se traba-
Ihar com os alunos a capa-
cidade de compreender os
enunciados dos problemas
mateméticos

identificando as questdes que levantam, explicando-

as de modo claro, conciso e coerente, discutindo, do
mesmo modo, estratégias que conduzam a sua resolu-
¢do. Os alunos devem ser incentivados a expor as suas
ideias, a comentar as afirmacdes dos seus colegas e do
professor e a colocar as suas dtvidas. Sendo igualmen-
te a redacdo escrita parte integrante da atividade mate-
matica, os alunos devem também ser incentivados a re-
digir. (objetivos)

Contudo, no seu desenvolvimento esta capacidade é com-
pletamente esquecida, muito em particular na listagem das
multiplas metas curriculares apresentadas. Uma vez mais,
ignora-se a educa¢io matematica. Faz-se tdbua rasa do con-
tributo da comunicagdo matematica, evidenciado por nu-
merosas investigacbes, para a aprendizagem matematica
nas suas mais diversas componentes, como seja na aquisi-
¢do de conceitos e procedimentos matemadticos (Lim, & Pu-
galee, 2004); no desenvolvimento da capacidade de resolu-
¢do de problemas (Borasi, & Rose, 1989; Pugalee, 2004), do
pensamento algébrico (Mestre & Oliveira, 2012), do pen-
samento critico (Semana & Santos, 2008) e da capacidade
de metacognicio (Pugalee, 2001); e para a perce¢do do que
¢é a matematica e a sua atividade (Clark, Waywood, & Ste-
phens, 1993).

Por ultimo, no que respeita ao raciocinio matemadtico
parece legitimo afirmar que para os autores destes docu-
mentos curriculares apenas existe o raciocinio dedutivo:

PMEB
(...) a abstracdo desempe-
nha um papel fundamental

PPMat A

(...) o desenvolvimen-
to do raciocinio abstra-

na atividade Matemdtica
(...) uma visdo vaga e me-
ramente intuitiva dos con-
ceitos matematicos tem
um interesse muito limi-
tado e é pouco relevante
(introducido/finalidades)

to deve ser considerado
como uma finalidade em
si (...) o raciocinio induti-
vo ndo é apropriado para
justificar propriedades
(finalidades/objetivos)




O raciocinio indutivo e o abdutivo, reconhecidos intrinse-
camente constitutivos da atividade matematica (Davis &
Hersh, 1981; Mata-Pereira & Ponte, 2012) s3o desvaloriza-
dos. Se tal nio bastasse, ignora-se a importancia destes ti-
pos de raciocinio para a aprendizagem matematica (Vale &
Pimentel, 2012). A atribuicdo de significado (sense making)
que hoje se associa ao raciocinio matematico (NCTM, 2009)
é igualmente ignorada, como se fosse uma condicio nio
necessaria para acontecer aprendizagem.

Na base dos poucos exemplos agora apresentados, é di-
ficil compreender o significado das seguintes afirmacoes,
uma vez mais retiradas dos documentos curriculares:

PPMat A

Alicercado na andlise dos
resultados de diferentes
abordagens que ao lon-
go dos tempos tém sido
adotadas para o ensino da
Matematica neste nivel de
escolaridade, tanto a ni-
vel nacional como interna-
cional (...) o presente Pro-
grama foi elaborado tendo
em conta a experiéncia, de
mais de dez anos, de apli-
cac¢do do Programa ante-
rior. (introdugao)

PMEB

Com base em investigacao
recente sobre o ensino da
Matemdtica, adota-

-se uma estrutura curricu-
lar sequencial, que se jus-
tifica atendendo a que a
aquisicdo de certos co-
nhecimentos e o desen-
volvimento de certas ca-
pacidades depende de
outros a adquirir e a de-
senvolver previamente.
(metodologias)

Pergunto entdo: Que investigagio serviu de quadro de re-
feréncia para estas propostas curriculares? Que resultados
das diferentes abordagens adotadas para o ensino da Mate-
mitica foram obtidos e por quem? Que aprendizagens fo-
ram retiradas da experiéncia acumulada? Onde se encon-
tra evidéncia? Como foram analisadas?

Nota

1 Para desenvolvimento deste tema consultar depoimen-
to da Sociedade Portuguesa de Investigacdo em Educagdo
Matemética dirigido a Comissdo Parlamentar de Educa-
¢do, Ciéncia e Cultura disponivel em http://www.spiem.
pt/atividades/pareceres/

2 Todas as referéncias apresentadas poderdo ser consul-
tadas na versdo online deste artigo, disponivel na pagina
da APM

LeoNOR SANTOS
InsTITUTO DE EDUCACAOC DA UNIVERSIDADE DE LISBOA

Agenda para evitar o Desastre no Ensino da Matematica

A Associa¢io de Professores de Matematica fiel ao seu de-
ver estatutirio de Intervir na defini¢iio da politica educati-
va, especialmente no que respeita aos problemas do ensino da
Matemdtica (art.° 2.°), fiel a sua histéria a as suas origens
e respondendo s exigéncias do momento presente, tem
feito ouvir a sua voz na defesa de um ensino da Matema-
tica consistente, quer com a investigacdo nacional e inter-
nacional neste dmbito, quer com a pratica e a experiéncia
dos professores, quer com os estudos internacionais mais
recentes sobre esta matéria como acabamos de ouvir nes-
tas intervengoes.

Ao longo destes tltimos dois anos, a APM tem denun-
ciado as medidas de politica educativa que a atual equipa
ministerial tem vindo a tomar no 4mbito do ensino da Ma-
temdtica, considerando que elas pdem seriamente em ris-
co as melhorias verificadas neste ensino.

Em educagio ndo se plantam eucaliptos, como escreveu
ha tempos num artigo do Piblico uma professora (e entao
também diretora de escola) que muito prezo, a professora
Paula Romao. Em educacio plantam-se drvores que demo-
ram muito tempo a crescer e a dar frutos, a fundar as suas
raizes profundamente no terreno propicio, com o clima
adequado. Arvores resistentes que, no entanto, se podem
tornar frageis num breve instante, quando o machado as
corta pela raiz, quando o fogo as transforma em cinzas.

E esse momento de destruicdo que estamos a assistir,
sentindo-nos quase impotentes, sentindo-nos indignados,
sentindo-nos profundamente apreensivos.

Em cerca de quase 30 anos de histéria, na APM muitos
professores de Matemitica partilharam o desejo e a busca
da melhor maneira de levar os alunos a aprender e a gostar
desta disciplina. Estuddmos, experimentamos, avalidmos,
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recomegamos, com dividas, com algumas certezas, com
determinag¢do ou cansaco, mas sempre com uma linha de
fundo e de horizonte que nos convencia a nio desistir: tra-
balhar por uma Matematica escolar compreensivel para os
alunos, com significado, com capacidade de lhes dar ferra-
mentas intelectuais para lhes dar poder: o poder de com-
preender, de analisar, de intervir, de criticar, de propor.

Os nossos alunos, em ntimero cada vez mais significa-
tivo, foram mudando a sua atitude para com a Matematica,
foram obtendo melhores resultados, foram-se envolvendo
na aula com as propostas e com as atividades...

E certo que o nivel de insucesso e de rejeigio ainda é
significativo, até porque s3o muitos os fatores que influen-
ciam, ndo s6 os maus resultados em Matematica, como a
rejei¢ao que muitos alunos tém em relacdo a ela.

Mas viamos também os nossos esforcos confirmados,
nio s6 pela experiéncia que nos era devolvida e por esse sa-
ber empirico que ela nos d4, mas sobretudo pelos estudos
que faziamos, pelas conferéncias a que assistiamos em en-
contros e congressos nacionais e internacionais, pela lite-
ratura da especialidade, pelos relatérios das avaliacdes in-
ternacionais mais prestigiantes.

Por isso, quando em meados da década passada, come-
¢dmos a ouvir Nuno Crato com um discurso impreciso e
demagobgico sobre o ensino da Matematica nao lhe demos
demasiada importincia: o seu contetido era tdo fraco que
nio o percebemos como ameaca. Fizemos mal: tinhamos
que ter comecado imediatamente a rebater as suas ideias.
Mas ainda n3o estivamos suficientemente avisados para
o populismo que nos havia de invadir. Pensimos que ser
intelectual e profissionalmente honestos seria sempre su-
ficiente. Com a nossa ética, com a nossa aposta e entrega
a causa da educagio — que sempre quisemos de qualida-
de para todos, no democratissimo e justissimo conceito de
escola piblica — nio fomos suficientemente desconfiados
nem perspicazes em relacdo ao que se estava a construir: a
imagem de um especialista, de um cientista rigoroso e exi-
gente, dada assim de bandeja a uma opinido ptiblica (e até
mesmo especializada) sedenta de ordem e disciplina, de-
sejosa que alguém lhes apontasse os maus de uma fita de
desgracas cujas dimensdes catastréficas eram mais ficcio-
nada que reais e como se a solucio para problemas com-
plexos fosse simples e univoca.

E hoje é o0 que nos é dado assistir. Contrariando os prin-
cipais estudos nacionais e internacionais no que concerne
ao ensino da Matemdtica, as suas questdes pedagogicas,
diditicas e metodolégicas, sem paralelo em curriculos de
paises de referéncia neste ambito, foi homologado, em ju-
nho de 2013, um programa de Matematica para o Ensino

Bésico (PMEB2013) que esta a substituir o programa ho-
mologado em 2007 cuja generaliza¢do terminou apenas em
2013. Sem avaliacdes, sem estudos, sem anilises.

Fomos agora surpreendidos com uma proposta de pro-
grama para Matematica A que, na senda do que foi fei-
to com o PMEB2013, assume uma abordagem demasiado
formalista e abstrata da Matematica, distante da experién-
cia, da pritica e da intuic3o dos alunos, componentes fun-
damentais para uma aprendizagem com compreensio e
significado. Sebastido e Silva, o matematico portugués de
quem celebraremos em 2014 o centendrio do nascimento,
afirmou que «o extremo rigor logico, em vez de formati-
vo pode tornar-se perigosamente deformador». E o gran-
de Poincaré, num texto de 1905, afirma que «sem [a intui-
clio] os espiritos ainda jovens ndo teriam meios de aceder
ao entendimento da Matemadtica, ndo aprenderiam a gos-
tar dela e, sobretudo, nunca viriam a ser capazes de apli-
car a Matematica».

A seguirmos o caminho agora em curso, a relagao com
a Matematica voltard a ser uma relacio de medo, de inaces-
sibilidade, de impoténcia para uma grande parte das crian-
cas e dos jovens no nosso pais. Estamos assim perante um
péssimo servico ao ensino da Matematica que levara, este
sim, ao desastre tantas vezes profetizado.

Para resolver os problemas de aprendizagem e forma-
¢do, este ministro multiplica os exames... e, é claro, inclui
sempre no rol, exames de Matematica e Matematica nos
exames! Exames para tudo, exames no 4.° ano, no 6.° ano,
induzindo praticas de treino para estas provas, reduzindo
drasticamente a durac¢io do ano letivo, introduzindo pre-
cocemente fortes fatores de selecio.

Exames para preparar melhor os candidatos a profes-
sores, exames para melhorar e fiscalizar a sua formacio, ja
atestada pelas institui¢des de ensino superior que os certi-
ficaram. H4 problemas? Venha um exame! H4 insuficién-
cia de preparagio? Venha um exame!

E acaba-se com a formagio e 0 acompanhamento no ter-
reno dos professores. E acaba-se com o refor¢o do apoio na-
queles lugares onde ele é mais necessario (basta recordar-
mos a sinistra férmula que concede mais horas de crédito
horirio as escolas com melhores resultados... nos exames).
E aumenta-se o niimero de alunos por turma, inviabilizan-
do um trabalho interativo na sala de aula e uma atencio
mais personalizada, por parte dos professores, entretanto
absorvidos e consumidos por condicBes profissionais que
cada vez mais lhes minam a possibilidade de um trabalho
conjunto e pessoal de estudo, de reflexdo de partilha.

Falta dinheiro para tudo em Educacdo. Mas, nem essa
falta de recursos, impediu este ministro de operar a mais




irracional alteracdo no ensino da Matemaética de que temos
meméria, ao arrepio de tudo o que tem vindo a ser feito,
avaliado, investigado, ¢, como em paises de referéncia nes-
te &mbito. Uma alteracdo assim é o contrario daquilo que
Nuno Crato dizia defender: rigor e qualidade, sem falar na
importincia da avaliacdo. Quando se muda sem andlises e
sem estudos, sem validacdo nem avalia¢io, nio ha qualquer
rigor nem seriedade metodologica neste procedimento.

Uma obsessdo dificil de entender, a par da dos exames
que tudo resolvem... basta recordar a patética anélise des-
te ministro aos resultados do PISA2012 (como ja tinha fei-
to alids aos do TIMSS2011) no telejornal de ontem: os alu-
nos portugueses melhoraram... por causa de exames, sendo
que alguns nem sequer ainda existiam mas que ele, Nuno
Crato, j4 entdo defendia...

Por muito que me esforce s6 consigo ver nas suas atitu-
des e palavras um profundo desconhecimento da realidade
e da matéria e uma intencionalidade ideologica discrimi-
natoria e seletiva que abrira a porta a percursos alternati-
vos precocemente instituidos e fechara ainda mais as por-
tas do ensino superior aos nossos jovens, agravando assim
a taxa de formacio secundaria e superior no nosso pais.

Cabe-nos evitar o estilhacar irremediavel das conquistas
feitas em Educacdo ao longo dos nossos anos de democracia,
neste esfor¢co improbo de recuperar séculos de atraso, pelo
menos em relacdo a maior parte dos nossos parceiros eu-
ropeus, esses com os quais nos estdo sempre a comparar.

A APM nio pode por isso deixar de denunciar, em nome
de um ensino da Matematica com qualidade e significado
para todos os alunos, as medidas que estdo a ser implemen-
tadas nesta legislatura.

Por isso lancamos hoje aquilo que entendemos ser os

pontos indispensaveis de uma

A Associa¢do de Professores de Matematica entende que,
para prosseguir, consolidar e incrementar a melhoria nas
aprendizagens e nos desempenhos matematicos dos alu-
nos portugueses, é necessario:

gado em e das Metas Curriculares a ele
15, Estas metas, aprovadas em agosto de 2012, fo-
ram profundamente criticadas pelas modificacdes inapro-
priadas que introduziam nos contetidos matematicos e pe-
las abordagens de ensino que propunham, em completa

contra corrente face as orientacdes curriculares internacio-

nais no ensino da Matematica e sem qualquer sustentagio
em estudos cientificos nesta drea. Foram além disso forte-
mente contestadas por contrariarem o programa entdo em
vigor, homologado em 2007 (o PMEB) e que em 20122013
terminava a fase de generalizacio. A persistente dentincia
dessa incompatibilidade levou, em abril de 2013, a revoga-
cdo do programa de 2007, de uma forma arbitraria e pre-
potente, sem que tivesse sido feita qualquer avaliacio do
desenvolvimento da aplicac3o desse programa, e ainda na
inexisténcia de programa alternativo. Cerca de dois meses
depois foi apresentada uma proposta de novo programa que
foi apressadamente homologado numa versao praticamen-
te sem alteracdes face 4 proposta apresentada, pese embora
as muitas criticas e propostas de alteragdes de que foi alvo.
Um processo levado a cabo, muito precipitadamente recor-
rendo mesmo a expedientes para contrariar ou tornear a
lei, nomeadamente no que toca a elaboracio, aprovacio e
adocao dos manuais escolares que, tal como a APM tinha
denunciado junto da Procuradoria da Justica e da Comis-
sdo Parlamentar de Educacio, Ciéncia e Cultura, veio de-
sestabilizar e instalar injusticas e perturbagdes nas escolas
neste ano letivo agora a decorrer. Pelo que temos vindo a
denunciar e que aqui reafirmamos, e para evitar mais da-
nos no ensino da Matematica e prejuizos muito dificilmen-
te reparaveis, consideramos que a aplicacio do programa
homologado em junho de 2013, que agora se estd a iniciar
nos 1.°, 3.°, 5.° e 7.° anos, deve ser suspensa no final deste
ano letivo, prosseguindo a aplicacio do programa de 2007,
ainda vigor em todos os outros anos de escolaridade. De-
vem além disso ser desenvolvidos os estudos necessérios
para a avaliagio fundamentada do programa de 2007, ten-
do em vista a realizacio dos ajustamentos e reformulacdes
que venham a verificar-se convenientes, numa logica de
continuidade e ndo de rotura.

r do atual P ma de Mate-

ino Secundario. A exemplo do que se
passou com o PMEB, foi também recentemente conheci-
da uma proposta de programa de Matematica A para o en-
sino secundario que visa a substituicio do programa atual
sem que tenha sido realizada qualquer avaliacio dos resul-
tados da sua aplicacio. Esta proposta foi ja objeto de criticas
profundas, nomeadamente pela adocio de uma concecdo
de uma Matemadtica escolar de pendor formalista e exces-
sivamente abstrata, expressa numa extensa listagem de te-
mas matematicos que vird a causar problemas de exequibi-
lidade, onde sdo introduzidos muitos topicos matematicos
novos, em numerosos casos muito desadequados ao ensi-
no secundério. Nesta situac3o, e para que ndo se repita o
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que ocorreu no ensino bésico, consideramos que deve ser
suspenso o processo de elaboragio de um novo programa
de Matematica A, mantendo-se em vigor o atual programa
até que sejam feitos os estudos convenientes para a avalia-
¢do da sua aplicagio.

elaboracio de um nove plano de formagio continua de
ssores em colaboragdo com institui¢des de ensino su-
perzor e o reforco da elaboracio de materiais de apoio a essa
formacio consonantes com as orientactes curriculares in-
ternacionalmente reconhecidas para o ensino da Matema-
tica. Existem exemplos num passo recente de processos de
formacdo continua de professores em larga escala que de-
ram frutos reconhecidos e que podem servir de base a novos
programas a desenhar no futuro. Existem outras modalida-
des, como os «estudos de aula» que tém sido experimenta-
das com sucesso. Exige-se do ministério da educagio acdes

concretas de apoio a iniciativas neste campo.

1 propondo -se, aAPM de-
senvolver acoes tendo em vista o envolvimento das institui-
coes de ensino superior com responsabilidades na formagio
inicial de professores, nomeadamente no dominio da Mate-
matica e da Educagdo. Sendo importantes as condicdes de
acesso, s3o muito mais importantes as condi¢bes em que
decorre a formacdo matematica e didéatica dos futuros pro-
fessores de todos os niveis de ensino (incluindo o ensino
superior) e, para além da discuss3o dos principios ja en-
saiada em momentos anteriores, é importante discutir as
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condicoes efetivas necessarias para uma adequada prepa-
racio dos futuros professores.

5. O incremento da informacio e sensibilizagdo da opinid
publica relativamente as posicoes e propostas da APM so-
bre o ensino da Matemética, propondo-se para isso reforcar
a sua intervencdo para divulgacdo e esclarecimento dessas
propostas e posicoes junto da comunicagao social, da co-
munidade educativa, sindicatos, associa¢des de pais, asso-
ciacdes culturais, organizacdes ndo governamentais e gru-
pos parlamentares e o Conselho Nacional de Educagao no
sentido de aumentar a sua sensibilidade e informacio so-
bre as posicdes e propostas da Associagdo de Professores
de Matemitica a este respeito.

do a ser

a que en

sob a égide deste ministro da educagao cuja acio tem vin-

do a causar grande desestabilizagdo nas escolas e entre os
professores e que tem revelado evidente incapacidade para
perceber os problemas atualmente existentes no ensino da
Matematica — muitos dos quais por ele criados ou forte-
mente agravados — bem como manifesta impreparacio
nos diversos campos da politica educativa, ndo s6 no que
respeita ao ensino bésico e secundério, mas também ao
ensino superior,

19 de dezembro de 2013
Lurpes FIGUEIRAL
DIRECAO DA ASSOCIACAO DE PROFESSORES DE MATEMATICA

A Educagio e Matemdtica (EM) é uma publicagio da Associagdo de Profes-
sores de Matemética (APM). E uma publicacio periédica, sai cinco vezes
por ano e um dos seus niimeros anuais € tematico. A revista aborda ques-

toes relacionadas com o ensino e aprendizagem da Matemitica. Dirige-se
aos professores de Matemadtica, de todos os niveis de ensino, em especial aos s6cios da APM, constituindo um meio de comunicagio

privilegiado da Associagdo, em Portugal e no estrangeiro. Os principais objetivos da Educagio ¢ Matemdtica sdo:

»Promover a troca de ideias e experiéncias entre professores;

«Estimular a reflexdo sobre problemas e desafios da educagio matemdtica;

«Discutir temas atuais e importantes da educagio; matematica e da educagdo em geral;
-Fornecer elementos de trabalho para as praticas dos professores;

«Divulgar informacio relevante para os professores.

A Educagiio e Matemdtico publica textos de natureza diversa. Vive muito da contribuicio dos socios, que s3o autores da maior parte

dos artigos. Estas contribui¢ces passam por ideias, pontos de vista, comentarios, relatos de experiéncias, artigos de opinido, recen-

soes de livros, resolucdo de problemas, noticias ...

. A EM tem um conjunto de sec¢des de natureza diversificada, algumas das quais

com cariter permanente. A revista tem uma equipa redatorial a quem compete desenvolver todo o trabalho de recegdo e revisao de
artigos, bem como organizar a prépria revista. A semelhanca das outras revistas informativas, a Educagio e Matemdtica assegura o
respeito pelos principios deontolégicos e pela ética profissional dos jornalistas, assim como pela boa fé dos leitores.
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CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA CRISTINA LOUREIRO

De novo os Quadrildteros (1)

Quando pessoas diferentes olham para uma figura nem todas veem o mesmo. Este é certamente um dos aspetos que di-

ficulta o ensino da geometria. Johnston-Wilder e Mason (p. 53) defendem a utilidade de dizermos o que vemos, e quan-

do o fazemos num grupo depressa descobrimos que aquilo que para uns é mais saliente, para outros nio teve importan-

cia ou ndo mereceu atencdo. Afirmam que o desenvolvimento do raciocinio geométrico depende da nossa capacidade de

identificar e reconhecer relacdes geométricas que sdo Uteis e isso pode desenvolver-se através da participacdo em discus-

sbes em que ouvimos o que os outros tém para dizer e em que cada um pode defender o que vé.
A tarefa que se propde foi construida para provocar discordéncias. Perante estes 9 quadrildteros hd quem seja mais
sensivel a uma relacdo entre os elementos de cada figura do que a outra. A rede ponteada ortonormada que sustenta os

quadrildteros constitui um suporte indispensavel dos raciocinios que se pretendem fazer.

A B C

Referéncias Bibliograficas

1. Ha algum quadrilatero
repetido? H4 intrusos no grupo
de quadrildteros?

Carateriza a familia de
quadrildteros que consideraste.
Acrescenta mais algum exemplar
que aches que deve pertencer &
familia que escolheste.

2. Dos 9 quadrilateros
apresentados qual é o que tem o
maior perimetro?

Serd possivel acrescentar algum
quadrilatero a este grupo de 9 e
que tenha um perimetro maior?
Se sim, acrescenta, se n3o
porqué?

3. Dos 9 quadrildteros
apresentados qual é o que tem a
maior 4rea?

Ser4 possivel acrescentar algum
quadrilatero a este grupo de 9 e
que tenha uma drea maior? Se
sim, acrescenta, se ndo porqué?

Johnston-Wilder, Sue e Mason, John (Eds.) (2005). Developing Thinking in Geometry. London: The Open University.

CADERMO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA

Cristing Loureira
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O papel da tecnologia na aprendizagem
da matemadtica. Um exemplo com recurso
ao Geogebra'

Hoje em dia ndo podemos falar do ensino e aprendizagem
da matemadtica sem referir o papel da tecnologia. |4 temos
vérias décadas de trabalho e investigacdo sobre este fend-
meno, mas parece que ainda ha um longo caminho a per-
correr. Do ponto de vista do curriculo prescrito (Gimeno-
Sacristdn, 1998) as indicacdes e orientacdes sdo no minimo
controversas, envolvendo avancos e recuos que dio sinais
contraditérios para os professores que tém que modelar
esse mesmo curriculo de modo a colocd-lo em acio na sala
de aula. A investigacdo mostra-nos que hé beneficios ine-
quivocos na utilizagdo da tecnologia, embora a sua efetiva
integracdo na sala de aula ainda necessite de um trabalho
sistemdtico que integre as ferramentas disponiveis de for-
ma a criar ambientes de aprendizagem auténticos.

Muitas vezes o uso que é proposto aos alunos nio tem
um cardter sistematico, envolvendo a realizac@o de tarefas
esporadicas em situacdes de aprendizagem muito particu-
lares. Os ambientes de aprendizagem criados nestes con-
textos diferem bastante daqueles a que os alunos estdo ha-
bituados alterando significativamente as normas da sala
de aula vigentes. Ainda assim é possivel verificar que este
tipo de abordagens podem revelar-se uma mais-valia na
aprendizagem de conceitos que por vezes o professor con-
sidera adquiridos por os mesmos j4 terem sido abordados
em diversos tépicos do curriculo em anos de escolaridade
anteriores.

A situacao de aprendizagem que a seguir se descreve in-
sere-se no curriculo do 9.° ano de escolaridade, no estudo
das propriedades geométricas da circunferéncia com recur-
so ao software Geogebra. E a primeira vez que estes alunos

Figura 1. Angulo inscrito na circunferéncia.

14

utilizam este programa computacional no ano letivo, em-
bora tenham alguma experiéncia de utilizacao do compu-
tador com base noutras ferramentas, como por exemplo a
folha de cilculo. No episédio que se apresenta procura-se
mostrar como € que o software pode dar feedback ao profes-
sor no sentido de saber se alguns dos conceitos elementa-
res estdo ou ndo reificados (Sfard, 1992).

O ambiente de aprendizagem criado envolve a realiza-
¢d3o de uma ficha de trabalho relativa ao Angulo ao centro
e Angulo inscrito (12 parte em anexo), realizada por alunos
que trabalham em diades e onde se pretende que estes de-
duzam as propriedades que lhe s3o enunciadas. A recolha
dos dados foi apoiada pela gravacio das acdes e didlogos
da diade, através da gravacio do ecrd do computador, que
nos permitiu aceder ao modo de pensamento exterioriza-
do pelas alunas Carla e Maria.

A tarefa consistia em comecar por desenhar um &ngu-
lo inscrito na circunferéncia, como se mostra na Figura 1, e
de seguida desenhar um &ngulo ao centro, como mostra a
Figura 2,

Depois era pedido para medir as amplitudes dos dois
4ngulos, registar numa tabela da Folha de Calculo e voltar
a repetir o processo até obter dez pares de medicdes no to-
tal, como se exemplifica na Figura 3.

Com o objetivo de caracterizar a compreensdo manifes-
tada pelo grupo Carla e Maria no que se refere ao conceito
de dngulo e de semirreta vamos analisar a forma como am-
bas abordaram a primeira parte da tarefa. Comecaram por
ler a tarefa e realizar os primeiros passos pedidos. As pri-
meiras dificuldades surgiram na manipulacdo da ferramenta

Figura 2. Angulo inscrito e ao centro.
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Figura 3. Simulagio da construgdo da tabela.

porque ndo conseguiam fixar o ponto B (passo nimero 3).
Depois de vdrias tentativas percorrendo os vérios separa-
dores, chamaram a professora para as ajudar. Para cons-
truir o dngulo inscrito na circunferéncia, a Maria comecou
por desenhar uma reta, como mostra a Figura 4.

Carla: Tés a fazer retas! Nao é essal Volta para atras!

[A Maria apaga a ultima ac3o.]

Carla: Volta ao menul!

[A Maria passou o rato entre as op¢des de construir uma
reta, uma semirreta ou um segmento de reta. Mos-
trou-se indecisa entre as duas ultimas op¢des, pas-
sando o rato constantemente entre elas.]

Carla: Parall Péralll Pode ser essal Segmentos de reta,
para unir BDC!

[A Maria constrdi o tridngulo BDC.)

Carla: Boalll

As alunas ficaram satisfeitas quando conseguiram construir o
tridngulo. Esta atitude parece mostrar que elas confundiram
a nocdo de dngulo com a de tridngulo, pois ambos necessi-
tam de trés pontos. Ao longo desta construgdo mencionam
vérias vezes BDC uma para a outra. Ndo devem ter reparado
que a alinea pedia para construirem um &ngulo com vértice
em D, ou poderiam pensar que conseguiriam medir o dngu-
lo apenas se estivesse presente num tridngulo.

A Maria olhou para o computador dos colegas do lado
e verificou que, estes n3o tinham construido um tridngulo,
por isso, chamou a professora para se certificar que esta-
vam no bom caminho. A professora chamou a atenc3o para

Figura 4. Reta desenhada pela Maria.

o facto da ficha pedir para construir o dngulo BDC e nio o
tridingulo BDC e relembrou, com as alunas, a nogo de 4n-
gulo. As alunas chegaram a conclus@o que tinham de apa-
gar o tridngulo e desenhar duas semirretas, no entanto, de-
senharam duas retas, a reta DC e a reta DB. Para a alinea
que pede para desenhar o dngulo ao centro CAB, construf-
ram as retas AC e AB, como mostra a Figura 6. Daqui pode-
se depreender que as alunas confundiram as trés nocdes,
reta, semirreta e segmento de reta. Mesmo depois de te-
rem refletido que era necessério construir duas semirretas,
elas construiram retas.

Passaram ent3o & medicdo dos 4ngulos, abriram a fo-
Iha de célculo para construir a tabela pedida, colocaram as
amplitudes dos angulos digitando os valores e anotaram as
primeiras medicdes. Quando lhes era pedido para mover o
ponto C, ndo o conseguiram fazer, desiludidas por neces-
sitarem novamente de auxilio, chamaram a professora que
as ajudou a refletir, mais uma vez, sobre a noc3o de angu-
lo. Depois apagaram todas as retas desenhadas e construf-
ram duas semirretas mas sem a mesma origem, como ilus-
tra a Figura 7 e fizeram o mesmo na construcdo do angulo
ao centro.

As alunas continuaram a mostrar n3o ter presente a no-
¢do de Angulo, parece que o importante para elas é que re-
tas, semirretas ou segmentos de reta se cruzem.

Voltaram a construir a tabela na folha de calculo, des-
ta vez arrastando os valores das amplitudes para a tabela.
No entanto, ao verificarem que ndo conseguiam mover, no-
vamente o ponto C, voltaram a pedir ajuda. A professora

Figura 5. Triangulo construido

pelas alunas. pelas alunas.

Figura 6. Retas construidas

Figura 7. Duas semirretas sem a mesma origem
para a construgdo do angulo inscrito.
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questionou-as no sentido de compreenderem que as semir-
retas tém de ter a mesma origem e construiram as semir-
retas de forma correta.

Este episédio mostra-nos que de facto os conceitos de
angulo, reta, semirreta e segmento de reta manifestados
pelas alunas n3o estavam compreendidos e consequente-
mente elas ndo conseguiam manejd-los para construir novos
objetos matemiticos que estavam a ser solicitados. Dado
que sdo conceitos elementares, que ja foram abordados ao
longo do 2.° e 3.° ciclos do ensino bésico. que elas frequen-
tam, seria de esperar que os mesmos j4 estivessem reifica-
dos e que os conseguissem usar para construir os novos
conceitos que agora eram abordados. Nas tarefas seguin-
tes estas alunas j4 ndo manifestaram dificuldades quando
confrontadas com estes conceitos, apresentando mesmo
um desempenho muito bom. E neste sentido que conside-
ramos que o software desempenhou um papel fundamen-
tal na construcdo destes conceitos, proporcionando a es-
tas alunas uma experiéncia matematica que até aqui nunca
lhe tinha sido oferecida. O uso de ferramentas que permi-
tam abordar os conceitos a partir das suas multiplas repre-
sentacdes desempenham um papel eficaz na compreensio
dos mesmos, podendo o professor desta forma monitori-
zar e consolidar os conhecimentos dos seus alunos.

Nota

1. Trabalho financiado por fundos nacionais através da FCT
— Fundacao para a Ciéncia e Tecnologia no 4mbito do
Projeto Promover o Sucesso em Matemdtica (contrato
PTDC/CPECED/121774/2010).
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ESCOLA BASICA DOS 2.° E 3.° CICLOS Datar [/
Ficha de Trabalho de Matematica Propriedades Geomeétricas das circunferéncias
Nome: N.% Turma: B 5.° Ano

Objetivo: Estudar as propriedades geométricas das circunferéncias utilizando o software Geogebra.

Tarefa 1 — Angulo ao centro e Angulo inscrito
1. Abre o GeoGebra.

Desenha uma circunferéncia de centro A e raio a tua escolha [@J

Fixa o ponto B, nas propriedades dos objetos: seleciona «Fixar objeto».

2
3
4. Representa dois pontos na circunferéncia, Ce D m
5

Sabendo que um dngulo inscrito numa circunferéncia € o que tem vértice nesta e os lados contém cordas, desenha o

angulo BDC .

6. Sabendo que um dngulo ao centro numa circunferéncia é o que tem o vértice no centro desta e os seus lados contém

raios, desenha o dngulo CAB (altera a cor das semirretas).
7. Mede a amplitude do &ngulo ao centro e do angulo inscrito -é',]

8. No menu Exibir, seleciona a Folha de Célculo.

Folha de Cdlculo _
A B
5" 1 | Anguloinscrito | Angulo ao centro
. =

57.97*

9. Regista os teus valores numa tabela da folha de cdlculo, semelhante a da figura: | 2 '

10. Move o ponto C e volta a registar os novos valores obtidos dos angulos na tabela.
11. Repete o ponto 9 mais oito vezes, registando sempre os valores dos dngulos na tabela.

12. Guarda o ficheiro com o nome da tarefa e o teu nome (Exemplo: T1_Ana2_Sofial7)

13. Analisa cada linha da tua tabela e regista as tuas conclusges?

16
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Dividir-em quadrado:
Uma higtéria.aosquadradinhos

PEDRO AIMEIDA
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a distancia de F ao lado AB (ou a AD) é um terco da me-
dida do lado.

Verifiquei recorrendo a meias voltas: o ponto G foi ob-
tido por meia volta de G com centro em F, e o ponto F por
meia volta de F com centro em G. Como nio tinha a certe-
za se F caira exatamente sobre o lado CD, usei a ferramen-
ta de medida do programa para verificar se realmente GF
era ou ndo um terco do lado do quadrado.

Fiquei satisfeito mas o sucesso motivou-me a ir mais
além. A divisao em 5 partes passou ser especialmente que-
rida pois, a partir dela obteria uma desejada divisio em dez
partes iguais. Continuei a experimentar intersecoes entre
outros segmentos, agora ja recorrendo ao programa de ge-
ometria dindmica e nio a dobragens.

Obtive a solucdo quando substitui a diagonal AC pelo
segmento HC, sendo H o ponto médio de AD (figura 2).
Sobre o ponto de intersegio, tracei a perpendicular ao lado
mais proximo e obtive o ponto J. Recorri a meias voltas su-
cessivas até obter o ponto I'' que caiu sobre o lado BC.

Dividindo assim o lado do quadrado, consigo dividir o
quadrado em cinco partes iguais e, por divisio destas ao
meio, esta dividido em 10 partes.

Considerei que tinha alcancado o meu objetivo, o de
achar as divisdes que me faltavam. Repare-se que com as
divisGes em 3 e em 5 conseguia também a divisio em 6, 9
e 10 partes iguais. S6 me faltava a divisio em sete, mas o
interesse marinou, mais uma vez, até encontrar uma ami-
ga que me renovou o interesse. «Acho que em 7 nio d4,
exclamei a brincar, o 7 é um primo tramado».

Mais do que a divisdo em 7 partes iguais o que intriga-
va era 0 modo de demonstrar que estas divisoes funciona-
vam, sem recorrer a experimentacio.

Al
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Figura 2

Pensei que s6 obteria a divisdo em 7 partes iguais se
encontrasse alguma regularidade no processo. Além dis-
so, essa regularidade poderia ajudar-me a ver uma explica-
¢3o geométrica para o efeito.

Como tinha obtido sucesso com interse¢do de segmen-
tos que ligavam vértices a pontos médios dos lados, resolvi
continuar.

A figura 3 mostra ja um desenvolvimento dessa procu-
ra de regularidade. Tracei sobre o quadrado os segmentos
ED e EC, depois AG e BF, sendo E, G e F os pontos mé-
dios dos respetivos lados. Assinalei as intersecoes H, I, ] e
K e, recorrendo (outra vez) a sucessivas meias voltas veri-
fiquei que o segmento HI media um terco do lado e que o
segmento JK correspondia a um quinto do lado. Encontra-
dos os pontos H e I tracei os segmentos AH e BI, os quais
intersetam ED e EC em ] e K (ja assinalados anteriormen-
te), eem N e O. De seguida verifiquei que NO media a séti-
ma parte do lado do quadrado. Curioso como este processo
vai definindo sucessivamente segmentos com comprimen-
to expresso por fracdes unitarias de denominador impar.
Porque ndo uma sucessio com denominador natural?

Recomecei. A teimosia (e uma dose de intuicio) dizia-
me que encontraria sobre uma diagonal os pontos que me
dariam a sucessiva divisio em 1/2, 1/3, 1/4,... porque, se
bem se lembram foi sobre uma diagonal que encontrei 1/3
e 1/2j4 14 estava.

A figura 4 mostra como fui tracando segmentos que se
intersetam com a diagonal BD.

O primeiro segmento é a diagonal AC. Pelo ponto de
intersecio E tracei uma perpendicular a CD e determinei
o ponto de intersecio F.
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Figura 3

Traco o segmento AF que se intersecta com BD em G.
Trago a perpendicular a CD e determino o ponto de inter-
secdo H. Repito o procedimento: trago AH, encontro a in-
tersecdo I, desenho a perpendicular a CD passando por I e
marco a intersecdo |. Deste modo vou obtendo sucessiva-
mente a divisdo do lado do quadrado.

0 segmento EF (igual a FD) é 1/2 de CD; o segmento
HD é 1/3 de CD... o segmento PD divide o lado em 7 partes
iguais e continuaremos por af adiante se seguirmos sem-
pre o mesmo procedimento.

Até agora a verificacdo das ditas divisdes em partes iguais
foi sempre obtida recorrendo a meias voltas e aparente coin-
cidéncia de pontos sobre pontos ou segmentos. Ora isso
nio chega, é como as dobragens feitas a olho. E preciso en-
contrar provas mais validas. Nesta altura, um olhar mais
atento encontraria as tais provas, mas eu deambulei por
percursos tortuosos, levantando novas questdes e encon-
trando alguns becos muito curiosos. E neste ponto da his-
téria que consigo entusiasmar duas colegas em busca de
uma ferramenta que mostrasse que as divisoes funciona-
vam rigorosamente. De trés maneiras diferentes usimos a
semelhanca de tridngulos para mostrar que os tais segmen-
tos dividiam exatamente o lado do quadrado (e a diagonal)
em partes iguais. O teorema de Tales também ajuda.

Os tridngulos ABF e DFE sao semelhantes, pois

— os dngulos AFB e DFE sdo verticalmente opostos,

— os angulos EDF e ABF sio alternos internos, assim

como FAB e FED.

Sendo E o ponto médio, o segmento DE € 1/2 de AB e por-
tanto a razio de semelhanca é 1/2. O segmento DF divide
BF em 2 partes iguais, logo é 1/3 da diagonal.

a— ®

B C

Figura 4

De acordo com o teorema de Tales, sendo paralela ao
lado AD a reta que passa em F, a sua interse¢do em G com o
lado CD marca o segmento DG que é 1/3 do lado, tal como
DF é 1/3 da diagonal.

Se agora tragarmos o segmento AG, teremos os trian-
gulos ABH e DHG semelhantes tal como os referidos na
figura 5. Entretanto sabemos ja que DG ¢ 1/3 do lado. Por-
tanto DH é 1/3 de BH, sendo entdo 1/4 da diagonal. Tal
como fizemos para a figura 5, a intersecdo da reta paralela
ao lado AD que passa em H define um segmento DI que &
1/4 do lado, tal como DH é 1/4 do lado (figura 6).

Como se pode ver poderemos continuar recursivamen-
te a definir segmentos do lado do quadrado que correspon-
dem a uma sucessio de fracdes unitarias de denominador
natural.

Como disse no inicio, vale a pena olhar para o percur-
so que fiz. Nao é exagero reconhecer que se tratou de uma
«experiéncia matematica». Uma experiéncia que progre-
diu mais a custa de perguntas que de respostas, num ci-
clo de conjetura e verificagdo, de palpites que suscitavam
novos interesses que me levaram a novas paisagens (figu-
ra 7). Outro ingrediente desta experiéncia é a autoria do
problema, fui eu que o criei e o vivi com o entusiasmo in-
génuo de quem pensa descobrir algo novo. Numa pesqui-
sa superficial pela Web encontrei o teorema de Haga, mas
deve haver muito mais coisas relacionadas com isto. Para
além das atitudes, ha a considerar o papel desempenhado
pelo software de geometria dinimica (GEOGEBRA). A fa-
cilidade e rigor com que se fazem as construcdes e as fer-
ramentas que auxiliam na verificago de resultados impul-
sionam a realizacio de mais experiéncias antes de passar
a fase de demonstragio e que para ela contribuem. Infeliz-
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mente a escola, falo de um modo geral, ndo promove estas
atitudes e elas parecem-me essenciais no desenvolvimento
de competéncia matemadtica. Inquieta-me a conceciio sobre
a aprendizagem da Matematica que se limita a capacida-
de de resolver os exercicios ou problemas, sustentada pela
pratica intensiva, pelo treino de tarefas de aplicacio. Isso é
essencial, mas quando se olha para a motivacio e envolvi-
mento dos alunos e se descobre que eles mesmos j4 nio es-
tio minimamente interessados em compreender os conhe-
cimentos que adquirem (?) e s6 querem é passar no teste
e no exame... E quando eles nos dizem que a Matematica

Vg
ohe
~19

€ aquela disciplina em que para passar no exame sé preci-
sam de treinar muito. Estamos a formar o qué, maquinas
de calcular?

Nota

1 Simplifiquei a0 maximo a notacdo e ndo me parece que
no decorrer do texto se crie alguma ambiguidade por
causa disso.

PEDRO ALMEIDA
Escora Suprerior pE Epucacio pE LisBoa
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Seré que identificimos eixos de simetria?

GuIDA RocHA, SANDRA NOBRE

No 1.° ciclo a exploragdo do conceito de simetria de refle-
x3o tem sido um grande desafio para professores e alunos.
Enquanto professoras sentimos necessidade de clarificar o
que entendemos sobre este conceito pelo que adotamos a
definicdo apresentada por Veloso (1998), na qual uma figu-
ra tem simetria de reflexdo se existe uma isometria do pla-
no da figura, definida por um eixo, que deixa a figura inva-
riante, ou seja, alguns pontos da figura podem mudar de
posico mas a figura no global ndo se altera. Para trabalhar
o conceito de simetria de reflexdo é fundamental o recur-
so a tarefas que facam apelo ao uso de material concreto e
que facilite a compreensao destes conceitos por parte dos
alunos (Veloso, 1998). A escolha dos recursos, bem como
a sua utilizacdo é essencial na aprendizagem dos concei-
tos pelo que devem ser bastante ponderados por parte do
professor.

Este artigo surge como reflexdo de uma aula, de cerca
de noventa minutos, numa turma do 4.° ano, na qual o prin-
cipal objetivo foi «Identificar no plano eixos de simetria de
figuras» (Ministério da Educagdo, 2007, p. 23), neste caso
concreto de alguns poligonos regulares. O ponto de parti-
da da nossa reflexdo foi o propésito principal do ensino da
Geometria, do programa de Matemdtica do ensino bésico
de 2007, o qual incide no desenvolvimento do sentido espa-
cial, com énfase na visualizagdo e na compreensao de pro-
priedades de figuras geométricas, bem como na utilizacao
destes conhecimentos e capacidades na resolugao de pro-
blemas em contextos diversos. Refletimos sobre as op¢des
metodolégicas e algumas das limitagdes que sentimos du-
rante e apés a implementagdo da tarefa.

A aula foi planificada tendo em conta o trabalho prévio
desenvolvido com estes alunos no tema Geometria, uma
vez que a primeira autora foi professora da turma desde o
2.2ano. No 3.° ano, no estudo da simetria de reflexdo, a pro-
fessora propds tarefas em que os alunos completaram figu-
ras, sendo apresentada parte da figura e um ou dois eixos

de simetria (eixo horizontal, eixo vertical ou ambos). Para a
visualizagdo das figuras os alunos manipularam espelhos e
miras, no entanto a maioria ndo conseguiu completar as fi-
guras como se pretendia. A falta de rigor no manuseamen-
to do material levou a que os alunos nao colocassem os re-
cursos disponiveis sobre o eixo de simetria, pelo que ndo se
verificou a invariancia da figura. O incorreto posicionamen-
to do espelho e da mira, limitou a compreensdo do conceito
de reflexdo, uma vez que os alunos nao observaram o que
se pretendia, logo ndo atingimos o nosso objetivo. Na aula
seguinte a nogao de eixo de simetria foi trabalhada a partir
da dobragem de figuras. Foram distribuidas pelos alunos,
figuras ja com os eixos de simetria representados. Apés do-
bragem das figuras pelos eixos de simetria, os alunos con-
clufram que «ao dobrarmos a figura pela reta que indica o
eixo de simetria, as duas partes da figura coincidem ponto
por ponto, caso contrério a reta nao ¢ eixo de simetria».

Tendo em conta as dificuldades no uso de espelhos e
miras e uma vez que a técnica de dobragem resultou no 3.°
ano, na planificacdo deste tépico no 4.° ano optdmos por
sugerir a dobragem como método de verificacdo da exis-
téncia de eixos de simetria em poligonos regulares, desde
o triangulo ao octégono, aplicando a tarefa da Figura 1.

Apés a entrega do enunciado da tarefa, os alunos, indi-
vidualmente, comecaram por recortar os poligonos regula-
res distribuidos numa folha anexa. De seguida, através de
dobragens tentaram identificar os seus eixos de simetria de
reflexdo. Durante o trabalho dos alunos a professora apro-
veitou para questiona-los acerca do nome dos poligonos.

Surgiram alguns obstéculos durante a implementacao
da tarefa. O primeiro foi no recorte dos poligonos, pois a
falta de precisdo impossibilitou que na dobragem dos po-
ligonos as duas partes coincidissem rigorosamente. No en-
tanto, apesar da falta de rigor, de um modo geral, os alunos
tracaram o resultado das suas dobragens para o tridngulo
e para o quadrado.
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Nome: N2 Anexo A
Vamos descobrir!

1. Descobre todos os eios de si ia de reflexdo em cada polig
regular.

1.1. Com os poligonos que te sdo facultados, no anexo A, experimenta
diferentes dobras, de modo a verificar todos os eixos de simetria,

1.2. Traga os sixos de simetria que encontraste em cada um dos poligonos,

N L
o O

13. Completa a tabela, registando os respetives eixos de simetria.

o
-
o
8

[NZde Tados do| 4|5

ligono reguiar !
N de eixos de |
| simetria . |

1.4. O que concluis?

OO DB D
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Figura 1. Tarefa e anexo com poligonos

O segundo obsté4culo prendeu-se com o aumento do nu-
mero de dobras, 3 medida que o nimero de lados aumen-
tava. A Figura 2 mostra o registo do André que a partir do
pentigono deixa de realizar dobragens e experimenta tra-
car os eixos de simetria recorrendo unicamente a régua.

Outros alunos fizeram as dobras, mas ndo as assinalam
a lépis, acabando por se perder na contagem. Em dezoito,
dez alunos identificaram corretamente o nimero de eixos
de simetria para cada um dos poligonos regulares, embora
n3o tenham sido rigorosos no recorte das figuras e no tra-
car dos eixos. Dos oito alunos que ndo conseguiram encon-
trar todos os eixos de simetria dos poligonos, destacamos
o exemplo de uma aluna que para o pentdgono sé encon-
trou um eixo de simetria e dois alunos que n3o encontra-
ram nenhum. Observdmos que & medida que o niimero de
lados do poligono aumentava poucos alunos continuaram
a utilizar o método da dobragem, pois perdiam-se no nime-
ro de dobras, alguns desses alunos apresentaram os eixos
de simetria, recorrendo a régua, unindo vértices opostos e
os pontos médios dos lados opostos, 4 semelhanca do que
verificaram no quadrado e no tridngulo. Os oito alunos que
n3o tracaram todos os eixos de simetria desistiram no pen-
tdgono, quando se depararam com o aumento do nimero
de dobras possiveis. Sdo exemplos a aluna que sé tracou
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apenas um eixo de simetria no pentdgono e os dois alunos
que nao tracaram nenhum, estes alunos manifestaram ime-
diatamente a sua desisténcia ao dizer «NZo consigol».

Para a discussdo da tarefa, a professora preparou um
exemplo de cada poligono ampliado, que fixou e dobrou
no quadro de acordo com os eixos de simetria. Tentou de-
pois através do questionamento, que os alunos identificas-
sem o nimero de eixos de simetria para qualquer polfgono
regular:

Professora: Como ¢ que posso verificar se ja tenho todos

os eixos de simetria, ao olhar para as figuras?
Daniel: O tridngulo tem 3, o quadrado tem 4, o pentd-
gono tem 5.

Figura 2. Produg¢do do André
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Professora: Porqué?

Daniel: Porque o tridngulo tem 3 lados e 3 vértices, o
quadrado 4 lados e 4 vértices...

Professora: Entdo interessa o nimero de lados e de vér-
tices.... E o hexagono?

Turma: 6

Professora: E se passarmos para um poligono regular
com 20 lados?

Turma: 20 eixos.

Este didlogo foi crucial para grande parte dos alunos siste-
matizarem as suas conclusoes.

A Beatriz apresentou a sua conclus3o e a professora es-
creveu-a no quadro: «O niimero de lados de um poligono
regular é igual ao nimero de eixos de simetria». Os alunos
que n3o chegaram sozinhos a esta conclus3o, copiaram a
resposta da Beatriz para a sua folha de registo.

Concluida a tarefa proposta, a professora usando o tri-
angulo equildtero colocou outras questdes no sentido de
explorar os eixos de simetria, tanto nos poligonos regula-
res com um nimero par de lados como com um ndmero
impar.

Professora: Qual é a regra para descobrir os eixos de si-

metria do tridngulo?

Carlos: O vértice vai unir no lado. (apontando para o

lado oposto)

Professora: O vértice vai unir no meio do lado oposto.

Professora: E no quadrado? Acontece o mesmo?

Alguns alunos: Os dois vértices.

Professora: Que vértices?

Daniel: Opostos

A professora pegou no quadrado e tracou os referidos ei-
xos de simetria.
Professora: |4 tenho dois eixos de simetria e agora?
Aluno C: Dobrar ao meio.
Professora: O qué?
Aluno C: Os lados opostos. E depois a mesma coisa.

De forma andloga a discussdo prosseguiu para poligonos
com um maior nimero de lados. A partir desta discussao,
a professora sugeriu o registo das conclusdes a que os alu-
nos chegaram com base nas suas observacdes. A professo-
ra registou no quadro a questdo: «Quando o numero de la-
dos & impar o que se une?». Virios alunos reagiram a esta
questdo colocando o dedo no ar.

Fernando: Une-se o vértice a...

Turma: ... metade do lado oposto.

Professora: Quando o numero de lados é par?

Gongalo: Unem-se os vértices opostos.
Daniel: E os lados opostos.

O registo das conclusdes no quadro foi intercalado com a
discussdo, sendo utilizadas as expressdes que os alunos
referiram.

Refletindo acerca da atividade descrita, podemos constatar
que ao optarmos por serem os alunos a recortar os poligo-
nos, fornecidos na folha anexa, nos deparamos com uma li-
mitacdo na identificacdo dos eixos de simetria, uma vez que
as figuras passaram a ndo ter simetria. Uma forma de mi-
nimizar este obstaculo poderia ser fornecer folhas de papel
vegetal com os poligonos impressos sem necessidade de
recorte. A transparéncia deste material facilita a dobragem
e possibilita aos alunos a visualizagdo dos eixos de simetria
enquanto retas, o que n3o se verifica na opgdo do recorte.
Atendendo as dificuldades que os alunos manifestaram na
identificacdo e representacio dos eixos de simetria consi-
deramos uma mais-valia a discussdo dos eixos de simetria
para poligonos regulares com numero de lados par e fm-
par, facto que ndo estava contemplado na nossa planifica-
¢do. Contudo, podiamos ainda ter aproveitado para intro-
duzir a no¢do de ponto médio, quando os alunos referiram
«nos poligonos pares unem-se as metades dos lados opos-
tos», o que nao aconteceu.

Esta reflexdo leva-nos a ponderar sobre as nossas op-
¢des relativamente aos materiais a utilizar no estudo da si-
metria de reflexdo e da identificacdo dos eixos de reflexdo,
bem como a estarmos despertas para a necessidade de ri-
gor na linguagem matemdtica, desde os primeiros anos.
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A determinacio do m.d.c. de dois nimeros e a
Subtraccdo reciproca / Algoritmo de Euclides

FLoRINDA CosTA, MANUELA RIBEIRO, M* JOsE CARINHA Bo1a

O conceito de divisibilidade era ja dominado pelos pitago-
ricos! e este arrastava naturalmente a determinacao dos di-
visores comuns de dois ou mais niimeros e, em particular,
a determinagio do m.d.c. de dois ntimeros.

Vamos encontrar a resposta dada pelos pitagoricos a
este Gltimo problema nas proposicdes 1 e 2 do Livro VII
dos Elementos de Euclides™:

Elementos VII, 1 — Dados dois niimeros distintos, e subtrain-
do-se continuamente de cada vez o menor do maior, se o nime-
ro que resta nunca medir o anterior até que reste uma unidade
entio os numeros originais sdo primos entre si.’

Elementos V11, 2 — Dados dois niimeros ndo primos entre si, en-
contrar a sua maxima medida comum.’

Como aplicar estas proposicoes a determinacio do m.d.c.,
por exemplo, de 14 e 32?

1. Partimos do par (14, 32) em que 14 € 0 14 32
menor.
2. O menor 14 é subtraido ao maior 32. 14 18

Substituimos o maior pela diferenca e
CONSEIvamos o menor.

3. Voltamos a repetir o passo 2 subtraindo 14 4
agora 14 a 18,
Ficamos com o par (14, 4) em que agora 4
é o menor.

4. O menor 4 é subtraido ao maior 14. 10 4
Substituimos o maior pela diferenca e
CONservamos o menor.

5. Voltamos a repetir o passo 4 subtraindo 6 4
agora 4 a 10.

6. E mais uma vez subtraindo 4 a 6. 2 4
Ficamos com o par (2, 4) em que agora 2 €
0 menor.

7. O menor 2 é subtraido ao maior 4. 2 2
Substituimos o maior pela diferenca e
CONSErvamos o menot.

Chegamos entdo a dois nimeros iguais. Esse nimero co-
mum — 2 — é o m.d.c. dos dois niimeros de que parti-
mos 14 e 32.

Tal processo para a determinacio do m.d.c. de dois nti-
meros, conhecido como Subtracgdo reciproca, antifairese ou
antanairese baseia-se na seguinte propriedade aritmética:

«Dados dois niimeros naturais m e n com m>n, os divisores co-
muns de m e n sio exactamente os divisores comuns do menor
dos nimeros n e da sua diferenca m-n.»

Assim os divisores comuns de 14 e 32, s3o os mesmos de
14e18,14e4,10e4,6e4,2e4,¢e,2¢e 2.
Ora2 éom.d.c.de 2e2,logotambém é o m.d.c. de 2
e4,deGed, .. de 14e32.
Demonstremos a propriedade anterior:
mne N comm>n
d é divisor comum de m e n « d é divisor comum de n e
mn
1. d é divisor comum de m e n = d é divisor comum
denem-n.
Se d é divisor comum de m e n existern nimeros
naturais p e q tais que m=pd e n=qd.
Como m>n, p>gq, logo p—q é também um ntimero
natural e m—-n=(p—q)d, logo d & divisor de m-n.




Como d é também divisor de n, d é divisor comum
denem-n.

2. d édivisor comum de n e m—n = d é divisor comum
demen.
Se d é divisor comum de n e m—n existem niime-
ros naturais 1 e s tais que n=rd e m-n=sd.
n+(m-n)=rd+sd
m=(r+s)d
Ora r+s é um namero natural, logo d é divisor de
m. Como d é também divisor de n, d é divisor co-
mum de m e n.

Ao aplicarmos a Subtracgio reciproca a determinacao do
m.d.c.(14, 32) encontrimos um processo finito e chega-
mos a dois niimeros iguais. Serd que tal situagdo se veri-
fica sempre?

Partimos de dois nimeros naturais m e n com m=>n,
mantemos o menor, 1, € substituimos o maior, m, pela di-
ferenca m—n, logo por um ntimero inferior. Vemos assim
que a sequéncia dos maiores nmeros de cada par ¢ estri-
tamente decrescente, logo finita. Assim ao fim de um na-
mero finito de passos, quando muito igual ao maior dos
nGmeros, nio é possivel subtrair o menor do maior, ora tal
facto s6 pode vir da igualdade dos dois nimeros.

O processo anterior pode ser condensado em:

32 i 14 14 l 4 4 i 2
4 2 2 3 0 2
m.d.c.(14, 32) = 2 (Gltimo divisor)
Comparemos:

Subtraccio reciproca Processo condensado

14 32 32 |14
14 18 4 2
14 4

Subtraimos duas vezes 14 a 32, e resta 4

10 4 14 \4
6 4 2 3
2 4

Subtraimos trés vezes 4 a 14, e resta 2

2 . 4 2
0 2 0 2
Subtraimos duas vezes 2 a 4, e resta 0

NB: Na Subtraccio reciproca subtraimos 2 apenas uma vez
a 4 mas fichmos com resto 2, logo podemos voltar a sub-
trair 2 até obtermos resto zero.

Os gregos nao levavam o processo até ao fim, isto &, até
ao par (0, 2) porque nao tinham simbolo para o zero. Fica-
vam-se pelo par de nimeros iguais (2, 2).

Este processo condensado da Subtraccao reciproca é cha-
mado Algoritmo de Euclides.

A Subtraccio reciproca foi também usada por Teete-
to* para determinar a maxima medida comum de duas
quaisquer grandezas do mesmo tipo. Encontramos tal re-
feréncia nas proposicdes 2 e 3 do Livro X dos FElementos de
Euclides.

Elementos X, 2 — Se, quando a menor de duas grandezas desi-
guais é continuamente subtraida de cada vez da maior, e aque-
la que resta nunca medir a anterior, entdo as grandezas sdo
incomensuréaveis®.

Elementos X, 3 — Dadas duas grandezas comensurdveis, encon-
trar a sua méaxima medida comum”.

Vemos assim que:

« Elementos VII, 1 e 2 permitem averiguar se dois nt-
meros distintos sdo ou nio primos entre si e, caso
nio sejam, determinar o m.d.c. dos dois nimeros;

. Elementos X, 2 e 3 permitem averiguar se duas gran-
dezas sio ou nio incomensuréaveis e, caso nao se-
jam, determinar a maxima medida comum das duas
grandezas.

Estamos agora em condicdes de ilustrar geometricamen-
te a Subtraccdo reciproca / Algoritmo de Euclides. Retome-
mos a determinacdo do m.d.c. (14, 32).
1. Partimos do par (14, 32). Construimos dois segmen-
tos de recta de comprimentos 32 e 14 ou seja um rec-
tangulo 32x14.

32

14

2. A 32 retiramos 14, 0 maior nimero possivel de ve-
zes — 2, e resta 4, ou ao rectingulo 32x 14 retira-
mos o maior quadrado possivel — 14x 14, o maior
namero de vezes possivel — 2, e resta um rectin-
gulo 4x14.
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14 14 4

14

3. A l4retiramos 4, o maior niimero possivel de vezes
— 3, e resta 2, ou ao rectingulo 4 x 14 retiramos o
maior quadrado possivel — 4 x4, o maior ntimero
de vezes possivel — 3, e resta um rectdngulo 4 x 2.

4. A 4 retiramos 2, o maior niimero possivel de vezes
— 2, e resta zero, ou ao rectingulo 4 x 2 retiramos o
maior quadrado possivel — 2x2, 0 maior nimero
de vezes possivel — 2, e acabamos de pavimentar o
rectdngulo inicial 32 x 14.

Por sermos defensoras da implementacdo de uma metodolo-
gia que proporcione a todos os alunos oportunidades de vi-
véncia de diferentes tipos de experiéncias de aprendizagem,
estamos a propor uma sequéncia de tarefas que favoreca a
integracdo da histéria da matematica no seu ensino.

Concretamente, as tarefas enquadram-se no programa
do 2.° ciclo no contetdo dos divisores comuns de dois nu-
meros e na determinacdo do méximo divisor comum.

A utilizacao dos processos designados por Subtraccio
Reciproca e Algoritmo de Euclides, que surgiram h4 cerca de

O lado deste tGltimo quadrado retirado — 2, é o m.d.c.
(14, 32).

Notas

1. Pitdgoras de Samos viveu na segunda metade do século
VIa.C. e fixou-se em Crotona onde fundou uma espé-
cie de confraria, a escola pitagérica.

2. Euclides de Alexandria escreveu os Elementos cerca do
ano 300 a.C.

3. Vide: 84, C. et al. (2000) (p. 277)

4. Teeteto nasceu perto de Atenas e viveu entre 417 e 369
a.C.

5. TradugZo de: http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/

elements/toc.html

Bibliografia e referéncias online

S4, C. et al. (2000). Histéria da Matemdtica. Lisboa: Universi-
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Katz, V. ]. (1998). A History of Mathematics — An Introduction.
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html

Nota: por opgio das autoras, este artigo nio obedece 3s regras do
novo acordo ortografico.
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

GORITMO DE EUCLIDES

DETERMINACAO DO M.D.C

1. Verifica que os divisores comuns de dois ntimeros naturais, por exemplo 30 e 54, sdo os mesmos que os divisores co-
muns do menor e da diferenca entre eles, neste exemplo 30 e 24.

2. Partindo do par (30, 54) forma o par constituido pelo nimero menor e pela diferenca entre ambos. Repete a opera-
¢do até obteres um par de termos iguais.

Determina os divisores comuns dos niimeros de cada par da lista que elaboraste. Confronta e discute os resultados
obtidos com colegas teus. Regista as conclusdes a que chegaste.

3. Os termos do ultimo par obtido na tarefa 2 s3o iguais, pelo que esse niimero é o méximo divisor comum entre os nu-
meros do Gltimo par e também entre todos os pares de numeros que foram sendo obtidos na tarefa 2 e do préprio par
(30, 54) de que partiste.

Determina por este processo o m.d.c. (32, 56).

4. Na figura junta esta representado um rectdngulo de 30 x 54 correspondente ao primeiro par de nimeros da lista da
tarefa 2.

4.1. Ao lado maior deste rectingulo, tira o lado menor tantas vezes quantas as possiveis.
Deves obter um novo rectangulo cujas dimensdes sdo:
— O menor dos dois nimeros dados;
— O resto obtido quando efectuamos as subtracgGes sucessivas possiveis.
Este processo é equivalente a tirarmos ao rectangulo dado o maior quadrado nele contido tantas vezes quantas
as possiveis.
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4.2. Sobre o novo rectangulo obtido efectua o procedimento anterior, isto &, tira-lhe o maior quadrado nele contido
tantas vezes quantas as possiveis.

4.3. Repete o passo 2. até esgotares o rectangulo inicial.
O lado do ultimo quadrado retirado é a maior medida comum dos dois lados do rectangulo inicial, ou seja, o m.d.c.
dos dois nimeros.

5. Constréi o rectangulo 12 x 32 e determina pelo processo utilizado na tarefa 4 o m.d.c. (12, 32).
6. Na tabela seguinte encontras na coluna 1 a lista de pares de ntimeros construida a partir do par 30 e 54 e na coluna 2
as correspondentes diferencas entre os nimeros dos diferentes pares. Sendo a divisfo inteira entendfvel como subtrac-

¢do sucessiva com o mesmo subtractivo, completa devidamente as colunas 3 e 4 :

Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3 Coluna 4

: : Divisao inteira corres-
Diferenca entre os niime-

Par de nimeros pondente as subtractes Interpretacao

d
i ol (sucessivas)
54 | 30 4
(30, 54) S 50 w24 30 cabe em 54 .......
vez(es) e sobra .......
30 | 24 24 cabe ...... vez(es) em
4 30-24=
@2y 24=6 30 e sobra ......
24, 6) 24-6=18
EG 18) 18-6-12 24 | 6 6 cabe ...... vez(es) em
' 24 e sobra ......
(6,12) 12-6=6 Lo
(6, 6) 6-6=0 o

Acabas de determinar o m.d.c.(30, 54) por dois processos: o processo das Subtrac¢des reciprocas (colunas 1 e 2) e o cha-
mado Algoritmo de Euclides, que ¢ um processo condensado do anterior (coluna 3).

O m.d.c. (30, 54) € 6, identificavel no processo das subtraccdes reciprocas por qualquer um dos termos do par de nime-
ros iguais a que chegamos e no algoritmo de Euclides pelo altimo divisor.

Nota: No algoritmo de Euclides ao dividirmos 24 por 6 obtivemos quociente 4 e resto zero, isto &, subtraimos 6 quatro vezes a 24 en-
quanto que na subtraccdo reciproca subtraimos 6 apenas trés vezes a 24 mas ficimos com resto 6, logo podemos voltar a subtrair 6
até obter resto zero.

Os gregos nao levavam o processo até ao fim, ficando no par de nimeros iguais (6, 6) porque ndo tinham simbolo para o zero.

7. Elabora um esquema semelhante para determinar, pelos dois processos, o m.d.c. (42, 98).
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Figura 1
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Figura 2

1. Tragado de uma hipérbole

Quando intersectamos uma superficie cénica de revolucao
por um plano paralelo a duas geratrizes obtenho como sec-
¢do uma hipérbole®. Para indicar como podemos construir
uma hipérbole vamos servir-nos do método que o matema-
tico belga Germinal Dandelin (1794-1847) utilizou nas suas
investigacGes sobre cénicas.

Imaginemos uma superficie cénica de revolucio e um
plano a paralelo a duas das suas geratrizes® — plano a cor
na Figura 1. Imaginemos ainda duas esferas e, e e, — hoje
conhecidas como esferas de Dandelin — interiores i super-
ficie, nas seguintes condicdes: cada uma das esferas é si-
multaneamente tangente ao plano a e — dito de um modo
informal — tangente a superficie conica ao longo de uma
circunferéncia. Ou seja, a esfera ¢, (resp. esfera e,) é tan-
gente ao plano & no ponto F, (resp. F,) e tem em comum
com a superficie cénica a circunferéncia ¢, (resp. circunfe-
réncia c,). Seja P um ponto da hipérbole. A geratriz g que
passa por P ¢é tangente as esferas nos pontos Q e R. Como
F; e R s30 os pontos de tangéncia de duas tangentes (rectas
PF, e g) tiradas por P a mesma esfera e, temos PF, = PR;
analogamente, PF, = PQ. Entio, PF; — PF, = QR. Tendo
em atengdo que, para qualquer P sobre o ramo da hipérbo-
le correspondente ao ponto F, o segmento QR tem compri-
mento constante (sendo o segmento definido pelas inter-

Figura 3

secgdes de uma geratriz ¢ do cone com as circunferéncias
¢ € ¢,) e ainda que, no caso do ponto P estar no ramo de
hipérbole correspondente ao ponto F;, teremos, mutatis
mutandis, um resultado inteiramente anélogo, vemos que
os pontos de tangéncia com as esferas de Dandelin sio os
focos da hipérbole e que a propriedade caracteristica dos
pontos da hipérbole, conhecida desde Apol6nio — constan-
cia da diferenga entre as distincias (maior menos a menor)
de um ponto da hipérbole aos fécos — se demonstra facil-
mente com as esferas de Dandelin.

TRACADO DA HIPERBOLE (DADOS OS FOCOS E A DIFERENCA
CONSTANTE K)
Sejam F;, F, os focos da hipérbole a tracar e considere-
mos (Figura 2):
- um segmento AB igual ao segmento F, F5;
+ um ponto K, no interior do segmento AB; designe-
mos por k o comprimento de AK;
- a semi-recta KB e um ponto genérico L dessa
semi-recta.

Observe a Figura 3. Se tragarmos o segmento F; F, e depois,
com centro em F,; e F,, as circunferéncias a, e a,, de raios
respectivamente iguais aos comprimentos dos segmentos
AL e KL da Figura 2, os pontos de interseccio G e H dessas




Figura 4A. Podemos
supor que o0s
segmentos AB e

k sao iguais aos

da Figura 2, que

Figura 4B. Traco a
circunferéncia de centro B
e raio k; escolho um ponto
qualquer da circunferéncia
para ponto C.

Figura 4C. O terceiro

lado, CD, ¢ oposto a AB

e portanto traco uma
circunferéncia de centro C e
raio AB. O quarto lado tem

Figura 4D. O quadrilitero
final ABCD tem os lados
opostos iguais mas

ndo paralelos! E um
antiparalelogramo.

nos serviram para
construir a hipérbole
da Figura 3.

circunferéncias sao pontos da hipérbole pretendida, pois a
diferenga dos raios é sempre igual a k, para qualquer L. Ana-
logamente, a partir das circunferéncias b, (centro F,, raio
KL da Figura 2) e b, (centro F,, raio AL da Figura 2) pode-
mos obter os pontos de intersecgio I e ], pertencentes ao
outro ramo da hipérbole. Se estivermos a trabalhar com um
programa de geometria dinimica como o Sketchpad, por
exemplo, poderemos entdo tracar os lugares geométricos
dos pontos G, H, I e | quando o ponto L percorre a semi-
-recta KB da Figura 2, obtendo os dois ramos da hipérbole
desejada (a cor na figura).

ralelogramos e antiparalelogramos
Uma definigio habitual de paralelogramo ¢ a seguinte:

Um paralelogramo é um quadrilitero com os lados opostos
paralelos

Aceite esta definicdo, nio é dificil demonstrar que num pa-
ralelogramo os lados opostos sio iguais. Propomos ao lei-
tor que imagine essa demonstracao, comecando por tracar
as diagonais do paralelogramo, ou que a procure num li-
vro de geometria elementar.

comprimento k, e portanto
traco uma circunferéncia de
centro A e raio k. Hd duas
solugoes para o ponto D.
Escolho a solugdo Y para o
lado CD n3o ficar paralelo

a AB!

Serd a reciproca verdadeira? Comeco por definir lados
opostos, para que nos possamos entender: direi que dois
lados opostos num quadrildtero sdo dois lados sem vértices co-
muns. A questdo anterior é portanto a seguinte: se num
quadrilatero os lados opostos forem iguais, estaremos ne-
cessariamente em presenca de um paralelogramo? Se o lei-
tor estd a pensar que sim, entio eu vou mostrar-lhe como
se pode construir um quadrilatero com os lados opostos
iguais e que ndo € um paralelogramo (veja a Figura 4 e leia
atentamente as legendas).

Talvez o leitor esteja a protestar porque os lados deste
quadrildtero se cruzam... mas nés nio combinamos qual
era a definicdo de poligono ou de quadrilitero que adop-
tavamos. Se adoptamos a definicdo mais usual, em que os
lados dos poligonos nio se podem cruzar entio, se os la-
dos opostos s3o iguais, também sao paralelos. Mas acei-
tando que nos poligonos os lados se podem cruzar... entdo
existem quadrilateros de lados opostos iguais e nio para-
lelos! E a definicdo de poligono que vamos adoptar neste
artigo e portanto para nés existe este tipo de quadrilateros:
sdo os chamados antiparalelogramos. ABCD é um desses
quadrilateros.

w
i
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3. Animando um antiparalelogramo...

Avancando um pouco em direccio ao nosso mecanismo
final... vamos supor que o ponto B é um pivot em torno
do qual pode rodar o segmento BC. O segmento CD «em-
purra» o ponto D e obriga o segmento AD a rodar em tor-
no de A. Na Figura 5 mostramos diversas posicoes desse
movimento.

Tal como construimos uma hipérbole de focos A e B
- na Figura 3 designados por F; e F, — podemos agora,
precisamente do mesmo modo, tracar a hipérbole de fo-
cos D e C, considerando ainda como diferenca constante
entre as ditdncias de um ponto da nova hipérbole aos dois
focos a mesma disténcia k, ou seja, o comprimento de CB
(ou AD). Se o leitor estd a acompanhar estas construcdes e
tem um modelo como este construido num programa de
geometria dindmica, como o Sketchpad, poderi arrastar o

Figura 6. Observe bem o leitor esta figura. Identifique os
dois ramos da hipérbole de focos A e B (segmento AB a
preto), tragcados a preto, e depois os ramos da hipérbole
de focos D e C (segmento DC a cor), tragados a cor. Um
ponto preto assinala um ponto que parece comum as duas
hipérboles... e até arriscariamos dizer que os dois ramos,
cada um de sua hipérbole, so tangentes nesse ponto...
(veremos esta circunstancia em detalhe mais a frente no

ponto C (e dai o ponto D) e ver a hipérbole a cor a acompa-
nhar o movimento dos seus fécos D e C. (Figura 6).

O que podemos fazer aqui (em que nio temos movi-
mento) para simular este efeito é traar 4 miniaturas para
diferentes posicoes do ponto C ao rodar em torno de B. E a
Figura 7 da pagina seguinte. Observem-se as posi¢oes su-
cessivas (de I'até I'V) do ponto C, e em consequéncia as po-
si¢oes sucessivas do segmento DC, e dai as posicdes suces-
sivas da hipérbole a cor, e daf ainda os sucessivos pontos
de contacto (tangencial, como veremos) entre as duas hi-
pérboles, assinalados por um ponto a negro. Nas posicoes
I e II, o ponto de contacto entre as duas hipérboles da-se
entre o ramo da direita da hipérbole a preto e o ramo infe-
rior da hipérbole a cor. Mas no posicdo I11 o ponto de con-
tacto volta a aparecer no ramo da esquerda da hipérbole
de focos A e B e no ramo de cima da hipérbole a cor.



Figura 7

No movimento visto no modelo feito no Sketchpad ou
ainda melhor no mecanismo que vamos construir, vé-se
nitidamente o ponto de contacto a fugir para o infinito de-
pois da posicdo I1 e a aparecer do infinito antes da posicao
I11. Também nos dois modelos (em geometria dindmica ou
no mecanismo) a sensacdo de que a hipérbole a cor esti a
rolar sem atrito sobre a hipérbole preta é muito real. Falta
mostrar que realmente em cada momento existe um ponto
de contacto entre as duas curvas e que nesse ponto as tan-
gentes a uma e a outra curva coincidem. E o que faremos
na proxima seccio.

Quando «vemos» uma roda de um automével a rolar sobre
a estrada, o que nos da a sensa¢do de que se trata de um
rolamento sem atrito é o facto de os pontos coincidentes
da roda e da estrada serem em cada momento diferentes
dos precedentes e a estrada (suposta rectilinea) se manter
sempre tangente a roda do carro (0 médulo da velocidade
do ponto da roda deve ser igual ao médulo da velocidade
do carro na estrada).

(¥5]
w
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Figura 8

Para mostrar que a ilusdo que temos ao ver o movimen-
to das duas hipérboles é semelhante™, comecemos por ver
como posso tracar a tangente a uma hipérbole num dado
ponto P (Figura 8).

Reveja a Figura 3, parte da qual retomamos na Figu-
ra 8 embora com etiquetas diferentes. O ramo de hipérbo-
le que estamos a ver pode supor-se que esti a ser descrito
por P, ponto de intersec¢do de duas circunferéncias cujos
raios estdo ambos a aumentar mas cuja diferenca se mantém
constante. Numa linguagem inteiramente informal, pode-
mos dizer que o movimento de P é resultado da composi-
a0 de dois movimentos, um que o afasta do ponto A i ve-
locidade v, outro que o afasta do ponto B 3 velocidade u.
Mas como a diferenca dos raios se mantém sempre cons-
tante, as duas velocidades de afastamento s3o iguais em
médulo. Isso significa que os vectores u e v tém o0 mesmo
moédulo, e que portanto o movimento resultante, de velo-
cidade u+v, tem a direccio da bissectriz do 4ngulo APB.
Portanto obtemos assim a direcgiio da tangente  hipérbo-
le no ponto P, que é a recta PS.

Observe agora a Figura 9, obtida a partir da Figura 7.1

Note que o ponto P se obteve por interseccio das semi-
rectas AD e CB e que a recta a cor se obteve a partir da bis-
sectriz do angulo APB (exactamente como na Figura 8).
Portanto:

« o ponto P (que nos diversos casos da Figura 7 é
representado por um «grande» ponto a preto) é
sempre um ponto de ambas as hipérboles, dado
que PA — PB = PC — PB = CB = constante (e por-
tanto ponto da hipérbole de focos A e B) e que
PC—PD = PA - PD = AD = constante (e portan-
to ponto da hipérbole de focos C e D);

Figura 9

« arecta a cor tem sempre a direccio da bissectriz do
angulo APB (ou CPD) e portanto é tangente comum
as duas hipérboles no ponto P.

Destes factos resulta a sensacdo de que, quando o ponto C
roda em torno do ponto B, a hipérbole a cor (na Figura 6,
por exemplo) parece estar a rolar sem atrito sobre a hipér-
bole a preto. Tudo 0 que estamos a tentar reproduzir em
figuras estaticas apenas se pode observar facilmente num
sketch dinamico de um programa de computador, com o
por exemplo o Sketchpad. Ou num modelo fisico...

N

. Um projecto para 0 9.° ano

1. Para que os seus alunos do 9.° ano, por exemplo, possam
ter interesse em desenvolver um projecto relativo as «hi-
pérboles que rolam uma sobre a outra» é necessario par-
tir do resultado final e depois o projecto consiste em estu-
dar passo a passo 0 modo como podemos concretizar esse
resultado. Portanto, o primeiro momento deste projecto
consiste em mostrar aos seus alunos um ficheiro de geo-
metria dindmica com as hipérboles realmente a rolar uma
sobre a outra,

O ideal é o leitor, ao preparar este projecto, construir
por si préprio este ficheiro de geometria dinidmica, no pro-
grama que costuma utilizar.

Podera também mostrar aos seus alunos de inicio uma
imagem de um mecanismo em madeira, construido em It4-
lia, para tragar uma hipérbole a partir de um antiparalelo-
gramo (Figura 10).

E pode sugerir que em conjunto, estudem este assunto e pro-
curem formas de construir um ficheiro interactivo num progra-




Figura 10

ma de geometria dindmica e um mecanismo fisico para mostrar
as hipérboles a rolar uma sobre a outra. E sera este portanto
0 projecto que proporé aos seus alunos.

2. O decorrer do projecto depende muito dos modos de
trabalho que tem com os seus alunos, das facilidades que
tem de trabalho — por exemplo, tem a escola oficinas onde
possam ser construidas pecas em madeira ou acrilico? —
e isso depende de escola para escola e nio pode ser defini-
do aqui. Apenas vamos dar algumas sugestdes gerais.

3. O proprio decorrer do projecto deve ser discutido em
interaccdo com os alunos. Podemos imaginar uma discus-
s3o geral em que seja feita uma lista dos termos que o pro-
fessor usou na descri¢do do modelo final — hipérboles, c6-
nicas, antiparalelogramo, tangente, ponto do infinito, ... e
em que o professor proponha que o primeiro trabalho dos
alunos deverd ser a pesquisa na Internet dos significados
desses termos e depois, termo a termo, uma discussio com
o professor, para procura dos significados finais. Conheci-
dos os conceitos que intervéem neste projecto, ha que pro-
curar os meios para realizar o modelo... um programa de
geometria dindmica e paralelamente o projecto de um mo-
delo fisico, escolha de materiais, pesquisa de oficinas onde
possa ser feito, precos, e assim por diante.

4. O professor, que antes de propor o projecto deve fa-
zer uma pesquisa, poderd ir alimentando o trabalho dos
alunos com textos, leituras de partes de livros, indicacio
de sites na Internet, demonstracao de alguns pontos mais
dificeis, produgao de sketchs interactivos e proposta da sua
construcio aos alunos.

5. Um dos pontos principais que deve nortear este tra-
balho de projecto é que para os alunos, o trabalho deve ser
exactamente o inverso do que fizemos neste artigo. O pon-
to de partida tem que ser o resultado final — o modelo em
geometria dindmica, em que se visualizem as hipérboles a
rolar uma sobre a outra, e depois num trabalho de pesqui-

sa e informagao lento, percorrer as étapas necessérias para
reproduzir e compreender esse resultado final — incluin-
do aspectos histéricos, aquisicdo de novos conceitos, e de-
monstracdo de resultados parciais.

Notas

1. No endereco http://www.apm.pt/textosGTG /apoio_EM/
hiperboles_I.html podra encontrar ficheiros Sketchpad
e um pequeno video relativos a este artigo.

2. Veja por exemplo o site http:/ /www.degraf.ufpr.br/docs/
conicas.pdf. Para uma breve histéria das cénicas, veja
o livro Geometria — Temas Actuais.

3. Numa vista (Figura 11) esquemdtica da situacdo vemos
o plano «, a hipérbole, um plano B paralelo a « e pas-
sndo pelo vértice V' da superficie cénica e as duas ge-
ratrizes g e h, pertencentes ao plano p e paralelas ao
plano «.

4. O colega Arala Chaves, da Atractor, observa que «isso se
traduz observando que os comprimentos dos arcos de
hipérbole entre (por exemplo) o vértice (fixo) e o ponto
de tangéncia (varidvel) se mantém iguais entre si nas
duas hipérboles ao longo do movimento.» A Associa-
¢do Atractor mostrou durante uma dezena de anos,
no Centro de Ciéncia Viva (Pavilhido do Conhecimen-
to, Parque das Nag¢oes), um modelo fisico das hipérbo-
les rolantes, no 4mbito da exposicio Matemadtica Viva.
Veja Rolamento de hipérboles, em http:/ fwww.atractor.
pt/matviva/geral/modulo.html

5. Veja o interessantissimo museu http://www.museo.
unimo.it/theatrum/macchine/_00lab.htm

Nota: por opgao do autor, este artigo ndo obedece as regras
do novo acordo ortogréfico.

EpuarDO VELOSO
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MATEMATICA DO PLANETA TERRA 2013

JOANA LATAS

MATER: a matematica como uma
perspetiva sobre o planeta Terra

Sabia que o Universo existe hé cerca de treze mil e quinhen-
tos milhdes de anos (13 500 000 000)? Sabia que o planeta
a que chamamos Terra e onde vivemos se formou em con-
junto com os demais elementos do sistema solar h4 cerca
de 4 500 000 000 anos? E sabia que este nosso planeta este-
ve deserto durante muito e muito tempo e que sé hé cerca
de 3 500 000 000 anos surgiu a primeira manifestacio da-
quilo a que chamamos vida? E que os primeiros seres cuja
vida dependia da existéncia de oxigénio surgiram hé cerca
de 500 000 000 anos? E que os dinossaurios se extinguiram
ha cerca de 65 000 000 anos?

Muito provavelmente todos estes s3o numeros de que ja
ouviu falar. Nao significa que os saiba de cor, mas j4 se de-
parou certamente com eles em diferentes ocasides. A ques-
tao ndo € essa, mas antes qual o significado que tém para
si. Que ideia tem da sua ordem de grandeza? Certamente
conseguird ordenar no tempo os acontecimentos, mas sera
que tem uma nogao dos niimeros envolvidos que va para
além do «grande»?

A Matematica na Arte

Se lhe pedisse que me dissesse quando ocorreria o sur-
gir da civilizagdo humana se considerassemos um ano (de
1de janeiro a 31 de dezembro) como todo o tempo decorri-
do desde o inicio da formac&o do universo, que més avan-
caria? E que dia? E quer arriscar uma hora? A sério, pare
por um momento e pense numa data. Ja pensou? Se esco-
lheu dezembro, acertou. Com esta proporcdo a civilizagao
surgiu na Terra no dia 31 de dezembro, mas mais que isso,
surgiu no dia 31 de dezembro as 23h 59m 54s, ou seja, nos
dltimos seis segundos do ano. Impressionado? E a vida na
Terra surgiu a 11 de outubro pelas 23h 33m 20s. A extincao
dos dinossdurios ocorreu no dia 30 de dezembro pelas 11h
53m 20s e os primeiros seres cuja vida dependia da exis-
téncia de oxigénio surgiram no dia 20 de dezembro pelas
10h 13m 20s. Quanto ao sistema solar, formou-se no dia 17
de setembro pelas 20h 00m 00s. Incrivel como a nossa no-
a0 do significado de todos aqueles grandes nimeros pa-
rece alterar-se, ndo é?

———

e B ok i e e I

Figura 1. A matematica na arte do concelho de Almada
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Neste calenddrio, um segundo corresponde a 500 anos
de idade do Universo. Um minuto serdo entdo 30 000 anos,
uma hora 1800 000 anos e um dia 43 200 000 anos.

E deixando as questdes do tempo e passando para as-
petos relativos a vida na Terra, falemos de formigas. Certa-
mente j& observou uma formiga a transportar algo de di-
mensdes e peso superior ao seu préprio. E um elefante?
Sabemos que sdo animais fortes, mas consegue imaginar
um elefante a transportar, digamos, outro elefante maior que
ele préprio? Nao? E natural porque um elefante teria gran-
de dificuldade em carregar algo tao grande e pesado quan-
to ele. A razdo para tal prende-se com o facto de a superfi-
cie relativa nos animais mais pequenos ser superior A dos
animais maiores. A formiga acaba assim por ser mais resis-
tente que o elefante. Podemos entdo ser tentados a pensar
que se conseguissemos aumentar a formiga para o tama-
nho do elefante teriamos um animal mais forte que este...
mas isto ndo é verdade. Se consegufssemos fazer esta trans-
formacao, o resultado seria um animal que n3o conseguiria
erguer o seu proprio peso do ch3o, pois as suas pernas se-
riam finas de mais para sustentar o peso do corpo. D4 que
pensar, ndo dd? A questdo é que quando um objeto é au-
mentado a sua drea e volume n3o crescem de igual modo,
o que implica a diminuicio da raz3o entre a 4rea total e o
volume. A formiga é assim mais resistente que o elefante
porque a sua superficie relativa é superior a do elefante.

Estas sdo apenas algumas das questdes com que se
pode deparar numa visita a exposicdo MATER. Uma inicia-
tiva do departamento de Matemadtica da Faculdade de Ci-
éncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa (FCT—
UNL) no dmbito do ano da Matemética do Planeta Terra.
Tendo como comissdria Fatima Rodrigues, esta é uma ex-
posicdo que se divide por cinco médulos abordando temé-
ticas do Tempo, Espaco, Vida, Quotidiano e Arte e a impor-
tancia da Matematica em cada uma delas.

Esta exposicdo, que estard patente ao publico até final
deste ano lectivo, tem a maioria dos seus elementos situ-
ados em salas do edificio da biblioteca da FCT-UNL, mas
uma visita completa requer um passeio pelo Campus de
Caparica e pelo concelho de Almada. E verdade, uma re-
producdo 2 escala do nosso sistema solar colocou o sol
na rotunda central do campus e os planetas mais préximos

Figura 2. Mapa do concelho de Almada com a localizacio e
a ¢rbita dos planetas do sistema solar

em cabines telefénicas espalhadas pelo campus (Mercurio,
Vénus, Terra, Marte), mas colocou planetas mais distantes
em locais como o centro comercial Almada Férum (Ura-
no) ou o Cristo Rei (Neptuno). Também o médulo dedica-
do a Arte sugere uma visita aos pontos mais aliciantes do
concelho de Almada, como o convento dos Capuchos ou a
Igreja do Monte da Caparica.

Se ficou com curiosidade, aproveite as visitas guiadas
regularmente organizadas ou va simplesmente visitar... so-
zinho, em familia ou com amigos... nos dias Uteis ou aos
sdbados... Ou entdo marque uma visita de estudo com os
seus alunos, sejam eles do basico ou do secundairio, e par-
ticipe com eles numa das muitas atividades disponiveis,
como a descoberta da velocidade a que ia 0 animal que dei-
xou um dos vérios conjuntos de pegadas espalhados pelo
campus. E ndo se surpreenda se, no final, os seus peque-
nos investigadores lhe conseguirem mesmo dizer qual o
animal que deixou aquelas pegadas... afinal, isso é apenas
Matematica!

E se quiser saber mais, passe por http://eventos.fct.unl.
pt/mater2013/.

HELENA ROCHA, ISABEL OITAVEM
FacuLpapEe DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE Nova DE LisBOA
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

As idades das vizinhas

JOSE PAULO VIANA

Pai: — «Acabei de encontrar as nossas novas vizinhas, uma senhora e as suas duas filhas. Vou colocar-te um problema

para descobrires que idades elas tém.»

Filho: — «Forcal )4 sabes que gosto de desafios.»

Pai: — «O produto das suas idades é 2450.»

Filho: — «Sé isso nao chega.»

Pai: — «A soma das trés idades é o quadruplo da tua.»

Filho (depois de pensar um bocado): — «Ainda n3o consigo.»

Pai: — «Sou mais novo que a mae das raparigas.»
Filho (que sabe a idade do pai): — «Ah, ent3o j4 seil»
Que idades tém os cinco personagens desta histéria?

NA ILHA DE BOOLE

O problema proposto no numero 124 de Educacio e Mate-
matica foi o seguinte:

A ilha de Boole ¢ habitada por duas tribos: os Verks, que di-
zem sempre a verdade, e os Falks, que mentem sempre. Quan-
do ld estive, fui jantar com quatro habitantes chamados Aok,
Bok, Cok e Dok.

Quando me interroguei sobre as respetivas tribos, disse-me
Aok: «Exatamente um de nés os quatro ¢ falk».

Bok acrescentou: «Nds os quatro somos falkss.

Baralhado, perguntei a Cok: «Aok € verk?». A resposta que
ele deu ndo me permitiu ficar a saber o que era Aok.

A que tribo pertence Dok?

Recebemos apenas quatro respostas: Alberto Canelas (Que-
luz), Carlos Dias, Graga Braga da Cruz (Ovar) e Laura Al-
meida (Porto Santo), com esta ultima a apresentar duas re-
solucdes diferentes.

Hd vérios processos para chegar a conclusdo que Dok
é um verk.

O Carlos e a Laura fizeram uma tabela com os 16 casos
possiveis quanto as tribos a que podem pertencer os qua-
tro personagens. Depois, de acordo com as afirmacdes do
enunciado, foram eliminando esses casos, até sobrarem
apenas dois, ambos com Dok a ser um verk.

As restantes resolucdes seguiram uma via dedutiva.
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(Respostas até 25 de abril para zepaulo46@gmail.com)

Representemos as tribos pela respetiva inicial: V (de Verk)
e F (de Falk).

Como diz a Graca: Bok ndo pode estar a dizer a verdade,
pois cair-se-ia num paradoxo: se dissesse a verdade, entdo ele
préprio estaria a mentir!

Demos agora a palavra ao Alberto.

Se Aok for V, entdo s6 hd um F que é Bok. Se Aok for F
haverd 2 ou 3 F, que serdo Aok, Bok e, eventualmente, um
de entre Cok e Dok.

Temos agora a pergunta feita a Cok, o qual poderé res-
ponder Sim ou Ndo.

Se Cok responder Sim e for V entdo Aok é V o que impli-
ca que Dok é V.

Se Cok responder Sim e for F entdo Aok é F o que impli-
ca que Dok é V.

Se Cok responder Ndo e for F entdo Aok é V. Mas isto é
impossivel, pois, como vimos atrés, se Aok for V sé pode
haver um F que é Bok.

Se Cok responder Nao e for V entdo Aok é F o que im-
plica que Dok poder4 ser V ou F.

Mas, se Cok tivesse respondido Ndo, ficarfamos a saber
que Aok era F o que contradiz o enunciado.

Portanto Cok respondeu Sim, o que nio permite deter-
minar o que é Aok (nem Cok) mas possibilita saber que Dok
éV.

Em conclusdo, Dok pertence 2 tribo dos Verks.

C PROBLEMA DESTE NUMERO
José Paulo Viana
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O ensino da Matematica para

os alunos surdos

LAURA NUNES, JORGE BARROCO

Quando nos decidimos dedicar ao ensino da Matematica,
raramente ou nunca, nos questionamos: Em que lingua ire-
mos ensinar os nossos alunos? Foi o nosso caso, até ser-
mos colocados numa escola vocacionada para o ensino de
surdos. Ambos tivemos as mesmas ilusoes, pensamos que
bastava fazer uso da escrita e procurar aprender os gestos
para transmitirmos os conceitos matematicos. Porém, ra-
pidamente desconstruimos as ilusdes e contactimos com
a realidade. Fomos confrontados com o problema da co-
municacdo perante uma populacio estudantil maioritaria-
mente surda severa e profunda, que utilizava uma lingua
diferente da nossa — a Lingua Gestual Portuguesa (LGP)
e que nio dominava a Lingua Portuguesa escrita. Ficimos,
assim, remetidos para outra forma de ensinar.
Atualmente, o Decreto-lei 3/2008 (ME, 2008) afirma,
logo nas linhas introdutérias, que «a promocio de uma
escola democritica e inclusiva, orientada para o sucesso
educativo de todas as criangas e jovens» é condi¢do neces-
saria para «a melhoria da qualidade do ensino». Este de-

creto tem como principio basico o de que as criancas e jo-
vens surdos profundos devem fazer as suas aprendizagens
escolares através da sua lingua materna: a Lingua Gestual
Portuguesa (Carvalho, 2007).

Deste modo, importa refletir sobre a transmissdo dos
conhecimentos e as metodologias pedagogicas da discipli-
na de Matematica através da Lingua Gestual Portuguesa.
Quais as dificuldades dos alunos surdos? Quais as dificul-
dades com que se deparam os professores de Matemati-
ca no ensino de surdos? O que esti a ser feito, nesta area,
numa escola vocacionada para o ensino de surdos — Cen-
tro de Educacdo e Desenvolvimento (CED) Jacob Rodrigues
Pereira?

Como refere Harlan Lane (1992) « A educacio é o cam-
po de batalha onde as minorias linguisticas ganham ou
perdem os seus direitos» e a nossa contribui¢do enquanto
docentes destas criangas e jovens é assegurar que eles al-
cancem uma melhor educacio e consigam uma igualdade
de oportunidades em relaco aos seus pares ouvintes.

(55 ]
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ATS AS PRINCIPAIS DIFICULDADES

 STIBRDOSS
AU RDOS;

FILHOS DE PAIS OUVINTES

Segundo dados do Gallaudet Institute, cerca de 98% das
criangas surdas sdo filhas de pais ouvintes. Perante este ni-
mero, percebemos que os pais nio dominam a lingua natu-
ral dos filhos, e que as criangas crescem e desenvolvem-se
no seio de familias que ndo falam a mesma lingua.

APRENDIZAGEM TARDIA DA Lincua GESTUAL

Muitas vezes estas criancas s6 sdo expostas a lingua gestu-
al na escola, o que implica atrasos no desenvolvimento cog-
nitivo. Para Goldfeld (1997) existem algumas dificuldades
decorrentes do atraso do dominio de uma linguagem, rela-
cionadas com a capacidade de abordar assuntos abstratos e
com a aquisicdo de conceitos cientificos ou conceitos espon-
tineos mais abstratos, de maior nivel de generalizacio.

Fraco poMinIO DA LINGUA PORTUGUESA ESCRITA

Para as criangas surdas, a aprendizagem da Lingua Portu-
guesa escrita, ndo corresponde, a semelhanca das criancas
ouvintes, a aprendizagem do uso secundario da sua lingua,
mas a aprendizagem de uma outra lingua. Esta dificulda-
de nao podera ser esquecida nem menosprezada, quando
sabemos que o sucesso escolar depende substancialmente
do dominio da lingua de escolarizacio.

UmMA LINGUA DIFERENTE

A Matematica é ensinada por professores ouvintes que pos-
suem, inevitavelmente, lacunas ao nivel da Lingua Gestual
Portuguesa, uma vez que esta nao ¢ a sua lingua natural.
Alguns dos professores nao tiveram, anteriormente, qual-
quer contacto com a Lingua Gestual, outros possuem ape-
nas alguma formacdo em Lingua Gestual Portuguesa, atra-
vés de formagdes ou cursos de certificacio. Normalmente,
as formacdes pretendem dotar os formandos de algumas
competéncias de comunica¢do, obviamente de importin-
cia extrema, mas com poucas referéncias a conceitos mate-
maticos, limitando-se apenas ao ensino dos gestos para os
nimeros, para as quatro operagdes e para algumas figuras

geométricas, como o tridngulo, o quadrado e o retdngulo.
Por outro lado, tal como referimos anteriormente, os alu-
nos surdos nio dominam o Portugués escrito e, em mo-
mento algum, devemos dissociar a Matematica do Portu-
gués, renunciando ao facto que as dificuldades da segunda
se repercutem no sucesso da primeira.

UmA LINGUA SEM GESTOS MATEMATICOS

E, entdo, como acedem os alunos surdos ao curriculo da
Matematica? A Lingua Gestual Portuguesa possui apenas
gestos para um numero infimo de conceitos. Quando, por
exemplo, um professor pede a um aluno ouvinte algo muito
simples como calcular o perimetro de um tridngulo equili-
tero, o mesmo nio demorara mais do que trinta segundos
a fazé-lo. No entanto, quando a mesma pergunta é dirigi-
da a um aluno surdo, n3o se verifica tal celeridade na ob-
tencdo da resposta, dada a inexisténcia de gestos para peri-
metro ou para equilatero, e o aluno também n3o domina a
escrita, ou seja, ndo associa, através da escrita, a palavra ao
conceito. O professor é forgado a recorrer a dactilologia (al-
fabeto manual), & imagem, a exemplificacio, a codigos es-
tabelecidos, a mimica e a uma panéplia de estratégias para
que seja compreendido, tanto quanto possivel, pelo aluno.
E claro que este foi um exemplo simples, mas também nio
existe gesto para tridngulo escaleno, tridngulo is6sceles, tri-
dngulo obtusangulo, trapézio, paralelogramo, ntimero pri-
mo, niimero composto, raio, didmetro, poténcia... e, pra-
ticamente, todos os outros termos que nos lembremos de
mencionar. O professor procura, por diversas formas, que
o aluno aceda ao conceito, criando gestos e estabelecendo
codigos, que até podem ser ou parecer eficazes. Porém, o
professor ndo acompanha o aluno surdo ao longo de toda
a sua vida escolar. Desta forma, quando o aluno surdo tem
outro professor, este iré criar, possivelmente, outro codigo.
Assim, o gesto utilizado para mencionar o tridngulo equi-
latero ndo se vai manter e passa a ser novo, uma vez que,
apesar do recetor ser o mesmo, 0 €missor passou a ser ou-
tro... E com isto nos interrogamos: serd que os alunos sur-
dos conseguem chegar ao conceito? Afinal, a Lingua Ges-
tual Portuguesa, considerada lingua oficial portuguesa e
lingua natural dos alunos surdos, ndo responde ainda as
necessidades da disciplina de Matemética.

UM PROGRAMA SEM ADA.P'E'A{;E)ES

O programa da disciplina de Matemética para os alunos sur-
dos nao sofre qualquer adaptagao em relacio aos seus pares
ouvintes. Este compreende os mesmos contetidos e prevé
a mesma carga hordria para cumprir uma tarefa que des-




E um ntmero natural maior do que 1 que

possui apenas dois divisores naturais: a
unidade e ele proprio.

de ja se pode antever como dificil para o docente a quem é
langado o desafio de o transmitir, bem como ao aluno que
se confronta com uma tarefa gigantesca pela frente.

Apesar de, de acordo com o Decreto-Lei n.° 3, de 7 de
janeiro de 2008, estes alunos beneficiarem de um progra-
ma educativo individual, na sua construcio nio é possivel
adequar os contetidos as necessidades destes alunos, exis-
tindo somente a possibilidade de introduzir objetivos re-
ferentes a contetidos de anos escolares anteriores, que se
entendam como indispensaveis para a compreensido dos
novos contetidos a lecionar, ou a introduzir estratégias, o
que ndo responde, de forma alguma, a especificidade do
ensino de criangas e jovens surdos.

O QUE ESTA A SER FEITO NUMA ESCOLA
VOCACIONADA PARA O ENSINO DE SURDOS —
CED Jacos RODRIGUES PEREIRA?

O Centro de Educagio e Desenvolvimento Jacob Rodrigues
Pereira é, de entre os CED da Casa Pia de Lisboa, aquele que
se encontra vocacionado para a educagio e ensino de crian-
¢as e jovens surdos, integrando a Instituicao desde 1834.
Este estabelecimento de ensino tem como missdo promo-
ver a educacao destes alunos num ambiente bilingue e in-
clusivo, e apostar na sua inser¢do social e profissional, se
necessario assegurando o seu acolhimento.

CONSTRUQEO DE MATERIAIS BILINGUES

O Departamento de Matematica do CED Jacob Rodrigues
Pereira, com o apoio da Unidade de Investigacio deste CED,

Figura 1. Janela de acesso
| aos videos.

iniciou um projeto de trabalho, conjuntamente com o Sub-
departamento de Lingua Gestual Portuguesa, para a criagdo
de gestos matematicos em formato digital. A equipa de tra-
balho é constituida por uma professora de Matemitica do
3.° Ciclo (Laura Nunes), especializada em Educagio Espe-
cial, com experiéncia no ensino de surdos desde 2001, por
um formador surdo e por um intérprete de Lingua Gestu-
al Portuguesa. Neste momento, ja se procedeu ao levanta-
mento de todos os conceitos matemiticos que sdo aborda-
dos no 7.° ano, a cria¢do de gestos para os mencionar e a
sua explicagdo através da Lingua Gestual Portuguesa. E cer-
to que, ao efetuar o levantamento dos conceitos necessa-
rios para o 7.° ano, fez-se também o levantamento de mui-
tos dos conceitos que os alunos abordam no 1.° ou no 2.°
ciclos, uma vez que a aprendizagem e o ensino da Mate-
mitica €, na maioria das vezes, sequencial. O levantamen-
to dos conceitos matematicos é da responsabilidade da pro-
fessora e a criagio dos gestos é feita pelo formador surdo,
apos a explicacdo dada pela professora com a presenca do
intérprete. Considerou-se essencial a presenca deste lti-
mo profissional, para que ndo houvesse qualquer tipo de
dificuldade/obstaculo de comunicagio entre a professora e
o formador surdo e para que a explicacdo do conceito fosse
dada sem quaisquer erros a nivel da Lingua Gestual Portu-
guesa. Todo este trabalho foi filmado e ja se encontra em
formato digital.

Para que se possa elucidar o trabalho que se fez, apre-
sentamos o seguinte exemplo (Figura 1): caso se esteja a
abordar os nimeros primos de um ntmero, encontrar-se-
-30 dois videos.
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Ao clicar sobre o video do canto superior, conhecer-se-
4 o gesto de nlimero primo. Se pretendermos a explicacio
do conceito através da Lingua Gestual Portuguesa, basta
clicar sobre o video que estd no canto inferior.

A explicacao do conceito também é dada através da Lin-
gua Portuguesa escrita, tal como se pode observar no exem-
plo apresentado. Sempre que possivel, recorrer-se-4 a uma
imagem que possa elucidar o conceito.

A Fundacio Portugal Telecom tomou conhecimento do
trabalho desenvolvido, reconheceu a importincia que a pro-
ducio destes videos terd na comunidade surda, e concreta-
mente, entre os jovens estudantes surdos, e decidiu apoiar
este trabalho atribuindo um donativo para aquisicao de uma
camara de filmar que garanta uma boa qualidade dos vide-
os a produzir. A Fundacdo ird também assegurar a divul-
gacao da parceria através dos seus canais de comunicagio,
bem como dos videos produzidos através de outros canais
como o sapo videos ou o0 Meo Kanal.

Este trabalho estara disponivel brevemente e tem a am-
bicdo de poder uniformizar os gestos ao nivel do CED e, se
possivel, a nivel nacional, de forma a colmatar uma lacuna
no nosso sistema de ensino.

PRrOJETO DE INCENTIVO A MATEMATICA

Muito por forca da urgéncia em cumprir um programa ex-
tenso e exigente, acrescido da pressdo de preparar os seus
alunos para os momentos de avaliacio externa, os docentes
veem-se obrigados, muitas vezes, a ensinar a disciplina de
matematica de forma «rotineira», onde os contetidos tra-
balhados s3o aqueles presentes no manual adotado e com-
plementado pela pratica de exercicios. A Matematica acaba,
assim, por aparecer aos alunos como uma area do conheci-
mento humano desligada da realidade e do quotidiano onde
o individuo se encontra inserido. Sendo assim, é comum

ouvirmos os nossos alunos perguntarem: «Para que serve
isto?», «Onde vou utilizar aquilo?». Em muitos casos, tais
perguntas nio chegam sequer a ser respondidas.

O Projeto de Incentivo a Matematica pretende, por um
lado, ultrapassar esta rotina e apresentar a matematica de
uma outra perspetiva e por outro, responder s dificuldades
especificas dos alunos surdos, uma vez que estes necessi-
tam de mais tempo para se apropriarem dos contetidos ma-
tematicos e de uma atengdo mais préxima por parte do do-
cente que os acompanha nesse processo de apropriacio.

O Projeto de Incentivo 3 Matematica para alunos sur-
dos é da responsabilidade do Departamento de Matemati-
ca e tem como objetivo principal proporcionar atividades
préticas que ajudem a construir fundamentos matemati-
cos necessarios, ndo sé para um desempenho com suces-
so na Matematica formal, mas sobretudo para resolver pro-
blemas do quotidiano. O projeto estd a ser aplicado nos 1.°,
2.° e 3.° Ciclos.
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As tarefas de exploracio e investigacio
na aprendizagem da Geometria

MARIA GORETE PIRES BRANCO

A Geometria € uma area da Matematica que proporciona
um meio de descricdo, anélise e compreensdo do mundo e
da sua beleza visual (National Council of Teachers of Mathe-
matics[NCTM], 2007). Ela trata de formas, das suas proprie-
dades e das suas relacdes e, por isso, ao olharmos 4 nossa
volta rapidamente nos apercebemos de que na «Nature-
za sdo produzidas e reproduzidas determinadas formas e
que, além disso, a Natureza prefere certas formas em rela-
¢30 a outras também possiveis» (Loureiro, Oliveira, Ralha
& Bastos, 1997, p. 14).

Ela é por exceléncia um tema formativo, que permite
ao aluno trabalhar simultaneamente com ntimeros, calcu-
lando ou relacionando areas e volumes, trabalhar com pro-
porcdes na semelhanca de figuras ou trabalhar com expres-
sdes algébricas. A sua aprendizagem, através da resolucio
de problemas nio rotineiros, pode propiciar o desenvolvi-
mento de miltiplas capacidades, apontadas como funda-
mentais para qualquer pessoa e, em particular, para todos
os alunos, sendo a mais obvia a visualizacio espacial (Afon-
so, 2002; Hoffer, 1981; Junqueira, 1995). Para isso é rele-
vante que o professor proponha aos alunos tarefas adequa-
das, como as tarefas de natureza exploratéria e investigativa
e as de construgio e manipulacio. E a Geometria fazendo
apelo a intuigdo e a visualizacao e recorrendo a manipula-
¢io de materiais é, dentro da Matematica escolar, uma area
propicia a um ensino baseado fortemente na realizacio de
tarefas de exploracdo e investigagao (Abrantes, 1999), que
podem ser desenvolvidas na sala de aula, sem a necessida-

de de um grande nimero de pré-requisitos. Evitando, sem
grande dificuldade, uma visio da matematica centrada na
resolucdo de exercicios e problemas de rotina.

As tarefas de natureza exploratoria e investigativa repre-
sentam boas oportunidades para por os alunos a debater
questdes, a expor os seus raciocinios, a estabelecer conje-
turas e a usar e aplicar a matemética. O trabalho com este
tipo de tarefas, ao estimular a participacdo dos alunos favo-
recendo uma aprendizagem significativa, e ao proporcio-
nar pontos de partida diferentes facilitando o envolvimen-
to dos alunos com diferentes niveis de competéncias e o
reconhecimento efou estabelecimento de conexdes, apre-
senta importantes potencialidades educacionais (Santos,
Brocardo, Pires & Rosendo, 2002).

As investiga¢des matemdticas como atividades de en-
sino-aprendizagem ajudam a trazer para a sala de aula o
espirito da atividade matematica genuina. O aluno formu-
la questdes, estabelece conjeturas, realiza provas e refuta-
coes, justifica e apresenta resultados, argumenta e discute
com os colegas e com o professor. Em particular, a explo-
racio de investigacdes geométricas, «pode também contri-
buir para concretizar a relacdo entre situacdes da realida-
de e situacdes matemiticas, desenvolver capacidades, tais
como a visualizagio espacial e o uso de diferentes formas de
representacdo» (Ponte, Brocardo & Oliveira, 2003, p. 71).

Ao realizar uma investigacdo matematica é importante
comecar por uma exploragio inicial que permita clarificar
a questao ou situacio proposta e colocar questdes interes-
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Tarefa

Poliedros Regulares

Com poligonos regulares congruentes podem-se construir poliedros regulares.

Utilizando polidrons, investiguem quantos poliedros regulares convexos é possivel construir. Encontrem explicacdes

para a vossa resposta.
Estabelecam, para cada um, as principais caracteristicas.

Sugestdo: A medida que vao construindo os poliedros registem numa tabela as principais caracteristicas.

santes e produtivas sobre as quais se vai trabalhar. Depois
¢ fundamental analisar alguns dados e formular conjetu-
ras. O teste e a recolha de mais dados podem refinar essas
conjeturas ou levar a que sejam refutadas e a olhar a ques-
tao de outra forma, formulando novas conjeturas. Passan-
do a fase do teste ha que provar a sua veracidade. Durante
este processo novas questdes para investigar podem surgir.
A exploragio de investiga¢oes é, assim, um trabalho exigen-
te que envolve processos de raciocinio complexos, que re-
querem um elevado grau de empenhamento e criativida-
de por parte dos alunos (Ponte & Matos, 1996). Os alunos
quando estdo pouco familiarizados com este tipo de tare-
fas revelam dificuldades em entender alguns dos processos
inerentes a atividade investigativa, contudo a realizagdo con-
tinuada deste tipo de atividade contribui para um entendi-
mento progressivo destes processos, sendo a formulacio de
questdes, aquele a que os alunos dao menor importancia.

A seguir descrevem-se alguns episédios de uma aula
para ilustrar estas ideias, na qual a autora desempenhou
o papel de observadora participante ativa, no dmbito de
uma investigagdo com uma turma de alunos do 10.° ano
de escolaridade.

A tarefa de investigacdo proposta «Poliedros regula-
res», trabalhada no ambito do médulo inicial do programa
do 10.” ano, tinha como objetivo que os alunos investigas-
sem quantos poliedros regulares convexos é possivel cons-
truir e estabelecessem as principais caracteristicas para cada
um deles.

Os alunos trabalharam em grupos de trés elementos e
esta era a terceira tarefa de natureza exploratéria e investi-
gativa que realizavam. A aula seguiu a estrutura, que geral-
mente envolve uma aula com tarefas de exploracio e inves-
tigagdo (Christiansen & Walther, 1986; Ponte et al., 2003):
(i) introdugao da tarefa; (ii) Desenvolvimento da tarefa (iii)
Discussio de resultados.

O enunciado da tarefa foi entregue aos alunos por escrito e
lido em voz alta pela professora que paralelamente foi co-
locando algumas questdes, procurando que os alunos re-
cordassem a nogdo de poliedro regular. Foram distribuidas
varias pecas de polidron (tridngulos, quadrados, pentigo-
nos e hexdgonos regulares) pelos grupos.

| B D LTy B e e Sl e A U
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Os alunos comegaram logo por tentar construir poliedros,
uns optaram por trabalhar com tridngulos equilateros, ou-
tros com quadrados. Rapidamente construiram o tetraedro
e outros o cubo. O entusiasmo e o prazer visivel em usar as
pegas para construir os poliedros levaram alguns grupos a
nao definirem estratégias de exploracio e ao esquecimento
do registo das caracteristicas dos poliedros que iam cons-
truindo. A maioria dos grupos seguiu a sugestio dada no
enunciado da tarefa de organizar e registar as caracteris-
ticas dos poliedros numa tabela. Todos os grupos aponta-
ram o niimero de vértices, arestas e faces e o tipo de face
do poliedro. Alguns acrescentaram o numero de faces que
concorria em cada vértice do poliedro e as amplitudes dos
angulos internos dessas faces.

Apesar de ter sido recordada a nogao de poliedro regu-
lar, alguns grupos estavam a considerar poliedros que nio
eram regulares e ndo se apercebiam desse facto, pois ndo
tinham procurado clarificar o foco da investigacio. Contu-
do, outros grupos procuraram relacionar as observacdes
iniciais com o objetivo da investigacdo, como se pode veri-
ficar, por exemplo, pelo didlogo seguinte:

Matilde — O cubo é regular. Interessa.

Diana — Vou construir o paralelepipedo. Nio temos
pecas.

Matilde — Coloca assim dois quadrados para um lado.
Podemos escolher as cores.

Francisca — Este parece um prédio, parece aquele
jogo.



Concluimos que a conjetura apresentada em cima acerca dos dodecaedros nio é valida.

Chegdmos a esta conclusdo porque ao construirmos uma figura em que no mesmo vértice
concorressem 4 pentdgonos regulares, ndo era possivel concretizar. A conjetura anterior
errada deve-se ao facto de termos colocado os dngulos externos do pentigono enquanto que

0 que queriamos saber eram os angulos inscritos.

Pensando sobre o problema descobrimos que o 4ngulo interno é de 108°, entio:

108 x 3 = 324° < 360° (é possivel construir)
108 x 4 = 432° > 360° (ndo é possivel construir)

Figura 1. Justificacdo apresentada pelo grupo para a refutacio da conjetura.”

Matilde — Niao podemos construir um paralelepi-
pedo, porque temos que investigar os poliedros
regulares.

A formulagio de questdes a investigar foi uma fase da ati-
vidade investigativa a que os alunos ndo deram grande im-
portancia. Em geral, usavam o modo afirmativo em vez do
interrogativo, proferiam afirmacdes, como por exemplo:
«Com triangulos ainda dé para vermos mais». Embora du-
rante a realizacdo da tarefa tenham formulado uma ou ou-
tra questdo de forma mais precisa, por exemplo, quando
procuravam estudar as caracteristicas do cubo: «Quando
as diagonais [espaciais do cubo] se cruzam também dara
90°?» nunca as registaram.

A formulacdo e o teste de conjeturas foram processos
que estiveram presentes no trabalho dos alunos. Formula-
ram vérias conjeturas, algumas das quais irrelevantes para
a investigacdo e outras triviais como: «Algumas das faces
do cubo sio perpendiculares e outras paralelas». Contudo,
também formularam conjeturas relevantes para a investi-
gacao, por exemplo: «Podem concorrer no mesmo vértice
4 pentdgonos». Esta conjetura foi formulada com base no
calculo da soma das amplitudes dos 4ngulos das faces que
podiam concorrer num vértice do poliedro. Estes alunos
calcularam a amplitude de um dngulo interno de um pen-
tadgono regular utilizando o mesmo procedimento para o
célculo de um dngulo externo, tendo obtido 72°, que mul-
tiplicado por 4 da 288°, portanto inferior a 360°. Ao testa-
rem a conjetura, os alunos verificaram que ndo era possivel
construir poliedros regulares concorrendo quatro pentigo-
nos em cada vértice, porque «ndo ha espaco para a quarta
peca, sobrepdem-se». Entdo refutaram a conjetura e preo-
cuparam-se em tentar perceber o porqué destes resultados.
Um dos alunos do grupo desconfiou do valor obtido para a
amplitude do dngulo interno do pentigono regular e, em

conjunto, procuraram encontrar o erro. Os alunos regista-
ram o argumento que os levou a refutar a conjetura, como
se pode observar na figura 1.

Num outro grupo, os alunos depois de terem construido
o tetraedro realizaram mais experiéncias na tentativa de ob-
ter mais poliedros regulares formados por tridngulos equi-
lateros, mas nao conseguiam. Entdo conjeturaram que com
tridngulos equilateros nao dava para construir mais polie-
dros regulares para além do tetraedro. A professora incen-
tivou-os a continuar a experimentar e passado algum tem-
po ja tinham o octaedro construido. Entretanto, Pedro diz:
«N3o da com 5 [tridngulos]», Nelson nio concordou, «mas
ainda da com 300°». Os alunos continuaram a exploracio
e formularam uma nova conjetura: «Com 6 faces [triangu-
lares] ja nao da para construir poliedros regulares».

Os alunos nesta tarefa, e uma vez que ja tinham reali-
zado duas tarefas de natureza exploratéria e investigativa,
evidenciaram maior preocupagio com a justificacdo das
suas conjeturas, embora tenha sido necessario insistir para
que procurassem argumentos validos. Como mostra o epi-
sodio seguinte, em que um dos grupos procura argumen-
tos para justificar a conjetura de que com quadrados 6 d4
para construir o cubo:

Matilde — Nobs ja tinhamos visto que podiamos ter duas
pecas aqui, duas ali, ali, sempre duas, ia dar um
poliedro regular, mas era uma ampliacio deste [do
cubo].

Diana — Pois tendo sempre o mesmo niimero de qua-
drados, temos na mesma um cubo, se pusermos
de outra maneira dd um paralelepipedo e ji nio é
regular.

Francisca — Aqui [no cubo] em cada vértice concor-
rem 3 [faces).

N
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]
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Ao concorrer 4 faces num vértice ndo podemos formar um poliedro porque 90 x 4 = 360

que dd uma figura plana.

N3o podemos construir poliedros com hexigonos porque cada 4ngulo interno tem 120 e
ao tentarmos por 3 faces num vértice obtemos 360° ou seja uma figura plana.

Nas figuras a partir do pentigno nio se consegue construir um poliedro, pois o

minimo de faces a concorrer num vértice é 3, com 4 existe sobreposicdo de pentdgonos

logo 108 x 4 = 432°,

No heptagono cada dngulo inscrito tem 128 logo ao tentar concorrer 3 faces num vértice
dé 385° que da superior a 360° logo existe sobreposicao de heptigonos.

Figura 2. Justificages apresentadas por um grupo para algumas conjeturas.”?

Matilde — Para ser regular tem que ser sempre o mes-
mo nimero [de faces] a concorrer em cada vértice.
E se concorrerem 4?

Digna — Nao da, olha, ndo faz vértice.

Maiilde — Entdo é essa a justificacdo.

A professora estava préxima do grupo e questionou as alu-
nas: «O que significa no fazer vértice?» Diana disse: «Nio
da assim para dobrar». A professora sugeriu que procuras-
sem razoes para nao permitir a dobragem, mas as alunas
ficaram em siléncio, entdo a professora avancou uma pista
«ha pouco disseram que a amplitude dos 4ngulos internos
de cada quadrado era de 90°, pensem se esse dado podera
ajudar para encontrarem justificagdes vélidas». As alunas
tinham sobre o plano da mesa a figura plana que haviam
construido e rapidamente chamaram a professora para lhe
comunicar a justificacio que tinham encontrado:

Matilde — Stbra, aqui a volta do dngulo [no qual concor-
rem as 4 faces], da 360°, por isso é que ndo da para
dobrar, ndo é? Diga-nos se estd bem.

Professora — S0 vocés que tém que decidir se estd
bem.

Francisca — Sim, mas oh stéra, eu acho que se der me-
nos de 360° di, com 360° ndo.

Professora — Pronto, entdo discutam as trés para pode-
rem decidir.

As alunas mostravam pouca confianca em si préprias. De-
pois de alguma discussao decidiram escrever: «Se concor-
rerem num veértice mais de 3 faces a soma dos dngulos que
concorrem nesse vértice ird ser de 360°, o que nao permi-
te a dobragem. Forma-se uma figura plana». Nao contem-
plando, porém na sua justificagdo casos em que concorrem

mais de quatro faces em cada vértice, apesar de terem refe-
rido «mais de 3 faces». Para as restantes conjeturas formu-
ladas em torno dos restantes poliedros regulares, as alunas
continuaram a apresentar justificacbes baseadas em racio-
cinio aritmético.

Os alunos de outros grupos também se preocuparam
em justificar as suas conjeturas, como se pode observar,
por exemplo, na figura 2.

Os alunos justificaram que com quatro quadrados a con-
correr num vértice nao € possivel construir poliedros regu-
lares por se obter uma figura plana e o mesmo acontece
com trés faces hexagonais regulares quando estas concor-
rem num vértice. Nestas justificacbes estdo subjacentes as
condi¢des de que para se poder construir um poliedro re-
gular tém que concorrer no minimo trés faces num vérti-
ce e a soma das amplitudes dos dngulos das faces que con-
correm num vértice tem que ser inferir a 360°. Os alunos
apresentam assim, justificacdes baseadas em raciocinio arit-
mético e na observagdo das construcoes feitas com auxilio
das pecas de polidron. Parece terem comecado a entender
o estatuto de uma conjetura. Para tal tera contribuido o tra-
balho realizado, em tarefas anteriores, em torno da impor-
tancia da justificacdo e prova das conjeturas.

Di1scUsSA0 DE RESULTADOS

A medida que se iam discutindo os resultados, um aluno ia
registando as conclusdes no quadro. O ntimero de poliedros
regulares encontrados e algumas das suas caracteristicas,
como o nimero de faces, vértices e arestas, tipo de face do
sélido e nimero de faces que concorrem em cada vértice
do poliedro nio geraram muita discussdo. Verificou-se al-
guma discordancia relativamente 4 contagem do niimero




Figura 3. Desenho feito por Cétia (reproduzido do original).

de vértices e de arestas, mas depressa se chegou a consen-
so. Por vezes, alguns alunos questionavam os outros e pe-
diam explica¢des sobre determinadas caracteristicas que eles
tinham estabelecido e que os colegas ndo referiam, como
por exemplo, a soma das amplitudes dos dngulos que con-
corriam em cada vértice do tetraedro, como se pode obser-
var no episédio seguinte:

Liicia — E os dngulos? Nao disseste nada.

Fibio — Ah, da 180°.

Joaguim — Eu concordo, mas porque da 180, tens que
explicar.

Fdbio — O de cada tridngulo & 60 e temos 3 [tridngu-
los], é vezes 3, que da os 180°.

As alunas de um dos grupos apresentaram algumas conje-
turas que tinham formulado e que lhes pareceram ser im-
portantes, por exemplo, conjeturaram que a «altura do te-
traedro é perpendicular a base no baricentro da mesma».
A justificagdo apresentada baseava-se em raciocinio geo-
métrico e apoiava-se no critério de perpendicularidade en-
tre retas e planos. A comunicagdo desta conjetura e a res-
petiva justificagdo por parte das alunas gerou discussio em
torno de conceitos, como altura, baricentro, circuncentro e
ortocentro de um tridngulo. Verificou-se que muitos alunos
ndo tinham nogdes claras destes conceitos, como se pode
observar no episédio seguinte:

Leonel — O circuncentro tem a ver com o tridngulo?

Carlos — O circuncentro é o centro da circunferéncia.

Cdtia — Temos que ter os vértices do tridngulo a tocar
na circunferéncia.

Professora — Queres vir aqui [ao quadro] explicar?

(A Catia foi ao quadro e desenhou a figura 3).

Carlos— O que ela vai fazer é a altura do tridngulo que
€ igual ao raio da circunferéncia.

Francisca — Achas que sim? Pode nio ser.

Carlos — Pelo menos parece. Ela agora pode tracar a al-
tura e ver o centro.

Cadtia — N3o ia tracar a altura.

Carlos — Mas, se tracares a altura vai dar no meio da
base do tridngulo que é o centro.

Cdtia— O que eu queria dizer é que, o circuncentro vai
ser o ponto de interse¢do dos segmentos que traca-
mos aqui neste ponto, neste e neste [pontos médios
dos trés lados do tridngulo].

Professora — Segmentos? A que segmentos te estds a
referir?

Cidtia — As medianas, nio, mediatrizes.

O que Carlos pretendia explicar aos colegas é que o circun-
centro do tridngulo era o centro da circunferéncia circuns-
crita, s6 que ele baseou-se na evidéncia do desenho, con-
siderando o tridngulo isésceles tendo por base o didmetro
da circunferéncia. Esta discusso continuou, a professora
pediu a contribuicdo dos restantes alunos, foi esclarecida
anogao de segmento de reta, medianas e mediatrizes e foi
retomada a ideia de Carlos no sentido de levar os alunos a
compreenderem que os desenhos nio representam neces-
sariamente toda a informagao que é conhecida sobre os ob-
jetos geométricos. A ideia de Carlos foi também aproveitada
para serem discutidas as nocoes de altura e de ortocentro
de um tridngulo. Apesar da conjetura que levou a esta dis-
cussdo ser irrelevante para a investigacio, contribuiu para
que fossem relembrados e até aprendidos novos conceitos,
como por exemplo o conceito de ortocentro de um tridngu-
lo, que os alunos mencionaram desconhecer.

A CONCLUIR

Apesar de os alunos na realizagio desta tarefa ndo terem
atribuido muita importincia 3 formulagio de questdes a
investigar, em geral, usaram o modo afirmativo em vez do
interrogativo, alguns grupos procuraram relacionar as ob-
servagoes iniciais com foco na investigagdo. O processo de
formulacao de conjeturas esteve presente no trabalho de to-
dos os grupos, embora algumas tenham sido formuladas de
forma implicita. Alguns alunos revelaram alguma tendén-
cia para apresentar o maximo de conjeturas possivel, inde-
pendentemente da trivialidade ou relevincia para a inves-
tigacdo. Esta tendéncia parecia estar relacionada, por um
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lado com alguma dificuldade e um certo descuido em re-
lacionar essas conjeturas com o foco da investigacio e por
outro lado, por considerarem importante mostrar muito tra-
balho feito. Os alunos formularam as suas conjeturas com
base no processo de especializacdo e testaram-nas através
da realizacdo de mais experiéncias particulares com as pe-
cas de polidron. A realizacio do teste permitiu aos alunos
refinar e reformular algumas conjeturas e refutar outras.
Verificou-se que a utilizacio de materiais manipuléveis fa-
cilitou a formulacio e o teste de conjeturas.

Os alunos na realizaco desta tarefa j4 demonstraram

entender a justificacdo das conjeturas como um aspeto ine-
rente a atividade investigativa, comecaram a entender o es-
tatuto de uma conjetura e manifestaram preocupacio em
apresentar alguns argumentos para as validar, embora ain-
da tenha sido necessario incentiva-los a procurar argumen-
tos légicos ou pelo menos plausiveis.
A discussao e apresentacdo do trabalho desenvolvido pe-
los alunos é uma fase fundamental do trabalho de inves-
tigacdo, por isso carece de atengio por parte do professor.
Este momento é propicio para desafiar e incentivar os alu-
nos a aprofundar a investigagdo, a refletir sobre o traba-
lho realizado, a criticar e questionar as ideias dos outros, a
apresentar argumentos que convencam os colegas e tam-
bém o professor. E pode ser também um momento opor-
tuno para relembrar e mesmo aprender novos conceitos.
Por isso é importante que o professor se aproprie da tarefa
para que se sinta a vontade para moderar a discussio em
torno das descobertas realizadas pelos alunos e de possi-
veis dificuldades que possam surgir que, por vezes, nio
sdo previsiveis.

Notas

112 Transcrito do original, foram corrigidos erros ortogra-
ficos, mas mantida a construcéo frasica.

Pl Para mais detalhes desta aula consultar Branco (2011).

I Tarefa adaptada de Guillén (1991). Transcrito do origi-
nal, foram corrigidos erros ortograficos, mas manti-
da a construcio frasica.
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Modalidades de associado, pregos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagdo de Professores de Matematica (APM) é uma institui¢do de utilidade publica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemadtica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovagio do
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divulgacio e utilizacio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicagdes periddicas

Todos os associados tém direito aos cinco ntimeros anuais da revista Educacido e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagdo. Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publica¢des no nosso portal, todos
os outros terdo direito também a receber pelo correio as edi¢des impressas. Todos os associados poderdo usufruir de preco
especial na assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicdo de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicde de materiais, exposicBes ou outros recursos
Todos os associados poderio ainda requisitar materiais, publicacdes, exposicoes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras institui¢des com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagdo, Associagdes da Federagio Iberoamericana das Sociedades de Educacio Matemitica, e outras) ou noutros eventos
em que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos nficleos regionais ou
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Associados institucionais
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Para efetuar a sua inscrigdo, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no endereco http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2014

Educacdo e Matemdtica
(inclui atas ProfMat) Quadrante
Portugal 12,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 15,00 €
Portugal 28,00 €
Instituicdes 47,00 €
Estrangeiro 32,00 €
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