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Sobre este ntimero tematico

O namero temdtico de 2013 ¢ dedicado ao tema Cultura

- Matemdtica — Educagio. Com esta escolha, a Redagdo da
Educagdo e Matemdtica procura contribuir para uma reflexao
sobre o papel da Matematica na educacdo dos alunos, no quadro
de uma perspetiva mais ampla de formagzo cultural — uma
reflexdo que consideramos sempre necessdria, mas que o atual
momento educativo torna particularmente relevante. Para
conduzir a preparacdo deste numero, conviddmos para seus
editores Eduardo Veloso e Rita Bastos, que tém dedicado hd
varios anos um interesse particular nestas tematicas. A Redacgdo
agradece a ambos todo o empenho e cuidado que dedicaram
sua elaboragdo, desde a sua concegdo até a sua finalizaggo.

Sobre a capa

Georg Wecker (Trabalho em marfim, 1581-1584)
Staatlische Kunstsammlungen Dresden
Colec¢do: Griines Gewdlve

A Matematica sempre possui um valor transcendente
relativamente ao seu contetdo tomado stricto senso.

Neste caso a producdo de pegas como a que se reproduz
na capa deste nimero permitiam, aos seus autores, manifestar
um conhecimento matematico, em particular um conhecimento
da perspectiva. O autor de uma obra deste tipo era visto como
alguém com capacidades extraordindrias e de uma habilidade
inquestiondvel.

Anténio M. Fernandes

Neste nimero também colaboraram

Arsélio Martins, Carlota Simdes, Eliana Pinho, Helena Sousa,
Henrique Guimar3es, Isabel Cristina Dias, José Ferreira Lima,
Luis Cardoso, Lurdes Figueiral, Michelle Emmer, Miguel Abreu,
Ricardo Gafeira e Ubiratan Ambrésio.

Sairam da redacido

Nuno Candeias e Julia Perdigao deixaram de integrar a redacdo
da Revista Educagdo e Matemdtica. Pelo contributo que deram
a revista enquanto permaneceram na redagdo, aqui fica o nosso
agradecimento.
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'EDUARDO VELOSO E RITA BASTOS

A cultura matematica como finalidade

da educacdo obrigatéria

O titulo deste editorial é apenas uma combinacdo, entre
muitas, das trés palavras que constituem o tema deste nui-
mero da Educacdo e Matemitica: Cultura — Matemdtica — Edu-
cacgo. O préprio contetido desta revista mostra essa varie-
dade de opg¢des.

A primeira que surge naturalmente, e muito significati-
va, é a da relacdo entre a matemdtica e os diversos domi-
nios que associamos habitualmente a palavra cultura — ar-
tes pldsticas, musica, literatura, filosofia... Nesta importante
direccdo, o acerto da escolha de Michele Emmer como au-
tor pode imediatamente ser constatado pelo artigo com que
abrimos este niimero, que apresenta uma vis3o estimulan-
te e muito abrangente daquela relacdo. Nesta linha, Lurdes
Figueiral revela-nos como a procura do belo inspirou Ke-
pler no desenvolvimento da Matematica, enquanto Eliana
Pinho nos mostra a obra de um artista plastico inspirado
fortemente em ideias matemdticas e Carlota Simdes analisa
certas obras musicais, usando ferramentas matematicas.

Mas a matematica também é um dominio cultural es-
sencial, e daf a iniciativa de promover um debate no ultimo
ProfMat em torno da afirmacio

A razdo primordial para se proporcionar uma educagdo matema-
tica prolongada a todas as criangas e jovens é de natureza cultu-
ral, associada ao facto da matematica constituir uma significativa
heranca cultural da humanidade e um modo de pensar e de ace-
der ao conhecimento.

e de transcrever a primeira parte desse debate neste nu-
mero da revista.

Uma outra direc¢do que julgamos n3o poderia faltar nes-
te nimero tematico é a de compreender que as escolhas
que tém sido feitas no que respeita 3 educacdo matema-
tica n3o sdo indcuas, e como «a matemadtica pode contri-
buir na consecucdo da paz e da dignidade humana, portan-
to para a justica social». Para isso recorremos a Ubiratan
D’Ambrosio, que nos apresenta uma vis3o forte, clara e ac-
tualizada do Programa Etnomatematica, que passa por en-
tender «o fazer e o saber matemitico de culturas n3o ori-
ginadas pelas europeias». Também nesta direccdo, Isabel

Cristina Dias levanta vdrias questdes relacionadas com o
ensino da Matematica, dando relevo as semelhancas e di-
ferencas entre culturas.

Nos tempos conturbados que estamos a viver, neste
avolumar de retrocessos criminosos no que diz respeito a
educagdo e a educagdo matematica, esperamos que este
conjunto de artigos nos ajudem a procurar uma vis3o po-
sitiva do que poderia ser um futuro melhor para a educa-
¢do. O texto de Lochkart pode dar-nos uma visao promis-
sora da matemdtica escolar e nos tltimos pardgrafos deste
editorial gostarfamos de prolongar o debate iniciado no Pro-
fMat e abrir caminho ao aparecimento, eventualmente con-
troverso mas estimulante, de novas ideias para a educagio
matematica.

Como diria Luther King, nés temos um sonho...

No nosso sonho, a educagdo matematica obrigatéria,
estendida aos doze anos de escolaridade, mergulharia os
alunos numa prolongada experiéncia matematica rechea-
da de todo o tipo de actividades que lhe s3o caracteristicas,
como a resolugdo de problemas, as exploragdes e investiga-
¢Oes, a realizagdo de projectos em matematica e interdisci-
plinares, a leitura de textos matemdticos e a escrita de tex-
tos descrevendo actividades ou apresentando e discutindo
os seus resultados.

Naturalmente, ao longo daquela experiéncia, os alunos
trabalhavam individualmente e em grupo, assistiam a expo-
sicoes do professor a toda a turma, comunicavam entre si e
com o professor na introducdo e defini¢do de novos concei-
tos necessdrios para o desenvolvimento das diversas activi-
dades, tentavam fazer e discutiam demonstra¢ées dos resul-
tados obtidos e reflectiam, individualmente ou em conjunto
e sob a orientac¢do do professor, sobre a sua experiéncia.

A experiéncia dos alunos n3o se limitava no entanto ao
espaco e tempo da sala de aula — incluia também visitas a
bibliotecas, museus e outros locais disseminadores de cul-
tura; a comunicacdo seria fortemente estimulada, n3o sé
com alunos e professores de outras escolas, mas também
com outros profissionais — matematicos, jornalistas, es-
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critores, artistas e outras pessoas ligadas a cultura — atra-
vés de entrevistas, conferéncias, workshops, etc. A utilizacao
das TIC, assim como de materiais manipuldveis, seria tdo
presente e natural como o é na vida de qualquer cidad3o e
profissional qualificado.

Os diversos temas da matematica elementar, como a
aritmética, a geometria, a algebra, a andlise e a organiza-
¢3o de dados seriam os principais objectos da experiéncia
a desenvolver pelos alunos e ndo vemos como necesséria
a existéncia de uma lista fixa de conhecimentos e de técni-
cas operacionais a aprender pelos alunos antes de terem
inicio as primeiras experiéncias elementares — pelo con-
trario, seria no contexto e ao longo da sua experiéncia ma-
tematica que conhecimentos e procedimentos iriam sendo
introduzidos e assimilados. No entanto, devido ao grande
numero de experiéncias concretas por que passariam todos
os alunos, a chamada «matemdtica Util», necessaria para a
vida corrente e para a cidadania, ndo deixaria de fazer par-
te das suas aprendizagens.

No nosso sonho de uma educa¢do matematica para to-
dos tendo uma finalidade cultural, os programas, os ma-
teriais de apoio e a avaliacdo dos alunos seriam completa-
mente diferentes dos actuais.

Um dos objectivos do texto programético seria precisa-
mente a apresentacdo da matematica como dominio cultu-
ral da educacdo para todos, e focaria: as caracteristicas que
a aproximam ou a distinguem das outras ciéncias e dos ou-
tros dominios do saber; o que podemos aprender, quando
abordamos episddios da sua histéria, sobre o seu «modo
de olhar e aceder ao conhecimento» e de influenciar as ci-
vilizacGes; e como se revela a presenca da matematica em
tantos aspectos da nossa sociedade actual.

Além disto, o programa devia conter numerosos e sig-
nificativos exemplos de actividades de diferentes tipos a
desenvolver ao longo da escolaridade e correspondendo a
finalidade cultural que estamos a defender, com recomen-
dacdes especificas para os primeiros anos, para os anos in-
termédios e para as sinteses finais no ensino secunddrio.

Quanto aos materiais de apoio, deveria fazer-se largo
uso das possibilidades de colocar materiais online e promo-
ver a substituicdo dos manuais escolares de compra obri-
gatéria por livros e outras publica¢des para professores e
alunos com presenca assegurada nas bibliotecas escolares
e que multiplicassem as sugestdes e indicagdes presentes
no programa.

Na avaliagdo, a finalidade cultural que defendemos para
a educagio matemdtica devia naturalmente levar ao desa-
parecimento dos exames nacionais e a criagdo de uma cul-
tura de avaliagdo continua e formativa, instituindo o porte-
félio digital para cada aluno contendo os produtos do seu
trabalho escolar, as auto-avaliagdes e a avaliagdo dos seus
pares e dos seus professores relativos a esses produtos, as
sinteses avaliativas e recomendacdes feitas no fim dos ci-
clos escolares e outros elementos pertinentes para uma ca-
racterizac3o de cada aluno e do seu percurso na escolarida-
de bésica. Seria este portefdlio que, juntamente com uma
entrevista, constituiriam os elementos fundamentais para,
do lado da institui¢do de ensino superior, ser apreciada a
sua eventual candidatura.

Reconhecemos que estamos muito longe de tornar este
sonho realidade, é verdade, mas o que mais nos preocu-
pa é que os professores esquegam os sonhos que partilha-
ram, especialmente na APM, e que tdo férteis se revelaram,
e enveredem por outros caminhos, mais conformistas, que
certamente representardo um retrocesso na educagdo ma-
tematica que se tem feito neste pais. E preciso caminhar-
mos juntos na direc¢do dos nossos sonhos, com todas as
nossas forgas, e ndo nos deixarmos levar pelos pesadelos,
como o que nos relata Paul Lockhart.

EbpuArRDO VELOSO
RiTA BAsTOSs

Nota: por opg¢do dos editores, este artigo ndo obedece as regras
do novo acordo ortografico.
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Matematica e cultura

MicHELE EMMER

RE1AGOES ENTRE CULTURA E MATEMATICA:
UMA INTRODUCAO

Em 24 de Setembro de 1949 foi publicado um livro destina-
do a tornar-se famosissimo: Le modulor. Essai sur une mesu-
re harmonique & V'échelle humaine applicable universellement
a Varchitecture et d la mécanique. Autor: Le Corbusier. Ti-
nha um sonho, o arquitecto francés: «O meu sonho é cons-
truir, nas dreas edificiveis que mais cedo ou mais tarde es-
tardo disponiveis no nosso pais, uma grelha de propor¢des
desenhada sobre uma parede ou realizada com hastes de
ferro, que sirva como indicacio para o projecto na sua to-
talidade, um modelo apresentando uma sequéncia infinita

de diferentes combinagdes e proporg¢des, e que os pedrei-
ros, os carpinteiros, os marceneiros deverdo consultar sem-
pre que tenham de escolher medidas para os trabalhos que
lhes cabem; de modo que todas as varias obras realizadas,
embora diferentes entre si, sejam unificadas pela harmo-
nia. Tomemos um homem, com um braco levantado, de
tal modo que nessa posicdo atinja a altura de dois metros
e vinte... Com a referida grelha de construgio desenhada de
modo a estar em harmonia com esse homem nela inclui-
do, estou certo de que se obterd uma série de medidas con-
ciliando as dimensdes humana e a matematica» [1]. Por-
qué a matematica?
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«A matematica é a magnifica estrutura estudada pelo
homem para tentar compreender o universo. Apreende o
absoluto e o infinito, o compreensivel e o eternamente am-
biguo. Possui paredes que se podem subir e descer sem
qualquer resultado; mas por vezes hd uma porta, que en-
tdo abrimos, entramos, e damos por nés num outro reino,
o reino dos deuses, o lugar que encerra a chave dos gran-
des sistemas. Estas portas s3o as portas do milagre.» [1]

Alguns anos depois, em 1958, um artista grafico holandés
que viria a tornar-se famoso, Maurits C. Escher, abria uma
outra porta: «Ha bastante tempo confrontei-me por acaso
com o problema da divisdo regular do plano, das figuras que
se repetem até ao infinito. Deparei com um muro elevado
e, tendo o pressentimento de que escondesse algum enig-
ma, subi-o com alguma dificuldade. Assim que cheguei ao
outro lado, encontrei-me num lugar selvagem e tive grande
dificuldade em encontrar o meu caminho, sendo quando,
seguindo um percurso muito sinuoso e complicado, atin-
gi a grande porta aberta da matematica.» [2] Anos depois,
no prefacio do seu primeiro livro, Escher acrescentara: «<Da
anélise dos enigmas que nos rodeiam e das consideragoes
e observacdes que fiz cheguei ao dominio da matematica.
Embora seja completamente desprovido de conhecimentos
e experiéncia no dominio das ciéncias exactas, sinto mui-
tas vezes ter mais em comum com os matematicos do que
com os artistas.»[3]

Na mesma altura em que Escher escrevia estas palavras,
o Pato Donald, personagem de Walt Disney, fazia uma via-
gem ao reino da Matemdgica que terminava com as pala-
vras: [4] «N2o ha limites para o que a mente humana pode
conceber e criar. Todos os dias que passam abrem-se por-
tas para novas conquistas cientificas e portas que hoje es-
tdo fechadas serdo amanh3 abertas, com a mesma chave: a
matematical A matematica é o alfabeto com que Deus es-
creveu o Universo.» (citado de Galileu Galilei).

As relacBes entre a matematica e as artes, a literatura,
a poesia, a arquitectura, a musica, o teatro, o cinema, tém
uma histéria antiga que se renova continuamente. Em re-
sumo, a relacio entre cultura e matematica é indissociavel,
a matematica é parte essencial da cultura.

«A matematica é uma forga cultural de primeiro plano
na civilizagio ocidental» observou o matematico Morris Kli-
ne, em 1953, no livro Mathematics in Western Culture. [5]
«A matematica determinou a orientagio e o contetido de
grande parte do pensamento filoséfico, destruiu e recons-
truiu doutrinas religiosas, constituiu os fundamentos de
teorias econdmicas e politicas, moldou os principais esti-
los pictéricos, musicais, arquitectonicos e literarios, estd na
origem da nossa logica e deu as melhores respostas que te-

mos as questdes fundamentais sobre a natureza do homem
e do seu universo... Por fim, sendo uma realizagao huma-
na imensamente depurada, oferece satisfa¢do e valores es-
téticos pelo menos semelhantes aos que sio oferecidos por
qualquer outro dominio da nossa cultura». Dir-se-4, pala-
vras de um matematico!

Nzo ha davidas de que nos tltimos anos, além de uma
intensa utilizacio de ideias e instrumentos matematicos
em todos os campos do saber e da tecnologia, se verificou
um grande desenvolvimento nas relagdes entre matematica
e cultura, a comecar pelo teatro, no inicio dos anos noven-
ta do século passado, mas também no cinema, na arte, na
misica, na literatura, na arquitectura. Neste tltimo caso, a
matematica no aparece apenas como instrumento para a
construgio, mas também como fonte de inspira¢ao de no-
vas formas e novas ideias.

Nio devemos, porém, cair no erro de considerar que a ma-
temadtica é uma disciplina simples e de facil divulgagao.
«A matematica é em si prépria um mundo, e € preciso ha-
bitd-lo durante bastante tempo para sentir tudo o que lhe
pertence de modo necessario», salientou Robert Musil, au-
tor do romance O jovem Toerless (1906). [6] Um mundo em
si mesmo mas, para empregar uma frase célebre do fisico
Eugene P. Wigner, ndo oferece qualquer dtvida a «ilogica
eficicia da matematica», no apenas nas ciéncias da natu-
reza mas também na cultura.

«A matematica nio é apenas um dos instrumentos es-
senciais do pensamento primario, mas igualmente, nos
seus elementos fundamentais, uma ciéncia das proporgdes,
do comportamento objecto a objecto, movimento a movi-
mento. E dado que esta ciéncia tem em si estes elementos
fundamentais e os coloca em relagdo significativa, é natural
que factos semelhantes possam ser representados, trans-
formados em imagens.» Palavras de um grande artista do
séc. XX, Max Bill. no artigo «O pensamento matemdtico na
arte do nosso tempo», publicado em 1949, o mesmo ano do
livro de Le Corbusier.[7]

Entre 20 de Janeiro e 17 de Fevereiro de 1963 realizou-
se em Paris, no Palais de la Découverte, um dos templos
da divulgacio cientifica em Franca, uma exposicio de arte
com o titulo Formes: mathématiques peintres sculpteurs con-
temporains. Uma exposicdo que colocava no mesmo pla-
no a pintura e a escultura contemporanea e a matemdtica.
Uma exposicdo em que estavam expostas obras de artis-
tas de grande relevincia: entre os pintores, Max Bill, Paul
Cézanne, Robert e Sonya Delaunay, Albert Gleitzes, Juan
Gris, Le Corbusiet, Jean Metzinger, Peter Mondrian, La-
dislas Moholy-Nagy, Georges Seurat, Gino Severini, Sophie
Taeuber-Arp, Victor Vasarely. Entre os escultores, Max Bill,



Raymond Duchamp-Villon, Georges Vantergerloo. A expo-
sicio estava organizada em trés sec¢des: — Mathématiques
— Peintres — Sculpteurs. [8] Matematica e cultura, em to-
dos os diversos aspectos. Mas a matematica é uma cultura
3 parte? E a educacio que papel tem em tudo isto?

AS DUAS CULTURAS

«As mudangas na educagio ndo produzirdo milagres. As
divisdes da nossa cultura fardo de nés mais obtusos do que
é possivel; nio traremos a vida mulheres e homens capa-
zes de compreender o nosso mundo como Piero della Fran-
cesca, ou Pascal, ou Goethe compreenderam o seu. Porém,
com um pouco de sorte, podemos educar uma grande par-
te das nossas melhores mentes, de tal modo que nio se-
jam alheias as experiéncias criativas tanto na arte como na
ciéncia». Em 6 de Outubro de 1956 foi publicado no New
Statesman um artigo de Charles Percy Snow colocando um
problema que foi depois desenvolvido numa conferéncia e
ainda num livro trés anos mais tarde. O livro intitulava-se
The Two Cultures [9] e punha em confronto cultura cienti-
fica e cultura humanistica. Abordava temas muito sensi-
veis, e o livro desencadeou uma prolongada polémica que
levou Snow a publicar, alguns anos depois, em 1963, um
apéndice ao livro que termina com as palavras citadas no
inicio. Snow era um quimico que tivera o azar de em 1932
se enganar nos dados de uma experiéncia. Isto teve gran-
des repercussdes e determinou o fim da sua carreira cien-
tifica. Tornou-se escritor. Os seus romances foram publica-
dos em diversas linguas entre 1940 e 1970. Com o livro The
Two Cultures tornou-se famoso em todo o mundo.

Na introducdo a edi¢io de 1993 Stefan Collini, professor
de literatura inglesa na Universidade de Cambridge, escre-
ve: «Devemos incentivar o desenvolvimento de uma capa-
cidade intelectual equivalente ao bilinguismo, n3o apenas
a capacidade de usar a lingua das nossas respectivas espe-
cializa¢des, mas também de ouvir, aprender e eventual-
mente contribuir para abordagens culturais mais vastas.»
Numa palavra, estamos a falar de interdisciplinaridade, ter-
mo que aponta para um tema, uma matéria, uma meto-
dologia ou uma abordagem cultural que engloba compe-
téncias de mais campos cientificos ou de mais disciplinas
de estudo. E é muito significativo que em 16 de Maio de
2013 tenha sido apresentado em Washington, nos EUA,
patrocinado conjuntamente pela Smithsonian Institution
e pela NSF, National Science Foundation, um white book
«that will share results and seek feedback from an explora-
tion of challenges and opportunities for transdisciplinary
research and creative work, informed by 200 international

contributors. Next we will consider methods for innovati-
ve exchanges supporting crossdisciplinary learning across
formal and informal education settings»", sobre as pos-
sibilidades de fazer crescer no mundo os cursos, as teses,
os doutoramentos, em poucas palavras os percursos edu-
cativos interdisciplinares sobre o tema da arte, da ciéncia,
da tecnologia, das duas culturas. O projecto, denominado
SEAD, Networking Sciences, Engineering, Arts and Design to
Confront the Hard Problems of our Time, concebido e lanca-
do por Roger Malina, astrofisico e humanista, professor
de Arts and Technology e de Physics na University of Texas
in Dallas, director da mais importante revista de arte, cién-
cia e tecnologia, Leonardo, da MIT Press, prolonga-se pe-
los préximos anos. [10].

Em 1981, a historiadora de arte americana Linda D. Hen-
derson publicou um livro destinado a mudar o modo como
olhamos a arte moderna, a vanguarda artistica do séc. XIX,
The Fourth Dimension and Non Euclidean Geometry in Mo-
dern Art [11] — um trabalho que foi continuado por uma
segunda edig3o do livro publicada em Marco de 2013, com
mais 200 paginas, pela MIT Press [12]. Henderson recons-
truiu os percursos através dos quais as novas ideias sobre
geometria da segunda metade do séc. XIX, em particular
as geometrias ndo euclidianas e a ideia de quarta dimensao
espacial, antes da teoria da relatividade e do espago-tempo,
influenciaram a arte do séc. XX, inclusivé através da litera-
tura inspirada nas investigacbes matematicas, a comecar
pelo romance Flatland de Edwin Abbot, de 1884. [13]

As fontes cientificas e matematicas que Henderson uti-
lizou s3o praticamente a totalidade das investigacGes mate-
méticas da época. N3o afirmando, obviamente, que esta era
a Unica fonte de inspira¢io para os artistas da época, mas
mostrando como é complexa e fascinante a destrinca dos
fios de Ariana que levam a formagdo de novas ideias na ci-
éncia e na arte.

«O de filosofia esforca-se 0 maximo para nos convencer
que a sua disciplina é uatil. Todos querem convencer-nos
que ensinam coisas tGteis. Todos excepto o de matemdtica.
Esse disse-nos logo no primeiro dia que a matematica ndo
serve para nada.» «A matematica é importante. Tal como
a filosofia: mesmo se nem a matematica nem a filosofia
tém respostas para a grande questdo. Tolstoi ou Dostoié-
vski?» Didlogo entre Claude e o seu professor German, na
peca de teatro O rapaz da ultima fila, do escritor espanhol
Juan Mayorga, [14] didlogo retomado no filme Dans la mai-
son [ Dentro da Casa, em portugués] de Francois Ozon. [15].
«Agora vamos rever os nlimeros imaginarios. E se pensas
sequer levantar o rabo dessa cadeira obrigo-te a comer os
apontamentos, percebes, poeta? Finalmente entraram-me
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na cabeca os nimeros imaginérios. E como jogar sem bola.
Existem apenas na cabeca. Mas podem-se somar, multipli-
car...», didlogos da peca de Mayorga.

«Diz-me, compreendeste esta coisa? Isto dos niimeros
imaginarios. Sim. Nio é muito dificil. Tudo o que é preci-
so saber é que a raiz quadrada de menos um é a unidade
com que se deve calcular. Mas como pode fazer-se tal coi-
sa sabendo, com certeza matematica, que é impossivel? (...)
O que me faz estremecer € a forca contida num tal proble-
ma, uma for¢a que nos agarra tio firmemente que no fim
aterramos sios e salvos do outro lado.»

Palavras extraidas de O jovem Toerless, um didlogo entre
o protagonista e o seu amigo Beineberg. Esta li¢io sobre ni-
meros imaginarios desperta no protagonista «uma veneracio
pela matematica, que subitamente deixara de ser uma ma-
téria morta para se tornar em qualquer coisa muito vivax.

O professor dele (de Toerless) acrescenta:

«No que diz respeito a matematica (...) admito sem mais que por
exemplo estes nimeros imagindrios, estas quantidades que na
realidade ndo existem, sdo um osso duro de roer para um jovem
estudante. Tem de aceitar o facto de que tais conceitos matema-
ticos sdo inerentes a natureza do pensamente puramente mate-
matico (...) A matematica é em si prépria um mundo, e é preciso
habita-lo durante bastante tempo para sentir tudo o que lhe per-
tence de modo necessario.»

A matemitica como fonte de inspiracdo para dizer outra coi-
sa, para visualizar outra coisa, para imaginar outros mundos.
E de que trata o cinema, desde os seus comegos? O imagi-
nério do cinema que se casa com o imaginario da matema-
tica e da literatura. Por vezes o resultado deste encontro é
surpreendente, porque «a matematica nunca desilude».

F uma das frases chave do filme de Francois Ozon. A cer-
ta altura o protagonista tem nas maos o livro de Musil, vé-
se distintamente a capa. E a palavra «imaginario» repete-se
mais vezes nos didlogos. O aluno escreve, conta, imagina,
deixando o professor fascinado, atraido. O aluno introduz-
se na casa dos pais de um colega de turma e, a pouco e
pouco, passa a fazer parte integrante da famfilia. Ou antes,
constréi uma narrativa, cada vez mais elaborada, mais re-
alistica, mas talvez completamente imaginaria, na qual to-
das as pessoas que vivem naquela casa se tornam ou per-
sonagens da histéria contada pelo aluno ou imagens da
sua reconstituicdo pelo professor ou ainda imagens no fil-
me, imagens ambiguas, como ambiguo é o aluno. Histé-
ria que deveria chamar-se, segundo o aluno, Os niimeros
imagindrios, e segundo o professor, O rapaz da tltima fila
porque «o titulo obriga-nos a assumir uma responsabilida-
de», como escreve Mayorga no texto teatral. O realizador
do filme mudou o titulo da peca de teatro. Disse Ozon que

«o dispositivo de alternincia entre a realidade e a histéria
das criacdes do aluno pareceu-me imediatamente adequa-
do a uma reflexdo ludica sobre o imaginario e os métodos
narrativos». A palavra «matematica» surge muitas vezes
no filme, a propria estrutura do filme é uma espécie de
«arte combinatéria» das vérias situagoes, personagens, in-
vencoes imaginadas pelo estudante escritor. Que na pega
original é muito bom em matematica, aspecto deixado na
sombra no filme, embora ele dé licoes de matematica ao
colega, sobre niimeros imaginarios. Imaginario, realidade,
existéncia, construcio, invencdo, escrita, narra¢do. O filme
encerra todos estes aspectos. Tal como no romance de Mu-
sil. Porque «a matematica nunca desilude». Nem no cine-
ma, se for usada como fonte do imaginario.

Desde ha muitos anos que comecei a ocupar-me das re-
lacBes entre matemdtica, arte, cinema, literatura, arquitec-
tura, numa palavra entre a matematica e a cultura, tendo
claro para mim que o meu interesse era também pelas pos-
siveis consequéncias educativas nos cursos que dei na uni-
versidade. Com a ambi¢do de que as pesquisas feitas nos
diversos dominios pudessem ser tteis a estudantes, pro-
fessores, e também aos apaixonados pela cultura.

A partir de 1976 comecei a interessar-me pelas conexdes
entre a matemadtica e as artes visuais, a arquitectura, e as
outras disciplinas cientificas. Inicia-se o projecto Matemd-
tica e arte. Além de escrever artigos e livros, realizei 18 fil-
mes da série Arte e matemdtica, [16] traduzidos em inglés,
francés e castelhano, projecto em que participaram mui-
tos matematicos de diversas universidades, entre os quais
Fred Almgren e Jean Taylor, Princeton University, Linda
D. Henderson, Texas University, Thomas Banchoff, Bro-
wn University, Donald Coxeter, Toronto University, Ro-
ger Penrose, Oxford University. E artistas, como Max Bill,
Salvador Dali, Bruno Veronesi, Arnaldo Pomodoro, Bru-
no Munari e muitos outros, com a colabora¢io de museus
e institui¢des culturais de todo o mundo.

Em 1985 tem inicio o projecto M. C. Escher em colabo-
racdo, entre outros, com R. Penrose e D. Coxeter. Organi-
zel, entre outras iniciativas, o congresso e a exposicio sobre
Escher na Universidade de Roma e no Instituto Holandés
de Roma, em 1985. As actas do congresso, de que fui edi-
tor com D. Coxeter, R. Penrose e M. Teuber, foram publi-
cadas pela Elsevier, de Amesterddo, em 1985 e tiveram va-
rias edicdes, tornando-se num livro de referéncia para quem
se ocupa deste tema. [17] Iniciei neste mesmo ano a reali-
zacio do filme sobre Escher.[18].



A partir de 1989 comecei a produzir exposicoes ligadas
ao tema da arte e matematica, com a exposi¢do itinerante
L’occhio di Horus: itinerari nell immaginario matematico, fi-
nanciada pelo Instituto da Enciclopédia Italiana, em cola-
boracdo com a Cité de Science de la Villette de Paris. Depois
fui curador da seccio de matematica da Citta della Scien-
za de Néapoles, destruida num incéndio doloso em Margo
de 2013. Realizei a segunda exposi¢do e congresso interna-
cional sobre Escher, na Universidade de Roma, em 1998.
As actas foram editadas, em colaboragio com Doris Schat-
tschneider, pela Springer verlag. [19]

Em 1993 inicio o projecto The Visual Mind em colabo-
ragio com a MIT Press. Ja foram publicados dois volumes
com a colaboracio de matematicos e artistas, entre os quais
Max Bill, Roger Penrose e Donald Coxeter, Martin Kemp e
muitos outros [20].

A partir de 1997 tem inicio o projecto Matemdtica e Cul-
tura na Universidade de Ca’ Foscari em Veneza, um en-
contro que nio se dirige apenas aos matematicos, aos pro-
fessores e aos estudantes do secundario. Todos os anos se
realiza um encontro sobre o tema, com matematicos, ar-
tistas, filésofos, arquitectos, musicos, escritores, realizado-
res de cinema. J4 intervieram 350 oradores ao longo des-
tes anos e esse encontro tornou-se uma referéncia quanto
aos temas af tratados. As actas sdo publicadas pela Sprin-
ger. Os encontros continuam e o préximo que se realiza
de 28 a 30 de Marco de 2014, sera divulgado através do site
http://www.mat.uniromal.it/venezia2014), que estara ac-
tivo a partir de Outubro de 2013.

Os temas tratados tém a ver com as conexdes entre a
matematica e a arte, a arquitectura, o cinema, o teatro, a li-
teratura, a poesia, as aplica¢des, a medicina, a morfologia,
a misica, a animacio computadorizada, a banda desenha-
da e muitos outros. No decurso dos anos, participaram nos
varios encontros, todos os anos, cerca de uma centena de
estudantes e meia centena de professores, apesar dos en-
contros nio terem sido pensados apenas para eles. E des-
de h4 alguns anos participam estudantes e professores de
toda a Italia, mesmo nestes tltimos anos de crise.

Era inevitdvel que destas experiéncias nascesse também
a ideia de criar cursos que tratassem de muitos dos temas
de matematica e cultura que tém estado no centro das ques-
tdes em discussio nos encontros e nas demais iniciativas.

A partir de 2004 comecei a dar um curso chamado Espa-
¢o e forma dedicado aos estudantes do tltimo ano do mes-
trado em matematica e do mestrado em design. O simples
facto de ter no mesmo curso estudantes de dois mestrados
diferentes era por si s6 uma grande novidade. Queria expe-
rimentar em concreto a minha experiéncia de varios anos

de pesquisas interdisciplinares. Obviamente, havia partes
do curso que tinham sido pensadas sobretudo para os es-
tudantes de matemdtica, e outras para os estudantes de de-
sign industrial. A partir do mesmo ano, comecei também
a dar um curso Conexdes interdisciplinares da matemdtica a
um grupo de professores.

Eis alguns dos temas tratados nos diversos cursos:

« A ideia de espaco: as novas geometrias, a evolugdo
da ideia de espaco, as influéncias sobre as vanguar-
das artisticas dos principios do séc. XX e sobre a
arquitectura.

« A ideia de transformacio, de metamorfose.

« As formas regulares no espaco a trés dimensoes. Do
Timeo de Platdo a redescoberta dos sélidos no Re-
nascimento. Luca Paccioli, Piero della Francesca, até
Kepler. Os solidos semi-regulares, sélidos de Cata-
lan, estrelados. As estruturas matematicas de Lucio
Saffaro.

« A quarta dimensdo: das formulagdes iniciais em Fla-
tland aos politopes a quatro dimensdes de Coxeter
as arquitecturas virtuais. A influéncia sobre a pin-
tura e sobre a arquitectura do séc. XX. Buckminster
Fuller.

« A importincia da topologia. Partindo da banda de
Moebius e dos primeiros exemplos de superficies
topologicas, até chegar as aplica¢des na arte (Max
Bill, Bruno Munari), na arquitectura (Eiseman, van
Berkel, Ghery), nas artes graficas, no cinema.

. Atécnica de animacio: da animacio tridimensional
com objectos reais até a técnica da animagdo 2D no
cinema, com aplicacdes a geometria (em colabora-
¢do com Gian Marco Todesco, da Digital Video).

« A simetria, os grupos cristalograficos, células ele-
mentares e elementos geradores.

. Pavimentacdes possiveis e classificacdo. Aplicagoes
a diversos tipos de mosaicos em diferentes épocas.

« As estruturas matematicas na obra de Escher: as si-
metrias, as geometrias ndo euclidianas.

. A animacio e os desenhos de Escher, os modelos
matematicos, as formas impossiveis.

+ As superficies minimas, as bolas de sabdo. O pro-
blema matemético, o problema de Plateau. Aplica-
¢oes dos modelos em arquitectura e histéria da evo-
lugio dos problemas, com referéncias a histéria da
arte no séc. XV em paralelo com a evolugio dos pro-
blemas cientificos.

« As relacdes entre a matematica e o cinema, entre a
matemética e o teatro, com exemplos. Projec¢do de
excertos de filmes e de espeticulos teatrais.
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« Um caso interessante: as curvas. Histéria das desco-
bertas dos diversos tipos de curvas. A importincia,
nos diversos periodos histéricos dos tipos de curvas.
Estudo em rede das suas equagdes e propriedades.

« Os fractais, dos algoritmos de Mandelbrot ao estu-
dos das diferentes formas.

« Matematica e literatura. Como a matematica influen-
ciou alguns escritores a partir do séc. XIX. Os mo-
delos e sua utilizacdo.

Seguem-se, como textos recomendados, alguns dos livros
que escrevi nos tltimos anos, além de muitos outros de di-
versos autores que sdo referidos nas diversas licdes:
o M. Emmer, Architettura topologica fluida, in C. Bar-
tocci, La Matematica, vol. 3, Einaudi, Torino, 2011
« M. Emmer, Numeri immaginari: Cinema e matema-
tica, Bollati Boringhieri, Torino, 2011
« M. Emmer, editor, Flatlandia con DVD, 2009, casa
editrice Bollati Boringhieri, anno 2008
o M. Emmer, Visibili armonie: arte, cinema, teatro, ma-
tematica, Bollati Boringhieri, 2006
« M. Emmer, Le bolle di sapone, Bollati Boringhieri,
2009
« M. Emmer, Mathland: dal mondo piatto alle ipersu-
perfici, Birkhauser, 2004. -
« M. Emmer, M.Manaresi, «Matematica, arte, tecnolo-
gia, cinema», Springer, 2001
« Osvolumes da coleccio M. Emmer, editor, Matema-
tica e cultura, Springer, em italiano e em inglés. Os
volumes da coleccdo Imagine Math, Srpinger, em
ingleés.
o Os filmes da série Art and Mathematics.

\TATIMASC ORCEDY
ALGUMAS OBSER

Desde ha quase dez anos que tenho vindo a fazer estes cur-
sos completamente novos no panorama universitario italia-
no. Devo dizer que estou muito satisfeito com as reac¢des
dos estudantes. O curso de mestrado em matematica estd
dividido em trés ramos principais: matematica pura, ma-
tematica aplicada, didactica e histéria da matematica. No
meu curso participam estudantes de todos os trés ramos, e
sao muitos os estudantes que escolhem teses interdiscipli-
nares. Inicialmente houve uma certa desconfianca da parte
dos outros professores do departamento, mas também na
sequéncia do bom acolhimento por parte dos estudantes o
curso tem sido retomado todos os anos sem qualquer ob-
jeccdo. Naturalmente, um dos problemas é que nio é con-

cebivel, pelo menos nos nossos dias, que exista alguma
possibilidade de uma carreira académica dedicada a temas
realmente interdisciplinares. E uma enorme limitacdo, nio
sendo possivel criar cursos de doutoramente, nem bolsas
de estudo, e no entanto, mesmo no curso para professores
que darei também no préximo ano, verificou-se existir um
grande interesse por um modo totalmente novo de apre-
sentar a matematica e o seu papel na cultura. Muitos pro-
fessores elaboraram ligSes-piloto para testarem com os es-
tudantes nas suas escolas dando continuidade a alguns dos
temas estudados, o que podera seguramente facilitar o des-
pertar de interesse por parte dos estudantes.

Numa palavra, parece-me que a experiéncia se pode con-
siderar bem sucedida.

Acredito assim que este é um facto importante e um
momento favoravel e penso também que a iniciativa de pu-
blicar um namero da revista Educacio e Matemdtica dedica-
do a este tema é um facto importante e significativo. E que
o confronto entre as diversas experiéncias nos diferentes
paises, pelo menos a nivel europeu, possa ser de grande
interesse para o futuro. Estamos sempre a ouvir falar dos
problemas econémicos da Europa como se a principal mo-
tivacdo para a reunifica¢do europeia ndo devesse ser, depois
de tantos séculos de guerras e destruicbes, o empenhamento
comum em melhorar cada vez mais a vida das populacdes
do continente. E ninguém duvida que uma maior difusio
da cultura cientifica e humanista seja um dos principais
meios de contribuir para o crescimento da Europa.
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Notas de tradugio

1 «que partilhara resultados e procurara reac¢des a par-
tir da exploracio de desafios e de oportunidades para
a investigacdo transdisciplinar e para o trabalho creati-
vo, com o suporte de 200 participantes internacionais.
Depois tomaremos em consideragdo métodos para tro-
cas inovadoras apoiando a aprendizagem interdiscipli-
nar em ambientes educativos formais ou informais».
Em inglés no original.

2 Traducio de Eduardo Veloso (revista por José Ferreira
de Lima). O tradutor escreve de acordo com a anti-
ga grafia.

MicHELE EMMER
UNIVERSITA DEGLI STUDI DI RoMA LA SAPIENZA

congruentes, no espaco duas figuras ou sélidos nestas con-
dicdes sdo considerados enantiomérficos. Nao se trata evi-
dentemente de introduzir este conceito, ou ter a preocupa-
cdo de estabelecer esta regra, mas sim criar oportunidades
para a discussdo de ideias matematicas com os alunos que
sdo muito pertinentes. Por este motivo, propomos que a ta-
refa seja realizada numa fase inicial em pequenos grupos e,
posteriormente, seja discutida em grande grupo. Também
sera fundamental utilizar materiais que podem ser simples-
mente palitos e pedacos de plasticina para os alunos uni-
rem as arestas e representarem as suas estruturas.

LINA BRUNHEIRA
EscoLA SuPERIOR DE EDUCAGAO DE LiSBOA
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

CUBOS INCOMPLETOS

Em 1974, um artista pldstico norte-americano chamado Sol LeWitt de-
senvolveu um trabalho que consistiu na construcdo de cubos incomple-
tos, ou seja, cubos aos quais foram retiradas algumas arestas criando
uma estrutura que, ainda assim, teria de ser a trés dimensdes.

Esse trabalho é composto por vérias pegas, incluindo desenhos, cons-
trucdo de todos os casos em tamanho pequeno e a sua apresentagao
conjunta, produgdo de algumas estruturas em tamanho grande e sua
exposicdo, como podes ver na fotografia.

O que te propomos é que realizes parte da investigacdo que Sol LeWitt
teve de realizar para construir as suas pecas. Para isso, responde as se-
guintes questdes com o apoio do material que te foi dado:

Variations of Incomplete Open Cubes, aluminio
pintado, 109,2 x 109,2 x 109,2 cm

1. Qual é o numero minimo de arestas para construires uma estrutura a trés dimensdes que seja parte de um

cubo?

2. Apresenta todos os casos diferentes que tenham esse nimero minimo de arestas.

3. Com quatro arestas, quantos cubos incompletos consegues fazer? Compara os teus casos com os encontrados

pelos teus colegas.

4. Nesta folha encontras um esbogo do Sol Lewitt com o registo de alguns casos correspondentes a cinco arestas,

mas entretanto descobriu mais quatro ...
Procura descobrir também quais os que faltam neste esboco!

S pARIl

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA
10 EDUCACAO E MATEMATICA




Sol LeWitt — arte contemporanea

e matematica

Eriana MaNUEL PINHO

O encontro da arte contemporinea e da matematica per-
mite uma multiplicidade de abordagens. Este artigo foca
um artista plastico ligado a arte conceptual, Sol LeWitt, e
algumas das suas obras, escolhidas por exibirem uma tra-
ma muito rica de matematica e expressio artistica, onde
cada uma das disciplinas faz sobressair a natureza da ou-
tra, e também pelo seu potencial para a realiza¢io de acti-
vidades em ambiente escolar. Um objectivo do artigo € le-
var 3 ac¢io.

A arte contempordnea convoca atitudes, praticas, ou
temas, que podem ser muito enriquecedores noutros con-
textos e, em particular, nos percursos de aprendizagem. E
de salientar a importincia dada, na arte contemporinea, 2
percepgio que cada pessoa tem de si propria: do lugar e do
conjunto de habitos em que esta inserida, das escolhas que
faz e das referéncias presentes nessas escolhas, e ainda das
acgdes pessoais e do reflexo destas no meio envolvente. As
obras de arte contemporinea que lidam com ideias mate-
maticas, acrescentam mais um elemento integrador a esta
lista, pois retinem dois aspectos culturais, a arte e a mate-
matica, habitualmente separados. Neste 4mbito, a obra de
Sol LeWitt é exemplar, tornando a geometria, a combina-
téria e outros conceitos matematicos, presencas verdadei-
ramente palpéveis.

.

O reconhecimento da matematica como elemento cul-
tural sai reforcado do encontro entre arte e matematica, en-
contro este que também contribui para a compreensio do
patrimoénio cultural matematico que existe para além da
matematica como disciplina. Por exemplo, quais as no¢des
de simetria tornadas familiares pelo convivio com padrdes
decorativos ou distribui¢Ses ritmadas de objectos, azulejos,
candeeiros na estrada, gradeamentos, etc? Quanto saberia-
mos acerca da circunferéncia se morassemos em casas cit-
culares? Quanto sabemos acerca de dngulos rectos, medi-
das de distincia e geometria plana, antes de aprendermos
estas nocdes em contexto matematico?

Sor LWrITT

Sol LeWitt nasceu nos Estados Unidos da América em 1928
e faleceu em 2007. Estudou arte na Universidade de Syra-
cuse, Nova lorque, até 1949, e em 1951 foi chamado para a
guerra da Coreia, tendo passado meio ano no Japdo e um
ano na Coreia. Durante a guerra esteve nos servicos espe-
ciais, onde uma das suas obrigaces era fazer posters.
Depois de regressar a Nova Iorque, Sol LeWitt estudou
numa escola de ilustradores e teve varias ocupagdes, em
particular a de designer grafico no gabinete de arquitectura
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Figura 1. SeriaL ProjecT #1 (ABCD). 1966, aco, STcmx2mx2 m.

de Ieoh Ming Pei e a de recepcionista nocturno no MOMA,
o museu de arte moderna de Nova Iorque. Como artista
plastico, comecou a mostrar-se ao ptblico durante a déca-
da de 1960, sendo a sua primeira exposi¢io colectiva em
1963, e individual em 1965.

Sol LeWitt foi um dos fundadores da arte conceptual, que
enfatiza a primazia da ideia na criac3o artistica [4], e escre-
veu textos seminais, como «Paragrafos sobre arte concep-
tual», em 1967, e «Frases sobre arte conceptual», em 1969.
Algumas das frases mais conhecidas destes textos s3o: «Na
arte conceptual a ideia ou conceito é o aspecto mais impor-
tante da obra. Quando o artista usa uma forma de arte con-
ceptual, isso significa que todo o planeamento e decisdes
sdo feitos antecipadamente, e que a execugdo é uma for-
malidade. A ideia torna-se a maquina que faz a arte».

Sol LeWitt foi prolifico e trabalhou em meios to diver-
so0s como estruturas modulares em metal, desenhos de pa-
rede, desenhos e impressdes em papel, livros, fotografia,
grandes guaches e blocos de cimento. Neste artigo é apon-
tado um pequeno conjunto de pecas, a maior parte delas
produzidas nas décadas de 1960 e 1970.

O artigo recorre as palavras de Sol LeWitt para apresen-
tar as pegas e as situar no contexto da arte conceptual. As
citacOes apresentadas s3o todas referidas no livro Sol Lewitt,
The Museum of Modern Art [1], a menos que seja indicada
outra fonte. Esse livro, do fim da década de 1970, tem a
vantagem de contar com Sol LeWitt na sua concepcio, de
apresentar a obra com comentirios do artista e de compi-

lar os textos escritos por Sol LeWitt até essa data. A outra
fonte de citagbes é uma entrevista que Sol LeWitt conce-
deu a revista BOMB em 2003 [4]. Os elementos matemati-
cos das pecas nio sio descritos de forma matematicamen-
te rigorosa mas tentando manter a descri¢do do artista, e
as traducdes sdo da autora do artigo.

COMBINATORIA E SEQUENCIAS

SeriaL ProjecT #1 (ABCD): esta peca define-se a partir de
quatro cubos — um cubo grande fechado, um cubo gran-
de aberto (s6 com as arestas), um cubo pequeno fechado
e um cubo pequeno aberto — e da variacio destas formas
quando a sua altura percorre um conjunto de 3 niveis di-
ferentes. A peca, de planta quadrada, esta dividida pelas
suas medianas em 4 sec¢des, A, B, C e D, cada uma de-
las contendo as 9 varia¢bes de dois dos cubos, um grande
€ um pequeno.

No contexto da arte conceptual, a peca ndo é apenas o
objecto final, ndo se resume a construcdo fisica na figu-
ra 1, mas é a prépria ideia e as subsequentes realizacdes
da mesma. E interessante notar que o cartaz de uma das
exposicOes desta pega, na figura 2, € um esquema em que
Sol LeWitt esboca uma das sec¢des da sua forma, um ele-
mento do processo de definicio da ideia.
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Figura 2. SeriaL ProjecT #1 (ABCD), anuncio para a exposicao

Em termos matematicos esta é uma peca simples e é
facil verificar que as combinacGes, dentro das regras esta-
belecidas, estdo esgotadas. Também é facil conceber pecas
diferentes com o mesmo conjunto de regras ou com re-
gras que sio varia¢oes destas. Todos tém oportunidade de,
a partir daqui, imaginar novas ideias e construgdes, perce-
bendo onde esti a regra matematica, onde esti a subjecti-
vidade e em que passos é que sdo tomadas as decisdes.

Se nos aventurarmos a construir estruturas semelhan-
tes vamos encontrar algumas das questdes que foram im-
portantes para Sol LeWitt e que nos trazem novas conside-
racdes matemdticas — a dimens3o das barras que definem
as arestas dos cubos abertos ou a sugestdo da existéncia de
cubos pequenos dentro dos cubos grandes, mesmo quan-
do n3o s3o visiveis.

Em relagdo as barras que definem as arestas, quando Sol
LeWitt comegou a interessar-se por estruturas com cubos
abertos, estabeleceu a razio de 1:8,5 entre a largura da bar-

na Dwan Gallery, 1967.

ra e a largura da face vazia. Segundo as suas palavras «a
razdo 1:8,5 foi uma decisdo arbitraria mas, uma vez deci-
dida, foi sempre utilizada». Esta razdo é particularmente
relevante no caso de VARIATIONS OF INCOMPLETE OPEN CUBES
de onde resultam vérias representa¢des e construcdes a di-
ferentes escalas, tal como descrevemos abaixo.

A existéncia de elementos que nio sio visiveis pode ser
sugerida pela estrutura da pega e/ou através de recursos
de representacio. Segundo o relato de Sol LeWitt, «Quan-
do SeriaL ProjecT #1 (ABCD) foi feito, algumas das pecas
nas partes C & D (exterior fechado) continham elemen-
tos que ndo eram visiveis mas eram implicados pela 16gi-
ca da peca. Cusgs witt HippeN Custs foi uma investigacdo
ulterior da ideia. [...] Propds que na verdade ndo precisa-
mos de ver as coisas para percebermos qual a sua forma e
a sua localizacdo». Esta ideia de perceber para além do que
se vé, a partir dos indicios disponiveis, remete-nos para a
prépria ciéncia.

i
8]
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Figura 3. Cuses witH Hippen Cuses. 1977 (existiu uma primeira versao de 1968, entretanto

destruida), esmalte sobre aluminio, 63 x189x 965 cm.
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Figura 4. Cuses witH Hippen Cuses, desenho e desenho de trabalho. 1968, caneta e tinta,
31,2x64,2cm (cima) e 21,6 x28cm (baixo).
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VARIATIONS OF INCOMPLETE OPEN CUBES
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Figura 5. VariaTions oF INcompLeTE Open Cuses, desenho esquemitico e fotografias com todos os casos. 1974, caneta e tinta,
40,6x40,6cm (esquerda).

Na peca da figura 3, a sugestdo da existéncia de elemen-
tos que nio sdo visiveis esti ligada aos recursos de represen-
tacdo, ou formalismo, utilizado. Na figura 4, é apresentado
um desenho esquematico com o principio de representa-

¢3o usado e um desenho de trabalho.

VariaTIONS OF INcompLETE OPEN CUBES: esta peca baseia-
se no cubo aberto incompleto, isto é, ao qual foram retira-
das algumas arestas, e na procura de todos os casos possi-
veis. Esta procura é um problema de combinatéria cujas

condi¢des sdo definidas por Sol LeWitt — as arestas exis-

Figura 6. VariaTIONS OF INcompLeTE Open Cuses, desenho esquemadtico e um elemento a grande escala. 1974, lépis e tinta,
40,6x40,6 cm o desenho (esquerda), aluminio pintado, 109,2x109,2x109,2cm a peca (direita).
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Figura 9. WaLL DrawING #146. 1972, |apis azul. Lines anD Arcs, plano da exposi¢do em Kunsthalle Bern. 1972, tinta em papel.

tentes tém que definir uma estrutura tridimensional (pelo
menos 3 arestas n3o complanares sdo consideradas), os ca-
sos diferentes ndo podem estar relacionados por uma rota-
¢do mas podem ser reflexdes uns dos outros. A peca inclui
diferentes formas de representacio das variagdes: fotogra-
fias, desenhos, um livro, constru¢do de todos os casos em
pequena escala (20,3x20,3%20,3 cm, cada) e a sua apre-
sentacio em conjunto, produgio de casos a grande escala
(109,2x109,2x 109,2 cm, cada) e sua exposicio individual,
esquemas de procura da solugio, etc. A compilacio exaus-
tiva da obra VariaTions oF INcompLETE OpEN CUBES, é feita
no livro Sol Lewitt: incomplete open cubes [3].

Ha uma analogia muito interessante, e que pode ser ex-
plorada visualmente, entre o conjunto de esbogos e esque-
mas que levam a definic3o, concepcio e realizacio destas
obras artisticas, por um lado, e os cadernos cheios de exer-
cicios de matematica, com as suas hesitacdes, tentativas e
conclusdes, por outro. Esta analogia é particularmente for-
te no caso da descoberta de todas as varia¢oes dos cubos in-
completos, pois esta corresponde de facto A resolucio de
um problema de combinatdria. Como podemos ver no li-
vro Sol Lewitt: incomplete open cubes [3], a resolucio deste
problema incluiu a pesquisa acerca do melhor formalismo
para descrever e contabilizar os diferentes casos. Na figu-
ra 7 apresentamos alguns desenhos de trabalho.

Sol LeWitt pertenceu a uma geracio de artistas que rea-
giu ao expressionismo abstracto procurando algo mais es-
tavel e consistente do que o estado de espirito do artista no
momento em que faz a obra. A serialidade, ou sequencia-
lidade, foi usada por vérios artistas nesta fase como, citan-

do Sol LeWitt, «uma forma de criar arte que nio se basea-
va no capricho do momento mas em processos ponderados
consistentemente que deram resultados interessantes e ex-
citantes» [4].

Sol LeWitt afirmou ainda que o uso de ideias sequen-
ciais se tornou o seu vocabulirio, e referiu com frequén-
cia que foi bastante influenciado pelo trabalho de Eadwe-
ard Muybridge, o fotégrafo que em finais do séc. XIX fez
sequéncias de fotografias de pessoas a realizar varias tare-
fas, de cavalos em movimento, etc. [4].

Sol LeWitt usou «estas formas simples — quadrado,
cubo, linha, cor — para produzir sistemas légicos. A maio-
ria destes sistemas eram finitos, isto &, ficavam completos
usando todas as varia¢Ges possiveis. Isso mantinha-os sim-
ples». [4]

A partir deste conjunto de pegas é possivel imaginar um
sem niimero de variaces, quer recorrendo 3s ideias de base,
quer tomando os métodos de pesquisa e representacio das
sequéncias. O aspecto da peca na figura 8 é especialmente
familiar em contexto matematico, com a sua tabela de du-
pla entrada, e sugere uma explorac¢do das potencialidades
visuais de outros métodos graficos e mnemonicas usadas
nas aulas de matematica.

As pecas nas figuras 8 e 9 resultam de todas as combi-
nacdes possiveis de alguns elementos nas quadriculas de
uma grelha. A série foi desenhada sequencialmente em pa-
redes de uma divisdo, ou de um conjunto de divisdes em
inGimeras instala¢Ges. Damos o esquema e uma fotografia
de uma dessas instala¢des na figura 9, bem como a descri-
¢do que Sol LeWitt faz: «Estes sdo os trés tipos basicos de

1 DEZEMBRO 125 17
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Figura 10. Ten THOUSAND LiNes, ONE INCH LoNG, EvenLy Spacep oN Six WaLLs oF DirreriNG ARrea (four details

of wall drawing). 1972, lapis.

linhas: rectas, nio-rectas e tracejadas, e os dois tipos de ar-
cos: a partir dos cantos e a partir dos pontos médios dos la-
dos. O sistema usa-os em combinagdes de dois. Dependen-
do do tamanho da parede, um ou mais destes tipos pode
ser omitido (tal como os arcos a partir dos lados, ou as li-
nhas tracejadas). A largura do médulo é determinada pelo
alcance médio de uma pessoa a desenhar um arco (cerca
de uma jarda ou um metro). Isto limita a linha as capaci-
dades do desenhador ou desenhadora e mantém-na numa
escala humana. [...] Independentemente do ntimero de ve-
zes que é feita, a peca é sempre diferente se for feita em pa-
redes com tamanhos diferentes».

A instalacdo podia incluir um plano como o da figura 9,
o que contribufa para a percep¢do, por parte do visitante,
da légica da peca. Para Sol LeWitt, «Os sistemas sequen-

il
[+'<]

ciais e as suas permuta¢des funcionam como uma narrati-
va que tem de ser compreendida»

Embora a sua concepgdo envolva um processo de com-
binatéria e sequencialidade, estas pegas apontam para ou-
tros grandes temas na obra de Sol LeWitt — os desenhos
de parede e as questdes de processo e localiza¢io — de que
falamos na préxima secgdo.

PROCESSO E LOCALIZAGCAO

H4 uma grande familia de pecas como a da figura 10, em
que o titulo descreve o processo que conduz 2 realizacio
do desenho. Numa analogia com a musica, o artista é um
compositor e nio um executante. Ao executante, o desenha-
dor, é deixada grande liberdade de interpretacio e expres-
sdo pois a aparéncia é secundéria: «se eu der as instru¢oes
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Figura 11. From THE WORD «ART»: BLut LiNes To FOUR CorNERs,GREEN LINES TO FOUR SIDES, AND RED LINES BETWEEN THE WORDS
«ART» ON THE PRINTED PacE. 1972.

e elas forem realizadas correctamente, entdo o resultado  nhos correspondentes podem ser vistos na internet ou nas
estd bem para mim». A postura de Sol LeWitt é ainda re- obras indicadas na bibliografia.

forcada pelas afirmacdes: «O sistema é a obra de arte, a » «Usando lapis, desenhar 1000 segmentos de recta
obra de arte visual é a prova do sistema.» e «N3o é o aspec- aleatérios com 10 polegadas de comprimento em
to que importa, mas o que é». Esta abordagem é bastante cada dia, durante 10 dias, num quadrado de 10 por
familiar em matemitica. Por exemplo, 2 instru¢io «dese- 10 pés»
nhar uma funcio continua» podemos corresponder com o «Linhas, n3o curtas, ndo direitas, cruzando e
grande liberdade de expressio. tocando-se»

+ «Linhas, n3o longas, nio direitas, que n3o se
Listamos aqui a tradug3o de alguns titulos de obras que cor- tocam»
respondem a outros tantos processos. Exemplos dos dese- » «Linhas verticais, nio direitas, que ndo se tocam»
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« «Linhas rectas, com 24 cm de comprimento, que
nao se tocam»

« «Linhas rectas, mais curtas do que 24 cm, que nio
se tocam»

 (a partir de uma malha quadrada com lado de 6 po-
legadas) «Dentro dos quadrados de 6 polegadas, li-
nhas rectas de aresta a aresta usando lapis amarelo,
vermelho e azul»

« «Linhas ligando pontos arquitectonicos»

o «Dez mil linhas, com cinco polegadas de compri-
mento, numa area de 4 por 5,5 polegadas»

+ «Linhas rectas com um metro de comprimento, a
partir do ponto médio de linhas rectas e em direc-
¢do a pontos na parede»

Com os desenhos de parede feitos a partir de uma regra pré-
via, Sol LeWitt marcou uma posicio critica em relag¢io ao
mercado da arte, dificultando a comercializa¢do da obra de
arte e tornando o acesso s pecas muito facil, pois qualquer
pessoa poderia, melhor ou pior, fazer os desenhos. «Como
a arte é um veiculo para a transmissio de uma ideia através
da forma, a reprodugcio da forma apenas reforca o conceito.
[...] Quem entende a obra de arte possui-a». [4]

Os desenhos de Sol LeWitt estabelecem com cada parede
uma relacdo particular e sublinham algumas das suas carac-
teristicas, como forma, tamanho, aberturas, elementos téc-
nicos, arquitecténicos ou decorativos. Na peca da figura 10,

Figura 12.
WaLL DrawinG #51. 1970.

por exemplo, o tamanho da parede define a densidade mé-
dia das linhas. Quando feitos em papel, os desenhos podem
revelar as caracteristicas geométricas da folha e elementos
especificos como, na figura 11, a palavra «art». Sol LeWitt
trabalhou, em particular, acerca dos termos «até», «em di-
recciio a» e «através de» em relacdo a elementos do espaco
arquitect6nico, uma abordagem que caracteriza como ge-
ogréfica e linguistica.

Sol LeWitt fez varios livros com as suas pesquisas artis-
ticas que s3o, em si mesmos, pegas de arte.

Citando Sol LeWitt, «A parede é entendida como o es-
paco absoluto, tal como a folha de um livro. Uma é publi-
ca, a outra é privada. Linhas, pontos, figuras, etc., sdo lo-
calizados nestes espacos por palavras. As palavras s3o os
caminhos para perceber a localiza¢3o do ponto. Os pontos
sdo verificados pelas palavras».

A atencio ao lugar, o reconhecimento de um espaco es-
pecifico e da relagio que o observador com ele pode manter,
e ainda o uso do lugar como matéria prima na expressio
artistica, s3o aspectos importantes na arte contemporanea.
Trazidos para contexto escolar, estes temas podem estimu-
lar a definiciio de identidades e fortalecer a ideia de perten-
ca. Na obra de Sol LeWitt a geometria do espago revela-se,
transforma-se em tensio visual, com especial clareza e sim-
plicidade. Talvez estas caracteristicas, aliadas ao gosto de
intervir no espaco que nos rodeia e a facilidade com que es-
tas férmulas se concretizam, possam explicar os inimeros
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Figura 13. Location ofF GeomETRIC FIGURES. 1977, caneta e
tinta, ldpis, 35,8x36,9 cm.

desenhos de parede que espontinea ou institucionalmen-
te continuam a ser feitos a partir das ideias de Sol LeWitt,
e cujos registos podem ser encontrados na internet com
uma pesquisa simples. As referéncias [5] e [6] correspon-
dem a uma exposicdo com execucio muito cuidada e per-
mitem aprender algumas técnicas para desenhar e pintar
sobre a parede.

O exemplo da figura 13 pode ser descrito como a con-
jugacio do enunciado e da resolucio do problema. Inclui-
das no tema «localizac3o», esta peca apresenta figuras ge-
ométricas a par do texto que descreve todos os passos para
a sua construgdo, dado um suporte que pode ser a folha
de papel ou a parede. A forma como o texto se relaciona
com os objectos descritos varia de peca para peca. «Duran-
te os anos 70 estive interessado nas palavras e no signifi-
cado como uma forma de fazer arte. Fiz um grupo de pe-
cas de docalizacdo> que dirigiam o desenhador no processo
de fazer a obra. Todas as marcacdes que levavam a realiza-
¢do do desenho eram para mostrar. Uma pessoa podia ler
as direccdes, verificar o processo e mesmo fazé-lo». [4] De-
senhos semelhantes foram feitos em diversos contextos e
num grande ntimero de diferentes combinacdes. Estas pe-

cas sugerem, de uma forma muito directa, uma maneira de
integrar a expressdo artistica no dmbito das aulas de mate-
matica — tome-se o enunciado de um problema qualquer,

a sua resolu¢do e mios a obra!

Sol LeWitt fez referéncias explicitas a geometria e pesqui-
sou em torno de objectos geométricos especificos, que to-
mou como unidades basicas de linguagem. Uma pequena
pesquisa em torno de LeWitt ird de imediato revelar um
conjunto de figuras planas, repetidas nos mais diversos
materiais e contextos, expondo as suas tensées internas e
as suas interligaces. Sdo figuras inscritas no quadrado e
definidas a partir da diviso do seu lado em quatro partes
— o circulo, um tridngulo, um rectingulo, um paralelogra-
mo e um trapézio.

Quanto a objectos tridimensionais, Sol LeWitt trabalhou
sobretudo com o cubo: « a caracteristica mais interessante
do cubo é que é relativamente desinteressante. Compara-
do com qualquer outra forma tridimensional, ao cubo fal-
ta agressividade, ndo implica movimento e é menos emo-
tivo. Por isso é a melhor forma para usar como unidade
basica para uma funcio mais elaborada, o dispositivo gra-
matical a partir do qual a obra se desenvolve. Como é nor-
mal e universalmente reconhecido, ndo se requer nenhuma
intencdo do observador. E imediatamente compreendido
que o cubo representa o cubo, uma figura geométrica que
é incontestavelmente ela propria. A utilizagdo do cubo eli-
mina a necessidade de inventar uma outra forma e reser-
va-se a sua utilizagdo para a invencao».

Uma das consequéncias do uso sistematico do cubo é
a acentuacio das questdes de representacio e de deforma-
¢do. Varias pecas de Sol LeWitt das décadas de 1980 e 1990,
tratam a perspectiva axonométrica (cavaleira, militar e iso-
métrica) e a perspectiva linear ou cénica. Nesta altura Sol
LeWitt faz um uso mais diversificado da cor e de outros re-
cursos expressivos. Apresentamos apenas um exemplo que
¢é também importante pela forma como uma ideia de geo-
metria pode impregnar o ambiente.

CoNCLUSAO

O contetido matematico da obra de Sol LeWitt é indiscu-
tivel. No entanto, a matematica n3o é um objectivo do au-
tor, que afirmou: «A arte conceptual ndo tem muito a ver
com matematica, filosofia ou outra disciplina mental». Mas
também, segundo as suas palavras, «Uma vez feita a obra,
o artista ndo controla a forma como o observador a apre-
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Figura 14. WaLL Drawinc #887. 1998, acrilico.

ende. Pessoas diferentes irdo entender de forma diferente
uma mesma coisa». Este artigo incorpora a perspectiva de
um observador que esta atento as ideias matematicas e a
possibilidade da comunidade escolar participar em ac¢des
que conjuguem arte e matematica.
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Do canto gregoriano a Jacques Brell
Simetrias e estruturas matematicas em miusical.2

CARLOTA SIMOES

Reflexdo, translacio, rotagdo s3o termos usados frequente-
mente em matematica e associados em geral ao sentido da
visdo: vitrais, azulejos, ladrilhos sdo exemplos que apresen-
tamos para clarificar tais conceitos junto dos nossos alunos.
E no entanto possivel exemplificar os mesmos conceitos
usando o sentido da audic3o. Se no primeiro caso as cooz-
denadas x e y do plano sio, por exemplo, a largura e a al-
tura de uma janela em vitral, no segundo caso as variaveis
passam a ser respectivamente o tempo e a altura do som,

e em vez da visdo, s3o necessarias a audi¢do e a memoria
para reconhecer uma reflexdo ou uma translagio.

Msicos e compositores conhecem bem estes conceitos
e usam-nos com rigor e engenho. Neste texto vamos apre-
sentar varios exemplos musicais de diversas épocas e esti-
los bem como a sua tradug3o para linguagem matematica,
analisando composicdes que vido desde o canto gregoria-
no do Século VII a Jacques Brel do Século XX, passando
pela jovialidade de Mozart e pelo génio de Bach do Século
XVIIL.
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Figura 1 Figura 2 Figura 3

SIMETRIAS MUSICAIS por duas rotagdes sucessivas de 90°, no sentido dos pontei-

ros do relogio (figura 5).

Conceitos matematicos como reflexdo, rotacio e translacio A miisica escreve-se na pauta de um modo muito se-

podem ser transportados para a msica. De facto, as sime- melhante a representagio cartesiana de pontos e funcdes

trias musicais podem ser identificadas com os frisos, pa- no plano: um eixo vertical para a altura do som, um eixo

drbes em que existem apenas simetrias de translagdo se- horizontal para que as diversas linhas melédicas se desen-

gundo uma direcgao. volvam ao longo do tempo. A linha mel6dica representada

Para exemplificar cada uma destas transformagdes, to- ), pauta pode assim ser analisada como um friso. Supo-

memos a imagem de um galo de Barcelos a olhar parao o0 que a «figura» que queremos transformar é uma
lado esquerdo (figura 1). Uma reflexdo desta figura, segun-
do um espelho vertical, coloca o galo a olhar para o lado

direito (figura 2). Uma reflexdo segundo um espelho hori-

sequéncia de notas S, que queremos usar tanto na forma
original como em versdes que se obtém dela por reflexdo.
Suponhamos que a sequéncia principal é S=(a1,2,..., dp).
A retrégrada de S, R(S), obtém-se de S lendo esta do fim
para o principio (figura 6).

zontal coloca o galo de pernas para o ar, mantendo o olhar
para a esquerda (figura 3). Podemos tornar a reflectir a tlti-

ma imagem segundo um espelho vertical (figura 4). A figu- A inversdo de S, I(S), obtém-se de S mantendo a primei-

ra final pode ser obtida a partir da inicial apenas com uma ra nota, mantendo os intervalos entre duas notas consecu-

Unica operacdo: a rotagdo de 180°. E esta pode ser obtida

S: original R(S): retrégrada S: original
ev

eh

I(S): inversdo

Figura 6. Representacdo grafica de uma melodia e da sua Figura 7. Uma melodia e a sua inversio
retrograda



Figura 4

tivas, mas trocando-lhes o sentido, ou seja, fazendo com
que um intervalo ascendente passe a descendente e vice-
versa. I(S) corresponde a reflexdo segundo um eixo hori-
zontal (figura 7).

Como as notas de I(S) sdo diferentes das da sequéncia S,
designemos a inversio por I(S)=(b1,by,...,bn). A retréograda
dainversdo de S, RI(S), obtém-se de S aplicando-lhe as duas
transformacdes anteriores, obtendo: RI(S)=(by, ... ,b2,b1) (fi-
gura 8).

Na figura 10, podemos ver uma sequéncia de notas S e
as respectivas transformadas R(S), I(S) e RI(S).

Tal como fizemos com o galo de Barcelos, podemos tentar
passar directamente da sequéncia original S para a retrograda
da inversdo RI(S) através de uma rotagdo de 180°. Na verdade,
o resultado obtido desta forma n3o é exactamente RI(S), nem
sequer uma transposta por alguns meios-tons de RI(S).

S: original

eh

R(S): retrégrada

Figura 5. Duas rotagdes sucessivas de 90°

A forma como a musica é representada graficamente
numa pauta musical permite aplicar uma rotagdo de 180°
3 pauta de uma dada melodia e assim obtermos uma nova
melodia, na qual intervalos ascendentes passam a descen-
dentes e vice-versa, e onde os intervalos, grosso modo, se
mantém (figura 11). E no entanto necessario acrescentar 3
pauta uma clave, uma espécie de «origem do referencial»
em musica, que define a posi¢io de uma nota e permite
assim conhecer o nome de todas as outras notas represen-
tadas na pauta (figura 11).

Existe em musica ainda uma outra operagdo: a trans-
posta de S por k meios-tons, Sk, obtém-se de S «adicio-
nando» k meios-tons a todas as entradas de S (figura 9).
Esta transformacio corresponde a transla¢do no plano, em
matematica.

Sequéncia transposta
por k meios tons

I(S): inversdo

Figura 8. Representacdo grafica de uma melodia e suas transformacdes por

reflexdo

-
e

RI(S): retrégrada da inversio

Figura 9. Uma melodia
e a sua transposta
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Figura 10. Uma sequéncia de notas S e as respectivas Figura 11. Uma melodia inicial e a melodia que se obtém
transformacdes R(S), 1(S) e R(I(S)). por rotacdo da respectiva pauta

RANSI %Z@ , REPETICAO E

tra acabou de cantar. Na verdade, a sobreposi¢do de linhas
melbdicas na pauta de um cinone faz lembrar a calcada
Quem nio se lembra do Frére Jacques® O primeiro canta- portuguesa no Largo do Rossio (figura 13)4].
va as primeiras quatro notas, e logo o segundo comecava Um exemplo magnifico de cAnone é o quarto andamento
a cantar desde o inicio enquanto o primeiro seguia com  da Sonata em Ld Maior de César Franck (1822-1890). Ana-
a cangdo sem se perturbar. O terceiro entrava depois das  lisando a figura 14, vemos (sombreado inicial mais claro)
quatro primeiras notas do segundo, o quarto depois das  a primeira frase melédica, tocada pelas duas maos no pia-
quatro primeiras notas do terceiro, e assim sucessivamen- no em simultineo, e depois pelo violino, com um atraso de
te (figura 12).03] quatro tempos. A seguir (sombrado menos claro seguinte)
Frere Jacques diz-se um cdnone: uma misica a diversas  vem a segunda frase que entra no piano enquanto ainda o
vozes, na qual uma linha melddica é cantada por uma pri-  violino nio terminou a primeira. E assim sucessivamen-
meira voz, que serd repetida por outras vozes que vao en- te. Esta sonata foi composta por César Franck para violino
trando uma apds a outra, cada uma retomando o queaou- e piano em 1886, mas existe uma versdo para piano e vio-
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Fré -re Jac-ques, Dor-mez-vous? Son-nezles ma-ti-nes, Ding, daing, dong!
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Fré -re Jac-ques, Dor-mez - vous?  Son-nez les ma- ti - nes,
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Figura 12. Os primeiros compassos de Frére Jacques
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Figura 13. Largo do Rossio, em Lisboa

Allegretto poco mosso

dolce cantadile

violino

s
e

k% 3

.
piano a duas mios

b oo

i..r-

(
2
|
|

piano a duas mios

Figura 14. Inicio do quarto andamento da Sonata em Ld Maior, de César Franck
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loncelo por Mischa Maisky (violoncelo) e Martha Argerich
(piano) que vale a pena ouvir (rm1). Quem quiser explorar
mais um cinone brilhante, tentando identificar as frases
melddicas que se repetem sucessivamente pelos diversos
instrumentos, pode ouvir o Cinone em Ré de Johann Pa-
chelbel (1653-1706), numa versao tocada pela Orquestra
Filarménica de Berlim, conduzida por Herbert von Kara-
jan (RM2).

Em termos matematicos, o cinone corresponde a trans-
lacdo no plano. Em todos estes exemplos, Frére Jacques, So-
nata em Ld de Franck e Cdnone em Ré de Pachelbel, a linha
melédica sofre apenas uma translagdo no tempo: a segunda
voz reproduz a melodia, comegando-a na mesma nota (ou
numa nota do mesmo nome, com altura diferente, como
acontece na sonata de César Franck).

Mas também existem cinones que deslocam a segun-
da voz tanto no tempo como em altura do som. Da obra
Variagdes Goldberg de Johann Sebastian Bach (1685-1750),
que consiste num total de 30 varia¢es sobre um mesmo
tema, fazem parte nove cinones (figura 15). O que é inte-
ressante para o nosso estudo é o facto de, nesta obra, to-
das as variacdes que correspondem a um nimero multiplo
de trés, excepto a Gltima (Variagdo 30), serem um canone.
Mais ainda: a variacdo nimero 3n é um canone ao interva-
lo n; a variacio 3 é um cinone ao unissono (o intervalo en-
tre uma nota e ela propria), ou seja, um cdnone com duas
vozes que se repetem sucessivamente, como no Frere Jac-
ques; j4 a variagdo 6 é um cdnone com intervalo de segun-
da (o intervalo entre uma nota e a nota imediatamente a
seguir), a variagdo 9 é um cinone com intervalo de tercei-
ra, e assim sucessivamente, até a varia¢do 27, um canone
com intervalo de nona.

Na Variacio 3 h4 uma primeira voz que segue uma linha
melédica que comega no primeiro compasso (figura 16), e
uma segunda voz que comega no segundo compasso, imi-
tando a primeira e sobrepondo-se a ela. Vale a pena ouvir
esta variacio interpretada por Glenn Gould (rm3)

YARIATIONa £ Clavw.
Curone s11'Lnisuons

Aria Variatio 16. Ouverture
Variatio 1 Variatio 17
Variatio 2 Variatio 18. Canone alla Sesta

Variatio 19
Variatio 20
Variatio 21. Canone alla Settima

Variatio 3. Canone all’Unissono
Variatio 4

Variatio 5

Variatio 22. alla breve
Variatio 23

Variatio 6. Canone alla Seconda
Variatio 7. al tempo di Giga
Variatio 8 Variatio 24. Canone all’'Ottava
Variatio 9. Canone alla Terza
Variatio 10. Fughetta

Variatio 11

Variatio 12. Canone alla Quarta
Variatio 13

Variatio 14

Variatio 15. Canone alla Quinta

Variatio 25. adagio

Variatio 26

Variatio 27. Canone alla Nona
Variatio 28

Variatio 29

Variatio 30. Quodlibet

Ario da Capo

Figura 15. As Varia¢des Goldberg, de Johann Sebastian Bach

Na Varia¢do 9 (figura 17), a primeira voz comega no pri-
meiro compasso, num Si, e a segunda voz comega no se-
gundo compasso, no Sol imediatamente mais grave (Sol-Si
é um intervalo de terceira). Vale a pena ver a interpretagdo

desta variaciio por Colin Booth com representagdo grafica
de Stephen Malinowski (rM4).

Vimos ja que a musica escrita na pauta pode ser analisada
como se de um friso se tratasse. Procuremos nela mais si-
metrias dos frisos.

Uma melodia com a simetria da capicua pode ser to-
cada do inicio para o fim ou do fim para o principio, que
o resultado musical é o mesmo. Esta é a simetria que en-
contramos no Minuetto al Roverso (rm5) da Sinfonia n.° 47
em Sol Maior (figura 18) de Haydn (1732-1809).
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TVARIATIO 9 a3 1 Clav.
Canone alla Terza

BWVRIBc 2575

—r == T =
y i 3 _d_j# il :
| R . ! il |
[ = __,:-J._‘?_— “t\&'t_.r._._’.to : =i
. -
i , wa— 1  I— — I g k @_ié e - ’_i"‘"_
E 1 e — ] 3 = =
Figura 17. Variacao 9, Variagdes Goldberg, Johann Sebastian Bach
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Figura 18. Tema do Minuetto al Roverso, Sinfonia n.° 47 em Sol Maior de Hayden

Haydn nio foi o primeiro a criar uma obra musical em
capicua. Podemos dar o exemplo do Canone 1 da Oferen-
da Musical (1747) de Johann Sebastian Bach que neste vi-
deo (rM7) se desenvolve engenhosamente sobre uma Fita
de Mébius.

A REFLEXAO DE ESPELHO HORIZONTAL

Encontrar exemplos musicais inspirados na reflexdo se-
gundo um eixo horizontal é uma tarefa mais dificil que as
anteriores.[5]

No exemplo seguinte esta simetria é muito dificil de de-
tectar, a ndo ser por observagio das pautas musicais. A com-

Quasi presto
Tema
M

Figura 19. Tema do Caprice n.° 24,
Paganini

posi¢do mais famosa de Paganini (1782-1840) ¢, quase de
certeza, o Capricho n.° 24 para violino, que podemos ouvir
numa interpretacdo por Alexander Markov (rm8). Um sé-
culo mais tarde, Rachmaninoff (1873-1943) homenageou
Paganini com a sua Rapsédia sobre um tema de Paganini
(1934), um conjunto de 24 varia¢Ses sobre o Capricho 24
de Paganini. Na Variacdo 18 da rapsdédia de Rachmaninof,
que podemos ouvir numa versio de Rubinstein (RM9), é
quase impossivel reconhecer o tema original de Paganini
sem olharmos atentamente para as duas pautas (figuras 19
e 20). Rachmaninoff usou para tema da sua composic¢io
a inversdo do tema de Paganini, ou seja, a melodia que se
obtém depois de aplicar uma reflexio de eixo horizontal ao
tema de Paganini.

Figura 20. Tema da Variacdo 18,

Rachmaninoff
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Figura 21. Calgada Martin de Freitas, junto aos Arcos do Jardim, Coimbra

Violino 1 ’\ Violino 2
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Figura 22. O dueto Espelho, para dois violinos

A simetria musical entre estes dois temas é a que pode- € que uma nica pauta serve para os dois violinistas em si-
mos encontrar, por exemplo, na Calcada Martim de Frei- multineo, que a poderdo executar se estiverem ambos fren-
tas, em Coimbra (figura 21). te a frente, a olhar para a mesma folha de papel (figura 22).

De facto, a isometria envolvida é a rotagdo de 180°, opera-
¢do «efectuada» pelo segundo violinista, quando este olha
O DUETO ESPELHO para a pauta que, para o primeiro violinista, estaria inver-
Encontra-se online a pauta relativa a uma peca para dois vio-  tida. Mas na verdade, e como vimos anteriormente, a rota-
linos, Der Spiegel Duet[6], atribuida a Mozart e que podemos  ¢3o de 180° corresponde, grosso modo, a retrograda da in-

ver e ouvir no youtube (Rm10). O que é original nesta obra  versio da sequéncia original.
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D6] Ré| Mi| Fa | Sol| La| Si

Figura 23. A escala de D6 Maior

Esca1as COM SIMETRIA

No teclado de um piano, entre cada duas teclas brancas su-
cessivas pode haver, ou nio, uma tecla preta. No primeiro
caso, as notas correspondentes distam de um tom e no se-
gundo caso distam de meio-tom. Mas mesmo quem nun-
ca tenha aprendido musica consegue reconhecer e traute-
ar a escala de D6, entoando meios-tons e tons inteiros sem
se aperceber desse feito (figura 23).

Hoje chamamos a esta escala diaténica maior, e carac-
teriza-se por ter os meios-tons (Mi-Fa e Si-D¢) da terceira
para a quarta e da sétima para a oitava notas. Por causa da
localizagdo dos meios-tons nesta escala, esta é constituida
por dois conjuntos de quatro notas com a mesma distri-
bui¢do de tons e meios-tons (figura 24).

Podemos tocar esta escala no teclado de um piano co-
mecando-a em qualquer nota, mas para respeitar as posi-
¢bes dos seus tons e meios-tons é preciso recorrer as teclas
pretas. Comecando a escala em F4 ou em Sol, basta usar
uma tecla preta: no primeiro caso é a tecla preta que fica

Figura 24. Tons e mejos-tons da escala de D6 Maior.

Os meios-tons estdo assinalados com uma ligadura entre

as notas correspondentes

imediatamente antes de Si (Si b), e no segundo caso a que
fica imediatamente a seguir a F4 (F4 #). Se no entanto qui-
sermos comecar a escala em Si, j4 temos que usar todas as
cinco teclas pretas.

A afinacio de um teclado que torna possivel comegar
a escala diaténica em qualquer nota, e de tal forma que
qualquer das escalas soe bem ao ouvido, foi um proble-
ma resolvido no Século XVIII, com intervencdo tanto de
matematicos como de musicos. Bach comemorou o feito
compondo O Cravo bem Temperado (1722), um conjunto
de 24 Preludios e Fugas que pode ser visto como um caté-
logo de composicdes, que cobre todas as 24 escalas diatoni-
cas (12 maiores e 12 menores) que se obtém mantendo os
tons e meios-tons da escala de D6, mas comegando-a em
qualquer uma das 12 notas do teclado, brancas ou negras.
As pegas aparecem ordenadas, por ordem cromética, come-
cando em D6 e terminando em Si, as impares para os tons
maiores e as pares para os tons menores (figura 25).

Preludio e Fuga

Preludio e Fuga

(nos impares) Escalas majores  (nos pares) Escalas menores
1 D6 M 2 D6 m
3 D6 # M 4 D6 #m
5 Ré M 6 Ré m
7 Mib M 8 Mibm
9 Mi M 10 Mim
11 FaM 12 Fam
13 Fa# M 14 Fa#m
Figura 25. Os 24 Prelidios e 15 Sol M 16 Sl i

Fugas d’O Cravo bem Temperado 17 L4b M 18 Sol #m
19 LaM 20 Lim
21 SibM 22 Sibm
23 SiM 24 Sim
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Bach provou assim que num cravo <bem temperado»
se pode transpor a escala de D6 fazendo-a comecar em
qualquer nota do teclado, mantendo os intervalos da esca-
la diaténica, e ainda compor musicas em quaisquer dessas
escalas.

Mas a escala de D6 nem sempre foi t3o popular como
tem sido de Bach aos nossos dias. Foi o Papa Gregério I
(540-604) quem organizou um conjunto de escalas musi-
cais, os modos gregorianos, nomeando-as a partir dos no-
mes das escalas gregas da Antiguidade. A nossa t3o popu-
lar escala diaténica que acabou por vencer as restantes em
popularidade, era nesse tempo o modo Jénico. H4 no en-
tanto um outro modo gregoriano que, talvez pela sua es-
trutura interessante do ponto de vista da simetria de refle-
x30, chegou directamente e discretamente desde a Idade
Média aos nossos dias.

Consideremos a escala que vai de Ré ao Ré seguinte
usando apenas as notas brancas (figura 26). Deste modo, os
meios-tons ficam entre a segunda e a terceira, e entre a sex-
ta e a sétima notas. Trata-se do modo Dérico (figura 27).

Na verdade, em termos musicais, esta distribuicio si-
métrica dos meios-tons que os afasta do inicio e do fim da
escala, produz uma sensacio de sobriedade no ouvinte, en-
quanto que a localizacio de um meio-tom logo no inicio da
escala lhe di um toque lamentoso ou sensual, como acon-
tece, por exemplo, no Flamenco. A discussio acerca dos
efeitos das diversas escalas nas emogdes e na formacio do
caracter vem de longe, pelo menos desde a Antiga Grécia,
como podemos confirmar em A Repiiblica.

—Quais s@o entdo as harmonias lamentosas? |...]

—Sa@o a mixolidia, a sintonolidia, e outras que tais.

—Portanto essas sdo as que se devem excluir, visto que sio
iniiteis para as mulheres, que convém que sejam honestas,
Jjd para ndo falar dos homens. [...] Ndo entendo de har-
monias, mas deixa-nos ficar [uma harmonia] para aque-

Ré | Mi | F4 |Sol | L4 | Si

Figura 26. O modo ddrico
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le que se encontra em actos pacificos, ndo violentos, que se
comporta com bom senso e moderagao. |[...]
Platdo, A Repiiblica, Livro I1I, 398-399

A sobriedade do modo Dérico é por certo a razdo para al-
gumas melodias compostas a partir desta escala sobrevive-
rem ao passar dos séculos, permanentemente retomadas e
transformadas por msicos e compositores.

Quem ndo conhece a canglo inglesa Greensleeves pelo
nome, ird reconhecé-la decerto nesta versio em guitarra
(Rm11). Esta canglo, provavelmente do Periodo Isabelino,
da Inglaterra do Séc. XVI, ja foi cantada por Elvis Presley
(1968) (rM12) e também por Leonard Cohen (1974) (Rm13).
Podemos ainda ouvi-la numa interpretacio em jazz por
John Coltrane (1961) (RmM14) ou mesmo pela banda rock
Jethro Tull (2003) (rM15).

O modo Dérico é também a escala do hino Dies Irae
composto no Séc. XIII, que podemos ouvir em canto gre-
goriano (rm16). Também estal melodia tem vindo a ganhar
novas roupagens ao longo dos séculos, incorporada em di-
versas obras de diversos compositores. S3o exemplo o quin-
to andamento da Sinfonia Fantdstica de Berlioz (Séc. XIX)
(rRM17) ou a Danga Macabra (Totentanz) de Liszt (Séc. XIX)
(rRM18). O tema Dies Irae aparece também na Variacdo 24
da Rapsddia sobre um tema de Paganini (1934) de Rachma-
ninoff, de que ja falamos neste texto a propésito de outra
simetria. Pode ouvir integralmente a interpretacio da Rap-
sodia, pelo proprio Rachmaninoff (rm19), e tentar desco-
brir o tema Dies Irae na Gltima variacio, a um minuto do
final da obra.

Ja no século XX, também Jacques Brel incorporou o
tema Dies Irae na sua cancio La mort (1959) (rm20), que
David Bowie interpretou em 1973 numa versdo em inglés,
My Death (RM21), comprovando a imortalidade do tema mas
também da escala poderosa que lhe deu forma. Poder que

decerto lhe chegou por via da simetrial

Figura 27. Tons e meios-tons no modo Dérico.
A distribui¢do de tons e meios-tons nesta escala tem a
simetria da capicua



Notas

[1] A autora escreve segundo a antiga ortografia.

[2] Este artigo tem referéncias a locais na web onde po-
dem ser ouvidos trechos musicais ou videos (youtube).
Essas referéncias musicais sio listadas a seguir. Se o
leitor estiver a ler este artigo com a versdo pdf aber-
ta no seu computador, as referéncias musicais dessa
versdo s3o links directos para esses locais da web.

[3] http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:YB4001Canon_
Frere_Jacques.png

[4] http://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Cal%C3%A7ada_da_Pra%C3%

A7a_do_Rossio.jpg

[5] Exemplo sugerido pela colega Ana Pereira do Vale, da
Universidade do Minho, a quem agradeco.

[6] http://icking-music-archive.org/scores/mozart/
spiegel.pdf

Referéncias Musicais (na versdo em pdf, clique para ouvir)

rRM1 hitp://www.youtube.com/watch?v=0S_OfxK8LEo
RM2 http:/ fwww.youtube.com/watch?v=H1L4sVxuKZg
rRM3 http:/ /www.youtube.com/watch?v=CtSSpAT7rZg
rM4 hitp:/fwww.youtube.com/watch?v=6E2s57WuFQU7
RMS hitp:/fwww.youtube.com/watch?v=bMm_R7RFcMg8
RMO http:/ /www.youtube.com /watch?v=WLEmVxqye4g9
RM7 hitp://www.youtube.com fwatch?v=0IN_FyhmY8U
RM8 hitp:/fwww.youtube.com /watch?v=PZ307sMot-012
rRM9 http://www.youtube.com/watch?v=h_BArG3ollw
rRM10  http://www.youtube.com/watch?v=M8QlaVgilWc
rM11  http://www.youtube.com/watch?v=wARiOb80Zro16
rRM12  http://www.youtube.com/watch?v=]_wD403pqq817
rM13  http://www.youtube.com/watch?v=sgAH-SBsgkc18
rRM14  http://www.youtube.com/watch?v=NpX517F8H2419
rRM15  http://www.youtube.com/watch?v=9qcAgLX7KPg20
rRM16  hitp://www.youtube.com/watch?v=-fMHms5Cvsw21
rRM17  http://www.youtube.com/watch?v=3lw6bCO-nzM22
rM18  hitp://www.youtube.com/watch?v=3gQfPNt-NNs23
rM19  hitp://www.youtube.com/watch?v=KL5aiUKPt3Q24
RM20  hitp://www.youtube.com/watch?v=Qqg9-B6REgRI25
rRM21  hitp://www.youtube.com/watch?v=XpW5MdStjoU
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Da neve hexagonal

LURDES FIGUEIRAL

Strena seu De Nive Sexangula, 1611.

Em 1610, Kepler escreve um opuisculo intitulado Strena seu
De Nive Sexangula que se pode traduzir como A Oferta ou
Da Neve Hexagonal. A Oferta, porque Kepler o escreve para
oferecer, como presente de ano novo em Janeiro de 1611, a
Johannes Matthius Wackher von Wackhenfels, seu benfei-
tor da corte prussiana do Imperador Rudolfo II, onde Kepler
era astrénomo; Da neve hexagonal (ou, mais literalmente,
Da neve de seis dngulos) porque propde uma reflexdo sobre
a causa da forma hexagonal dos flocos de neve.

Este pequeno texto é de agradavel leitura pelo jeu d’esprit
que Kepler utiliza. Logo a abrir, d4 o tom:

The Six-Cornered Snow Flake, A New Year’s Gift, 2000.

Estou bem consciente do quanto amais o Nada, ndo tanto pelo
pouco valor que tem, mas pelo subtil jogo de ideias que se pode
fazer com ele, como se fosse um feliz pardal. Por isso posso ima-
ginar que uma oferta pode agradar-lhe tanto mais, e ser mais bem
recebida, quanto mais se aproxime do Nada.®

Kepler inicia este «jogo de espirito» logo nas primeiras li-
nhas: a Neve, que em latim é Nive ou Nix, pronuncia-se tal
como soa na Baixa Germdnia o nada — nix— da lingua ma-
terna de Kepler, ou mesmo o alem3ao nichts.

Na sua esséncia, este escrito é uma espécie de ensaio
sobre a natureza das coisas, das substancias: Kepler, pro-



Figura 1

curando essa didiva que mais se aproxima de Nada, de-
pois de recusar sucessivamente o dtomo de Epicuro (que
considera ser mesmo nada), a poeira da terra (da qual nin-
guém pode ver a forma e cujo tratamento exigiria calculos
onde ele teme perder-se ja que, segundo Arquimedes, ha-
veria numa sé semente de papoila, dez mil desses mints-
culos graos), as faiscas de fogo (que ainda s3o mais que o
p6 de duas pedras de silex que se raspam para as produzir
— as faiscas, que o p6 ja ele tinha anteriormente recusado
— e por isso, como afirma, «deixo a Platdo essas formas
piramidais que eu nunca vi, para que ele delas faca fogo
como desejava»), o vento e o fumo e a dgua, escolhe um
simples floco de neve, qual estrela caida do céu e pergun-
ta-se se um floco de neve, feito de vapor de 4gua e que der-
rete quase instantaneamente quando cai, serd verdadeira-
mente alguma coisa.
Vejamos o texto de Kepler:

Enquanto ansiosamente pensava neste assunto [o da oferta do
Nada a fazer ao seu amigo], atravessei a ponte® mortificado pela
minha deselegincia de me apresentar diante de v6s sem um pre-
sente de Ano Novo, excepto talvez (para continuar no mesmo tom)
aquele que sempre vos trago — literalmente, Nada. Nem eu esta-
va capaz de pensar em algo que, sendo quase Nada, proporcionas-
se ainda assim uma subtil reflexdo. E entio quando, por uma fe-
liz coincidéncia, algum do vapor que havia no ar se transformou
em neve pela forca do frio, e alguns flocos dispersos cairam no

meu casaco, todos hexagonais, com raios felpudos, filamentosos
[omnes sexanguli, villosis radiis, no original]. Por Hércules! Ali
estava algo, mais pequeno que uma gota e no entanto dotado de
uma forma. Ali estava, na verdade, a mais admiravel oferenda de
Ano Novo para o amante do Nada, e digno também de um ma-
tematico (que tem Nada e recebe Nada®) uma vez que desce do
céu e tem semelhanca com as estrelas (figura 1).

Kepler, interroga-se entdo:

Visto que sempre é assim, que sempre que comega a nevar, aque-
las primeiras particulas de neve adoptam a forma de uma pequena
estrela de seis dngulos, é necessario que haja uma causa determi-
nada; pois, se acontece por acaso, por que ndo tombam igualmen-
te com cinco ou sete dngulos, mas sempre com seis, contanto que
estejam ainda esparsas e distintas e antes que se precipitem num
confuso aglomerado?

Para ver como estas questdes devem ser tratadas, vamos recorrer
a alguns exemplos bem conhecidos. Mas vamos apresenti-los de
uma forma geométrica, porque uma digressdo deste tipo contri-
buird muito para a nossa investigacio.

Kepler inicia entdo uma interessante viagem por temas
geométricos, cristalograficos e matematicos, abordando
questdes que vio desde a conjectura do favo de mel aos
quasicristais.

Do ravo DE MEL A CONJTECTURA DE KEPLER

Ja Papo de Alexandria (320 d.C.) tinha considerado que até
as abelhas, com «uma certa intuicio geométrica», sabiam
que, entre as formas regulares que pavimentam o plano, o
hexagono é aquela que optimiza a irea para o mesmo peri-
metro. Papo referia-se aqui a secgdo transversal do alvéolo
como se este fosse um prisma hexagonal. Ora, 0 argumento
de Papo é incompleto. De facto, limita-se a comparacdo de
trés casos: o tridngulo, o quadrado e o hexdgono que, desde
Pitagoras, se sabia serem os Ginicos poligonos regulares a
cobrir o plano. Papo defende que, se a mesma quantidade
de material for usada para construir estas figuras, é o he-
xagono que é capaz de conter mais mel. Papo nio apresen-
ta qualquer raz3o matematica para restringir as hipoteses
aos trés poligonos regulares (porque, das abelhas, repugnam
as figuras dissemelhantes), como também para o motivo que
o levou a excluir lacunas entre os alvéolos (elas [as abelhas]
acreditam que estas figuras [os alvéolos] devem estar absolu-
tamente justapostas e terem os lados em comum, para que as
matérias estranhas ndo possam entrar nos intersticios e man-
char assim o fruto dos seus trabalhos).

Restringindo-se entdo a estas trés figuras, Papo demons-
tra que é o hexagono que cumpre o requisito, mas a sua de-
monstracio é feita para um conjunto muito restrito de pos-



Esquema de um alvéolo

Pequeno favo tipo seta
fotografado en contraluz

Figura 2

sibilidades. Fica entio em aberto esta questdo, em torno da
Conjectura do favo de mel (The Honeycomb Conjecture) como
é conhecida: O hexagono é a figura geométrica com perime-
tro minimo e que divide o plano em regides iguais com uma
irea dada. (Observe-se que minimizar o perimetro, dada a
4rea, é equivalente a maximizar a drea, dado o perimetro.)
Neste livro, Kepler debrugou-se também sobre esta ques-
t30 e colocou-a no espaco tridimensional, chegando a for-
mular, ele préprio, uma conjectura sobre empacotamen-
tos de esferas (Conjectura de Kepler®). As demonstragdes de
ambas as conjecturas estiveram relacionadas e s6 foram ca-
balmente resolvidas no limiar deste século. O matematico
htingaro Laszl6 Fejes Toth (1915-2005) provou, em 1943,
a conjectura do favo de mel sob a hipétese da convexida-

Encaixe de alvéolos pelas paredes do fundo

quilha vista em fotografia de perfil

e de cima

de das células e previu que a demonstragao sem esta hipo-
tese da convexidade envolveria consideraveis dificuldades.
Esta demonstraciio veio a ser feita por Thomas C. Hales?
no contexto da complexa demonstracdo da Conjectura de
Kepler, em trabalhos publicados entre 1998 e 2005.

Na sua viagem ao mundo das colmeias, Kepler descobre
que os favos de mel ndo sdo constituidos por prismas hexa-
gonais justapostos: esses prismas tém alterada a «parede do
fundo». De facto, enquanto que a abertura do alvéolo € um
hexagono, no seu fecho posterior este foi substituido por
trés losangos que formam uma espécie de «quilha» (cari-
nam potius nuncupes®) que permite que os alvéolos se en-
caixem de forma desencontrada dando mais consisténcia
ao favo (figura 2).
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Figura 3

Esta observacio suscitou em Kepler uma curiosidade:

Os trés planos da quilha s3o idénticos uns aos outros e a sua for-
ma é a que os gedmetras chamam losangos. Intrigado com estes
losangos comecei a procurar na geometria corpos que, a seme-
lhanca dos cinco sélidos regulares e dos catorze sélidos de Ar-
quimedes, pudessem ser construidos s6 com losangos. Descobri
dois: um relacionado com o cubo e com o octaedro e o outro com
o dodecaedro e o icosaedro.

Nio sendo entdo os favos das abelhas células 6ptimas no
preenchimento do espaco, para Kepler elas eram suficien-
temente boas para ser tidas como exemplo, no seu encaixe
posterior, deste «empacotamento» sem falhas que o dode-
caedro rémbico permite. Outro exemplo que nos apresen-
ta, sdo as sementes de uma roma:

Se se corta uma roma de bom tamanho, pode ver-se que a maior
parte das sementes estdo comprimidas nesta mesma forma (fi-
gura 3).

Para Kepler, é claro que as faces rémbicas aparecem na na-
tureza como produto de uma luta pelo espaco entre formas
orginicas redondas, como as sementes de romas, pressio-
nando-se umas contra as outras.

Por outro lado, essas mesmas formas redondas, se sdo
sujeitas apenas a forcas laterais, transformam-se em cubos,
tal como as ervilhas, alinhadas na vagem (figura 4).
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Figura 4

Mas, e se essas formas esféricas lutando por espaco,
sdo feitas de material sélido? Como devemos embala-las, a
fim de optimizar o uso do espago? (Corrales, 2010) Kepler
descreve as diferentes formas de justapor esferas, com o
mesmo raio, no plano e no espaco, da forma mais aperta-
da possivel.

No plano, s6 existem duas maneiras: a de malha qua-
drada e a de malha triangular (figuras 5 e 6). No primei-
ro caso, cada esfera contacta com 4 esferas vizinhas; no se-
gundo, cada esfera contacta com 6 esferas vizinhas.

Figura 5. Disposicao quadrada



Kepler trabalha obviamente com um conjunto finito de
esferas, porque distingue aqui as esferas situadas nos bor-
dos das interiores. Situacdes que resultam desta concepgao
finita aparecem noutros locais da exposi¢ao feita por Kepler
que, no fundo, faz estas anélises localmente.

Se quisermos agora empilhar esferas (criando assim
uma estrutura tridimensional), teremos que partir destas
duas situacdes planas. Kepler descreve todas as hipéteses.

Malha quadrada: o plano de que se parte tem uma distri-
buicio quadrada e permite duas formas de construir as ca-

Figura 6. Disposicao triangular

madas superiores. Num caso, na camada que se lhe sobre-
poe, cada esfera coloca-se directamente sobre uma esfera
do plano anterior e assim sucessivamente para as camadas
que se venham a sobrepor; todas as camadas apresentam
uma disposicdo quadrada e uma esfera «no interior» toca
seis esferas vizinhas: 4 no mesmo plano, 1 no plano abai-
xo0 e 1 no plano acima. No outro caso, cada esfera das se-
guintes camadas coloca-se nos intersticios da camada an-
terior, mantendo uma malha quadrada; cada esfera, agora,
toca 4 vizinhas no mesmo plano, 4 no plano abaixo e 4 no
plano acima, num total de 12 esferas.

Malha triangular: o plano de que se parte apresenta uma
malha triangular. A partir daqui ha também duas possibi-
lidades de sobrepor camadas. Numa delas, as camadas se-
guintes alternam em planos que sdo colocados de forma
que cada esfera esteja sobre uma esfera da camada anterior
e de esferas colocadas nos intersticios da camada anterior;
cada esfera toca em 6 esferas no mesmo plano, 1 esfera no
plano abaixo e 1 esfera no plano acima, num total de 8 es-
feras. Na outra, as esferas das camadas seguintes sao colo-
cadas nos intersticios deixados pelas esferas do plano ante-
rior; cada esfera toca em seis esferas no mesmo plano, 3 no
plano abaixo e 3 no plano acima, num total de 12 esferas.

Em relagio a estas situacdes, Kepler faz dois tipos de
consideracdes: a que ocupa a maior parte da sua argumen-
tagdo tem a ver com a finalidade deste seu escrito — per-
ceber a razdo das formas, de certas formas da natureza.

Sobre o primeiro arranjo, diz Kepler, num pressupos-
to de que as esferas ndo sdo totalmente rigidas:

Este é um arranjo cibico e, uma vez comprimido, as esferas trans-
formam-se em cubos.

E sobre o segundo:

Quando comprimidas, as esferas tornam-se rémbicas?. Esta or-
denacio é mais comparével ao octaedro e a pirdmide.

O terceiro caso apresenta:

Um arranjo semelhante a um prisma e, quando comprimido, as
esferas transformam-se em colunas com seis lados quadrados e
duas bases hexagonais.

Sobre o quarto diz ser semelhante ao segundo, mas des-
creve-o da seguinte forma:
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Seja B um grupo de 3 esferas. Coloque-se uma (A) no topo, como
vértice. Considere-se outro grupo C de seis esferas; outro, D, de
dez e outro, E, de quinze. Coloque-se o mais estreito sempre aci-
ma do mais largo, de forma a obtermos uma forma piramidal.
Mesmo se, neste método de empilhamento, cada esfera assenta
em trés abaixo, se a pirdmide estiver voltada de modo que uma
face, em vez de o vértice, esteja em cima, sempre que se retira
uma esfera a partir do topo, quatro irdo aparecer num arranjo
quadrado abaixo.

No fundo, Kepler diz que se «rodarmos» convenientemen-
te a pirdmide, pomos de manifesto uma malha quadrada,
onde os arranjos das diferentes camadas eram todos trian-
gulares (fig 7).

Portanto no arranjo sélido mais apertado ndo pode haver ordem
triangular sem ordem quadrada e vice versa

No texto, Kepler, em relacdo a segunda situacio, diz:

e ’710“”‘ ratiocitaliz Now'n.c it E o mais apertado arranjo possivel e nenhum outro pode arma-
?mm ﬁd «mz{mmam fira z :
zenar mais esferas num mesmo contentor.

E, mais a frente, em relacfo ao arranjo descrito em quar-

to lugar:

O segundo caso produzird o mesmo resultado que o segundo caso
do arranjo quadrilateral descrito acima.

De facto € 0 mesmo arranjo, ou empacotamento (figura 8).
O que muda é a disposicio no plano inicial: se neste o ar-
ranjo for quadrado e se empilharmos as esferas em forma
piramidal obtemos uma pirdmide quadrangular (se o em-

pilhamento se fizer nos dois sentidos, obtemos o octaedro).
Se for triangular, obtemos uma pirimide triangular. Cada
esfera do interior do arranjo toca em 12 outras esferas. De-
pendendo da orientacio do arranjo, pode tocar em quatro,
Imagem de pagina de um exemplar do Strena seu De Nive quatro e quatro outras esferas em planos paralelos, ou em
Sexangula, 1611 seis, trés e trés esferas.
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Figura 7. Empilhamento compacto de esferas sobre base triangular: ¢ visfvel a malha quadrad

E este é sempre o melhor arranjo para empilhar esfe-
ras. [ esta conclusdo que, durante mais de 400 anos, foi co-
nhecida por Conjectura de Kepler.

Gauss (Hales, 1998) demonstrou que, de facto, estes
dois arranjos descritos por Kepler, possuem a densidade
mais alta entre todas as disposicdes regulares. Em qualquer
um deles cada esfera esti rodeada por outras 12, e ambos

os arranjos tém uma densidade média® de \/i_
18

Em 1900, no Congresso Internacional de Matematicos
(ICM)®), Hilbert propds uma lista de 20 problemas em aber-
to que deveriam ser o grande desafio dos matematicos do
século XX. A conjectura de Kepler é a parte C do 18° pro-
blema dessa lista: qual a maneira mais densa, no espago,
de arrumarmos um ntimero infinito de s6lidos iguais de
uma dada forma, como esferas de raio dado? Ou seja: como
podemos arruma-los de modo que a razdo entre o espa-
co ocupado e o espago nio ocupado assuma o maior valor
possivel?

Figura 8. Empilhamento compacto de
esferas sobre base quadrada: ¢ visivel
a malha triangular na face lateral da
pirdmide
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Em 1998, Thomas Hales, como ja referi, seguindo o tra-
balho feito por Liszl6 Fejes T6th em 1953, anunciou a de-
monstracdo da conjectura de Kepler. A demonstracio de
Hales é uma prova por exaustio, feita computacionalmen-
te. Embora este recurso ao computador numa demonstra-
¢do matematica n3o seja inédito'?, encontra ainda algumas
resisténcias no seio da comunidade dos matematicos. No
entanto, os editores dos Annals of Mathematics concorda-
ram em publica-la, uma vez que a prova tinha tido a apro-
vagdo de um painel de 12 especialistas. Em 2003, depois de
quatro anos de trabalho, o coordenador deste painel®, Ga-
bor Fejes Téth (filho de Laszl6 Fejes T6th), reportou que a
sua equipa estava 99% segura da correc¢do da prova, mas
que ndo conseguiam certificar a correcgio de todos os cal-
culos computacionais. Ora, a possibilidade da verificacio
de uma prova ¢, segundo o entendimento comummente
aceite até ao aparecimento de demonstracbes com recur-
so ao computador, um dos critérios do que é uma boa de-
monstracio matematica®?.

Em Fevereiro de 2003, Hales publicou um artigo de cem
paginas descrevendo, com detalhe, a parte ndo computa-
cional da sua prova. Os Annals of Mathematics concorda-
ram em publicar esta parte. A parte computacional apare-
ceria numa outra publicacio, a Discrete and Computational
Geometry. Um més antes, Hales tinha anunciado a criaco
de um projecto colaborativo para produzir uma prova for-
mal completa da conjectura de Kepler. O objectivo é retirar
qualquer incerteza que possa restar sobre a validade da de-
monstragdo, através de uma prova formal que possa ser ve-
rificada por computador®™. Este projecto chama-se Project
FlysPecK™, em que F, P e K se referem a Formal Proof of
Kepler. Hales calcula que produzir uma prova formal com-
pleta pode levar cerca de vinte anos de trabalho.®

Pode entdo dizer-se que a conjectura de Kepler foi de
facto demonstrada quase com absoluta certeza.

Kepler, que como ja referi procura aqui a causa das for-
mas da natureza, introduz a seguir um tema deveras inte-
ressante: compara as formas hexagonal e pentagonal pre-
sentes na natureza:

Ha dois sélidos regulares, o dodecaedro e o icosaedro, formados ex-
pressamente por pentagonos, o tiltimo com tridngulos mas juntos
num arranjo pentagonal. A estrutura de cada um destes sélidos,
tal como a do pentigono, ndo pode ser produzida sem a propor-
¢do que os geémetras modernos chamam «divina». Esti orde-
nada de forma que os dois mais pequenos termos consecutivos,
juntos, ddo o terceiro; e consequentemente, quaisquer dois ter-
mos adjacentes adicionam-se para dar o seguinte, até ao infinito,
ja que a dita sucessdo mantém-se para sempre. E impossivel dar
um exemplo perfeito com ntimeros. Quanto mais avancarmos a

partir da unidade, mais perfeito se torna o nosso exemplo. Sejam
0s nossos menores termos 1 e 1, mas considerando-os desiguais.
Juntemo-los e obtemos 2. Some-se ao maior 1 para dar 3. Some-
-se 2 e da 5. Mais 3 e d4 8. Mais 5 e d4 13. Some-se 8 e d4 13. (...)
E assim indefinidamente.

Suspeito que a faculdade geradora das sementes se faz 2 seme-
lhanga desta propor¢io de auto-propagacio, e é por isso que 0
pentagono, que é a genuina bandeira da faculdade generativa das
plantas, se manifesta nas flores.

Aparece-nos assim, nio sé a referéncia explicita 3 divina
propor¢io e a sua relacio com a sucessdo de Fibonnaci, mas
arelagdo destas com as formas da natureza e uma referén-
cia que ja entdo abria a porta aqueles «monstros» da natu-
reza que hoje conhecemos como quasicristais, relacionados
também com as regularidades ndo periddicas e as pavimen-
tacBes de Penrose, e que mereceram, em 2011, a atribui-
¢do do prémio Nobel da Quimica a Daniel Scechtman exa-
tamente pelas suas investigacGes nestes monstros.

Kepler explana-se ainda sobre as razdes pelas quais as
formas da natureza variam, argumentando num misto de
causas matematicas e causas necessarias que se prendem
com a optimiza¢do de matérias e de trabalho e com a es-
séncia de cada ser, para se centrar, de novo e finalmente,
na forma do floco de neve que explora largamente até pa-
rar numa questdo para a qual n3o tem solu¢io matemati-
ca, pelo que a deixa na porta dos quimicos. Porque é que a
forma hexagonal do floco de neve é plana (inscrita no he-
xagono) e nio tridimensional (inscrita na esfera)?

Bati a porta da quimica e vi quanto fica por dizer sobre este as-
sunto antes que conhegamos as causas. Gostaria antes de ouvir
o que pensais, meu senhor cheio de engenho, do que desgastar-
-me numa discussdo mais profunda.

Nihil sequitur
Finis(*®

Notas

1. As cita¢Bes desta obra s3o traduzidas por mim a partir da
edi¢do bilingue (Latim-Inglés) The Six-Cornered Snow
Flake, a New Year’s Gift by Johannes Kepler, Paul Dry
Books, Philadelphia, USA, 2000.

2. A ponte Carlos, cuja construcio foi iniciada em 1357
por ordem de Carlos IV e que atravessa o rio Molda-
va em Praga.

3. Referéncia ao pagamento que o imperador frequente-
mente negligenciava.

4. Sobre a conjectura de Kepler pode ler também o artigo
Conjectura de Kepler demonstrada com amplo recurso aos



computadores!, de Eduardo Veloso, no ntimero 49 da
EeM, pp 22-23.

5. «Abstract. This article gives a proof of the classical honey-
comb conjecture: any partition of the plane into regions
of equal area has perimeter at least that of the regular
hexagonal honeycomb tiling.», in Hales, 2002.

6. «posso chamar-lhe quilha».

7. Refere-se aqui Kepler ao dodecaedro rémbico.

8. Esta densidade é a razio entre o volume total das esferas
que preenchem um determinado espago (por exem-
plo, um cubo) e o volume do espago em causa (nes-
te caso, o cubo).

9. International Congress of Mathematicians (ICM) € o maior
congresso de matematica e é realizado de quatro em
quatro anos pela Unido Internacional de Matematica.
O primeiro congresso foi realizado em 1897, em Zu-
rique e o mais recente em 2010, em Hyderabad, na
india. A realizacio destes congressos apenas foi in-
terrompida nos anos das duas guerras mundiais do
século XX.

10. O célebre problema das quatro cores, ou da coloragdo
de um mapa no plano, s6 foi demonstrado em 1976.
Ora, esta demonstracio foi computacional e tem ge-
rado discussdo na comunidade matematica. Appel e
Haken, usando a informatica, estudaram 1476 casos
distintos de regides e provaram que qualquer outro
mapa se reduz a um daqueles. Em 1994, simplifican-
do a demonstracio de Appel e Haken, Seymour, Ro-
bertson, Sanders e Thomas, reduziram o nimero de
mapas distintos de 1476 para 633.

11. the head of the referee’s panel, no original.

12. Sobre os problemas filoséficos e matematicos que este
tipo de demonstragdo levanta, ver, por exemplo, Ty-
moczko, T., The four-color problem and its philosophical
significance, in T. Tymoczko (ed.) New directions in the
philosophy of mathematics, Boston: Birkhduser, 1986,
pp. 243-266.

13.J4 ndo se trata aqui que o computador faga a demonstra-
¢Alo por exaustdo mas a verificagdo dos célculos atraves
da chamada ATP (Automated Theorem Proving).

14. «The name dlyspeck> comes from matching the pattern
/f.%p.*k/ against an English dictionary. FPK in turn
is an acronym for «The Formal Proof of Kepler.» The
term <lyspeck> can mean to examine closely or in mi-
nute detail; or to scrutinize. The term is thus quite ap-
propriate for a project intended to scrutinize the mi-
nute details of a mathematical proof», in http://code.
google.com/p/flyspeck/.

15. cf. http:/ /www.nationmaster.com/encyclopedia/Kepler-
-conjecture#Background.

16. «Nada se segue. Fim», cf Kepler, ], op.cit., p. 112-113

Por opgio da autora, este artigo nao obedece as regras do
novo acordo ortografico.
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Educacao Matematica
para Cidadania e Criatividade

MOTIVAGAO PARA ESTE TRABALHO

Acredito que educadores matematicos devem ser educado-
res conscientes de sua missio de preparar as futuras gera-
¢Bes para viverem num mundo com paz e dignidade huma-
na para todos. Eu identifico dois aspectos essenciais para
cumprir essa missao:

1. Promover a cidadania plena, que prepara o individuo
para estar integrado e produtivo na sociedade, o que
é obtido pela transmissdo de valores e pelo esclare-
cimento de suas responsabilidades e de seus direi-
tos na sociedade.

2. Promover a manifestagdo da sua criatividade, que leva
ao progresso, e que é obtido pela ajuda as pessoas
para realizarem seus potenciais e ascenderem ao
mais alto nivel de sua capacidade.

44 EDUCACAO E MATEMATICA

Parece-me uma visdo equivocada considerar que o princi-
pal objetivo dos educadores matematicos é simplesmen-
te transmitir contetido matematico. Embora a matemati-
ca seja ensinada com a declarada intencio de que serd Gtil
3 vida cotidiana, sem uma compreensio clara de como a
matematica pode contribuir na consecucio da paz e da dig-
nidade humana, portanto para justica social, os educado-
res mateméticos poderao falhar na sua importante respon-
sabilidade ética. E essencial que o professor faca reflexdes
sobre a ética dos usos da matematica. Os educadores ma-
tematicos n3o podem ignorar o fato que estudantes bem-
sucedidos poderdo se tornar engenheiros que projetam ar-
mas letais ou se dedicar a aprimorar, como economistas e
financistas, as praticas do capitalismo brutal.



A MATEMATICA E 0 Estapo DO MUNDO

Em 1976, em meu polémico artigo sobre por que ensinar
matematica, apresentado no Terceiro Congresso Internacio-
nal de Educacao Matemdtica™ (ICME-3), em Karlsruhe, Ale-
manha, eu disse:

Vemos o processo educacional como a conjugagao de aspectos so-
cioecondmicos globais visando a melhoria da qualidade de vida.
Nessa conjugacdo, intervém, do mesmo que no processo tecno-
l6gico, a filosofia & qual a sociedade subscreve, bem como as con-
sideracoes acerca dos recursos humanos e materiais disponiveis.
(D’Ambrosio 1976, p. 224)

Apbs quase vinte anos, em 1993, na décima quinta confe-
réncia anual da Secdo Norte-Americana de Psicologia da Edu-
cacdio Matemdtica® (PME-NA), em Pacific Grove, Califér-
nia, aprofundei essas ideias:

Embora a principal preocupacio desse encontro seja a Educagao
Matemitica, eu acredito que me serd permitido subordinar meus
comentarios a um objetivo maior: a sobrevivéncia da civilizacao
na Terra com dignidade para todos. Isso ndo €, meramente, um
jargdo. O mundo estd ameagado, ndo somente pelas agressoes
contra a natureza e o ambiente. Estamos, igualmente, preocupa-
dos com o aumento das violagoes da dignidade humana. Defron-
tamo-nos com mais e mais casos de vida sob o medo, o 6dio e a
violacdo dos principios basicos, sobre os quais se assenta a civili-
zagdo. (D’Ambrosio, 1993, p. 31).

Essa preocupacdo é foco do impactante editorial do emi-
nente cientista britdnico Martin Rees para um ntimero re-
cente da revista Science: :

«As principais ameacas 2 existéncia sustentével da humanidade
agora vém de pessoas, no da natureza. Choques ecologicos que
degradam irreversivelmente a biosfera podem ser desencadeados
pelas exigéncias de um crescimento insustentavel da populagdo do
mundo. A répida disseminacio de pandemias pode causar estra-
gos nas megacidades do mundo em desenvolvimento. E as tensoes
politicas serdo provavelmente decorrentes da escassez de recur-
sos, agravada pelas alteracdes climaticas. Igualmente preocupan-
tes sdo as ameacas imponderaveis resultantes das poderosas novas
cyber- bio- e nanotecnologias, pois estamos entrando em uma era
na qual alguns individuos poderiam, por meio de erro ou terror,
provocar uma ruptura social irreversivel.» (Rees 2013)

A importincia da matematica como um conhecimento que
pode ser orientado para evitar o colapso da civilizacdo é in-
discutivel. E amplamente reconhecido pelos historiadores
que a civilizagdo mundial estd ancorada na matematica.
Ninguém discorda que a matematica é a espinha dorsal do
mundo moderno por varios motivos: sua importincia nas
ciéncias e na tecnologia; sua fundamentagao das teorias e
praticas econdmicas e financeiras; sua influéncia nas artes.
Mas sobretudo por servir de base ao comportamento cotidia-

no, regulamentando a ocupagao de espago e organizando a
vivéncia do nosso dia-a-dia. Mikhail Gromov, um dos mais
destacados matematicos atuais, detentor do Prémio Abel
(que é o equivalente a um Prémio Nobel de Matematica),
fez, em uma entrevista de 2010, a seguinte afirmagao:

«A Terra vai ficar sem os recursos béasicos, e nio podemos prever
0 que vai acontecer depois disso. Vamos ficar sem agua, ar, solo,
metais raros, para no falar do petréleo. Tudo vai, essencialmen-
te, chegar ao fim dentro de cinquenta anos. O que vai acontecer
depois disso? Estou com medo. Tudo pode ir bem se encontrar-
mos solucdes, mas se nio, entdo tudo pode chegar muito rapida-
mente ao im! A Matematica podera ajudar a resolver o problema,
mas se nio formos bem sucedidos, no haverd mais qualquer ma-
tematica, estou com medo!» (Mikhail Gromov, 2010).

Acredito que a preocupagdo de Gromov e de varios outros
mateméticos de grande prestigio influenciaram a IMU/In-
ternational Mathematical Union a criar o projeto Mathema-
tics of Planet Earth 2013, imediatamente apoiado em Por-
tugal pela Associagio de Professores de Matematica e pela
Sociedade Portuguesa de Matemética.P’

Uma visdo critica da Histéria, ndo simplesmente um
exercicio de mea culpa, pode nos ajudar a reconhecer quan-
do e onde a matemitica torna-se t3o proxima a sociedade,
além de influenciar a ideia de progresso, que nos levou a
atual Civilizacio Mundial. Tento entender as relagdes da
Matematica com guerras e destrui¢do, a fim de propor o
que poderfamos chamar de Etica da Matemética, tema sin-
tetizado em meu capitulo sobre Nonkilling Mathematics no
livro Toward a Nonkilling Paradigm (D’ Ambrosio 2009).

Y

™ -y A ~ A
O ProGRrAM

Em varios de meus trabalhos tenho proposto um novo pen-
sar em educaciio, que vai além das especificidades das dis-
ciplinas, que tem como foco a preocupagdo mais urgente
de ensinar as varias disciplinas do curriculo com objetivo
de justica social, entendida no sentido amplo de alcangar o
bem-estar humano, que compreende os componentes bé-
sicos de uma vida com liberdade, com escolha de estilo de
vida e de experiéncias espirituais, com boas relacdes so-
ciais, seguranca e tranquilidade, boa satide e bem-estar fisi-
co. Esse novo pensar a educagio com objetivos tao amplos,
que vai além das especificidades das disciplinas, s6 pode se
realizar se subordinarmos nossa a¢do pedagégica a uma éti-
ca maior ancorada em trés vertentes: 1. respeito pelo outro
com todas as suas diferencas; 2. solidariedade com o outro,
reconhecendo sua essencialidade; 3. cooperagdo com o ou-
tro, reconhecendo que sozinhos ndo podemos dar conta de
lidar com situacdes e problemas globais.
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O Programa Etnomatematica é um programa de pesqui-
sa em historia e filosofia da matematica, com importantes
implicacGes pedagbgicas, que procura reconhecer relacdes
entre o teor da disciplina e questdes sociais, ambientais e
mesmo espirituais maiores. A estratégia maior da pesqui-
sa do Programa Etnomatematica é recuperar idéias mate-
maticas em narrativas orais e escritas, algumas esquecidas,
perdidas ou reprimidas, e outras implicitas em contos fol-
cléricos, na mitologia e na ficgdo.

Por exemplo, em (D’Ambrosio 2010) reflito sobre a nar-
rativa do episédio do diltivio ordenado por Enlil para eli-
minar a espécie humana, e mostro como o deus Ea ensina
Uta-Napishtim a construir uma nau para salvar a ele, sua
familia e um casal de cada espécie. Essa narrativa é parte
do Epico de Gilgamesh, provavelmente a obra literdria mais
antiga da qual se tem registro. Nesse episodio, as instru-
¢oes do deus Ea estdo descritas em linguagem matemitica,
o que pode ser considerado o mais antigo texto matematico
da Antiguidade do Ocidente e Oriente Proximo. Fica mui-
to claro que a matematica é uma linguagem necessaria, in-
clusive adotada pelos deuses, para descrever, analisar e ex-
plicar situagdes e para resolver problemas do quotidiano.
A construgio da nau é retomada na Biblia Judaica, no epi-
sodio da sobrevivéncia de Noé ao diltvio universal. Anali-
sando a histéria da matematica, passando por Pitigoras e
chegando aos dias de hoje, s3o evidentes as relacdes de ma-
tematica com as religides, de fato com a espiritualidade no
sentido amplo. Essas rela¢des sio estudadas na cuidadosa
pesquisa conduzida por cerca de dez anos pelo matematico
Klaus G. Witz (2007), na qual investiga influéncias e expec-
tativas religiosas de futuros pesquisadores matematicos.

O Programa Etnomatematica é um programa de pesqui-
sa que teve sua origem na busca de entender o fazer e o sa-
ber matemaético de culturas ndo originados das europeias e
de classes populares, muitas marginalizadas, numa mesma
sociedade, onde classes diferentes se encontram e hd uma
dindmica de encontro de saberes e fazeres dessas classes.
Faz parte desse programa de pesquisa entender o intercul-
tural a dindmica da evolugio de fazeres e saberes que se
encontram, mas somos igualmente levados a questionar o
intra-cultural, numa mesma sociedade. O intra-cultural é
o objetivo de uma linha historiografica que procura recu-
perar o conhecimento e comportamento da «invisible socie-
ty», geralmente n3o disponivel nos acervos académicos.

A histéria nos mostra que em todos os tempos, a cul-
tura do conquistador e do colonizador evoluem a partir da
dindmica do encontro. Muito antes do polémico afro-cen-
trismo, que polarizou historiadores da ciéncia e da mate-
matica a partir da publicacio do livro Black Athena, por Mi-

chael Polanyi, historiadores da matematica ja reconheciam
que
«[A ciéncia helénica] teve seu nascimento na terra dos Farads de

onde os filésofos, que ali iam se instruir com os sacerdotes egip-
cios, trouxeram os principios elementares.»(Boyer 1900; p.9)

Ainda mais explicita, agora fazendo inclusive um apelo para
a educacdo, é a observagio do destacado algebrista japonés
Yukio Akizuki:

«As filosofias e as religides do Oriente sdo de natureza muito
distinta daquelas do Ocidente. Eu posso, portanto, imaginar que
podem também existir diferentes modos de pensar mesmo em
Matematica. Portanto, eu penso que nio devemos nos limitar a
aplicar diretamente os métodos que sdo atualmente considera-
dos na Europa e na América [i.e. USA] como os melhores, mas
deveriamos estudar Educagio Matematica especifica para a Asia.
Tal estudo poderia se mostrar de interesse e valor para o Ociden-
te como também para o Oriente.» (Akizuki 1960).

O encontro cultural assim reconhecido, que é essencial na
evoluc¢do do conhecimento, n3o estava nas prioridades co-
loniais, bem como nio foi contemplado como prioridade
da era pos-colonial.

O Programa Etnomatematica n3o se esgota no entender
o conhecimento [saber e fazer] matematico das culturas pe-
riféricas. Procura entender o ciclo da geracdo, organizacio
intelectual, organizagio social e difusio desse conhecimento
em todas as civilizacBes e culturas. No encontro de culturas
ha uma importante dindmica de adaptacio e reformulacio
acompanhando todo esse ciclo, inclusive a dindmica cultu-
ral de encontros [de individuos e de grupos]. Uma exposi-
¢do ampla do Programa Etnomatematica estd na sequéncia
de meus livros (D’Ambrosio 1990) e (D’Ambrosio 2001).

Por que Etnomatematica? Poderiamos falar em Etnoci-
éncia, um campo muito intenso e fértil de estudos, ou mes-
mo Etnofilosofia, como é bem discutido pelo antropélogo
Gary Urton (1997). A palavra etnomatematica sugere o es-
tudo da matematica prépria a uma etnia, o que é inadequa-
do, pois matemitica, como a entendemos na concepg¢io aca-
démica, é prépria da civiliza¢io que se desenvolveu, desde
a antiguidade, a partir da dinimica de encontros culturais
na regido do Mar Mediterridneo, com predominio da An-
tiguidade Greco-Romana, continuada pelo Cristianismo e
pelo Islamismo. Matematica, bem como as demais discipli-
nas, sdo categorias que resultam desses encontros. A cate-
gorizac¢io do conhecimento em disciplinas é um tema fas-
cinante, o que é muito bem discutido por (Lloyd 2009), ao
fazer estudos comparativos entre Europa e China,

Naturalmente, um processo semelhante ocorre em ou-
tras regides do planeta, aproximadamente ao mesmo tem-
po. A linha do tempo da evolugio das civilizacdes é, com




variacdes ndo muito grandes, a mesma. Mais uma evidén-
cia que as espécies homo evoluiram ao mesmo tempo, em
todo o planeta, sempre em resposta a condigdes ambien-
tais especificas e sujeitas a dinimica dos encontros cultu-
rais. Discuto a esséncia da evolugio das espécies homo como
uma Gnica espécie a partir da questdo «o que é vida?» num
trabalho recente (D’Ambrosio 2012).

O Programa Etnomatematica € esse programa extrema-
mente ambicioso, em permanente evolugdo, e que depen-
de da colaboracio de vérias especialidades. Uma sintese da
base desse programa est num pequeno livro/guia que pu-
bliquei recentemente (D’Ambrosio 2011). Um dos resul-
tados que se espera é entender a Matemética, bem como
as demais disciplinas, e formular algumas propostas para
educagdo.

A explicacio que eu dou para adotar o nome Programa
Etnomatematica para um enfoque tao abrangente aos estu-
dos de histéria e de filosofia estd na propria construgio do
termo. Insisto em esclarecer que minha concepgao do Pro-
grama Etnomatemética difere de estudos de etnomatema-
tica que visam identificar manifestagdes matematicas nas
culturas periféricas, tomando como referéncia a matemati-
ca ocidental. O Programa Etnomatematica tem como refe-
réncias as categorias proprias de cada cultura, reconhecen-
do que é proprio da espécie humana a satisfagao de pulsdes
de sobrevivéncia e de transcendéncia, absolutamente inte-
grados como numa relacdo de simbiose (como discuto em
D’Ambrosio 2012).

A satisfacio do pulsdo integrado de sobrevivéncia e trans-
cendéncia leva o ser humano a desenvolver modos, manei-
ras, estilos de explicar, de entender e aprender, e de lidar
com a realidade perceptivel.

O pensamento abstrato, proprio de cada individuo, &
uma elaboracio de representacdes da realidade e, gragas a
comunicacio, é compartilhado, dando origem ao que cha-
mamos cultura. Os instrumentos [materiais e intelectuais]
essenciais para essa elaboragio incluem, dentre outros, sis-
temas de observacio, de comparagio e classificagao, de or-
denacio, de quantificacdo e mensuragio, de inferéncia, e da
linguagem, que permitem descrever e elaborar, comunicar
e socializar essas categorias universais de conhecimento e
comportamento humanos, proprios da racionalidade das
espécies homo. O Programa Etnomatematica tem como ob-
jetivo entender essas categorias em distintos ambientes.

A exposigdo acima sintetiza a motivagdo tedrica que serve
de base a um programa de pesquisa sobre a geragao, orga-
nizaco intelectual, organizagdo social e difusdo do conhe-
cimento. Na linguagem académica, poder-se-ia dizer que
se trata de um programa interdisciplinar, abarcando o que

constitui o dominio das chamadas ciéncias da cognigao, da
epistemologia, da histoéria, da sociologia e da difusao.

O Programa Etnomatemadtica assume que na sua aven-
tura enquanto espécie planetéria, o homem (espécie homo
sapiens sapiens), bem como as demais espécies que a pre-
cederam, os virios hominideos reconhecidos desde ha 5
ou 6 milhdes de anos antes do presente, tem seu compor-
tamento alimentado pela aquisicdo de conhecimento, de
fazer(es) e de saber(es) que lhes permitem entender e li-
dar com fatos e fendmenos préprios do contexto natural,
social e cultural, explicar esses fatos e fenémenos e dar res-
posta a problemas e situagdes distintas que se apresentam
no dia-a-dia. Em outros termos, de sobreviver, dando essas
respostas, mas também de ir além da sobrevivéncia, isto
é, de transcender essas respostas na busca de explicagdes
para elas e para fatos e fenémenos em geral.

Sobreviver e transcender recorre a maneiras, modos,
técnicas e mesmo artes para explicar, conhecer, entender,
lidar com e conviver com a realidade natural e sociocultu-
ral na qual ele, homem, estd inserido.

A palavra etnomatemética ndo é nova. Ela aparece, desde
os primeiros anos do século XX, assim como aparecem etno-
botanica, etnomusicologia e mesmo etnopsiquiatria, sempre
em trabalhos de natureza etnogréfica, pesquisa das popula-
¢des indigenas, e também com vistas a aplicagdes no ensino
dessas populacoes. Essa utilizagdo da palavra etnomatema-
tica, muito a gosto de antropélogos, se refere ao que € iden-
tificado como «matematica de diferentes culturas». E 6bvio
que tal conceituagdo é inapropriada. Matematica ¢ uma ca-
tegoria de conhecimento tipica das civilizagdes que se de-
senvolveram a partir da Antiguidade Grega. Outras civiliza-
¢Oes nio desenvolveram matematica. Desenvolveram, sim,
estilos de observar, de classificar, de ordenar, de quantificar,
de mensurar, de inferir, que s3o categorias universais de co-
nhecimento e comportamento humanos, proprios da racio-
nalidade das espécies homo, todas descritas e elaboradas pela
linguagem. Minha conceituagdo da palavra etnomatemati-
ca como etno+matema+ttica é, de fato, um neologismo.

Naturalmente, em todas as culturas e em todos os tem-
pos, o conhecimento é gerado por individuos e povos que
tém, ao longo de suas existéncias e ao longo da histéria, cria-
do e desenvolvido técnicas de reflexio, de observacio, e habi-
lidades (artes, técnicas, techné ~ ticas) para explicar, entender,
conhecer, aprender para saber e fazer como resposta a ne-
cessidades de sobrevivéncia e de transcendéncia (= matemd),
em ambientes naturais, sociais e culturais mais diversos (=
etnos). Desenvolveram, simultaneamente, os instrumentos
tericos associados a essas técnicas e habilidades. Dai cha-
marmos o exposto acima de Programa Etnomatematica.
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O nome sugere o corpus de conhecimento reconhecido
academicamente como Matematica. De fato, em todas as
culturas encontramos manifestacoes relacionadas e mui-
tas vezes coincidentes com o que hoje se chama Matema-
tica, como por exemplo processos de observacdo, de clas-
sificagdo, de ordenacdo, de quantificagio, de mensuracio,
de inferéncia, geralmente mescladas ou dificilmente distin-
guiveis entre si, e muitas vezes direcionados a 4reas (disci-
plinas) que na cultura académica chamamos Arte, Religizo,
Misica, Técnicas, Ciéncias. Em todos os tempos e em to-
das as culturas, Matematica, Artes, Religido, Mtsica, Téc-
nicas, Ciéncias foram desenvolvidas, a partir de represen-
tagdes da realidade sensivel, com a finalidade de explicar,
de conhecer, de aprender, de saber/fazer e de predizer o
futuro (artes divinatérias). Todas aparecem, num primei-
ro estagio da histéria da humanidade e da vida de cada um
de nés, como formas de conhecimento indistinguiveis, na
verdade mescladas. Devo esclarecer que quando falo em re-
presenta¢des da realidade sensivel, vou muito além do que
é perceptivel pelos sentidos. Incluo o imaginério, fantasias
e sonhos, e uma realidade prépria do esquizéide. E na re-
alidade, na dimensio do individuo, que ele gera as suas
representacoes.

OP

O PrROGRAMA ETNOMATEMATICA
EA EQUQAQ?&O ATUAL

Estamos vivendo um periodo em que os meios de captar
informagdo e o processamento da informacao de cada indi-
viduo encontram nas comunicacdes e na informatica ins-
trumentos auxiliares de alcance inimaginavel em outros
tempos. A interacdo entre individuos também encontra,
na teleinformatica, um grande potencial, ainda dificil de se
aquilatar, de gerar a¢Ses comuns. Nota-se em alguns casos
o predominio de uma forma sobre outra, algumas vezes a
substitui¢do de uma forma por outra e mesmo a supres-
sdo e a eliminagdo total de alguma forma, mas na maioria
dos casos o resultado é a geracdo de novas formas cultu-
rais, identificadas com a modernidade. Ainda dominadas
pelas tensdes emocionais, as relacdes entre individuos de
uma mesma cultura (intraculturais) e, sobretudo, as rela-
¢cOes entre individuos de culturas distintas (interculturais)
representam o potencial criativo da espécie. Assim como
a biodiversidade representa o caminho para o surgimento
de novas espécies, na diversidade cultural reside o poten-
cial criativo da humanidade. As conseqiiéncias dessas mu-
dangas na formagdo de novas geracdes exige reconceituar
a educagdo. (D’Ambrosio 2012a).
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A pluralidade dos meios de comunicagio de massa, fa-
cilitada pelos transportes, levou as relacdes interculturais
a dimensdes verdadeiramente planetarias. Inicia-se assim
uma nova era, que abre enormes possibilidades de com-
portamento e de conhecimento planetarios, com resulta-
dos sem precedentes para o entendimento e harmonia de
toda a humanidade.

Tem havido o reconhecimento da importancia das re-
la¢Bes interculturais. Mas lamentavelmente ainda hé relu-
tancia no reconhecimento das relacdes intraculturais na
educagdo. Ainda se insiste em colocar criancas em anos
de escolaridade de acordo com a idade, em oferecer o mes-
mo curriculo num mesmo ano, chegando ao absurdo de
se propor curriculos nacionais. E ainda ao maior absurdo
de se avaliar grupos de individuos com testes padroniza-
dos. Trata-se efetivamente de uma tentativa de pasteurizar
as novas geragoes!

Nio se pode pretender a homogeneizagio biolégica ou
cultural da espécie, mas sim a convivéncia harmoniosa dos
diferentes, através de uma ética de respeito mituo, de so-
lidariedade e de cooperacio.

Naturalmente, sempre existiram maneiras diferentes
de explicar e de entender, de lidar e conviver com a rea-
lidade. Agora, gracas aos novos meios de comunicacio e
transporte, essas diferencas serdo notadas com maior evi-
déncia, criando a necessidade de um comportamento que
transcenda mesmo as novas formas culturais. Eventual-
mente, o tdo desejado livre arbitrio, préprio de ser [verbo]
humano, poderd se manifestar num modelo de transcul-
turalidade que permitird que cada ser [substantivo] huma-
no atinja a sua plenitude.

Um modelo adequado para se facilitar esse novo estagio
na evolugao da nossa espécie é a chamada Educacio Mul-
ticultural, que vem se impondo nos sistemas educacionais
de todo o mundo.

Dentre os varios questionamentos que levam a preser-
vagio de identidades nacionais, muitas se referem ao con-
ceito de conhecimento e s praticas associadas a ele. Tal-
vez a mais importante a destacar seja a percepcio de uma
dicotomia entre saber e fazer, propria dos paradigmas da
ciéncia moderna iniciada por Galileu, Descartes, Newton e
outros, e que prevalece no mundo chamado «civilizado».

A ciéncia moderna surgiu, praticamente, ao mesmo tem-
po em que se deram as grandes navegacdes, que resulta-
ram na conquista e na colonizacio, e na imposicio do cris-
tianismo a todo o planeta. A ciéncia moderna, originada
das culturas mediterrineas e substrato da eficiente e fasci-
nante tecnologia moderna, foi logo identificada como pro-




toétipo de uma forma de conhecimento racional. Defini-
ram-se, assim, a partir das nacdes centrais, conceituacdes
estruturadas e dicotémicas do saber [conhecimento] e do
fazer [habilidades].

E fundamental o reconhecimento de uma variedade de
estilos de aprendizagem, que implica o desenvolvimento de
novas metodologias, e a subordina¢3o dos contetidos pro-
gramaticos a diversidade cultural.

Essencialmente, essas consideracdes determinam uma
enorme flexibilidade tanto na sele¢io de contetidos quanto
na metodologia.

A disciplina denominada Matematica é, na verdade, uma
Etnomatematica que se originou e se desenvolveu na Eu-
ropa, tendo recebido importantes contribuicdes das civili-
zagdes do Oriente e da Africa, e que chegou i forma atu-
al nos séculos XVI e XVII. A partir de entdo, nessa forma
estruturada, foi levada e imposta a todo o mundo. Hoje,
essa matematica adquire um carater de universalidade, so-
bretudo devido ao predominio da ciéncia e tecnologia mo-
dernas, que foram desenvolvidas a partir do século XVII

na Europa.

LITICA DO YROGRAMA

Naturalmente, ha um importante componente politico nes-
sas reflexdes. Apesar de muitos dizerem que isso é jargao
ultrapassado de esquerda, é claro que continuam a existir
as classes dominantes e subordinadas, tanto nos paises cen-
trais quanto nos periféricos.

Faz sentido, portanto, falarmos de uma «matematica do-
minante», que ¢ um instrumento desenvolvido nos paises
centrais e muitas vezes utilizado como instrumento de do-
minagdo. Essa matematica e os que a dominam se apresen-
tam com postura de superioridade, com o poder de deslocar
e mesmo eliminar a «matematica do dia-a-dia». O mesmo
se da com outras formas culturais. Particularmente inte-
ressantes sdo os estudos de Basil Bernstein sobre a lingua-
gem. S3o conhecidas intimeras situacbes ligadas ao com-
portamento, a medicina, a arte e 3 religido. Todas essas
manifestagdes sdo referidas como cultura popular.

A cultura popular, embora seja viva e praticada, é mui-
tas vezes ignorada, menosprezada, rejeitada, reprimida e,
certamente, diminuida. Isto tem como efeito desencorajar
e até eliminar o povo como produtor e mesmo como enti-
dade cultural.

Isso ndo é menos verdade com a Matematica. Em parti-
cular na Geometria e na Aritmética se notam violentas con-

tradicBes. Por exemplo, a geometria do povo, dos balses e
dos papagaios, é colorida. A geometria tedrica, desde sua
origem grega, eliminou a cor. Muitos leitores a essa altu-
ra estardo confusos. Estardo dizendo: mas o que isso tem
a ver com Matematica? Papagaios e baldes? Cores?

Tem tudo a ver, pois sdo justamente essas as primeiras
e mais notaveis experiéncias geométricas. E, todos concor-
dam, que a reaproximacio de Arte e Geometria nio pode
ser alcancada sem o mediador cor. Na Aritmética, o atribu-
to do ntimero na quantificacio é essencial. Duas laranjas e
dois cavalos sdo «dois» distintos. Chegar ao «dois» sem qua-
lificativo, abstrato, assim como 3 Geometria sem cores, é o
ponto critico na elabora¢io de uma Matematica tedrica.

O cuidado com a passagem do concreto para o abstra-
to é fundamental na Educacfo. Trabalhar adequadamente
esse momento talvez sintetize tudo que ha de importante
nos programas de Matemdtica Elementar. O resto do que
constitui os programas s3o técnicas que pouco a pouco vio
se tornando interessantes e necessarias para uns, e menos
interessantes e necessarias para outros.

O que justifica o papel central das idéias matematicas
em todas as civilizacBes [etnomatematicas] € o fato de ela
fornecer os instrumentos intelectuais para lidar com situ-
agdes novas e definir estratégias de acdo. Portanto a etno-
matematica do indigena serve, é eficiente e adequada para
as coisas daquele contexto cultural, naquela sociedade. Nao
hé porque substitui-la. A etnomatemética do branco serve
para outras coisas, igualmente muito importantes, propos-
tas pela sociedade moderna e n3o ha como ignora-la. Pre-
tender que uma seja mais eficiente, mais rigorosa, enfim
melhor que a outra é, se removida do contexto, uma ques-
tdo falsa e falsificadora.

O dominio de duas etnomatematicas, e possivelmente
de outras, oferece maiores possibilidades de explicacdes, de
entendimentos, de manejo de situacdes novas, de resolu-
¢do de problemas. E exatamente assim que se faz boa pes-
quisa matematica — e na verdade pesquisa em qualquer
outro campo do conhecimento. O acesso a um maior nii-
mero de instrumentos e de técnicas intelectuais d4, quan-
do devidamente contextualizados, muito maior capacida-
de de enfrentar situa¢des e problemas novos, de modelar
adequadamente uma situacio real para, com esses instru-
mentos, chegar a uma possivel solucio ou curso de aco.

Isto é aprendizagem por exceléncia, que é a capacida-
de de explicar, de apreender e compreender, de enfrentar,
criticamente, situacdes novas. Aprender ndo é o mero do-
minio de técnicas, habilidades e nem a memorizacio de al-
gumas explica¢es e teorias.
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A adocio de uma nova postura educacional é a busca
de um novo paradigma de educac¢io que substitua o ja des-
gastado ensino—aprendizagem, que é baseado numa rela-
¢3o obsoleta de causa—efeito.

Procura-se uma educa¢io que estimule o desenvolvi-
mento de criatividade desinibida, conduzindo a novas for-
mas de relacdes interculturais e intraculturais. Essas rela-
¢Oes caracterizam a educacio de massas e proporcionam
o espago adequado para preservar a diversidade e eliminar
a desigualdade discriminatdria, dando origem a uma nova
organizac¢do da sociedade. Fazer da Matematica uma dis-
ciplina que preserve a diversidade e elimine a desigualda-
de discriminatdria é a proposta maior de uma Matemdtica
Humanistica. A Etnomatematica tem essa caracteristica.

Notas

1 Third International Congress of Mathematical Education.

2 North American Chapter of the Psychology of Mathematics
Education.

3 Mathematics of Planet Earth 2013, Educacdo e Matemdti-
ca, Setembro/Outubro 2012, pp- 26-31.
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UMA FOLHA DE CADERNO DIARIO
DE MATEMATICA

ALGUMAS QUESTOES

IsaBEL CRISTINA Dias

Este artigo tem por base a descricio de um artefacto mate-
matico. Um artefacto que faz parte de uma breve histéria.
Uma histéria de cunho pessoal contada sob uma perspeti-
va profissional e enquadrada cultural e historicamente. Ar-
tefacto e histéria s3o o pretexto para discutir ideias e colo-
car questdes sobre a componente cultural da matematica
e da matematica escolar.

Ha cerca de uma década, na provincia de Zagora (Figu-
ra 1), a poucos quilémetros da fronteira com a Argélia, en-
contrei o artefacto que irei descrever e analisar. Caminha-
vano deserto de Marrocos, com um grupo de portugueses,
dois guias locais, um cozinheiro e trés cameleiros, quando
chegdmos a um luxuriante oasis onde existe uma pequena

aldeia de ruas de terra batida e casas de adobe. Caminh4va-
mos em grupo mas ndo éramos, de todo, um grupo unifor-
me. Alguns ja tinham subido o Monte Kilimanjaro, outros
conheciam os caminhos da Patagénia e do Nepal, outros —
aventureiros ou inconscientes — tinham feito umas cami-
nhadas ao fim de semana e confiavam na forca que emana
da vontade de alcancar um objetivo: subir a grande duna
de M’Hamid. Embora, como seria de esperar, me incluis-
se neste Gltimo grupo, no momento em que atravessiva-
mos 0 0dsis, terreno bastante mais ficil do que as dunas ou
o deserto pedregoso, caminhava junto a alguns dos «espe-
cialistas». Um deles, um jovem recém-licenciado em geo-
logia, ficou-me na memoéria. Nao me esquego do seu espan-

NOVEMBRO !: DEZEMBRO 125 51




to quando, proferindo exclamagdes entusiasmadas, quase
lhe arranquei das m3os um pedaco de papel que acabara
de apanhar do chio a entrada de uma aldeia. Ao ver o meu
entusiasmo, ofereceu-mo de imediato. Rasgado e coberto
de p6 do deserto, o papel era parte de uma folha de um ca-
derno de matematica de um aluno do ensino médio®. Sur-
giu agora a oportunidade de contar a histéria desse presen-
te inesperado que sempre guardei cuidadosamente.

Na investigacdo em histéria da educagio e, em parti-
cular, na histéria das disciplinas escolares, as fontes docu-
mentais tém assumido um papel nuclear como linhas re-
ferenciais estruturantes, como fronteiras delimitadoras de
espacos e tempos, como vetores de discussio tedrica e como
fatores modificadores das abordagens metodolégicas. Ob-
jetos banais tornam-se fonte de informacZo histérica sobre
o0 ensino e a aprendizagem ou sobre o funcionamento e a
estrutura da sala de aula, ganham protagonismo e s3o re-
conhecidos como fonte enriquecedora, e até incontornavel,
na histéria das disciplinas escolares. No entanto, a «propria
materialidade tornou efémera a existéncia desses objetos
ou documentos e o caricter vulgar e didrio quase sempre
os desproveu de interesse para os seus possuidores e rara-
mente lhes deu estatuto museolégico» (Dias, 2006).

A investigadora Silvina Gvirtz (1997) considera o cader-
no di4rio uma forma privilegiada de registo e uma das fon-
tes primdrias mais importantes na tentativa de compreen-
der o que se passanuma sala de aula. Num caderno diario
se registam sumdrios, contetidos transmitidos oralmente
pelo professor, anotacGes registadas no quadro, tarefas re-
alizadas pelo aluno, em suma, parte significativa de uma
aula de qualquer disciplina escolar. No caso da histéria do
ensino e aprendizagem da matematica, especificidades rela-
tivas a natureza, as metodologias e a didatica da disciplina,
d3o aos cadernos didrios dos alunos uma acentuada rele-
vincia como fonte de pesquisa. As variadas tarefas proprias
da atividade matemaAtica e, em geral, toda a atividade efe-
tuada pelo aluno, constam do caderno dirio. Nio parece
exagerado afirmar que a matematica escolar que «chegou»
em cada momento aos alunos se pode vislumbrar com al-
guma clareza nas paginas dos cadernos.

Em paralelo com a pequena histéria de viagem acima
contada, é til visitar a histéria de um conceito que forne-
ce uma adequada lente de observacio para artefactos ma-
teriais de ensino. Em 1981, o critico russo Mikhail Bakhtin
utilizou, na anélise de objetos documentais, uma ideia que
j& antes concetualizara para a linguistica e para a literatu-
ra: heteroglossia, a presenca de vozes variadas e opostas (ou
complementares). Michel de Certeau (1987) ao referir-se a
este conceito contribuiu para a sua divulgacdo e Peter Burke,

com um assinalavel poder de integracio, aplicou-o a histé-
ria afirmando que a investigac3o histérica — em particular
a histéria do ensino — tem caminhado «do ideal da Voz da
Histéria para aquele da heteroglossia» (Burke, 1992).

Virias vozes (a do aluno e a do docente mas também va-
rias outras) poderdo ser escutadas ao questionar um vulgar e
singular objeto histérico, no presente caso uma folha de um
caderno diirio de matematica. A voz institucional esti pre-
sente na propria existéncia de um caderno dirio organiza-
do, numa sequéncia de matérias estabelecidas no programa
oficial de uma disciplina incluida no curriculo e num siste-
ma de ensino que regulam e padronizam. A voz da rotina é
expressa pela sucessio de exercicios, por uma espécie de ca-
déncia inevitdvel em que o preenchimento das folhas de um
caderno garante a aquisi¢do por parte do aluno de saberes
muitos discretos, quase sub-repticios, e afinal, de um saber
adquirido na escola mas que quase se pressupde natural.

Numa das paginas da folha (Figura 2) pode ler-se em
francés e arabe: Equagdes do primeiro grau com uma incogni-
ta em R. Dada a importincia do titulo, este aparece escrito
nas duas linguas. Repare-se que o simbolo do conjunto dos
nimeros reais aparece nas duas frases. As observacoes e
notas que adiante serdo analisadas est3o escritas em arabe,
lingua utilizada no dia-a-dia. No norte do continente afri-
cano, a lingua francesa continua a ser associada a ideia de
cultura e, durante décadas, os manuais escolares eram es-
critos em francés. Atualmente, tal j4 n3o acontece, sendo
escritos obrigatoriamente em arabe.

De salientar que, para milhdes de criancas e jovens mar-
roquinos, a lingua materna, utilizada no dia-a-dia em fami-
lia e na comunidade, nio é drabe mas amazigh®. O irabe e
o francés que aprendem na escola — e em que aprendem
os restantes contetidos — s3o segunda e terceira lingua.
Assim sendo, a linguagem matemaética era o quarto «idio-
ma» que o dono daquele caderno didrio deveria dominar.

Na primeira frase da primeira coluna, escrita em arabe
(a verde no original), a expressdo modo de resolver equagdes
do primeiro grau titula as propriedades algébricas frequen-
temente designadas por «principios de equivaléncia». Es-
tas estdo em destaque, no caderno diirio, como primeiro
conhecimento a ser lecionado no capitulo das equagdes de
primeiro grau. Abaixo, a tinta vermelha no original, surge
uma enumeracio em que as alineas 1), 2) e 3) aparecem
como (1, (2 e (3. Como é natural, estdo escritas da direita
para a esquerda, embora a escrita simbélica matematica
apareca da esquerda para a direita. Por exemplo, ax+b=0
se fosse escrito da direita para a esquerda surgiria como
0=b+xa. A padronizacio universal da linguagem algébri-
ca é aqui muito evidente.
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No topo da segunda coluna, ainda na pagina reproduzi-
da na Figura 2, a direita surge uma palavra isolada (a verme-
lho no original) que significa treino, seguida por uma frase
que pode traduzir-se por Resolver em R as equagdes (termi-
na em dois pontos e seguem-se-lhe vérias equacdes, mais
uma vez escritas da esquerda para a direita).

Esta pégina, com o picotado a esquerda, deve correspon-
der ao inicio de um novo capitulo. Esta suposi¢io advém
de que, para os que tém o arabe como primeira lingua, a
leitura e a escrita sdo feitas «do fim para o principio», em
qualquer livro ou caderno. Assim sendo, a pigina apresen-
tada na figura 2 foi escrita ap6s a da figura 3.

Na pégina que surge na Figura 3 deve estar o final de
um tema. Podem observar-se alguns exercicios algébricos
com niimeros racionais e irracionais, bem como racionali-
zagao de fragbes. Algumas frases em drabe surgem em di-
ferentes pontos da pagina. No topo direito da pagina, em
primeiro lugar, a palavra exemplo (a vermelho no original)
e, por baixo, um termo que podera ser traduzido em por-
tugués por especifico.

Na coluna da esquerda, inequivoca, a voz do aluno ex-
pressa-se através do desenho de uma palmeira; o estudante
deve ter ocupado o espaco vazio coincidente com o final de

Figura 2

capitulo. O elemento decorativo escolhido é extremamente

familiar para quem vive numa regifio desértica com o4sis
formados por milhares de tamareiras que proporcionam
alimento, rendimento e a sombra indispensével a produ-
¢ao horticola. Ao lado do desenho, a palavra professor. Iden-
tificagdo chistosa ou elogiosa, nunca o saberemos.

Relativamente as vozes presentes no caderno di4rio, mui-
tas interrogac¢des ficam por responder. O aluno tera divi-
dido cada pagina em duas colunas para um melhor apro-
veitamento do espago ou por uma questio de organizacio
dos apontamentos? Tera sido uma opcio do aluno ou uma
imposicao do docente? Esta organiza¢do faz «ecoar» a voz
do professor ou a voz do aluno? As frases em francés e em
arabe serao sempre a voz do professor e/ou a voz institucio-
nal e as expressdes em 4rabe serdo t3o s6 a voz do aluno?
Ou tanto o docente como o estudante utilizaram as duas
linguas? E provavel que assim seja porque o enunciado do
exercicio de treino esta escrito em 4rabe e devera ter sido
ditado ou escrito no quadro pelo professor. Quanto 2 lin-
guagem matematica presente nesta folha de caderno dia-
rio, serd também pertenca do jovem aprendente e nio pro-
priedade exclusiva do professor.
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O artefacto em anélise é indissociavel, na realidade e

neste texto, do enquadramento histérico, social, politico,

educativo e institucional pelo que careceria de uma anélise

muito mais detalhada que abordasse todos esses pontos de

vista. Atendendo a finalidade deste artigo bem como 4 sua

dimensao, tal ndo é possivel. Ndo obstante, sob o ponto de

vista da educagdo matematica, com a contribuico de uma

perspetiva etnomatemdtica e tendo como referencial prin-

1)

cipal a histéria do ensino da matematica, algumas questoes
podem ser colocadas. Entre muitas outras possiveis, ficam
como exemplo:

Deverd ou nao haver um corpo comum de conheci-
mentos matemaéticos que seja ensinado e aprendi-
do pelos alunos do ensino bésico e médio de todo o
mundo?

Esse conjunto de saberes matemiticos, globalmen-
te uniformizado, pode justificar-se por ser a garan-
tia de que todos tenham as mesmas oportunidades
no prosseguimento de estudos em qualquer pais?
Os saberes matematicos escolares devem ser os mes-
mos em contextos, cultural, social, econémica e po-
liticamente, tio diferentes?
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Figura 3
4) Existe uma matematica para todos, existem mate-

méticas para todos ou existerm matematicas conso-
ante as necessidades de cada um?
Independentemente das caracteristicas dos alunos
e do contexto em que se inserem, a didatica, as me-
todologias, as estratégias em sala de aula devem ser
as mesmas?

Como explicar o facto de, décadas apés a sua inde-
pendéncia, os programas da disciplina de Matema-
tica de inimeros paises que foram colonizados até
meados do séc. XX, ainda serem praticamente iguais
aos dos paises europeus?

Os programas oficiais, pensados para o hemisfério
norte ocidental e para o hemisfério sul angléfono
e aplicados em locais radicalmente diferentes, sio
ou ndo alterados - ao nivel da pratica letiva didria
dos docentes e alunos - pelas componentes locais
especificas?

As anteriores interrogacbes estdo inevitavelmente liga-

das a

aspetos estruturantes que deveriam estar no centro

de qualquer anlise do ensino e da aprendizagem da(s)




matematica(s) e na base de qualquer discussdo curricular
acerca da disciplina escolar: Que Matematica ensinar na es-
cola? Para qué aprender matematica? Quem deve apren-
der determinados saberes mateméticos? E tal discussao é
tdo necessaria numa aldeia do sul marroquino como numa
vila andina ou numa periferia urbana europeia.

Este texto nio ficaria completo sem a referéncia a uma
peculiar imprecisao que nele consta. Durante aqueles qua-
tro dias de caminhada, para além dos dois guias de deserto,
Ben Youssuf e Akmed, e do fantastico cozinheiro berbere,
o grupo integrou trés habitantes locais, os ditos camelei-
ros, que cuidaram dos animais que transportaram as nos-
sas bagagens de viajantes. Sendo que em Africa nio ha ca-
melos (s6 na Peninsula Arébica e na Asia), sendo que os
magrebinos designam cada um daqueles animais por dro-
medaires, em francés, e por djamal, em &rabe (aqui em es-
crita fonética), fica por precisar qual a correta designacio,
em lingua portuguesa, de quem tratou dos dromedérios
que nos apoiaram naquela aventura ...

Agradecimento: Nao é a primeira vez que, em péginas publi-
cadas pela A.P.M. agradeco ao Sheik David Munir, imi da
Mesquita Central. Ao longo de mais de uma década, tenho
recorrido a sua preciosa ajuda na leitura do 4rabe. O meu
agradecimento é tanto maior quanto, apesar dos intime-
ros afazeres inerentes & conducio da Comunidade Islami-
ca de Lisboa, é seu apanagio uma permanente disponibili-
dade para colaborar e ajudar.

Notas
(1) Sobre a educagdo em Marrocos consultar:
— Documento da UNESCO em http://unesdoc.unes-
co.org/images/0021/002164/216443f.pdf
— Sitio do Centro de Recursos para la atencién a la diver-

sidade cultural en educacién: https:/ /www.educacion.
gob.es/creade/IrASubSeccionFront.do?id=303

(2) Amazigh, Imazighen ou Berberes s3o os nomes dados ao
grupo étnico autdctone da regiio compreendida entre
o Atlantico e o rio Nilo e entre o Mediterrineo e o rio
Niger; os mesmos vocabulos designam a lingua cor-
respondente. Hoje em dia, a maioria dos que falam
Amazigh — entre 25 e 35 milhdes de berberes — vi-
vem na Argélia e em Marrocos mas existem grupos de
falantes na Tunisia, Mauritania, Libia, Mali e Niger.
O termo Imazighen (plural de Amazigh) pode signifi-
car «povo livre» ou «<homens nobres e livres», deven-
do ter tido origem no final do Império Romano. O ter-
mo Berberes espalhou-se ap6s a chegada dos Vandalos
ao império. Algum tempo depois, historiadores mu-

gulmanos mencionam-no. A identidade Amazigh en-
globa mais do que a lingua e a etnicidade, inclui a his-
téria e a geografia do Norte de Africa. A presenca da
lingua 4rabe em toda a regifo deve-se 3 expansio 4ra-
be apds a Hégira e ao disseminar do Islamismo. Lin-
guas como o francés e o espanhol, herdadas da ocupa-
¢do europeia, sdo usadas pelos Imazighen instruidos,
geralmente em contextos formais, nos negécios e no
ensino secundario e superior. Para mais informacio,
consultar o sitio do Institut royal de la culture amazigh
http://www.ircam.ma/.
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RIAIS PARA A AULA

GEOMETRICAMENTE FALANDO: RAIZES, QUADRADOS E NUMEROS

(Bagdad, c. 790-2, c. 850). Imagem de um selo

Abu Ja'far Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi
da antiga Unigo Soviética
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7
8.
9.
10. Utiliza o mesmo raciocinio e as figuras da folha anexa 2 para resolveres a equacdo x2+16x=36.

Esta paixao pela ciéncia, com a qual Deus distinguiu o Ima al-Ma “mun, o Comandan-
ROOCCCPO] te dos Crentes, (...) essa simpatia e condescendéncia que ele mostra pelos que apren-
dem, essa prontiddo com a qual ele os protege e apoia no iluminar das obscuridades
e na remogdo das dificuldades, encorajaram-me a compor um pequeno trabalho so-
bre o célculo através de completude e simplificagdo, resumindo-o ao que é mais -
cil e mais util em aritmética, tal como o que os homens requerem constantemente

sfetelel

em casos de herangas, doagdes, partilhas, leis e comércio, e em todos os seus negé-

L3 L s on

cios uns com os outros, ou onde a medida de campos, a construcio de canais, o cél-
culo geométrico (...)

s

" 1 : (Excerto traduzido a partir de The Algebra of Muhammed ben Musa de Frederic Rosen,
it it bt il Londres, 1831)

Na sua mais conhecida e importante obra al-kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-I-mugabalah Muhammed ibn Musa al-
Khwarizmi salientava que «o que as pessoas geralmente querem ao calcular... ¢ um nimero», pelo que o livro deveria
ser um manual de resolugao de equagGes, com vista & obtencdo de um resultado. Apesar do seu esforco de escrever um
manual pratico e n3o tedrico e de o tipo de descri¢do dos procedimentos ser semelhante ao dos babilénios, a influén-
cia da matemdtica grega na Casa da Sabedoria de Bagdad «obrigou-o» a fornecer provas geométricas para os seus mé-
todos algébricos.

As tarefas que vais realizar ilustram um dos raciocinios geométricos utilizados por al-Khwarizmi.

Recorta os retangulos desenhados na folha anexa 1.

Calcula a drea de cada um desses retangulos e regista o seu valor nas respetivas figuras.

Com o quadrado maior e os 4 retangulos ndo quadrados constréi uma «cruz» de modo que lados adjacentes te-
nham o mesmo comprimento.

Escreve uma expressdo que represente a drea da figura que construiste.

Supde que a figura tem 39 unidades quadradas de area. Traduz este facto através de uma equagdo na incégnita x.
Completa a «cruz» com as restantes figuras de modo a obteres um quadrado.

Qual o valor da drea deste quadrado? E quanto mede o seu lado?

Exprime a drea do quadrado «final» através de uma expressdo na variavel x.

Qual é o valor de x? Explica o teu raciocinio.

Verifica que o valor de x que obtiveste é uma solugio da equacdo que escreveste na tarefa 5.
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Notas e sugestoes:

— Ibn Musa al-Khwarizmi escreveu acerca da equagdo

—_ A obra de al-Khwarizmi foi primeiramente traduzida para

% +10x=39: «... um quadrado e dez raizes s3o iguais a trin-

o latim com o titulo Ludus Algebrae et Almucgrabalaeque.
Em 1140, Robert de Chester traduziu o titulo 4rabe como
Liber Algebrae et Almucabala. A expansao arabe na Penin-
sula Ibérica levou a palavra al-jabr para a Espanha. Um al-
gebrista passou a ser um restaurador ou alguém que con-
sertava ossos quebrados. Por isso, Miguel de Cervantes em
Dom Quixote (11, cap. 15) refere «um algebrista que atendeu
a0 infeliz Sansdo». Na época podia ver-se a porta de uma
barbearia as palavras «Algebrista y Sangrador». No sécu-
lo XVI, em inglés, o titulo surge como Algiebar and Alma-
chabel, sendo mais tarde encurtado para Algebra. A palavra
é usada pela primeira vez com o seu sentido matematico
atual em 1551, por Robert Recorde no livro The Pathwaie to
Knowledge e, muito mais tarde, em 1849, Augustus de Mor-
gan escreveria Trigonometry and Double Algebra.

A palavra al-jabr significa restauragao, complementagao,
transposicdo, completude ou reunido de partes quebradas.
A palavra wa-I-mugabalah significa simplificagdo, redugao,
oposicao.

O titulo al-kitab al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-l-muqaba-
lah pode ser traduzido por compéndio do cdlculo por com-
pletude e simplificagdo ou por livro sumdrio sobre cdlculos por
transposigdo e redugdo.

Cerca de 750 anos depois da morte do grande matematico
de Bagdad, o estudioso persa Beha-Eddin Mohammed Ben
al-Husain al-Aamouli escreveu: «o membro que ¢ afetado
por um sinal de menos sera aumentado e o mesmo adi-
cionado ao outro membro, isto sendo algebra; os termos
homogéneos e iguais serdo entdo cancelados, isto sendo
al-muqabalah». Estas palavras, incluidas na obra Kholdsat
Al-Hisdb (Esséncia da Aritmética), fornecem uma boa des-
cricdo dos dois termos.

Folha anexa 1

25 20
X
2,5 2.5
x

X 2.5 2,5

25 2.5 20
- X x

25 25 2:5

Nota: as folhas anexas 1 e 2, que aqui apresentamos

da revista correspondente a este artigo.

ta e nove unidades. Sendo assim, a questdo neste tipo de
equagio ¢ a que se segue: qual éo quadrado que combina-
do com dez das suas raizes dard uma soma total de trinta
e nove? A maneira de resolver este tipo de equagdo € to-
mar uma metade das ditas raizes. Ora as raizes no pro-
blema sdo dez. Assim tomando cinco multiplicadas por si
mesmas dé vinte e cinco, uma quantidade que adicionada
a trinta e nove da sessenta e quatro. Toma-se entdo oito e
subtraindo a isto metade das raizes que sdo cinco, fica trés.
O nuimero trés entdo representa uma raiz deste quadrado,
o qual ele préprio com certeza € nove (...)»(Tradugdo livre
realizada com a preocupacdo de manter o espirito do tex-
to). A atividade baseia-se na prova geométrica por ele for-
necida para justificar o raciocinio aqui descrito.

— Ser4 vantajosa a realizagao da atividade a pares ou em pe-
quenos grupos ja que o cardcter das tarefas beneficiara da
discussdo durante a sua concretizagao.

__ A «cruzs referida na tarefa 3 pode ter vérias formas, visto
que serdo obtidas figuras equivalentes.

— Embora as tarefas 6 e 7 se refiram ao mesmo quadrado «fi-
nal», na primeira pretende-se que 0s alunos adicionem os
valores 39 e 25 e que indiquem 8 como a medida do lado
do quadrado, enquanto na segunda se espera que concluam
que (x+5)*=64 para que, na tarefa 8, deduzam que x+5=38
de modo a obterem o valor de x.

HELENA ISABEL SOUSA
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Folha anexa 2

x
4 4 x
4 4
4 x 4
4
4 X
4 x 4
4
4 x

reduzidas, podem ser descarregadas do portal da APM, na pagina
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MATEMATICA DO PLANETA TERRA 2013 ~ JOANA LATAS

O sol eclipsadol!

«Era de mil CCLXX, a uma sexta-feira, a XXX dias de Maio e & hora sexta, o Sol escureceu e a Lua e mui-
tas estrelas surgiram no Céu, por vontade de Nosso Senhor Deus»’

O eclipse nem sempre foi entendido como um fenédmeno natural. No séc. XlII os eclipses eram as-
sociados a manifestagGes supersticiosas, sinais divinos ou maus agouros. A evolucio do conhecimen-
to do Universo pelo Homem permitiu explicar este fenémeno cientificamente e este, por sua vez, o co-
nhecimento cientifico acerca do eclipse levou a evolucdo da Ciéncia e & alteracdo da nossa visdo do
Universo.

Neste niimero temdtico da E&M, a seccdo do MPT evidencia a influéncia bilateral entre Cultura e
Matemdtica do e no Planeta Terra e de como esta relacdo pode estar presente na Educacdo. Esta heran-
ca cultural ¢ algo que o Ano da Matematica do Planeta Terra pretende homenagear.

JOANA LATAS

Em 1919, o astrénomo inglés Arthur Eddington comandou
uma expedicdo a ilha do Principe para observar um eclipse
total do Sol. A 29 de Maio do referido ano, Eddington foto-
grafou um campo de estrelas de modo a testar a teoria da

Nas figuras 1e 2 podemos ver um professor a coordenar
os seus alunos na andlise dos efeitos do eclipse na tempe-
ratura ambiente. Para tal fizeram registos sistematicos da
temperatura, organizaram a informac¢3o numa tabela e con-

relatividade de Albert Einstein. Esta teoria prevé que o per-
curso dos raios de luz seja desviado quando os raios de luz
sdo sujeitos a presenca de corpos com massa. Ao compa-
rar a posi¢cdo aparente com a posi¢do real das estrelas foto-
grafadas, foi possivel confirmar que Einstein estaria correto.
A comprovagao desta teoria foi um grande salto conceptual
na época e contribui muito para a compreensio que temos
hoje do Universo. Passados 94 anos ainda ¢ aceite pela co-
munidade cientffica e constitui uma das mais conhecidas
teorias cientfficas entre a sociedade geral.

No passado dia 3 de Novembro de 2013, quase ao lon-
go da mesma trajetoria, foi visivel na ilha do Principe um
eclipse solar. 94 anos passados, a Histéria e a Ciéncia s3o
unidas pelo mesmo fenémeno.

Esta foi uma oportunidade tnica para o Principe recu-
perar o evento cientifico de 1919 e ligé-lo a ciéncia moder-
na. Foi com base nestas premissas que surgiu o Eclipse2013:
Histéria e Ciéncia no Principe?, uma iniciativa com a chance-
la MPT. Decorreu durante cerca de 6 semanas e dirigiu-se
a toda a sociedade civil, tendo-se revelado também de ex-
trema importéncia para a comunidade cientifica, para pro-
fessores e para alunos.

As seguintes imagens foram registadas na ilha do Prin-
cipe durante o decorrer do eclipse solar do dia 3 de Novem-

bro de 2013. Figura 1. Fotografia de Estrela Matilde
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Figuras 2 e 3. Fotografias de Lufs Cruz

verteram essa informagao num grafico. Uma atividade que,
mesmo nio tendo sido dinamizada em contexto de sala de
aula, proporcionou aos alunos uma experiéncia matemati-
ca compativel com os objetivos programdticos propostos
no dmbito da educacio formal.

Na figura 3 deparamo-nos com uma expressao que se
pode traduzir por misto de interesse e surpresa, fruto de
uma observagao segura do eclipse solar usando éculos pré-
prios para o efeito. Esta situagdo tem a particularidade de
ser o resultado de uma marcante interacio entre a senho-
ra que observa o eclipse e um dos elementos da comissao
organizadora. O alerta para a ocorréncia do eclipse, fené-
meno que estaria a decorrer e do qual estava alheada, abriu
janelas ao conhecimento sobre o meio envolvente e desper-
tou-a para uma participagdo intencional nesta experiéncia
coletiva.

A Histéria da Ciéncia e do Principe marcaram presen-
ca de forma transversal pelas diferentes geragdes. Impera
agora responder a questdes como «o que acontece quando
acaba o eclipse?» e «e depois do eclipse?» se ndo quiser-
mos que a curiosidade e interesse se dissipem. Cabe tam-
bém & Educagdo, colocada tanto ao servico da educagio

formal como da educacdo ndo-formal, assumir essa conti-

nuidade, consolidar conhecimentos, preservar a histéria e
promover a ciéncial

Notas

1. Anais, Crénicas e Mem©drias Avulsas de Santa Cruz de Coim-
bra, introduc¢do de Anténio Cruz, Porto, Biblioteca Pu-
blica Municipal do Porto, 1968, p. 98.

2. Mais informacio disponivel em
www.eclipse2013principe.com e em
https://www.facebook.com/eclipse2013.principe

JOANA LATAS
ProjEcTO ECLIPSE2013

Luis CARDOSO
Projecto EcLipsk 2013

RicARDO GAFEIRA
OBSERVATORIO ASTRONOMICO DA UNIVERSIDADE
DE COIMBRA, PROJECTO EcLIPSE 2013
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

O losango de Vasarely

Muitas das obras do pintor hiingaro-francés Victor Vasarely (1906-1997), um dos

fundadores da op art, baseiam-se em figuras e transformagdes geométricas.
No estudo de um dos seus quadros, unem-se dois vértices de um quadrado

com os pontos médios dos lados opostos, dando origem a um losango central,

tal como se vé na figura seguinte.

drado inicial?

DOMINOS EM CASCATA

O problema proposto no niimero 123 de Educacdo e Mate-
madtica foi o seguinte:

A Sandra comprou uma série de caixas (menos de 60), cada
uma com 30 pegas parecidas com dominds.

O objetivo € criar uma instalagdo com uma pega na pri-
meira linha, duas na segunda, trés na terceira e assim sucessi-
vamente, cada fila com mais uma pega que a anterior. Quan-
do tudo estiver montado, empurra-se a primeira pega, que fard
cair todas as outras, num efeito em cascata.

Feita a instalagdo, sobraram duas pegas.

Quantas caixas comprou a Sandra e quantas filas tem a
instalagdo?

Recebemos nove respostas: Alberto Canelas (Queluz), Alice
Martins (Torres Novas), Carlos Dias, Catarina Ferreira (Vi-
seu), Francisco de Matos Branco (Ovar), Graga Braga da
Cruz (Ovar), Jodo Barata (Castelo Branco), Laura Almeida
(Porto Santo), Pedrosa Santos (Caldas da Rainha).

Houve dois processos de resolugio (e a Graga Cruz uti-
lizou os dois).

No primeiro, como diz o Carlos Dias, usa-se a «forca bru-
ta». Faz-se, no computador ou na méquina gréfica, uma tabe-
la com o nlimero de pecas em funcdo das filas e outra tabela
com o nimero de dominds comprados menos dois. Depois,
€ s6 procurar os nlimeros que aparecem nas duas.

Note-se que a Laura Almeida foi & procura de nimeros
triangulares terminados em 8. S3o poucos: 28, 78, 378, 528,

60

Que relagado hd entre as dreas do losango e do qua-

Victor Vasarely «Tridim-Cristal-W»

(Respostas até 19 de fevereiro para zepaulo46@gmail.com)

1128 e 1378. Depois é s6 verificar quando se obtém um muil-
tiplo de 60 ao somar 2.
O segundo método é mais «matemdtico». Descobrem-se
vdrias relagdes que limitam o nimero de casos a testar. Ve-
jamos como, seguindo as indica¢des do Alberto Canelas.
Sendo n o niimero de filas, o nimero de pedras na ins-
talagdo é1+ 2+ --- + n, ou seja, n(n + 1)/2. Se representar-
mos nimero de caixas por k, com k < 60, temos:
nn+1)/2=30k—-2 ou n(n+1)=60k—4 (Eql)
Desta equagdo podem tirar-se duas conclusdes interessantes:
a) Dado que 60k é multiplo de 10, 60k—4 termina em 6,
ou seja, n s6 pode terminar em 2 ou 7.

b) Dado que 60k é multiplo de 3, 60k—4 n3o é multiplo
de 3, o que implica que nem n nem n+1 sdo mdalti-
plos de 3.

Portanto a resolucdo problema resume-se a encontrar dois
numeros inteiros consecutivos, cujo produto termine em 6,
que n3o sejam multiplos de 3 e obedecam a Eql.

S6 hd quatro casos de produtos a acabar em 6 e que ndo
sdo multiplos de 3:

7x8; 22x23; 37x38; 52x53
Destes casos, sé o primeiro e o tltimo obedecem a Eql.
7x8=60k—4 52%x53=60k-4

H4 portanto 2 solugdes: 1 caixa, 7 filas; 46 caixas, 52 filas.
Mas, salienta a Catarina Ferreira, «como o enunciado diz
que a Sandra comprou uma série de caixas, depreende-se
que foi mais do que uma». Conclusdo, usaram-se 46 caixas
e a instalagdo tinha 52 filas.

O PROBLEMA DESTE NUMERO
José Paulo Viana
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Excertos das intervencdes do Painel
realizado no ProfMat2013

Os editores deste ntimero tematico da revista propuseram a comissio organizadora do
ProfMat2013 a realizagio de um painel subordinado ao tema «Aprender Matematica: porqué e
para qué?». Convidaram a presidente da APM, Lurdes Figueiral, para moderar o debate, e como
intervenientes, Miguel Abreu, presidente da SPM, Arsélio Martins, da equipa de autores dos
programas do ensino secundirio e Henrique Guimaries, da equipa de autores do programa do
ensino basico.

Nao sendo possivel transcrever aqui todas as intervengdes completas, os editores decidiram
publicar na revista impressa apenas as intervengdes iniciais dos painelistas e disponibilizar no
portal da APM, no sitio da revista, o painel completo.
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Lurdes Figueiral

LURDES FicuEl

AL — Para esta sess3o eu gostava que fi-
zéssemos um esforgo de levantar voo por um bocadinho.
As problematicas de que somos cada vez mais conscientes
e que enfrentamos deixaram-nos, ao longo deste Profmat,
quase desalentados em alguns momentos. Elas sdo impor-
tantes, mas ja falimos muito nelas. Vamos deixar essas pro-
blematicas e vamos erguer-nos e, perguntarmo-nos pelos
grandes objetivos, as grandes finalidades do ensino da Ma-
temdtica: aprender Matematica porqué e para qué?

Este desafio foi colocado pelo Eduardo Veloso e pela
Rita Bastos como editores do niimero temético da revista
Educagao e Matematica e vai ser transcrito depois também
nessa revista.
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Porque é que o Eduardo e a Rita nos fizeram este de-
safio que nés aceitimos com muito gosto? Antes de mais,
pela memoéria ... mais do que a meméria, pela presenca, do
nosso colega e amigo Paulo Abrantes. Vérias vezes ja foi
evocado ao longo deste profmat. Nés quisemos fazer des-
te profmat um ato de arranque dum ano dedicado de ma-
neira especial a memoria do Paulo e das suas ideias, sobre-
tudo das suas ideias sobre o ensino da Matematica. E foi
ao Paulo que fomos buscar a inspira¢o de nos perguntar-
mos: «o porqué e para qué»

Se nos fizermos esta pergunta — alias este titulo, é exa-
tamente o titulo do documento que o Paulo escreveu para o
Seminario de Milfontes sobre a renovacio do curriculo de
Matematica — este perguntar-nos «o porqué e para qué?»,
€ de facto uma pergunta primordial e Giltima. As outras per-
guntas também sdo importantes — «o qué?» e 0 «como?».
Mas sobre essas nés debatemo-nos mais vezes. E muitas
vezes, debatemos o «como» e «o qué» ndo tendo presen-
te o «porqué fazemos isso»? E por isso digo que este pai-
nel é um convite a vermo-nos a nés préprios, a nossa atu-
acdo, ao nosso exercicio profissional, as nossas convic¢des
sobre o ensino da Matemadtica. Vermo-nos um bocadinho
a distancia. Vermo-nos com essa distincia que precisamos
para analisarmos aquilo que fazemos, para dar sentido aqui-
lo que fazemos. E o sentido daquilo que fazemos s6 é ple-
no se nés o formos atualizando, se nés formos capazes de
lhe aumentar sentido, de lhe confirmar sentido. Foi o de-
safio colocado aos colegas do painel e depois, na parte do
debate, serd também o desafio colocado aos participantes
do profmat.

O desafio inicial foi comentar esta frase, também do Pau-
lo: «A razdo primordial para se proporcionar uma educagio
matemdtica prolongada a todas as criancas e jovens é de
natureza cultural, associada ao facto da matematica cons-
tituir uma significativa heranca cultural da humanidade e
um modo de pensar e de aceder ao conhecimento». Esta
frase foi retirada do Curriculo do Ensino Bésico, e nio era
a Uinica razio que o Paulo apontava nesse documento, ha-
via uma outra, mas achdmos que esta tinha peso suficien-
te para proporcionar este debate.

Agradeco aos trés, mais uma vez, ndo s6 a presenca, mas
a colaboracio. E vou passar a palavra ao Arsélio Martins.




Arsélio Martins

ArsELIo Martins — Boa tarde a todos e a todas. Eu vou
tentar falar da matemética como componente essencial da
cultura integral dos individuos, da cultura de um modo ge-
ral. Para falar disso, frequentemente, dizemos coisas mui-
to vagas, as vezes vagas demais. E vale a pena dizer que, na
minha opinido, a cultura dos individuos humanos tem a
ver com o uso de instrumentos. E de nés usarmos coisas
fora de nés que sio muito dificeis de usar e nio se podem
recriar sem grande treino e sem aprendizagem. Ndo é pos-
sivel criar outra ferramenta a seguir. Nao é possivel que a
pessoa que um dia se levanta e pega numa coisa para fa-
zer uma obra de arte numa caverna, nio se obrigue a ensi-
nar alguém se quiser que isso perdure. O que perdura é o

uso dos instrumentos; o que perdura é uma necessidade
de tal ordem importante para as pessoas, para sobreviver,
como € importante para as pessoas 2 volta dela, que ela se
torna perdurével. E isso frequentemente tem a ver com ins-
trumentos. Ndo estou s6 a falar de instrumentos elementa-
res. Estou a falar de toda a nossa vida. O desenvolvimento
da vida humana foi sempre feito por resposta a necessida-
des de vrios tipos e, nessa construcio, fez-se aquilo que
nés habitualmente chamamos cultura e que tem como fer-
ramentas, tanto o cinzel, como tem como ferramenta nés
sabermos o que é um padrio, que nés chamamos mate-
matico, aqueles, que se repetem e se reutilizam de alguma
maneira em toda a vida humana e porque é que isso acon-
tece. Tudo isso é a nossa cultura. E cultura a comunicacio
social, é cultura a possibilidade que nés temos de sobre-
viver em sociedades complexas como é a nossa. Na nossa
sociedade nés sabemos que nio é possivel sobreviver e fa-
zer passar adiante sem grande capacidade de transmissio
dos saberes. Esses saberes sio multiplos, mas de toda essa
cultura, uma parte muito significativa tem a ver com cultu-
ra cientifica e hoje mais do que nunca. Se nés pensarmos
assim, sabemos que n3o é possivel termos cidadios sem
uma cultura que integre a cultura cientifica. E é ébvio que
ndo ha cultura cientifica sem uma iniciacsio especializada
a ciéncia e, em particular, 3 matemitica. Este é 0 meu pon-
to de vista. E isto significa que agrupo nisto a necessidade
de saber matemética para todas as 4reas do conhecimen-
to. E como € que isto passa de geragio em geracio? Af sur-
ge um outro problema: como é que se ensina® Hi coisas
que sdo respostas imediatas a necessidades dos cidad3os
e dessas podemos dizer que nio h4 quem ndo aprenda o
que considera que ¢ vital para si mesmo. Para sobreviver,
hd coisas que se aprendem. Ha necessidades intrinsecas.
As pessoas aprendem tudo aquilo sem o qual n3o podem
viver. E claro que hé pessoas que s6 aparentam ter neces-
sidades muito elementares e hi pessoas que tém necessi-
dades muito complexas e elaboradas. De um modo geral,
ndo & possivel viver sem ensino. Porque é que o ensino, e
a aprendizagem, s3o tdo importantes e complexos? Bom, a
principal raz3o é porque ser estudante é tio estranho, para
cada individuo é tdo extraordinario estudar como pagar im-
postos. E, em Portugal, bem sabemos que isso quer dizer
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que a contribui¢do para o bem dos outros nio ¢ imediata.
A contribui¢do para o bem dos outros é outra parte da cul-
tural E n6s temos ferramentas, no nosso mundo, e preci-
sarmos de ter conhecimento e necessidade de o estudar. E
estudar € uma coisa estranha,  partida. Porque estudar é
o outro lado da cultura. As pessoas até sabem muitas vezes
que as coisas existem e sabem que alguém as pde a funcio-
nar. Mas né6s sabemos, nés todos sabemos que nada fun-
ciona bem sem conhecimento incorporado, ou seja, 0 uso
das ferramentas e a operagio com ferramentas e com uten-
silios, de um modo geral, exige estudo. As novas ideias exi-
gem ferramentas cada vez mais complexas. Estudar é es-
tranho porque é uma necessidade exterior.

Dizemos nés que um gato aprende o que é fundamen-
tal e depois adapta-se. Nés, humanos, temos dois tipos de
necessidades, as que niio aparecem como vitais imedia-
tamente, outra € a necessidade que nds temos sem pre-
cisarmos de mediador. Mas o que é mais dramatico pelo
menos para noés, que somos professores, embora as pes-
$0as ndo pensem nisso, é que nos ... parece que aprende-
mos, fingindo. Como, por exemplo, se eu for pela estrada
e se um policia me mandar ir pela direita — eu finjo que
compreendo e vou pela direita e parece nio haver proble-
ma algum. Mas, isso nio significa nenhuma necessidade,
nenhuma necessidade intelectual nem coisa nenhuma, e
posso repetir a mesma infragdo, sem pensar. A maior par-

te das coisas eu aprendo-as por treino! Por treino e por fin-
gir que as percebo ao cumprir as ordens que me d3o. Essa
parte é uma parte bem determinada.

Ora estudar é estranho porque vai além disso. Os pro-
fessores, de um modo geral, devem saber que a sua profis-
sdo é das mais estranhas que existe, e por isso é uma das
mais dificeis. Uma parte do ensino pode ser feita na base
do fingimento como aprendizagem. S3o pessoas que nos
imitam nos gestos, pessoas que decoram o que nés dize-
mos, e no digo que esse conhecimento é pouco importan-
te. Costumo dizer para mim mesmo que aprendi as oracoes
todas antes de saber escrever. Sei-as de cor. Durante mui-
to tempo pensei que as sabia de cor porque as ouvi muitas
vezes, mas agora sei que as aprendi de cor porque eu que-
ria ser como os outros, queria dizé-las a0 mesmo tempo
que os outros, queria fazer parte de uma coisa que era um
unissono para rezar. Os professores sdo aquelas pessoas
que levam a um nivel mais elevado essa questio de apren-
der coisas para outros fins que ndo o de simplesmente en-
trar em unissono s6 com a minha comunidade restrita. Eu
posso ter uma comunidade, e nela até posso ji estar bem
integrado, mas preciso de fazer mais porque A medida que
fomos evoluindo tecnicamente, o saber associado s técni-
cas € muito mais elaborado. O Gasset dizia qualquer coisa
assim: se uma geragdo deixar de estudar, imediatamente
nove centésimos da populacio morre. Porque atualmente




a nossa sobrevivéncia é baseada em coisas muito comple-
Xas, jd que o aproveitamento do planeta, essencial para a
sobrevivéncia de toda a gente, exige grande capacidade téc-
nica, grandes conhecimentos.

Técnicas, eu consigo aprendé-las repetindo. Fu posso
ensinar todas as pessoas a usar uma ferramenta repetin-
do, passo a passo. Mas, se houver uma geracao que deixe
de investir saberes no aperfeicoamento das técnicas, a pro-
pria técnica desaparece. E portanto, uma parte da humani-
dade vai «ao charco».

Quem considera que a matematica é uma parte impor-
tante e fundamental da cultura humana, deve saber porque
€ uma coisa estranha a cada um, quase; porque as pessoas
nao aprendem espontaneamente, nio estudam espontanea-
mente. Porque uma parte das pessoas, ainda por cima, fin-
ge que aprende, finge que percebe a mensagem dos profes-
sores, ou dos pais! Finge que aprende as regras, as coisas,
as operagdes, finge isso tudo! Levar isso a um nivel mais
avancado, preservar a meméria da humanidade, preservar
a memoria dos objetos, das coisas que se veem, porque é
que s3o feitas é a coisa mais complicada que existe!

A matemdtica tem um grande conjunto de coisas que
podem ser ensinadas separadamente. Com cada um dos
temas da matematica, eu posso desenvolver competéncias
transversais para toda a gente! Mas nio h4 nenhuma hipé-
tese de isso ser cimento se eu nio tiver feito uma coisa co-
erente, racional, juntando a arte, a arte pictérica, a musica,
a vida social, etc., de tal maneira e em graduacdes sucessi-
Vas, que as pessoas possam aprender de forma voluntaria,
porque lhe ¢ dada, porque é transmitida de forma racional
e compreensivel. Nao é portanto de estranhar que quem
tenha de tomar decisées do ponto de vista curricular, para
0 tempo presente em que estamos, escolha partes da ma-
tematica que €é possivel transferir, transportar, fazer traba-
lhar as pessoas.

Outra questdo é a consisténcia com a histéria da hu-
manidade, a histéria também das civilizagdes, ja que é da
natureza da matematica ser concertada com a histéria de
alguma maneira, exige alguma sequéncia desse ponto de
vista. E tem de ser principalmente consistente com o uso
das ferramentas em uso.

Nenhuma sociedade vive s6 do seu tempo. Temos de
saber quais ferramentas, em cada época, e compreender
como noés usamos esta ou aquela ferramenta! Diferentes de
€poca para época, mas sempre vivemos em rela¢dio com as
ferramentas. Em cada momento, temos de dizer com que
interesses é que eu posso levar as pessoas a terem uma me-
moria tdo persistente que lhes permita cavar o futuro. Este
€ que € o problemal Podemos organizar isso por grandes

blocos, assuntos, etc. Ao contrario do que as pessoas mui-
tas vezes pensam, cada matemético olha para o ensino do
ponto de vista das suas concecdes da matemitica! Hi um
matematico que resume tudo a dois tipos de matemati-
cos: uns sao os solucionadores de problemas que sio, se-
gundo ele, os mais reacionirios, e outros sdo os matema-
ticos tedricos, os teorizadores. Young dizia qualquer coisa
do tipo: Eu prefiro os tedricos, eu sou adepto dos teéricos,
acho que os teéricos é que fazem mover o mundo. Os so-
lucionadores sdo uns chatos, e sio uns reacionarios, pela
simples razdo que ficam satisfeitos quando resolvem um
problema. Tém um problema, resolvem-no e ficam satis-
feitos. Nao pensam mais naquilo e muitas vezes nio usam
esse problema para levantar outros problemas.

A Matemética que se ensina modernamente tem que
ser claramente a juncio das duas coisas. Tem de, por um
lado, desenvolver a capacidade de resolver problemas, mas
por outro lado, de abrir mecanismos, dar instrumentos ma-
tematicos, etc., que permitam abrir outros problemas, en-
frentar outros desafios mais complexos. Quando lhe per-
guntaram, como pai, como achava que devia ser, ele dizia
assim: se eu precisar de um tipo para trabalhar na minha
oficina, eu prefiro um solucionador de problemas, porque
14 eu tenho que solucionar problemas, Se eu quiser um
professor para o meu filho — mas é o filho dele, claro! —
eu prefiro um teérico.

E nesta desgracada complicagio que reside em parte
a tragédia do ensino, da pedagogia, e reside parte da tra-
gédia da ciéncia. Em cada momento, temos que decidir o
que fazer. Eu ndo estou nada convencido que seja uma sé
das coisas! Dou muita importancia 2 Histéria, dou muita
importincia as ferramentas do tempo de cada um, e que
cada um use as ferramentas do seu tempo! Dou muita im-
portancia a trabalhar de forma dinamica, com tudo o que
tiver a disposicao para ensinar e para favorecer a aprendi-
zagem. Com Klein, sei que as maquinas de calcular foram
descobertas por matematicos puros. Os alunos nio podem
sair sem ter tido alguma experiéncia com calculadoras e os
professores ndo podem deixar de saber a matematica das
calculadoras. E esta visdo do mundo, esta visio das ferra-
mentas que esta escrita ha cento e tal anos para tras, ainda
€ a nossa visao!

Ndo tenho absolutamente a ideia de que faca alguma
redugdo do que seja a cultura e do que seja o papel da Ma-
tematica nesta cultura, ao falar de ferramentas. Em Portu-
gal nés fizemos alguns programas virados claramente para
a cultura, para as artes. Uns mais, outros menos. E, parti-
cularmente, o programa de Matematica Aplicada as Cién-
cias Sociais é completamente diferente de todos os outros,
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Henrique Guimaraes

visando resolver um problema sério de cultura da socieda-
de. Nele se fala da matemaitica na democracia politica, na
distribuicio de bens, na recolha dos residuos. Trata de mo-
delos matematicos adequados a discutir e a responder a
problemas da vida em sociedade. Eu acho que essa é uma
questdo que ndo se pode ignorar.

Da minha parte nio hi qualquer presuncio. Nao hi
aqui presungdo a favor de uma coisa ou outra.

A matematica é uma parte fundamental da cultura hu-
mana. Assim &, e o ensino deste ponto de vista tem de fazer
caminho. O que dizemos aos professores é que isto nunca
foi facil, nao vai ser facil ou simples, porque é preciso que
as pessoas tenham ideia de que isso é levar as pessoas a fa-
zer alguma coisa que lhes é estranha! Que n3o é evidente
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imediatamente. Uma crianca pode recusar fazer uma boa
parte das coisas, pode recusar-se a aprender por ndo gos-
tar, por nao ver utilidade, por nio gostar da escola, do pro-
tessor, da terra, da mie ...

Estudar pode ser fingimento e por esse fingimento fi-
camos na mesma. E depois, no ensino, todos os dias valo-
res s3o postos em causa. Nao é por acaso que os programas
estdo encharcados de valores por sabermos que, se a cultu-
ra ndo for profunda e no houver a ligacio entre a cultura
cientifica e a cultura de um modo geral, os nossos melho-
res podem ser os nossos piores inimigos até porque tém
acesso a meios poderosos e conhecimentos que podem ser
mobilizados ao servico de fins contrarios ao bem comum.
E preciso que o professor saiba das dificuldades da edu-
cagao com valores e ... de cultura! Eu estou cé s6 para de-
fender isso, que é esquisito, é complicado, os professores
tém que ser animados também a exigir meios e melhores
condi¢bes de vida, porque sem o trabalho dos professores,
como trabalhadores da cultura, nés ficaremos muito mal.

HenriQUE GUIMARAES — Boa tarde. Agradeco A comis-
sdo organizadora, na pessoa da Rita Bastos e do Eduardo,
este convite que me satisfaz duplamente: por ser um tema
que me ocupa e preocupa, € por se inserir, digamos, na-
quilo que a Lurdes Figueiral trouxe aqui na apresentacio
deste painel: a evocagdo de um amigo, de um colega e de
uma figura de relevo reconhecido no trabalho em que to-
dos estamos envolvidos. N3o posso deixar de respigar al-
gumas coisas do que o Arsélio disse para anteceder o que
eu trouxe aqui para dizer. O Arsélio referiu um aspeto, ndo
referiu, insistiu num aspeto: aquilo que carateriza a cultu-
ra humana ¢ o uso de instrumentos, a concec¢do e o uso de
instrumentos. Eu estou inteiramente de acordo e até vou
acrescentar um pouco mais — provavelmente até é o que
nos distingue, enquanto humanidade, do resto dos habi-
tantes do nosso planeta. Ficam algumas excecdes, a gente
sabe que ha uns animais que até fabricam ou usam peque-
nos instrumentos para a sua sobrevivéncia mas, desde os
primoérdios daquele que depois veio a ser o habitante mais
devastador do planeta, o instrumento — nos seus varios
formatos, sentidos e alcances — tem sido um elemento de-
cisivo na vida humana. Mas eu vou introduzir um outro
aspeto que, do meu ponto de vista, talvez seja mais impor-
tante para a discussdo que aqui nos propomos fazer — é
que o homem é o inico dos habitantes terrestres que en-
sina, ndo ha mais nenhum. Enfim, e digo-o com a preten-
sdo de quem conhece muito pouco da Terra e do que se
sabe sobre os que a habitam: n3o hd nenhum animal que
se conheca que ensine.




Bem, também hd, melhor, eu sei que h4 quem tenha pro-
curado mostrar essa possibilidade com um casal de chim-
panzés ... E sabemos que nés conseguimos «ensinar» (vou
usar aqui a express3o entre aspas) um papagaio a falar, um
c3o a fazer coisas, e por ai fora, mas esse papagaio nio en-
sina os filhos a falar, nem o cio ensina os filhos a porem-
se de pé. Portanto, o ensinar, no sentido que o Arsélio tam-
bém usou, de transmitir s geracdes futuras o patriménio
cultural adquirido, é um privilégio — e provavelmente tam-
bém uma conquista da humanidade — que nos caracteri-
za enquanto humanos (e nos interessa muito a nés, pro-
fessores, que aquilo que fazemos que é ensinar).

Eu continuo a valorizar muito a palavra ensinar e tal-
vez tenha até passado a fazé-lo com mais insisténcia. Eu
sei que o titulo deste painel é «Aprender Matemitica: por-
qué e para qué» mas, podia substituir o aprender por ensi-
nar, € vou acrescentar a razdo porque digo isto. E que, para
mim, ensinar, na medida em que ensinar supde e implica
uma relagdo que eu vou chamar didética (mas podia dizer
uma relag3o pessoal), nio existe sem o aprender. Portanto,
se a cada ato de ensino nio corresponder uma aprendiza-
gem, ndo ha ensino, porque senio, quando estivesse a fa-
lar para uma parede, estava a ensinar.

Eu ndo estou a dizer que a responsabilidade ¢ do pro-
fessor, estou a dizer é que se o professor ndo conseguir
aprendizagem no aluno a quem se dirige, nao estd a ensi-
nar. E por isso que eu prefiro falar, a este proposito, sem-
pre do ponto de vista do professor. Mas ainda queria, ji
agora, fazer algumas distingdes: o professor pode ser vis-
to como um funciondrio (e aqui sem qualquer carga nega-
tiva), pode ser visto como um técnico ... Mas seguramente,
numa boa parte daquilo que no professor, enquanto edu-
cador, deve compor a sua figura, estas dimensdes nio sio
certamente as mais relevantes. O professor deve assumir-
se como um transmissor de cultura, como um intelectu-
al, e € com esse sentido que ele pode cumprir a sua mis-
sdo. Talvez também por isso a sua profissio seja «dificil e
estranha», como disse o Arsélio.

A Lurdes, salvo erro, referiu-se a trés questoes que s3o as
que eu costumo também referir muitas vezes quando discu-
to com os meus proprios alunos nos primeiros momentos do
trabalho em didética, e que apresento como aquilo a que cada
professor deve procurar sempre responder. S3o trés questdes
ou trés grandes grupos de questdes: questdes sobre 0 o qué?,
questBes sobre o porqué? e questdes sobre o como? ensinar
€ nés muitas vezes, sendo sempre, comecamos pelo como,
antes do porqué e as vezes até antes de o qué?.

Eu acho que estas questdes estdo todas ligadas e que
temos sempre que fazer as trés perguntas. Mas, reduzin-

do-nos apenas ao como?, ao como vamos ensinar Mate-
matica, seja por exemplo Geometria ou Fungdes, nio nos
dotaremos de uma argumentacio e de uma convicgdo pes-
soais para realmente podermos nio ser apenas técnicos ou
apenas funciondrios e assumir um outro registo, contré-
110, ou pelo menos diferente destes — podermos, no nos-
so exercicio de ensino, ser nio apenas reprodutores, mas
produtores.

Este painel incide sobretudo nas questoes sobre o por-
queé? que estdo, do meu ponto de vista, muito ligadas as
questoes sobre 0 0 qué?. Penso que o lugar que a Matemé-
tica tem ocupado no curriculo ou, se quiserem, na escola,
resulta das questdes das mais variadas, mas aquilo que, a
este respeito, a pode distinguir das outras disciplinas, tem
certamente a ver com a propria matemética. Temos que
mergulhar um pouco na matemitica e, portanto, no tal o
qué?, para procurar perceber porque é que ela ocupa hé tan-
to tempo o lugar que tem na escola — cada vez mais pre-
cocemente na escolaridade e durante mais tempo, e atin-
gindo cada vez mais criangas e jovens e cada vez mais por
todo o mundo.

Vou mencionar trés (provavelmente podiam ser mais)
carateristicas, trés qualidades (no sentido neutro da pala-
vra) da matematica que de alguma maneira podem contri-
buir para esse lugar que a Matematica tem. A primeira é a
UNIVERSALIDADE — a matematica € talvez, das conquistas,
das produgdes culturais da humanidade que adquiriu ou
que foi adquirindo progressivamente uma maior univer-
salidade. Eu sei que é um bocado exagerado, a matemati-
Ca ndo estd em todo o lado, mas foi cada vez estando mais
em mais «itios> e por toda a parte. A segunda caracteristi-
Ca que eu queria referir € a APLICABILIDADE, No¢3o que uso
aqui num sentido amplo — a matemética é reconhecida-
mente (e cada vez mais) uma ciéncia com intimeras apli-
cagoes, com relagdes de grande fecundidade com os mil-
tiplos campos de saber e da atividade humana. A terceira,
que provavelmente tem ligacGes com esta tiltima é (e eunio
consigo arranjar uma maneira melhor de a dizer): a ma-
tematica € um elemento de INTELEGIBILIDADE do mundo.
O que € que eu quero dizer com isso? Vou recorrer 3 ideia
de linguagem naquele sentido de uma janela que se abre
para o mundo. Cada linguagem permite-nos aceder a um
mundo, e a matemética, nesse sentido, é uma linguagem

— com a matematica nés ficamos a compreender melhor
o mundo. E, permitam-me um pequeno desvio, esse mun-
do, seja ele qual for — natural, artificial — faz-nos também
compreender melhor a matematica. Estas trés carateristi-
cas, a que podia acrescentar mais uma ou outra, em meu
entender, de alguma maneira justificam esse lugar de gran-
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de importincia, de permanéncia e de resisténcia da Mate-
matica na escola.

Posto isto, vou tentar comentar a frase que d o mote
ao painel e, como esta descontextualizada, posso fingir que
n3o sei nada de onde é que ela veio. Sei que é do Paulo, pelo
menos ¢ atribuida ao Paulo, e vou tentar argumentar com
um exercicio hermenéutico, digamos assim, de interpreta-
¢do um pouco livre. A frase comeca com «A razio primor-
dial para se proporcionar uma educa¢do matemética pro-
longada a todas as criancas e jovens é de natureza cultural»
e, de facto, a minha primeira questdo é: mas podia ser ou-
tra a razdo? As outras disciplinas n3o estdo exatamente nes-
ta situacdo? E esta uma razio distintiva da Matematica em
relagdo a outras disciplinas?

Continuando, a frase diz a seguir, «associada ao facto
de a matematica constituir uma significativa heranca cul-
tural da humanidade e um modo de pensar e de aceder ao
conhecimento». Interrompo aqui e pergunto: mas qual é
a razio para se ensinar Matematica? E dito que a razio pri-
mordial é de natureza cultural, mas qual é a razio? Eu acho
que estd 14, ou antes, eu consigo tird-la de 13, mas ndo é ab-
solutamente claro. A frase por si $6 nio nos da imediata-
mente a razdo. Diz que é primordial, diz que é de natureza
cultural, mas qual é a razdo? Fui buscé-la 2 segunda parte
da frase quando, a seguir a «associada ao facto de a mate-
matica constituir ... », se apresentam trés atributos: «uma
significativa heranga cultural», «um modo de pensar» e
«um modo de aceder ao conhecimento».

Talvez possamos retirar daqui que, para o Paulo, hd uma
espécie de razdo tripla para se aprender Matematica ou, se
quiserem, na minha versio, para se ensinar Matematica:

— Porque a matematica é uma «significativa heranca cultu-
ral da humanidade» — e aqui retomo a minha questdo ini-
cial: bom, certamente que a msica também &, certamente
que a fisica também &, e podiamos continuar.

— Porque a matematica é «um modo de pensar». N3o po-
dia estar mais de acordo com esta razio (ja o disse ha bo-
cado). Sendo um modo de pensar, esti associado a uma
linguagem, s6 pensamos com a linguagem, sem lingua-
gem ndo sabemos pensar. Pensamento e linguagem estio
intimamente ligados, e a matematica tem uma linguagem
propria e essa linguagem permite-nos aceder a um mundo,
um mundo préprio da matematica que, por sua vez, nos
faz compreender melhor os outros mundos.

— E porque a matematica é «um modo de aceder ao conhe-
cimento», e imagino que seja, nio apenas em matematica,
mas a outros conhecimentos, de outras disciplinas, de ou-
tros campos do saber humano e da atividade humana.
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E, portanto, fazendo agora uma espécie de retro movi-
mento, desdobro a tripla razdo para se aprender ou ensinar
Matematica do modo seguinte. A razdo cultural, ou seja, nés
achamos que vale a pena ensinar matematica porque cul-
turalmente ela é um valor importante que nos cabe trans-
mitir de geracdo em gera¢do — por si 86, eu nio acredito
que esta razao justifique a relevincia e a tal permanéncia
e resisténcia da Matematica na educacio escolar. O valor
formativo — ou seja, com a matematica, no momento em
que aprendemos matematica, desenvolvemo-nos enquanto
pessoas, nas nossas capacidades, aptidoes e conhecimen-
tos, no nosso patrimoénio concetual, no nosso patriménio
procedimental, no nosso patriménio de capacidades. E fi-
nalmente o terceiro, que € o valor instrumental — com a
matematica, nés adquirimos formas de entender o mun-
do, de agir sobre o mundo e, eventualmente, de prever as
consequéncias das nossas ac¢des sobre o mundo.

----- - Muito boa tarde a todos, agradeco com
toda a convicgio e sinceridade o convite e a oportunidade
para participar neste debate, aqui no Profmat, sobre este
tema — aprender Matemdtica, porqué e para qué?

Eu comegaria por ... uma pergunta diferente. Suponha-
mos que faziamos a pergunta aprender a ler e a escrever,
porqué e para qué? E uma pergunta que hoje em dia acho
que ja nao faz sentido, ninguém a faz, toda a gente assu-
me que todos ndés devemos saber ler e escrever. Sem sa-
bermos ler e sem sabermos escrever somos aquilo que se
chama um analfabeto e nfo conseguimos viver neste mun-
do. Nao conseguimos ser auténomos, nio conseguimos fa-
zer nada. Mas é uma pergunta que se calhar, hd menos de
100 anos em Portugal muitos pais faziam: porque é que o
meu filho hi de aprender a ler e a escrever se é muito mais
util para mim que ele esteja aqui a trabalhar no campo, ou
na minha serracio, ou na minha ... onde for? E se formos
mais atrds entdo, onde pouca gente sabia ler e escrever, essa
pergunta ainda mais era relevante. Para que é que vamos
aprender a ler e a escrever? Porque, de facto, podia nfo ter
utilidade nenhuma na altura em que a pergunta estaria a
ser feita ... Hoje em dia, felizmente, ninguém faz essa per-
gunta, e portanto nao seria tema de debate, penso eu.

E eu direi que vou tentar usar uma pequena linha de
raciocinio que me leve a pensar que nos dias de hoje e ao
longo do mundo, mas hoje cada vez mais, a pergunta apren-
der Matematica: porqué e para qué? estd exatamente a esse
nivel: aprender a ler e a escrever porqué e para qué? Eu
acho que hoje em dia, quando se diz que qualquer pessoa
deve saber ler e escrever, qualquer pessoa deve saber ler e




escrever e contar e no contar estou assumir no sentido lato
de saber alguma matematica bésica. Depois... Se substitu-
issemos na pergunta a palavra matemitica, por musica,
pintura, poesia, filosofia, aprender qualquer uma destas
coisas, porqué e para qué? S3o todas elas coisas importan-
tissimas, patriménio cultural da humanidade, s3o também
para mim, muitas delas, modos de pensar. A poesia é um
modo de pensar, a filosofia, a pintura, o latim podia por
aqui. O latim é uma coisa que ajuda a pensar. E sio tam-
bém, considero, modos de aceder a conhecimento. A pin-
tura, a poesia, a misica, do ponto de vista, julgo, de patri-
moénio cultural da humanidade ... t¢ém um papel se calhar
tdo importante como a matematica. No entanto, é um fac-
to que ndo damos — se calhar erradamente — mas nio se
dé no ensino que nés fazemos com as nossas criangas e jo-
vens, certamente 0 mesmo peso e a mesma énfase a estes
temas da cultura da humanidade que se d4 ao ler e escre-
ver, a0 portugués, a lingua materna ou 3 matematica. E por-
qué? Sera que isto é paradoxal? Ou nio? Fu acho que nio
¢ paradoxal. Hd uma raz3o para a importancia que a mate-
matica tem ndo s6 em Portugal e cada vez mais pelo mun-
do inteiro, e que certamente também esti associado ao seu
valor cultural, mas tem algo mais que a distingue, quanto
amim, da masica, da pintura, da poesia, do latim ou da fi-
losofia ou de muitas outras coisas que podiamos referir.
Bom, e entdo, tentando chegar af, lancei também, para me
ajudar a pensar nisto, a pergunta: De toda a matemitica
que se ensina até ao final do 3.° ciclo, o que é que vai ser
mesmo necessario ou 1til na vida dos nossos alunos? To-
dos noés acreditamos que ler e escrever esti sempre a ser
atil, mas aquilo que nés ensinamos em Matematica até ao
final do 3.° ciclo e sem estar a querer discutir em detalhe o
tal 0 qué? mas, em geral, o que é que vai ser 1til para avida
dos nossos alunos? E eu considero que praticamente tudo,
e vou s6 ilustrar com uma situacio que aconteceu. Come-
€0 com uma que ja quase todos nos esquecemos porque
foi hd um ano e meio ou hé dois anos, portanto, quando
este governo entrou em fungdes, no verdo de 2011. Foi um
antincio, na altura pelo ministro das finangas, a dizer que
famos ter uma sobretaxa de IRS de 3,5% e depois que isso
era a mesma coisa que perdermos metade de um subsidio
de natal. Ah ... de facto, se lermos as duas coisas separadas,
de um lado est4 perder metade do subsidio de natal, do ou-
tro lado est sobretaxa de 3,5% de IRS, sdo duas coisas com-
pletamente diferentes. Porque é que uma é a mesma que
a outra? Ah ... e se n6s formos a ver, s6 perceber esta fra-
se implica uma parte significativa daquilo que nés ensina-
mos de matemdtica. Ultrapassa tudo, grande parte do que

Miguel Abreu

se ensina no 1.° ciclo. J4 precisamos de mais alguma coisa,
ndo €? Precisamos de percentagens, proporcdes, além de
saber somar, contar, ... E portanto depois, desde ai muitas
outras coisas nos tém acontecido que para nos conseguir-
mos adaptar e para conseguirmos atuar perante elas, aqui-
lo que aprendemos de Matematica, no ensino bésico em
particular, é praticamente tudo fundamental, tio impor-
tante como ler e escrever. Depois avancaria um bocadinho
mais: Qual é a importincia da Matemética que se ensina
e se aprende no ensino secundirio? E lancei este topico no
sentido de, depois para um futuro médico, um economis-
ta, um gestor, ou para um engenheiro, para um fisico, para
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um bidlogo, para um gestor de risco na banca e nos segu-
ros, quase todas as profissdes. E de facto para médicos, eco-
nomistas ou gestores é muito importante, para engenhei-
ros fisicos ou bidlogos ou gestores de riscos é completamente
crucial. A Matematica que nés ensinamos, que os profes-
sores do ensino secundario ensinam aos alunos que tém 2
frente é completamente crucial. Toda ela. Tentarei dizer
um bocadinho mais sobre isto j4 a seguir, mas podia dar
exemplos concretos. E se o ensino bésico da Matematica
deve ser para todos os nossos jovens, e deve ser importan-
te para todos eles, mas também ninguém adivinha quan-
do tem um jovem pela frente o que é que ele vai ser, o que
é que ele quer ser ou o que é que ele vai poder ser no futu-
ro. E se ele ndo tiver a capacidade para poder ser aquilo que
ele quer ser, nunca o vai poder ser. E portanto nés temos
que fazer para que todas as criangas e jovens que nos pas-
sam pelas maos tenham condi¢bes para atingir o potencial
que tém para serem aquilo que querem ser e puderem ser
e, em muitas das coisas que eles podem querer ser vio pre-
cisar de muita matemitica. Noutras precisardo de menos,
mas em muitas delas vio precisar de muita matematica.
Ah ... e depois terminaria, antes de concluir: Qual a impor-
tancia da matematica para o desenvolvimento de um pais
como Portugal? Além da questdo pessoal de cada aluno,
qual a importincia da matematica? E queria-vos tentar trans-
mitir coisas que para mim s3o importantes. Comeco com
uma citagdo de 1984 de um senhor que era na altura o pre-
sidente da Exxon. A Exxon é aquela companhia petrolifera
que era dona daquele barco Valdez que destruiu todo um
habitat com um problema de derrame de petréleo ... E s6
uma pessoa que portanto ndo tem a partida ... os interes-
ses dele sdo muito ... terrenos digamos ... (risos). Mas ele
disse esta frase ... «<Poucas pessoas reconhecem que a ce-
lebrada alta tecnologia de hoje é essencialmente uma tec-
nologia matematica». Isto disse ele em 1984. Eu lembro-
me quando estava nos Estados Unidos ver um programa
que passou na PBS norte-americana muito giro chamado
Life by the numbers cujo locutor é o Danny Glover, aquele
ator muito conhecido do Arma mortifera I, II, Il e IV com
o Mel Gibson. Mas ele era o locutor, e uma das mensagens
que ele dizia nesse programa era «Enquanto que a energia
da sociedade industrial s3o os combustiveis fosseis — pe-
tréleo, carvao, gis, etc. — a energia da sociedade do conhe-
cimento é a matematica. Para criarmos conhecimento, quei-
mamos matematica.» Esse programa é de 1996 e portanto
ja passaram mais de 15 anos sobre este programa, j4 pas-
saram 30 anos sobre a frase do presidente da petrolifera da
Exxon e se querem que vos diga estas frases sdo hoje ain-
da mais atuais do que eram ha 30 anos ou do que eram h4
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20 anos, e vou ilustrar isto com um exemplo. Na semana
passada tive a oportunidade de estar aqui neste mesmo an-
fiteatro para a cerimoénia de encerramento das Olimpiadas
Portuguesas da Matematica, em que houve uma palestra
dada pelo Eng. Anténio Murta de uma empresa, a Pathe-
na, que é uma empresa essencialmente de producio de sof-
tware, mas ele tem muitos, muitos interesses. E um em-
presario que apoia financeiramente as Olimpiadas ji ha
5 ou 6 anos, desde a primeira vez que o filho passou pelas
Olimpiadas, e este ano foi convidado como orador para essa
ceriménia de encerramento. E ele fez uma palestra que
confesso que adorei, a palestra chamava-se «A matemati-
ca e eu». Ele mostrou como, na sua vida profissional, quei-
mou e estd sempre a queimar matemadtica como fonte de
energia. E deu exemplos muito concretos. Ele trabalhou
com empresas de software de bases de dados e deu exem-
plo como as no¢des de relacio e de funcio sdo tio funda-
mentais para ele quando estd a tratar com bases de dados.
Mais, a algebra e a geometria analitica multidimensional,
muitissimo importantes exatamente para essas bases de
dados. Deu um exemplo girissimo de uso de equacdes di-
ferenciais numa situagdo de uma empresa por onde ele
passou; era uma empresa que enrolava bobines gigantes-
cas de cabo e essas bobines tinham comprimentos e dia-
metros variados e ele precisava de dimensionar nio s6 a
bobine onde ia ser enrolada, mas ter também uma nocao
do tamanho com que ia ficar e quanto cabo podia enrolar.
Havia umas tabelas complicadissimas na empresa e, cada
vez que mudavam os didmetros dos cabos isso tinha con-
sequéncias muito chatas e havia um modelo para aquilo
que envolvia uma equac3o diferencial simples. O facto dele
a conseguir resolver tornou a empresa muito mais compe-
titiva naquele nicho de mercado onde trabalhava. Falou
também de um exemplo concreto com que ele lida agora
e muitas empresas hoje em dia lidam, que é a questdo de
reformular anos e anos de software que foi construido. Ha
computadores a funcionar nas empresas ha mais de 20 anos,
muitas empresas vao construindo o seu c6digo e as suas
aplicagbes informaticas usando linguagens que hoje em
dia sdo obsoletas e, para que as empresas se possam adap-
tar e crescer, tém que poder adaptar essas aplicacdes infor-
maticas as linguagens que existem hoje em dia para que
depois possam continuar a crescer a partir dai. A outra pos-
sibilidade é mandar para o lixo tudo o que foi feito ao lon-
go de 30 anos e recomegar do principio, o que tem custos
dramaticos. E a Ginica maneira de se reconverter 30 anos
de cédigo de software é arranjar uma maneira automatica
de o fazer, porque sio milhdes de linhas de c6digo e demo-
raria anos a uma equipa enorme de pessoas remodelar as




coisas codigo a cédigo. Portanto isso teria custos comple-
tamente incomportaveis. E de facto hd imensa matemati-
ca discreta e teoria de grafos associada por exemplo a téc-
nicas de fazer essa transformacio automatica de cédigo
para outro e ele esti neste momento envolvido exatamen-
te neste tipo de problemas e diz que para ele é uma vanta-
gem competitiva enorme saber essa matematica, porque
quando estd discutir com potenciais fornecedores, quando
estd a fazer um concurso para decidir quem é a empresa
que vai nesta outra empresa fazer a transformacio do c6-
digo, ele pode falar com eles para ver se o que eles estio a
dizer é verdade, faz sentido, ou se estio apenas a vender
banha da cobra. Deu também um exemplo, com que eu
termino, do metro de Londres, que todos os dias, cada vez
que funciona, estd a queimar matematica, neste caso ma-
tematica produzida em Portugal. A Siscog, que é uma em-
presa ja com alguns anos, uma empresa portuguesa e que
emprega muitos matematicos, faz todos os horarios de com-
boios e pessoal do metro de Londres. Também faz dos trans-
portes ferrovidrios da Holanda, mas em particular do me-
tro de Londres que é uma coisa gigantesca, com imensas

linhas... E um problema de otimizacio de horarios que ...

Eu ndo sei, eu estive envolvido uma vez a fazer horarios no
Técnico, imagino que muitos de vocés ja estiveram envol-

vidos a fazer horarios da vossa escola, e é um problema ...

bicudo ... e que causa relagdes pessoais muito complica-
das... (risos) Imaginem o que é ter de fazer os horérios de
todos os maquinistas, os condutores do metro de Londres,
de todos os metros de Londres ... que satisfacam nio s6 os
maquinistas como os utentes do metro. E nio é s6 isso, ha
as planificagdes a 1 ano, a 3 meses, a 1 més e h as planifi-
cagoes de contingéncia, quando uma linha tem uma ava-
ria, ou quando hd um atentado, ou quando ha uma greve.
Portanto sdo problemas de facto complicadissimos que en-
volvem imensa matematica.

E portanto eu terminaria dizendo, e tentando contri-
buir um pouco para o mote que a Lurdes lancou no inicio

que é voar, eu terminaria talvez com uma frase que é um
bocadinho redutora mas penso que traduz a importincia
que eu vejo nisto. Eu, se tivesse que dizer qual é a razio
primordial para se proporcionar uma educacio matemsti-
ca prolongada a todas as criancas e jovens, eu diria que ¢ de
natureza energética, porque sempre que ensinamos Mate-
matica estamos a produzir e como produtores, como disse
o Henrique, como professores, estamos a produzir ener-
gia. E, num pais como 0 nosso em que nio temos petréleo,
nao temos gas, esta é das melhores coisas que nés pode-
mos fazer. E das melhores coisas que nés podemos fazer
para o desenvolvimento do pafs e para o desenvolvimento
de cada um dos nossos alunos, é dar-lhes essa energia que
eles a seguir poderdo queimar ao longo da sua vida, seja
do ponto de vista apenas utilitério, seja depois ao longo da
sua vida profissional, no trabalho que vierem a fazer, nas
empresas que venham a criar e nés precisamos de produ-
zir muita matematica que possa ser queimada aqui, tanto
em Portugal como fora de Portugal, que hi muita neces-
sidade dessa matematica e nés ndo temos razio nenhuma
para ndo a produzir e para com isso contribuirmos de fac-
to para uma melhor qualidade de vida tanto dos nossos alu-
nos como do pais em que vivemos. E termino.
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Lamento de um matematico®

PAuL LOCKHART

Neste nimero incluimos um extracto de um texto de Paul Lockhart, escrito em 2002,
que Keith Devlin publicou em 2007 na sua coluna mensal online do magazine da Ma-
thematical Association of America. P. Lockhart, investigador e professor universitario na
Brown University, decidira dedicar-se ao ensino bésico desde o ano 2000 e neste tex-
to exprime as suas opinides sobre o estado actual do ensino da matematica. O texto
tornou-se muito famoso, deu origem a intimeras reaccdes e foi traduzido em diver-
sas linguas. Em 2009 foi publicado um livro com o mesmo titulo, contendo a versdo

integral do presente texto e algumas sequelas.

Um musico acorda de um pesadelo terrivel. No sonho veé-
se num pais em que a educagdo musical foi declarada obri-
gatéria. «Estamos a ajudar os nossos alunos a tornarem-se
mais competitivos num mundo cada vez mais dominado
pelo som.» Educadores, escolas e o estado s3o chamados
para este projecto de salvagdo nacional. S3o encomendados
estudos, formadas comissdes e tomadas decisdes — tudo
sem a participagdo de um Unico musico ou compositor.

Como é sabido que os musicos exprimem as suas ideias
sob a forma de pautas musicais, estas estranhas rectas e
pontos pretos devem tornar-se a «linguagem da musica». Se
pretendemos que os alunos adquiram alguma competéncia
musical é imperativo que se tornem eximios nessa lingua-
gem; seria sem duvida insensato esperar que uma crianca
pudesse cantar uma cangdo ou tocar um instrumento sem
ter tido uma aprendizagem prévia da notacio e teoria mu-
sicais. Tocar e ouvir musica, para ndo falar na composicio
de uma peca original, sdo considerados temas muito avan-
cados e deixados de lado até ao ensino universitério, e mes-
mo até aos Ultimos anos da licenciatura.

Quanto ao ensino bésico e secunddrio, tém por finalida-
de o treino dos alunos no uso desta linguagem — a mani-
pulagdo de simbolos de acordo com um conjunto de regras
fixas. «Nas aulas de musica pegamos nas nossas pautas, o
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professor escreve algumas notas no quadro, e nés temos
de copia-las para as pautas ou transpé-las para uma clave
diferente. Temos de ter cuidado em usar as claves e as to-
nalidades certas, além de que o nosso professor é muito pi-
cuinhas e estd sempre a ver se os circulos das seminimas
estdo completamente preenchidos. Uma vez, deu-nos um
problema sobre a escala cromética e eu resolvi-o bem, mas
o professor deu-me negativa por eu ter feito as hastes das
notas ao contrario.»

Na sua clarividéncia, os educadores chegam rapidamen-
te a conclusdo que é possivel dar este tipo de formac¢io mu-
sical a alunos mesmo muito novos. De facto, um aluno do
terceiro ano que nao saiba completamente de cor o seu cir-
culo de quintas é visto como um caso chocante. «Tenho de
arranjar um explicador de musica para o meu filho. N3o faz
sequer o trabalho de casa. Diz que é aborrecido. Limita-se
a ficar sentado a janela, a trautear umas melodias e a im-
provisar cangdes cémicas.»

Nos ultimos anos do secundério a pressdo aumenta.
A verdade é que os alunos tém de estar preparados para as
provas nacionais e para os exames de admissdo a universi-
dade. Tém de fazer as disciplinas Escalas e Modos, Métrica,
Harmonia e Contraponto. «E muito o que tém de aprender,
mas mais tarde na universidade, quando finalmente ouvi-
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rem tudo isto, dardo valor a todo o trabalho que fizeram no
secunddrio.» Naturalmente, s3o poucos os alunos que se-
guem cursos superiores de muisica, e portanto apenas al-
guns deles ouvirdo alguma vez os sons representados pelos
pontos negros. E importante, porém, que todos os cidad3os
sejam capazes de identificar uma modulagio ou uma pas-
sagem em estilo de fuga, independentemente do facto de
que nunca ouvirdo nenhuma. «Para dizer a verdade, mui-
tos alunos ndo sdo bons em musica. Aborrecem-se nas au-
las, as suas competéncias sdo péssimas, e os trabalhos de
casa sdo praticamente ilegiveis. A maior parte deles n3o liga
nada a importéncia que a musica tem no mundo de hoje; li-
mitam-se a fazer o minimo de disciplinas de musica e a nio
pensar mais nisso. Possivelmente, umas pessoas s3o dota-
das para a musica e outras ndo. Mas ainda me lembro de
uma mitda, que era sensacional! As pautas dela eram im-
pecdveis — todas as notas nos sitios certos, caligrafia per-
feita, sustenidos, beméis, tudo muito belo. Ainda um dia
hd-de ser uma musica fora de série.»

Acordando alagado em suores frios, o musico compre-
ende, aliviado, que se tratou apenas de um sonho dispara-
tado. «Clarol» pensa aliviado, «nenhuma sociedade alguma
vez reduziria uma forma de arte to bela e valiosa a uma coi-
sa tdo trivial e vazia; nenhuma cultura poderia ser tdo cruel
com as suas criangas que as privasse de um modo de ex-
pressdo humano tdo natural e gratificante. Que absurdol»

Entretanto, num outro extremo da cidade, um pintor
acaba de acordar de um pesadelo semelhante...

Fiquei surpreendido quando percebi que estava numa
sala de aula normal — nem cavaletes, nem bisnagas de tin-
ta. «Na realidade nds ndo pegamos em tintas até ao ensino
secunddrio,» explicaram-me os alunos. «No sétimo ano es-
tudamos principalmente tintas e espatulas.» Mostraram-me
uma ficha de exercicios. Num dos lados, havia amostras de
tinta e espagos em branco onde os alunos deviam escrever
os respectivos nomes. «Gosto de pintura,» disse-me um de-
les, «dizem-me o que tenho de fazer e eu faco. E facill»

Depois da aula falei com um dos professores. «Entdo
0s vossos alunos ndo pintam nada realmente?» perguntei.
«Bom, no préximo ano fazem a disciplina Pré-Pintura-por-
Numeros. Isso prepara-os para a sequéncia principal da Pin-
tura-por-Ntmeros no secunddrio. Psem em prética o que
aprenderam aqui e aplicam-no a situagdes reais de pintu-
ra— molhar o pincel na tinta, limpa-lo, coisas deste tipo.
Estd claro que vamos classificando os alunos de acordo com
as suas habilidades. Os que se revelam pintores excelentes
— que conhecem as tintas e os pincéis de tras para a fren-
te — vao para a pintura a sério um pouco mais cedo e al-
guns deles até fazem os cursos avancados que contam para

o currfculo na universidade. Mas fundamentalmente o que
estamos a fazer é tentar dar a estes jovens uma boa base
sobre tudo que tem a ver com a pintura, e assim, quando
saem daqui para o mundo real e pintam a cozinha de suas
casa, ndo sai tudo uma desgraga.»

«Hum, aquelas disciplinas do secundario de que
falou...»

«A Pintura-por-Ntimeros? Temos tido muito mais inscri-
¢oes ultimamente. Julgo que isso se deve principalmente aos
pais que desejam garantir que os filhos entram numa boa uni-
versidade. Nada melhor para isso do que terem na caderneta
escolar do secundario Pintura Avancada-por-Ntmeros.»

«Porque ¢ que as universidades valorizam a capacida-
de que eles apresentam para colorir espacos com as cores
indicadas pelos nimeros?»

«Porque isso, estd a ver, revela um pensamento Iégico
claro. E evidentemente se um estudante tenciona frequen-
tar um curso de ciéncias visuais, como moda ou decoracio
de interiores, entdo é realmente boa ideia ter ja despacha-
do as cadeiras de pintura na escola secunddria.»

«Estou a ver... E quando ¢ que os estudantes pintam li-
vremente, numa tela em branco?»

«Até parece um dos meus professores! Estavam sempre
a falar em exprimirmos a nossa personalidade e os nossos
sentimentos e coisas do género — coisas abstractas bastante
vanguardistas. Eu préprio tenho uma licenciatura em Pintura,
mas nunca trabalhei muito com telas em branco. Uso apenas
os kits de Pintura-por-Ntmeros fornecidos pela escola.»

Lamentavelmente, o nosso actual sistema de educacio ma-
temdtica é exactamente um pesadelo deste tipo. De facto,
se eu tivesse que conceber um mecanismo com o objectivo
declarado de destruir a curiosidade natural das criancas e o
seu gosto pela construgdo de padrdes, provavelmente nio
conseguiria fazer melhor do que o que hoje se faz —n3o te-
ria simplesmente imaginagdo para inventar o tipo de ideias
disparatadas e estupidificantes que constituem a educacio
matematica contemporénea.

Toda a gente reconhece que qualquer coisa est3 errada.
Os politicos dizem, «precisamos de critérios de maior exi-
géncia». As escolas dizem, «precisamos de mais dinhei-
ro e equipamento». Os educadores dizem uma coisa, e os
professores dizem outra. Estdo todos errados. Os tnicos
que compreendem o que se passa s30 precisamente 0s que
$30 mais acusados e menos ouvidos: os alunos. Os que di-
zem: «as aulas de matemadtica s3o estlpidas e chatas,» e
tém razio.
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MATEMATICA E CULTURA

A primeira coisa que temos de compreender é que a mate-
matica é uma arte. A diferenca entre a matemdtica e as ou-
tras artes, como a musica e a pintura, é que a nossa cultura
ndo a reconhece como tal. Toda a gente compreende que os
poetas, os pintores e os musicos criam obras de arte, e se
exprimem através de palavras, imagens e sons. De facto, a
nossa sociedade é particularmente generosa quando se tra-
ta de expressdes criativas: arquitectos, chefes de cozinha, e
mesmo realizadores de televisdo sdo considerados artistas
no seu trabalho. Porque ndo entdo os matematicos?

Parte do problema é que ninguém tem a menor ideia do
que fazem os matematicos. A percep¢do mais vulgar pare-
ce ser a de que os matematicos estdo de certo modo asso-
ciados a ciéncia — talvez ajudem os cientistas com as suas
férmulas, ou introduzam ndmeros importantes nos com-
putadores por uma ou outra razdo. N3o ha duvida de que
se o mundo tivesse de ser dividido entre «sonhadores po-
éticos» e «pensadores racionais» a maior parte das pesso-
as colocaria os matemdticos na segunda categoria.

No entanto, nada tem tanto a ver com o sonho, a poe-
sia, ndo hd nada tdo radical, subversivo e psicadélico como a
matemadtica. E t3o apaixonante sob todos os aspectos como
a cosmologia e a fisica (os matemadticos chegaram a nocdo
de «buracos negros» antes de os astrénomos os terem des-
coberto) e permite uma maior liberdade de expressdo do
que a poesia, a arte ou a musica (que dependem fortemen-
te das propriedades do universo fisico). A Matemdtica é a
mais pura das artes, assim como a mais incompreendida.

Seja-me pois permitido explicar o que é a matematica,
e o que fazem os matemdticos. N3o hd melhor maneira de
comegar do que com a excelente descricdo de G.H.Hardy:

Um matematico, tal como um pintor ou um poeta, é um criador
de padrdes. Se os seus padrdes sdo mais duradouros do que os
deles, é porque s3o feitos de ideias.

Quer dizer que os matematicos se entretém a criar padrdes
de ideias. Que espécie de padrdes? Que espécie de ideias?
Ideias sobre o rinoceronte? N3o, deixamos isso aos bidlo-
gos. ldeias sobre linguagem e cultura? N3o, normalmente
ndo. Essas sdo coisas complicadas de mais para o gosto da
maior parte dos matematicos. Se h4 qualquer coisa de pa-
recido com um principio estético unificador na matemati-
ca, entdo serd este: o que € simples ¢ belo. Os mateméticos
gostam de pensar sobre as coisas mais simples que h4, e
as coisas mais simples que ha s3o imagindrias.

Por exemplo, se estou numa de pensar em formas — o
que acontece frequentemente — posso imaginar um trian-
gulo dentro de uma caixa rectangular:
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Fago conjecturas quanto a porgdo da caixa que o tridngulo
ocupa. Dois tergos, talvez? O que interessa é compreender
que n3o estou a falar deste desenho de um triangulo dentro
de uma caixa. Nem estou a falar de um tridngulo de metal
que faz parte de um sistema de vigas de uma ponte. Nio
existe aqui nenhuma finalidade préatica. Estou apenas a di-
vertir-me. A matematica é isso — conjecturar, divagar, dis-
trair-se com a sua imaginagdo. Quanto mais n3o seja, por-
que a quest3o de saber que espago da caixa é ocupado pelo
tridngulo nem sequer faz sentido em relag¢do a objectos re-
ais, materiais. Mesmo o tridngulo material feito com todo
o cuidado continua a ser um conjunto complexo de 4tomos
irrequietos; muda de tamanho a cada minuto. A ndo ser que
queiramos falar de algum tipo de dimensdes aproximadas.
E aqui que intervém a estética. N3o é nada simples, e con-
sequentemente é uma questdo incémoda que depende de
todo o tipo de pormenores do mundo real. Deixamos isso
para os cientistas. A questdo matemdtica é sobre um trian-
gulo imagindrio dentro de uma caixa imagindria. Os lados
do tridngulo e do rectdngulo sdo perfeitos porque quero que
o sejam — é o tipo de objectos que prefiro para pensar. Esta
¢ uma caracteristica fundamental da matematica: as coisas
sdo aquilo que queremos que sejam. Temos infinitas esco-
lhas; ndo temos a realidade a atrapalhar-nos.

Por outro lado, feitas as escolhas (por exemplo, pos-
so escolher se o tridngulo é simétrico, ou ndo), as nossas
criagdes seguem o seu caminho, quer nos agrade ou nio.
E isso que ha de espantoso na construcdo de padrdes ima-
gindrios: eles respondem-nos! O tridngulo ocupa uma cer-
ta porgdo da caixa, e ndo tenho nenhum poder para decidir
que porgao ¢ essa. Ha ali um ntimero qualquer, talvez seja
dois tercos, talvez n3o seja, mas ndo sou eu a dizé-lo. Te-
nho de descobrir qual é.

Assim, pébmo-nos a divagar e a imaginar o que quer
que seja, a fazer padrdes e a colocar questdes acerca deles.
Mas como respondemos a essas questdes? De modo ne-
nhum como na ciéncia. N3o posso fazer experiéncias com
tubos de ensaio e com equipamentos ou seja |4 o que for
que me possam dizer a verdade sobre uma criagio da mi-
nha imaginagdo. O Unico processo para atingir a verdade
sobre as coisas que imaginamos é usando a imaginaco, e
isso é dificil.
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No caso do tridngulo na caixa, o que vejo é qualquer coi-
sa de simples e bonito:

Se corto o rectangulo em duas pegas como na figura, vejo
que cada pega ¢ dividida diagonalmente ao meio pelos la-
dos do tridngulo. Portanto h4 tanto espaco dentro como
fora do tridngulo. Isto significa que o triangulo deve ocu-
par exactamente metade da caixa!

E esse o aspecto e a sensacdo que uma peca de mate-
madtica oferece. Esta pequena narrativa é um exemplo da
arte do matemético: formular perguntas simples e elegan-
tes acerca das criagdes da nossa imaginacdo, e elaborar ex-
plicagdes satisfatérias e harmoniosas. Nao h4 realmente
nada de comparavel a este mundo das ideias puras; é fas-
cinante, é divertido e ¢ de graca!

Mas de onde terd surgido esta minha ideia? Como sa-
bia eu tragar aquele segmento? Como é que um pintor sabe
onde tocar com o pincel? Inspiracdo, experiéncia, tentativa e
erro, pura sorte. E afi que estd a sua arte, criar estes peque-
nos poemas de pensamento, estes sonetos de pura razio.
H4 qualquer coisa de maravilhosamente transformacional
nesta forma de arte. A relagdo entre o tridngulo e o rectan-
gulo era um mistério, e de um momento para o outro aquele
pequeno segmento tornou-a ébvia. Ndo era capaz de ver, e
de repente passei a ser. De certo modo, consegui criar bele-
za pura e profunda a partir do nada, e transformar-me tam-
bém a mim nesse processo. A arte n3o é isto mesmo?

E por isso que é tdo desolador ver o que est4 a ser fei-
to & matemdtica na escola. Esta rica e fascinante aventura
da imaginag@o foi reduzida a uma conjunto estéril de «fac-
tos» a memorizar e de procedimentos a seguir. Em lugar
de uma pergunta simples e natural sobre formas, e um pro-
cesso criativo e gratificante de invengdo e descoberta, o que
servem aos alunos ¢ isto:

«A 4rea de um tridngulo ¢ igual ao produto de metade
da sua base pela sua altura». Aos alunos é pedido que me-
morizem esta férmula e que a «apliquem» repetidamente
em «exercicios». Perdeu-se a emogdo, a alegria, e mesmo
a frustragdo e o sofrimento do acto criativo. J4 nem sequer
é proposto um problema. A pergunta foi feita e respondida
ao mesmo tempo — nio ficou nada para o aluno fazer.

Mas permitam-me deixar claro a que é que me oponho.
N3o ¢é as férmulas, nem & memorizacio de factos interes-
santes. Isso € aceitdvel em contexto, e tem o seu lugar tal

Férmula da drea do tridngulo
A=1/2bh

b

como a aprendizagem de um vocabuldrio — ajuda-nos a
criar obras de arte mais ricas e elaboradas. Mas o mais im-
portante ndo é o facto de os tridngulos ocuparem metade
das suas caixas. O importante é a bela ideia de o seccionar
com um segmento, e como isso pode inspirar outras belas
ideias e avangos criativos em outros problemas — o que a
mera afirmac3o de um facto nunca nos pode dar.

Quando retiramos o processo criativo e deixamos ape-
nas o resultado desse processo, estamos possivelmente a
garantir que ninguém se vai empenhar a sério na questao.
E como dizer que Miguel Angelo criou uma bela escultura,
sem me deixarem vé-la. Como pode tal coisa servir-me de
inspiragao? (E obviamente ¢ ainda pior — pelo menos d4-
se a entender que existe uma arte da escultura que nio me
é permitido admirar).

Se nos concentramos no qué e deixamos de fora o por-
qué, a matemdtica reduz-se a uma concha vazia. A arte n3o
estd na «verdade» mas na explicagdo, na argumentacio. E
a argumentagdo em si prépria que fornece a verdade o seu
contexto e determina o que realmente ¢ dito e o seu signi-
ficado. Matematica ¢ a arte da explicagdo. Se negamos aos
alunos a oportunidade de se ocuparem nesta actividade —
propdr os seus préprios problemas, fazer conjecturas e des-
cobertas, cometerem erros, enfrentarem as suas frustracdes
de modo criativo, terem uma inspiracdo, engendrarem as
suas proprias explicacdes e demonstragdes — estamos a
negar-lhes a prépria matematica. Por isso, no estou a la-
mentar a presenca de factos e de férmulas no nosso ensi-
no, estou sim a lamentar a falta de matemdtica no nosso
ensino de matemdtica.

Se o professor de arte nos dissesse que pintar consiste
em preencher espagos numerados, percebiamos logo que
havia ali qualquer coisa de errado. Temos a informac3o da
cultura — existem museus de arte e galerias, bem como
arte na nossa prépria casa. A pintura é bem compreendida
pela sociedade como sendo um meio de expressdo do ho-
mem. Analogamente, se a professora de ciéncias nos tentas-
se convencer que a astronomia consiste em prever o futuro
de uma pessoa com base na sua data de nascimento, sabe-
rfamos que estava doida — a ciéncia entrou de tal modo na
cultura que quase toda a gente tem conhecimentos sobre
gtomos, galdxias e leis da natureza. Mas se o professor de
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matemadtica, explicita ou tacitamente, nos transmitir a no-
¢do que a matemdtica consiste em férmulas e defini¢cdes e
em memorizar algoritmos, quem nos esclarecera?

O problema cultural é um monstro que se reproduz a si
préprio: os alunos aprendem o que é a matematica com os
professores, e os professores aprenderam-no com os seus
préprios professores, e assim esta falta de compreensdo e
de apreco pela matemitica reproduz-se indefinidamente.
Pior do que isso, a perpetuacdo desta «pseudo-matema-
tica», esta énfase na manipulagio exacta mas sem senti-
do de simbolos, cria a sua prépria cultura e o seu préprio
sistema de valores. Aqueles que se tornaram hébeis nessa
manipulaggo colhem uma boa dose de auto-estima com o
seu sucesso. A tltima coisa que desejam ouvir é que a ma-
temdtica na verdade tem a ver com a pura criatividade e a
sensibilidade estética. Muitos estudantes licenciados ficam
chocados ao descobrirem, depois de passarem uma déca-
da a ouvir dizer que eram «bons em matematica», que de
facto nao tém qualquer talento matemético e que sdo ape-
nas muito bons a seguir procedimentos. A matematica ndo
consiste em seguir procedimentos, consiste em criar novos
procedimentos.

E nem sequer mencionei a falta de critica matemética na
escola. Em nenhuma altura é concedido aos alunos aces-
5o ao segredo de que a matemdtica, como toda a literatura,
¢ criada por seres humanos para o seu préprio prazer; de
que as obras de matemitica sdo objecto de avaliacdo criti-
ca; de que podemos ter e desenvolver o gosto matemdtico.
Uma obra de matemdtica é como um poema, e podemos
perguntar se satisfaz os nossos critérios estéticos: Seré sé-
lida esta argumentagdo? Faz sentido? E simples e elegante?
Ajuda-nos a aproximarmo-nos da raiz do problema? Natu-
ralmente, na escola a critica n3o existe — n3o ha nenhuma
obra de arte para criticar!

Por que razdo ndo queremos que os nossos alunos apren-
dam a fazer matematica? Serd porque n3o acreditamos ne-
les, porque achamos que é demasiado dificil? Se parecemos
aché-los capazes de apresentar argumentos e de chegar as
suas préprias conclusdes acerca de Napoledo, porque ndo
acerca de tridangulos? Penso que isso se deve simplesmen-
te ao facto de que nés como cultura ndo sabemos o que é
a matemdtica. A ideia que nos transmitem é que se trata de
qualquer coisa muito fria e altamente técnica, que ninguém
poderia alguma vez compreender — uma profecia auto-re-
alizada, se alguma vez houve alguma.

Seria ja suficientemente mau se na cultura reinasse a ig-
norancia matematica, mas de facto o pior é que as pessoas
julgam saber realmente do que trata a matematica— e s3o
dominadas pelo manifesto mal-entendido de que a mate-
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matica é, de certo modo, dtil para a sociedade! Esta é desde
logo uma enorme diferenga entre a matemitica e as outras
artes. A matematica ¢é vista pela cultura como uma espé-
cie de ferramenta para a ciéncia e para a tecnologia. Toda a
gente sabe que a poesia e a musica servem o puro prazer
e a elevagdo e enobrecimento do espirito humano (e dai a
sua virtual eliminagao do curriculo da escola publica), mas
que, pelo contrério, a matemética é importante.

SimpLicio®: Serd que tentais afirmar que a mate-
matica ndo é Gtil nem tem aplica¢des priticas na
sociedade?

SaLviaTi: Claro que n3o. Estou apenas a sugerir que o
facto de alguma coisa ter consequéncias préticas nio
significa que seja esse o seu objecto. A mdsica pode
conduzir exércitos na guerra, mas ndo é essa a razdo
que leva alguém a escrever sinfonias. Miguel Angelo
decorou um tecto, nas estou convencido que tinha
ideias mais sublimes na sua mente.

SimpLICIO: Mas ndo precisamos que as pessoas apren-
dam essas aplicagdes Uteis da matematica? Nao
precisamos, por exemplo, de contabilistas e de
carpinteiros?

SALVIATI: Quantas pessoas usam realmente alguma des-
ta «matemadtica pratica» que se diz terem aprendido
na escola? Julgais que andam por ai carpinteiros a
usar a trigonometria? Quantos adultos se lembram de
como se dividem fracgGes ou se resolve uma equacdo
do 2° grau? E evidente que os actuais programas de
ensino pratico ndo estdo a resultar, e hd boas razdes
para tal: s3o incrivelmente macadores e de qualquer
modo ninguém os utiliza. Porque razo ent3o os con-
sideram t3o importantes? N3o percebo de que serve
a sociedade ter os seus membros a andar por ai com
vagas lembrancas de férmulas algébricas e de dia-
gramas geométricos e com uma recordagio viva do
édio que lhes tinham. No entanto, teria tido alguma
utilidade mostrar-lhes qualquer coisa de belo e dar-
lhes a oportunidade de sentirem o prazer de serem
pensadores criativos, flexiveis, e com espirito aber-
to — aquilo que uma verdadeira educacio matema-
tica poderia oferecer.

SimPpLIcIO: Mas as pessoas devem ser capazes de fazer
contas ao seu dinheiro, ndo é verdade?

SALVIATI: Estou convencido de que a maior parte das
pessoas usam a calculadora para a sua aritmética
corrente. E porque n3o? E muito mais facil e mais fi-
avel. Mas o que eu pretendo mostrar ndo é simples-
mente que o actual sistema é tremendamente mau,
mas antes que aquilo que lhe falta é maravilhosa-

PARA ESTE NUMERO SELECIONAMOS
EDUCAGAC E MATEMATICA

N




mente bom! A matemética devia ser ensinada como
arte pela arte. Os aspectos «utilitarios» deviam sur-
gir naturalmente como produtos colaterais. Beetho-
ven ndo teria qualquer dificuldade em escrever um
Jingle publicitario, mas a sua motivacao para apren-
der misica era a criacdo de beleza.

SimpLIciO: Mas nem toda a gente se destina a ser artista.
Que fazer com os jovens que «ndo tem queda para a
matemitica» ? Como entram no vosso esquema?

SALVIATI: Se todos experimentassem a matemdtica no
seu estado natural, com todo o prazer do desafio e
das surpresas que isso comporta, penso que veria-
mos uma mudanga radical na atitude dos alunos em
relagdo & matematica, e na nossa concepgdo do que
significa ser «bom em matematica.» Estamos a per-
der muitos mateméticos potencialmente bem dotados
— pessoas criativas e inteligentes que com razio re-
jeitam o que lhes aparece como uma matéria estéril
e sem sentido. S3o simplesmente demasiado inteli-
gentes para perderem tempo com essas tretas.

SIMPLICIO: Mas ndo achais que se a aula de matemética
passasse a ser mais como uma aula de arte muitos
alunos n3o aprenderiam realmente nada?

SaLviATi: Tal como agora ndo estdo a aprender nadal Era
melhor ndo haver sequer aulas de matemética do que

fazer o que se est4 a fazer. Pelo menos alguns deles
poderiam descobrir por si préprios algo de belo.

SiMpLIciO: Isso quer dizer que eliminaria a matematica
do curriculo escolar?

SALVIATI: A matemdtica j4 foi eliminada! A tnica davida
€ como preencher o vazio oco e insipido que ainda
resta. Obviamente preferia substitui-lo por uma expe-
riéncia activa e agraddvel com ideias matemiticas.

SIMPLICIO: Mas quantos professores de matemética sa-
bem o suficiente para a ensinarem desse modo?

SALVIATI: Muito poucos. E isso n3o passa da ponta do
iceberg...

Notas

(1) Tradugao de A Mathematician’s Lament de Eduardo Ve-
loso (revista por José Ferreira de Lima). O tradutor es-
creve de acordo com a antiga grafia.

(2) (Nota do tradutor) Didlogos imagindrios entre os dois

personagens Simplitio e Salviati s3o incluidos ao longo
do texto por Lockhart. Recorde-se que estes dois perso-
nagens foram utilizados por Galileu na sua obra Didlo-
go sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo, em que
punha em discussio o sistema geocéntrico e o siste-
ma heliocéntrico.
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NOTA INTRODUTORIA

Apresentamos nesta secgdo um conjunto de obras — cuja escolha é naturalmente discutivel — relacionadas com o tema

deste nimero da revista e que sdo citadas em algum dos artigos ou referidas na bibliografia. A respeito de cada obra,

apresentamos uma imagem da capa, dados identificando a obra — titulo, autor, editor, ... — e um texto curto descreven-

do o seu contelido, normalmente extraido da contracapa, da introdugdo ou do texto de apresentacio no site da web em

que esta disponivel para aquisi¢do.

Le Corsusier, O MobpuLor.

Tradugdo, introdugdo e notas de Marta Sequeira. Lisboa:
Orfeu Negro, 2010.

ISBN: 978-989-95565-7-7.

Texto em portugués

O Modulor consiste num sistema de medidas concebido
por Le Corbusier entre 1943 e 1950, assente nas dimensdes
do corpo humano e na matematica. Trata-se de uma férmu-
la, realizada com base no quadrado duplo, na série de Fibo-
nacci e no rectangulo de ouro, a partir da qual seria possi-
vel gerar duas séries de medidas em harmonia com o corpo
humano e entre si. Estas séries poriam em relacdo dois sis-
temas métricos - o sistema anglo-saxénico e o métrico de-
cimal. A sua aplicagdo permitiria unir o mundo da constru-
cao, dividido em duas partes: a dos metros e centimetros
e a dos pés-polegadas. (Do prefacio da edi¢do portuguesa,
por Marta Sequeira, Janeiro de 2009)

WESTERN CULTURE

" MORRIS KLINE Oxford University Press. 1965 (12 ed.)

ISBN-10: 019500714X
Texto em inglés

Eduardo Veloso

EmmER, MICHELE;
SCHATTSCHNEIDER, DoRIS (ORGAN.)
M. C. EscHER'S LEGACY

Colegdo de artigos provenientes da
M.C.Escher Centennial Conference,
Roma 1998

Springer: 12 edicdo 2003.

2% edicdo 2005

ISBN-10: 3540201009

Texto em inglés

[...] existe contetido suficiente para proporcionar valiosas
aquisi¢des para o leitor interessado, seja qual for a sua dis-
ciplina. No interior dos varios artigos existem pequenos ex-
certos que iluminam os propésitos de Escher, e as suas re-
lagdes com os seus amigos matematicos (Coxeter, Penrose,
Ernst e todos os outros). Mesmo sendo curtos, a sua leitu-
ra é compensadora.

Se é um educador num dos campos referidos abaixo, este
livro merece sem qualquer duvida uma leitura. Se eu fosse
bibliotecdria de uma instituicdo dizendo respeito a quais-
quer dois dos dominios seguintes: arte, matemtica, filo-
sofia, fisica, psicologia.... proporia sem hesitacdo a compra
de trés exemplares [....] o CD-ROM é um excelente comple-
mento do livro e contém muito material adicional, incluin-
do excertos em video de algumas das conferéncias. (Reza
Sarhangi, Notices of the AMS, Abril 2003 — para o texto in-
tegral ver o site http://www.ams.org/notices/200304/fea-
escher.pdf)

KLUNE, Morris. MaTHEMATICS IN WESTERN CULTURE.

[trata-se ainda] do melhor livro sobre histéria e filosofia da matematica para estudantes da
licenciatura. E especialmente apropriado no que respeita ao periodo da Revolucdo Cientifica

— Janet A. Fitzgerald, Molloy College, NY (Excerto extraido do site da editora)
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ISBN-10: 0262550636
Texto em inglés

EMMER, MICHELE. THE VisuAL
Mino 1/

(Leonardo Book Series)
MIT Press, 2006

Formas matemadticas expressas visualmente podem propor-
cionar prazer estético; certas obras de arte — a escultura da
banda de Moebius de Max Bill, por exemplo — podem pa-
recer matematica tornada visivel. Esta coleccdo de ensaios
por artistas e matemdticos prolonga a discussdo sobre as
conexoes entre arte e matematica que se iniciou no ampla-
mente lido primeiro volume do The Visual Mind de 1993. Ao
longo da histéria matematicos criaram formas e relacses,
e algumas destas podem ser expressas visualmente. A tec-
nologia da computagdo permite-nos visualizar formas e re-
lagdes matematicas com novos detalhes usando, entre ou-
tras técnicas, modelagao 3D e animacdo. The Visual Mind
propde-se comparar ideias visuais de artistas e matemAti-
cos — ndo para coleccionar ideias abstractas de um tema
geral, mas para permitir que pontos de vista distintos se en-
contrem. Os autores dos ensaios, que incluem a historia-
dora de arte Linda Dalrymple Henderson e o realizador Pe-
ter Greenaway, estudam matemitica e estética, geometria
e arte, matemdtica e arte; geometria, computacao grafica e
arte; e visualizagdo e cinema. Discutem tépicos como esté-
tica para computadores, o Museu Guggenheim de Bilbau,
cubismo e relatividade na arte do século XX, o valor estético
da optimizagdo geométrica e matemdtica e cinema. (Apre-
sentag@o do livro na Amazon)

Snow, C. P.. THe Two CuLTuges.

Cambridge University Presss, 1998.
ISBN 978-1-107-60614-2

A ideia de que a nossa sociedade, o seu sistema de educa-
¢do e a sua vida intelectual, ¢ caracterizada por uma sepa-
ragdo entre duas culturas — artes e humanidades de um
lado e as ciéncias do outro — tem uma histéria j4 longa.
Mas foi a conferéncia Rede em 1959 que a trouxe para a ri-

balta e comegou um debate puiblico que ainda est4 hoje vivo
nos midia. A reedigdo de The Two Cultures e da obra seguin-
te The Second Look (na qual Snow responde a controvérsia,
quatro anos depois) tem uma introdugo por Stefan Colli-
ni, apresentando a histéria e contexto do debate, as suas
implicacdes e consequéncias. Os assuntos discutidos por
Snow despertam hoje tanto interesse como quando ele os
apresentou da primeira vez, em 1959. (Excerto da apresen-
tacdo do livro, na contracapa.)

EMMER, MicHELE. o
Matematica £ CuLtura 2011
Springer, 201

ISBN-10: 8847018536

Texto em italiano

a Sprmsé

A partir de 1997 tem inicio o projecto Matematica e Cultu-
ra na Universidade de Ca’ Foscari em Veneza, um encontro
que nio se dirige apenas aos matemiticos, aos professo-
res e aos estudantes do secunddario. Todos os anos se rea-
liza um encontro sobre o tema, com matematicos, artistas,
filésofos, arquitectos, musicos, escritores, realizadores de
cinema. Jd intervieram 350 oradores ao longo destes anos e
esse encontro tornou-se uma referéncia quanto aos temas
ai tratados. As actas s3o publicadas pela Springer. (Do arti-
go de Michele Emmer neste nimero da E & M)

LockHART, PAUL.
A MATHEMATICIAN'S LAMENT

tifiemativion’s
Lament

Bellevue Literary Press, N. York, 2009
SBN 978-1-934137-17-8
Texto em inglés

{é
Paul lockhart

Paul Lockhart, um brilhante investigador matematico que
dedicou a sua carreira a ensinar matemdtica nos primeiros
anos, mostra a matemdtica como criativa e bela e rejeita os
métodos de ensino que provocam a ansiedade habitual. Es-
pirituoso e acessivel, o seu controverso ponto de vista pro-
vocard um animado debate entre pais e educadores e vai
alterar para sempre o0 modo como pensamos sobre a ma-
temdtica. (Da descrigdo do livro, na contracapa)
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HENDERSON, LINDA DALRYMPLE.
THE FOURTH DIMENSION AND
Non-EucLipean GEOMETRY IN
Mobpern ART

(Leonardo Book Series) MIT Press,
2° edic3o revista, 2013

ISBN-10: 0262582449

Texto em inglés

Neste estudo inovador, publicado pela primeira vez em 1983
e indisponivel ha mais de uma década, Linda Dalrymple Hen-
derson demonstra que dois conceitos de espaco para |4 da
imediata percep¢do — o espago curvo da geometria nio-
euclidiana e, mais importante, a quarta dimensdo do espa-
¢o — foram centrais no desenvolvimento da arte moderna.
A possibilidade de uma quarta dimensao espacial sugeriu
que o nosso mundo podia ser apenas uma sombra ou sec-
¢do de uma existéncia a uma maior dimens3o. Esta ideia
iconoclasta encorajou uma inovagdo radical num conjunto
de artistas do inicio do séc. XX, desde os Cubistas France-
ses, Futuristas Italianos e Marcel Duchamp até Max Weber,
Kazimir Malevich e os artistas do De Stijl e do Surrealismo.
(Da descrigdo do livro, na contracapa)

Baume, NicHotas. Sor LeEWirT: IncompLeTeE Open CUBES
MIT Press, 2001

ISBN-10: 0262523116

Texto em inglés

Com ensaios por Nicholas Baume, Jonathan Flatley e Pame-
la M. Lee. Com comego em 1974, Incomplete Open Cubes é
uma expressdo sofisticada e elaborada de um produto da
arte conceptual de Sol LeWitt, um dos artistas abstractos
mais influentes da sua geracdo. Nenhum outro «serial pro-
ject» de LeWitt ou de um seu contemporéineo abarca tao
eloquentemente tantas questdes artisticas centrais da épo-
ca. Incomplete Open Cubes exemplifica o desenvolvimento
de uma ideia simples que se torna, nas palavras de LeWitt,
«uma maquina que faz a arte.» Esta obra cria uma nova ma-
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neira de fazer arte, na sua utilizagdo ambiciosa de um siste-
ma em série que permite uma espécie de «composi¢do ndo-
-composicional>». (Da descrigdo do livro feita na Amazon)

D'AmBROSIO, UBIRATAN.
ETNOMATEMATICA — ELO ENTRE AS
TRADICOES E A MODERNIDADE

Auténtica Editora,
ISBN-9788575260197
Texto em portugués

Ubiratan D’Ambrésio apresenta, neste livro, seus mais recen-
tes pensamentos sobre Etnomatematica, uma tendéncia da
qual é um dos fundadores. Ele propicia ao leitor uma andlise
do papel da Matemitica na Cultura Ocidental e da no¢do de
que Matemdtica é apenas uma forma de Etno-Matemdtica. O
autor discute como a andlise desenvolvida é relevante para a
sala de aula. Faz ainda um apanhado de diversos trabalhos,
ja desenvolvidos no pais e no exterior, dentro dessa area.
(Sinopse extraida do site da editora)

D'AmBROSIO, UBIRATAN. UmA SINTESE
SOCIOCULTURAL DA HISTORIA DA
MATEMATICA

Editora PROEM, 2011
ISBN-9788587564252
Texto em portugués

O objetivo deste livro é fazer uma revisdo panoramica e cri-
tica, destacando momentos, individuos e resultados que
eu considero os mais relevantes na evolucdo da Matems4-
tica ocidental, relacionando-a sempre com a Educacio e
com a Filosofia.

O livro tem carater de guia ou manual para pesquisa.
Praticamente, cada paragrafo do livro pode dar origem a
uma nova pesquisa. E um convite ao leitor para continuar
a explorar vérios temas deixados em aberto. As notas abun-
dantes orientam essas pesquisas. (Excerto da Introducio
do livro)

Nota: o autor escreve de acordo com a antiga grafia.
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APM - 2014

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagdo de Professores de Matemdtica (APM) é uma instituicdo de utilidade ptblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemética, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matemadtica, promovendo atividades de dinamizagdo pedagégica, formagiio, investigagio e intervencio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacdo e utilizagio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicacbes periédicas

Todos os associados tém direito aos cinco nitmeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformaggo. Os @-sécios s6 poderao aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagdes no nosso portal, todos
os outros terdo direito também a receber pelo correio as edi¢es impressas. Todos os associados poderao usufruir de preco
especial na assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisigio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicio de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicacdes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras institui¢Ses com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educago, Associagbes da Federagao Iberoamericana das Sociedades de Educagio Matemética, e outras) ou noutros eventos
em que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos nticleos regionais ou
por outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

Associados institucionais
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das atas do ProfMat.

Preco da quota anual em 2014

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 60,00 €
Estudante s/vencimento (@-sécio) 15,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 80,00 €
Estudante s/vencimento (sécio regular) | 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 75,00 €
Professor aposentado 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 100,00 €
@-sbcio 38,50 €
Residente no estrangeiro 60,00 €

Para efetuar a sua inscrigdo, ou da sua escola, como sécio da APM, faca download da ficha no enderego http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2014

Educagdo e Matemdtica Quadrante
(inclui atas ProfMat)
Portugal 12,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 15,00 €
Portugal 28,00 €
Instituicdes 47,00 €
Estrangeiro 32,00 €
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