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EDITORIAL

HELIA OLIVEIRA

Quem quer (ou pode) ser professor?

A vaga de exames que assolou o nosso sistema educativo
estende-se agora ao acesso a profissdo docente. Existe a ilu-
sdo, ou talvez ndo, que através da introdugdo de exames se
poderd «assegurar que o exercicio efectivo de fungdes do-
centes fica reservado a quem possui todos os requisitos ne-
cessdrios a um desempenho profissional especializado e de
grande qualidade», segundo o decreto regulamentar aprova-
do em conselho de ministros. Uma tremenda faldcial

Quais sdo os requisitos necessarios a um desempenho
profissional de grande qualidade? O professor precisa, na-
turalmente, ter bom dominio da lingua portuguesa, conhe-
cimento especializado, no caso que nos ocupa de matema-
tica, e conhecimento didatico. As questSes que se levantam
a possibilidade e & oportunidade de tais provas conduzirem
3 identificacdo da posse de tais requisitos s3o, no entanto,
muitas e de natureza diversa.

Da possibilidade: A visdo subjacente a este decreto an-
cora-se numa perspectiva tecnicista da profissao, segundo
a qual o profissional especializado adquire um conjunto de
conhecimentos que deve ser capaz de reproduzir num tem-
po limitado que, obviamente, provas escritas impdem. Ora,
o que é um professor? Um técnico especializado? Um inte-
lectual? Um educador?

Bem sabemos que a profissdo de professor é, na sua es-
séncia, relacional. Ha muito conhecimento técnico especia-
lizado que lhe é requerido? Sem duvida! Mas ha um saber
dizer, um saber estar, um saber olhar e compreender. Que-
rer, imaginar mas também acalentar, incentivar, fazer sonhar,
disciplinar e cuidar. H4 dias e dias a resistir porque se acre-
dita que o crescimento se dard. H4 a matematica. Claro. H4
a vontade de fazer compreender, descobrir e ter prazer em
aprender matemética. Ajudar a descobrir que todos, de al-
gum modo, podemos pensar matematicamente. Como se
aprendem tais coisas? Como se avaliam tais coisas?

Convém recordar que o futuro professor tem atualmen-
te uma formagao com o nivel de mestre, cujo ingresso em
diversas instituicdes de ensino superior, est4d dependente
da aprovagdo numa prova escrita de lingua portuguesa. De
acordo com o nivel de ensino que ir leccionar, possui uma
formacao mais ou menos extensa em matemética, cujo peso
estd regulamentado pelo Ministério da Educacdo. Tem tam-
bém uma formacdo na drea da educagio e em didatica da

matemdtica de muitas horas. Tem, ainda, praticas de ensi-
no supervisionada por orientadores cooperantes da esco-
la e de supervisores das instituicdes de ensino superior. E,
consequentemente, avaliado em todas estas componentes.
Chegamos, assim, & questdo da oportunidade: qual o sentido
de voltar a ser avaliado em algumas dessas componentes,
tanto mais que de uma forma necessariamente redutora?
H4 desconfianca do Ministério relativamente s instituicoes
que o préprio tutela?

Poderemos questionar-nos: «N&o hd outros paises com
estas provas?s». Haverd diversos modelos, mas convém re-
ter que, em muitos paises, chegam ao ensino pessoas com
baixas qualificacdes académicas dado existir uma grande
caréncia de professores no sistema. Os estados tém, as-
sim, possibilidade de aferir os conhecimentos minimos dos
candidatos a professores. Como bem sabemos, tal situacao
nada tem a ver com a do nosso pais, portanto, para qué uma
medida como esta no nosso contexto?

De que precisamos entdo? Nao se trata de uma questo
de quem pode ser professor mas de quem quer ser profes-
sor. Aqueles que o querem ser, querem aprender a ser bons
professores e ndo, simplesmente, professores com a clas-
sificacdo de Bom que as provas exigem, Precisamos imple-
mentar o perfodo de inducdo, ha muito previsto, mas nun-
ca posto em marcha. Os recursos financeiros que vao ser
usados para implementar as provas de admissdo a profis-
s3o, poderiam ser canalizados para medidas que ajudassem
a integracdo dos jovens professores e a garantir condigoes
de trabalho e desenvolvimento profissional aos professores.
Como diz o poeta, «as pessoas nio estdao sempre iguais,
ainda ndo foram terminadas»{. Porque assim é na profis-
sdo de professor, em que a aprendizagem € um ato conti-
nuo, ha que apoiar e ajudar a crescer os que querem entrar
nesta profissdo.

I O mais importante e bonito do mundo ¢ isto: que as pesso-
as n3o estdo sempre iguais, ainda nao foram terminadas — mas
que elas vio sempre mudando. Afinam ou desafinam. Verdade
maior. E o que a vida me ensinou. (in Grande Sertdo: Veredas, de

Guimardes Rosa)

HELIA OLIVEIRA
INsTITUTO DE EDUCAGAO DA UNIVERSIDADE DE LISBOA

EDITORIAL
Hélia Oliveira
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Viagem de ida e volta
Paulo Abrantes (APM, 2005, 2.%ed.)

o; 6,002 | Preco Socio: 4,00

Em meméria de Paulo Abrantes na Educagao e Matemitica
Henrigue Manuel Guimardes (Org.) (APM, 2013)
68 pp. Preco: 8,00¢ | Preco Sacio: 5,00e

Paulo Abrantes foi um dos directores da Educacdo & Matenidtica e tudo
aquilo em que se envolveu na APM — e envolyeu-se em muita coisa

e em muitos momentos — a Educacio & Matematica tinha para ele

um significado particular. Integrar a redacciio de que fez parte desde

o primeiro nimero, dirigir a Revista quando foi director durante quase
cinco anos, e participar nos trabalhos de elaboraco dos diferentes
niimeros foram expereiéncias que viveu com intensidade e de que
retirava uma gratificacio especial,

Este livro foi reeditado a proposito da organizacio do '

encontre internacional em homenagem a Paulo Abrantes
«Bducacdo Matematica: caminhos e encruzilhadas». Este
trabalho consiste na resolucio de um tinico problema

no contexto de ensino e aprendizagem de Matematica.
Com esta publicacio, o autor transmite a sua experiéncia
pessoal junto dos alunoes, em diversas épocas, no estudo,
discussdo e exploracio de um problema.

Paulo Abrantes: Interven¢des em Educacio Matemdtica
Henrique Manuel Guimaraes, et al. (Org.) (APM, 2005)

200 pp. Preco: 5,00¢ [ Preco Sécio: 5,00

Paulo Abrantes foi uma figura de primeiro plano da Educacio
Matemdtica portuguesa e internacional. A par dos seus dotes

de orador excepcional e de organizador com qualidades fora do
comum, manifestou sempre grande dinamismo e capacidade de
realizacdo nos grupos e projectos colectivos em que se envolvia. Este
livro contém diversos dos seus escritos mais relevantes, cobrindo as
areas a que deu mais atenclo: desenvolvimento curricular e avaliagio,
experiéncia matematica e formacio de professores. Os textos sio
apresentados seguindo a ordem cronolégica de publicacio.
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Matematica para todos,
Matematica com todos

Do acreditar ao querer: A interpelacdo de Paulo Abrantes

LEONOR SANTOS - ANA PAULA CANAVARRO

Para todos aqueles que conheceram e trabalharam de perto
com Paulo Abrantes, 2013 é um ano particularmente mar-
cante. Dez anos decorreram apés a sua morte. Muito embo-
ra ao longo deste ano, em diversos encontros de educagao
matematica se tenham criado espagos para o evocar, senti-
mos imperioso criar um espaco proprio para discutirmos e
refletirmos sobre a aprendizagem e o ensino da Matematica,
inspirando-nos e tomando como ponto de partida algumas
das suas ideias. O Instituto de Educacio da Universidade de
Lisboa (IEUL) e a Associagdo de Professores de Matematica
(APM), numa iniciativa conjunta, permitiram a concretiza-
ciio do Encontro em memoria de Paulo Abrantes. Matemdtica
para todos, Matemdtica com todos, que se realizou nas insta-
lacdes do IE, no dia 12 de julho. O encontro durou um dia,
organizando-se em simpoésios, e contou com a contribui-
¢do de diversos colegas entre os que de mais perto lidaram
profissionalmente com Paulo Abrantes. Para além disso,
os participantes puderam (re)visitar a exposicio em memo-
ria de Paulo Abrantes, recriada para esta ocasido, a qual se
associa a brochura que se divulga nesta revista.

Paulo Abrantes é uma figura marcante da educagio ma-
tematica, reconhecida a nivel nacional e internacional. Pes-
soa de elevada inteligéncia e capacidade de perspetivar o
futuro, orador excecional, de trato ficil e cativante, Paulo
Abrantes nunca se confinou a regido onde trabalhava, Lis-
boa, mas antes tinha uma visio ampla do mundo, estabe-
lecendo lagos de amizade e de trabalho muito para além
das fronteiras do seu pais. Procurdmos respeitar esta sua
caracteristica internacional, optando por recotrer as poten-
cialidades dos meios tecnologicos, de modo a permitir alar-

gar a possibilidade de participacao efetiva de colegas, nio
a restringindo aqueles que vivem numa zona préxima de
Lisboa, mas sim alargando-a ndo s6 a quem se encontre
noutras regioes de Portugal, mas também noutros paises.
Por outras palavras, demos um caracter universal ao en-
contro, permitindo que participassem todos aqueles que o
quisessem, independentemente do local do mundo onde
se encontrassem.

Quanto ao contetido do encontro, uma primeira nota
para o seu titulo. Paulo Abrantes defendeu de forma inequi-
voca, ao longo dos anos, o principio de que num curriculo
a Matemadtica deve ser para todos, isto &, que a Matemati-
ca deve garantir: «(i) que nenhum aluno se sinta com fre-
quéncia excluido das atividades matemdticas, (ii) que qual-
quer aluno, face a cada proposta, seja sempre capaz de, em
maior ou menor grau, realizar algum trabalho matemati-
co, € (iii) que cada aluno encontre, ao longo do curriculo, e
por diversas ocasides, prazer nas atividades que desenvol-
ve na aula de Matemadtica, em particular porque sente cres-
cer, por pouco que seja, a sua autoconfianga perante a Ma-
tematica» (Abrantes, Leal, Teixeira & Veloso, 1997, p. 33).
Assumindo que «aprender Matematica é um direito basi-
co de todas as pessoas — em particular, de todas as crian-
cas e jovens — e uma resposta a necessidades individuais e
sociais» (Abrantes, Serrazina & Oliveira, 1999, p. 17), Pau-
lo Abrantes reafirma este principio no Curriculo Nacional
do Ensino Bdsico (DEB, 2001), enquanto diretor do Depat-
tamento da Educacdo Bésica: «A matematica constitui um
patriménio cultural da humanidade e um modo de pensar.
A sua apropriagdo é um direito de todos» (DEB, 2001, p. 57).
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O titulo deste encontro deve-se assim a importincia que
Paulo Abrantes atribuiu a este principio de uma matema-
tica para todos, que nio s6 foi enunciando mas que con-
cretizou também, em particular na forma como concebeu
e desenvolveu um curriculo para o 3.” ciclo do Ensino Ba-
sico juntamente com outros colegas, no 4mbito do proje-
to MAT789 (Abrantes et al., 1997). Destacar este principio
pareceu-nos tanto mais importante quando na atualidade
parece querer voltar-se a uma escola seletiva e elitista. Me-
didas como a reintroducdo de exames nacionais nos finais
dos ciclos do ensino basico, apos dezenas de anos'™, e a ten-
déncia emergente de reduzir as condicdes da escola ptblica
e aumentar a sustentabilidade da escola privada, sdo exem-
plos disso. Muito embora Paulo Abrantes tivesse tido uma
atividade profissional ampla, hi dois temas a que se dedi-
cou com particular atencdo e, como tal, foram destacados
neste encontro: a Matemdtica no curriculo escolar e a Mate-
mdtica na sala de aula. O primeiro tema esta associado as
questdes do desenvolvimento curricular, o segundo a valo-
rizacdo da importancia da sala de aula como espaco privi-
legiado da aprendizagem matematica pelos alunos, que é
estruturante da vida da escola e, portanto, estruturante da
vida dos alunos na escola e das aprendizagens que nela fa-
zem. Debrucar-nos-emos nas linhas seguintes sobre algu-
mas ideias de Paulo Abrantes relativas a cada um destes
temas, procurando também relaciond-las com a situacgdo
atual que se vive em Portugal, em particular no contexto
da educacio matematica.

A MATEMATICA NO CURRICULO E

Em diversos dos seus escritos, pode ler-se que, para si, um
curriculo se desenvolve «a partir de objetivos e orientacdes
curriculares que se baseiam numa determinada vis3o do
que ¢ a Matemdtica e em pressupostos educativos sobre a
aprendizagem da Matemética» (Abrantes et al., 1997, p. 21).
Encara «a Matematica como uma ciéncia viva, em constru-
cdo e em permanente evolugdo e como realizagdo huma-
na envolvida em todos os dominios da atividade humana e
a que todas as pessoas podem ter acesso» (Abrantes et al.,
1997, p. 21), e associa a aprendizagem matematica a «in-
tencionalidade da atividade dos alunos (...) e que salienta a
natureza interativa, cooperativa e reflexiva da aprendiza-
gem da Matematica» (Abrantes, 1994, p. 584, italico no ori-
ginal). No documento resultante do Seminario de Milfon-
tes (APM, 1990), ainda nos finais dos anos 80 do séc. XX,
de que foi um dos seus principais responséveis, se podem
ler os grandes objetivos para o ensino da Matematica. Em
particular, é dito que:

O ensino da Matemdtica, em todos os niveis, deve proporcionar
aos alunos experiéncias diversificadas em contextos de apren-
dizagem ricos e variados, contribuindo para o desenvolvimen-
to de capacidades e hibitos de natureza cognitiva, afetiva e so-
cial. (APM, 1990, p. 39)

No desenvolvimento destas ideias, e passados mais de dez
anos, na mesma linha, Paulo Abrantes afirma: Todas as
criancas e jovens devem ter possibilidade de:

— Contactar, a um nivel apropriado, com as ideias e os méto-
dos fundamentais da matematica e apreciar o seu valor e a sua
natureza,

— Desenvolver a capacidade de usar a matematica para anali-
sar e resolver situacdes problemdticas, para raciocinar e comuni-
car, assim como a autoconfianca necessaria para fazé-lo. (DEB,
2001, p. 57)

O que questionamos é até que ponto os objetivos para o
ensino da Matematica, sucessivamente definidos ao lon-
go de mais de uma década, ndo estdo hoje a ser postos em
causa. Serd que o Programa de Matematica para o Ensino
Basico (MEC, 2013) ndo representa um retrocesso geracio-
nal? Serd que as suas linhas orientadoras nio contrariam,
de forma inequivoca, o que era ja nos anos 80 claramente
afirmado: «Esta visio opde-se totalmente a uma aprendi-
zagem baseada na acumulag¢do de conhecimentos fatuais
e de técnicas, e a um ensino orientado para os contetdos e
para as aptiddes cognitivas dos niveis mais baixos» (APM,
1990, p. 39)? Que implicacdes acarreta para os jovens pot-
tugueses este retrocesso?

Uma componente indissociivel do curriculo é a avalia-
cdo das aprendizagens dos alunos. Também nesta area, Pau-
lo Abrantes deixou-nos um importante legado através das
suas ideias e escritos. Assumindo a avaliagio como parte
constitutiva do curriculo (Abrantes, 1996), era claro, parasi,
que a avaliacio é parte integrante do processo de aprendi-
zagem (Leal & Abrantes, 1993). Por outras palavras, o obje-
tivo a perseguir é a aprendizagem e ndo a avaliacio. F nes-
te quadro de referéncia que assenta o desenvolvimento de
uma pratica avaliativa desenvolvida no &mbito do Projeto
Mat789, em que os instrumentos de avalia¢io sio conce-
bidos e explorados com os alunos de forma a constituirem
novos momentos de aprendizagem (Abrantes et al., 1997).
Nio se pense, contudo, que esta prética é isenta de proble-
mas. Entre as diversas questdes que entio se colocavam
pode ler-se, a titulo de exemplo, a dificuldade de encontrar
um meio de gerir a tens3o entre uma avaliacio resultante
de uma abordagem integrada da avaliacio e aprendizagem
e a avaliacio sumativa (Leal & Abrantes, 1994). Uma vez
mais a nivel das politicas educativas, no momento atual ig-
nora-se o avanco do conhecimento de que Paulo Abrantes




foi um importante autor. Nada melhor do que as suas pa-
lavras para questionar o que hoje estamos a assistir:

F muito triste ver como algumas pessoas, desprezando
o enorme esfor¢co que se tem feito para a renovagio (mais
do que necessaria) do ensino da Matemética, em vez de aju-
darem a corrigir os erros e a encontrar as condi¢des que
permitam essa renova¢do, mais ndo fazem afinal do que
advogar o retorno aquilo que consideram os «bons velhos
tempos» dos exames em todos os niveis de ensino (...)

O exame torna-se o objetivo, o que vem para o exame o progra-
ma, o ensino da matéria para exame o método — escreveu Freu-
denthal ha mais de 20 anos. (Abrantes, 1996, p. 1)

Note-se que a importincia atribuida 8 Matemdtica e a Lin-
gua portuguesa, destacando-as de todas as outras discipli-
nas do curriculo escolar dos alunos do ensino basico, atra-
vés da realizacdo de exames nacionais apenas para estas,
tem subjacente uma ideia de compartimentacio do saber
que em tudo contraria, uma vez mais, a percecio de Paulo
Abrantes. Recordamos que na legislagdo que regulamenta-
va a avaliacdo das aprendizagens dos alunos, quando Pau-
lo Abrantes era responsavel pelo Departamento da Edu-
cacio Bisica, pode ler-se a intencio de levar os alunos a
desenvolver um trabalho de projeto para conclusio do en-
sino basico:

31. A avaliacio sumativa, no final do 9.” ano de escolaridade, in-
clui, ainda, a realiza¢do de uma ou mais provas globais ou de um

trabalho final incidindo sobre as aprendizagens e competéncias
previstas para o final do ensino bésico

32. As provas globais referidas no ntimero anterior deverio pro-
gressivamente evoluir para provas que incidam sobre aprendiza-
gens e competéncias desenvolvidas no dmbito de varias areas cur-
riculares e disciplinas. (Desp. Normativo n.* 30/2001)

Tal opgdo tem subjacente uma ideia holistica do saber.
O destaque do estabelecimento de relacdes entre a Mate-
matica e outras disciplinas e a vida real s3o outros exem-
plos que podemos encontrar em Paulo Abrantes nos seus
escritos sobre questdes de desenvolvimento curricular em
matematica:

Uma vis3o da Matematica muito ligada as aplica¢bes, dando espe-
cial énfase ao seu papel na compreensio e resolucdo de problemas
do dia-a-dia e de outras disciplinas, serd uma consequéncia dos
aspetos valorizados pelo curriculo. (Abrantes, 1994, p. 601)

Por ultimo, ao apresentarmos algumas ideias de Paulo
Abrantes relativas 2 Matematica no curriculo escolar n3o
podiamos deixar de falar do papel do professor no proces-
so de desenvolvimento curricular. Estando totalmente em
desacordo com uma visdo do professor como mero aplica-
dor do curriculo, Paulo Abrantes defendeu que:

Um elemento fundamental tem a ver com o papel do professor
que nao pode ser um mero consumidor de um produto de que
ndo conhece as origens, os processos de construcdo ou mesmo
a légica interna (...) Desenvolver nio significa meramente <apli-
car», como sucede geralmente no dia-a-dia dos professores mes-
mo em periodos de alegada «experimentac¢ao». Desenvolver sig-
nifica que o curriculo é construido na interacio das referéncias
e perspetivas iniciais com a pratica, através de um processo que
implica observacio, reflexdo e discussdo e que passa por suces-
sivos refinamentos ndo s6 das propostas e dos materiais de tra-
balho mas também das préprias concecdes tedricas. (Abrantes,
1994, pp. 608-609)

Ao olharmos para o Programa e as Metas Curriculares para
o Ensino Bésico (MEC, 2013), perguntamo-nos se voltamos,
uma vez mais, a um retrocesso conceptual, agora de curri-
culo, encarando-o como um curriculo a prova de professor?
E este entendimento defensével no séc. XXI?

Ao eleger a Matematica na sala de aula como um tema cen-
tral do encontro, valorizamos a importincia da sala de aula
como espago privilegiado da aprendizagem da Matemitica
pelos alunos, que é estruturante da vida da escola e, portan-
to, estruturante da vida dos alunos na escola. Esta ideia de
vida dos alunos na escola, vida dos alunos nas aulas, pro-
cura ir ao encontro do modo como Paulo Abrantes encara-
va a escola e aulas: um espaco de vida e nao de preparacdo
do que ela viria a ser. Certamente também por isso, no edi-
torial que escreveu para um ntimero da revista Educagdo e

Matemdtica, precisamente dedicada a aula de Matematica,

faz-nos uma interpelacio: «Temos de viver e pensar a aula
de matematica» (Abrantes, 1995, p. 1).

Este desafio de Paulo Abrantes reflete a ideia de que
0 que se passa na aula afeta a matemética que os alunos
aprendem. O modo como o professor ensina, ou melhor,
o modo como da a aprender aos alunos, nio é neutro:

— Nio é neutro relativamente ao contetido do que
aprendem e as concec¢des que sobre esse contetido
desenvolvem;

— Nio é neutro relativamente  relacio que criam com
o contetido aprendido e a consequente atitude que
desenvolvem face a ele.

Por isso, Paulo Abrantes chama a atenc¢do para a importan-
cia de os alunos terem, nas salas de aulas, a oportunidade
de viver uma experiéncia matematica que seja intelectual-
mente desafiante, na qual contactem com a matemdtica
como um conhecimento em construcio; e também de viver
uma experiéncia matemaética que seja pessoalmente grati-
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ficante, da qual retirem gosto e ndo desgosto, com a qual
desenvolvam a auto-confianca e nio a rejei¢ao:

A experiéncia matematica deve constituir o paradigma das ativi-
dades escolares nesta disciplina. Desde o principio da escolarida-
de até ao fim do ensino secundério, e de acordo com o nivel de
desenvolvimento e maturidade dos alunos, estes deverio estar
mergulhados num ambiente intelectualmente estimulante, no
qual experimentar e fazer matematica sejam atividades naturais
e desejadas. (Abrantes et al., 1997, p. 41)

Por experiéncia matematica, Paulo Abrantes referia-se a mui-
to mais do que ao conhecimento de termos, factos e proce-
dimentos — contrariamente as Metas Curiculares este ano
em vigor, que transmitem claramente a ideia de que o que
importa sdo estritamente os conhecimentos matematicos
e que pouco ou nada interessa o modo como sio aprendi-
dos. Mas Paulo Abrantes acreditava e queria que os alunos
tivessem a possibilidade de ter acesso a aspetos essenciais
do fazer matematica, como conjeturar, matematizar, pro-
var, generalizar, discutir e comunicar:

E possivel, de maneira sustentada e com alunos do ensino basi-
co, criar um ambiente na aula que os leve a conjeturar, matema-
tizar, provar, generalizar, discutir e comunicar, ou seja, experi-
mentar e fazer matematica. (Abrantes et al., p. 42)

Além disso, tinha a expectativa de que a experiéncia mate-
matica pudesse ser acessivel a todos os alunos, a cada um
dos alunos, acreditando que era vidvel criar na sala de aula
condicBes para que os alunos, mesmo os que a partida re-
velam mais dificuldades, nio se sentissem excluidos nas
aulas de Matemdtica. Recusava a ideia da fatalidade do in-
sucesso daqueles a quem faltam os chamados pré-requisi-
tos ou nao sdo calhados para a Matemética, devendo por
isso escolher desde cedo outras vias, como se comeca a de-
linear em 2013 em Portugal. .

Subjacente a importincia que atribufa 4 experiéncia
matematica, estdo as concecdes de Paulo Abrantes acer-
ca da aprendizagem, a qual sempre se referiu como um
processo de construcdo ativa do conhecimento por parte
dos alunos:

A aprendizagem tem a ver com os significados mateméticos que
cada aluno vai construindo como resultado das actividades que
realiza e do modo como elas se relacionam com os seus conhe-
cimentos anteriores, do ambiente que se vai desenvolvendo na
turma, da comunicacio e das interacdes que se vio estabelecen-

do entre os alunos e entre estes e o professor. (Paulo Abrantes,
1995, p. 1)

Neste excerto, Paulo Abrantes associa a aprendizagem ma-
tematica a um processo de construcdo de significado ma-
tematico, que tem de ser vivido por todos os alunos, por
cada aluno, na sala de aula. Além disso, identifica aspe-

tos essenciais da aula de matemitica que influenciam a
aprendizagem matematica que os alunos tém oportunida-
de de realizar:

i) as atividades realizadas pelos alunos, que decorrem
das tarefas que lhe sdo propostas e dos recursos que
lhe sio proporcionados para nelas trabalhar;

ii) a relacdo do conhecimento em construgdo com os
conhecimentos anteriores dos alunos (que podem
ser matematicos ou nio...);

iii) o ambiente que se desenvolve na turma, com én-
fase na comunicacio e interacdo entre os diversos
intervenientes;

iv) o professor e o seu papel na aula, enquanto promotor
da experiéncia matematica que os alunos vivern.

No que diz respeito aos dois primeiros pontos, vale a pena
sublinhar numa nota a importincia que Paulo Abrantes re-
servava ao papel da matematica na relacdo com os outros
saberes, seja com as outras disciplinas ou com a prépria
realidade, espago simultineo de exercicio de uma realida-
de genuina e de desenvolvimento de competéncias relevan-
tes por parte dos alunos:

A escola pode e deve proporcionar aos alunos experiéncias de uti-
lizacdo da Matemaitica em contextos reais. Se o nio fizer, estard a
esconder um dos aspetos importantes da propria matematica e a
limitar a formagdo dos alunos quanto a compreensio do que éa
matemética e quanto a capacidade de usa-la com espirito critico
e auto-confianca. (Abrantes, 1989, p. 322)

No que diz respeito ao terceiro ponto, o ambiente de sala de
aula, Paulo Abrantes sempre foi sensivel a que este fosse
um espaco de bem estar para os alunos, em que se sentis-
sem bem e com possibilidade de interagir naturalmente e
em colaboragdo para a construcio do conhecimento mate-
matico, argumentando a favor do trabalho de grupo:

O trabalho de grupo é uma metodologia susceptivel de influen-
ciar positivamente o modo como os alunos enfrentam as tarefas
que lhes s3o propostas na aula de matemdtica, em especial a re-
aliza¢do de projetos e as atividades de exploracdo e resolucio de
problemas. O desenvolvimento simultineo do habito e da capaci-
dade de cooperar com os colegas, apresentar, ouvir, e criticar ar-
gumentos, explicar raciocinios e pedir explicacdes, constitui (...)
ndo uma metodologia possivel, mas sim uma forma de trabalho
insubstituivel (Abrantes et al., 1997, p. 64)

No que diz respeito ao quarto ponto, sublinhamos de Paulo
Abrantes a importincia que ele atribuiu ao papel do profes-
sor como protagonista da preparacio e conducio de tudo o
que se passa na aula, nas propostas de trabalho que os alunos
desenvolvem, no ambiente em que o fazem, nos recursos
que mobilizam, nas aprendizagens que sistematizam:



Reconhecer que a aprendizagem é um processo que requer o en-
volvimento dos alunos em atividades significativas e que € forte-
mente influenciado pela cultura da sala de aula ndo retira impor-
tincia ao professor. O professor é o elemento-chave na criacio
do ambiente que se vive na sala de aula. Cabe-The a responsabili-
dade de propor e organizar as tarefas a realizar e de coordenar o
desenvolvimento da atividade dos alunos. (Abrantes, Serrazina,
& Oliveira, 1999, p. 28)

Naturalmente que ndo podemos deixar de notar a diferenca
manifesta entre esta valorizacio do papel do professor na
aula sublinhada por Paulo Abrantes e a indiferenca que lhe
reserva o programa do ensino basico em vigor em 2013 /14
(MEC, 2013).

Nio se podem ler as propostas de Paulo Abrantes e seus
colegas sem se deixar de reparar em como as orientacdes
que em 2013/14 vigoram para o ensino da Matemdtica fa-
zem tabua rasa do que em tempos ele defendeu e que foi
continuado e aperfeicoado no periodo de investimento na
Matematica escolar que se seguiu em Portugal até & recente
publicacio das metas curriculares. Retomar o pensamento
de Paulo Abrantes na atualidade convoca-nos de especial
maneira nestes tempos dificeis que vivemos, em particu-
lar para o ensino da Matematica em Portugal.

Mas para além das ideias do Paulo, hd que manter vivo
em noés o seu exemplo. Paulo Abrantes foi, testemunham-
-nos todos os que com ele lidaram de perto, um homem
de crer, que acreditava, e um homem de querer, que tinha
vontade de mudar e melhorar as aprendizagens matemati-
cas dos alunos portugueses. Acreditava profundamente que
podiamos proporcionar a todos os alunos uma aprendiza-
gem matemadtica que contribuisse para serem, individual
e socialmente, melhores pessoas e cidadios, e empregou a
sua energia positiva, o seu olhar de frente com um sorriso,
nessa empreitada, que reconhecia requerer esfor¢o conti-
nuado, mas ser possivel com a colaboracio de todos. Esta
mensagem € hoje, e talvez sempre, de grande atualidade e
pertinéncia, e fica nestas linhas como incentivo e inspira-
¢do para todos.

Nota

' Em 1968 foi extinto o exame de admissdo aos liceus; em
1978, o exame da 4.7 classe; e em 1977, 0 exame do 6.°
ano (Leal, 1991).
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Problemas de contexto no ensino-aprendizagem
da divisdo de numeros racionais: o caso

da divisao como medida

HELIA GONCALVES PINTO

Neste artigo apresento e discuto uma proposta para uma
primeira abordagem a divis3o de fracdes como medida, com
recurso a exploragdo de problemas de contexto. Esta abor-
dagem, que emana de um estudo que realizei (Pinto, 2011),
revelou-se proficua no ensino-aprendizagem daquele signi-
ficado da divisdo. Assim, tendo por base o trabalho realiza-
do em sala de aula, apresento exemplos de producdes dos
alunos que evidenciam a importancia da exploragao de pro-
blemas de contexto no ensino-aprendizagem da divisdo de
fracbes como medida.

JBLEMAS DE CONTEXTQO

Segundo Gravemeijer e Terwel (2000) as estratégias dos
alunos, suas construcdes e produgdes préprias pavimen-
tam o caminho para o desenvolvimento do conhecimento
matemdtico abstrato, pelo que o seu conhecimento e es-
tratégias informaisl! devem ser o ponto de partida para o
desenvolvimento de mais conhecimento e estratégias for-
mais. Referem que a diversidade de estratégias, em sala de
aula, revelam diferentes niveis de aprendizagem dos alu-
nos, que deve levar o professor a refletir sobre o trajeto de
aprendizagem a proporcionar-lhes. Assim, consideram que
o professor deve encontrar uma forma de conciliar orien-
tacdo com a diversidade de estratégias apresentadas pelos
alunos, salientando que para uma discussio produtiva na
turma ¢ essencial que sejam apresentadas e discutidas di-
ferentes estratégias.

Por conseguinte, os autores sugerem que se explorem
problemas de contexto, que devem permitir uma grande di-
versidade de procedimentos e induzirem uma trajetéria de
aprendizagem, baseada nos objetivos que se pretendem
atingir. Deste modo, os problemas de contexto ndo devem

consistir na mera aplicacdo de uma regra mas em fatores
ricos de aprendizagem, procurando envolver o contexto no
raciocinio e nos célculos. Salientam que estes problemas
devem ser naturais e motivadores de modo a que os alunos
possam usar o seu conhecimento e a sua experiéncia pes-
soal como meio/contexto para desenvolver mais conheci-
mento, e ndao um camuflado para apresentar uma aritméti-
ca simples e preconcebida.

UMA PRIMEIRA ABORDAGEM A DIVISAO
DE NUMEROS RACIONAIS EM EF'T&J{-&I&T_Q@E::?
DE MEDIDA

A divisao como medida envolve situagdes que requerem que
se determine o nimero de grupos, sabendo a dimensao de
cada grupo, pelo que o dividendo e o divisor s3o da mesma
natureza (e.g. Vergnaud, 1988). Por exemplo,

«1. Na festa de aniversdrio da Ana havia 2| de sumo de maca.
1.1. Quantos copos de 1/3| se poderiam encher com sumo de maca?
1.2. 56 alguns amigos da Ana gostavam de sumo de maca. Destes,
cada um bebeu 2/31 do sumo de magi que havia. Quantos eram
os amigos da Ana que gostavam de sumo de maca?».

Quanto aos procedimentos de resolucdo de problemas que
envolvem este significado da divis3o, Vergnaud (1988) re-
fere como sendo de cardter multiplicativo os que envol-
vem uma multiplica¢cdo ou divisao, considerando esta lti-
ma como uma estratégia mais exigente, do ponto de vista
cognitivo. Refere também a adigdo ou subtracao sucessivas,
mas como procedimentos de carater aditivo, procedimen-
tos menos exigentes do que os multiplicativos.

No estudo que realizei com uma turma de 25 alunos do
6.° ano de escolaridade (Pinto, 2011), iniciou-se o ensino-
aprendizagem da divisdo de nimeros racionais, em situa-
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Figura 1. Producdo para a resolugdo da questdo 1.1. com recurso a

esquemas e a adi¢des sucessivas

coes de medida, com a exploragdo do problema de contex-
to apresentado anteriormente. O problema foi entregue a
cada um dos pequenos grupos de trabalho (sete grupos de
trés elementos e um de quatro), numa folha A4, onde foi so-
licitado aos alunos que registassem a estratégia usada pelo
grupo para a resolucao do problema, bem como a sua jus-
tificagdo. Foram informados que teriam vinte minutos para
resolverem o problema e que apds este tempo, se proce-
deria a apresentagdo e discussdo em plendrio das (diferen-
tes) estratégias de resolugdo com o contributo de todos.
Durante o tempo dado para a explorac@o do problema em
pequenos grupos, a professora da turma acompanhou e
orientou o trabalho dos mesmos, esclarecendo duvidas sem
corrigir de imediato as respostas dos alunos. Observou ain-
da, as productes dos diferentes grupos, o que lhe permitiu
identificar diferentes raciocinios e pensar numa estratégia
para a exploragdo do problema em plendrio, que lhe permi-
tisse conciliar orientagdo com a diversidade de estratégias
apresentadas pelos alunos. Assim, constatou que sete dos
oito grupos optaram por recorrer a esquemas e a adicdes
sucessivas para a resolugdo da questdo 1.1. (Figura 1), e a
esquemas para a resolucdo da questdo 1.2. (Figura 2).

Constatou ainda, que apenas um grupo de alunos recor-
reu a divisao como estratégia de resolucdo da questao 1.1
(Figura 3), o mesmo grupo que recorreu 3 multiplicacdo
como estratégia de resolucdo da questdo 1.2. (Figura 4).
Deste modo, nenhum grupo identificou a divisdo como es-
tratégia de resolucdo desta ultima questao.

Estes resultados evidenciam a pouca familiaridade des-
tes alunos com o significado de divisdo como medida, j4
que a maioria dos grupos ndo conseguiu identificar a divi-
sdo como estratégia de resolucdo e os que a identificaram,
nao o fizeram sem antes modelarem a situacdo com recur-

-l e e
o

\'_;"i\f“‘;'\-" g

o . P )
W% oo Qoo 3 huma .

Figura 2. Producao para a resolucio da
questdo 1.2. com recurso a esguemas

so a procedimentos aditivos. Assim, revelaram raciocinio
aditivo em situagdes, que de acordo com Vergnaud (1988),
requerem raciocinio multiplicativo. Porém, estes resultados
evidenciam ainda, a importéncia da resolucdo de problemas
de contextos reconheciveis, com significado para os alunos,
como ponto de partida para a exploracio e desenvolvimen-
to de conceitos, dado que lhes permitiram a construcao de
estratégias proprias, através das quais chegaram a solucao,
conforme preconizado por Gravemeijer e Terwel (2000).

Por conseguinte, com a exploracdo em plenério a profes-
sora pretendia levar os alunos a progredirem das suas es-
tratégias informais para as formais, ou seja dos esquemas
e procedimentos aditivos para os procedimentos multipli-
cativos e no dmbito destes, para a divis3o. Assim, a explo-
racdo teve inicio com a apresentacdo da producdo de um
dos grupos que recorreu a esquemas e procedimentos adi-
tivos para a resolugdo da questdo 1.1. (Figura 1). Apds a dis-
cussdo desta producdo, concluiu-se que a estratégia adota-
da consistiu em adicionar copos com 1/3 de litro até chegar
aos 2 litros, ja que se pretendia saber quantos copos de 1/3
de litro se poderiam encher com 2 litros de sumo de maca.
Ap6s esta sfntese passou-se & apresentag¢do e discussido da
segunda estratégia (Figura 3) para a resolugdo da mesma
questao. Aquando da sua discussdo no quadro, os alunos
Jacinta, Bernardo e Mafalda (nomes ficticios) do tinico gru-
po que recorreu a divisdo, esclareceram:

Jacinta: Aqui (apontando para os dois retangulos, cada
um dividido em trés partes iguais (Figura 3)) estao
as duas garrafas de sumo. Depois dividimos cada
garrafa em 3 partes iguais!

Professora: Porqué?

Jacinta: Para ver quantos copos de um terco cabiam
numa garrafal
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Figura 3. Producdo para a resolucio da questdo 1.]
com recurso a esguemas e a divisao

Mafalda: Se podiam encher com um litro de sumo!

Professora: E o que concluiram?

Bernardo: Que se podiam encher 3 copos!

Professora: Mas, o que eu vejo na vossa producio sdo
6 copos?

Jacinta: Porque se numa garrafa cabem 3 copos de um
terco em duas garrafas cabem 6 copos de um terco
(apontando para a multiplicagdo — Figura 3)!

()

Mafalda: Com dois litros de sumo de macd podem en-
cher-se 6 copos de um terco (apontando para a di-
visdo — Figura 3).

()

De salientar, que estes alunos usaram o algoritmo da divi-
sdo de numeros racionais, multiplicar pelo inverso do divi-
sor, com significado.

Depois de esclarecidas todas as duvidas relativas 2 re-
solucdo apresentada, com a orientaco da professora, a tur-
ma confrontou as duas producdes apresentadas no quadro
(Figura 1e 3), concluindo que adicionar copos de um terco
de litro até perfazer um litro (Figura 1), é equivalente a divi-
dir um litro em 3 partes iguais (Figura 3) e ainda, que adi-
cionar 3 copos de um terco de litro a 3 copos de um terco
de litro (Figura 1), é equivalente a duplicar os 3 copos de
um terco de litro, ou seja 2x3 (Figura 3). Deste modo, os
alunos foram orientados para a conexdo das duas estraté-
gias e posteriormente, na progressao dos procedimentos,
ao conclufrem que adicionar 1/3 de litro até perfazer 2 li-
tros é equivalente a dividir os 2 litros por copos de 1/3 de
litro, j4 que se pretendia saber quantos copos de 1/3 de [i-
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Figura 4. Producdo para a resolugio da questao 1.2. com
recurso a multiplicacao

tro se poderiam encher com 2 litros de sumo de maca. Ve-
rificaram ainda, que a resolucdo do algoritmo resultou na
multiplicacdo de 2 por 3, ou seja, que 2:1/3=2x3=6 (Fi-
gura 3), dado que se 1/3 cabe 3 vezes em uma unidade, em
duas unidades cabe o dobro das vezes.

Seguiu-se a exploracao das producdes para a resolu-
c3o da questdo 1.2., primeiro com a apresentacdo e discus-
sdo da estratégia com recurso a esquemas, seguindo-se a
apresentacdo da estratégia com recurso a multiplicagdo. Da
apresentacdo e discussado da primeira estratégia (Figura 2),
conclui-se que esta consistiu em agrupar os copos de 1/3
de litro, dois a dois (jd que cada amigo da Ana que gostava
de sumo de maga bebeu 2/3 de litro e que 1/3+1/3=2/3),
e voltar a adicionar os agrupamentos resultantes, pelo que
foram 3 os amigos da Ana que gostavam de sumo de maca.
Ap6s esta sintese passou-se 4 apresentacdo e discussao da
segunda estratégia (Figura 4) para a resolucdo da mesma
questdo. Desta vez, para além da progressdo dos procedi-
mentos aditivos para os multiplicativos, pretendia-se ain-
da, uma progressdo no dmbito destes ultimos, ou seja, da
multiplicacdo para a divis@o. Assim, perante a produgio no
quadro (Figura 4), os alunos do grupo esclareceram:

Mafalda: N6s pensamos que cada amigo da Ana que gos-
ta de sumo de maca bebeu dois copos de sumol! (...)
Porque bebeu dois tercos e um copo é um terco!

()

Jacinta: Como o sumo de maga dava para seis copos, s6
trés amigos é que gostavam de sumo de mac3, por-
que duas vezes trés s3o seis!

Professora: Entdo, mas na tarefa 1.1. (apontando para as
producdes e conclusdes que continuavam no quadro
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— Figuras 3), para saberem quantos copos de um
terco se enchiam com dois litros de sumo de mac,
o que fizeram?

Jacinta: Dividimos dois por um terco!

Professora: E concluiram?

Jacinta: Que cabem seis copos! Porque se numa gar-
rafa cabem trés copos em duas, cabem duas vezes
mais!

Professora: Entdo, com dois litros de sumo encheram-se
seis copos de um terco. E na questdo 1.2. o que que-
remos saber afinal?

Bernardo: Quantos dois tercos cabem em duas
garrafas!

Professora: Porqué?

Bernardo: Porque queremos saber quantos amigos da Ana
gostam de sumo de magi (...) sabendo que cada um
destes amigos bebeu dois tercos do sumo.

Professora: Entdo como podemos representar?

Bernardo: Dois a dividir por dois tercos! (Regista no qua-
dro 2:2/3)

Professora: E quantos sdo os amigos?

Bernardo: Trés!

Professora: (Apontando para os esquemas representa-
dos no quadro (Figura 3 e 4). Podemos entdo con-
cluir que se um terco cabe seis vezes em duas uni-
dades, dois tercos cabem metade das vezes, metade
de seis, que sdo trés, dois tercos!

()

Professora: Entdo, dividir por dois ter¢os é o mesmo que
multiplicar por 3 e depois por 1/2, que é o mesmo
que multiplicar pelo inverso de dois tercos (enquan-
to registava no quadro 2:2/3=2x3x1/2=2x3/2=3).
Logo, sdo trés os amigos da Ana que sé gostam de
sumo de maca!

A professora deu continuidade 2 discussdo em plenério,
questionando outros alunos, solicitando-os a compararem
as diferentes estratégias de resolugdo e orientando-os para
a divisdo. De salientar, a exploragdo do algoritmo multipli-
car pelo inverso do divisor desde o inicio do ensino-apren-
dizagem da divisdo como medida, mas sem grande énfase
nesta fase inicial, j4 que o primeiro objetivo era o de fami-
liarizar os alunos com o significado da divisao como medi-
da. Posteriormente foram explorados mais problemas de
contexto que lhes permitiram trabalhar o algoritmo multi-
plicar pelo inverso do divisor, bem como outros algoritmos
alternativos, sugeridos por alguns investigadores (e.g. Pin-
to, 2017; Pinto e Monteiro, 2008).

Esta primeira abordagem ao estudo da divisdo de nimeros
racionais parece ter sido facilitada pela resoluc@o de proble-
mas de contexto reconhecivel, com significado para os alu-
nos, j4 que, como ponto de partida, lhes permitiu a constru-
¢30 de estratégias originais, através das quais se aperceberam
da razdo de ser e do alcance dos conceitos e representa-
¢oes matemdticas. Assim, este resultados parecem contra-
riar as orientaces dos recentes documentos curriculares
(MEC, 2013) quando referem que «a resolucdo de problemas
envolve, da parte dos alunos, (...) a sele¢3o e aplicagdo ade-
quada de regras e procedimentos, previamente estudados
e treinados, a revisdo, sempre que necessaria, da estraté-
gia preconizada (...) (p.5)», ou seja, uma visdo dos proble-
mas como simples campo de aplicacdo de conhecimentos
prévios e isoladamente aprendidos e ainda, a de que uma
aprendizagem muito contextualizada n3o favorece a pro-
gressdo das estratégias informais para as formais.

Notas

" Conhecimentos dos alunos antes do ensino-aprendiza-
gem do contetido em sala de aula.
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Estabelecer conexdes com outras areas
e dominios do curriculo

Uma forma de cativar as criancas para a
aprendizagem da matematica

Jost CASCALHO - TANIA MELO - RICARDO TEIXEIRA

Neste artigo, apresentam-se propostas de tarefas de cone-
xdo entre a matematica e outras dreas e dominios, para se-
rem desenvolvidas desde o pré-escolar ao 1.° ciclo do ensi-
no basico. Analisa-se, também, de que forma este tipo de
tarefas pode influenciar a predisposicdo das criangas para
a aprendizagem da matematica, salientando-se a sua rele-
vancia para que se fomente nos jovens um conhecimento
mais profundo acerca do que é a matematica e da sua uti-
lidade no dia a dia.

As tarefas apresentadas foram desenvolvidas em con-
texto de estagio, no ambito do Mestrado em Educacio Pré-
Escolar e Ensino do 1.° Ciclo do Ensino Basico, da Univer-
sidade dos Acores.

AS CONEXOES NA PROMOCAO DE UM DIALOGO

[INTERDISCIPLINAR

As conexdes matematicas, enquanto processo matematico
promotor de aprendizagens, estdo contempladas de forma
inequivoca no Programa de Matemitica do Ensino Bési-
co que foi homologado em dezembro de 2007. No pon-
to 7 dos objetivos gerais do ensino da matemética, refere-
se que os alunos devem ser capazes de «identificar e usar

conexdes entre ideias matematicas; compreender como as
ideias matematicas se inter-relacionam, constituindo um
todo; reconhecer e aplicar ideias matemaiticas em contex-
tos ndo matematicos» (p. 6). Nesse documento, destaca-
-se, também, que o estabelecimento de conexdes é funda-
mental para uma aprendizagem com compreensao e para
o desenvolvimento do gosto pela matemadtica e da capaci-
dade de a apreciar.

As conexdes sdo, também, valorizadas nos Principios
e Normas para a Matematica Escolar, documento traduzi-
do pela APM em 2008. Nele, defende-se a promogio de co-
nexoes matematicas e a sua importancia para as aprendi-
zagens dos alunos, a nivel escolar, pessoal e profissional.
Como refere o documento, a matemética deve ser aprendi-
da com compreensao, pois s6 assim os alunos terdo a capa-
cidade de utilizar posteriormente os conhecimentos adqui-
ridos. Para tal, salienta-se a necessidade de se estabelecer
relagbes matematicas, partindo das experiéncias das crian-
cas e dos seus conhecimentos prévios.

No que concerne as Orientacdes Curriculares para a Edu-
cacao Pré-Escolar (ME, 1997), a ideia de «conexao» é trans-
versal a todo o documento. Clarifica-se que as diferentes
areas e dominios n3o devem ser consideradas como com-



partimentos estanques, pelo que se acentua «a importincia
de interligar as diferentes dreas de contetido e de as contex-
tualizar num determinado ambiente educativo» (p. 22).

Este processo matematico tem vindo a ganhar destaque
no ensino da matematica em Portugal e no estrangeiro,
tendo em conta diversos estudos elaborados por professo-
res e investigadores (Ponte, 2010). Em contraste com uma
matematica vista como um edificio isolado, sem comuni-
cagdo com outras areas disciplinares ou mesmo com a re-
alidade, as conexdes vém abrir caminho a construcdo de
pontes proficuas entre diferentes temas matemiticos, en-
tre a matematica e outros saberes e entre esta e a realidade
do dia a dia, que se traduz num beneficio para as aprendi-
zagens dos alunos.

Entendemos como sintoma do isolamento a que a dis-
ciplina &, por vezes, sujeita ou encarada, o facto de muitas
criangas a considerarem dificil e desligada do dia a dia. Tal
pode ser interpretado como um sinal de que os alunos nio
participam ativamente nas aprendizagens e que as situa-
¢des problemdticas que resolvem em contexto de sala de
aula nem sempre sio significativas (Lesh & Doerr, 2002).

Através da exploragao das diferentes vertentes das cone-
x0es matemadticas, os alunos poderao estabelecer a ligacao
desta ciéncia com as outras dreas do saber e assim, também,
tomar consciéncia da sua importancia no quotidiano, bem
como ligar diferentes conceitos e temas matematicos.

A importancia de aplicar a mateméatica em outras dis-
ciplinas escolares e na vida diaria é inquestionavel. Para
que os alunos compreendam a sua importincia e para que
percebam que a matematica é uma ferramenta til na re-
solugdo de situagdes problematicas que extravasam o espa-
¢o especifico da disciplina, os educadores/professores de-
vem tirar partido das conexdes com o quotidiano, de forma
a que os alunos percebam que a matematica esti, também,
ligada as outras dreas curriculares.

Na perspetiva de Silva (2005), «uma alternativa que tem-
se mostrado bastante interessante e que tem despertado a
curiosidade do aluno é a da contextualizacio, onde os conte-
dos da Matemitica aparecem vinculados a outras areas de
conhecimento e a situagdes do cotidiano dos alunos» (p. 8).
Nesta linha, Narciso e Paulus (2005) apresentam exemplos
de praticas em que a relacdo com o quotidiano estd bem
presente e cuja participacdo ativa dos alunos se torna fun-
damental para o desenrolar das tarefas propostas, tornan-
do-se exemplos paradigmaticos no que respeita is conexdes
que se podem estabelecer na matematica e entre a mate-
matica e outras areas disciplinares.

Quando um professor procura promover o aprofunda-
mento de conexdes entre a matematica e outras 4reas, as

suas planificagdes devem ter essa intencionalidade, queren-
do com isso dizer que nem as outras dreas devem ser sim-
plesmente «usadas» para atingir objetivos mateméticos,
nem a matematica deve ser considerada «incluida» sem
que haja na planificacio objetivos explicitos respeitantes a
esta drea disciplinar. Nesse sentido e a titulo de exemplo,
Moreira e Oliveira (2003) apresentam possiveis pontes de
ligacdo entre a matemdtica e a expressio musical através
do estudo dos sons e dos ritmos, pela exploracio da altura,
da intensidade, da duragio e do timbre, permitindo traba-
lhar os padrdes. Ora, se o professor ndo apontar a explora-
¢do de padrdes como um dos objetivos especificos no plano,
poder-se-a perder a reflexdo em torno de conceitos relati-
vos a nogdo de padrio, eventualmente trabalhados numa
sessdo anterior de matemadtica. Se, pelo contrério, incluir
esses objetivos, pode estabelecer uma relacio interessan-
te entre a matemadtica e a expressdo musical, em que sdo
igualmente valorizados e trabalhados contetidos de ambas
as dreas.

E importante que o desenvolvimento de conexdes se
faca tanto no pré-escolar como no 1.° ciclo do ensino bési-
co. No entanto, nao é menos importante que se perspetive
esse desenvolvimento de forma transversal aos dois niveis
de ensino e aos que a estes se ligam. Por exemplo, ao tra-
balhar os padrdes no contexto de uma histéria, o educador
estd a proporcionar um trabalho preparatério para concei-
tos relacionados com o estudo de padrées no 1.° ciclo, que
nesse nivel serdo trabalhados de forma mais sofisticada.
A integracdo dos saberes entre estes dois niveis de ensino,
permitindo um desenvolvimento dos conhecimentos, ca-
pacidades e competéncias dos jovens, esti explicitamente
expresso no perfil do professor do 1. ° ciclo do ensino ba-
sico, quando se refere que um dos objetivos é promover a
«integragao de todas as vertentes do curriculo e a articula-
¢ao das aprendizagens do 1.° ciclo com as da educacio pré-
escolar e as do 2.° ciclo» (Decreto-Lei n.° 241/2001).

Ao longo dos tiltimos anos, diversos autores tém vindo
a defender, de forma mais incisiva, a importancia do esta-
belecimento de conexdes para o desenvolvimento das crian-
cas. Quando Ponte (2010) refere que «a valorizacio das co-
nexodes matematicas faz parte do bom ensino da disciplina,
largamente documentado em manuais escolares e noutros
testemunhos do passado» (p. 3), naturalmente nos questio-
namos sobre o papel do educador/professor nesse deside-
rato, pois € a este que cabe a funcio de «decidir as tarefas
a propor, as conexdes a valorizar e os modos de trabalho a
usar, tendo em vista a aprendizagem dos alunos» (p. 6), de
acordo com as suas experiéncias e conhecimentos. Esse é
também um dos objetivos deste artigo.
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Figura 1. Jogo de consciéncia
fonoldgica.

Em primeiro lugar, apresentam-se as tarefas desenvolvidas
no pré-escolar, seguindo-se as implementadas no 1.° ciclo.
Para cada tarefa proposta, indicam-se os objetivos, faz-se
uma descricio concisa dessa tarefa e, finalmente, apresen-
ta-se uma breve reflexdo. Das tarefas realizadas, foram se-
lecionadas trés para cada um dos niveis de ensino.

DE CONSCI

ENCIA FONOLOGICA (PRE-ESCOLAR)

Este jogo consistia em mostrar a cada crianca uma imagem
e pedir para que fizesse a divisao sildbica da palavra corres-
pondente (figura 1). O participante tinha de contabilizar o
numero de silabas de cada palavra e, depois, todo o grupo
era convidado a bater palmas acompanhando a leitura em
voz alta das silabas, como forma de confirmar a resposta
apresentada. Em seguida, a crianca colocava a sua palavra
dentro de uma das caixas consoante o ntimero de silabas
(as caixas estavam identificadas com os numerais um, dois,
trés, quatro e cinco, correspondentes ao nimero de sflabas
de cada uma das palavras trabalhadas).

Através desta tarefa, pretendia-se que as criancas de-
senvolvessem a capacidade de segmentar silabicamente as
palavras e de contagem de objetos, proporcionando algum
treino para a identificacdo dos numerais.

As criangas mostraram empenho na realizacio do jogo.
As imagens nos cartoes, por facilitarem a identificacio das
palavras, muito contribuiram para esse sucesso. Todas as
criangas fizeram a divisdo silabica das palavras corretamen-
te. Porém, em algumas palavras com cinco silabas, varias
criangas mostraram dificuldade na contagem até 5. O fac-
to de a atividade se realizar em grande grupo, permitiu que
essas criancas fossem ajudadas pelos colegas.

Figura 2. Registo da tarefa «Estampando ovos da Pdscoas.

ESTAMPANDO 0VOS DA PASCOA (PRE-ESCOLAR)

Nesta tarefa, as criancas tinham de reproduzir uma sequén-
cia de circulos coloridos através da técnica de estampagem,
com batatas cortadas a meio e guaches.

Os circulos coloridos e a cesta da Piscoa estavam re-
presentados numa folha A3 (figura 2). Antes de iniciar a
tarefa, as criancas tinham de contar o ntimero de circulos,
identificar as cores respetivas e contar quantos existiam de
cada cor. Cada crianca tinha uma folha, 4 pratos de plasti-
co com os guaches das respetivas cores, 4 metades de ba-
tata e pincéis. Com a ajuda do pincel, colocavam o guache
na batata e faziam a estampagem.

As criancas conseguiram identificar as cores, o ntime-
ro de circulos da mesma cor e o total de circulos, resultan-
te da adi¢do do niimero de circulos de uma cor com o nu-
mero de circulos de outra cor.

Mais uma vez, com a execucio desta tarefa pretendia-
se que as criancas treinassem a contagem de objetos, mas
agora formando conjuntos segundo determinadas catego-
rias, categorias essas definidas pela cor dos circulos, trei-
nando também a relagio parte-parte-todo.

Uma forma de enriquecer esta tarefa pode passar por
propor a construcio e identificacio de padroes. Por exem-
plo, as criancas podem ser convidadas a acrescentar cir-
culos a uma determinada sequéncia, de acordo com uma
regra previamente estabelecida. Ou podem mesmo ser de-
safiadas a construir as suas préprias sequéncias. De facto,
nas Orientacdes Curriculares para a Educacdo Pré-Esco-
lar, alerta-se para a importancia «de encontrar e estabele-
cer padrdes, ou seja, formar sequéncias que tém regras 16-
gicas subjacentes» (ME, 1997, p. 74). Esta pode constituir
uma excelente oportunidade para uma introducao ao tema



Sequéncias e Regularidades, que ganhou consideravel des-
taque desde 2007, com a implementagdo do Programa de
Matematica do Ensino Bésico (ME, 2007).

CONSTRUGAO DE TABULEIROS PARA O CANTINHO
DA MATEMATICA (PRE-ESCOLAR)

No estagio desenvolvido no pré-escolar, criou-se um can-
tinho da matematica no qual foram colocados ficheiros de
trabalho e jogos, entre outros materiais. Foram, também,
pensadas algumas estratégias para reaproveitar e promover
0 uso de materiais manipuldveis existentes na sala, como
foi o caso dos blocos légicos.

Neste contexto, as criancas construiram varios tabulei-
ros de jogo, em que se pretendia verificar o que tinham
aprendido com a exploragio livre dos blocos légicos. Fa-
camos uma breve apresentacio do trabalho desenvolvido
pelo grupo de criancas. Os tabuleiros, como podemos ob-
servar na figura 3, eram constituidos por quatro casas. Foi
pedido as criangas que pintassem os esbogos das pecas pa-
tentes em trés das quatro casas, recorrendo umas vezes a
uma so cor, outras vezes a diferentes combinacdes de co-
res. Em cada tabuleiro, uma casa foi deixada em branco.
Posteriormente, os tabuleiros foram plastificados.

As criangas tinham de encontrar a peca que estava em
falta tendo em conta as trés j4 existentes, de acordo com as
caracteristicas que conheciam dos blocos l6gicos (figura 4).

Esta tarefa permitiu as criancas desenvolver a concentracio
e o raciocinio 1égico-matematico.

APRENDER GEOMETRIA A CANTAR (1.° CIC10)

Com a letra «oh senhor quadrado, oh senhor retingulo»
e a conhecida musica infantil «A Machadinha» foi possi-
vel desenvolver diversas conexdes matematicas. Primeira-
mente, os alunos fizeram uma leitura silenciosa do texto
que acompanhava a misica. Seguiu-se uma leitura indivi-
dual, em que cada crianga deveria identificar o tipo de texto
e as rimas que o compunham, bem como as palavras que
caraterizavam as duas figuras geométricas. Perguntou-se,
em seguida, se conheciam a musica «A Machadinha». As
criangas foram desafiadas a canta-la com a letra adaptada,
mudando algumas vezes o andamento musical. Por exem-
plo, cantando de forma mais répida (allegro) ou mais lenta
(lento). Em seguida, foram distribuidas clavas e pandeire-
tas por todos os alunos, indicando-se que no refrio todos
tocariam, enquanto que nas estrofes apenas tocava um ins-
trumento especifico.

Os objetivos pretendidos com esta tarefa foram os de:
usar expressoes matematicas para caracterizar figuras ge-
ométricas, no caso concreto, o quadrado e o rectingulo;
identificar caracteristicas de um texto; e desenvolver com-
peténcias no dominio da expressio musical.
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Figura 4. Jogando com os blocos légicos.

Os alunos conseguiram aprender a cancio desde o ini-
cio com facilidade, talvez por ter uma melodia conhecida,
por envolver contetidos j tratados e por ter estrofes repe-
tidas. A turma cantou e utilizou os instrumentos ao ritmo
da musica.

Um dos aspetos que mais valorizamos foi o facto de os
alunos terem fixado a letra e a associado @ musica, tanto que
muitos continuaram a cantarolar a musica mesmo depois
de concluida a tarefa, durante o tempo de recreio. A letra
utilizava palavras com significados precisos, que irdo na-
turalmente ser utilizadas muitas vezes no seu futuro para
caracterizar figuras geomeétricas, constituindo esta tarefa
mais uma etapa para a compreensao do seu significado.

O conceito de padrdo foi explorado na tarefa realizada.
Como referem Moreira e Oliveira (2003), através da altura,
da intensidade, da duracdo e do timbre, é possivel identi-
ficar padrdes. No desenvolvimento da atividade, a intensi-
dade e a duracao foram exploradas. Através de registos, foi
possivel procurar intencionalmente padrdes. Por exemplo,
associando o «F» ao forte e o «P» ao piano no modo como
cada estrofe foi cantada, registaram-se padrdes «FPF». Na-
turalmente este é o ponto de partida para realizar o mesmo
tipo de tarefas com outras musicas, explorando formas di-
ferentes de as cantar, reorganizando a letra e/ou propon-
do novas estrofes.

Os AZULEJOS NA NOSSA HISTORIA (1° cIcrLo)

No seguimento do contetido tratado em estudo do meio,
«0s Muculmanos», e uma vez que os azulejos constituem
um dos vestigios deixados por este povo, cada aluno estam-
pou um azulejo, com um stencil, criando um painel de tur-
ma. Foi necessario preparar duas mesas de trabalho, prote-
gidas com jornais. Colocou-se a disposicio dos alunos, em
cada mesa, um prato com tinta azul, esponjas, azulejos e
stencil, como mostra a figura 5. Com a esponja, os alunos
fizeram a estampagem no azulejo.

Com esta tarefa estabelecemos como objetivos desen-
volver a capacidade de cilculo mental, com vista a resolu-
¢3o de problemas em contextos diversos. Outro objetivo
passou pelo desenvolvimento da expressio plastica. Foram,
portanto, abordadas situacdes de descoberta e de explora-
¢do de conexdes entre a matematica, a expressao plastica e
o estudo do meio.

Como forma de explorar os conceitos de perimetro e
de area, os alunos foram convidados a medir cada azule-
jo e a encontrar os respetivos perimetros e areas, quer de
um azulejo, como de dois, de quatro e do painel completo.
Esta tarefa deu lugar a diversos célculos por parte dos alu-
nos, sendo os mesmos explorados aquando das correcoes

em grupo.

Figura 5. Stercil utilizado na estampagem do azulejo e o painel criado.




Figura 6. Castelo da 3.2 Dinastia.

Ao refletir sobre o que foi feito, damo-nos conta que al-
gumas etapas desta tarefa poderiam ter sido melhoradas e
exploradas com maior profundidade. Por exemplo, poderi-
amos ter organizado uma visita de estudo de forma a pos-
sibilitar que os alunos observassem azulejos presentes na
freguesia da sua escola, estabelecendo assim ligacdes com
0 meio envolvente e com os objetos que observam no dia
a dia. Na Ilha de Sio Miguel, nos Acores, hi mesmo um
Museu do Azulejo, que poderia ter constituido uma boa
oportunidade para completar essa visita de estudo. Além
disso, a partir dai, tal como foi feito com os azulejos cria-
dos pela turma, poderia ter sido proposto as criancas que
tentassem encontrar uma estimativa para a irea ocupada
por um determinado conjunto de azulejos. Outra alterna-
tiva poderia ter passado por lancar o desafio 4 turma de se
verificar se essa drea e o correspondente perimetro eram
maiores ou menores que as medidas do painel criado an-
teriormente pela turma, fazendo-se posteriormente as de-
vidas comparacdes.

E importante salientar que, nesta tarefa, todas as ire-
as foram exploradas envolvendo contetidos especificos. De
fato, a tarefa permitiu trabalhar contetidos matemiticos e
de estudo do meio. Além disso, a conex3o com a expressio
plastica foi muito apreciada pelos alunos, tornando-se uma
aliada fundamental na aprendizagem da matematica.

O tema «Azulejos» pode também ser aproveitado para
explorar o conceito de pavimentacio, bem como diferen-
tes tipos de simetria, constituindo assim o mote para ou-
tras interessantes conexdes.

~ - A 2 A TY+a rserra 11 O eme )
D DA 3.7 DINASTIA (1.” CICLO)

Outra tarefa que possibilitou o estabelecimento de cone-
x0es entre a matemadtica e outras areas foi «O castelo da
3.* Dinastia». Nesta tarefa, os alunos tinham de construir

um castelo, com diversos materiais, no qual iriam colocar
as fotos dos trés reis, ficando, assim, com um registo des-
te contetido abordado.

Com esta tarefa pretendia-se que os alunos: trabalhas-
sem contetidos de geometria, nomeadamente as proprie-
dades do circulo e da circunferéncia; e pudessem contac-
tar com novas situacdes de descoberta e de exploraciao de
conexdes entre a matemdtica, a expressdo plastica e o es-
tudo do meio.

Cada aluno teve de colar a porta do castelo no retangu-
lo de cartao. Depois, teve de desenhar uma circunferéncia
numa cartolina verde e recortar o circulo correspondente.
Para a circunferéncia, foi dito que esta deveria ter um raio
de 3 cm. De seguida, cada participante fazia um corte, na
vertical, em dois rolos de papel higiénico e media 1 cm em
cada extremo para fazer pequenos cortes, imitando assim
a parte de cima das torres do castelo. As torres foram for-
radas com papel de aluminio, previamente recortado. Pos-
teriormente, cada crianca colou os circulos nas bases das
duas torres, unindo as torres com o retingulo de cartio.
Por fim, ordenaram-se as fotos dos trés reis e colaram-se
no castelo. Por cima das fotos, as criancas escreveram o
nome de cada rei, como podemos observar na figura 6.

Para a concretizacio desta tarefa, os alunos tinham de
dominar alguns contetidos e procedimentos. Assim, tinham
de conhecer os reis que compdem a 3." Dinastia e ordena-
-los por ordem temporal. No que diz respeito a contetidos
matematicos, trabalharam conceitos de geometria e medida
(nomeadamente, o conceito de comprimento), cuja apren-
dizagem foi estimulada pela necessidade de desenharem
duas circunferéncias e por terem de fazer medicdes utili-
zando o centimetro como unidade de medida.

Esta tarefa permitiu consolidar contetidos de estudo do
meio e de matematica, através da expressao plastica. Consi-
deramos que foi uma boa estratégia, pois os alunos demons-
traram interesse na sua concretizacdo e isso permitiu a aferi-
¢do da mobilizacdo dos conhecimentos em matematica, bem
como da sua destreza na manipulac¢io dos materiais.

A tarefa pode ser adaptada a faixa etiria das criancas.
Por exemplo, aos alunos mais velhos pode ser proposta
a construcdo de um castelo mais sofisticado, que envolva
mais calculos e medicaes.

(CONSIDE

Através das tarefas desenvolvidas, constatou-se que é possi-
vel diversificar as estratégias de ensino-aprendizagem, e que
as conexdes matemdticas promovem essa diversificacdo.




Pré-Escolar 1.° Ciclo
Jogo de Estampando | Construcao | Aprender | Osazulejos | O castelo da
consciéncia ovosda | de tabuleiros | geometriaa | nanossa 3.% Dinastia
fonolégica Péscoa cantar histéria

Linguagem Oral e
Abordagem a Escrita /
Portugués

Conhecimento do Mundo
/ Estudo do Meio

Expressao Plastica

Expressdo Musical

Quadro 1. Areas e dominios envolvidos nas tarefas apresentadas.

Também ficou claro que o recurso a conexdes permi-
tiu trabalhar diversos tépicos numa sé tarefa, Isto fez com
que algumas das tarefas ocupassem mais tempo, mas em
contrapartida envolvessem mais as criancas e permitissem
desenvolver aprendizagens mais significativas.

Esta estratégia de trabalho ajudou na mudanca de atitu-
de face a esta drea do saber, por parte dos alunos, uma vez
que permitiu uma exploracio mais livre, na qual se inclu-
iram momentos ludicos, mas que obedeceram a objetivos
de aprendizagem matematica bem definidos. Este aspeto
permitiu motivar os alunos para o ensino-aprendizagem da
matemdtica. Somos levados a dizer que muitos a «redesco-
briram», pelo entusiasmo e dedica¢io que mostraram.

Valorizamos o facto de os alunos terem utilizado a ma-
temdtica em situacdes concretas e acreditamos que este as-
peto contribuiu para a mudanca das suas representacdes
sobre esta disciplina.

O quadro 1 apresenta uma sintese das 4reas e dominios
envolvidos nas tarefas apresentadas.

Com este artigo, foi nosso objetivo apresentar um le-
que diversificado de tarefas que mostram que é possivel e
praticivel um ensino baseado no estabelecimento de co-
nexdes, tanto no pré-escolar como no 1.° ciclo do ensino
basico. Além disso, este tipo de tarefas de conexdo podem
constituir uma fonte inesgotavel de ideias para diferentes
exploracdes que conduzam a aprendizagens integradas e
significativas.
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Matematica e a Natureza

Porque € que o tigre tem riscas e o leopar-
do tem manchas?, Porque é que os nés
de marinheiro se assemelham a acdo de
um virus?

Sabia que... a explicagdo do big bang
e a inspiracao de Escher na obra «Limites
de Circulos» tém em comum basearem-se
em geometrias n3o planas, nomeadamen-
te no conceito da geometria curva do espa-
go tempo que sustenta a relatividade geral
descrita por Einstein?

Ja experimentou... estimar o comprimen-
to de uma corda enrolada num retangulo,
a partir da média de pontos de contacto
resultantes da sobreposicdo de uma folha de papel com a
corda?

A sequéncia de Fibonacci na Natureza, a sua relagao com
o numero de ouro e deste Ultimo com a concha de um mo-
lusco, o empilhamento de laranjas ou as projecdes de ma-
pas, as (as)simetrias na Natureza ou o coloracdo de ma-
pas sdo alguns exemplos de relacdes onde a Matemitica
explica a Natureza ou onde a tltima desperta na primeira a
busca de padrdes e regularidades que despoletam o avan-
¢o da Ciéncia.

Estas e muitas outras curiosidades estdo patentes na
exposicdo «Matemdtica e a Natureza», reformulada numa
parceria entre a APM e o Matematica do Planeta Terra 2013
e com o apoio do Ciéncia Viva.

A exposicdo «Matemdtica e a Natureza» surge na APM
em 2001 como resultado do trabalho subordinado ao tema
orientador desse ano «Matemdtica e Natureza», adapta-
da, por sua vez, da exposicdo «Mathématiques dans la na-
ture» desenvolvida em 2000, Ano Mundial da Matematica.
Uma duzia de anos mais tarde, a tematica Matemdtica e a
Natureza volta a estar na ordem do dia ha APM, desta vez
no &mbito do Ano da Matematica do Planeta Terra.

A exposicao, constituida por 12 cartazes, incide em qua-
tro grandes temiticas:

— Matematica e o Reino Animal;

— Matematica e o Reino Vegetal;

JOANA LATAS

— Matemdtica e os Mapas;
— Matemdtica e Curiosidades

Cada cartaz apresenta um breve enquadramento da Matemé-
tica nos diferentes temas da Natureza que sdo abordados.
Informagdo que é complementada em «Para saber mais».
Para terminar tém ainda associados um desafio «Mexer e
aprender» que, acompanhado de materiais manipuldveis
adequados, incentiva o publico a envolver-se em experién-
cias matemdticas relacionadas com os diferentes temas.
A exposicao «Matemdtica e a Natureza» foi inaugurada no
passado dia 5 de Setembro no Museu Nacional de Histéria
Natural e Ciéncia (MUNHAC) por ocasigo da Escola de Ve-
rdo de Matematica da Sociedade Portuguesa de Mateméti-
ca, dedicada este ano ao tema Matemética do Planeta Terra
http://mpt2013.apm.pt/index.php/exposicoes?id=99

Para conhecer um pouco melhor a exposicao poderé con-
sultar na pagina da APM em http://www.apm.pt/portal /in-
dex.php?id=22445. Esta exposicdo itinerante est4 j4 disponi-
vel para percorrer escolas, bibliotecas e outras instituicses
que venham a mostrar interesse na sua exibicao.

Para requisitar esta ou outra exposi¢do APM, contacte
crecursos@apm.pt.

JOANA LaTas
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Nurmn Planeta em risco, a Biologia desempenha um papel fundamental na explicacdo de fendmenos e
na compreensao e resolucdo de problemas do Planeta Terra e a Matemitica serd crucial para apontar
orientacdes e linhas de atuacao na definicdo de politicas de conservagio e preservacio de espécies em
vias de exting¢do.

Depois de uma visita até & Ciéncia Polar pelas maos do José Xavier e da Patricia Azinhaga, nesta edi-
cdo o Rogério Ferreira e o Pedro Sarmento, dois biélogos e investigadores, explicam como ¢ que as de-
cisdes que tomam nas investigacdes em que estdo envolvidos estdo impregnadas de Matemética. E na
Estatistica que é apoiada toda a andlise dos dados que recolhem no terreno e ¢ a partir dela que emer-
gem as resultados e recomendacBes. Neste artigo, s3o retratadas as questdes e as tomadas de decisio
inerentes a um método de investigacdo quantitativa na drea da biologia marinha. Vamos levantar um
pouco o véu dos bastidores da investigacdo e tornar explicita a interdependéncia entre a Matemitica e,

neste caso, a Biologia marinha.

Joana Latas

Pesca de espadarte e conservacdo
de tartarugas marinhas

A Zona Econémica Exclusiva Portuguesa, especialmente a
area ao redor do arquipélago dos Agores, é um importan-
te habitat de desenvolvimento de juvenis de tartaruga ca-
reta (Caretta caretta). Contudo, além do impacto crescente
da ingestdo e emaranhamento em plasticos e outros resi-
duos, estes e outros animais ameacados (como algumas
espécies de tubardes) sdo afetados pelas atividades pes-
queiras que os capturam em nidmeros preocupantes, aci-
dentalmente ou acessoriamente.

No inicio dos anos 80, quando os biélogos comecaram a
trabalhar com estas tartarugas nos Acores, a pergunta princi-
pal que faziam era: de onde vém estas tartarugas marinhas?
Afinal Portugal ndo tem praias de desova... Com a ajuda de
estudos de marcacdo/recaptura e genética descobriu-se que
estas tartarugas provinham de praias de desova dos EUA,
principalmente da zona entre Florida e Carolina do Norte.
As tartaruguinhas recém-eclodidas sao transportadas por
correntes até ao outro lado do Atlantico (figura 1), onde os
juvenis se desenvolvem nesse ambiente pelagico” durante
uma década, alimentando-se principalmente de cnidérios®

20

(e.g. 4guas-vivas/medusas), antes de regressarem para vi-
verem perto das suas praias de origem.

Nos anos 90, os investigadores Alan Bolten, Helen Mar-
tins e Karen Bjorndal alertaram a comunidade cientifica que
estas tartarugas se encontravam ameacadas pela pescaria
de espadarte (Xiphias gladius) no Atlantico Norte, com rele-
vancia para a drea ao redor do arquipélago dos Acores onde
a interaccdo aparentava ser elevada. A arte de pesca utili-
zada, o palangre de superficie, é composta por uma linha
madre, onde se acoplam os estralhos com os anzéis, sus-
penso a superficie por boias e deixado a deriva durante a
noite. As embarcacbes de maiores dimensdes e autonomia
podem facilmente largar mais de 50km de linha e 2000 an-
zbis e estender o seu esforco por todo o Atlantico.

Nos Acores, eram as maiores tartarugas presentes na
drea que estavam a engolir o isco dos anzéis, logo aquelas
que estavam prestes a regressar aos EUA. Esta classe de ta-
manhos é considerada como das mais importantes para a
sobrevivéncia da populacdo Norte Atlantica de tartarugas
careta, pois nestes tamanhos a mortalidade natural ¢ insig-

MATEMATICA DO PLANETA TERRA 2013
joana Latas

EDUCA(;,%O E MATEMATICA



RAL
NAYERTYS —
o

&
BERMUDA
SARGASSO

“Four o (—'1“‘:. 2

MEXICO

7o AZORES 235 DAYS_
= e

@ b B
L}
= CAPE VERDE
. -~
—_— 45_3,,23 Yo // IS.
s L] [ 2
T FANAVERAL 470 oAYE — "

NORTH ATLANTIC

DRIFT
.—-‘"’ /
— P
T e

Figura 1. Rotas de migracao de tartarugas entre Flrida e Acores e entre Acores e Flérida (Cortesia da NOAA Fisheries).

nificante. Na Gltima década, assistiu-se a um declinio bas-
tante acentuado no nimero de fémeas desta espécie a de-
sovar na Florida, um declinio que poder4 estar associado
ao aumento da pesca de espadarte no Atlantico Norte. Com
isto em mente, foram realizadas experiéncias em embarca-
¢bes comerciais de modo a investigar formas de reduzir a
captura destes animais.

Sabia-se que a captura de tartarugas na pesca ao espadarte
nos Agores era mais elevada em determinados meses e lo-
cais que noutros. Desta forma, os investigadores averigua-
ram o porqué dessas diferencas.

As hipéteses iniciais seriam que os pardmetros investiga-
dos (varidveis independentes) ndo teriam efeito na variacio
observada no niimero de tartarugas capturadas, por 1000
anzois, (varidvel dependente) para cada lance de pesca.

As varidveis neste estudo concreto foram obtidas paralela-
mente a uma experiéncia de modificacdo da arte de pesca.
A metodologia utilizada na experiéncia foi igual em todos
os lances de pesca. Dentro das varidveis disponiveis, tan-
to ambientais como pesqueiras, foram seleccionadas ape-
nas as que poderiam afetar o nimero de tartarugas captu-
radas por lance.

Temperaturas do mar,  superficie, foram recolhidas atra-
vés de detecao remota, no 4mbito do projecto «AVHRR Oce-
ans Pathfinder» desenvolvido pela NASA e NOAA e dispo-
nibilizado gratuitamente (http:// podaac.jpl.nasa.gov).

A profundidade foi medida com uma sonda, apenas du-
rante a largada, no inicio e final de cada segmento do apa-
relho de pesca. Como varidveis utilizaram-se as profundi-
dades média e a minima. '

O estado do tempo foi calculado através da Escala de
Beaufort e consistiu na observacio média da velocidade do
vento e seus efeitos na superficie do mar.
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A drea varrida, ou deslocagdo do aparelho de pesca, foi
calculada através das posicdes de GPS (Global Positioning
System) do infcio e final de cada segmento do aparelho de
pesca, durante a largada e recolha.

O tempo de imersdo corresponde ao tempo que cada
segmento do aparelho de pesca permaneceu a pescar.

A fase lunar foi calculada através da fraco iluminada da
lua para cada lance de pesca e disponibilizada pelo sitio da
USNO (http://aa.usno.navy.mil/).

A obtencdo de dados em cooperacio com as actividades
pesqueiras resulta ser um método de estudo bastante efi-
caz e ndo dispendioso. Por exemplo, os estudos sobre a dis-
tribuicdo das tartarugas e identificagdo de habitats peldgi-
cos sdo normalmente efetuados através de transmissores
de satélite, de elevado custo, logo condicionado ao nime-
ro de transmissores financiados.

Os instrumentos utilizados foram essencialmente trés
e todos eles precisam de matemadtica ou para funcionar ou
para interpretarmos os dados que nos fornecem. A saber:

Sonda: emite um som perpendicular e através do tem-
po que o seu eco demora a ser recebido d4-nos a distincia
da embarcacdo ao fundo do mar.

GPS: utiliza o posicionamento entre 4 satélites para nos
dar a posicdo no globo terreste.

Deteccio remota: neste caso obtido por sensores insta-
lados nos satélites, é necessario 2 anélise e calibracdo dos
dados com valores obtidos em estacdes terrestes e a cor-
recgao dos espagos em branco e erros, para tal desenvol-
vem-se algoritmos.

O statistica é um programa de tratamento de dados. Permi-
te aplicar uma considerdvel bateria de testes que vao des-
de estatistica descritiva até modelos de elevada complexida-
de. No entanto, neste momento o programa de estatistica
mais utilizado é o R. Funciona em plataforma aberta e tem
mais de 500 pacotes adaptados a diversos fins que vao des-
de modelos simples até aplicacdes em geo-estatistica. Ini-
cialmente, houve alguma resisténcia na sua utiliza¢io pelo
facto de exigir que os utilizadores saibam programacio (lin-
guagem R), mas devido as suas enormes potencialidades
veio para ficar.

Regra geral, estes tipos de dados pesqueiros nao obede-
cem a distribuicées normais. Os modelos lineares gene-
ralizados (GLM) s3o métodos estatisticos muito flexiveis
que surgem como uma alternativa ndo paramétrica da re-
gressdo linear e que permitem que as varidveis de resposta
tenham uma distribuicdo ndo normal, o que se verifica na
maior parte dos casos. Ao generalizarem as regressdes li-
neares entre as varidveis explicativas e as de resposta per-
mitem a linearizacdo do modelo através de uma fung¢io de
ligacao (log, logit, etc.). Com alguma facilidade pode deter-
minar-se quais as varidveis que tém uma influéncia signifi-
cativa sobre a varidvel de resposta, atuando isoladamente
ou em combinacdes.

Como as varidveis em estudo s3o continuas, a distribuicdo
de Poisson ¢ adequada, por isso pode ser usada em GLMs
(Poisson). Esta distribui¢ao pode causar-nos desvios acen-
tuados no modelo, devido ao excesso de zeros. Por esse mo-
tivo, podem usar-se modelos zero-inflacionados que permi-
tem a presenca de um elevado namero de zeros.

Tabela 1. Valores de probabilidade (p), erro padréo (ep) e estimativa obtidos para os 7 parametros investigados
através da andlise GLM em relacdo ao CPUE (n ind./1000 anzéis) de tartarugas careta, tubardes azuis e
espadartes. Os parametros significativos (alfa < 0.01) encontram-se em negrito.

Parametros CPUE tartaruga careta CPUE tubar3o azul CPUE espadarte

J p ep  estimativa P ep  estimativa [+ ep  estimativa
Prof. minima 0.595 0.00 -0.0002 0.272 0.00 0.0001  0.007 0.00 0.0005
Prof. média 0.002  0.00 0.0014 0.000  0.00 0.0014 0.059 0.00  -0.0004
Temperatura do mar ~ 0.000 0.09 0.5773  0.000 0.02 -0.3359  0.055 0.03 —0.0632
Estado do tempo 0.712 0.09 -0.0262 0.000 0.03 0.1230 0.738 0.04 0.0127
Area varrida 0.127 0.00 0.0018 0.013 0.00 0.000¢ 0.683 0.00 0.0002
Tempo de imersio 0.167 1.54 21274  0.000 0.56 2.7612  0.012 0.82 2.0699
Fase lunar 0.032 0.26 -0.5615  0.016 0.07 -0.1781  0.140 0Mn 0.1696
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Figura 2. Numero de tubardes azuis e tartarugas careta por
1000 anzdis (CPUE) e por classe de profundidade média
(m). Barras representam o erro padrao.

ULTAD

E com base na andlise estatistica que os investigadores po-
dem aceitar ou rejeitar as hipéteses iniciais. Neste caso, da
andlise GLM resultou a tabela apresentada (Tabela 1).

Consideramos que aceitamos a hipdtese se o nivel de
significancia, representado por p, for inferior a 0,01. Quanto
a escolha do nivel de significancia ser 0,01 ou vez do habi-
tual 0,05, podemos verificar que a varidvel fase da lua, com
o nivel de significdncias escolhido n3o sugere relacdo com
a captura de tartarugas, enquanto, se fosse considerado o
valor 0,05, tal relacao ja seria considerada significativa. Esta
opgdo evita assim erros do tipo 1 (acreditar que existe rela-
¢do quando afinal n3o existe).

O estudo também indicou uma maior sobreposicio de
habitats entre as tartarugas careta e os tubardes azuis (Prio-
nace glauca) do que entre as tartarugas e os espadartes. Esta
relacdo estd relacionada com a conjugacio de vérios fato-
res (andlise de gréficos dos meses de maior captura de tar-
tarugas e a analise GLM da profundidade média e da tem-
peratura, esta tltima sugere-nos que a relacio foi oposta
entre as duas espécies).

Simplificando, se olharmos apenas para os meses de
maior captura de tartarugas, a captura de tartarugas é mais
elevada se a pesca se dirigir ao tubardo, que se diferencia
da pesca dirigida ao espadarte fundamentalmente em rela-
¢3o i localizacdo. Esta relacdo é sugerida pela profundida-
de média (local) que estd relacionada positivamente entre
as capturas das duas espécies (figura 2), embora a relacio
da temperatura (sazonal) seja oposta (figura 3).

De outros estudos ja se sabia que as tartarugas estavam
presentes nos Agores em maior niimero quando a tempera-
tura da dgua é mais elevada (Agosto a Outubro). Esta con-
clusdo é suportada pela ultima informacao com a anélise

70 4
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Figura 3. Numero de individuos por 1000 anzéis e por
més para tubarGes azuis, espadartes e tartarugas careta.
Numero de lances ¢ apresentado dentro de paréntesis e as
barras representam o erro padrio.

da tabela GLM na varidvel temperatura da superficie do mar
estava positivamente e significativamente relacionada com
a captura de tartarugas (mais tartarugas nesta regido mais
interacgdes com a pesca)

No entanto, hd que ter em atencdo na interpretacio dos
resultados que.as embarcactes de maior capacidade alter-
nam a espécie alvo entre espadarte e tubarao azul. Quando
a pesca ¢ direcionada para o espadarte, a atividade termina
mais cedo e menos tartarugas sio capturadas. Por sua vez,
quando a pesca € dirigida ao tubardo, a pesca é mais lenta
(devido ao maior niimero de animais capturados e muitos
ainda estarem vivos) e mais tartarugas sdo capturadas. Isto
porque as tartarugas estdo mais activas durante o dia.

As tartarugas juvenis agregam-se perto de estruturas oce-
anograficas, como frentes termais e redemoinhos, relacio-
nadas com grandes correntes e caracteristicas topograficas
do fundo e em intervalos de temperatura especificos e ne-
cessarios para o seu metabolismo, visto serem animais de
sangue frio. Contudo, estas dreas de elevada produtividade
sdo também as dreas utilizadas pela frota de pesca. A su-
gestdo principal do artigo apontou para, através da previ-
sao da distribuicdo espdcio-temporal das tartarugas care-
ta, reduzir as interac¢des com a pesca.

A interacdo deste tipo de pesca com as tartarugas ma-
rinhas nos Acores poderia ser diminufida através da regula-
¢do da pesca de tubardo azul que, como a tartaruga careta,
¢ uma espécie ameacada devido & sobre-exploracdo e que
utiliza as dguas dos Acores como zona de maternidade.

Outras experiéncias paralelas, utilizando vérios tipos de
anzdis, mostraram que com o uso de anzdis circulares se
capturam menos tartarugas e é mais fécil libertar as mes-
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mas, pois sdo capturadas predominantemente pela boca,
apresentando menos ferimentos graves. Por outro lado, sus-
peita-se que a utilizagdo de anzdis circulares nos Acores po-
deria levar ao aumento da captura de tubardes azuis, isto
porque o anzol circular ¢ mais indicado para tubarges do
que para espadartes e isso poderd ter alguma influéncia na
seleccao da espécie alvo da pescaria.

Outra medida identificada para reduzir o impacto des-
ta pescaria nas tartarugas seria aumentar a consciencializa-
¢do dos pescadores para a sua conservacdo. Se a embarca-
gdo parar e gentilmente se puxar a tartaruga, icando-a com
um camaroeiro, o impacto fisico nas tartarugas reduzir-se-4
drasticamente. O uso de técnicas de remocgao de anzéis, de-
senvolvidas especialmente para causarem menos dano nas
tartarugas, também reduzird a mortalidade das mesmas.

Além destas, a definicao de uma politica de mitigacdo
das capturas acessorias que requeresse que as embarcacdes
apos elevada captura de tartarugas procurassem outra drea
de pesca, ou mesmo a proibicdo da pesca em 4reas espa-
cio-temporais identificadas como de elevada probabilidade
de agregacdo de tartarugas careta, poderia também com-
plementar o propésito de reduzir a captura de tartarugas.

Claro que, na pratica, primeiro hd que sensibilizar os
pescadores para que tratem com cuidado os animais cap-
turados. Depois, seguir a pescaria, através da colocagio de
observadores em grande parte da frota, e s6 af implemen-
tar as proibi¢tes e obrigacbes que se provem necessdrias.

Notas
1" Ambiente peldgico: zona ecolégica ocupada por organis-
mos que nao dependem diretamente do fundo do mar.

A captura acidental de tartarugas associada 3 pesca de espa-
darte e de tubarao ao largo dos Acores é preocupante para
a comunidade cientifica, assistindo-se posteriormente a um
declinio acentuado do niimero de tartarugas fémeas desta
espécie aquando da desova na Florida. Para estudar o fené-
meno um grupo de bidlogos e investigadores partiram para
uma investigagao onde a estatistica esteve sempre presente.
Os resultados do estudo sugerem que as varidveis tempera-
tura superficial do mar que foi recolhida através de detecio
remota, no dmbito do projeto «AVHRR Oceans Pathfinders
desenvolvido pela NASA e NOAA (http:// podaac.jpl.nasa.
gov) e profundidade média que foi medida através de uma
sonda s3o as que influenciam na captura de tartaruga.
Nesta tarefa propomos uma abordagem desses dos da-
dos recolhidos no referido estudo. Esta tarefa dirige-se es-
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@ Cnidaria: é o Filo onde se incluem os mais simples ani-
mais marinhos. Deve o seu nome as células urtican-
tes que possui, os cnidécitos.
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pecialmente a alunos do Ensino Secundario, em particular
de Matematica B e MACS no estudo de distribuicdes bidi-
mensionais em articulacdo com medidas de localizacdo e
representacao de dados em diagramas de extremos e quar-
tis. Para a realizagao da atividade é necessdrio descarregar
o ficheiro temperatura_profundidade que esta disponivel jun-
to a versdo online da revista E&M http://www.apm.pt/por-
tal/em.php e na pagina do MPT na APM http://mpt2013.
apm.pt/index.php/mpt-na-e-m.

Agradecemos ao Rogério Ferreira por ter partilhado con-
nosco os dados para a elaboracao desta tarefa.

SONia BARBOSA
AG RUPAMENTO DE EscoLAs ALVARO VELHO
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MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

VAMOS AJUDAR A SALVAR AS TARTARUGAS CARETAS

1. Classifica, quanto a sua natureza, as varidveis que influenciam a captura de tartarugas.

2. O ficheiro temperatura_profundidade contém os dados referentes  captura das tartarugas caretas tendo em conta
atemperatura da 4dgua a superficie e a profundidade a que foram capturadas.

Com base nos dados obtidos preenche a seguinte tabela usando as fungdes Média e Med do programa Microsoft

Excel.

Numero de
tartarugas caretas
capturadas

Média da
temperatura
da dgua

Mediana da
temperatura
da dgua

Média da
profundidade
da dgua

Mediana da
profundidade
da dgua

0

518,4

414,4

10

1

12

13

15

MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

SETEMBRO I

OUTUBRO #124

25




3. Com base nos dados do estudo foram construfdos os seguintes diagramas de extremos e quartis das duas varid-
veis que sugerem influenciar a captura das tartarugas caretas.

12000 [+ o I I = = 240
o -
230 E e
1000,0 r b

.0

@
B
o

1
I
—

profundidademédia
2
=
1
I
| e =2 |
temperaturasuperficie
I
o
b

200

3 180+

200,01 1.0+

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
4 ] B 7 L} L] 12 13 15 o 1 2 3 4 5 8 T a 12 13 15

]
[
i

tartarugascapturadas tartarugascapturadas

Tendo em conta os resultados obtidos nas medidas de localizacdo, o que se pode concluir acerca da influéncia da
temperatura da dgua e da profundidade a que a pesca se realiza na captura das tartarugas?

4. Com o objetivo de verificar o tipo de associa¢do quadrética entre a captura das tartarugas e a profundidade da
dgua, foi elaborado um diagrama de dispersao.
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Numero de tartarugas capturadas

Qual dos valores apresentados foi o coeficiente de correlacdo entre a temperatura a superficie da dgua e o nume-
ro de tartarugas caretas capturadas? Numa pequena composi¢o, explica porque ndo pode ser nenhum dos ou-
tros trés, apresentando, para cada um deles, uma razdo pela qual rejeita.

A) R=-0,4 B) R=0,99 C) R=0,54 D) R=0

5. Com recurso aos dados do ficheiro temperatura_profundidade representa no programa Microsoft Excel um diagra-
ma de dispersao que relacione o niimero de tartarugas caretas capturadas e a temperatura da dgua a superficie.
5.1. Qual o valor do coeficiente de correlagdo linear encontrado? Classifica o tipo de associagdo e o grau de asso-

ciagdo linear entre as duas varidveis.

Nota: para determinar o coeficiente de correlag@o linear deve ser usada a seguinte sequéncia de comandos:
ferramenta de gréfico = estrutura — esquema de grafico 3. Selecionar a reta e escolher «mostrar o valor de
R? no graficos.

5.2. Considera a equagao y=ax+b, reta de regressdo linear das varidveis nimero de tartarugas capturadas (x) e
temperatura a superficie da dgua (y). Determina os valores a e b. Faz uma estimativa para o niimero de tarta-
rugas capturadas se a temperatura a superficie da dgua é igual a 23°C.

Nota: Selecionar a reta e escolher «mostrar equacdo no gréfico».

6. Com base neste estudo poderdo ser dadas recomendacdes para as frotas pesqueiras de espadarte e de tubardes

aquando da pesca. Assim, indica algumas recomendacdes a dar para a preservacdo das tartarugas caretas.
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Ensinar e'aprender fhatemética com.
criatividade dos: 3 aos 12 anos

\,4.

NfELiA AMADO.- RosA Al

1

Realizou-se no passado dia 28 de junho de 2013, na Esco-
la Superior de Educacio do Instituto Politécnico de Viana
do Castelo, o 1.° Encontro Ensinar e Aprender Matemati-
ca com Criatividade dos 3 aos 12 anos.

A criatividade matemdtica tem vindo a merecer grande
relevo nos ltimos anos tanto entre matematicos como en-
tre educadores matematicos, existindo mesmo uma Con-
feréncia Internacional sobre Criatividade em Matemdtica
que vai jd na sétima edigdo e diversos grupos que refle-
tem e debatem regularmente este tema, por exemplo no
ICME (International Congress of Mathematics Education) ou
no CERME (Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education).

A criatividade é uma caracteristica inerente ao saber ma-
temadtico e embora esteja, muitas vezes, associada a geniali-
dade ou a habilidades excecionais, ela pode ser amplamente
estimulada na populacio escolar em geral. E uma capacida-
de que nem sempre ¢ visivel em contexto de sala de aula,
sobretudo devido a falta de tempo e de espaco para ativida-
des livres, bem como para reflexdes informais, dois aspe-
tos, entre outros, importantes para desenvolver ideias es-
pontineas e iluminacdes que provém do senso comum.

Os alunos tém imensas capacidades naturais de inova-
¢io, pensamento criativo e formas alternativas de ver as coi-

TONIA TOMAS FLRREIR_\

Mt AL

sas que devem ser estimuladas para que se possam reve-
lar e desenvolver. O processo de ensino-aprendizagem da
matematica deve, assim, incluir atividades que estimulem
o desenvolvimento da criatividade de todos os alunos, tan-
to os mais fluentes e com melhor desempenho na discipli-
na, como também aqueles que, tendo potencial matemati-
co, se veem impedidos de manifestar as suas habilidades
devido a condicionalismos curriculares.

O 1.° Encontro Ensinar e Aprender Matemdtica com Cria-
tividade dos 3 aos 12 anos procurou sensibilizar a comuni-
dade educativa, particularmente educadores de infincia e
professores dos 1.° e 2.° ciclos do ensino basico em Portu-
gal, para a necessidade de valorizar a criatividade no pro-
cesso de ensino-aprendizagem da matematica, destacando
algumas estratégias que contribuem para o desenvolvimen-
to da criatividade matematica dos nossos alunos.

O programa do encontro foi bastante rico e diversifi-
cado: duas conferéncias plenirias, catorze comunicagdes
orais e dezassete em poster, quatro sessdes praticas e ain-
da uma Feira de Ideias Criativas que contou com uma di-
zia de propostas inovadoras.

Apbs a sessido de abertura, teve lugar a primeira confe-
réncia a cargo de Maria de Fatima Morais, da Universida-
de do Minho, que abordou o conceito de criatividade em
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geral e apresentou formas de o desmistificar e operaciona-
lizar na escola. Na parte da tarde foi a vez de Susana Car-
reira, da Universidade do Algarve, realcar a importancia da
criatividade na resolugio de problemas e destacar que esta
ndo é uma caracteristica exclusiva dos alunos mais dota-
dos ou de desempenho mais elevado em matemética.

As sessdes praticas captaram a atencdo dos participantes
e rapidamente encheram. Numa delas fez-se Uma viagem
pela Geometria; noutra tudo girou em torno de uma histé-
ria: Era uma vez ... a matemdtica! A sessdo sobre O Scraich
na aula de matemdtica, debrucou-se sobre a criatividade e
as tecnologias e, por ultimo, noutra sessio prética ficou a
questdao Ndo sou nada criativo... e agora?

Apobs o almogo, o programa do Encontro prosseguiu
com a apresentacao e discussao dos varios posters expos-
tos, seguindo-se um conjunto largo de comunicacdes orais
organizadas em sessdes paralelas, sempre com espaco para
discussdo e troca de ideias.

Os participantes foram ainda convidados a apresentar
a construgao original de um cubo ou uma constru¢ao com
varios cubos. A criatividade foi o fator determinante para a
avaliacdo das diversas producdes apresentadas, de diferen-
tes tamanhos, construidas com diferentes materiais e com

propésitos de uso também bastante diversificados. Os cubos

CASIO é muito +

CASIO A CORES PARA TODOS OS NIVEIS DE ENSINO

Aprovada para o Secundario

estiveram expostos durante todo o Encontro e no final do
dia foram sujeitos a votacdo pelos participantes em relacio
a sua originalidade. Houve ainda um desafio proposto a to-
dos os participantes logo no inicio do Encontro. Depois da
Feira de Ideias Criativas, durante o lanche de encerramen-
to, foram anunciados os nomes dos vencedores destas duas
competicoes e feita a entrega dos respetivos prémios.

O ntimero de participantes neste Encontro excedeu as ex-
petativas da organizacdo. Estiveram presentes cerca de 200
participantes de todo o pais e de todos os niveis de ensino,
0 que sugere que, de facto, os agentes educativos compre-
endem o valor da criatividade na matemdtica escolar.

Para terminar, deixamos uma palavra de apreco aos ele-
mentos da organizacdo deste Encontro pelo excelente tra-
balho realizado e fazemos votos para que este tenha sido
o primeiro, de muitos encontros, dedicados i criatividade
matematica.
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O PROBLEMA DESTE NUMERO

Na ilha de Boole

JOSE PAULO VIANA

A ilha de Boole ¢ habitada por duas tribos: os Verks, que dizem sempre a verdade, e os Falks, que mentem sempre. Quan-

do 14 estive, fui jantar com quatro habitantes chamados Aok, Bok, Cok e Dok.

Quando me interroguei sobre as respetivas tribos, disse-me Aok: «Exatamente um de nés os quatro é falks.

Bok acrescentou: «N6s os quatro somos falks».

Baralhado, perguntei a Cok: «Aok é verk?». A resposta que ele deu nao me permitiu ficar a saber o que era Aok.

A que tribo pertence Dok?

COINCIDENCIAS

O problema proposto no numero 122 de Educacéo e Mate-
mdtica foi o seguinte:

O Tiago escreveu a idade dele e a do irmao, uma encostada d
outra. Ao olhar para o tnico nimero assim obtido, o Daniel
comentou:
— Repara na coincidéncia: estd aqui precisamente o qua-
drado da idade do nosso pai.
— Pois ¢, —disse o Tiago. — Mas o mais curioso é que da-
qui a onze anos isto volta a acontecer.
Que idades tém eles?

Recebemos 15 respostas: Alberto Canelas (Queluz), Alice
Martins (Torres Novas), Carlos Dias (Torres Vedras), Catarina
Ferreira (Lamego), Elsa Oliveira, Ema Modesto & Jodo Pine-
da (Aveiro), Francisco de Matos Branco (Ovar), Graga Braga
da Cruz (Ovar), Hugo Silva, Jodo Barata (Castelo Branco),
Luis Lopo (Montijo), Paulo Gouveia, Pedrosa Santos (Cal-
das da Rainha), Silvia Neves, e Telma Carneiro (Braga)

Apareceram duas estratégias de resolucio.

O Hugo, a Alice e o Luis usaram a folha de célculo. De-
mos a palavra ao Hugo:

Para responder a esta questdo recorri a uma folha de cdlculo, como
por exemplo a do Microsoft Excel. Numa coluna (A) coloquei idades
que considerei aceitdveis para se ser pai. Noutra (B), coloquei o qua-
drado dessas idades. Depois criei funcdes que separavam do quadrado
da idade do pai, as idades dos irmdos (naturalmente considerei que as
idades de cada irmdo ndo poderia ter mais que dois algarismos). Por
fim e por inspecdio, encontrei as idades dos irmaos que satisfaziam a
segunda condigdo do enunciado.

(Respostas até 31 de dezembro para zepaulo46@gmail.com)

Os restantes seguiram por via analitica, raciocinando de
formas muito semelhantes. Eis a resolu¢o da Graga e do
Pedrosa Santos:

Comecemos por admitir que as idades dos dois irmaos
sdo numeros de dois algarismos.

Sejam:

n o nuimero obtido pelo Tiago ao escrever a idade dele
e a do irmdo uma encostada 2 outra,

p a idade atual do pai.

Entao,

n=p*

Onze anos depois, p aumenta 11 e n aumenta 1111, logo:
n+1MM=(p+11)2 = n+ 1M =p*+22p+121 =
@ (substituindo n) = p?+11M1=p*+22p+121 =
< 1M =22p+121 & p=45

O pai tem 45 anos.
Como 452=2025, o Tiago tem 20 anos e o Daniel 25.

O PROBLEMA DESTE NUMERO
s¢ Pallo Viana
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ESTATISTICA NA EDUCACAO MATEMATICA ANA PAULA CANAVARRO

O presente nimero da seccdo tem dois contetidos distintos. Um deles procura reforcar a divulgacio de algumas inicia-
tivas relacionadas com o Statistics2013, o outro é um artigo da autoria de Marisa Gregorio, da EB. E,3 da Pontinha. Que-
remos no entanto chamar a atencao para a seccao dos Materiais para a sala de aula incluidos na seccio Matemitica do
Planeta Terra 2013, apresentada por Sénia Barbosa e intitulada Vamos ajudar a salvar as tartarugas caretas, que constitui
um excelente recurso para trabalhar em modelagio estatistica no ensino secundario.

Entre as iniciativas relacionadas com o Statistics2013 — que, relembramos, tem um site http://www.statistics2013.
org/ com diversos recursos que podem ser mobilizados para trabalhar com alunos de diversas idades, sublinhamos a
disponibilizac@o das estatfsticas do dia, que , para além do seu caracter informativo, podem inspirar investigacdes estatfs-
ticas para a aula de Matemitica.

Jé o artigo de Marisa Gregorio, com o titulo Média: O procedimento e a compreensio, discute o conceito de média e a
sua utilizacdo pelos alunos, sublinhando a necessidade de estes aprenderem a usa-lo com espirito crtico. Corresponde
a um bom prolongamento e aprofundamento das ideias que o Pense Nisto, publicado nesta seccdo na EM122, quis inter-
pelar, ao desafiar as metas curriculares no que diz respeito  estatistica.

Divulgamos ainda a ICOTS 2014, a maior conferéncia internacional sobre o ensino da Estatistica.

Ana Paula Canavarro, Universidade de Evora [apc@uevora.pt]

Estatisticas do dia

No site do ano internacional da Estatistica sdo diariamente
disponibilizadas estatisticas por diversas entidades oficiais
que produzem estatistica um pouco por todo o mundo. Es-
sas estatisticas referem-se em geral a aspetos da socieda-
de de um pais ou do mundo, e algumas delas podem ser
bons pontos de partida para tarefas de investigaco ou pro-
jetos mais alargados e até interdisciplinares com interesse
para os alunos. Pode consultar-se em http://www.statis-
tics2013.org/statistic-of-the-day/ o arquivo das estatisticas
ja publicadas.

Nos dias 19 e 20 de Outubro foram dadas a conhecer as
seguintes:

19/10/2013 O século 20 assistiu ao maior crescimento
que alguma vez se tinha verificado na populacio mundial

A ICOTS — International Conference on Teaching Statis-
tics — iniciou-se em 1982 e desde af teve oito_édigﬁes.
De alguma forma, corresponde aos «Jogos Olimpicos»
das conferéncias no dominio, nao sé porque se realiza
apenas de 4 em 4 anos, como porque retine os maio-
res especialistas e um enorme nimero de participantes.
A préxima, ICTOS 9, realiza-se em Flagstaff, no Arizo-
na, entre 13 e 18 de Julho, e tem como tema «A susten-
tabilidade da Educacdo em Estatistica». A quem possa
interessar: http://icots.net/9/

durante um século. No inicio, existiam 1.6 bilides de pes-
soas; no final, o nimero era de 6.1 bilides. Fonte: Human
Population Growth and International Migration.

20/10/2013 Espera-se que a popula¢do mundial aumen-
te outro bilido em 12 anos, criando necessidades sem pre-
cedentes a nivel de alimentagdo, 4gua, energia e emprego.
Fonte: The Millennium Project.

Deixamos aqui o desafio de usar estas estatisticas para
trabalhar com os seus alunos — quem sabe poderd elaborar
uma tarefa e devolver a revista Educacao Matemitica....

ESTATISTICA NA EDUCACAO MATEMATICA

Ara Paula Canavarro
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Média: O procedimento e a compreensdo

MARIsA GREGORIO

O conceito de média é largamente utilizado pelos mais va-
riados meios de comunicacdo, jornais, revistas, televisdo,
internet. Este conceito estatistico é usado na vida quotidia-
na bem como em outras disciplinas e o seu conhecimento
¢ necessdrio em muitas profissdes. Conhecer bem o con-
ceito de média, saber o que significa e quando se deve ou
nao usar ¢ muito importante para o desenvolvimento do
espirito critico.

A APRENDIZAGEM DO CONCEITO DE MEDIA

O simples conhecimento de conceitos e procedimentos nao
é sinénimo da sua compreensao. Isso acontece com todos
os conceitos, incluindo, naturalmente, o de média. Muitas
vezes, o primeirc contacto dos alunos com informacio e
com conceitos estatisticos ndo é feito na escola mas sim fora
desta, mas isso ndo ¢ garantia da compreensdo do seu sig-
nificado. O conceito de média, como muito outros, é mais
complexo do que pode parecer a primeira vista, razdo pela
qual é necessario um cuidado especial ao trabalho desen-
volvido na sala de aula a seu respeito.

Saber construir um gréfico ndo é garantia da sua com-
preensdo, assim como saber calcular a média n@o é prova
do reconhecimento do seu significado. Quando questiona-
mos os alunos acerca da média, muitos irdo indicar o pro-
cedimento para calcular a média de dois valores. Muitos di-
rdo até corretamente que para calcular a média de um grupo
de valores somam-se todos os seus elementos e divide-se
o resultado da soma pelo nimero de elementos. Mas terdo
dificuldade em responder a questdes como: O que significa
esse procedimento? Que informagao nos da? O que é que
podemos saber através dele? Serd sempre possivel calcular
a média de um conjunto de dados? E sempre um bom indi-
cador acerca das caracteristicas de um grupo de dados?

A média é a medida de localizagdo mais vulgarmente
utilizada para sintetizar informac@o contida num conjunto
de dados. E um bom representante de um conjunto de da-

dos quando estes se distribuem de forma aproximadamen-
te simétrica com uma zona central de maior concentracdo
e sem valores muito grandes ou muito pequenos relativa-
mente & maior parte dos dados. No entanto é necessério
ter alguns cuidados quer na sua utilizacdo e na sua inter-
pretacdo, pois existe o risco da informagdo que ela traduz
nao ter qualquer utilidade ou ser enganadora.

Este artigo relata uma sequéncia de aprendizagem so-
bre o tema da Organizagdo e Tratamento de Dados que vi-
sou a exploragao do conceito de média privilegiando a sua
compreensdo e ndo apenas a aprendizagem do procedimen-
to para a sua determinagdo. Tratou-se de uma experiéncia
de ensino no dmbito do Mestrado de Educag@o, tendo por
base diversas tarefas cujo objetivo era contribuir para de-
senvolvimento da literacia estatistica em alunos do 2.° ci-
clo. Pretendia-se fomentar o sentido critico dos alunos e
promover o desenvolvimento de capacidade de argumen-
tagdo para as suas tomadas de posicdo e fundamentacio
das suas opinides sobre os mais variados temas relaciona-
dos com a sua vida civica ativa atual e futura.

DINAMICA DAS AULAS

A atividade realizada na sala de aula envolveu diferentes mo-
dos de trabalho dos alunos, em especial o trabalho de gru-
po e o trabalho individual, tendo sempre por base a aborda-
gem de ensino exploratério. O trabalho em grupo, j& familiar
aos alunos, por ter sido implementado desde o inicio do
ano e frequentemente utilizado em todos os temas leciona-
dos incidiu em tarefas de introdugdo e consolidacio. Esta
opgdo teve como objetivo possibilitar aos alunos a aquisi-
¢ao dos conhecimentos e procedimentos mateméticos com
significado e desenvolver capacidades como a resolucao de
problemas, o raciocinio matemitico e a comunicagdo ma-
temdtica. O trabalho individual ocorreu nos momentos de
aplicacdo e verificacdo da aprendizagem dos conceitos, o
que permitiu dar visibilidade aos progressos ou dificulda-
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des dos alunos, uma vez que o trabalho em grupo pode di-
luir as fragilidades individuais e realcar as capacidades dos
elementos com melhor desempenho.

As aulas decorreram em quatro fases: (i) Apresentacao
da tarefa; (i) Trabalho auténomo dos alunos, (jii) Discus-
sdo coletiva e (iv) Sintese final (Ponte, 2005). Nas discus-
soes coletivas, os alunos apresentavam aos colegas o seu
trabalho. Com estas discussoes pretendia nao sé que os alu-
nos conhecessem, discutissem e validassem os processos
utilizados na resolugdo da tarefa, mas também que argu-
mentassem as conclusdes retiradas, de modo a fomentar a
participagao critica de todos os alunos, desenvolvendo des-
ta forma processos de comunicacdo. A dinamizacao destas
discussdes procurou seguir as indicagdes do modelo apre-
sentado por Stein, Engle, Smith, & Hughes (2008). Este

A Inés, a Sara, o Raul, o André e a Eva estdo a angariar
dinheiro para uma viagem de estudo. Observa as quan-
tias que cada uma das criangas conseguiu angariar.

= = T — o —
g qe ‘\ dqc \ A \
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Inés Sara Raul André Eva

1.1. Os cinco amigos decidiram juntar todo o dinheiro
obtido e dividir igualmente pelos cinco. Com que
dinheiro ficou cada uma das criangas?

1.2. Observa o gréfico que representa a quantia que cada
uma das criancas tinha no seu mealheiro.

i Zate LT

1.2.1. Assinala a vermelho a linha correspondente
a quantia com que cada uma das criancgas fi-
cou no final da divis3o.

1.2.2. Explica uma possivel forma de distribuir a
quantia existente em cada um dos mealhei-
ros para que cada crianca ficasse exatamen-
te com a mesma quantia.

TAREFA: POUPAR PARA PARTILHAR
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modelo ¢ constituido por cinco préticas: (1) antecipar as
resolucdes dos alunos; (2) monitorizar o trabalho dos alu-
nos e o seu envolvimento nas tarefas; (3) selecionar deter-
minados alunos para apresentarem o seu trabalho; (4) se-
quenciar as resolucdes dos alunos que serdo apresentadas;
(5) estabelecer conexdes entre resolucdes e ideias mate-
madticas. De realcar este tltimo momento como primordial
para a reorganizagdo das ideias preconcebidas dos alunos
e para a formalizacdo dos conceitos e construcio de novos
conhecimentos.

Neste artigo serdo apresentadas algumas tarefas traba-
lhadas ao longo da sequéncia de aprendizagem que teve
inicio no 5.° ano e seguimento no 6.° ano. Elas pretendem
exemplificar a tipologia de tarefas e o trabalho desenvolvi-
do pelos alunos.

A primeira tarefa (Poupar para partilhar) teve como objetivo
introduzir o conceito de média explorando a compreensao
da sua representagdo num grafico de barras. A tarefa pro-
curava salientar que no cdlculo da média intervém todos os
valores da amostra e que esta é o niimero que «equilibra»
os grandes valores com os pequenos valores.

Em relagdo ao item 1.1. os alunos n3o revelaram qual-
quer dificuldade. Os valores em causa eram simples, pelo
que, nas suas resolugdes os alunos recorreram ao algorit-
mo da divisdao da soma de todos os valores pelos cinco ami-
gos. O item 1.2.1. também n3o suscitou dificuldade, tendo
todos os grupos assinalado corretamente uma linha hori-
zontal representando o valor pedido (20e€).

Em resposta ao ultimo item (1.2.2.), os alunos fizeram
diferentes distribuices das quantias pelos cinco amigos e
todos os grupos chegaram ao valor correto (20 euros). Este
item tinha por objetivo levar os alunos a compreenderem
a dindmica subjacente ao conceito de média. Da discussio
resultante da apresentacao das resolugGes dos diversos gru-
pos, os alunos revelam a compreensao da média como dis-
tribuicdo equitativa dos valores da amostra. Atribuindo o se-
guinte significado: «Se todos os alunos tivessem obtido a
mesma quantia, cada um teria obtido 20 euros.»

Durante a sintese da tarefa foi apresentado aos alunos
o significado matematico desse valor e apresentada a de-
signagdo de média.

OUTRAS TAREFAS

Ao longo da sequéncia did4tica foram trabalhadas varias ta-
refas com o objetivo de explorar as propriedades e o signi-
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ficado da média em contexto concreto:

(i) A média é um valor compreendido entre os valores
extremos dos dados, nunca podendo ser menor que
o minimo nem maior que o valor méximo;

(i) Que o valor médio ¢ influenciado por todos os va-
lores dos dados;

(iii) Que n3o tem de ser igual a um dos valores dos
dados;

(iv) Que o valor da média pode ser um numero fracio-
nario que n3o tenha sentido no contexto;

(v) Que ha que ter em conta os valores nulos no calcu-
lo da média;

(vi) Que o conhecimento da média permite determinar
a soma de todos os valores da amostra.

Os exemplos que seguem ilustram tarefas onde foram tra-
balhadas algumas das propriedades enunciadas.

TAREFA: TEMPERATURAS NA SERRA

Esta tarefa tinha como objetivo verificar se os alunos eram
capazes de identificar os extremos e a moda de um conjun-
to de dados e detetar a média bem como possiveis dificulda-
des dos alunos no seu célculo, tendo em conta a existéncia
de um valor nulo no conjunto de dados. Pretendia-se, tam-
bém, perceber qual a sua compreensdo do conceito de mé-
dia e que significado e adequagao lhe atribuem num dado
contexto. Esta tarefa foi realizada individualmente.

Os alunos revelaram alguma dificuldade na interpreta-
¢do do enunciado do item 1.1., associada ao significado da
palavra «variagdo» no contexto da linguagem corrente e ig-
norando parte do enunciado, obtendo-se as seguintes res-

~~~~~~~ tr-ut-elxeamu-—eao|u'un7—e--‘-t—‘-e«-n«-4-!-lﬂ--n-a-non«-tn---eaaot-aool

Item 1. As temperaturas minimas que se verificaram durante a
primeira semana de janeiro na Serra de Monchique estdo registadas
na tabela seguinte:

dom 2=f 32f 4.5f L 62 f séb
40 4U 00 10 40 50 3u

Item 1.1. Entre que valores variou a temperatura minima na Serra
de Monchique nesta semana?

Item 1.2. Qual foi a temperatura minima mais frequente, nesta
semana, na Serra de Monchique?

Item 1.3. Calcula a média das temperaturas durante esta semana,
na Serra de Monchique. Explica o seu significado.

TAREFA: TEMPERATURAS NA SERRA

postas: «Subiu e desceu», «Variou 21°» (que correspon-
de 4 soma de todos os dados), outros apresentaram todos
os elementos do grupo de dados e outros ainda ignoraram
o valor nulo justificando uma razdo intencional durante a
discussdo da resolucdo da tarefa. Para estes alunos o valor
nulo seria em si uma razao plausivel para o rejeitar. Esta si-
tuacdo repetiu-se no célculo da média (item 1.3.). Em re-
lagdo ao item 1.2. os alunos n3o revelaram grande dificul-
dade, contudo, alguns associaram o conceito «moda» ao
maior valor (5° C) ou a categoria que apresenta maior tem-
peratura (sexta-feira).

Relativamente ao item 1.3. os alunos mostraram facili-
dade no procedimento, mas apenas alguns apresentaram
significado vélido no contexto da questdo:

o w ol g S
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Esta tarefa mostra a importincia e o cuidado que os profes-
sores devem de ter ao introduzir os conceitos matemdticos
e & sua associacdo a termos utilizados no contexto da lin-
guagem corrente. Tornando-se premente a explicitacdo da
dualidade das expressdes amplitude/variacdo e moda/valor
mais frequente. Revela também a insisténcia que deve ser
dada 4 exigéncia do significado na formulacdo das questdes
associadas ao conceito de média e n3o apenas ao pedido
da sua determinacdo. As dificuldades e erros aqui apresen-
tados foram identificados como erros comuns por Batane-
ro (2001).
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” TAREFA: CONCERTO DE PRIMAVERA

! Esta tarefa, realizada em grupo, tinha como objetivo con-
solidar as aprendizagens dos alunos sobre o conceito de
média e verificar de que forma essas aprendizagens sdo
' mobilizadas num determinado contexto e ainda identificar
j a dindmica subjacente a compreensio e ao procedimento
i do célculo da média.

. Para assistir ao concerto de Primavera no Estidio Nacional os
espectadores podiam escolher entrar por uma das cinco portas
possiveis. No grafico esta registado o niimero de entradas em cada
uma das cinco portas existentes no Estddio Nacional.

if Concerto de Primavera

Qual foi a média de entradas registadas nas portas do Estadio?
Explica o significado desse valor no contexto do problema.

L R T R B I I T S ey

TAREFA: CONCERTO DE PRIMAVERA

[ Muitos dos alunos obtiveram a resposta através do gréfico,
: operacionalizando a compreensdo sem sentir necessidade
| de realizar mecanicamente o seu célculo.
«A média de entradas registadas ¢é de 400, porque se a
média é para dividir igualmente, tiramos, 100 do B e puse-
' mos no A, depois voltamos a tirar 50 e pusemos no C, a se-
guir retiramos mais 50 e pusemos no D, e por fim, tiramos
100 no E e pusemos no D.».
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Estes alunos nao atribufram um significado ao valor da
média, no entanto a sua resolucdo d4 indicadores da com-
preensdo do mesmo.

Na resolucdo seguinte os alunos utilizam corretamen-
te o algoritmo e atribuem um significado vélido no contex-
to do problema:

2000 (2
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R_A meda 8 de 400 _ou sefa e bdes g possege
tivessem entrade em ndmere qual nas portas,
terigm entrade 4p0 pessoas em cadn porta .

Na discussao da tarefa foi trabalhado o significado deste va-
lor e qual a sua utilidade, nomeadamente na obtencdo do
numero total de espetadores do concerto: «Ah, entdo se nao
tivéssemos os dados do gréfico e apenas a média de entra-
da nas cinco portas, bastava fazer 5 400 para sabermos
quantas pessoas tinham ido ao concertol»

De realcar que durante a discussdo, os alunos que uti-
lizaram exclusivamente o grafico para determinar a média
sem apresentar por escrito a explicacdo do valor obtido no
contexto dado, foram capazes de o fazer oralmente.

Este tipo de trabalho tem de ser repetido de forma con-
sistente com vista a resultados na progressdo da aprendiza-
gem e no desenvolvimento da literacia estatfstica. Ao longo
do 6.° ano este trabalho foi consolidado e desenvolvido.

Os exemplos que se seguem ilustram alguns exemplos
de tarefas realizadas pelos alunos, individualmente, duran-
te 0 6.° ano e que tinham por objetivo a aplicaggio do con-
ceito de média a novas situacdes:

O Jodo fez dois testes de Matemdtica e obteve as seguintes
classificagoes: 58% e 67%.

Que nota terd de ter no proximo teste para que a sua mé-
dia seja exatamente 70%?

As trés resolucdes ilustram a aquisicdo do conceito e da
compreensao do conceito de média como valor que equi-
libra todos os dados da amostra. Gostaria de realcar a al-
tima resolugdo que revela um raciocinio mais elaborado
e esclarecedor da aquisicdo significativa da compreensio
do conceito.
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O exemplo seguinte refere-se, mais uma vez, 2 importén-
cia do conceito de média para a resolucdo de problemas de
aplicag@o do seu significado:

A mde do Tedfilo tem quatro filhos. A Carolina, a Paula,
a Sandra e o Tedfilo. A média das idades das filhas ¢ 11
anos. A média dos quatro filhos é 10 anos. Que idade tem
o Tedfilo? Explica como chegaste & tua resposta.

A mide do Tedfils tem quatro fithos & C3 raling, a Pauls, a Sandl..-_r:n Todfils,
A média das idades das fithas éda Tlanos :

A média das idades dos quatro filhos & de 10 anos,
e dade tem o Teafi
Explica como chegaste

3 resposta

Zx M2y

Com estes exemplos pretendo mostrar as possibilidades de
envolver os alunos do 2.° ciclo na compreensao do conceito
de média que vai para além da sua tradicional abordagem,
que envolve apenas o procedimento de c4lculo.

Contudo volto a afirmar a necessidade de um trabalho
sistematico que apele & compreensdo e comunicacio de
resultados.

CONCLUSAO

O desenvolvimento deste trabalho teve aspetos bastantes
enriquecedores. Os alunos desenvolveram capacidades de
comunicacao e de aplicacdo do conceito de média a novas
situagGes e revelaram uma evolucdo muito significativa no
desenvolvimento da literacia estatistica. Nos resultados ob-
tidos, o trabalho de planificagdo e selecdo das tarefas por
parte do professor assume uma grande importancia, assim
como todo o trabalho de dinamizacdo das discussdes coleti-
vas e estabelecimento de conexdes entre os conhecimentos
adquiridos. E de estrema relevancia que o ensino deste con-
ceito ndo se centre apenas na apresentacio de algoritmos e
férmulas e na sua aplicacao a casos estereotipados.
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Raciocinio hipotético-dedutivo (2)

Como dividir o bolo ao meio?

Este problema foi apresentado no apontamento anterior
com uma formulag¢do menos apetitosa.

Dividir em duas partes equivalentes um tridngulo isésceles.

Investigar vdrias solugbes e desenvolver o problema passando a ou-
tras figuras nomeadamente, um tridngulo qualquer, um trapézio e
um paralelogramo.

Recorrendo a um ambiente de geometria dindmica (AGD),
comegando pelo tridngulo isésceles obtém-se rapidamen-
te um ponto que permite obter um corte que decompée o
tridngulo em duas partes equivalentes, o corte [DE] na figu-
ra 1. Claro que estamos a pensar numa solucdo em que o
corte ndo contém nenhum dos vértices do tridngulo. Nes-
te caso o tridngulo [ADE] e o trapézio [DBCE] s3o equiva-
lentes ou, dito de outro modo, a 4rea de um ¢é igual 2 4rea
do outro.

Qual € a posicdo exacta do ponto E no lado [AC]? As me-
digdes que o AGD nos oferece permitem obter uma razao
interessante AC/AE = 1,42.

A razdo entre AC e AE ¢ igual a razdo entre a diagonal
e o lado de um quadrado. Assim, o ponto E ser4 o ponto
que determina AE como um segmento igual ao lado de um
quadrado cuja diagonal é AC. A figura 2 mostra essa cons-
trugdo. Obtido o ponto E, tem-se imediatamente o ponto D
por paralelismo dos segmentos DE e BC. E o paralelismo

que vai garantir as razdes entre os vdrios segmentos pre-
sentes. E o teorema de Tales que estd presente, ainda que
nao seja preciso recorrer a ele como ponto de partida. Seréd
esta solugao independente da forma do tridngulo (figura 3)?
Por mais estranha que seja a forma do tridngulo a solucio
mantém-se.

Toda esta exploracd@o seria 4rida se recorréssemos i re-
solugdo algébrica, envolvendo virias razdes de segmentos
e célculos de 4dreas. Com o recurso a um AGD resolvemos
o problema original e fizemos uma generalizagio muito po-
derosa. O caminho da resolu¢do obrigou-nos a resolver um
problema auxiliar interessante (Construir um quadrado dada
a sua diagonal). No GeoGebra, por exemplo, este problema

Figura 1
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Figura 3

CADERNO DE APONTAMENTOS DE GEOMETRIA
Cristina Loureiro

EDUCAGAO E MATEMATICA



A
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de construgao n3o é de solucéo imediata pois este AGD tem
a construgdo do quadrado pré definida a partir do lado.

A resolugdo dindmica rapidamente provoca o interesse
em passar a outras figuras.

O paralelogramo tem uma generalizacio interessante
e acessivel de obter. Para além das duas solugdes particu-
lares obtidas a partir de cada uma das diagonais (figura 4),
qualquer segmento de reta que contenha o centro do pa-
ralelogramo divide-o em dois quadrilateros congruentes e,
por isso, também equivalentes (figura 5). Em qualquer dos
casos, a congruéncia das duas partes pode ser demonstra-
da recorrendo a uma rotagdo de 180° cujo centro é o centro
do paralelogramo. No caso do paralelogramo pode ser mais
acessfvel partir de paralelogramos particulares, como um
retdngulo qualquer ou mesmo um especial, o quadrado.

O trapézio vai complicar muito a situacéo e tornar o pro-
blema muito dificil de generalizar e, por isso, de obter uma
solugdo. Passa a haver mais varidveis em jogo, como ilus-
tram os trapézios da figura 6. No entanto o problema pode
ser igualmente apetitoso.

a Am

Figura 5

Afirmei entdo que estes problemas constituem um desa-
fio muito acessivel e aliciante com recurso a um AGD, sem
0s quais se tornam inacessiveis. Esta apresentagdo preten-
de ilustrar essa acessibilidade e servird de mote para dis-
cutir a dominancia do raciocinio visual na geometria, que
se opde a dlgebra em que domina o raciocinio sequencial.

Figura 6
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TECNOLOGIAS NA EDUCACAD MATEMATICA ANTONIO DOMINGOS

Caros leitores,
Esta seccdo pretende dar a conhecer aos seus leitores experiéncias diversas sobre a utilizagao das tecnolo-
gias nas suas mais variadas facetas. Dada a grande diversidade de ferramentas que temos ao dispor, tem sido

abordada uma variedade de temas, tendo sempre em vista as suas potencialidades em termos de ensino e
aprendizagem da matemitica.

O uso de plataformas de ensino a distincia tem vindo a ganhar cada vez mais adeptos, ao mesmo tem-
po que estas se modernizam e ampliam as suas potencialidades didéticas. Neste nimero apresentamos um
exemplo do uso da plataforma Moodle, mostrando algumas das suas potencialidades no dominio da avalia-
¢do dos alunos, nomeadamente na vertente formativa.

Esperamos assim poder contribuir para um maior e melhor esclarecimento da comunidade de utilizado-
res destes recursos, de modo que esta continue a crescer e desafiamos os nossos leitores a dar-nos feedback
das suas experiéncias de ensino baseadas na utilizacao deste tipo de ferramentas em sala de aula.

Antonio Domingos

amdd@fct.unl.pt

Departamento de Matemdtica da FCT/UNL

UIED — Unidade de Investigacdo Educacio e Desenvolvimento

O moédulo de testes no Moodle como ferramenta
de aprendizagem matematica

FERNANDO Luis SANTOS « JOoAO PAz

INTRODUCAO X
_ N ‘ _ Escolha um tipo de pergunta para adicionar
Existem virias aplicacdes que permitem a realizacdo de tes- P T
i . s 2:-2 Correspondéncia i i
tes online, com graus diferentes de versatilidade e profun- i N Selecions um tipo de
. . 278 Comrrespondéncia de respostas & pergunta para vers
didade. Algumas delas estdo incluidas nos LMS, como no VT sua descrigio
caso do Moodle, sendo mais vantajoso para o professora §= Escotha maltipia
sua utilizagao nestas plataformas do que de modo isolado 4 &2 Escolha multipla com variavsis 4
devido, entre outros, a possibilidade de integracdo e ava- : &4 Numerica
liagdo sistemitica de um conjunto de atividades educacio- | % Numerica com variaveis k
nais (Lagarto & Andrade, 2009). F Numérica com variaveis simples
O médulo de testes do Moodle permite ao professor de- = Seposin ot
senvolver e realizar testes com um variado ntimero de tipos e e
. . P i * ¢ Yerdadeiro/Falso
de questbes, incluindo escolha multipla, verdadeiro e falso e
" 4 [ Descricaa
resposta aberta. Estas questdes sdo guardadas numa base : L
de dados de perguntas e podem ser reutilizadas em multi- SepuintsiCancelar
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L

plos testes. Os testes podem ser configurados para permi-
tir vérias tentativas. Cada tentativa é automaticamente guar- ~ Figura 1. Tipos de perguntas possiveis no madulo de testes.
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A Raquel tem dois baralhos de 52 cartas cada um e pretende tirar, sucessivamente,
uma carta de cada baralho. Qual a probabilidade de, pelo menos, uma das cartas ser
a dama de copas?

Mota: As respostas p
milésimas.

iveis t8m em consideragdo um arredondamento as

Selecione uma opgéo de resposta:
a.0,038  Correto. Bom trabalho.

Figura 2, Exemplo de feedback para uma resposta correta.

dada, e o professor pode escolher aquela a que d feedback
e/ou mostrar as respostas corretas.

Em geral, os testes ajudam a determinar o que os alunos
aprenderam. Um teste bem delineado pode fornecer infor-
macao critica sobre a compreensdo que um aluno tem dos
contetidos lecionados. O feedback sobre o desempenho e
a sua contribuico para a auto-regulacdo da aprendizagem
sdo partes importantes do ambiente educativo.

Existem vérias formas de fornecer feedback aos alunos:
em cada questdo ou de forma geral. O médulo de testes
pode disponibilizar esse feedback e classificacdes em altu-
ras diferentes durante o teste, utilizando a opcao de revi-
sdo. Este feedback pode ser alargado para incluir explica-
¢Ges de respostas corretas e incorretas de modo a reforcar
a aprendizagem, especialmente quando se referencia uma
explicacdo mais detalhada (indicacoes bibliograficas, liga-
¢oes, etc.)

Uma variedade de relatérios (avaliagio item-a-item, com-
paracdo que respostas, avaliagdo global, etc.) sobre o teste
(juntamente com a classificagdo) estdo disponiveis. Por exem-
plo, testes com vérios tipos de questdes podem ser gerados
aleatoriamente a partir de categorias de questdes. Os alu-

- Informagao exibida na revisdo do teste@
Durante a tentativa Imediatamente a

seguir a tentativa

Mais tarde, como
teste ainda aberto

Resposta
submetida @

Correta/incorreta
@

Nota @

Feedback
especifico &

Feedback geral &

Resposta correta
@
Feedback global

.é )

s

¥ Resposta
submetida
¥ Corretafincorreta

¥ Nota

¥ Feedback
especifico

# Feedback geral
¢ Resposta correta
¥ Feedback global

¥ Resposta
submetida
¢ Corretafincorreta

¥ Nota

¥ Feedback
especifico

¥ Feedback geral
¥ Resposta correta
¥ Feedback global

A Raquel tem dois baralhos de 52 cartas cada um e pretende tirar, sucessi ite,
uma carta de cada baralho. Qual a probabilidade de, pelo menos, uma das cartas ser
adama de copas?

Nota: As respostas possiveis t2m em consideragio um arredondamento s
milésimas.

Selecione uma opgdo de resposta:

* 2 0019 ¥ Resposta incometa.
O valor indicado é resultado da divisdo 1/52 o que indica a utilizagao de um s6
baralho de cartas.
A resolugdo correta é a seguinte:
A- Salda da dama de copas no primeiro baralho.
B - Saida da dama de copas no segundo baralho.
A e B ndo sdo acontecimentos disjuntos, logo o que se pretende € calcular a
probabilidade de A+B.
E natural atribuir 4 probabilidade de saida de uma certa carta o valor de 1/52
(mas em cada baralho) e a probabilidade de sair essa mesma carta nos dois
baralhos 1/(52)2 logo.

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A B)=1/52+1/52-1/(52) = 103/2074=0,036.

Figura 3. Exemplo de uma resposta incorreta com feedback.

nos podem ser autorizados a repetir uma questao; podem
mesmo ser autorizados a repetir um teste vérias vezes.

A utilizagdo do método de classificacdo «Nota mais alta»
encoraja a aprendizagem por tentativa e erro, pois os alunos
perdem o medo de errar visto que esse erro nio se reflete na
avaliag3o. A associag@o de tentativas sucessivas com ques-
toes aleatdrias permite que estes identifiquem 4reas ou té-
picos que necessitam de maior atenc¢do, potenciando a re-
gulacdo da sua aprendizagem.

Para além disso, ha a possibilidade de alinhar diferen-
tes configuragdes do mesmo teste. Isto pode ser efetuado
na ferramenta de visualizagdo. Deste modo, pode mesmo
substituir um teste de papel e l4pis.

A sua utilizagao antes da avaliacdo sumativa permite ao
aluno a pratica de situacdes de teste e exercitar-se relativa-

Apos o teste fechar

“ Resposta
submetida
¥ Corretalincorreta

¥ Nota

¥ Feedback
especifico

¥ Feedback geral
¥ Resposta correta
¥ Feedback global

Figura 4. OpcGes de revisio e informacéo disponibilizada ao aluno.
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Nota
Categoria da | Nao categorizado v

pauta iz

Tentativas | fimitado(a) |
permitidas

Método de (Nota mas aia_+)
avaliacdo @ W I

Nota média
. . |Primeira tentativa
Aparéncia Uttima tentativa

Comportamento da questio
Figura 5. Categorias e tipos de classificacao disponiveis.

- Configuragdes para miitiplas tentativas

Fator de [33.33333% v |
penalizagio &)

Figura 6. Configuracao do fator de penalizacao.

mente a contetidos especfficos, salientando os tépicos que
necessitam de clarificagdo o que pode contribuir para dimi-
nuir a ansiedade e melhorar os resultados finais.

Utilizar testes online: Os testes online oferecem oportu-
nidades de forma mais maleavel do que os testes ou mini-
testes presenciais, por exem plo:

»  Modularidade: Podem ser criados vérios formatos e
combinagGes de testes. A utilizacdo de multiplos mini-
testes pode facilitar a gestdo de contetidos, ativida-
des de aprendizagem e de avaliacgo.

«  Flexibilidade: Os alunos podem participar nos testes
em qualquer altura, gerindo desta forma o seu tem-
po, em vez de uma determinada hora marcada numa
aula presencial.

«  Gestdo: Um exemplo de tipo de testes, para facilitar
a gestdo da disciplina, pode ser o seguinte:

— Mini-testes com 10 questdes (as questdes de-
vem ter em consideragdo que o teste é feito com
consulta).

— Limite de tempo (geralmente entre 10 e 15
minutos).

— De preferéncia as questdes devem aparecer de
forma aleatéria, tal como as respostas.

— Os tipos de questoes deverdo ser automatiza-
das:

— Escolha miltipla (uma resposta correta) e
Verdadeiro/Falso.

— Escolha miltipla (com mais de uma resposta
correta). Ha que ter o cuidado de configurar para
haver penalizagdo para respostas incorretas, de
outra forma, os estudantes escolhem todas as
opgdes e obtém a classificagdo maxima.

- Outras restrigdes na realizagio do teste
Senhapara [ " Revelar
entrar no teste
@
Enderegos de |
rede
autorizados

Tempode [ [minuos v |01 Ativar
espera entrea S
primeira e
segunda
tentativa &
Tempode 5 [miruas  v! (0 Afivar
espera entre = -
tentativas
posteriores (2}
Seguranca do [Nenhuma |
Navegador @& "Nenhuma

Figura 7. RestricGes na realizac@o do teste.

— Questdes abertas, tipo ensaio. Estas devem ser
corrigidas pelo professor (ndo sdo passiveis de
correcdo automatica).

Em termos de vantagens para o professor, uma vez os tes-
tes realizados permitem que fique instantaneamente dispo-
nivel uma visao global dos resultados destes, o que possibi-
lita focar as aulas seguintes nos contetidos onde os alunos
manifestam mais dificuldades.

Seguranga: A seguranca dos teste online é uma das pre-
ocupagdes constantes. Deve-se ter em consideracdo as se-
guintes indicacdes:

» Existe a necessidade de equilibrar a importancia di-
dética do feedback dado aos alunos com a minimi-
zacdo de oportunidades de comportamentos de de-
sonestidade intelectual (por exemplo, na partilha de
respostas por aqueles que ainda nio fizeram o tes-
te). O sublinhar da dimens3o formativa dos testes
deve fazer diminuir este tipo de comportamentos.

= Os testes (mini-testes) devem ter um peso diminu-
to na avaliagdo global, assim os alunos n3o os reali-
zam pela classificacao, mas sim pelas potencialida-
des de aprendizagem e esclarecimento de duvidas.

Se o teste for considerado para a avaliacao sumativa, deve-
ré ser efetuado em ecra completo e de preferéncia protegi-
do por palavra-passe (a eficicia deste dispositivo ndo é total
mas, pelo menos, tem efeitos psicolégicos dissuasores).

Tarefas: De salientar que a elaboracdo de testes online
com qualidade é uma tarefa que requer algum tempo. Esta
gestdo pode ser optimizada pelos seguintes passos:

« Criar um teste como experiéncia.
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« Desenvolver instrugdes para o teste.

« Criar[converter/importar/inserir imagens.

« Desenvolver o feedback dado as respostas.

= Testar o modelo.

+ Negociar com os alunos as questdes e o feedback
dado.

Uma vez criados (um processo que pode ser moroso e sujei-
to a constante aperfeicoamento mas que é um investimento
frutuoso para o professor), os testes online oferecem uma
metodologia relativamente eficiente e modular para avaliar
certas componentes da disciplina.

Vantagens: As vantagens para o professor na utilizacio

de testes online passam por:

»  Otempo despendido na classificacdo é significativa-
mente reduzido, apesar do tempo inicial de otimiza-
¢do das questdes e do modelo de teste.

* Ao providenciar componentes mais pequenas e re-
gulares de avaliacdo obtém-se mais feedback sobre
a aprendizagem dos alunos.

- E mais facil verificar os progressos individuais dos
alunos pela utilizacdo regular de pequenos testes
online.

Percepgoes dos alunos: Relativamente ao seu valor como ins-
trumento de regulagdo da aprendizagem, um estudo em
que se avaliou a utilizacdo do médulo de testes num mé-
dulo de Calculo, num curso de Engenharia Civil na Catalu-
nha, os resultados mostraram que este se revelou um bom
instrumento para informar os alunos do seu desempenho
ao longo do processo de aprendizagem. (Blanco Abelln
et al, 2009).

Alguns estudos (Vale, 2007, Pennington, 2013) apontam
para um grau de satisfacdo elevado por parte dos alunos,
mas ainda com espago para melhorias em termos do feed-
back dado.

Os aspetos positivos apontam para:

+ Os testes online encorajam os alunos a manterem-

se atualizados com os contetidos da disciplina.

+ Os alunos apreciam o feedback regular sobre a sua

prestacado.

Os aspetos negativos apontam para:

« Dificuldade e ambiguidade de algumas questses.

+ Serem avaliados em todos os testes sem a possibili-
dade de substitufrem uma das avaliacdes mais bai-
xas, ou anular a mais baixa.

+ Oportunidades reduzidas de rever os itens dos
testes.

+ Serem avaliados em todos os itens na avaliagdo pre-
sencial, ndo existindo a possibilidade de substituirem
ou anularem as classificacdes das avaliagses presen-
ciais mais baixas por outras classificacdes mais altas
obtidas nos testes online.

CONCLUSAQO

Os testes online podem ajudar os alunos a obter feedback
significativo sobre os seus progressos auxiliando-os a es-
tudarem de forma mais eficaz. Podem também fornecer in-
formagdes importantes para os professores sobre a forma
como os alunos estudam, e o que aprendem.

Pela implementagao dos testes online o professor pode
fornecer feedback frequente e automatizado sem sacrificar
tempo e em simultaneo fornecer classificacdes imediatas
libertando-o para tarefas mais produtivas como a andlise
das respostas.

A nossa experiéncia na utilizacdo de testes online em ma-
temética faz-nos acreditar que estas técnicas conduzem a
uma eficiéncia na melhoria da aprendizagem dos alunos,
apesar da morosidade que o processo de construcio inicial
ocupa ao professor.
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Poligonos de Reuleaux e a

generalizacdo de 7

Josk Luiz PASTORE MELLO

Um mecanismo muito conhecido desde os tempos antigos
para o transporte de blocos de pedra consiste em apoi4-los
sobre cilindros rolantes. Tal método, usado, por exemplo,
pelos antigos egipcios durante a construgio das pirdmides,
permitia que imensos monolitos fossem deslocados de ma-
neira relativamente estivel por conta de que cilindros sao
solidos formados por figuras de didmetro constante (cir-
culos) ao longo do seu comprimento, e isso assegura que
o bloco arrastado fique sempre 3 mesma distincia do chio
durante o transporte. A figura 1 mostra, em vista lateral,
um monolito sendo transportado sobre cilindros de didme-
tro da base igual a 1 m.

A pergunta que proponho ao leitor, para inicio da nos-
sa investigacdo, ¢ a seguinte: além da forma circular, existe
alguma outra que, ao «rolar», também preserve fixa a dis-
tdncia do bloco transportado até o solo?

Por estranho que pareca, além do circulo, existem infini-
tas outras formas geométricas planas de didmetro constante
e, sendo assim, qualquer sélido reto com seccdes paralelas
a base (e que seguem seu comprimento) com uma mesma
dessas formas geométricas planas de didmetro constante

O\ )\T

Figura 1

serd um substituto do cilindro no problema em questio.

O tridngulo de Reuleaux é um exemplo simples de for-
ma geométrica plana nao circular de didmetro constante.
O nome desse tridngulo foi dado em homenagem ao en-
genheiro alemao Franz Reuleaux que, no século 19, proje-
tou mecanismos envolvendo essa forma geométrica. Reu-
leaux é considerado por muitos historiadores da ciéncia
como sendo o pai da cinemdtica por suas contribuicdes a
essa drea da fisica.

Apesar do nome, o tridngulo de Reuleaux nio é propria-
mente um tridngulo, mas, sim, uma curva formada a par-
tir de um tridngulo equilitero da seguinte maneira: par-
tindo de um tridngulo equilitero ABC de lado L, fazemos
trés arcos de circunferéncia de raio L, centrados em A, B
e C, conforme indica a figura 2; a figura obtida é chamada
de tridingulo de Reuleaux.

Nao é dificil imaginar um sélido reto — com tridngulos
de Reuleaux nas seccdes paralelas — substituindo o cilindro
no problema do transporte do bloco. Ao «rolar» esse s6lido
sobre o chio, a distincia entre o ponto do bloco em conta-
to com o solido e o chao sera sempre de 1 m (figura 3)

Normalmente os textos de matematica se referem s fi-
guras como o circulo e o tridngulo de Reuleaux como for-
mas de largura constante, porém, por razdes particulares
que ficarao claras ao final deste artigo estamos dizendo que
sao formas de didmetro constante. Neste caso, é importan-
te que seja esclarecido o que estamos chamando de didme-
tro de uma figura plana.

Sem apelo ao rigor matemético, imaginemos a seguin-
te situagdo: sejam r e s retas paralelas girando em torno de
uma curva fechada convexa A de forma que A sempre fique
«perfeitamente espremida» entre r e s, sendo P e Q os pon-
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Figura 2 Figura 3
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Figura 4

tos de interseccdo de r e s com A (assuma que esses pontos
sejam Tinicos). Nesse caso, chamaremos a distincia entre
P e Q de um didmetro de A. Ao girarmos r e s na condi-
cao estabelecida, podemos verificar «intuitivamente» que
o didmetro de A podera ser constante, como no caso do cir-

Circulo de centro C

(os didmetros s3o

culo e do tridngulo de Reuleaux, ou nio, como no caso da o
constantes e iguais a PQ)

figura 4.
Aos leitores interessados em uma definicio precisa de
curvas de largura (didmetro) constante envolvendo conhe- Elipse de centro C e eixo

r
P
cimentos elementares de calculo recomenda-se a referén- maior PQ
cia [1). p C Q (didmetros nio
Q

A titulo de ilustracdo, na figura 5 indicamos o maior di- constantes sendo o maior

ametro de trés curvas fechadas convexas. deles de medida PQ)
De forma geral, chamamos de poligono de Reuleaux a

uma curva particular do universo das curvas de didmetro Tridngulo qualquer

constante, obtida a partir de um poligono convexo com a (0 maior didmetro é PQ,

regra descrita a seguir. O poligono de Reuleaux tem que que é o maior lado do

ser formado por arcos circulares, de mesmo raio, centra- p tridngulo)

dos nos vértices opostos aos lados do poligono. Algumas

consequéncias e desdobramentos da definicio dada sio: ~ Figura 5
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x = soma dos maiores lados do tridngulo ABC
(no caso da figura, x=a+Db)

Figura 6

1. So existem poligonos de Reuleaux obtidos a partir
de poligonos com ntiimero impar de lados.

2. E possivel construir curvas de didmetro constante
a partir de tridngulos irregulares, porém, para que
um tridngulo possa ser usado como referéncia para
a construgdo de um tridngulo de Reuleaux ele tem
que ser regular (isso porque poligonos de Reuleaux
tém que ser formados por arcos circulares de mes-
mo raio). Veja na figura 6 uma curva que, apesar de
ter didmetro constante, e de ter sido obtida a partir
da referéncia de um tridngulo, n3o é denominada
de tridngulo de Reuleaux.

Observe que a figura 6 descreve um procedimento geral
para construgdo de curvas de didmetro constante a partir
de tridngulos quaisquer. No caso particular em que o tri-
angulo ABC é regular, com a=b=c, a construcio descrita
produzira trés arcos de mesmo raio, formando um triin-
gulo de Reuleaux.

Encontramos curvas de didmetro constante e, em par-
ticular, poligonos de Reuleaux em varios contextos aplica-
dos como, 'por exemplo, nas moedas britinicas de 20 e de
50 pence, que sao aproximadamente heptigonos de Reu-
leaux. No caso dessas moedas, consegue-se uma estética
diferente do padrao circular mantendo-se o didmetro bem
determinado, que é um imperativo para o seu uso em ma-
quinas de refrigerantes ou de jogos. Uma curiosa aplica-
¢3o do tridngulo de Reuleaux se deve ao engenheiro inglés
Harry James Watt, que, em 1914, aproveitando as proprie-

dades da curva, concebeu uma broca de furadeira com eixo
flexivel para fazer furos com a forma aproximada de um
quadrado. A forma aproximada do tridngulo de Reuleaux
também ¢ usada na fabricacio de algumas palhetas de vio-
lao, e em alguns tipos de lapis e lapiseiras. Em ambos os
casos o que se supde é que curvas de didmetro constante
sdo mais ergondmicas para o manuseio.

N6s, professores, frequentemente nos vemos diante de te-
mas mateméticos de grande potencial para mobilizar o in-
teresse matematico do aluno e, por vezes, desperdicamos a
oportunidade em mergulhar no assunto por julgi-lo com-
plexo. Em alguns casos, esse receio esta associado ao fato
de que o professor de matematica no se sente confortavel
em contextos onde tem que abrir mao da precisio da lin-
guagem, do rigor conceitual ou das demonstracdes. Outro
ponto de vista, do qual compartilho, é o de que nio deve-
mos perder a oportunidade de abordar temas complexos
se por meio deles for possivel fazer matemética interessan-
te e desafiadora com nossos alunos. Nesse caso, é decisi-
vo para o éxito da aula que o professor faga uma boa sele-
¢ao dos problemas que serdo propostos aos alunos, e que
faga uma escolha cuidadosa da escala de aprofundamento,
abrangéncia e rigor que ira utilizar.

A seguir sdo sugeridas algumas atividades com curvas
de didmetro constante no Ensino Fundamental que, se por
um lado abrem mao do aprofundamento que o tema exigi-
ria no escopo de uma pesquisa matematica, por outro tem
o mérito de colocar o aluno na linha de frente de interes-
santes problemas matematicos. Ao final de cada problema
segue a resposta e um comentario para aprofundamento
do professor no assunto em questo.

1) Calcule e compare as areas de um tridngulo de Reu-
leaux (Ay), formado a partir de um tridngulo equila-
tero de lado 1, e de um circulo (A¢) de didmetro 1.

-3

Resposta: Ay = i e

2 <Ac—_-ﬂ.'

Comentario: Das curvas planas fechadas convexas de uma
dada largura constante, o tridngulo de Reuleaux é a de me-
nor area, o que é conhecido como teorema de Blaschke-Le-
besgue. Na terceira dimensio, dentre todos os sélidos de
uma mesma largura constante dada, ainda nio se sabe qual
€ o de menor volume. Curiosamente, o tetraedro de Reule-
aux (ou tetraedro esférico), que seria o sélido obtido a par-




(a) Moeda inglesa de 50 pence
(heptatogo de Reuleaux)

(c) Lapis cujas seccbes transversais tém a
forma aproximada de um tridngulo de Reuleaux

Figura 7

tir da intersec¢do de quatro esferas de raio r centradas nos
vértices de um tetraedro regular de aresta r, sequer é um
s6lido de largura constante. Tal resultado foi demonstrado
em 1911 pelo matematico suico Ernest Meissner, que tam-
bém propés os ajustes necessarios ao tetraedro de Reule-
aux para transforma-lo em um sélido de largura constante
(solido de Meissner). Um caso particular do problema em
questdo cuja solugdo ja é conhecida é: dentre os sélidos de
revolugdo que tém uma mesma largura constante dada, o
de menor volume é aquele obtido por meio da rotacio do
tridngulo de Reuleaux em torno de um de seus eixos de si-
metria. Para mais detalhes, ver referéncia [2].

2) Calcule e compare os perimetros de um tridngulo
de Reuleaux (Pr), formado a partir de um tridngu-
lo equilatero de lado 1, e de um circulo (P¢) de dia-
metro 1.

Resposta: Pr = P = v

Comentirio: curvas de mesmo didmetro, como no caso
das figuras deste problema, apresentam sempre o mes-
mo perimetro. Esse resultado é conhecido como teorema
de Barbier.

3) Construa com régua e compasso um pentagono de
Reuleaux.

(b) Broca com a forma de tridngulo de Reuleaux para fazer
furos «quadrados» (o eixo ¢ flexivel devido ao fato de que
ndo ha um centro em posic3o fixa)

(d) Palheta em forma aproximada
de um tridngulo de Reuleaux

Resposta: o procedimento é anilogo ao do tridngulo
de Reuleaux, partindo de um pentégono regular.

Comentérios: E possivel construir curvas de didmetro
constante (formas de Reuleaux) a partir de qualquer po-
ligono, desde que ele tenha um namero impar de lados
(figura 8).

4) Construa em papel cartdo um tridngulo de Reuleaux
eum circulo. As duas figuras tém que ter mesmo dia-
metro. Recorte-as com tesoura e mostre experimen-
talmente que, quando colocadas entre duas réguas

C

/

Figura 8
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Figura 9

posicionadas em paralelo, as réguas deslizam suave-
mente sobre as figuras, seja qual for sua posigio.

Resposta: ver figura 9.

Comentirio: Havendo possibilidades, recomendo a cons-
trugao de pecas em madeira ou metal a partir dos moldes
em papel cartdao obtidos pelos alunos. A respeito disso, nio
deixe de visitar a pagina-web indicada na referéncia [3].

UMA GENERALIZACAO DE 7T

No circulo, a razio entre o perimetro e o didmetro é deno-
tada por 7r. Agora que ampliamos a defini¢io de didmetro
de uma curva plana, é natural que se tenha interesse em
saber se a razdo entre o perimetro e o didmetro é igual para
todas as curvas planas fechadas, limitadas e convexas mes-
mo sem didmetro constante.
Para essa investigacdo, a partir de agora denotaremos
a generalizacdo dessa razdo por pi, e a definiremos da se-
guinte maneira:
perimetro da curva (*) aqui chamaremos
didmetro da curva

pilcuraa) = de didmetro da curva

ao valor mdximo dos
didmetros de que
haviamos definido
anteriormente,

Com essa definicdo, o valor de pi depende apenas da for-
ma da curva, e ndo do seu tamanho. Por exemplo, verifi-
que vocé que:

pi (circulo) =

pi (tridngulo equilatero) = 3

pi (tridngulo retdngulo isésceles) =1 + 2 ~ 2,414

46

Sélidos em metal construidos a partir de moldes de circulo
e de tridngulo de Reuleaux.

perimetro do tridngulo
comprimento do maior lado*

pi (tridngulo qualquer) =

(*) Pode-se demonstrar que o didmetro de um tridngulo qualquer
sempre serd seu maior lado

pi (quadrado) = 242
(no quadrado, o didmetro é a sua diagonal)

Talvez, neste momento, o leitor esteja levantando a hipé-
tese de que, dentre todas as curvas de mesmo didmetro, o
circulo seja a de maior valor de pi. Isso de fato é verdadei-
ro, porém, é necessario ressaltar mais uma vez que as cur-
vas permitidas nessa «disputa» devem ser fechadas, limita-
das e convexas, caso contrario seria perfeitamente possivel
encontrar uma curva de mesmo perimetro de um circulo e
com valor de pi maior do que 7, como se vé na figura 10.

Pode-se demonstrar que, se o dominio de pi estiver res-
trito as curvas fechadas, limitadas e convexas, entdo o cir-
culo serd a curva que maximiza o valor de pi.

Ao analisarmos pi para os quadrilateros convexos, é fa-
cil demonstrar que os losangos nio quadrados tém pi me-
nor do que pi dos quadrados de mesmo perimetro, como
se vé na figura 11.

Um pouco mais dificil seria a demonstragio do seguin-
te resultado: dentre todos os retingulos de lados x e y, o de
maior pi serd aquele com x=y, ou seja, o quadrado. Para uma
demonstracdo desse resultado, consulte a referéncia [4].

Além daquilo tudo que ja foi dito, um resultado ver-
dadeiramente surpreendente é o de que o quadrado, que
tem o maior pi dentre os quadrilateros usualmente chama-
dos de notaveis, nio é o quadrilitero convexo de maior pi.
O quadrilatero convexo de maior pi € uma pipa?, cuja in-
vestigacdo serd proposta em um dos exercicios sugeridos
a seguir,




Circulo de perimetro 1 e diAmetro AB e curva nio
convexa de perimetro 1 e didmetro AB<AB. Segue que:

e B
pl'—A:B: AB_
B

AJ’
B!
A

Figura 10

ATIVIDADES COM A GENERALIZACAO DE 7T
No ENsiNo MEDp1o?

Intimeros problemas interessantes a respeito de curvas de
didmetro constante, e da generalizacio da razio entre o
perimetro e o didmetro de uma curva, podem ser propos-
tos para alunos do Ensino Médio, seja em aulas regulares
do curso, ou em clubes de matematica. A seguir, apresen-
to alguns exemplos.

1) Dado um retingulo em que o lado maior mede o do-
bro do lado menor, calcule pi desse poligono.

6v5

Resposta: pi (retingulo x por 2x) = <
Comentario: A atividade pode ser repetida para retingulos
com lados consecutivos de medidas cada vez mais proxi-
mas uma da outra como, por exemplo, x e 3x/2, x e 5x/4,
ou x e 9x/8. Em seguida, pode-se conjecturar que, quan-
do o comprimento do retingulo se aproxima de sua lar-
gura, pi (retingulo) aumenta e se aproxima, no limite, a
pi (quadrado).

2) A pipa PQRS esta inscrita no quadrado ABCD de
lado ¢, conforme figura abaixo. Se PQ=PS = {, mos-
tre que pi (pipa) serd maior do que pi (quadrado).
(Figura 12)

Resposta: Prove inicialmente que os ingulos inter-
nos da pipa medem 60°, 75°, 75° e 150°. Com uso

Quadrado de lado ¢, perimetro 4{ e didmetro AB= (/2.
Losango de lado {, perimetro 4€ e didmetro AB>AB.
Note que AB<2¢ (condigdo de existéncia do tridngulo).
Segue que I:‘JE <AB <2l e, portanto,

pi(quadrado) > pi(losango). A

A

Figura 11 B’

da trigonometria os célculos conduzem ao seguin-
te resultado: pi (pipa) = 2 +2y2 — /3 ~ 3,035 > pi
(quadrado) = 2y2 ~ 2,828.

Comentario: O caminho da demonstragio de que pi da pipa
analisada nesse problema é o maior valor possivel de pi
de um quadrilatero convexo pode ser encontrado na refe-
réncia [4].

3) Mostre que podemos inscrever a pipa do exercicio
anterior em um tridngulo de Reuleaux. Faca essa
construgdo com régua e compasso.

Resposta: ver figura 13.

B Q C
P R
A 5 D

Figura 12
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Figura 14

Figura 13

Comentério: Outro exercicio interessante seria o da inscri-
¢ao de um hexagono em um tridngulo de Reuleaux. O he-
xagono obtido dessa maneira nio serd regular (é equilate-
ro, porém nio é equidngulo). Interessantes extensdes dessa
ideia podem ser encontradas na referéncia [5). (Figura 14)

4) Compare os valores de pi de um tridngulo de Reu-
leaux e de um circulo, ambos calculados por meio
de uma nova férmula, indicada por pi*:

" 4 x Area da curva
pi* (curva) =

(didmetro da curva)?

Resposta: Sendo C uma curva fechada, limitada, conve-
xa e de didmetro constante (largura constante), entdo
pi(C)=77. A férmula pi*(C) = (4 xrea interior a curva)/
(didmetro da curva)? é equivalente a pi(C) =perimetro/
(didmetro da curva) para o caso em que C=circulo.
No caso do tridngulo de Reuleaux (TR), a compara-
¢do entre pi e pi* é:
Pi(TR)=pi(circulo) =7t = pi*(circulo) >

> pi*(TR) =(27 — 3)
Desdobramentos desse resultado podem ser encon-
trados em [4].

5) Seria possivel construir uma bicicleta cujas rodas te-
nham a forma de tridngulos de Reuleaux?

Resposta: Sim. Ver o video de uma bicicleta assim na
referéncia [6].

Comentario: A principal dificuldade nessa construcio é a
de que, diferentemente de um circulo, o triingulo de Reu-
leaux nao tem um centro fixo. Ver referéncia [7]. Recomen-
damos também ao leitor que assista ao episédio de Isto é
Matematica , apresentado por Rogério Martins, que trata
do tema explorado neste artigo [8]
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