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Neste nimero tambem colaboraram |

Ana Paula Canavarro, Atractor, Eduardo Veloso, Fatima Rlexandrino, Fernando
Costa, Gorete Fonseca, Joana Latas, lodo de Jesus Pereira, José Paulo Viana,
Leonor Santos, Ligia Carvalho, Lurdes Figueiral, Lurdes Serrazina, Mdnica Raguel
Alexandre, Niicleo do Porto da APM, Ricardo Ferreira, Silvia Semana.

Colaboradores em 2013

Em 2013 a revista vai contar com mais duas secdes gue pretendem assinalar duas
iniciativas a escala mundial: o Ano Internacional da Estatistica e a Matematica do
Planeta Terra [MPT-2013]. Esta tltima ja divulgada na EM 19, term como editara
Joana Latas e Ana Paula Canavarro serd a editora da secao Estatistica na Educacdo
Matematica.

Alteracdes na direcdo da Educacdo & Matematica

Isabel Rocha e Manuela Pires cessaram as fungies de diretora e subdiretora,
iniciadas em Janeira de 2011, funcdes que sao agora assumidas, respetivamente,
por Lina Brunheira e Adelina Precatado.

Saiu da redacao

Ana Paula Canavarro deixou de integrar a redacao da revista Educacdn e
Matematica, Durante os vinte anos em que permaneceu na redacdo, sendo

o seu membro mais antigo, foram muitos e inestimaveis os contributos que

deu a revista, merecendo especial destaque as fungoes de diretora, cargo que
exerceu durante oito anos. Foi editora de ndmeros tematicos, escreveu artigos

e editoriais, fez muitas propostas inovadoras, mas nao podemos deixar de
salientar o papel gue teve na consolidacao da equipa de redacao, a quem sempre
transmitiu confianca e energia. Ja com saudades do trabalho regular na revista,
continua agora como colaboradora permanente da secao de Estatistica na
Educacao Matematica. Por tudo, o nosse muito obrigada.

Entrou na redacdo

Paulo Alvega passou a integrar a redacao da revista Educacan e Matematica.
Esperamos que o Paulo se sinta bem num ambiente de trabalho estimulante e
desafiador.
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Associacdo de Professares de Matematica
Rua 0Or. Jodo Couto, N° 27-A, 1500-236 Lisboa
Tel: [351) 21 716 36 90

Fax: [351) 21 716 BY 24

E-mail: revista@apm.pt

Nota

Os artigos assinados sao da responsahilidade dos seus autores, ndo refletindo
necessariamente os pontos de vista da Redacdo da Revista.



Lurdes Figueiral

O primeiro nimero da Educagio e Matematica, datado de janeiro
de 1987, abria com um editorial do Paulo Abrantes intitulado
Associagdo de Professores de Matemdtica: Esperanca e Desafiol),

Volvi a esse editorial passados que sdo vinte e trés anos sobre
a data em que foi escrito e no infcio do ano em que recordamos
os dez anos da morte do Paulo. Nesse texto podemos reencon-
trar e reencontrar-nos com as razdes que levaram a criagio da
APM, com os desafios que identificdvamos e assumiamos, com
as esperangas que abrigdvamos, com essa confianga, prépria de
todos os comeqos, prépria dos tempos em que nos sabemos a sair
de um longo inverno para uma primavera da qual ja vemos os
primeiros rebentos.

Neste janeiro de 2013, em que escrevo o editorial deste
ndmero da Educacdo e Matemdtica, quis revisitar esta nossa ori-
gem. Revisitar as origens € um exercicio a ser feito com cuidado,
para ndo cairmos, nem em saudosismos paralisantes, nem em
historicismos estéreis. Vamos & origem sempre que nos pergun-
tamos pela nossa identidade mais profunda, procurando ler nos
comegos a ideia forte que uniu as pessoas e mobilizou as von-
tades. Fazemo-lo quando precisamos de clarificar caminhos e
opgdes e de retomar forcas, mas fazemo-lo também conscientes
de que hé condigdes dos primeiros tempos que sdo irrepetiveis.

Tenho-me perguntado sobre aquelas ideias poderosas que
estiveram na origem da nossa Associagiio; aquelas que perma-
necem e emergem esculpidas e limpas pelo Tempo e assim nos
aparecem com mais brilho e nitidez; aquela heranca que ndo
trocamos por nenhuma outra riqueza com que nos acenam 0s
mercadores de cada tempo. Por isso voltei ao editorial do Paulo
e nele tentei vislumbrar aquilo que eu gostaria que mais nos
unisse na esperanca — sempre — e perante os desafios de cada
momento.

E dele retomo ...

Uma Histdria

A APM nasceu de um movimento e de um encontro: de um
movimento organizado de renovagdio no qual se empenharam (...)
professores de diferentes graus de ensino; durante um encontro®!
que reuniu, ao longo de quatro dias, mais de 200 professores de
Matemdtica de todos os graus de ensino e dos mais diversos pontos
do pafs. E se é certo que nem sempre é tempo de renovar, bem
sabemos que o tempo é sempre de mudanca h4 que consolidar,
h4 que avaliar, hd que ajustar e aperfeicoar num movimento
incessante que nos exige empenho, organizacio, reflexio. E por
isso nos encontramos também: para interpelar e debater, com

abertura e pluralidade, cruzando ideias, experiéncia e experién-
cias, atravessando todos os graus de ensino.

Uma Esperanca

Uma esperanga centrada na valorizacio do papel do professor,
um dos aspectos decisivos no processo de renovacdo do ensino — e
entdo era de uma verdadeira renovagfio que se tratava— é o que
se refere ao papel dos professores. O reconhecimento da centra-
lidade do professor, da sua importancia decisiva na sala de aula
para a aprendizagem dos alunos, fazia ressaltar uma necessidade
e uma constatagfo: a da formacio, entfo a ganhar expressdo no
ensino superior, no Ambito da formacdo inicial para o ensino
da Matemdtica, e que contava também com o sélido contri-
buto de quantos tinham trabalhado na profissionalizacio em
exercicio. Mas uma formagio que, com a APM, se queria que
prosseguisse e se desenvolvesse, ndo apenas para os professores,
mas com os professores, numa relacio préxima e com um vin-
culo forte ao seu trabalho nas escolas e nas aulas, promovendo
a reflexdo sobre a prépria pritica, a partilha e o confronto
de ideias e experiéncias. No seu editorial, o Paulo menciona,
entre os objetivos da criagio da APM, o de estimular e apoiar
o crescente interesse e participacdo [dos professores] em projectos
de investigacdo pedagdgica e contribuir para quebrar o isolamento a
que estdo geralmente sujeitos, procurando criar melhores condicdes
para o trabalho colectivo e a troca de experiéncias. E fundamental
resgatar no seio da APM esse espaco formativo que passa pelo
estudo e investigagdo, pela anilise e reflexdo, e pelo debate.
Espacos e tempos que ndo podem ficar reféns do mercado da
formacdo, antes devem recuperar aquele espirito de gratuita e
grata partilha que para nés sempre foi modelo. Esta Revista e o
ProfMat, que o Paulo refere como exemplos daquilo em que a
APM devia apostar como coisa prépria, sdo também exemplo
e concretizacio desse modo de estar e de nos exercermos na
Associagio. E sdo hoje, de facto, passados todos estes anos, a
nossa marca mais distintiva.

Um Desafio

O desafio que o Paulo apresentava era o do crescimento.

Na evolugio histérica e no dinamismo de crescimento de
grupos e pessoas h4 fenémenos complexos. As origens sio sem-
pre gratificantes: um pequeno conjunto de pessoas associa-se
por uma causa partilhada com tanta empatia e cumplicidade
que as explicitagdes necessdrias sio minimas. Se essa causa, essa




ideia, é fecunda, tenderd necessariamente a crescer. O cresci-
mento e o passar do tempo multiplicam as forgas primeiras mas
distanciam-nos da fonte. Um grupo que cresce tem necessa-
riamente um dilema permanente: a fidelidade as origens e a
fidelidade ao tempo que € outro. Saber atualizar uma e outra é
um discernimento que pode possibilitar o futuro de um grupo,
destrui-lo ou transformé-lo noutro.

O desafio do crescimento é também o desafio de amar o
tempo dos desalentos. Quando se comega, tudo é novo; quando
se comega a crescer, tudo faz sentido; quando chega o tempo do
desgaste, dos reveses e adversidades, do remar contra a corrente,
o desalento pode invadir-nos. E hora de outros desafios e dos
desafios de sempre, hora de reunir pessoas e esforgos claro, mas
também de os mobilizar com (mais) abertura e comunicagdo, con-
fronto e didlogo, criatividade e iniciativa, afirmacdo e proposiciob.

Estatuto Editorial da

Do Paulo aprendemos o entusiasmo contagiante por uma causa:
uma APM que promova a participagio ativa dos professores
para a melhoria do ensino da Matemdtica era uma das suas
grandes causas. No inicio deste ano em que o recordaremos de
uma forma especial, neste més de janeiro em que ele comple-
taria 60 anos, lancemos um olhar de esperanga para esta tarefa
que é continuar a APM como um espago de pertenga para os
professores de Matemadtica; um lugar de desafios que queremos
assumir com a qualidade e exigéncia de que nio podemos nunca
prescindir no nosso ser e fazer.

Notas

1 Os itdlicos, sem identificaciio no texto, sio deste editorial.

2 O ProfMat de Portalegre, em 1986, onde foi fundada a APM.
3 H. M. Guimaries no editorial da EeM 118 (2012).

Lurdes Figueiral
Presidente da Direcdo da APM

A Educacao e Mateméatica [EM] é uma publicacao da Associagdo de Professores de
Matemética [APM). E uma publicacdo periddica, sai cinco vezes por ano e um dos

seus nlmeros anuais é tematico. A revista aborda quest@es relacionadas com o

Educacao e Matematica

ensino e aprendizagem da Matematica. Dirige-se aos professores de Matematica,
de todos os niveis de ensing, em especial aos sdcios da APM, constituindo um meio

de comunicacio privilegiado da Rssociacdo, em Portugal e no estrangeiro.

Os principais objectives da Educacdo e Matematica sao:

-Promover a troca de ideias e experiéncias entre professores;

-Estimular a reflexdo sobre problemas e desafios da educacdo matematica;

-Discutir temas actuais e importantes da educacdo; matematica e da educacso em geral;
-Fornecer elementos de trabalho para as préticas dos professores;

-Oivulgar informacao relevante para os professores.

A Educacan e Matematica publica textos de natureza diversa. Vive muito da contribuicdo dos sdcios, que sdo
autores da maior parte dos artigos. Estas contribuicdes passam por ideias, pontos de vista, comentérios, relatos de
experiéncias, artigos de opinido, recensdes de livros, resolugdo de problemas, noticias .. . A EM tem um conjunto de
secides de natureza diversificada, algumas das quais com cardcter permanente.

A revista tem uma equipa redatorial a guem compete desenvolver todo o trabalho de rececao e revisao de artigos,

bem como organizar a propria revista.

A semelhanca das outras revistas informativas, a Educacan e Matematica assequra o respeito pelos principios
deontoldgicos e pela ética profissional dos jornalistas, assim camo pela boa fé dos leitores.

A Directara da Educacso e Matematica
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Entrevista a Leonor Santos e Lurdes Serrazina

Nos tempaos recentes, a tutela tem procurado introduzir alteraces ao programa oficial de Matemética do Ensino Bésico, homologado em
2007 e atualmente em vigor, através das metas curriculares e da decorrente producdo de novos manuais escolares ajustados a essas metas
- apesar de existirem manuais escolares certificados aprovados em 2010 por seis anos. Esta situacdo verifica-se sem gue tenha havido
uma avaliacao dos investimentos anteriores e quando surgem indicadores nos estudos internacionais [TIMSS 2011; PIRLS 2011 e PISA 2009)
de uma evolucao muito positiva das competéncias dos alunos portugueses, nomeadamente em Matematica. Pareceu-nos, pois, que estas

mudangas e contradicdes necessitam de uma profunda reflexao.

Para isso a Educacao e Matematica decidiu entrevistar as colegas Leonor Santos e Lurdes Serrazina, ambas sdcias fundadoras da APM,
a primeira professara associada no Instituto de Educacdo da Universidade de Lisboa [IEUL] e a sequnda professora aposentada da ESE de
Lisboa e atualmente convidada na IEUL. Este convite decarre do facto de ambas terem tido um papel relevante no desenvolvimento de
medidas de politica educativa das anos anteriores a 2012, coma coordenadoras, respetivamente, do Plana da Matemética | (2006 a 2009)
e do Plano da Matematica Il e Novo Programa de Matematica para o Ensino Basico (2009 a 2012) e do Programa de Formacao Continua em

Matematica (2005 a 201).

A Educacao e Matematica [EM], numa entrevista via mail conduzida por Isabel Rocha e Manuela Pires, pediu-lhes gue refletissem sobre-
tudo sobre os contributos, nas mudangas educativas que se t8m vindo a realizar, das duas medidas acima referidas do Plano de Acdo da
Matematica, as quais chegaram diretamente a tantos professores e alunos e mohilizaram as escalas a nivel nacional, complementando-se

na acdo.

Agradecemos a ambas as colegas a sua pronta disponibilidade em responder a esta entrevista, com a certeza de que a energia, firmeza,
criatividade, persisténcia e capacidade de analise daquelas que durante seis anos coordenaram as medidas referidas perpassa pela entre-

vista, e aponta caminhos para o futuro.

Neste nimero contamos ainda com os depoimentos de dais professores, participantes em cada um dos projetos, que nos dao o seu
testemunho acerca dos contributos dos mesmaos nas suas escolas e/ou no seu desenvolvimenta prafissianal.

[EM] Foram recentemente conhecidos os resultados de dois estu-
dos internacionais, TIMSS e PIRLS, realizados em 2011, sobre
as competéncias em matemdtica, ciéncias e leitura de alunos de
nove anos, ou seja, alunos no final do 1.° ciclo do ensino basico.
Por comparagiio a 19935, tltimo ano em que os alunos portu-
gueses de nove anos foram avaliados pelo TIMSS, Portugal
estd no pequeno grupo de paises que apresenta melhorias no
desempenho dos seus alunos, tendo ficado acima da média
tanto a Matemadtica como a Ciéncias. J4 antes, os resultados do
estudo PISA 2009, publicados em 2010, mostravam a evolucio
positiva dos nossos alunos de 15 anos, sendo Portugal o pais da
OCDE que mais progrediu no conjunto desses trés dominios.

Nestes anos, que medeiam os diversos estudos, vdrias medi-
das de politica educativa foram implementadas, entre elas, os
programas que foram por vés coordenados. Com o distancia-
mento necessirio conseguem refletir sobre os contributos dos
mesmos na progressdo dos alunos portugueses!?

[Leonor Santos] Dada a complexidade dos fenémenos educativos,
nunca se podem estabelecer relactes lineares de causa e efeito.
Contudo, ¢ possivel afirmar-se que desde 2005 até meados de
2012 houve uma orientagio clara na politica educativa para a
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melhoria das aprendizagens matemaricas dos alunos portugue-
ses. Arriscaria, mesmo, dizer que nunca tal tinha acontecido de
forma tdo assumida e ampla.

Designado por Plano de Agio da Matematica, este plano,
iniciado no ano letivo de 2006/2007, incluiu diversas medidas,
como seja a elaboragio, experimentacio e generalizacio de
um novo Programa de Matemdtica para o Ensino Bésico, um
Programa de Formacio Continua em Matemdtica para profes-
sores dos 1.° e 2.° ciclos do Ensino Bésico (que se iniciou um
ano mais cedo), a criagio de um banco de recursos educativos
para a Matemidtica e o desenvolvimento sustentado de proje-
tos de escola que visavam a melhoria das aprendizagens em
Matemdtica — Plano da Matemitica I e I1.

Parece-me adequada uma nota prévia de explicitagio do
modelo das medidas que nés coordendmos, antes de responder
a pergunta.

O Plano da Matemdtica I (PM 1) decorreu entre os anos leti-
vos de 2006/2007 ¢ 2008/2009. Abrangeu 0s 2.° e 3.° ciclos do
Ensino Bésico e envolveu 95% das escolas piblicas de Portugal
Continental com estes niveis de ensino. Iniciando com cerca
de 300000 alunos, no terceiro ano contou com mais de 400 ooo
alunos (valor que corresponde a 85% dos alunos inscritos nos




2.7 e 3.° ciclos nas escolas que aderiram a esta medida). Nos
trés anos letivos seguintes (2000/2010 a 2011/2012), tomou
lugar o PM 11, agora passando a abarcar os trés ciclos do Ensino
Bésico. Comegou com 570 oco alunos, terminando com mais
de 626 100 alunos (valor que corresponde a 80% dos alunos
inscritos nos 1.°%, 2.° e 3.° ciclos nas escolas que aderiram a
esta medida, isto é em 93% das escolas piblicas de Portugal
Continental com Ensino Bésico). O dispositivo de acompa-
nhamento criado para o PM II (em tudo idéntico ao do PM I)
teve também como fun¢iio apoiar os Agrupamentos de Escolas/
Escolas ndo agrupadas (AE/E) que optaram por antecipar, em
um ano, a generalizacgio do Novo Programa de Matemdtica
para o Ensino Béasico (NPMEB). Ora, se cruzarmos estes dados
com os alunos sujeitos aos dois estudos internacionais referidos,
poder-se-4 dizer que, no que respeita ao PISA 2009, hd uma
elevada probabilidade de um nimero significativo de alunos
que participaram neste estudo terem sido abrangidos pelo PM 1
durante o seu 3.° ciclo de escolaridade. J4 no que respeita ao
TIMSS e PIRLS, alguns deles poderiio ter estado abrangidos
ou no PM II efou na antecipacio da generalizacio do NFMEB
(nos 3.° e 4.° anos de escolaridade). Deste modo, poder-se-d
dizer que as medidas a que me estou a referir poderéio, de algum
modo, ter contribuido para a melhoria dos resultados apresen-
tados pelos alunos portugueses.

[Lurdes Serrazina] Concordo, pois parece legitimo afirmar que a
melhoria dos resultados dos nossos alunos em avaliagBes inter-
nacionais (PISA, TIMSS) deve-se com certeza a miltiplos fato-
res, sendo um deles o mais trabalho que se fez em Matematica,
no ensino bdsico, nos tltimos anos e onde o Programa de
Formacio Continua em Matemdtica (PFCM) teve uma grande
quota parte de responsabilidade.

Comego entdo por explicitar como surgiu e como se desen-
volveu o PFCM que foi criado em 2005, como reagfio da ento
Ministra da Educaciio aos resultados do PISA 2003, onde os
nossos alunos de 15 anos tinham tido resultados muito baixos.
Frequentaram o PFCM desde 2005/06 a 2010/11 cerca de
14 400 professores do 1.° ciclo do ensino bésico, destes mais
de 3 100 participaram no programa durante dois anos letivos e
mais de 2 500 professores de Matemdrica do 2.° ciclo. O PFCM
tinha como propésito a melhoria das aprendizagens dos alunos.
Entre os seus principios orientadores destaco o de considerar
o professor como um profissional com um saber e identidade
préprios, considerando a formagdo numa perspetiva de desen-
volvimento profissional.

Foram definidos um conjunto de objetivos a alcancar, entre
os quais: aprofundar o conhecimento matemdtico, diddtico e
curricular dos professores envolvidos; favorecer a realizagio
de experiéncias de desenvolvimento curricular em Matematica,
contemplando a planificagiio de aulas, a sua execugfio e reflexdo,
em colaboragiio com os seus pares e formador; e fomentar uma
atitude positiva relativamente 2 Matemdtica e aquilo que os
seus alunos sdo capazes de fazer na disciplina. Todos os dados
disponiveis, apontam no sentido que o ganho de autoconfianga
dos professores & medida que foram aprofundando o seu conhe-
cimento alterou a sua atitude relativamente 4 Matemdtica e
as aprendizagens que os seus alunos sdo capazes de fazer em
Matemdtica, fomentando mais trabalho em Matemdtica

nas salas de aula dos professores envolvidos. Este é um dos
aspetos mais referidos nos relatérios periédicos das diferentes
Instituicdes de Ensino Superior envolvidas no PFCM, mas
também nos resultados dos diferentes trabalhos de investigacio
desenvolvidos no seu dmbito.

O papel da planificacio das tarefas para a sala de aula e a
importancia da partilha de ideias e discussdo interpares e com
o formador sdo outros aspetos muito valorizados por todos. Um
aspeto inovador introduzido pelo PECM foi o do acompanha-
mento em sala de aula. Este resultou de no relatério do PISA
2003 se afirmar que mais de 60% dos alunos testados tinham
tido aulas com a presenga de outro profissional na sala de
aula, enquanto que isso apenas tinha acontecido para 5% do
alunos portugueses. Em alguns pafses essa presenca chegava a
ser superior a 9go%. Esta ideia conjugada com os resultados de
uma avaliagio que concluia que muita da formacio continua
que se tinha realizado em Portugal na dltima década ndo tinha
chegado 2 sala de aula, conduziu 4 ideia de incluir no PFCM
uma componente de acompanhamento em sala de aula. Este
foi considerado por todos uma mais-valia, permitindo uma
interligacio entre as sessdes de supervisdo na sala de aula e as
sessdes de formaciio em grupo. Os professores que frequentaram
o PFCM, e, em especial, os que o fizeram durante dois anos
tém, indiscutivelmente, uma atitude diferente relativamente a
Matemadtica, envolvendo-se e envolvendo os seus alunos num
maior trabalho em Matemdtica.

Quando comparamos os resultados do TIMSS 1995 com
os de 2011 (0s dois em que Portugal participou), a pontuacio
média dos alunos portugueses subiu go pontos (de 442 pontos
para 532), tendo sido de entre os paises que participaram nas
duas avaliagdes o que mais subiu. Este resultado coloca-nos
a par da Dinamarca e da Litudnia (com classificagdes acima
mas estatisticamente nio significativas) ou da Alemanha e
da Sérvia (abaixo de Portugal, mas também estatisticamente
nio significativas), e claramente 2 frente da Austria ou da
Repiiblica Checa, que em 1995 eram dos paises da Europa
melhor classificados. Se tivermos ainda em conta os resultados
do PISA 2003 e do PISA 200g, somos forgados a concluir que
a melhoria se deu na segunda metade da década de 2000-2010,
coincidindo com o desenrolar do PECM e de outras medidas
que conduziram a uma maior trabalho em Matemética, como
referido antes.

O préprio relatério do TIMSS 2011 refere dados da
investiga¢io que reafirmam o efeito positivo da formacio em
Matemadtica, encarada numa perspetiva de desenvolvimento
profissional, nos resultados obtidos pelos alunos. O relatério
refere os trés aspetos centrais do PFCM: conhecimento mate-
mdtico, conhecimento diddtico e conhecimento curricular. A
tabela 1 compara os valores globais, em percentagem, dos pro-
fessores que afirmaram ter tido formagio em cada um daqueles
aspetos, nos tltimos dois anos, com a percentagem dos profes-
sores portugueses, que também o afirmaram.

Como se verifica na tabela 1, acima de 50% dos professores
dos alunos portugueses que participaram no TIMSS zo11, afir-
maram ter participado em formagio continua em Matematica,
incidindo no conhecimento matemdtico, na diddtica da
Matemidtica ou no currfculo de Matemadtica nos dltimos dois
anos, que, muito provavelmente, se realizou no dmbito do
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Dominios Percentagem global Percentagem em Portugal
Conhecimento matematico Y 58
Conhecimento didatico Y6 54
Conhecimento do curriculo el Bl

Retirado de Mullis, V. 5., Martin, M. 0., Fou, P. & Arora, A, [2012). TIM552011 International Results

in Mathematis. |ER, Lynch School of Education, Boston Callege.

Tabela 1. Percentagem de professores que afirmaram ter tido formagao nos Gltimas dois anos em cada um dos dominios(l).

PFCM. A maior percentagem atribuida & formaco no 4mbito
do curriculo pode ser devida ao trabalho desenvolvido na
implementagio do Programa de Matemadtica para o Ensino
Bésico pelo PFCM, mas também pelo Plano da Matemdtica.

[Leonor Santos) Mas tal pressuposto de que as medidas referidas
poderio ter contribuido para a melhoria dos resultados carece
de explicacio que procurarei enunciar no que respeita ao PM I
e PMIL

O enfoque do trabalho desenvolvido entre a Comissio
de Acompanhamento (CA) e os professores acompanhantes
(PAs) e entre estes e os professores de Matematica no terreno
teve sempre em conta a investigagio em educagio matemdtica,
nacional e internacional e foi estreitamente coerente com o
NPMEB, tendo este servido de base a muito do trabalho reali-
zado. Incidiu sobretudo em questdes da diddrica da maremadrica,
nela se trabalhando temas como métodos de ensino (o papel
do professor e do aluno, formas de trabalho na sala de aula);
tarefas matemdticas (tipos, propdsitos distintos, sequenciali-
dade, forma de exploracdo na sala de aula, andlise de produgdes
dos alunos); processos avaliativos (propdsitos, instrumentos,
critérios de avaliacio); desenvolvimento de capacidades
transversais (resolucio de problemas, raciocinio matemdtico
e comunicacio matemdtica); e de desenvolvimento curricular,
muito em particular a articulagiio vertical. Estes temas foram
trabalhados em diversos momentos, sendo revisitados e apro-
fundados, ao longo dos seis anos. Procurou-se trabalhd-los a
partir de situagdes concretas, as quais a teoria permitia fazer
uma nova leitura e desenvolver uma outra compreensdo. A
experimentacio no terreno e a partilha de préticas foram estra-
tégias de acompanhamento que se procuraram desenvolver de
forma continuada nas reunides periddicas entre cada PA e o seu
grupo de AEJE.

Foram sendo produzidos relatérios, ao longo de seis anos,
pela CA, que tiveram por base dados recolhidos juntos de todos
os AEJE envolvidos e dos 8o professores acompanhantes que
trabalharam regularmente com os professores no terreno. Estes
relatérios evidenciam, de forma fundamentada, o trabalho
desenvolvido e alguns efeitos destas medidas que poderdo dar a
perceber o seu possivel contributo na melhoria dos resultados
dos alunos portugueses em estudos internacionais, tal como se

pode ler nos seguintes extratos ilustrativos retirados dos relaté-
rios anuais da CA:

Ao longo destes trés anos houve uma grande evolugio do papel dos
professores em sala de aula. A maioria dos professores do grupo pre-
parava e dava as suas aulas de modo tradicional. (...) Atualmente
os professores jd questionam a eficdcia deste tipo de ensino e j4 se
nota alguma mudanga (...) jd existe um maior cuidado na escolha
das tarefas, na forma como as trabalham com os alunos, e essen-
cialmente na forma como se «corrigem». As «tradicionais corre-
¢des» deram, muitas vezes, lugar & «discussdo de estratégias», com

apresentacio e discussio de diferentes resolugdes. (AE[E, regifo
de LVT, 2008/200g)

Na primeira parte da aula, foi feita a distribuicio e apresenta-
¢fio da tarefa aos alunos. Na segunda parte, os alunos trabalha-
ram a pares e realizaram a tarefa. O professor foi observando o
trabalho que os alunos estavam a realizar e sempre que se mos-
trou necessdrio interveio para ultrapassar situages pontuais de
impasse, langando questdes cujas respostas permitiam desblo-
quear essas situacdes. Na terceira parte, procedeu-se a apresen-
tacdo dos produtos obtidos pelos diferentes pares e 4 explicacio
dos processos utilizados e na dltima fase procedeu-se 2 sistema-
tizagio. (AE/E, regiio do Alentejo, 2011/2012)

A existéncia do PM [ e do PM II levou a possibilidade do
aumento da carga hordria do trabalho em Matemitica dos
alunos, possibilitada pela atribuicio do Estudo Acompanhado
a esta disciplina, Para além disso, por iniciativa dos AEJE, o
recurso As assessorias/pares pedagégicos também em alguns
tempos semanais da aula de Matemadtica é outra estratégia
pedagégica desenvolvida, no PM I, no 2.° como no 3.°ciclo,
alargando-se posteriormente ao 1.° ciclo, no PM II. Segundo
os diversos autores diretamente envolvidos, esta estratégia per-
mitiu apoiar de forma mais eficaz os alunos e contribuiu para o
desenvolvimento profissional dos professores. Trouxe, contudo,
maiores exigéncias para os professores no trabalho conjunto de
planificacio:

a implementagfio das assessorias (com a presenca de dois docen-
tes, em simultdneo, dentro da sala de aula) (...) exigiu dos profes-
sores uma maior flexibilidade e exigéncia, ao nivel da planificacio
de aulas e de gestdo de tempo; proporcionou uma utilizacio mais
frequente da aprendizagem ... construtivista e sensibilizou/cons-
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ciencializou para a existéncia das miiltiplas estratégias pedagégicas.
(PA, regido Norte, 2007/08)

Por outro lado, as assessorias fizeram com que cada um dos pro-
fessores se expusesse aos colegas em contexto de sala de aula ao
longo destes 3 anos e € opinido de todos que esta foi a experi-
éncia que mais contribuiu para o seu desenvolvimento profis-
sional. (PA, regido Centro, 2008/0g)

Assim, a atividade letiva descentrou-se da mera utilizacio exclu-
siva dos manuais e da realizacdo de fichas de trabalho, tentando
sempre diversificar estratégias, orientando gradualmente o ensino
para a resolugio de problemas. Estas estratégias permitiram moti-
var os alunos e proporcionar-lhes uma visdo diferente das aplica-
¢des matemdticas, sentindo-se os alunos mais acompanhados por
beneficiarem de outro professor presente na aula. (AE, regido do
Algarve, 2011/2012)

Qutro efeito a destacar é o desenvolvimento de uma dindmica
de cariz colaborativo do trabalho dos professores de Matemitica
ao longo dos seis anos de desenvolvimento destas medidas. E
referido de forma sistemética em todos os relatérios elaborados
pelos AE/E. Este facto parece-me importante assinalar dado
todo este investimento ter por propdsito ajudar os professores
de Matematica a alterar as suas préticas letivas, de modo a favo-
recer o desenvolvimento nos alunos do que hoje se entende por
saber matemdrica.

Em sintese, pode falar-se numa tendéncia de mudanga de
praticas de ensino da Matematica, ao longo dos seis anos. Serd
que se chegou a uma situagio ideal? Claro que ndo! Muito
estd ainda por fazer. Por exemplo, os professores no terreno
reconhecem ter havido uma evolugio positiva dos seus alunos
na sua atitude/motivacio face 3 Matemstica e no dominio dos
conceitos e procedimentos. Expressam ainda uma evolugiio
positiva, embora menos expressiva, no desenvolvimento da
capacidade de resolucio de problemas, do raciocinio matema-
tico e da comunica¢io matemdtica.

[EM] Nas vossas respostas tém o cuidado de salientar que niio
podemos nem devemos estabelecer uma relaciio de causa e
efeito entre estes programas e os resultados obtidos pelos alunos
nos estudos referidos. No entanto, ambas destacam evidéncias
de alteraciio de priticas dos professores envolvidos com melho-
rias nas aprendizagens dos alunos, mais consistentes naqueles
que participaram durante perfodos mais prolongados o que nos
parece apontar para uma necessidade de continuidade, sem
significar que os modelos tenham de se perpetuar.

Durante os seis anos em que os programas decorreram houve
ajustes decorrentes da reflexdo sobre a implementagio dos mes-
mos. Agora que eles terminaram que propostas fariam ao poder
politico para que o trabalho desenvolvido pudesse continuar a
evoluir de forma consistente!

[Leonor Santes] As mudangas em educagio, nomeadamente
nas aprendizagens dos alunos, sio lentas e exigem uma forma
continuada e coerente de trabalho. Recordo o exemplo da
Finlandia. Quando questionados os responsdveis pela educa-
¢Ao deste pafs pelas possiveis razdes que explicavam o elevado
aproveitamento dos alunos no PISA 2006, a sua resposta foi
de que hd cerca de trinta anos que existia a mesma orientacio
de politica educativa. Esta, através de um pacto de regime
estabelecido entre os vdrios partidos politicos, tinha-se man-
tido, independentemente do partido politico responsdvel pela
governagio. Ora acontece que, em Portugal, este cendrio
estd longe de ser uma realidade! Parece haver a ideia de que,
qualquer que seja o Ministro de Educagiio, a sua passagem pelo
governo tem de ficar associada a medidas educativas, sejam elas
de continuidade ou de rutura com as orientagdes precedentes.
Néo importa fazer avaliaches intermédias, identificar o que estd
a cotrer bem e quais os desvios a corrigir, para a consecucio
dos objetivos acordados. Nio importa anular os bons resultados
intermédios atingidos, desperdicar os dinheiros piblicos gastos.
Pelo contrério, parece sobreporem-se objetivos de interesse
individual, em detrimento de objetivos de interesse nacional,
isto é da melhoria da educagiio em Portugal. Assim, a primeira
mensagem a dar ao poder politico é da necessidade premente de
pensarem no pais e de estabelecerem um pacto de regime que
deé sentido, coeréncia e eficdcia a politica educativa.

Uma segunda recomendagdo tem a ver com o aprovei-
tamento do know how que tem vindo a ser criado através de
diversas medidas desenvolvidas ao longo de um periodo de
tempo longo, como seja 0 PM 1 e o PM Il e a antecipagio da
generalizacio do NPMEB. E, por exemplo, o caso de um grupo
de 8o professores acompanhantes que, ao longo de seis anos,
acompanharam professores de Matemdtica de cerca de rooo




de AE/E com Ensino Bésico em Portugal Continental. A sua
experiéncia no acompanhamento € uma mais valia que nfo
deve ser desperdigada.

[Lurdes Serrazina] Uma das nossas preocupagdes, desde o inicio
do PFCM, foi como dar continuidade ao trabalho desenvolvido
e manter um investimento no ensino da Matematica, para além
do fim do programa de formagciio, ou dito de outro modo como
manter nas escolas um ambiente de trabalho colaborativo, com
incidéncia no ensino da Matemdtica, entre os professores para
além do horizonte do PFCM. A organizacio da formacio em
grupos relativamente pequenos (inicialmente 8 a 12 professo-
res, a partir de 2006/07, 8 a 10 ) teve, a par da de possibilitar
um acompanhamento minimo em sala de aula, a preocupacio
de criar hébitos de trabalho colaborativo entre os professores.
O balanco realizado leva-nos a concluir que este foi conseguido
em muitos dos grupos envolvidos no PECM, embora também
aqui de um modo mais intenso, nos grupos que estiveram na
formacio pelo menos dois anos. O desafio era o de manter esse
ambiente para além do PFCM.

Conhecendo as dindmicas das escolas, entre os objetivos do
PFCM, foi definido o seguinte:

Criar dinimicas de trabalho em colaboracio entre os professores
de 1.° ciclo com vista a um investimento continuado no ensino da
Matemadtica ao nivel do grupo de professores da escola/agrupamento,
com a identificacio de um professor dinamizador da Matemética
que promova um desenvolvimento curricular nesta drea;

No sentido de levar 4 concretizaciio deste objetivo, a Comissio
de Acompanhamento do PFCM elaborou, em 2006, um perfil
do professor dinamizador da Matematica, que entregou a tutela,
para que pudesse ser regulamentado. De notar que a existéncia
de um professor que ¢ responsabilizado por promover trabalho
em Matemitica entre os professores do 1.° ciclo de uma dada
escola ou conjuntos de escola é prética corrente, desde ha déca-
das, em pafses como Inglaterra ou Estados Unidos da América,
mas que tem tido pouco eco no poder politico do Ministério da
Educacdo em Portugal. H4 muito que nagueles paises se con-
cluiu pela necessidade deste professor, dado o facto do professor
do 1.° ciclo ser um professor generalista, que ensina as diferen-
tes dreas disciplinares. O professor dinamizador de Matemdtica
seria um dos professores da escola, com formaciio como pro-
fessor do 1.° ciclo, mas com um maior gosto e apeténcia pelo
ensino da Matemdtica. Este professor receberia uma formacio
como dinamizador, aprofundando os seus conhecimentos em
Matemdtica, em diddtica e em desenvolvimento curricular.
Tinha como fun¢fio a promogio de trabalho colaborativo entre
os diferentes professores da sua escola, nomeadamente ao nivel
do desenvolvimento curricular em Matemitica, identificando
materiais e organizando atividades que pudessem responder as
necessidades do grupo de professores, recorrendo, sempre que
necessdrio, & colaboraciio de especialistas exteriores.

A existéncia do professor dinamizador ndo substituia
nenhum dos professores que continuariam a ser responsdveis
pelo ensino da Matemdtica nas respetivas turmas. Aquele era
um professor do 1.° ciclo, com um maior envolvimento na
Matemdtica, mas nfio um professor especialista em Matemadtica
sem formagio como professor do 1.° ciclo. Um embrifio do
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dinamizador de Matemdtica poderia ter sido o que aconteceu
em 2009/10 aquando da implementacio do novo Programa de
Matemdtica do Ensino Bésico (PMEB), nos agrupamentos que
se propuseram inicid-lo. Cada agrupamento indicou um profes-
sor de cada ciclo responsdvel pela implementacio do programa.
Estes receberam formagiio como coordenadores. O professor do
1.° ciclo responsdvel pela implementagio do PMEB exerceu,
de algum modo, as fungdes indicadas para o dinamizador, tra-
balhando ainda em ligagio com o acompanhante da sua escola
no Ambito do Plano da Matematica. Mas, também esta medida
nio teve continuidade e o trabalho realizado nas escolas de
apoio 4 implementacio do PMEB foi interrompido antes sequer
de ter sido concluida a sua implementacio nos quatro anos do
1" gy,

Em educacio ndo existem resultados imediatos e a conti-
nuidade das a¢des é fundamental. Se os resultados do TIMSS
2011 revelam uma melhoria nos resultados dos nossos alunos ¢
fundamental continuar esse caminho no sentido de um melhor
desempenho e consequentemente de uma melhor aprendiza-
gem em Matemdtica, procurando corresponder ao que € exigido
a um cidadio do século XXI.

Para além da interrupcio de todas as medidas, a situagio foi
ainda agravada por, entretanto ter aparecido um novo docu-
mento curricular, as metas curriculares, com contetidos e orien-
tagGes contririas s presentes no PMEB e com uma linguagem
que ndo é a habitual em matemdrtica escolar quer em termos
nacionais como internacionais que sé serve para confundir os
professores e transmitir mensagens erradas.

Muito de positivo que aconteceu no PFCM, reconhecido
pelos que nele participaram e, ji referido anteriormente, resul-
tou da existéncia do trabalho conjunto com os colegas e com o
formador. Estes espagos de trabalho tém de ser institucionaliza-




dos e promovidos nas nossas escolas. No caso dos professores do
1.° ciclo estes serdo espacos privilegiados para discutir questdes
relativas ao ensino das diferentes dreas disciplinares e, no caso
em andlise da Matematica.

O poder politico e os responsdveis nas escolas deveriam ter
tido em conta que muito dos formadores que estiveram envolvi-
dos no PFCM, bem como os que estiveram envolvidos no Plano
da Matemsdtica ou na implementacio do PMEB, estdo hoje nas
suas escolas por todo o pais e sio recursos em que o pais investiu.
O saber adquirido por aqueles profissionais s6 pontualmente
estd a ser potencializado. As autoridades educativas, aos diver-
sos niveis, deveriam olhar para os recursos disponiveis e criar as
condicbes para a sua rentabilidade.

[EM] E que desafios aos professores?

[Lurdes Serrazina) Sabemos que em muitas escolas os professores
continuam «a lutar contra a maré» e a realizarem algum trabalho
colaborativo em Matemitica. E fundamental que os professores
aproveitem as sinergias existentes e imponham prioridades no
seu trabalho. O ensino dos seus alunos tem de ser a primeira.
As reunides por anos de escolaridade, que existem em muitos
agrupamentos, tém de ir muito mais além do que a simples defi-
nigiio de contetidos a trabalhar num determinado periodo de
tempo ou a discussio de fichas de avaliagfio. Para que a avaliagio
esteja em consonincia com o ensino, antes de discutir fichas de
avaliagio comuns as diferentes turmas é fundamental discutir
os contetidos a trabalhar e como os trabalhar na sala de aula,
definindo prioridades, métodos e materiais de ensino.

Sabemos que todos os dias os professores sio confrontados
nas escolas com outros desafios e «obrigagdes», sentindo-se,
por vezes, «esmagados» pelas miiltiplas exigéncias que lhes sdo
feitas, em detrimento de um trabalho focado na sua funcio de
professor. As orientagGes superiores tém de ir no sentido do
estabelecimento de espacos de trabalho dos professores para
se debrugarem sobre o ensino da Matemdtica, estudarem as
orientagdes curriculares e organizarem o seu ensino.

[Leonor Santos] Ao grupo dos 8o professores acompanhantes
deixava-lhes o desafio de partilharem o conhecimento e a
experiéncia que desenvolveram, quer através de comunicagdes
em encontros — ProfMat e Encontros regionais, por exemplo

— e em atividades desenvolvidas a nivel de escolas ou agru-
pamentos, quer publicando artigos. Outra drea de intervencio
indispensdvel serd a da formagfio, por exemplo, inscrevendo-se
como formadores nos Centros de Formagio.

Aos professores de Matemdtica das escolas deixava-lhes
como mensagem principal a necessidade do desenvolvimento
de uma atitude de resiliéncia e de persisténcia. E certo que mui-
tas das condiges proporcionadas no passado recente pela tutela,
no dmbito do PM II, deixaram de existir. Falo, por exemplo,
do crédito hordrio que permitiu a existéncia de assessorias em
alguns rempos semanais do hordrio escolar a Matemética, da
recomendagiio forte de um espaco livre semanal comum a todos
os professores de Matemdtica (verificado num elevado nimero
de AE/E, mas niio na sua totalidade) que possibilitou o trabalho
colaborativo de planificagio, da existéncia de reunides regulares
com professores de Matemadtica de diversos agrupamentos que

permitiram a discussdo coletiva de questdes relativas ao ensino
e aprendizagem da Matemdtica e a partilha refletida de experi-
éncias inovadoras, e de um professor acompanhante que, para
além de um apoio cientifico e pedagégico, ajudou a dar conti-
nuidade e a aprofundar as alteragBes progressivas feitas sentir
na cultura de trabalho e nas préticas letivas dos professores de
Matemitica do Ensino Bésico. Estas condigfes ndo sdo mais
garantidas pela tutela, mas tal nfo implica necessariamente
que deixem de existir. Acredito mesmo que os professores de
Matemitica dentro dos seus agrupamentos continuardo a tra-
balhar colaborativamente e a desenvolver praticas de ensino de
Matematica na linha do que tém discutido e posto em pritica
nos Gltimos anos.

[EM] Anteriormente referiram que para além da interrup¢io de
todas as medidas, sem uma avaliagio prévia, as que surgiram,
como seja a publicacio das metas curriculares e materiais de
apoio, parecem inverter o percurso que estava a ser feito. Que
reflexos prevéem no ensino e aprendizagem da Matemdtica nas
nossas escolas?

[Lurdes Serrazina] O trabalho que se iniciou nas nossas escolas
parece estar a ter um contributo positivo para a melhoria do
desempenho em Matemadtica dos nossos alunos. O mais ele-
mentar bom senso levava a que o poder politico, nio podendo
continuar as medidas na sua plenitude, desse indicagdes no sen-
tido de que fossem rentabilizados todos os recursos existentes
para a continuidade do trabalho.

Ao invés, o poder politico introduziu uma grande perturba-
Gfio no sistema ao aparecer com novos documentos curriculares,
completamente contraditérios quer com o PMEB quer com as
orientactes emanadas de instituigdes nacionais e internacio-
nais ligadas & Educagdo Matemdrica e 2 investigacio. Embora
as metas curriculares ndo estejam em vigor e nfio o possam
estar naquilo que contrariam o PMEB, a forma como foram
apresentadas pelo poder politico e a ameaga dos exames levou
a que diregbes de agrupamentos jd estejam a exigir dos seus
professores a inclusdo das metas nas planificagdes, o que conduz
a completas aberragSes. Mas se as metas jd colocam muitos pro-
blemas, os materiais de apoio &s mesmas, entretanto divulgados
pelo MEC, confirmam os piores pressdgios. Enquanto que o
PMEB preconiza um ensino da Matemdtica com compreensio,
nas metas e nos materiais que as suportam a énfase é colocada
quase em exclusivo nos procedimentos.

Um exemplo, no 1.° ciclo o PMEB apela ao desenvolvimento
do sentido do niimero e & compreensdo das operagdes e por isso
propde que os algoritmos habituais passem para mais tarde, de
modo que os alunos durante os dois primeiros anos desenvol-
vam estratégias de cilculo aquando da resolugiio de problemas,
desenvolvendo simultaneamente os significados das diferentes
operacdes. Pelo contrario as metas preocupam-se, desde o
1.° ano de escolaridade com os algoritmos, dando énfase aos
procedimentos de cdlculo, defendendo procedimentos dnicos
mesmo quando sdo de mais dificil compreensdo para os alunos.
Um exemplo ilustrativo é o modo como é abordado o algoritmo
da subtracio nos materiais de apoio &s metas. A propésito da
resolucdo do algoritmo da subtragio por decomposigio, no
2.° ano, pode ler-se nos materiais de apoio:
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E desejdvel que este procedimento venha a ser substituido pelo
algoritmo simplificado, objetivo que dever4 ser atingido até ao final
do préximo ano (p. 18)"

continuando a leitura do texto percebe-se que o que os autores
designam por algoritmo simplificado é outro algoritmo da sub-
tracfio, o de compensagiio, baseado na propriedade da subtracio
designada por invarifncia do resto. Como sabemos, tratam-se
de dois algoritmos diferentes, com diferente fundamentagio
matemdtica, sendo o primeiro de mais fdcil compreensdo que
o segundo. O que se pretende?, que os alunos decorem o algo-
ritmo de compensagio sem o compreenderem? De notar que
em muitos pafses os alunos aprendem um tnico algoritmo da
subtragiio e o mais usual é o da decomposiggo.

Os professores estdo hoje perante um grande dilema, ou tra-
balham com os seus alunos com base nas propostas do PMEB,
que continua em vigor, e naquilo que fizeram nos dltimos
anos, nomeadamente no dmbito do PFCM, e desenvolvem um
ensino da Matemdtica com compreensio com os seus alunos,
ou esquecem tudo isso e recuam aos anos 50 do século pas-
sado e ensinam um conjunto de procedimentos de calculo e
outros, preconizados nas metas curriculares e nos materiais que
as apoiam. Esta situacfio ndo € propicia ao desenvolvimento
de um ambiente de trabalho colaborativo em Matemitica que
defendi na questiio anterior, até porque surgem outras pressdes
exteriores, como a dos exames externos.

Uma outra medida que foi incentivada pelo Despacho nor-
mativo n.° 13-A/2012 foi a permuta de dreas curriculares entre
professores do 1.° ciclo, podendo a Matemdtica ser lecionada por
um professor e a Lingua Portuguesa por outro. Esta experiéncia,
que estd a ser concretizada este ano letivo em vdrias escolas, é
do agrado daqueles que acham que o professor do 1.°ciclo devia
especializar-se em determinada drea, com o argumento que ndo
pode aprofundar tudo. Espero que no final do ano os direta-
mente envolvidos na experiéncia a analisem com profundidade.
A ideia que o problema do ensino da Matemdtica no 1.° ciclo se
resolveria se houvesse um especialista de Matemdtica a ensing-

-la é contrariada por aqueles que defendem que a monodocén-
cia € uma mais-valia para as criangas que frequentam o 1.° ciclo,
sendo necessdrio dar formagio e suporte ao professor para lecio-
nar as diferentes areas disciplinares. Os dados do TIMSS 2011
parecem dar razio a estes tltimos, mostrando que os resultados
dos nossos alunos sdo, em média, mais altos quando estes tém
um professor com formagio em 1.° ciclo — 71% dos alunos
testados tinham um professor com este perfil e tiveram uma
pontuacio média de 535 pontos — sendo seguidos por aqueles
que tinham um professor com formacio em 1.° ciclo e com uma
especializacio em Matemdtica (25% dos alunos) cuja pontua-
¢io média foi de 523 pontos. Estes dados sfio consistentes com
os dados globais do estudo (Exhibit 7.3, p. 288, Mullis, Martin,
Foy & Arora (2012)), que mostram ainda que, nos paises em
que existe um especialista em Matemdtica, sem formagio no
1.° ciclo, a ensinar Matemdtica aos alunos do 4.° ano a pon-
tuacio média foi ainda mais baixa. Espero que estes resultados
estejam também presentes na reflexfio a fazer nos agrupamentos
e pelas autoridades educativas na hora do balanco da experién-
cia deste ano letivo e na tomada de decisdes futuras.
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[Leanor Santes] O que estamos a viver no presente é muito pre-
ocupante. Existe uma politica educativa, em particular no que
respeita ao ensino e aprendizagem da Matemdtica, contréria
4 desenvolvida nos dltimos anos. As metas curriculares sdo
um exemplo claro e indiscutivel sobre o que acabo de afirmar.
Nio se assumindo como um novo programa de Matemitica
para o Ensino Bésico, na pratica tudo estd a ser feito para que
tal o seja! Senfio, como se explica a necessidade de alterar os
Manuais Escolares elaborados de acordo com o PMEB «ainda»
em vigor! Como se explica a necessidade de dizer, e voltar a
dizer, que as metas curriculares sdo o referencial para os exa-
mes? Como se explica que o Ministério de Educacio e Ciéncia
esteja a preparar novos documentos de apoio, agora as Metas
Curriculares? O vasto material anteriormente realizado de
apoio ao PMEB, muito dele experimentado e melhorado, nio
é suficiente? J4 agora, como se explica que este material esteja
disponivel na pdgina eletrénica da DGE numa pasta designada
por «Histérico»? Faz parte do passado? J4 nfo € para ser usado
hoje? Como se explica que esteja a ser preparada ainda pela
tutela formacdo de professores para as Metas Curriculares em
vez de dar continuidade ao Programa de Formagio Continua
de Professores de Matemdtica para os 1.° e 2.° ciclos de esco-
laridade e de o alargar ao 3.° ciclo? O povo portugués estd a
viver uma situagio de austeridade, nunca antes vivida, como se
explica esta despesa em medidas que sdo totalmente contririas
a outras que comecaram a dar frutos positivos?

E nesta realidade que temo, que, no futuro préximo, com
as medidas para o ensino e aprendizagem da Matemitica ja
iniciadas e as que mais se avizinham, o trabalho desenvolvido
por todas as agdes do Plano de A¢io da Matemdtica perca a sua
forca e se verifique mesmo um retrocesso significativo. Mas o
que serd de esperar de um Ministro de Educacio e Ciéncia que,
a propésito da melhoria dos resultados no estudo do TIMSS e
PIRLS (de que parece ter muita dificuldade em reconhecer),
esquece praticamente todas as agdes deste plano? O que serd
de esperar de um Ministro de Educagio e Ciéncia que das duas
tnicas razdes que aponta para explicar estes resultados, uma
delas seja a avaliagio de Manuais Escolares, medida esta que
ndo abrangeu nem um s6 aluno participante neste estudo?

Dizia anteriormente que, a diferentes niveis, podemos, e
devemos, continuar a desenvolver de forma concertada um
caminho j4 iniciado, mas que est4 longe de ter terminado. E
possivel que o pacto de regime ndo acontega tio brevemente
quanto seria desejavel. E possivel que a tutela ndo tire partido
do conhecimento e experiéncia construidos ao longo destes
Gltimos anos. Mas também € possivel que o coletivo dos dife-
rentes atores com responsabilidades no ensino e aprendizagem
da Matemdtica saibam contrariar esta vaga que ignora tudo o
que sabemos hoje sobre o que € ensinar e aprender Matematica.
Os politicos entram e saem dos governos! Os professores de
Matemdtica permanecem!

Nota
1 Ver http://www.dge.mec.pt/index.phpZs=noticias&noticia=306.

Entrevista realizada por Isabel Rocha e Manuela Pires




Ano lectiva Nivel 1ou 2 Nivel 3 Nivel 4 ou 5
Semn PM 2005706 [*) 53% Y7 % [**]
Com 1ano do PM 2006/07 50 % b % 25 %
Com 2 anos do PM c007/08 MHx 4B % 18 %
Com 3 anos do PM 2008/09 23 % Yl % 36 %
Com 3 ou Y anos do PM 2009/2010 oc¥% 49% c9%
Com 2 ou 3 anos de PM 2010/201 oo H2% 3b%

[*] Nos anos letivos anteriores os resultados foram semelhantes.
[**] Os dados disponiveis indicavam apenas o nimero de classificacdes positivas.

Duadro 1. Analise comparativa dos resultados do 9.° ano

Os efeitos do Plano da Matematica

Como nos organizamos

Como a nossa escola é predominantemente secunddria, decidi-
mos, em reunido de grupo, que cada professor com turmas do
secunddrio ficaria «agregado» também a uma turma do 3.° ciclo
e trabalharia em colaboragfio com o professor titular da turma.

Cada turma, para além das aulas normais, tinha também uma
aula (de Estudo Acompanhado ou de Area de Projeto) atribuida
4 Matemdtica. Foi decidido que essa aula seria habitualmente
de tipo diferente das outras. Em cada nivel de ensino (7.°, 8.°
e 9.”) os professores respetivos, os titulares das turmas e os
agregados, reuniam com regularidade, na maior parte dos casos
quinzenalmente, a fim de preparar as atividades para essas aulas.
De um modo geral, essas atividades deveriam incidir sobretudo
sobre investigagBes matemdticas e resoluciio de problemas,
embora pudessem ser incluidas tarefas de outro tipo, de acordo
com as necessidades e caraterfsticas da turma. As aulas eram
depois dadas em codocéncia pelos dois professores.

Nas reuniGes quinzenais, para além da preparaciio das tarefas
seguintes, tentdvamos sempre fazer um pequeno balango das
aulas anteriores.

Como evoluiu o processo

Com o decorrer do tempo, comecimos logo a notar algumas
mudangas a nivel dos professores. Os do ensino bisico sentiam-
-se mais seguros para se aventurar em tarefas diferentes, os do
secunddrio passaram a ter uma visdo da escola mais alargada
e a perceber as dificuldades especificas de ensinar no bésico.
Para além disso, como se trabalhava em conjunto, surgiam mais
ideias novas, houve um enriquecimento de todos e fortaleceu-
se o espirito de grupo.

A nivel dos alunos, a evolugio foi sendo lenta, como nio
podia deixar de ser, mas sentfamos que havia melhorias. S6
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quando o plano estabilizasse e os alunos tivessem passado por
ele nos trés anos do 3.° ciclo & que se poderiam tirar conclusGes
fidveis. Note-se que, em 2009/2010, alguns alunos ja tinham 4
anos de Plano da Matemadtica (PM) por terem vindo de escolas
onde ele foi aplicado no 6.° ano.

Avaliacdo do Plano

Em 2011, a0 prepararmos o relatério final, resolvemos fazer um
estudo mais aprofundado do que tinha acontecido. Sentiamos
que a situagfio tinha melhorado bastante mas precisivamos de
provas e ndo apenas de sensagdes. Comegdmos por analisar
a evolugdo dos resultados dos alunos do 9.° ano ao longo do
tempo (ver Quadro 1).

Constatdmos que:

— O nidmero de reprovagdes a Matemdtica, que até 2006
quase sempre ultrapassava os 50% na nossa escola, foi di-
minuindo ao longo dos anos letivos, estabilizando perto
dos 22% a partir do momento em que os alunos passaram
por trés anos de PM.

— Quantos mais anos de PM os alunos tiveram, menos nega-
tivas existiram e maior foi 0 grupo com niveis 4 e 5.

Mas este tipo de andlise estd sujeito ao efeito da variabilidade
dos alunos que frequentavam o 9.° ano. Decidimos estudar
também o percurso dos vérios grupos de alunos que iniciavam
o ciclo no 7.° ano. As estatisticas mostravam que até 2006,
com enorme regularidade, o nimero de negativas estavam na
casa dos 30% no 7.° ano, subiam para a casa dos 40% no 8.° e
ultrapassavam os 50% no ¢.°. No Quadro 2 temos, para cada
grupo de alunos, a sua evolugio desde o 7° ano até ao ¢.°.
Verificdmos que:
— Quando nfo existia PM, havia, do 7.° para 9.° ano, um
aumento significativo de niveis inferiores a trés e uma di-




Ciclo sem PM Ciclo com PM Ciclo com PM Ciclo com PM[*]
Nivel 2003/04 2005/06 2006/07 2008/03 2007/08 2003/10 2008/03 2010/1
7.°ano 9.°ano 7.2 ano 9.° ano 7.°ano 9.°ano 7.°ano 9.° ano
Toue 3B % 53% 23% 23% 25 % 22 % 2l% 2%
3 50 % % 3% 50 % b9 % Yex% He %
Youbs 12 % 16 % Yo % 36 % 25 % 29 % 33% 36 %

[*] Neste ciclo, devida as restricdes impastas pelo Ministério, apenas duas turmas com mais dificuldades tiveram PM no 8.° ano.

Duadro 2. Comparagao dos resultados obtidos no 7.° e, dois anes depois, no 9.° ano [como o indice de retencao é baixo,

o grupo de alunos comparado é praticamente o mesmo]

minuigio acentuada do nimero de alunos com nivel trés.
Ou seja, em média os resultados iam piorando ao longo
do ciclo.

— A partir do momento em que os alunos passaram a ter PM
durante todo o terceiro ciclo, deu-se uma estabilizacio dos
niveis de classificaciio. Para além disso, logo no 7. ano, di-
minui significativamente a percentagem de alunos com ni-
veis inferiores a 3.

Conclusies

Nio temos qualquer divida que o Plano da Matemitica con-
tribuiu para melhorar significativamente os resultados escolares
dos alunos do 3.7 ciclo e os ndmeros nfo deixam de impressio-
nar. Para além disso, criou condigGes para que os professores

envolvidos (que, no caso da nossa escola, foram todos) exer-
cessem plenamente as suas fungdes e aperfeicoassem de forma
clara as suas praticas.

Infelizmente, em 2009, o Plano comegou a ser esvaziado e
em 2011 foi definitivamente fechado. E pena que, por questdes
que nada tém a ver com o ensino, o ministério tenha deixado de
investir nos professores e tenha acabado com uma dos poucos
planos de acio que estava a transformar a escola.

Sei que ndo € facil mostrar isto a politicos de vistas estrei-
tas mas, que diabo, basta um resquicio de inteligéncia para se
perceber os efeitos do Plano da Matemdtica e do que significou
acabar com ele.

losé Paulo Viana
Escola Secundaria de Vergilio Ferreira, Lishoa

Programa de Formacao Continua em Matematica

A melhoria das aprendizagens dos alunos do 1.° ciclo em
Matemadtica era um dos principais objetivos do Programa de
Formagiio Continua em Matemadtica.

Durante os quinze anos da minha prética profissional senti
que os alunos revelavam algumas dificuldades/insegurangas ao
nivel da disciplina de Matemética. A Formagio Continua em
Matemdtica veio precisamente ao encontro de uma das minhas
dificuldades, tentar desmistificar a ideia negativa que alguns
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alunos tinham face 2 Matemdtica. Para além deste aspeto,
contribuiu para o aprofundamento dos meus conhecimentos
matemdticos, diddticos e curriculares, permitindo que eu sen-
tisse mais confian¢a em mim prépria e seguranga na abordagem
de determinados contetidos matematicos, conduzindo a uma
mudanga na minha prética profissional e consequentemente na
melhoria das aprendizagens matemdticas dos alunos e o modo
como estes passaram a encarar a Matematica.




Consciente de que um ano de formaciio seria insuficiente,
inscrevi-me no segundo ano, o terceiro ji ndo me foi possivel
pois foi dada prioridade aos professores que ainda nfo tinham
frequentado a Formagio Continua em Matematica.

No primeiro ano de formagio fui professora de uma turma
com alunos do 2.7 e 3.% anos de escolaridade, sentindo alguma
inseguranca e ndo sabendo se no ano seguinte iria dar conti-
nuidade & turma, iniciei o tépico da divisio, aos alunos do 3.°
ano, pelo método tradicional, os alunos praticaram, mecaniza-
ram e efetuaram o algoritmo. No ano seguinte soube que iria
continuar com a mesma turma, agora de 3.° e 4.° ano, resolvi
introduzir a divisdo seguindo as planificagdes da formagio. Os
alunos que agora estavam no 4.° ano, conheceram dois métodos
de efetuar a divisdo (algoritmos) e preferiram utilizar o dltimo
método aprendido: através do cdlculo de quocientes parciais que
posteriormente sio adicionados (por exemplo, miltiplos de 10)
e através de subtragdes sucessivas, registando os procedimentos
utilizados. Senti que os alunos comegaram a realizar a divisdo
com mais sentido e compreensfio, nio perdendo a nociio dos
nimeros, das quantidades envolvidas e naturalmente demons-
traram uma maior razoabilidade no resultado que obtinham.

Com o decorrer dos dois anos de formacio houve vérios
aspetos que foram muito significativos para mim, tais como:
a partilha de experiéncias, a colaboracfio existente entre for-
mandos e formador, a implementacio das tarefas na aula com
a presenca do formador — que contribuiu para que eu sentisse
mais confianga, que fossem identificadas falhas ou dificuldades
por mim sentidas, contribuindo significativamente para o meu
crescimento pessoal e profissional. A planificacio, a reflexiio
conjuntas realizada sobre a pratica letiva e a vontade em alterar
a minha prdtica fizeram com que sentisse maior facilidade em
lidar com o currfculo de Matematica.

Quando tarefas envolvendo situagdes aleatérias foram tra-
balhadas nas sessdes conjuntas, fiquei um pouco renitente e até
com algum receio de as aplicar na minha turma. Probabilidades
¢ um conceito com algum grau de dificuldade, pensei eu, mas
de facto quando nas sessdes de formagio foram discutidas boas
ideias para abordar as tarefas e as mesmas sio ajustadas ao grupo
etdrio dos alunos, o resultado é surpreendente, os alunos conse-
guem mesmo atingir o que pretendemos e por vezes, vio até um
pouco mais além.

A planificagio, envolvendo tarefas mais diversificadas,
muitas de natureza exploratéria que para serem implementadas
na sala de aula exigiam um modo de condugio da aula dife-
rente, prevendo as questdes a colocar aos alunos, dando mais
tempo para que os alunos fizessem as suas descobertas, para que
explicitassem, partilhassem e justificassem os seus pensamentos
e estratégias de resolugdo, foram aspetos que comecei a valo-
rizar mais, facilitando o desenvolvimento de capacidades e o
desencadeamento de conhecimentos, por parte dos alunos, que
superaram as minhas expetativas.

Inicialmente, alguns alunos, sentiam uma enorme dificuldade
em comunicar o seu pensamento, ao nivel oral e escrito, com
a continuidade deste modelo, os alunos despertaram ao nivel
da comunicagio e comegaram a ndo ter receio em comunicar
matematicamente, desenvolvendo consequentemente outras
capacidades ao nivel dos contetidos matemdticos e de outras
dreas curriculares, devido & transversalidade da comunicagio.
Os alunos passaram a interagir mais uns com os outros, a expli-
carem o seu pensamento, mesmo os alunos com mais dificul-
dade, nesta disciplina, revelaram-se mais comunicativos. Para
além destes aspetos foram despertados para o facto de existirem
vdrios percursos, varias solugbes para uma mesma situagio ou
problema, que nem sempre necessitam de fazer uma «conta», o
algoritmo, e que com palavras, desenhos ou esquemas também
se resolvem problemas.

Aprendi que aplicar tarefas diversificadas e significativas,
estimular, insistir e persistir além de motivar os alunos, torna-os
seguros de si préprios e consequentemente mais confiantes no
seu percurso académico. Posso dizer que comecaram a observar
a Matemadtica com «outros olhos», criaram mais gosto pela dis-
ciplina, contribuindo para a eliminacio da apreensio sentida,
por alguns alunos, relativamente a esta drea curricular.

Sempre que possivel, proponho tarefas contextualizadas e
abordo-as de forma transversal, permitindo em simultineo o
desenvolvimento de outras dreas curriculares, diminuindo as
barreiras que persistem entre as vdrias disciplinas do Programa
do 1.? Ciclo do Ensino Bdsico.

No decorrer das sessdes os contetidos abordados, as ativida-
des sugeridas pela formadora facilitaram e ajudaram a promover
a abertura de novos caminhos a nivel pessoal e profissional, per-
mitindo a realizagio de trabalhos e atividades mais interativas,
situagdes de aprendizagem lidicas, apelativas, diversificadas e
significativas para os alunos e professores, tornando assim, o
processo ensinofaprendizagem mais motivador e enriquecedor.

Refletir sobre os objetivos do ensino da Matematica, questio-
nar um ensino por vezes rotineiro, desmobilizador e insatisfaté-
rio, procurar um ensino que privilegie a diversificagdo de tarefas
através das quais os alunos irdo conhecer procedimentos bésicos,
mas também desenvolver a capacidade de comunicar, raciocinar
matematicamente, resolver problemas, estabelecer conexdes
entre diferentes conceitos e relagbes matemdticas, desenvolver
a autonomia e acima de tudo apreciar a Matemitica, sio neste
momento o meu paradigma para a aula de Matemitica.

Mdnica Raguel Alexandre
Formanda do PFCM
EB1 de Foz, Mata Mourisca-Pombal
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Notas para o Ensino da Geometria — Grupo de Trabalho de Geometria da APM

A seccao de ouro - primeiros passos™

Eduardo Veloso

Introducdo

A secgdo de ouro — objecto matemdtico que também poderia
ser introduzido pelas expressdes niimero de ouro, razdo de ouro,
trifingulo de ouro, rectdngulo de owro, divis@o de um segmento em
média e extrema razdo, e mesmo divina propor¢io — é um termo
inventado no séc. XIX para designar a solugiio de um problema,
proposto e resolvido por Euclides hé cerca de 2300 anos, nos
Elementos de Geometria. Sdo possiveis miltiplas abordagens
deste tema, tendo por objecto as conexdes com outros conceitos
matemdticos, a suposta relagiio directa do niimero de ouro com
certas obras de arte da antiguidade, como a piramide de Keops,
a fachada do Partenon e obras do escultor grego Fidias — rela-
¢io ndo documentada e cada vez mais posta em questio —, a
utilizacfio da seccio de ouro por artistas e arquitectos modernos,
como Corbusier, e ainda as suas conexdes com fenémenos da
natureza vegetal e animal.

Nesta nota trataremos apenas do referido problema dos
Elementos, ndo obviamente como material pronto para utilizar
na aula de matemdtica mas sim como um meio de acedermos
aos interessantes e elementares processos geométricos utiliza-
dos por Euclides, sem a facilidade tantas vezes enganadora das
formulag@es e resolugdes algébricas. Estudaremos o infcio da
longa histéria matemdrica do nimero de ouro, magnificamente
contada por Roger Herz-Fischler (Figura 1). Esperamos em
futuras notas sobre este mesmo tema apresentar exemplos de
propostas para a sala de aula.

Proposicao 1 dao livra Il
O enunciado desta proposicio € o seguinte:

Seccionar um segmento dado de tal modo que o rectangulo contido pelo
todo e por um dos segmentos seja igual ao quadrado sobre o restante
segmento.

Se designarmos por AB o segmento dado e por C o ponto que
secciona AB (ver Figura 2), o «todo» serd o segmento AB e os
dois segmentos resultantes serdio AC e CB. Em vez de rectdngulo
«contido por AB e por CB» dirfamos hoje rectingulo de lados AB
e CB e em vez de «quadrado sobre AC» dirfamos hoje quadrado
de lado AC. Na Figura 2 o segmento BD é perpendicular a AB
e é igual a AB. Euclides quer portanto encontrar um ponto C
tal que o quadrado ACHG «seja igual» ao rectdngulo CIDB. A
principal questdo na compreensio deste enunciado € esta: que
significa para Euclides a palavra «igual»?

Nio serd certamente o sentido vulgar que lhe damos na frase
«a figura F € igual a figura %5, pois aqui queremos significar
que podemos levar % a coincidir (ponto a ponto, por assim
dizer) com #. Ou seja, no sentido habitual, mesmo em Euclides

A Mathematical G H
~ History of the
~ Golden Number

f Roger Herz-Fischler

Figural. Figura 2
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EBionk
Figura 3. 0 hexagono ABLOEF foi decomposto em dois tridngulos PeP.e P,
num pentdgona Ps. Os poligonos cengruentes [neste caso translacdes] P,
P, e P',. convenientemente justapostos, formam o quadrado GHY. Entan,
o hexagano e o quadrado t8m dreas iguais. A B

quando por exemplo refere a igualdade de tridngulos em indmeras
proposicdes do livro I), estd subjacente um movimento que leva
A sobreposigio exacta das duas figuras. Esta operaciio de sobre-
posi¢do apenas ficou inteiramente resolvida quando a palavra
igual — neste sentido — foi substituida pela palavra congruente
com o seguinte significado: duas figuras & e Fsdo congruentes
quando existe uma isometria que transforma ¥ em %

Do ponto de vista diddctico, no entanto, ndo vem mal
ao mundo que nos primeiros anos os alunos utilizem a pala-
vra «igual» com o sentido corrente que ji conhecem, e que
pode ser descrito, para figuras, como possibilidade de «levar i
coincidéncia».

Mas na proposicio Il.11 nfo pode ser este o significado
de «igual», pois o quadrado ACHG nio pode obviamente ser
levado 4 coincidéncia com o rectingulo CIDB! Na realidade,
quando Euclides utiliza a palavra igual referindo-se a dois
poligonos ndo congruentes, como aqui, a palavra igualdade diz
respeito s dreas dos dois poligonos, em que drea significa regifio
do plano ocupada pelo poligono (e nio medida numérica da
drea, ideia totalmente alheia aos Elementos).

Resta portanto a importante questdo histérica e pedagdgica:
sem utilizar a medida numérica da drea, como compara Euclides
as dreas de dois poligonos nio congruentes? Como pode afirmar
que sdo iguais! De uma leitura cuidada dos Elementos, conclui-
-se que a comparacdo das 4reas, em Euclides, é feita através da
ideia da decomposicio e composicio de poligonos.

Sejam % e %'dois poligonos. Se for possivel decompor F num
conjunto finito de poligonos Py, P,, ..., P, de tal modo que % possa
ser formado por um conjunto de poligonos congruentes P;, P, ..., P,
convenientemente justapostos, entdo .F e % tém dreas iguais.
(Figura 3)

Dois poligonos nestas circunstincias dizem-se equidecompo-
niveis. Pensando um pouco, o leitor poderd chegar ao signifi-
cado que teria para Euclides um poligono ter drea maior do que
outro.

Construcdo e demonstracao da Prop. 1111

Compreendido o significado do enunciado de Euclides da Prop.
IL.11, vejamos agora como Euclides determina o ponto C pedido
e demonstra que C verifica as condigdes do enunciado.

Construcado do ponto

Partindo do segmento AB (Figura 4a), constréi o quadrado
AEDB e o ponto médio F de AE (Figura 4b). Depois encon-
tra a intersec¢iio G da circunferéncia de centro F e passando
por B (designada por F(B)) com a semirecta EA (Figura 4¢).
Finalmente constréi o quadrado de lado AG, ACHG
(Figura 4d): o ponto C é o ponto de AB procurado, como serd
demonstrado a seguir.
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Demonstracao

Devemos demonstrar que o ponto C é tal que o quadrado
ACHG é igual ao rectdngulo CIDB (Figura 5) (a demonstra-
¢iio é adaptada de Euclides, incorporando uma proposicio 11.6
demonstrada anteriormente no mesmo livro I1). Comparando
a Figura 5 com a Figura 4d, vemos que foram feitas as modifica-
¢es seguintes (verifique com cuidado)

— escondemos a circunferéncia F(B);

— acrescentdmos: o quadrado AONF, de lado AF; o rectin-
gulo IV, HCK], congruente com o rectdngulo IT; e o qua-
drado V, KCML, de lado LK igual a FA, e portanto con-
gruente com V1.

Como o segmento FB é a hipotenusa do tridngulo rectingulo
FBA, e como FB ¢é congruente com FG (ver Figura 4c), entdo
(pelo Teorema de Pitdgoras) o quadrado GFLJ de lado GF é
igual ao poligono BONFED, que resulta da justaposicio dos
quadrados VI e AEDB.

Mas retirando, tanto a GFL] como a BONFED, os poligonos
I1, IV (congruente com [) e V (congruente com VI), restam
os poligonos Il e VII, que sdo portanto iguais, como se queria
provar.

Uma variante de Herdo de Rlexandria [séc. | d. )

Apresentamos uma variante de Hero da construgdo de Euclides,
mais simples e directa.

Vamos sobrepor as duas construgdes o que torna a constata-
¢Ao da equivaléncia praticamente evidente (Figura 6).

G H
5 P
L]
Q
Al ! B
[
F '/
E D
Figura b

A construgio de Herfio, a cor, consiste em construir o
segmento BP, perpendicular a AB no ponto B e com metade
do comprimento de AB e depois intersectar — ponto Q — a
circunferéncia P(B) com o segmento PA. O ponto C serd a
interseccio com o segmento AB da circunferéncia A(Q).

A caminho da construcdo do pentagone regular

Uma das questdes que o leitor estard talvez a colocar neste
momento € a seguinte: para que introduz Euclides, nos Elementos,
a «secgio de ouro»!

Como veremos numa préxima nota, Euclides ird servir-se
deste resultado para construir o trifingulo de ouro e depois
o pentdgono regular. No livro XIII dos Elementos, Euclides
recorrerd ainda A seccfio de ouro na prop. XIIl.17, relativa ao
dodecaedro regular.

Notas
O autor escreve de acordo com a antiga ortografia.
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Temos um circulo inscrito num quadrado e um retangulo com um dos vértices sobre a

circunferéncia, tal como se vé na figura.
Os lados do retdngulo medem 2 e 9 centimetros.

Dual & a medida do lado do quadrado?

[Respostas até 25 de Abril, para zepaulo4Y6@gmail.com]

Tiro ao alvo

0 prohlema proposto no nimero 119 de Educacdo e Matemdtica foi
o seguinte:

No Grande Concurso de Tiro de Torres Novas, cada concorrente

disparava cinco vezes. Acertar na mouche dava direito a 20 pontos,

engquanta as restantes zonas do alvo valiam15,10,5,2el.

As guatro melhor classificadas ficaram empatadas com 6l
pontos. Por acaso, soubemos gue: 0 dltimo tiro da Marcia valeu 15
pontos. Quatro dos cinco tiros da Inés acertaram na mesma zona
do alvo. Nenhuma delas falhou um tiro, exceto a Sofia que errou o
alvo logo no primeiro disparo. 0 primeiro e o dltima tiros da Carolina
faram na mouche.

Par sorte, foi possivel ordenar as quatro atiradoras aplicanda
a alinea do regulamento gue dizia: <Em caso de empate, tem
vantagem guem acertar mais vezes na mouche.>

A guem foram atribuidas as medalhas de ouro, prata e
bronze?

Recebemos 21 respostas: Alberto Canelas [Queluz], Alice Martins
[Torres Novas), Ana Sofia Bicho [Torres Novas), Andreé Garcia,
Andreia Sousa [Torres Novas), Carolina Cabeleira [Torres Novas),
Carolina Felgueiras [Torres Novas), Carolina Monteiro [Torres
Novas), Edgar Martins, Francisco de Matos Branco (Ovar],
Graca Braga da Cruz [Ovar], Inés Delgado (Torres
Novas), Joana Branco (Torres Novas), Jodo Costa
[Torres Navas), Luis Bernardino, Marcia Ferreira
[Torres Novas), Mariana Sebastiao & Marta
Ruivo [Torres Novas), Pedro Semido [Tarres
Novas), Pedrosa Santos [Caldas da Rainha),
Ricardo Rlves (Torres Novas), Rita Pereira
[Torres Novas).

Logo a primeira resposta que nos chegou,
do Pedrosa Santos, comegava assim:

7Y
\_/

So serei capaz de dar resposta ao problema proposto, admitindo
que o texto apresentado na Revista tem uma gralha tipografica;
isto &, onde se 18 «<0 dltimo tiro da Marcia valeu 5 pontos>>, devera
ser ... valeu 15 pontos=.

E 0 nosso leitor tinha toda a razao. Infelizmente, o enunciado
tinha saido com uma gralha. Considerando entdo gue <o dltimo
tiro da Marcia valeu 15 pontos>=, eis a sua resolucao.

1.2 Como o total dos pontos é de 61 para as melhores quatro
concorrentes, todas as guatro tiveram um tiro apenas com 1
ponto;

2.°Tendo a Sofia falhado um tiro, os outros quatro sdo <«<20>,
<«<20>>, «<20>> e <>, [*]

3.°A Inds, com quatro acertos iguais, terd de ter a pontuacdo de
<1593, <155, «<15>, <155 @ <<, [*]

Y.°A Carolina, com dois acertos a [20] pontos cada, terd a
pontuacio de «20s, <155, «5, «I> e «205>, U «205>,
«<]0s>, «<I0s>, <] £ <«<20>.

5.°A Mércia, admitindo ter tido [15) pontos no seu dltimo tiro, tera
a pontuacao de «<20s, «15>, «<I10>, «<I>> e «15>>. Note-se que
o valor de 61 se poderia obter com 20 +20 +5+1+15; porém,
em termos do regulamento, isso implicaria dois segundos
prémios.

Assim, a Sofia teve trés (20] e ganhou a medalha de

ourg, a Carolina com dois [20) recebeu a medalha

de prata, a Marcia com um [20] teve a medalha
de bronze e a Inés sem qualguer (20] ficou em
Y.° lugar.

Como muitos dos nossos leitores
fizeram notar, o problema, tal como
estava enunciado, ndo permitia ordenar
completamente as guatro concorrentes. A
Sofia ficaria em primeiro, a Inés em dltimo,
mas a Marcia e a Carolina ficariam empatadas
em segundo lugar.
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No ano internacional da Estatistica, a revista Educacdo e Matemética adere a esta iniciativa com a secgao
<«Estatistica na educagdn matematicass, que se concretiza nos ndmeros publicados no ano de 2013, Com esta
sec;ao pretende-se evidenciar e discutir ideias relevantes do ponto de vista do ensino da Estatistica e das
Probabilidades, bem como proporcionar alguns recursos que poderao ser Uteis para a abordagem a estes
temas na sala de aula com alunos de diferentes niveis de escolaridade. Desta forma, dé-se continuidade &
revista n.®120, 3 revista tematica de 2012 dedicada ao ensino da Estatistica e das Probahilidades, valorizando-
~58 Um tema que merece cada vez mals atencao na educacan matematica.

Neste primeira numero da seccao, divulgamos a iniciativa do Statistics 2013, chamando a atencdo para
as definicdes de Estatistica que este evoca. Discutimos também um conceito que nas dltimaos anos se
foi popularizando no discurso associado ao ensino da Estatistica, o de literacia estatistica, e apontamas
algumas consequéncias para sala de aula associadas ao seu desenvolvimento, E como boa ilustracao do que
a literacia estatistica envolve, incluimos um texto da autaria de José Paulo Viana, em que ndo falta a atitude
critica na andlise da situacdo.

Ana Paula Canavarro

Universidade de Evora [apc@Euevora |JL}

Statistics 2013
Como ja foi anunciado na revista n.? 120, dedicada ao Ensino da 2
Estatistica e das Probahilidades, 2013 é o Ano Internacional da .E _)Lnl

# ® L e . s . . m ot m
Estati'jatu:ah. 0 Statistics2013 é LI!'I.W Evgntn apoiado par mais de 1400 & H CTaThICTbIKA -2 X
organizacdes de todo o mundo, incluindo algumas portuguesas. © estatistikak & + statystyka 7
Com ele pretende-se, coma se pade ler no site http://www. - estadistic g 3 B
statistics2012.0rg/, celebrar o poder e alcance dos efeitos llia statistiques o ﬁﬁ"‘ E
Estatistica em todos nos e dar a conhecer como esta ciéncia se -

: : i =
relaciona Furn a n?ssa vida EI plull:le‘:untnbmr péra a melhorar, R B | = ta tl Stl c S

Sao muitas e diversas as iniciativas promaovidas pelas S e e S

organizacdes que aderiram ao Statistics2013, Numa visita ao site statistica g s6 liéu théng ké

encontra informacao mais completa sohre estas iniciativas e statistiké estatistica statistiko

também contelidos diversas, entre os quais destaco os recursos m ﬁ[—} -t;;_}. statistikat tslfresi

para o professor, com sugestdes de ideias e tarefas para trabalhar tati i ot
\ o istiekmproprppp statistic
o tema de Estatistica com os alunos em aula, Aqui a referéncia vai :ta(?istieske eki P

para o programa internacional <<Census na escolas>, um projeto
no qual os alunos de escolas de diversos niveis sdo incentivados a
resolver problemas estatisticos com base nos respetivos dados.

Chamo ainda a atencdo para o folheto de divulgacdo do INTERNATIONAL YEAR OF STATISTICS
Statistics2013, em http://www.statistics2013.org/files/2012/11/ b il : y
STHT2M3-Flyer.pdf, Na sua apresentacao, refere-se a varios
significados do conceito de estatistica, extraidos do livro A Coreer
in Statistics: Beyond the numbers, de Gerald Hahn e Necip

Doganaksoy, que aqui traduzo: No ano internacional da Estatistica, questionarmo-nos sabre
- A ciéncia de aprender a partir de [ou retirar sentido de) dados o que representa afinal para cada um de nds a Estatistica é
A tearia ou métodos de extrair informacao a partir de dados uma interrogaco oportuna — a qual poderd ser, com interesse,
observados para resolver problemas da vida real estendida aos alunos do ensino hasico e secundario.
A ciéncia da incerteza
R ciéncia, por exceléncia, da interdisciplinaridade fina Paula Canavarro
A arte de contar uma histdria com dados [numéricos) Universidade de Evara
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0 termo /iteracio estatistica popularizou-se nos dltimos anos.
Na sua esséncia, sublinha a ideia de que, na atualidade, todas
somos consumidores de informacgao estatistica — e ndo tanto
seus produtores —, numa sociedade que constantemente veicula
mensagens gue se baseiam em dados, as guais tém impacto

nas nossas vidas como cidadaos, consumidores, profissionais
ou, mais globalmente, como pessoas. 580 multiplos os exemplos
gue diariamente recorrem a dados e a terminologia estatistica
para comunicar ideias variadas. Estas nem sempre sao faceis

de decifrar, muitas vezes tentam mostrar realidades distorcidas
ou tentam credibilizar mensagens sem fundamento. A este
proposito, Shaugnessy [2007] refere o caso gue ficou conhecido
de um congressista norte-americano que durante uma campanha
eleitoral prometeu: «<Legislaremos que todas as criancas das
escolas do nosso estado terdo classificacdes acima da médials»

A literacia estatistica &, desde os anos 90, caracterizada como
a capacidade do individuo compreender e avaliar criticamente
0s resultados estatisticos que permeiam a vida do dia-a-dia,
combinada com a capacidade deste apreciar as contribuicdes gue
0 raciocinio estatistico pode ter nas suas decisdes, privadas ou
publicas, pessoais ou profissionais. Em 2003, Iddo Gal, investigador
que muito se tem dedicado ao tema, propds uma das mais
recorrentes nocdes de literacia estatistica: <<a capacidade da
pessoa interpretar, avaliar criticamente e, quando relevante,
expressar a prépria opinido relativamente a informacdo estatistica
e mensagens baseadas em dados ou fendmenos aleatdrioss [Gal,
2003, p.16). Gal chama a atencao de que o adulto deve ser capaz
de [a] interpretar e avaliar criticamente informacdo estatistica,
argumentos relacionados com dados, fendmenos aleatdrios
relativos a contextos diversos e, sempre gue relevante, [b] discutir
as suas reaccdes a informacao estatistica veiculada — como, por
exemplo, a sua compreeensao do significado dessa informagdo
e das suas implicac@es, ou as suas preocupacfes acerca da
aceitabilidade das conclus@es apresentadas.

Ser estatisticamente literada n3o &, pois, 0 mesmo que ter
tonhecimentos estatisticos. E o tipo de uso que uma pessoa faz
da estatistica e a sua atitude perante a informacao estatistica
com que se confronta na vida didria que determinam se a pessoa
revela, ou nao, literacia estatistica. Para se ser estatisticamente
literado € essencial adoptar uma postura de questionamento
acerca da informacdo estatistica presente em textos, tabelas
ou graficos gue surgem em andncios, noticias ou relatorios
veiculados por vendedores, governos, politicos, organizacgdes,
cientistas, jornalistas ou opinion-makers. E ainda essencial ser
capaz de identificar factores de um possivel enviesamento ou
falsificacdo dessa informacdo, bem como perceber o que ela
realmente revela sobre o contexto a que se refere e qual a solidez
dos argumentos que oferece para justificar eventuais tomadas
de decisao.

A necessidade do desenvolvimento da literacia estatistica que
prepare jovens e futuros adultos para viver de forma responsavel
e participada numa sociedade gue se gere por dados e em que
reina a incerteza, tem inspirado uma evolucdo das orientagdes
curriculares relativas ao ensino da Matematica, com o reforgo
da educacdo estatistica dos alunos desde os primeiros anos de
escolaridade [Batanero, Burrill, & Reading, 201; GRISE, 2007: NCTM,
2007; ME, 2007). Mas a investigacdo tem mostrado que os alunos
revelam bastantes dificuldades neste dominio, nomeadamente
guando as situagdes em estudo apelam a um uso mais sofisticado
do conhecimento estatistico como aquele que intervem na
literacia estatistica, associado a interpretacdo e/ou atribuicao de
significados a informacdes estatisticas produzidas ou fornecidas,
sejam expressas em numeros ou graficos, ou a apreciacao e
juiza critico sobre conclusdes derivadas de estudos estatisticos
[Shaugnessy, 2007).

0 gue estd entdo em jogo quando o propdsito e desenvolver a
literacia estatistica dos alunos? Nao é expectavel que os alunos
desenvolvam a respetiva literacia estatistica por frequentarem
sequéncias de aulas, ainda gue vastas, em que determinam
medidas estatisticas e constréem graficos diversos por solicitacao
do professor com o objectivo de avaliar se os canseguem fazer.
Os alunos precisam de, na sala de aula, aprender os canceitos
estatisticos e desenvolver a competéncia de os usar em condicdes
semelhantes aquelas com gue se confrontardo na vida didria, na
gual usardo a estatistica para resolver problemas, fundamentar
opinides e apoiar decisdes. Para tal, & vital gue tenham um papel
relevante no desenvolvimento de estudos estatisticos, nos quais
possam intervir desde a formulagao das questdes a escrita das
conclusdes. A experiéncia de realizar investigagdes estatisticas
permite gue os alunos reconhecam aspectos sensiveis gue podem
afectar a gualidade do conhecimento produzido.

De igual modo, & importante que os alunos trabalhem sobre
contextos reais e para os quais se mobilizem os seus interesses.
A escolha de temas pertinentes para o desenvolvimento dos
estudos estatisticas & um ponta bastante sensivel, que muitas
VEZES requer uma negociacao entre as propostas do professar
e as dos alunos. 0 professor pode comecgar por sugerir temas
relacionados com, por exemplo, habitos de vida, salide, desporto,
uso de redes saociais, cidadania, ecologia, economia. Os alunos
poderdo realizar estudos estatisticos sobre as varidveis
associadas ao tema na sua turma, ou até mesmo na sua escala,

e confrontar a caracterizacdo da sua turma/escola com estudos
da populagao portuguesa ou mesmo mundial. Para possibilitar
este confronto, nada mais eficaz do que organizar uma pesguisa
na internet, recorrendo a sites crediveis — o desenvolvimento da
webdaota literacy esta também associada ao desenvolvimento da
literacia estatistica. Sem um investimento no conhecimento e
aprofundamento do tema em estudo, o impacta das conclusdes
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obtidas pelos alunos poderd ser reduzido. Temas como os que
indico acima t8m um grande potencial para o desenvolvimento da
literacia estatistica, em gue o estabelecimento de relacdes com

o contexto é fundamental. Rlém disse, em simultaneo, os alunos
estardo a aprender sobre assuntos de interesse da sua vida,
complementando a sua formacgao pessoal e sacial.
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(uando, em 2005, pela primeira vez (e, que eu saiba, a Gltima)
o Ministério da Educacdo mostrou os graficos dos resultados
dos exames de 12.° ano, figuei intrigado e entusiasmado com o
gue vi. Eram todos estranhissimas. Havia por ali «fendmenos
impaossiveis>>. Ora veja-se o de Matematica (figura 1).

No eixo horizontal temos as classificacdes, de 0 a 200, e
no vertical o nimero de exames correspondentes [ou seja, a
frequéncia). Estava I3 indicado gue se tinham realizado 49819

provas, gue a media fora de 75 pantos e que o desvio padrdo de 47.

Ate aqui, tudo bem, mas guando olhamaos para as colunas
correspondentes as classificac@es ndo podemos deixar de nos
surpreender: do principio ao fim temos uma coluna alta, uma
baixa, uma alta, uma baixa, ..
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Esta regularidade [ou melhar, esta irregularidade) ndo pode
ter causas naturais. Numa amostra tdo grande (sdo quase
50000 exames), as colunas vizinhas nao s6 deveriam ter alturas
relativamente préximas mas também n&o se poderia verificar
sistematicamente esta alternancia nas frequéncias — a uma alta
segue-se uma baixa e vice-versa.

As alturas das colunas deveriam estar préximas de uma curva, tal
como se mostra no grafico da figura 2.

Esta anomalia tem de ter causas externas aquilo que os
alunos fizeram. Temos de tentar descobrir o gque tera provocado
este fendmeno. Se a origem nao pode estar no trabalho dos
examinandas, é preciso analisar as fases seguintes do processo:
correcdo das provas e validagdo das classificagdes. Na Gltima fase

Figura 2
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—

[validacao] torna-se evidente que tal ndo é possivel. Entao, sd
pode ter sido na correcdo.

Observemos o grafico. No eixo horizontal temos entdo as notas
de exame, que variam entre 0 e 200. No entanto, o grafico nao
estd organizado com todas as classificacdes possiveis [seriam 201
colunas). Usou-se agui um processo habitual, que consiste em
agrupar os resultados em classes. Assim, a primeira coluna inclui
todas as notas de 00 a OM, a segunda tem as entre 05 e 09, a
terceira entre 10 e 14, e assim sucessivamente, até a dltima, onde
estdo as notas entre 195 e 200.

Se repararmos bem, as colunas baixas sdo as que
correspandem a resultados cuja terminacdo estd entre0 e Y,
enquanto as altas tém as notas terminadas entre 5 e 9.

0 gue terd provocado haver muito menos natas a acabar
entre 0 e 4 do que entre 5 e 97 A Unica resposta é os professores
classificadores as terem alterado propositadamente. E porqué?
Porgue, para a classificacao final do aluno numa disciplina com
exame nacional é calculada fazendo uma média ponderada
da nota gue ele teve no seu percurso escolar com a nota do
exame, arredondada as unidades. Assim, quem teve 124 pontos
no exame, ird fazer essa média usando o valor 12 como nota de
exame, mas quem tiver 125 ja entrard com um 13 no célculo dessa
média. Por este motivo, os professores que est8o a corrigir os
exames, guando encontram uma prova cuja classificacdo termina
em Y, voltam a dar uma vaolta ao teste tentando encantrar uma
pergunta onde possam subir um ponto, de modo a que a nota
total passe a acabar em 5 e assim o aluno tenha mais um valor
guando se fizer o arredondamenta. Rlguns professores sao ainda
mais benevolentes e fazem isso quando a classificacao termina
em 3 ou mesmo em 2.

Se voltarmos a olhar para o Gltimo gréfico, vemos claramente
que o gue «falta> a cada coluna baixa é praticamente igual ao
que <<estd a mais>> na coluna imediatamente a sequir. 0 caso
mais flagrante & o das classes 90-94, com 628 provas, e 95-939,
com 2305 provas. Se ndo tivesse existido uma alteracdo forcada,
cada coluna deveria ter uma frequéncia préxima dos 1330. Ou seja,
so aqui e de prever que tenham sido alteradas umas 700 notas.
Mas, gracas a boa vontade dos corretores, esses 700 alunos
passaram a ter 10 no exame, em vez de 9.

Se fizermos os calculos para todas as colunas, concluimos
que entre um terco e um quarto dos exames tiveram as suas
classificactes alteradas para cima gracas a «<boa alma» dos
professores que os corrigiram.
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Lamentavelmente, 2005 foi um ano excecional e nunca mais
cansegui descobrir graficos com os resultados globais dos
exames. Ter-se-ao arrependido dessa divulgacao os sucessivos
ministérios da educacao? E o atual ministro, que tao adepto
da «transparéncia= era, deixa que fudo continue na mesma?

E de prever que este fendmeno se continue a verificar, tanto
na Matematica como nas outras disciplinas, e muitos de nds
gostarfamos de o saber.

Ficam trés questdes em que talvez valha a pena pensar.

— Rfinal, ao contrario do que muitos alunos pensam,
os professores sdo uns <<maos largas> e muito mais amigos dos
alunos do que, pravavelmente, eles esperariam.

— Uma das principais funcdes dos exames, tal como
eles sao feitos atualmente, é seriar os alunos com vista sobretudo
a0 acesso ao ensino superior. Isto é levado muito a sério pelas
autoridades escolares: ha total secretismo na elaboracdo
das provas; para garantir que ndo ha fugas, o transporte dos
enunciados até as escolas é feito pela palicia no proprio dia do
exame; os critérios de correcao sao publicamente divulgados
e tém de ser obrigatoriamente cumpridos; os professores
corretores recebem previamente formacao especifica sobre o
assunto; etc, Mas, depois disto tudo, guase um tercao das provas
tém a sua classificacao alterada. La se vai a seriedade de todo o
processa.

— Durante muitos anas, as classificacées dos alunos
nos diversos exames nacionais de 12.° ano foram «<segredos. As
notas eram tornadas publicas em cada escola mas era impossivel
saber o que tinha acontecido a nivel nacional. A partir de certa
altura e apos inimeras pressoes vindas de varios lados, essa
informacao deixou de ser secreta. Os meios de informacao (jornais
e televisdes) e as universidades, que a ela passaram a ter acesso,
camecaram a fazer o seu tratamento e a divulgar os resultados
[médias, nimero de reprovacdes, etc.] em cada disciplina, guer
a nivel nacional quer a nivel de escola. Infelizmente, a principal
preocupacao dos medio parece ser ordenar as escolas, ver guais
sao as «melhoress» e as «piaress», comparar os colégios com
as escolas publicas, e pouco mais. Da parte do Ministério, deve
haver estudos mais aprofundados mas, ou sdo para consumo
interno, ou a sua divulgagdo ndo é suficientemente alargada ou
acessivel. Ora, so se nos, professores, saubermos da existéncia
dos problemas & que poderemos ir, localmente, a procura das
solucdes.

Iosé Paulo Viana
Escola Secundaria de Vergilio Ferreira




Joana Latas

Antaine de Soint-Exupéry, <0 Principezinhos

Num Planeta com tanto por descobrir, sugerimos (re)visitar a
Matemadrtica do Planeta Tetra no verdadeiro sentido de Planeta,
nomeadamente da Geomertria do Planeta Terra.

«Como medir distincias entre pontos na superficie terres-
tre!», € o mote para o primeiro artigo que a E&M, em 2013,
apresenta no dmbito da Matemdrica do Planera Terra.

Embora a geometria plana seja, recorrentemente, um meio
de representarmos o nosso Planeta, nfio € esta a sua forma e isso
obriga-nos a repensar as ferramentas utilizadas na resoluciio dos
problemas e desafios com que nos deparamos. J4 no séc. XVI,
Pedro Nunes mostrou-nos que navegar pelas linhas de rumo,
mantendo constante o Angulo da direcio do movimento com o
meridiano, nfo garante a distdncia minima entre dois pontos do
globo, ou seja, um arco de circulo méaximo, e o conhecimento
sobre loxodrémicas contribuiu mais tarde para Mercator cons-
truir o sistema de projeciio de mapas com o mesmo nome e que
ainda hoje € utilizado na navegacio,

No mundo...

Comecga a fazer-se sentir em diversos pafses a dinamizacio de
atividades no 4mbito MPE por parte das mais de 1oo institui-
¢es e sociedades académicas associadas a esta causa, Para man-
ter-se informado das novidades internacionais basta subscrever
a newsletter em http://mpe2o13.0rg, a pigina internacional
do MPT, que estd em constante atualizagio. Merece especial
destaque a seccdo de Educacio que tem disponivel uma pané-
plia de recursos educativos e materiais curriculares (em inglés e
francés) relacionados com a temdtica MPT, desenvolvidos e/ou
compilados por instituigdes como NCTM (National Council
of Teachers os Mathematics), NASA (National Aeronautics
and Space Administration), AMS (American Mathematical
Society), entre outras.

Em Paortugal..

Em Portugal os desenvolvimentos referentes ao Ano
Internacional da Matemética do Planeta Terra (AIMPT) sdo
assinalados em www.mpt2013.pt, onde consta a informagio
sobre a iniciativa, os parceiros e as actividades agendadas.

No sentido de promover a dinamizagio do AIMPT foi cons-
tituido um Comité Nacional, o qual funcionari sob a égide da
Comissdo Nacional da UNESCO (CNU), ao longo de 2013.

No préximo dia 5 de Marco, terd lugar o lancamento oficial
do MPT2013 em Portugal, no Pavilhdo do Conhecimento, em
Lishoa.

Este artigo que resultou de uma produtiva colaboraciio entre
o Atractor e o Nicleo do Porto da APM leva-nos a questionar
a pertinéncia da exploracio de conceitos de Geometria Esférica
ao nivel da sala de aula. De facto, o percurso matemdtico ao
longo de todo o ensino obrigatério (12 anos) apela a constru-
¢do de um edificio geométrico puramente euclidiano que nfo
corresponde & geometria do Planeta que habitamos.

Ainda que nfio seja um tépico contemplado nos programas de
Matemadtica, a Geometria Esférica promove o desenvolvimento
de capacidades matemdricas e o conhecimento deste legado
cultural enquadra-se nas orientacdes curriculares atuais. Disso
é exemplo o conjunto de tarefas elaboradas por esta equipa,
dirigidas a alunos, apresentadas com niveis de dificuldade e
complexidade adaptados a diferentes niveis de escolaridade. A
secgdo de Materiais para a aula de Matemdtica apresenta uma
possivel abordagem da tarefa dirigida a alunos do 3.° ciclo do
Ensino Bésico.

Na APM...

Concurso Matemdtica, onde estds? em ndmeros (até 31 de

Dezembro de 2012)

— doisdois propostas submetidas;

— 2 dezenas de escolas participantes;

— 2013 +978 alunos envolvidos;

— Menos 7 do que o miimero da presente EEM corresponde ao
nimero de professores envolvidos;

— 77% das propostas envolvem projetos (com ou sem
parcerias);

— Meia diizia propde a realizagio de atividades e metade do
niimero anterior corresponde ao niimero de escolas que su-
gerem a produg¢io de atividades originais.

— O menor mimero primo s3o as parcerias estabelecidas entre
escolas portuguesas e santomenses.

Os temas, esses, sdo diversos e originais: Matemdtica e ...
ambiente; ... servicos; ... jogos; ... saber popular; ... arte; ...
outras ciéncias ...
No préximo nidmero da E&M iremos dar-vos mais novidades
sobre o desenvolvimento das atividades em curso.
Mantenha-se atento as novidades na pagina do MPT da
APM (http://mpt2o13.apm.pt).

lpana Latas




A esfera pode ser considerada um modelo (simplificado™) do
planeta Terra e existe uma geometria que se dedica ao seu
estudo: a Geometria Esférica. O estudo da Geometria Esférica,
principalmente o relacionado com tringulos esféricos, é muito
antigo e foi sendo desenvolvido ao longo dos séculos devido
a sua grande aplicabilidade 4 Astronomia e & Navegagio. O
portugués Pedro Nunes foi um dos matemdticos que se notabi-
lizou nesta drea tendo descoberto uma curva que, na época dos
Descobrimentos, gerou alguma controvérsia. Em 1537, Pedro
Nunes publicou dois tratados sobre alguns problemas relacio-
nados com certas rotas de navegacio que mantém o percurso do
navio num rumo magnético constante intersectando todos os
meridianos segundo o mesmo dngulo. Esses percursos determi-
nam um tipo de curva, conhecida por curva loxodrémica. Desde
essa época que se sabe que um percurso mantendo um dngulo
constante em relacio aos meridianos ndo é, em geral, o cami-
nho mais curto, pois nfo é um arco de circulo méximo (curva
na esfera que minimiza a distincia entre dois pontos, figura 1).
Assim, Pedro Nunes sugeria que o barco devesse procurar seguir
o rumo de um circulo méximo, efectuando as necessarias cor-
recces a intervalos de tempo regulares para contrariar o efeito
da curva loxodrémica. Para tal, o matemdtico portugués propds
um método matemdtico que foi alvo de duras criticas pela sua
dificil aplicabilidade em alto mar. «As contribuigGes tedricas
de Nunes para a navegagio foram muito avancadas para o seu
tempo. A dificuldade em as aplicar deve-se principalmente a

Figura 1. A cinzento escuro estd representada uma curva loxodrémica que
passa por dois pontas e a cinzento claro o menor arco de circulo maximo
definido por esses pontos [caminho mais curtao).

e

precisdo insuficiente dos instrumentos disponiveis e ao facto de
a matemdtica da época ser demasiado pesada e laboriosa para
ser usada no mar.» (Randles, 1989 [4])

Mesmo atualmente, em que o sistema GPS é uma ferra-
menta poderosa para a navegacio, pilotos de avido e os nave-
gadores devem ter conhecimentos sobre a curva loxodrémica
(Alexander, 2004 [1]).

Apesar de muitos resultados da Geometria Esférica serem
conhecidos desde a Antiguidade, enquanto sistema axiomatico,
este tipo de geometria s6 foi formalizado no séc. XIX apés a
descoberta das geometrias ndo Euclidianas, atribuida aos
matemdticos Gauss, Lobatschewski e Jdnos Bolyai (Rosenfeld,
1976 [5]).

Esta geometria difere em vdrios aspetos da Geometria
Euclidiana e, ao longo deste artigo, sdo exploradas algumas
dessas diferengas. No final, numa colaboracio entre o Atractor
e o Niicleo do Porto da APM, é apresentada uma tarefa para
alunos cujo propésito principal de ensino € a abordagem e
exploracio de algumas diferengas entre a Geometria Esférica e
a Geometria Euclidiana, incidindo na soma das amplitudes dos
angulos internos de um trifingulo esférico.

Geometria Esférica

Na Geometria Euclidiana, o caminho mais curto entre dois
pontos é o segmento de reta determinado por eles. Na esfera, o

Figura 2. Uma circunferéncia, na esfera, pode ser obtida intersectando a
esfera com um plano. Quando o plano contém o centro da esfera obtém-
-se um circulo maximo.



Figura 3. No planeta Terra, a linha do Equador & um circulo méximo e os
meridianas sdo semicirculos maximas.

caminho mais curto entre dois pontos é dado por um arco de
circunferéncia obtido intersetando a esfera com um plano con-
tendo o seu centro. Essa circunferéncia é usualmente designada
por circulo mdximo. (Figuras 2 e 3)

Na esfera, os cfrculos mdximos assumem o papel andlogo ao
das retas da Geometria Euclidiana e os arcos menores de circulo
maximo assumem o papel andlogo ao dos segmentos de reta.

Desta forma, na esfera, a distdncia entre dois pontos nio
antipodas®! determina-se calculando o comprimento do menor
arco de circulo médximo definido pelos dois pontos. Note-se
que, se A e B sdo antipodas, a distincia entre A e B é igual ao
comprimento de um semicirculo méximo.

Numa esfera de raio 7 e centro O, considere-se o dngulo
AOB correspondente ao menor arco AB e a a sua amplitude.
Entio,

d(A, B) = ar, @ em radianos

ou

d(A,B) = %F, @ em graus.

Paralelismo

Podemos definir retas paralelas como sendo retas que ndo se
intersetam. Na esfera, dados dois circulos mdximos, estes inter-
setam-se sempre em dois pontos antipodas. Por exemplo, os
meridianos terrestres intersetam-se no polo Norte e no polo
Sul. (Figura 4)

Assim, ao identificarmos o conceito de reta na esfera com o
de circulo méximo, concluimos que:

Na Geometria Esférica ndo existem retas paralelas!

Aqui reside uma das diferengas substanciais entre a Geometria
Esférica e a Geometria Euclidiana.

Figura Y. Dois circulos maximos intersetam-se sempre em dois pontos
antipodas.

Na verdade, as geometrias nio Euclidianas surgiram no desen-
lace da longuissima histéria do famoso 5.° Postulado de Euclides,
mais conhecido pelo Postulado das Paralelas. Ao longo dos sécu-
los, foram vdrias as tentativas de provar este postulado a partir dos
restantes ou entio de o substituir por outro mais simples. Um dos
axiomas equivalentes que € usado nos livros modernos foi dado
por Playfair: dado um ponto P que ndo estd numa reta r, existe uma
sd reta no plano de P e ¥ que contém P e que ndo interseta r, (Kline,
1972 [3]).

No infcio do século XIX, alguns matemdticos, incluindo o
alemdo Carl Friedrich Gauss (1777—1855), notaram que o
Postulado das Paralelas nio poderia ser provado nem como
verdadeiro nem como falso com base nos outros postulados da
Geometria Euclidiana, ou seja, o Postulado das Paralelas seria
independente dos restantes. Seria entdo possivel desenvolver
uma nova geometria a partir de um sistema axiomaético que
contivesse uma alternativa ao Postulado das Paralelas. Mas
foram Lobatschewski (1792-1856) e J4nos Bolyai (1802-1860)
que, de forma independente, publicaram pela primeira vez os
resultados de uma nova geometria ndo Euclidiana (Rosenfeld,
1976 [5]), conhecida atualmente por Geometria Hiperbélica. A
Geometria Hiperbdlica obtém-se substituindo o Postulado das
Paralelas pelo Axioma Hiperbélico: dada uma reta e um ponto
exterior d reta, existem, pelo menos, duas retas distintas contendo o

ponto dado e paralelas a reta dada.

Na Geometria Esférica, o Postulado das Paralelas é substitu-
ido pelo Axioma Eliptico: dada uma reta e um ponto exterior a
reta, ndo existe nenhuma reta contendo o ponto dado e paralela &
reta dada.

Bernhard Riemann (1826—1866) foi o primeiro a reconhecer a
Geometria Esférica como um tipo de geometria nio Euclidiana
onde nfo existem retas paralelas. (Coxeter, 1998 [2])

A descoberta das geometrias nfo Euclidianas teve consequéncias
muito importantes, quer matemdticas quer filoséficas, princi-
palmente no que diz respeito aos fundamentos da matemdtica.

| 23




Figura 5. Bidngulos determinados por dois
circulas méximaos.

Bidngulos
Na esfera existem poligonos com dois lados!

A explicaciio € simples: na esfera, os lados dos poligonos sdo
segmentos esféricos, ou seja, arcos menores de circulo maximo;
dados dois circulos mdximos, estes intersetam-se sempre em
dois pontos antipodas, dividindo a esfera em quatro regides,
cada uma das quais com dois lados; estas regides designam-se
por bigngulos ou linulas. (Figura 5)

Portanto, ao contrdrio do que acontece na Geometria
Euclidiana, na Geometria Esférica existem poligonos com dois
lados, os bidngulos, cujos vértices sAo pontos antipodas e cujos
lados sdo semicirculos mdximos.

Podemos calcular a drea de um bidngulo de forma simples,
conhecendo a amplitude do seu dngulo e a drea da esfera (4mr2)
e observando que a drea do bidngulo ¢ diretamente proporcio-
nal & amplitude do dngulo. Assim, a drea de um bifngulo com
dngulo a € dada por:

. an
2ar?, @ em radianos  ou Erz, Q@ em graus,

onde 7 é o raio da esfera.

Triangulos Esféricos

Com trés pontos distintos na superficie esférica
podemos obter dois tridngulos!

Dados trés pontos, estes podem definir dois tridingulos, na
medida em que podem definir duas regides limitadas na super-
ficie da esfera (figuras 6a e 6b). Na Geometria Euclidiana
isto ndo acontece pois, dados trés pontos nfo colineares (ndo
pertencentes A mesma reta) e os trés segmentos de reta que os
unem dois a dois, estes definem apenas uma regifio limitada e,
por isso, um (nico trifingulo.

4

Figuras ba e bh. Nestas esferas, estao representados dois tridngulos diferentes
[com interior a cinza escuro) definidos pelos mesmaos vértices.

A drea de um triangulo esférico pode ser determinada conhe-
cendo a drea dos bidngulos que lhe estdo associados. Temos que
distinguir dois casos: o caso em que o trifingulo é pegueno (o seu
interior estd contido numa semiesfera) e o caso contrario.

1.  Tomemos um tridngulo esférico pequeno T. Em cada vér-
tice do trifingulo esférico, os circulos mdximos que con-
tém os respetivos lados do trifingulo formam dois biingu-
los congruentes com dngulos geometricamente iguais ao
angulo interno do tridngulo nesse vértice. Note-se que um
desses bidngulos contém o interior do trifingulo e o outro
contém o interior do triingulo antipoda (tridngulo forma-
do pelos antipodas dos pontos do trigingulo). (Figura 7a)
Considerando os trés vértices do tridngulo, temos seis bi-
angulos dos quais trés intersetam-se no interior do tridn-
gulo e os outros trés intersetam-se no intetior do triingulo
antipoda. Na regifio esférica restante, os seis bidngulos sio
disjuntos dois a dois. Assim, estes bidngulos «cobrem» o
tridngulo e o seu antipoda trés vezes e a restante regifio es-
férica uma vez. Portanto, a soma da drea dos seis bifingulos é
igual & drea da esfera acrescida do dobro da drea do trifingu-
lo esférico, Ay, e do dobro da drea do seu antipoda (Figuras
7b e 7¢). Notando que T e o seu antipoda tém a mesma
drea e fazendo alguns cdlculos simples, obtém-se a férmu-
la da drea do tridngulo esférico T: Ay = (a + f+y - m)r?,
onde @, B e ¥ sdo as medidas das amplitudes dos angulos
internos do tridngulo em radianos. Se as medidas das am-
plitudes e, B e  forem dadas em graus, temos a férmula

T

180° 7
Esta férmula é conhecida por Teorema de Girard.

2. Se o trifingulo esférico for grande, ou seja, se contiver uma
semiesfera, podemos calcular a sua drea fazendo a diferen-
ca entre a drea da esfera e a drea do tridngulo pequeno que
os seus lados e vértices também determinam. Usando o re-
sultado anterior obtemos a mesma férmula para a drea do
tridngulo.

Ar =(a+f+y-180%

=121




Figura 7a. Oois bidngulos com veértice em A.
Um bidngulo «<cobres o tridngulo [ABL).

triangulo antipoda.

Teorema de Girard: A drea de um tridngulo esférico é igual
a Ar = (@+p+y—n)y* onde a, e y sdo as medidas das
amplitudes, em radianos, dos dngulos internos do trifingulo
e 1 é o raio da esfera.

A diferenca entre a soma das amplitudes dos 4ngulos internos
de um tridngulo esférico e a amplitude do dngulo raso chama-se
excesso angular. A férmula dada no Teorema de Girard indica-
-nos que a drea de um triingulo esférico fica determinada pelo
seu excesso angular e pelo raio da esfera, sendo que a drea e a
medida do excesso angular sdo diretamente proporcionais.

A drea de um tridngulo esférico € diretamente
proporcional & medida do excesso angular.

Em particular, o excesso angular é sempre positivo, donde
podemos concluir que:

A soma das amplitudes dos ngulos internos de um tridngulo
esférico € superior a 180°.

Quando o excesso angular é um valor préximo de zero (isto ¢, a
soma das amplitudes dos Angulos internos é um valor préximo
de 7t rad, ou 180.°), o triingulo é «quase plano» e a sua drea é
«quase nula». Por outro lado, quando o excesso angular é um
valor préximo de 47 rad, ou 720° (isto €, a soma das amplitudes
dos angulos internos é um valor préximo de 57 rad, ou goo®), a
sua drea é proxima da drea da esfera.

A soma das amplitudes dos dngulos internos de um trifingulo
esférico varia entre 7 e 57 radianos, 180° e goo®.

Este é um resultado muito diferente do obtido na Geometria
Euclidiana onde a soma das amplitudes dos dngulos internos de
um trifingulo é constante e igual a 180°.

Figura 7b. Dois bidngulos com vértice em Ae
dois bidngulos com vértice em A dos quais dois
intersetam-se no interior do tridngulo [ABL)

e 05 gutros dojs intersetam-se no interior do

Figura 7c. Seis bidngulos com veértices nos
vértices do tridngulo [ABL) dos quais trés
intersetam-se no interior do tridngulo e os
outros trés intersetam-se no interior do
tridngulo antipoda.

O Teorema de Girard conduz-nos ainda a outra enorme dife-
renca entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica:

Dois tridngulos esféricos semelhantes
sd0 necessariamente congruentes!

Como a drea de um tridngulo esférico depende apenas da soma
das amplitudes dos seus dngulos internos, na esfera todos os
tridngulos com 4ngulos congruentes tém a mesma drea; logo,
sdo congruentes. Portanto, na Geometria Esférica ndo existem
tridingulos com a mesma forma e dreas diferentes.

A Geometria do Planeta Terra na sala de aula
de Matematica

De facto, enquanto humanidade, a nossa «casa» é a superficie
de um planeta quase esférico, cujas propriedades geométricas
particulares se destacaram desde a antiguidade, e cujo conhe-
cimento foi — e continua a ser — eritico no desenvolvimento
de dreas como a astronomia e a navegagio. Ainda que exterior
aos contetdos programiticos do ensino bésico, a Geometria
Esférica permite aos alunos «contactar com aspetos da Histéria
da Matemdtica e reconhecer o papel da Matemitica no desen-
volvimento da tecnologia e em virias técnicas, [...] o contributo
de diversos povos e civilizagdes para o desenvolvimento desta
ciéncia, a sua relagio com os grandes problemas cientificos e
técnicos de cada época, o seu contributo para o progresso da
sociedade, e a sua prépria evolugio em termos de notagdes,
representagbes e conceitos, proporcionando uma perspetiva
dindmica sobre a Matemdtica e o seu papel na sociedade».
(Programa de Matemdtica do Ensino Bésico, 2007, p. 10)
Neste contexto, e mantendo «como ideia central o desen-
volvimento do sentido espacial dos alunos» (idem, p. 7), enten-
demos pertinente a apresentacio de propostas de abordagem
e exploracio comparativas de alguns conceitos bésicos (como
os de reta / segmento de reta, dngulo, trifingulo, distdncia ou

| 25




—_

4rea), entre as geometrias Euclidiana e Esférica, com base na
manipulagio de materiais ou utilizagio de tecnologias. O con-
junto das tarefas propostas, para alunos do 1.° ao 12.° anos de
escolaridade, pode ser acedido em
http://atractor.pt/mat/GeomEsf/MateriaisEnsino.

Notas

1 Naverdade, o planeta Terra pode ser modelado de forma mais pre-
cisa por um elipsoide: o raio da Terra varia entre, aproximadamen-
te, 6357 Km nos polos e 6378 Km na linha do Equador.

2 Pontos antipodas sdo pontos diametralmente opostos.
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feréncia, conhecam a soma das amplitudes dos dngulos internos de um
tridngulo no plano e saibam interpretar graficos.

Com duracao prevista de 30 minutos, a tarefa visa:

=)

of the loxodromic curve, or how, in the sixteenth century, navigating
with a globe had failed to solve the difficulties encountered with the pla-
ne chart, Revista da Universidade de Coimbra, Vol. XXXV, 198¢,
pp: 11g—130.

s} Rosenfeld, B. A. — A History of Non-Euclidean Geometry. New
York: Springer-Verlag New York Inc., 1988. Translation of Istoriya
Neevklidovoi Geometrii. Moscow: Nauka, 1976.

Nota: Na pdgina http://atractor.pt/mat/GeomEsf encontra-
se um trabalho sobre Geometria Esférica, elaborado sob a
orientacio do Atractor, no Ambito de uma bolsa atribuida pela
Fundagio para a Ciéncia e a Tecnologia para agdes de divul-
gagio matemdtica junto da Associacio Atractor. Para além
do texto, no qual se baseia este artigo, esse trabalho integra
componentes interativas em formato CDE preparadas com o
programa Mathematica e cujos ficheiros sdo utilizados nas tare-
fas propostas numa colaboragiio entre a Associacio Atractor e
o Niicleo do Porto da Associacio de Professores de Matematica.
Para a utilizaciio destes ficheiros, deve estar instalado no com-
putador o Wolfram CDFPlayer, que pode ser importado sem
encargos a partir de hrep://www.wolfram.com/cdf-player/.

As tarefas elaboradas no dmbito da referida colaboragio
podem também ser acedidas a partir da pdgina do MPT2013 da
APM, http://mpt2o13.apm.pt.

Rtractor e Nicleo do Porto da APM

a investigacdo dos valores entre os quais pode variar a soma das
amplitudes dos &ngulos internos de um tridngulo esférico;

a andlise comparativa entre os resultados obtidos e a proprieda-
de correspondente em Geometria Euclidiana.

Esta tarefa proporciona ainda aos alunos amplas oportunidades de
argumentacdo e fundamentacdo das suas ideias, assim como de
tonstrucao de modelos matematicos elementares.

Resultados da sua aplicacdo experimental permitem destacar a
curiosidade dos alunas face aos resultados observados, a sua vontade
de saber mais e a forma como a discussao gerada contribuiu para o
reforco dos seus conhecimentos previos de Geometria Euclidiana,

Destaca-se gue além da sugestdo de tarefa para o aluno, existem
algumas indicacdes para o professor,

Atractor e Niicleo do Porto da APM
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Guido para o aluno

.0Urso

Um ursg, partindo da sua toca, andou 10 Km para Sul. Depois,
mudou de direcdo e caminhou 10 Km sempre em direcao a Este.
Em seguida, voltou a mudar de diredo e andou 10 Km para Norte,
chegando novamente a sua toca. Qual é a cor do urso?

Adaptado do livro How to sofve it" do matemético G. Pdlya.

Como podes verificar o percurso do urso ndo é passivel no plano,
ou seja, o urso ndo pode estar a caminhar numa superficie plana.
E se ele estiver a caminhar numa superficie esférica como, por
exemplo, a superficie terrestre?

Il. Geometria Esférica

A esfera pode ser considerada um modelo [simplificado] do
planeta Terra e existe uma geometria que se dedica ao seu
estudo: a Geometria Esférica. Como superficie esférica de centro
Oe raio r>0 consideraremos o conjunto de pontos do espaco que
estdo a distancia rde 0.

Superficie esférica de centro Je raio r.

0 estudo da Geometria Esférica pode permitir a resolucao de
problemas ligados ao planeta Terra: por exemplo, na época dos
Descobrimentos, era muito importante saber qual o caminho
mais curto entre dois |ocais do planeta e qual a rota que se
deveria seguir; mesmao atualmente, em que o sistema GPS @
uma ferramenta poderosa, os pilotos de avido e os navegadores
tém gue ter conhecimentos sobre Geometria Esférica. No
ambito da iniciativa internacional Matemadtica do Planeta Terro
2013, propomos-te a realizacdo de um conjunto de tarefas

para iniciares o estudo da Geometria Esférica bem como para
explorares algumas das diferencas [surpreendentes) entre esta
geometria e a Geometria Euclidiana.

Ill. Tarefa

Qual é a soma das amplitudes dos dngulos internos de um
tridngulo esférico?

1. Abre o ficheiro soma_dos_dngulos_de_um_tridngulo.cdf. Nesse
ficheiro, encontras uma aplicagao interativa que contém uma
esfera de raio unitario com um tridngulo esférico assinalado cujos
vértices sdo pontos moveis: A, Be C.

2013
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Ficheiro em formato COF disponivel em
http://www.atractor pt/mat/GeomEsf/MateriaisEnsino.

2. Clica na caixa Interior do tridngulo e move os pontas atraves
dos cursores A, Be (7 gue estdo & direita de forma a obteres
diferentes triangulos.

Trés pontos distintos na superficie esférica e trés lados [arcos de circulo
maximo] que definem dois tridngulos, na medida em que definem duas
regides limitadas na superficie esférica. O tridngulo [ABC] que se estd a

considerar € o tridngulo com interior mais escuro.

3. Escolhe uma posicdo para A, Be Ce clica na caixa Amplitude
dos Gngulos. Qual é a soma das amplitudes dos &ngulos internas
desse tridngulo esférico? Podes clicar na caixa 5oma dos dngulos
para confirmar.

Y. Em Geometria Euclidiana, a soma das amplitudes dos angulos
internos de um tridngulo qualguer 180", Sera que a soma

das amplitudes dos angulos internos de um tridngulo esférico
também & constante? Move os pontos de modo a obteres
tridngulos esféricos diferentes e observa o valor da sama das
amplitudes dos angulos internos de cada um desses tridngulos.

5. E possivel ter um triingulo esférico com dois dngulos retos? E
trés angulos retos? E trés angulos rasos?

B. Entre que valores varia a soma das amplitudes dos angulos
internos de um tridngulo esférico?

7. Clica na caixa Grdfico e observa o grafico da funcdo que
relaciona a soma das amplitudes dos angulos internos de um
tridngulo e a sua area relativa [isto €, a razao entre a drea do
tridngulo e a area da esfera). 0 que concluis?

E agora, ja sabes qual & a cor do urso? Para saberes mais vai a
www.atractor.pt/mat/GeomEsf.
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Desenvolvimento da tarefa

Qual é a soma das amplitudes dos angulos internos de um
triangulo esférico?

1. 0 ficheiro soma_dos_fGngulos_de_um_triingulo.cdf contém
uma aplicacdo interativa com uma esfera de raio unitario com um
tridngulo esférico assinalado cujos vértices sdo pontos maveis:

A, Be L 0 professor pode comecar por observar que um lado do
tridangulo é dado pelo menor arco de circulo maximo definido por
dois vértices do tridngulo. Clicanda na caixa Circulos mdximos
podem-se ver os trés circulos maximos gue contém os lados do
tridngulo.

2. Se se clicar na caixa /nterior do tridngulo e se mover os pontos
atraveés dos cursores A, Be [ que estdo a direita obtém-se
diferentes tridngulos esféricos. 0 professor deve referir gue, ao
contrario do que acontece na Geometria Euclidiana, trés pontos
distintos na superficie esférica e trés lados [arcos de circulo
maximo), definem dois tridngulos diferentes, na medida em gue
definem duas regides limitadas complementares na superficie
esférica.

0 tridngulo [ABC] gue se estd a considerar é o tridngulo com interior mais
escuro definido da seguinte forma: estabelecendo o caminho orientado
de Apara B. de Bpara Ce de [ para A consideramos a regiao gue estd
sempre a direita do caminho.

3. Ao escolher uma posicdo para A, Be Le clicando na caixa
Amplitude daos dngulos, o aluno deverd observar que a soma das
amplitudes dos dngulos internos do tridngulo & superior a 180°.
0 professor deverd salientar o facto deste resultado ser muito
diferente do correspondente na Geometria Euclidiana.

Y. Considerando diferentes tridngulaos esféricos, o aluno deverd
concluir gue a soma das amplitudes dos angulos internos de um
tridngulo esférico @ sempre maior do que 180°. 0 professor padera
referir que a diferenca entre a soma das amplitudes dos angulos
internos de um tridngulo esférico e a amplitude do angulo raso

¢ denominada por excesso angular. Em Geometria Euclidiana, o
excesso angular de qualquer tridngulo é zero e, em Geometria
Esférica, & sempre superior a zera.

28

5. 0 aluno devera mover os pontos A, Be Cde modo a obter um
tridngulo esférico com dois angulos retos, outro tridgngulo com
trés &ngulos retos e outro tridngulo com trés angulos rasos. 0
professor deverd referir que, no Ultimo caso, os pontos sao
<«<calinearess.

A esquerda: tridngulo [ABL) com trés angulos retos. A direita: trigngula
[ABL) com trés dngulos rasos cujos vertices sao calineares.

B. 0 aluno devera variar os pontos A, Be [ de modo a considerar
tridngulos peguenos [contidos numa semiesfera) e tridangulos
grandes e observar que a soma das amplitudes dos @ngulos
internos & um valor entre 180° e 900"

7. 0 aluno devera observar que: quando a soma das amplitudes
dos &ngulos internos é um valor praximo de 180°, a &rea do
tridngulo @ guase nula ; quando a soma das amplitudes dos
angules internos é um valor proxima de 900°, a area do tridngulo
é proxima da drea da esfera. 0 professor devera referir gue a drea
do tridngulo é diretamente proporcional ao seu excesso angular:
quando o excesso angular & um valor préximo de zero [isto &, a
soma das amplitudes dos &ngulos internos  um valor proximo
de 180°), a drea do tridngulo é <«<quase nula=>; par outro lado,
guando o excesso angular é um valor préximo de 720° [isto &, a
soma das amplitudes dos dngulos internos € um valor praximo
de 900°), a 4rea do tridngulo & proxima da area total da esfera.
Como a &rea de um tridngulo esférico depende apenas da soma
das amplitudes dos seus angulos internos, na esfera, todos os
tridngulos com dngulos congruentes tém a mesma area; logo,
s3o congruentes. Portanto, na Geometria Esférica ndo existem
tridngulos com a mesma forma e areas diferentes.

Notas

" Ppplya, George — How to Solve It: a new aspect of mathematical method,
With a new forewaord by Jlohn Conwau. United States of America:
Expanded Princeton Science Library Edition, 2004.

@ para poderes mover o cursor mais lentamente carrega simultaneamente
na tecla Alt. Também podes: rodar a esfera — coloca o cursor do rato em
cima da esfera, clica e arrasta.

Atractor e Nicleo do Porto da APM




Sequéncias e Reqularidades no 1.° ciclo

Relato de experiéncias

Gorete Fonseca e Fatima Rlexandrina

2.

O presente artigo pretende divulgar experiéncias resultantes da
aplicacio de uma tarefa de Matematica, proposta aos docentes
do 1.° Ciclo do Agrupamento de Escolas da Lourinh3, pelas
formadoras da Oficina de Formagio, dinamizada no dmbito da
integracio no Projecto Mais Sucesso Escolar.

Inicialmente, daremos a conhecer os principais objectivos da
tarefa, as competéncias especificas que se pretendem desenvol-
ver e a forma como esta foi apresentada aos alunos. Numa fase
seguinte debrugar-nos-emos um pouco mais sobre 0 modo como
os alunos resolveram as questdes, tentando perceber as estra-
tégias que utilizaram. Concluiremos apresentando um balanco
reflexivo sobre as experiéncias vivenciadas e aqui relatadas.

A tarefa'! enquadrou-se no tema «Sequéncias e
Regularidades»*!, dividida em dois blocos', tendo como objec-
tivos principais:

e Investigar regularidades em sequéncias;

e  Explorar sequéncias segundo uma dada lei de formagio;

e  Explicar ideias, justificar opinides e descrever processos
utilizados na realizacio da actividade.

2013

Como objectivo tltimo e unificador pretendeu-se propor tarefas

promotoras do desenvolvimento da capacidade de generaliza-

cio de modo a que os alunos desenvolvessem determinadas
competéncias especificas, tais como:

e Reconhecer regularidades e compreender relagdes (conti-
nuar a representacfio de uma sequéncia — termos imediata-
mente a seguir aos dados);

e  Usar a relaciio entre os termos e a sua ordem na sequéncia
para indicar o termo de uma ordem distante;

e  Comunicar, oralmente e por escrito, as estratégias utilizadas,
usando a linguagem natural e simbélica (generalizacio).

Partindo da consciencializacio de que antes de criarem repre-
sentacdes pictdricas e padrdes ao nivel simbolico, as criancas
devemn manipular objectos variados com os quais possam
construir padrdes, foram apresentados ¢ postos a disposicio dos
alunos, virios materiais manipuldveis, estruturados ou ndo, tais
como azulejos, pedacos de cartio, pacotes de leite, tubos de
encaixe, material cuisenaire, entre outros, de modo a facilitar a
visualizacio e execugio da tarefa.
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Figura 3 Figura 4

O OO I

Figura1 Figura 2

1) Continuar a sequéncia desenhando as figuras 5 e 6.

2) Indicar os blocos utilizados para construir cada uma das figuras,
usando uma tabela.

Namero da figura Nidmero de pegas

1

2
3
4

3) Descobrir, sem recurso ao desenho, os blocos da figura zo da
sequéncia. Explicar como pensou.

Figura 1. Tarefa de matematica: bloco |.

Aprendizagens realizadas

Depois de apresentada a tarefa os alunos trabalharam a pares ou
em pequenos grupos de modo a permitir a troca de impressdes
entre si, esclarecimento de dividas e partilha de informacoes
procurando promover-se momentos de trabalho cooperativo.

Tal como referido anteriormente, a tarefa foi dividida em
dois blocos: Bloco I dirigido a alunos do segundo ano de escola-
ridade e Bloco II a alunos do terceiro e quarto anos.

Do Bloco I faziam parte as questdes ilustradas na figura 1.

Efectuando uma andlise &s aprendizagens realizadas pelos alu-
nos verificimos, quanto 4 primeira questio (Continua a sequén-
cia desenhando as figuras 5 e 6), que praticamente a totalidade
percebeu a regularidade desenhando correctamente os termos 5
e 6 da sequéncia. Os que tiveram mais dificuldade socorreram-se
do material de apoio, como supramencionado. Observou-se que

a manipulagio deste material contribuiu efetivamente para que

os alunos com mais dificuldades se apercebessem dos «erros»

cometidos durante a representagio gréfica das figuras levando-os

a corrigi-las. Nestes casos tiveram particular «sucesso» o uso dos

cartdes recortados particularmente para esta tarefa bem como a

utilizacio/manuseamento dos pacotes de leite escolar uma vez

que contribuiram para uma melhor percegio da disposicio das

diferentes figuras da tarefa (figuras 2 e 3)

Como estratégia de resolugio, alguns alunos pintaram os
blocos «extra» e aplicaram a mesma regra s figuras seguintes.
Ou seja, compararam os termos consecutivos e identificaram a
alteraciio. Digamos que usaram uma estratégia aditiva recor-
rendo ao raciocinio recursivo. O uso das cores € elucidativo
desta estratégia, tal como se apresenta na figura 4.

Nas resolucdes ndo é evidente uma generalizacio, pelo que
foi importante questionar os alunos sobre o processo usado para
representar os termos da sequéncia. Relativamente  reproduciio
pictérica verificaram-se algumas incorregdes na representagio
espacial dos blocos. Mais uma vez o marerial de apoio contri-
buiu para superar essa dificuldade.

Na resolucio da questdo nimero dois (Indica os blocos
utilizados para construir cada uma das figuras, usando a tabela),
todos os alunos conseguiram preencher a tabela. No entanto,
apesar de alguns terem ainda sentido a necessidade de recorrer
a contagem dos blocos, outros (poucos) conseguiram descobrir
que existia uma sequéncia numérica de 2 em 2, comegando a
revelar alguma capacidade em usar a relacfo entre os termos e
a sua ordem na sequéncia para indicar o termo de uma ordem
distante.

A dltima questio (Descobre, sem recurso ao desenho, os
blocos da figura 2o da sequéncia. Explica como pensaste.) tornou-
se dificil de resolver para a maioria dos alunos. No entanto,
apresentaram diversas estrarégias de resoluciio:

a) Uns continuaram a tabela tendo sentido a necessidade de
contar todos os termos da sequéncia até ao termo solici-
tado (estratégia de contagem), tal como se pode observar
pela andlise da figura 5;

Figuras 2 e 3. Material utilizado [azulejos, cartdes, tubos de encaixe, pacotes de leite ... ]
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b) Outros usaram a adigio (o niimero de blocos da figura an-
terior mais 2 — estratégia aditiva) e continuaram a sequén-
cia (ver figura 6);

¢) Um grupo mais reduzido «descobriu» que o nimero da fi-
gura era 0 mesmo que a quantidade de blocos da base e que
o nimero de blocos «em cima» era sempre menos um do
que «em baixo». Apesar de evidenciarem alguma capaci-
dade de generalizagdo, tiveram dificuldades em expressar
como chegaram & «sua descoberta».

S6 apds a exploraciio coletiva foi possivel chegarem as seguintes

conclusdes:

e  De uma figura para a seguinte, em baixo, aumenta um blo-
co e em cima fica sempre menos 1 que em baixo;

¢ O nimero da figura tem o nimero de blocos da base.

Apés estas conclusdes chegaram facilmente 4 seguinte genera-
lizagio: «— Entdo a figura 20 vai ter 20 blocos em baixo e 19 em
cima. Entdo 20 mais 19 igual a 39.»

A partir daqui um grupo significativo de alunos conseguiu
identificar corretamente o nimero de blocos de uma qualquer
figura aplicando corretamente a «expressdo de generalizagio» a
que tinham chegado.

Relativamente & exploracio coletiva, a experiéncia mostrou-
-nos tratar-se de um momento muito importante, se nio mesmo
crucial. E no trabalho em grande grupo/turma que a partilha e
a discussdo sobre as dificuldades sentidas e as solugdes encon-
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Figura 5. Exemplo de uma <«<descoberta> do nimero
de blocos da figura 20.
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Figura b. Utilizacao da estratégia aditiva na descoberta do nimero de
blocos da figura 20.

tradas sdo potenciadas. Simultaneamente permite sistematizar
e institucionalizar o conhecimento. Esta exploracio exige do
docente uma constante interagiio e uma consciéncia muito
clara i) do que se pretende que os alunos aprendam e ii) do que
estd em causa em cada situagio; pelo que o papel do professor é
essencial.

Porém, nio é facil ajudar os alunos a progredirem sem lhes
dar imediatamente a solucio ou o caminho para ela. Devolver
as interrogaces aos alunos for¢ando-os a reflectirem sobre a
procura da soluciio é tarefa drdua.

O Bloco 1I solicitava aos alunos o seguinte conjunto de
questdes descrito na figura 7.

B B e
) [ (Rl e

Figura1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

1) Desenha a figura 6.

2) Escreve como se pode saber o nimero de blocos das figuras 8 e 10
sem utilizar desenhos.

3) Existe alguma figura com 41 blocos? E com 487
Justifica a resposta.

4) Escreve uma frase em que relaciones o ndmero de blocos com o
nimero da figura na sequéncia.

Figura 7. Tarefa de matematica: bioca Il.




Figura 8. Exemplos de algumas
representacdes da figura 6. l

Inicio correcto, mas ndo

consegue concluir bem

Arruma as pecas alinhadas a2 um dos lados
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Figura 8. Exemplo da resposta dada a quest&o dais.

Trata-se de questdes mais exigentes e com um apelo mais claro
a abstracfio e  generalizagio, envolvendo uma progressio.

No que diz respeito & primeira pergunta (Desenha a figura 6),
apesar de todos terem conseguido continuar a sequéncia alguns
apresentaram-na, inicialmente, com algumas incorregies na
representacio espacial, tal como evidenciam as respostas dadas
na figura 8.

Um pequeno grupo recorreu a utilizagio da régua para dar
resposta i questdo. No entanto, muitos deles reconheceram que
0 uso desta sé complicava a realizaciio da tarefa, tendo poste-
riormente abdicado dela.

No sentido de encontrarem as respostas para a segunda ques-
tao (Escreve como se pode obter o niimero de blocos das figuras 8 e
10 sem utilizar desenhos), praticamente a totalidade dos alunos
reconheceu a existéncia de uma adigfio de 2 blocos de uma
figura para a seguinte e que a «barra» de baixo tem mais uma
do que a de cima. Esta observacio revelou ji alguma capacidade
de relacionar elementos. Contudo, as respostas dadas indiciam
que recorreram maioritariamente as mesmas duas estratégias
anteriormente referidas pelos alunos do segundo ano de escola-
ridade, nomeadamente:

a) Alguns recorreram inicialmente # utilizacio de material
manipulédvel para conseguirem visualizar na prarica (ver fi-
gura 9) e, posteriormente, resolver a situacio;

b) A grande maioria recorreu i estratégia aditiva utilizando
uma operacio (figura 10).

Na questdo trés (Existe alguma figura com 41 blocos? E com 48?
Justifica a tua resposta), alguns alunos manifestaram dificuldades
e perguntaram se poderiam usar os quadrados (material mani-
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puldvel) ou se poderiam desenhar. Rapidamente se apercebe-
ram que era complicado usar tantos quadrados e comecaram a
procurar outras estratégias de modo a resolver a situacio. Um
grupo de alunos recorreu 4 listagem da sequéncia, como se pode
observar na figura 11.

Pela andlise das vérias respostas que deram, verificou-se que
um grupo significativo de alunos conseguiu expressar alguma
capacidade de generalizaciio, descobrindo a relaciio existente e
justificando como se vé& na figura 12.

Relativamente & dltima pergunta (Escreve uma frase em que
relaciones o niimero de blocos com o niimero da figura na sequéncia),
houve alguma dificuldade, por parte de um grupo de alunos, em
perceber o que se pretendia com a questdo e, apesar da grande
maioria nio ter conseguido chegar & «frase chave», estiveram
muito perto de o conseguir. Uma das razdes mais apontadas
pelos vdrios docentes foi a dificuldade em comunicar/expressar
o seu pensamento de uma forma mais esclarecedora, tal como
se pode inferir pelas respostas, como a que transcrevemos «Eu
percebi que o n.° da figura é o niimero de blocos na fila de baixo
e a fila de cima € sempre menos 1 do que a fila de baixo.»

Posteriormente, tal como se verificou no Bloco I aplicado
aos alunos do 2.° ano, a discussdo e exploracio em grande grupo
ajudou a sistematizar e institucionalizar conhecimentos bem
como a encontrar expressdes para a generalizacio. Expressdes
que evidenciaram também o uso de estratégias multiplicativas
e que permitiram encontrarem as solugdes para qualquer figura,
numa linguagem «a meio caminho» entre a natural e a simbé-
lica: «E duas vezes o ntimero da figura menos 1» ou «Dobro do
ntimero da figura menos 1».
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Figura 11. Exemplo de resposta a guestdo dois.

Balanco

De acordo com os vdrios docentes, os alunos revelaram bastante
interesse, motivagio, curiosidade e empenho durante as vdrias
etapas de concretiza¢o da tarefa. Na sua maioria, manifestaram
algumas dificuldades em generalizar fazendo o uso apropriado
da linguagem natural e simbélica. Evidenciaram claramente a
necessidade e a importincia de existir uma continuidade na
exploracio de tarefas desta natureza uma vez que estas con-
tribuem, concomitantemente, para o desenvolvimento da
capacidade de comunicagiio matemdtica.

Um dos aspectos importantes neste tipo de tarefas diz res-
peito ao factor «tempo». De acordo com os docentes, € funda-
mental que se tenha em atenciio o tempo disponibilizado para
a realizacfio de qualquer tarefa (€ necessdrio algum tempo para
0s alunos desenvolverem a tarefa) mas quando em «excesso»
pode contribuir para a desmotivacio efou frustracio do aluno.
Assume particular importéncia o facto de cada professor ir colo-
cando questdes pertinentes para que os alunos com dificuldades
possam direcionar o seu raciocinio, permitindo igualmente que
estes possam avangar nos seus conhecimentos.

A colocagiio de questdes mobilizadoras do raciocinio que
permitam desmontar processos, complementar ideias e provar
afirmagfes sdo importantes na promocio da capacidade de
generalizacio. Trata-se de um percurso demorado e exigente.
E necessdrio dar tempo aos alunos para pensarem nas suas
estratégias, incentivar a justificagio com recurso 2 escrita e
proporcionar espacos de discussio coletiva de ideias. A andlise
de sequéncias permite aos alunos progredirem de raciocinios
recursivos para raciocinios que envolvem relagtes funcionais.

Figura 10. Exernplos de respostas
dadas & questdo dois.
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Figura 12. Exemplos de justificac@es dadas a questdo trés.

A opinido geral relativamente 4 aplicacio deste tipo de
tarefas em alunos do 1.° ciclo é unanime e bastante positiva
uma vez que prepara os alunos para aprendizagens posteriores,
potencia o desenvolvimento de capacidades transversais e pro-
move a articulagio de diversos saberes, bases essenciais para o
desenvolvimento da capacidade de generalizacio.

Concluimos citando os autores Mason & Johnston-Wilder
(2004) os quais referem que «uma aula que ndo dé oportuni-
dade de generalizar ndo € uma aula de Matemdtica.» (p. 137)%
Porqué? Porque os alunos devem ser questionados para que
expliquem o seu raciocinio demonstrando a forma como che-
garam aquele resultado. E quando isso acontece contribui-se,
efectivamente, para que os alunos consigam desenvolver todas
as capacidades: de abstracciio, de comunicacio e de raciocinio
matematico.

Notas

' Retirada de GTI (2010). O professor e o programa de Matemdtica do
ensino bdsico. Lisboa: APM.

A exploraciio de situaghes relacionadas com este tema, nio sendo
uma inovagio no 1.° Ciclo, ganhou maior expressividade no Novo
Programa de Matemarica, constituindo um objectivo especifico re-
ferenciado explicitamente, desde logo para os 1.7 e 2.7 anos de
escolaridade.

O Bloco [ dirigido a alunos do 2.7 ano de escolaridade e o Bloco 11
para os alunos dos 3.7 & 4.7 anos.

4 Mason & Johnston-Wilder (2004). Fundamental Constructs in
Mathematical Education.

Gorete Fonseca
Fatima Rlexandrino

Agrupamento de Escolas da Lourinha = 1.2 Ciclo do Ensino Basico
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1 vos aconteceu ir @ procura de uma coisa [rebuscor] e aparecer
outra? Pois essa outra coisa [Lei do paralelogramo), por ser antiga
(fez-me lembrar o sdtdo), despertou-me (tinha acabado de
completar o Curso de Teaching Geametry with The Geometer's
Sketchpad (GSF versdo 5]) o desafio de apresentar uma
demaonstragao geométrica/algébrica. Como para demaonstrar ha
gue reconhecer o objeto, assim surge o enunciado:

A fei do poralelogramo

A soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo é igual 3 soma dos
guadrados das diagonais do mesmo.

Hipdtese: Dadas as dreas dos quadrados dos lados [A, e A.) de um
paralelogramo bem assim coma as dreas dos quadrados cujos lados sd3o
as diagonais do paralelogramo [R; e Ay

Tese: Provar que 2[R, + A.) = A; + Ay
Noto: Rtende-se que 0°=R;ed®=A,equea=Aeb®=A,

Geometricamente:
As Figuras 1.2 e 3 s3o o que chamo de pré-requisitos.

530 construcdes de quadrados (B), com compasso, duas
perpendiculares, uma paralela e uma interseccao.

Como poderao verificar, [sketch dindmico feito em GSP 5
e apresentado no you tube [original]), na demonstragdo nao

[+] 0
o Ry
o Aa | !
o o Ao !
A s
& o 2[fy+Ag) = Az + Ay
£

aparece o guadrado da diagonal maior [D°) do paralelogramo,
mas sim a sua decomposicao [pitagdrica) ((a+c] + h¥] [figural); o
mesmo se passa com o quadrado da diagonal menor [dF] que serd
substituido por ([a-c)® + h?] [figura 3).

Na Figura 2 construiram-se quadrados dos lados maior [lado a)
e menor (lado b) do paralelogramo.

As Figuras 4,5 e b representam a decomposicao de [a+c)? em
fases sucessivas.

Na Figura Y4, decomposicao de [a+c)® em a° e numa peca em L.

Na Figura 5, decomposicdo de a “em [a-c]? e outra peca em L.

Na Figura B, utilizando pecas anteriores e/ou arcos de
circunferéncia perpendiculares e intersegdes ficou assim
decomposto o quadrado de lado a +c em guatro retangulos, em
dois quadrados de lado a-c e dois guadrados de lado c.

Na figura b, [a-c]* + Rj+ R.=a%e [a-c]® + R\+R'. = a°

A Figura 7 mostra a decomposicdo do quadrado do lado menor
do paralelogramo em h? + 2, pelo gue os quadrados que sobram
na figura 6 correspondem a decomposicaa dos dois quadrados do
lado menor do paralelogramo.

Pronto estd aqui tuda o que é preciso para demonstrar esta Lei.
Agora é so <«juntd-las=> e dar-lhes movimento. Veja-o em

http://www.youtube.com/watch?v=wSTxWJboDPw

Demonstracdo:

d+C

H[mma tos quadrados das disgonais] — D2+q?

= [a+CP+ h?+ [a-c)* + I*
=a+ac+Cf+a’-cac+ CC+ 2h°
=ga*+ e+ 2[b° - )

=ga®+ 2+ eb® -2

=2[a% + b?)

=f [soma dos quadrados dos lados do paralelograma |

Como h® = b® - 7,
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Figural Y Figura 2 Figura 3

Figura4

Querendo ver a prova geometrica em movimento indico youtube
(jotapecaldas] ou http://www.youtube.com/watch?v=]-
VcEScj4xo, onde faco uma apresentacao na horizontal, para mim
mais elucidativa porgue apresenta <o todoss,

loda de lesus Pereira

jiesusp@Egmail.com

Figura7
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Ligia Carvalho, Silvia Semana®

Enguanto professores, cabe-nas fazer algum tipo de planificacao
das nossas aulas, nao s0 a tipica planificacda anual mas tambem
um plana para cada aula. Este plano pode resumir-se a uma
representacdo mental dos tdpicos ou ideias que queremos levar
para a sala de aula, ser partilhado informalmente com os colegas
nos carredores da escola ou na sala dos professores ou assumir
um registo escrito mais ou menos formal, com mais ou menos
detalhe. Nos dltimas anos, a avaliacdo do desempenho docente
colocou enfoque nesta dimensao da planificacdo a curto prazo,
trazendo para muitas das nossas escolas a preocupacao de
elaborar um plano de aula formal e pré-formatado, a ser entregue
ao professor avaliador por cada aula observada.

Serd gue a elaboracdo de um plano de aula «<eficazs tem
que ser necessariamente um processo dificil e moroso? Como
podemos arganizar e sistematizar as representacdes mentais que
temaos para cada aula?

Encontramos no texto <«<Planning Lessons=> [Chapin, 0'Connor
& Anderson, 2003, pp. 131-147] um suporte para a reflexdo em
torno do processo de planificacdo e orientac@es para a elaboracan
de um plano de aula ao qual recanhecemos potencialidades. As
propostas e outras consideraces apresentadas pretendem
orientar a elaborac3o de planos de aulas de modao a tirar
o maximo proveito da discussan em sala de aula para a
aprendizagem da Matematica. Tais consideracdes vao, por isso,
ao encontro das atuais orientacdes curriculares, nomeadamente
0 Programa de Matematica do Ensino Basico [Ponte et ol., 2007).
De seguida, apresentamos uma interpretac3o pessoal deste texta,
destacando as idefas gue consideramos mais significativas par
cada secdo: (i) Como podemos estruturar um plana de aula; [ii]
Improvisar e responder durante a aula; [iii) Sintetizar e consolidar.

Como podemos estruturar um plano de aula

Duando planificamos uma aula, ha multiplos aspetos que
devemos ter em conta. Podemos estruturar estes aspetos

em cinco componentes principais: [i] identificar os ohjetivos
matematicos; (ii] prever dificuldades: (iii] preparar questdes; [iv]
gerir a discussao; [v] planear a implementacao [Chapin, 0'Connor
& Anderson, 2003). E importante comecar por identificar a
matematica que queremos destacar na aula, como por exemplo:
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conceitos; procedimentos; estratégias de resolucdo de problemas;
raciocinio matematico: formas de representacao. De sequida, é
igualmente importante registar os aspetos matematicos que
podem gerar dificuldades aos alunos. como nocdes incorretas
OU Brros comuns, para promovermos a reflexdo sobre essas
ideias ou procedimentos. Devemnos ainda preparar questies para
discussao gue levem os alunos a evidenciar a sua compreensao
B Ds encorajem a analisar, sintetizar e tirar conclustes, Pode

ser proveitoso antecipar algumas respostas dos alunos para

gue possamos estar preparados com guestdes adicionais ou
contraexemplos. Finalmente, devemas descrever a sequéncia e
o contelido das atividades que iremos usar, A realizacdo deste
plano vai ajudar-nos a dirigir a aula para a matematica que
gueremos gue os alunos aprendam, de modo a gue os objetivos
sejam atingidos.

Para melhor explicitar que aspetos contemplar em cada
componente do plano de aula vamas ver um exemplo. 0 plano de
aula apresentado a seguir® correspande a primeira aula farmal
sobre a nogao de dreo e foi elaborado pela professora Ana para
0s seus alunos do 2.° ano de escolaridade. A cada componente do
plano de aula sequem-~se alguns comentarios.

Exemplo de um plano de aula

Identificar os ohjetivos matematicos
Ds alunos irdo aprender que a superficie de um objeto pode
ser revestida sem buracos ou intervalos. Isto denomina-se
por area da superficie,
Os alunos irdo descobrir gue uns objetos cobrem uma
superficie de modo mais completo do que outros [por
exemplo, ladrilhos guadrados em vez de discos circulares),
Os alunos irdo aprender que para medir a area podem contar
o nimera de unidades quadradas que revestem a superficie.
Vocabuldrio: drea, revestir, superficie, unidade guadrodo.

Nesta primeira componente do plano, a professora identificou os

objetivas mateméticos, nomeadamente conceitos e vocabulario,
gue pretendia desenvolver na aula.
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Prever Dificuldades
Os alunos podem nao perceber que uma superficie pode
ser completamente revestida — podem deixar buracos
nas superficies, revestir apenas as margens, ou sobrepor
ladrilhos.
Os alunos podem nao compreender o significado do
vocabulario,
Os alunos devem ser capazes de revestir objetos com
unidades mas podem ndo relacionar esta acdo com a ideia
de determinar a drea de um objeto.

Para elaborar esta componente do plano, a professora apoiou-se
em alguns recursos: usou a experiéncia para refletir sobre as
dificuldades demonstradas pelos alunos em anos anteriores e
consultou o manual do professor e livros de referéncia para obter
infarmagao sobre possiveis dificuldades ou concecdes erradas dos
alunos neste tdpico.

Preparar guesties
0 gue significa a palavra superficie? Podes mostrar-me?
0 gue significa revestir alguma coisa? Todas as superficies
podem ser revestidas com ladrilhos? Porqué ou por que nao?
Que objetos revestem completamente a superficie? E que
objetos ndo o fazem? 0 que podes dizer das formas dos
objetos gue revestem completamente a superficie?
Se os alunos ndo estdo a revestir toda a superficie,
revestindo apenas as margens, ou deixando buracos na
superficie, devem colocar-se as questdes: Esta superficie
tem um grande buraco. Porque é que pensas que eu iria
dizer que nao esta completamente revestida? Quando
revestes uma superficie com |3pis de cera e deixas um
buraco, porque é que eu iria dizer que nao esta bem?
E se eu usasse ladrilhos retangulares e ladrilhos na forma
de ursinhos de peluche para revestir a superficie da capa do
livro de matematica? Due forma revestiria completamente a
superficie? Explica o teu raciocinio.

A professora escreveu questdes na sentido de: [i) obter
informac3o sobre o conhecimento dos alunos, concecdies erradas
ou dificuldades sobre a matematica em causa; (i) provocar
conflitos cognitivos nos alunos, levando-os a reconsiderar
guaisquer respostas incorretas ou nocies pré-concebidas; [jii)
levar os alunos a relacionar conhecimentas de diferentes areas,
fazer conjeturas ou tirar conclusdes.

Gerir a discussao

Orgonizacao dos alunos:
A discussao comeca por envolver toda a turma, em grande
grupo.
Experimentar discussdo a pares no inicio da aula e solicitar
aos alunos que reflitam sobre o que significa cobrir uma
superficie.

Estratégias pora apoiar o pensamento matemadtico:
Colocar a mesma questao a trés ou quatro alunos de modo a
qgue todos tenham tempo para refletir sobre o gue esta a ser
dito e também para que os alunos pratiguem a apresentacdo
a toda a turma.

Nesta componente, a professora registou as suas opcoes
relativamente a organizacao dos alunos. Com a discussao

em pares, pretendia que todos os alunos partilhassem a sua
interpretacao do significado de superficie e, com a discussao em
grupo-turma, que registassem conclusdes partilhadas por todos.
A professora registou também a intencdo de colocar a mesma
guestdo a mais do que um aluno para que os alunos tivessem
mais tempo para processarem as ideias-chave e se hahituassem
a BXpor as suas ideias.

Planear a implementacao

Introducdo

Introduzir a tarefa de revestir a superficie da capa do livro

de matematica dos alunos com ladrilhos quadrados, discos

circulares e clipes grandes. Os alunos irdo trabalhar em pares.

Cada par devera escrever num past-it o nimero de unidades

de cada tipo gue usaram para revestir a capa do livro de

matematica. De seguida irdo colocar os post-its no quadro, na

coluna correspondente — ladrilhos quadrados, discos ou clipes.
Discutir em pares o que quero dizer com <<revestir a

superficie da capa do livro de matematica>». Antes de usar

os objetos para revestir a capa do livro, estimar, em pares,

o nimero de unidades de cada tipo que serdo necessarias.

Dinamizar uma breve discussdo em grupo-turma para que os

pares possam partilhar as suas respostas as duas guestdes

colocadas,

Exploracdo

Os pares irao agora fazer as medig@es, as contagens e os
registos. Irei circular pelos pares, ouvir os comentarios dos
alunos e colocar guestdes clarificadoras guando necessario
[especialmente quando notar algumas das confusdes que
antecipei, como por exemplo considerarem buracos no
revestimento). Irei introduzir o termo drea a pequenos grupos
de alunos que estejam preparados para discutirem os seus
resultados.




Discusstio em grupo-turma

Durante a discussao quero atingir dois objetivos. Primeiro,
guero que muitos pares partilhem o que descobriram
relativamente ao revestimento da capa do livro com
diferentes objetos. Em particular, quero ajudar os alunos a
compreenderem a diferenca entre revestir uma superficie com
ladrilhos quadrados, com circulos ou com clipes. O ohjetiva &
gue os alunos sejam capazes de concluir gue alguns ohjetos
permitem revestir uma superficie sem buracas ou intervalos
ou sobreposicdes mas outros objetos ndo permitem revestir
completamente uma superficie. Juero também introduzir o
termao dreo a toda a turma e leva-los a relacionar esta palavra
com a ideia de revestimento de uma superficie,

Para elaborar esta seccdo do plano, a professora baseou-se em
algumas sugestdes apresentadas no manual do professor. Dado
gue a participacdo numa discussdo matematica é relativamente
nova para estes alunos, a partilha das suas descobertas foi
especialmente valarizada pela professora, ao encorajar a
contribuicdo de muitos pares.

Improvisar e responder durante a aula

As aulas gue planificamos nem sempre se concretizam
exatamente em pratica. Frequentemente, temos gue rever,
modificar ou impravisar os nossos planos de aula, porque os
alunos sabem mais, ou menos, do que esperavamos. As aulas, e
principalmente as discussdes, padem levar-nos por caminhos
gue nas nao tinhamos previsto e nem sempre € claro se devemos
ou ndo prosseguir com o inesperado. Para tomarmos este tipo

de decisdes, padera ser bom pensarmos sobre a matemética

em guestao e sobre se é importante que os alunos a saibam. Em
geral, devemos procurar promaver discussdes sobre ideias gue os
alunos ndo compreendem. No entanto, nem sempre é claro o que
os alunos compreendem e ndo compreendem. N3o hd um mapa
do caminho a seguir no que se refere a quanda improvisar um
plano de aula ou ndo, e certamente ndo hd uma diregdo certa para
uma discussao. Cada caso @ um caso!

Sintetizar e consolidar

Muitas discussdes incluem contribuic@es inarticuladas, ndo
relacionadas, ou com propdsitos pouco claros. E, por issa,
necessario distinguir os comentarios validos e mais significativos
entre tudo o que foi dito durante a discussdo, consolidando o
gue foi discutida na aula e sintetizando os pontos-chave. Essa
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sintese pode acontecer no meio ou no fim da aula, no infcio da
aula seguinte ou, quando a realizacdo e discussao de uma tarefa
leva varias aulas, sé no fim desse trabalho. A sintese nao tem que
consumir uma grande guantidade de tempo, mas é impartante
gue seja incluida, pois é através dela que as conclusdes sao
enunciadas e a partilha de significados entre os alunos &
desenvalvida,

Assim como existe a necessidade de ajudar os alunos a resumir
a informacao importante adquirida a partir das discussdes
em sala de aula, também & importante para nds, professores,
sintetizar as questdes e os comentdrios que tecemos e as
decis@ies que tamamos nas nossas aulas. Podemos fazé-lo
refletindo sobre a aula e tomando notas, para que possamos
aperfeicoar as nossas aulas de ano para ano. Assim, guando
fazemaos alteracdes numa aula planificada (seja por causa de
uma guestdo que surgiu ou porque faltou tempo], é importante
revermos o plano original e adicionarmos notas.

A planificacdo de aulas com discussao seque um ciclo
semelhante a planificacdo de aulas em geral. Primeiro, nds,
professares, devemos planear com anteced®ncia e projetar o que
vai acontecer, analisando a matematica que queremas abordar
na aula, antecipando dificuldades, e depois formulando perguntas
gue ajudem a clarificacdo ou gerem mais canfusdo, Em segundo
lugar, devemaos estar dispostos a adaptar partes ou a totalidade
do nosso plano de aulas para dar resposta aquilo que os alunos
sabem e n3o sabem. Podemos ter que improvisar, avancar
mais lentamente ou reorganizar. Finalmente, é importante
contemplarmos momentos de sintese, tanto de pequenos pontos
camo de conclus@es importantes. As sinteses devermn ajudar ndo
s0 05 N0ss0s alunos, como a nas proprios numa perspetiva de
aperfeicoarmos o nosso plano.

Notas

1 Membros do grupo de estudos do GTI.

2 O conteddo das componentes do plano de aula apresentado é uma
traducdo integral do plano original [Chapin et af, 2003, pp. 134-138).

Referéncias
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et al. [2007). Progromao de matemdtica do ensino bdsico: Ministério da
Educacso.
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com a dificuldade de fazer algumas construgses com régua e
compasso tais como (figura 1):

¢ Duplicagio do cubo

®  Trissecdo do Angulo

®  Quadratura do circulo

Estes sdo chamados de problemas cléssicos da matemdtica grega,
tendo sido alvos de estudo por mais de 2000 anos. Apenas no
século XIX, com o desenvolvimento da matemdtica se provou
que eram impossiveis.

Os gregos ao tentarem arranjar construcBes para os poligonos
regulares, aperceberam-se que havia problemas na construcio
de certos poligonos. A resposta ao problema surge quase 20
séculos depois de sua origem.

c. Poligonos regulares

Um poligono diz-se regular se todos os seus lados forem iguais
entre si e os Angulos internos também. Um poligono regular diz-
se inscrito numa circunferéncia quando todos os seus vértices
pertencem a essa circunferéncia. Neste caso, a circunferéncia
diz-se circunscrita ao poligono e o seu centro chama-se circun-
centro do poligono.
Num poligono regular, inscrito numa circunferéncia, pode-
mos notar que:
* os lados sdo cordas da circunferéncia geometricamente
iguais.
® acordas iguais correspondem éngulos ao centro iguais.
® adngulos ao centro iguais correspondem arcos geometrica-
mente iguais.

Assim, a inscri¢io de um poligono regular com # lados numa
circunferéncia é equivalente 4 divisdo da circunferéncia em n
partes iguais.

Nos Elementos, obra de grande importincia na matemadtica,
Euclides apresenta-nos as construgbes para inscrever numa cir-
cunferéncia poligonos regulares com 3, 4, 5 e 15 lados. Acresce
que os gregos, partindo de um poligono com n lados sabiam
construir o poligono com 2n lados bissetando os 4ngulos ao
centro do poligono com n lados, a este processo chamavam
duplicagio do nimero de lados. Assim tinham facilmente a
construcio de poligonos regulares com 6, 8, 10, 12, 16, 24,
30, ... lados.

4o

Figura 3

Um poligono regular diz-se construtivel se existir uma
construgdo exata desse poligono que use apenas régua (ndo
graduada) e compasso.

3. Construcdes de alguns poligonos regulares

Construgdo de um tridngulo equildtero inscrito numa

circunferéncia (figura 2)

®  Desenha-se uma circunferéncia e traga-se um didmetro.

® Traga-se um arco com raio igual & metade do didmetro de-
senhado e com centro num dos extremos desse didmetro.

®  Marcam-se os pontos B e C, que sio os pontos de interseciio
da circunferéncia com o arco desenhado anteriormente.

Os pontos A, B e C sdo os vértices de um tridngulo equildtero.

Construgdo de wm quadrado inscrito numa circunferéncia

(figura 3)

®  Desenha-se uma circunferéncia de centro O e traca-se um
diametro [AC].

¢ Traga-se um didmetro perpendicular ao difimetro desenha-
do. Seja o segmento [BD] esse didmetro.

Os pontos A, B, C e D sio os vértices de um quadrado.
Nota: Cada éngulo ao centro é reto.

Construgdo de um pentdgono regular inscrito numa circunferéncia

(figura 4)

e  Desenha-se uma circunferéncia de centro O.

e Tracam-se dois didmetros perpendiculares, [AB] e [CD.

® Determina-se M, o ponto médio do segmento [OD)].

¢  Com centro em M, traga-se um arco de raio MA que inter-
sete o didmetro [CD] no ponto N. o

e Com centro em A, traca-se um arco de raio AN e determi-
na-se 0 ponto H.
O segmento [AH] é o lado do pentdgono regular.
Constréi-se o pentdgono regular de vértices A, E, F, G
e H.

Construgiio de um hexdgono regular inscrito numa circunferéncia
(figura 5)

® Desenha-se uma circunferéncia de centro O e traga-se um
didmetro [AB].
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® Com centro em A, traga-se o arco DE que passe por O.
®  Com centro em B, traga-se o arco CF que passe por O.

Os pontos A, B, C, D, E e F so os vértices de um hexdgono
regular.

Construgdo de um heptdgono inscrito numa circunferéncia

(figura 6)

® Desenha-se uma circunferéncia de centro O e traca-se um
didmetro [RL].

® Traga-se um arco com centro em L, que passe por O e mar-
cam-se 0s pontos A e P.

®  Une-se os pontos A e P e marca-se M, o ponto médio do
segmento [OL]. o

®* Com centro em A traga-se um arco de raio AM e mar-
ca-se o ponto B, interse¢io do arco desenhado com a
circunferéncia.

¢  Tomando como medida o arco AB, utilizando o compasso
determina-se os pontos C, D, E, F, G.

IJ=119
HI=1.19 JR=119
H K
GH=-119 KF=12
G F

EG=119 F FE=119

Figura 7
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Os pontos A, B, C, D, E, F e G, sdo vértices de um heptdgono.

Utilizando a construcio acima, consegue-se obter um hepta-
gono inscrito numa circunferéncia. Contudo este heptagono
nio € regular, pois os lados ndo tém o mesmo comprimento.
Vejamos os dois heptdgonos (figura 7) que foram construidos
usando o processo descrito anteriormente.

Ambos os heptdgonos tém 6 lados iguais e um que difere dos
outros, assim estes heptdgonos nfo sdo regulares. A construcgio
do heptdgono regular inscrito numa circunferéncia foi um
problema para os gregos. Estes nfio conseguiam encontrar uma
construgio exata que usasse apenas régua e compasso, daf a sua
construciio ndo aparecer nos Elementos de Euclides. Encontrar
uma construgio exata para um heptigono regular foi algo que
intrigou nfo sé os gedmetras, mas também fisicos, padres, fun-
ciondrios das financas, etc. Todos arranjaram construgdes para
o heptdgono regular, contudo eram aproximadas ou utilizavam
outros instrumentos para além da régua e do compasso. De facto,
nio ¢ possivel dividir a circunferéncia em 7 partes iguais, logo é




impossivel, como veremos mais 2 frente, construir o heptigono
regular usando apenas os dois instrumentos de desenho. O hep-
tdgono regular € o poligono com menor niimero de lados que
ndo é construivel, a construciio dada anteriormente € apenas
uma construcio aproximada.

Construcdo de um octdgono regular inscrito numa circunferéncia

(fgura 8)

®  Desenha-se uma circunferéncia de centro O.

¢ Divide-se a circunferéncia em 4 partes iguais e marcam-se
os pontos A, C, Ee G.

® Traga-se a bissetriz de cada dngulo reto obtido no passo
anterior.

®  Marcam-se os pontos B, D, F e G, interse¢do da circunfe-
réncia com as bissetrizes desenhadas.

Ospontos A, B, C, D, E, F, G e H, siio vértices de um octégono
regular.

Depois do heptdgono regular, surgiu dificuldade em se arranjar
uma construgio exata para o enedgono. A construgio do decd-
gono pode ser feita bissetando os 5 dngulos ao centro do pen-
tdgono regular. Seguiu-se a construcio do undecdgono, que ao
longo de anos foi alvo de estudo, para se encontrar uma constru-
Ao exata. A construgdo do poligono regular com 12 lados pode
ser obtida utilizando a construgiio do hexdgono regular, através
da duplicaciio do nimero de lados. As construgdes do tridecd-
gono e do tetradecdgono, nio estavam presentes nos Elementos
de Euclides, e ao longo dos tempos ndo se encontrava uma
construcio exata. Uma vez que a construgio de um poligono
de 2n lados pode ser feita a partir da construcio do poligono
de n lados, a inexisténcia de construgio para os poligonos com
7,9, 11 e 13 lados, levou a que ndo se conseguisse construir os
poligonos regulares com os seguintes lados:
7 Ty 28, 50y v
0, 18, 36, 72, ...
I1, 22, 44,88, ...
13, 26, 52, 104, ...

Ye

Figura B

Existem poligonos regulares que podem ser construidos usando
a construgio de dois outros poligonos regulares, como mostra o
seguinte resultado.

Se os poligonos regulares com m e n lados forem construtiveis
e o m.d.c(m,n) =1 entdo o poligono regular com mn lados
também ¢ construtivel.

Este resultado pode ser usado para a construciio do pentadecd-
gono regular. Como o m.d.c(3,5) = 1, 0 poligono com 15 lados
pode ser construido utilizando o trifngulo equildtero e o penti-
gono regular, como veremos a seguir.

Construgdo de wm pentadecdgono regular inscrito numa circunferén-
cia, utilizando a construgdo do tridngulo equildtero e do pentdgono
regular (figura g)

e Desenha-se uma circunferéncia de centro O.

® Desenha-se um pentdgono regular de vértices A, D, G, ],
M inscrito na circunferéncia desenhada.

e Desenha-se um trifingulo equildtero de vértices A, F, K,
tal que um vértice seja comum ao pentdgono, neste caso o
ponto A.

e O segmento de reta [FG] é o lado do pentadecigono
regular.

e Constréi-se o pentadecdgono regular de vértices A, B, C,
D,EF,GHIL] KLMNeP.

Com a construgio do octégono, facilmente se pode construir
um hexadecdgono. A procura de solucBes exatas para a cons-
trucio de certos poligonos regulares durou quase 2o00 anos,
em que imensos matemdticos e ndo sd, tentaram encontrar
construcdes precisas, mas apenas obtinham solugbes aproxima-
das ou que precisavam de outros materiais, para além dos dois
instrumentos bdsicos de desenho.

Y. Resposta ao problema

Em 1796, Gauss, matemdtico alemdo, com apenas 19 anos
apresentou uma construgio para o poligono de 17 lados. Mais
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Figura g

tarde, em 1801, Gauss deu a solugio geral, pela qual ficamos
a saber que poligonos regulares podem ser construidos usando
apenas régua € compasso.

E possivel construir, apenas com régua e compasso, um
poligono regular com n lados se e s6 se, n for uma poténcia
de 2 (maior ou igual a 4) ou o produto de uma poténcia de 2
por primos de Fermat distintos.

4.1 Primos de Fermat

Fermat, matemdtico francés, conjeturou que os termos da suces-
sdo de termo geral, u, = 2*" + 1 eram primos. Hoje sabe-se que
a conjetura € falsa, pois:

=0 |U,=3 primo
n=1 |u,=5 primo
n=2 U, =17 primo
n=3 |uy, =257 primo
n=4 |u,=065537 primo
n=5 |u;=4294967297 | nido é primo

Atualmente, sdo apenas conhecidos 5 primos de Fermat:
3 15| 17| 257 | 65537

Urtilizando o resultado do Gauss, fica mostrado que realmente o
heptigono regular nfo é construtivel com régua e compasso.
Se ndo houver mais nenhum primo de Fermat, apenas exis-

tem 31 poligonos com um niimero fmpar de lados, que se podem

inscrever numa circunferéncia:

®  5em que o nimero de lados é um primo de Fermat.

® 10 em que o nimero de lados € produto de dois primos de
Fermat.

® 10 em que o nimero de lados € produto de trés primos de
Fermat.
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® 5em que o nimero de lados ¢ produto de quatro primos de
Fermat.

® 1 em que o ndmero de lados é produto dos cinco primos de
Fermat.

Dados todos estes poligonos regulares construtiveis que tém um
nimero fmpar de lados, se a estes se juntar o quadrado, entio
todos os outros poligonos regulares podem ser obtidos a custa
destes, por sucessivas duplicacdes do niimero de lados. Existe
assim, uma infinidade de poligonos com um ndmero par de
lados que sdo construtiveis.

Os poligonos regulares com menos de 300 lados, que podem
ser construidos com régua e compasso s3o, os que tém:

3: 4,5, 6,8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34,
40, 48, 51, 60, 64, 68, 8o, 85, 96, 102, 120, 128,
130, 160, 170, 192, 204, 240, 255, 250, 257, 272 lados.

Foram necessdrios quase 20 séculos para que se conseguisse
caracterizar os poligonos regulares construtiveis. Uma vez que
o resultado de Gauss depende dos primos de Fermat e sé sdo
conhecidos 5, o problema nio estd completamente resolvido.
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«E impartante entendermos que, ao recuarmos no tempo, aquilo
que hoje é considerado um objecto matematico simples, como um
circulo, um tridngulo equildtero ou um poliedro regular, poderd
outrora ter transportado o impacto psicoldgico de toda uma
estrutura e ter exercido influéncia sobre a metodologia cientifica
(por exemplo, na astronomia). Um s6 nimero, digamos, 3,
era tido como uma estrutura, com as implicagdes misticas
gue dai resultavam. Isolado, um objecto matematico perde o
seu significado. Esse significado resulta de uma estrutura e
desempenha o seu papel apenas inserido numa estrutura.>» [p. 41]
«<5e uma estrutura matematica e frequentemente utilizada
durante um lango periodo de tempo, surgird todo um corpo de
experiéncia e de intuigdo sobre essa estrutura que podera vir a
ser considerada como um objecto matematico. Rssim, o conjunto
R dos niimeros reais, uma estrutura, pode ser visto como um
objecto quando se toma o produto R x R para definir pares de
nimeros reais.> [p. 1]

Estes dois paragrafos da «<Experiéncia Matematica> deixaram-
-me a pensar sobre as implicages didaticas desta problemética.
Talvez que muitas dificuldades da didatica decorram desta dupla
perspetiva dos objetos matematicos. Quando & que estamos a
encarar um objeto matematico como objeta? Quando estamos

a encard-lo como estrutura? Quando sobrepomos estas duas
perspetivas? [ue confusdes e dificuldades advém disso? Em

toda a matematica ha exemplos destes dilemas e complexidades.
Pensemos em alguns da geometria elementar.

St é possivel aceitar gue um quadrado & um retdngulo quando
05 encaramos como estruturas. Rssim, aceitamos que todos os
guadrados tém as propriedades dos retdngulos, ou gue ndo &
possivel encontrar um quadrado que ndo tenha as propriedades
de um retdngulo. O que é equivalente a dizer que a classe dos
guadrados estd incluida na classe dos retangulos. Ao dizé-lo
desta lltima maneira percebemos claramente que estamos a
encarar estas figuras como estruturas,
Quando trabalhamos com criangas pequenas, que ainda

tém dificuldades nesta abstracdo de ver um objeto como uma
estrutura, & importante que usemos expressdes gue as ajudem

sem confundir. E por isso que se opta nos primeiros anas por dizer

que <«um quadrado é um retdngulo especial>>. A medida que se
vao conhecendo muitos quadrados e muitos retangulos, podemos
passar a usar expressies como «a familia dos quadrados faz
parte da familia dos retangulos>>. Esta é ja uma linguagem de

w4

estrutura, que ajuda quem aprende a ver classes de objetos.

A didatica tem obrigacao de identificar estes dilemas, de ir
encontrando solugBes para lidar com eles, trabalhando com os
professores sobre essas solugdes.

Para uma crianga um guadrado é um objeto. A medida gue
vai vendo muitos quadrados e que vai sendo convidada a pensar
sobre eles vai adquirindo a ideia de protétipo de quadrado, isto
e, de figura gue representa a classe dos quadrados. Se uma
crianga viu sempre todos os quadrados num posigao direita vai
construir um protdtipo de quadrado direito. E por isso que é tio
importante que sejam trabalhados varios exemplos de protétipos
e que quando se trabalha sobre a classe dos quadrados esta seja
representada por mais do que um protdtipo [Figura1].

Assim como, quando se trabalha a classe dos retdngulos
é indispensavel que aparecam também exemplos gue sao
guadrados [Figura 2.

Para mim também é importante que sejam realizadas tarefas
em que aparecam imagens diversas em que propriedades
estruturantes dos elementos estdo destacadas visualmente
[Figura3 e Y).

E assim que se constrdi a classe dos retangulos, inclusiva para
os quadrados. A ideia de figura como uma estrutura de classe sd
é possivel quando se conhecem as propriedades da classe. Ter os
Y dngulos retos, ter as 2 diagonais iguais e cujos pontos médios
coincidem sdo algumas propriedades que é importante destacar,
E naturalmente que os contra-exemplos também t8m um papel
indispensavel na construcdo de classes.

0 professor precisa de conhecer os objetos geométricos
como estruturas para saber orientar o ensino no sentido de ir
trabalhando sobre os objetos de modo que os seus alunos os
vao encarando também como estruturas. Mas a quem elabora

Figural



documentos de orientacdo curricular exige-se mais. Exige-se
que, além dao conhecimento das estruturas matematicas, se
dominem os modos possiveis de elas serem compreendidas e
aprendidas. Por estas razges sdo inaceitaveis as actuais Metas
curriculares da geometria. Estas metas ndo tBm nenhum sentido
didatico e o seu sentido matemdtico ¢ muito discutivel. Ao
definir inGimeras metas pontuais, semeadas ao longo dos varios
anos, destrdi-se totalmente a possibilidade de aprendizagem
construida progressivamente. A Unica opcdo aceitavel seria
definir meia duzia de metas realmente estruturantes no fim de
cada ciclo de aprendizagem, como alids ¢ feito em alguns pafses
em que ha a preocupacao de que a Matematica ndo sirva sd

T

O0——n— &  Figura2

1 ] Figura3

para classificar alunas através da realizacdo de exames. Uma
aprendizagem estrutural e estruturante ndo se faz de um dia para
outro, vai-se construindo. Ao estabelecer as actuais Metads, os
autores do documento estdo a mastrar o seu entendimento da
aprendizagem da matemética, uma aprendizagem sem sentido

€ Sem Compreensao, em que prevalecem a mecanizacao de
procedimentos e a memorizagdo de factos e de regras.

Referéncias Bibliograficas
Oavis, Philip J. e Hersh, Reuben [1995). A Experiéncia Matemdtica. Lishoa:
Gradiva.
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Anténio Domingos

Vitor Teodoro

0 Modellus esta disponivel na pagina http://modellus.fct.unl.pt e
pode ser utilizado livremente por alunos e professores.

Neste breve texto é ilustrado como se podem explorar funces
guadraticas, num contexto interdisciplinar Matematica-Fisica
mas tambeém num contexto exclusivamente matematico.

Uma das ideais que esta na base do desenvolvimento do
Modellus é a seguinte: «fazer <experiéncias> como modelos
mateméticoss>>. O conceito de experiéncia & muito mais vasto
gue & primeira vista se possa pensar e as potencialidades dos
computadores permitiram alargar o tipo de «ohjetoss com qgue
se fazem experiéncias.

A figura ao lado apresenta um exemplo de um modelo
correspondente a um langamento vertical de um objeto [uma
maca ...] a partir das coordenadas [50, 0). Vamos admitir que a
cada pixel do ecra corresponde 1 metro e que o tempo & medido
em segundos.

E evidente que nestas condicdes a escala da imagem esta
muito desproporcionada! A maca teria de ter varios metros de
largura ... uma vez que ocupa varios pixéis. Mas, enfim, & apenas
um modelo e na realidade a maca representa apenas uma
particulal

A coordenada vertical da particula, neste tipo de movimento
e guando esta se encontra apenas sob a acdo da forca gravitica
[portanto, j& depais de ter safdo do sistema de lancamento, seja
a mao seja gualquer outro sistemal], pode ser descrita pela
seguinte equacdo de posicdo, num referencial Oxy,

I
Y=Y, + Uyt + ;ayt;l

onde v representa a coordenada inicial, v, , representa a
componente escalar da velocidade no instante inicial e 2, a
componente escalar da aceleracdo [que é constante e Eu]a
magnitude € 3,8 m/s em cada segundo, aproximadamente
10 [m/s)/s.

Considerando que o eixo Ox aponta para a direita e que o eixa
Oy aponta para cima, os pardmetros do modelo representado
tém os valores seguintes:

y,=0m
Ugy =50 m/s
a, = -10 [m/s)/s

Y6

Com estes pardmetros, o tempodevoo édel0s [(5sna
subida e outros 5 s na descida). Por isso, o dominio da variavel
independente f foi definido como sendo de 0 3 10 unidades.
Vejamos como se faz este modelo.

Home  lsepmdetVeole  Mogd  Pmswels sl Conddicns  Table
ST A RO
| Mathermaticst Modat - - Graph
yaTIwE {1t
f ina e
= o
O'T_F' LekeD EE————— T2 S P
Mathematical Model Graﬁcu da EuurEIenada
: vertical da particula em
y=50 Xt +=R(=10)%¢ " fungao do tempo £, no

¥ =100 intervalo [D. ]U] 5

Modelo matematico das
coordenadas da particula.

[ Trajectdria e estroboscapia

da particula de segundo a
‘ segundo.

Origemn do
referencial
da particula,
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No friso <<Variavel Independentess, verifique que a Variavel
Independente é «t> e altere o maximo para 10. 0 Passo desta
variavel € 0.1,

0 modelo matemético escreve-se na janela «Modelo
Matematico>>. 0 sinal de multiplicacdo pode ser obtido utilizando
a barra de espaco ou «<*>. A paténcia, bem como outros
operadores, podem ser obtidos utilizando os batdes do friso
<«<Modelo>s.

Para criar uma particula, faca clique na 4rea de trabalho ou
no friso «Objetos>>; em seguida, selecione o primeiro ohjeto
[«<Partfculas>] ou utilize o bot3o direito do rato na drea de
trabalho. Passa a ter acesso as propriedades da particula; pode,
entdo, selecionar como coordenadas horizontal e vertical
as varidveis x e y, ja definidas no modelo.

Verics: mvag E]m T hseae | ot | | r
&“V | W Varistie Name  (¥] Projecten Loes Amwmur ‘
S —-———|—|.

o Lm' l! Trajectony @m:mm’_‘mﬂs | i

Values |
10,00

B

]

[l

9.00

.10

520

9.30

9.40

T

5.60

200 0200 400 800 800 iloo 120 . 9,70

i ! . : mi=wan 9.80

@ 95

10.00
ik

0 =1

Para obter um gréfico adequado, seleccione o frisg «Graficos e
verifique se estd a representar a varidvel y no eixo vertical e f no
eixo horizontal. Depaois de executar o modeln, no batdo <<lIniciarss,
pode seleccionar a opcdo «<Escala Automaticass.

Butan <<iniciar>, antes e depms de
se iniciarem os célculos do modela.

Bot3o «<Reset>, activo
depois de se fazer os
calculos do modelo.

Nares: | - o




A partir deste modelo, podem ser 2/ Medellus - New Document -0 %
construidos outros, com valores diferentes N L R T SOy N —
para os parametros e, eventualmente, para : o= B 0o T Dtie v e s
o dominio de ¢. Pode também explorar-se hize e S o v o (S D 0 =
hatt
a resolucao gréfica de equacdes [exemplo: s = e = B
ao fim de quanto tempo é que a particula E I 10 ™ | oy
¥ {=11) & sass[A

passa na coordenada i =100 ? E v =1507], s a5 £

s P y5 = LI < g.-n 48.35|
Se necessario, cria-se uma nova variavel y — 2 n
para representar uma coordenada especifica 3 -

— ver imagem ao lado. E, claro, pode wi " -z
relacionar-se a resolucao grafica com a _ i L 8
resolucdo algébrica. Baca I s E

. min:-. [
Outro exemplo com uma funcao y[x],
com parametros e «casos>>
& . a = 1t
Ao lado esta um exemplo «tipicamente o @
matematicos ... Uma funcdo y(x), com
parametros a, b e ¢ e diversos «<casosss,
isto €, conjunto de valores diferentes para os B =
Hotes =
parametros. B ool
- . ( !if&} 0t = 1000 | ] M 000 Max 10,00 '11’5 = El
Os valores dos par@metros sdo definidos (oo =1 T=er e
no friso «<Pardmetross>. No friso «<Gréficoss
seleccionam-se 0s Casos e as Cores gue se & Medsllus - New Dacument i Elaidi
pretende Homs  IndependentVable  Model  Paameler  InGaCondtions  Toble [ Guph | Objects Metes
: : P N e 1 yobias Ty
No /ink abaixo podera encontrar um e T e | B “ =
. ro— - opy
video do autor com a criacdo de um modelo i SRR DN Sl B e s o B i
i} Chat Cliphesrd
. quadratico com o Modellus: _ oo N = = =
\ ] o Wreg LT e = =
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Os diversos valores dos pardmetros sao indicados no friso «<Pardmetros=.
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Um sistema inclusivo ou a legitimidade clij*"':n;

R numerofonia de Aschero

Fernando Joseé Monteiro da Costa

Primeiro ponto de partida

A relacao cutricular, como pratica cultural ¢ opcao politica e
como algum combate as rotinas iluministas que ainda pululam
por af, deve fazer-se pelo acolhimento de todas as formas de
linguagem, estorvando, déste modo, o mereulho dos alunos
numa realidade doutrinada, porque se estd convicto de que se
deve evitar expor e aculturar ctiancas a uma linguagem que lhes
¢ exterior ¢ muito confusa. As tarefas complexas como as do
raciocinio matematico, as competéncias de leitura, o desenvol-

vimento da linguagem, a pritica do pensamento divergente, a

socializagao das atitudes, devem ser conceprualizadas i volea
da ideia de capital culeural; acreditando-se; entao, que a cultura
e as diferentes experiéneias, devem ser um mecanismo de inte-
racgau social, conferindo-se dimensio & questao de Roussean,
quandn em Emilio, o da E‘dm‘(lg&c.r, atraves da metdfora das
fabulas, acentua a necessidade da verdade ser comunicada s
criancas pelo conhecimento experiencial e numa estreita rela-
(A0 COm a natureza.

O ensino de regras precisas e de coneeitos elaborados podem,
por si 56, nio revelar-se estimulantes ao desenvolvimento do
individuo e, pelo contrério, constituirem desmotivacio sufi-
ciente para que ele se assuma como criandor, donde a experimen-
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tagio a partir de investigagdes sonoras, da utilizacao das cores,
do uso de jogos HEQMIELICOS ¢ aritmeticos, serao, por certo,
estratégias naturais e signifi@itivas, aliss, na conformidade de
Leibniz, quando afirma Expressao e a descoberta que resilta
da mistura de coves, de fommas, de sons e de niimeros. Acima de
tudo, 0 método de emunicar com o outro, o de estabelecer
vinculos € no mimimo, um acto criativo, em torno do qual se
vai construir e consolidara matriz personalista individual. Mas
as zonas de vulnerabilidade sao indmeras e a escola, frequen-

meonseentemente ou nao, propositadamente ou

temente
nao — acentua vs factores de blogueio: 6 aluno que diverge da
norma sente pressoes; 08 ritmos de aprendizacem tém de ser os
mesmos; a husea de seguranca ¢ preferivel ao risco; atribui-se
enfase a razao, logica e utilidade ¢ desvalorizam-se as sensactes
€ a intuicao; crescem perturhacdes resultantes da ansiedade, do
medo e da imaturidade corporal. Um niovo desafio, no contexto
da escola regular pablica e obrigatéria, deve apontar no senrido
de eliminar o excesso de aspectos teoricos de que o programa de
Educacao Musical esta imbuiduy, levando o aluno a descodificar
os simbolos musicais, nao por um mero exercicio de localizacio
espacial, mas por um sentido relacional, articular, que o novo
paradigma conceptual de Sergio Aschera nos apresenta, O som

€8s [‘}Ii:‘ul-i}_{(:f]\"a SCHAOTES L'I(.'\"L‘ﬂ'l esfar a montante i_'{i'{ SUA Tepresen-
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tagio grafica, assim como, a nogiio de quantidade estd antes
dos niimeros.

Muitas das fungdes musicais exprimem-se em niimeros, em
quantidades, em relagdes de ordem, em proporcdes e com a
ajuda da fisica estudam-se os fendmenos acsticos e as pro-
priedades dos sons. Um sistema notacional que se defina como
criativo apoia-se, em primeiro lugar, na geometria, pois com
ela, nds lidamos todos os dias e a cada momento, reconhecendo
as nogdes de paralelismo, perpendicularidade, semelhanca,
proporcionalidade, espacialidade, temporalidade, simetria. A
aprendizagem geométrica € necesséria ao desenvolvimento glo-
bal da crianca, pois esta é colocada perante a resolucio natural
de problemas e apoia-a na percepgiio espacial, tanto em mate-
mitica, como na leitura e escrita. Num nivel inicial, as criancas
pela visualizacdo, conseguem reconhecer ou reproduzir figuras,
formas, espacos, lugares, o que, serd patamar importante para a
percepciio do tempo e da sua unidade métrica, evoluindo este
pensamento até as formas dedutivas finais, onde a intuicio e
dedugiio se vdo articular (cf. Van Hiele, 1997). Funciona, desta
forma a geometria, como um instrumento de compreensdo da
realidade natural complexa. Por isso, a Numerofonia de Aschero,
coloca-nos perante um diferente e criativo paradigma de codi-
ficacdo musical, que se constréi a partir do uso da geometria,
cedo para criangas de tenra idade e, mais tarde, utilizando a
aritmética, quando elas comegarem a sua aprendizagem através
da quantificagiio e ordenagiio dos elementos. E aqui, comeca
um outro universo da aprendizagem, quando se percebe que a
Numerofonia serd um instrumento para a valorizacio da arti-
culacio entre miisica e matemdtica (geometria e aritmética),
nunca perdendo de vista esse designio de articulacio de saberes
que, dificilmente, se concretiza na escola. Uma articulacio
inteligente, ndo linear e que respeita a legitimidade do outro

— o aluno.

Sergio Aschero, através do seu sistema numerofénico, deu
um grande contributo ao ensino da mdsica e 4 compreensio da
sua relacfio, privilegiada, com a matemdtica, a fisica e a aciis-
tica, renovando a aprendizagem da miisica, no sentido de David
Ausubel e da sua aprendizagem significativa. Verifica-se, pois, que
a Matemidtica e a Musica, como didlogos sobre o tempo e o
espago, componentes da mesma literacia, discursos que desco-
brem e estabelecem relagdes dialécticas e que vivern do mesmo
principio comunicativo, estdo por toda a parte e ocupam, quan-
tas das vezes, 0 mesmo lugar. Elas criaram duas linguagens muito
préximas, numa abrangente relaciio ao longo da histéria, facto
que se pode conferir quando, por exemplo, a proporcionalidade
da matemdtica se encontra nas escalas musicais e no ritmo, ou
entdo, quando conhecimentos matemdticos, como o volume, o
ponto, a linha, as proporgdes, se impregnam nos conhecimen-
tos musicais, ou num sentido mais alargado, em toda a forma de
arte. Mas a educacio e a necessidade de controlo, lembraram-se
de as distinguir e separar, transformando-as em saberes auténo-
mos, por vezes, estanques na sua cientificidade.

Segundo ponto de partida

O musicélogo e matemdtico argentino Sergio Aschero criou
um sistema de ensino da mdsica a partir de cédigos geométricos
e aritméticos, num tnico modelo de representagio simbélica
e perceptiva. O seu sistema numerofdnico, porque se centra
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numa perspectiva de alargamento da base de conhecimentos
que o aluno tem e que, geralmente, se confina aos contactos
com a familia e vizinhos, enfatiza a resolugiio de problemas a
partir de aspectos vividos no cotidiano. Apesar de a geometria
configurar um certo conhecimento abstracto, a sua base con-
ceptual baseia-se em conceitos do mundo real, encontrando
patamares de aprendizagem nas formas geométricas naturais,
nos fractais, nas pedras, na disposi¢io da flores e folhas, nas
habitacBes, nas drvores, desenvolvendo, por isso, a nogio de
espago, a habilidade de observacio e a relacio com outras
dreas (cor, acstica, desenho, grafismo, etc.). Quando Aschero
propde a substituigiio, por exemplo, de uma unidade de tempo
tradicional por uma forma geométrica (ex.: quadrado), ou
por uma flor, ou mesmo, por um animal, ele estd a favorecer,
de uma forma contextualizada, a relacio com o cotidiano do
aluno, aproveitando a convivéncia com as particularidades de
cada regido e mobilizando-o para um conhecimento acrescido.
Existe, entdo, aquilo a que poderfamos chamar de etno-geome-
tria, realcando padr&es de observacio e de proximidade cultural,
o que, a ser trabalhado desde muito cedo, conferird um modelo
de desenvolvimento significativo.

A nogio de espago e o conceito de espacializacio sdo, fre-
quentemente, dificuldades detectadas nos alunos, confundindo
enunciagdes, como acontece com drea e perfmetro. Ou entdo, a
determinacfio de uma quarta parte de uma unidade, em que esta,
geometricamente, estd dividida em trés porcdes — duas de %
e outra de ¥z — constituiu contrariedade acrescida, ou mesmo,
perceber-se 0 que significa a ordem indicar a diltima figura da
segunda linha, provocagio mental que nfio tem correspondén-
cia prética, no plano operativo. Pode ocorrer, efectivamente,
neste caso, uma possibilidade de equivoco seméntico, derivado
da utilizacio de dltimo e segundo, na mesma formulagio, mas
questiona-se por que razdio, uma frase nfio tem equivalente
directo numa ac¢iio elementar e imediata. O pensamento abs-
tracto é fundamental e tal deve ser preparado desde a infincia,
despertando, desde muito cedo, processos internos de desenvol-
vimento, que sé acontecem em interacgio com outros e com
outras coisas. E a geometria é ferramenta fundamental condu-
cente ao crescimento global, que pode fazer interseccionar a
accio intelectiva com a emocional e a capacidade de descobrir
com a de inventar, sintaxe essencial que encontra fundamen-
tacdo ajustada, na «aprendizagem ancorada» de Ausubel.

Aschero sustenta, assim, que a aprendizagem deve ser de
natureza global, desde os primeiros anos de escola, por um
sistema l6gico, que neste caso utiliza formas geométricas e
cores do espectro, que os mais pequenos, desde muito cedo,
compreendem, processo que acompanhari o desenvolvimento
cognitivo e corporal da crianca. A Numerofonia, sustenta
Aschero, € um cédigo cientifico que se suporta nas descobertas
de matemadticos e fisicos, como Pitdgoras, Galileu, Newton e
que supera, em absoluto, a notacio tradicional, em todos os
sentidos, sem temor e sem exclusdes. A Numerofonia faz parte,
j4, do capital cultural de cada pessoa e ndo de um grupo de elite
que pode dominar a escrita e a gramética, porque ela tem cadi-
gos universais e que se iniciam com o desenvolvimento precoce
de qualquer crianca, como o conhecimento da geometria, das
cores e mais tarde, da numeragio. Ao basear-se na matematica,
os simbolos da Numerofonia sdo universais e ao alcance de cada
um, partindo-se do principio que a maioria da populacio estd,




j4, alfabetizada a um nivel primario. Mas também, se baseia
na éptica, lembra Aschero, para a construgiio do seu croms-
fono — série de cores — utilizando as tonalidades do arco-iris
e fechando o circulo com a magenta e a pirpura. Qualquer
crianga comega, desde muito cedo, a perceber as tonalidades,
porque elas existem na natureza, nos jardins, no arco-iris, na
roupa das pessoas. Entdo, quando perante um instrumento,
qualquer crianga ou adulto, em vez de ler uma partitura de
cinco linhas e quatro espagos, com notas, figuras, claves, 1
cores que colorem uma geometria ou aritmética, significando
a altura do som e a sua duragio, respectivamente. O sistema
de Aschero contraria o facto de se pensar, normalmente, que
0 recurso a sistemas de notagdio facilita o pensamento, quanto
a rapidez, 2 memoéria de tarefas e A sua operacionalizacio. Para
Aschero, os cédigos normativos devem ser originados na natu-
reza, garantindo conhecimentos claros e intuitivos, como é o
caso da utilizagdio do seu croméfono e da geometria. Daqui, ¢
muito ficil identificar-se as alturas dos sons, em que uma cor
representa um som, numa sequéncia a partir do primeiro som
- na tradigfio, designando-se por DO — e percorrendo os doze
sons existentes — novamente, a optar pela série dodecafénica
(doze sons e néo, sete mais cinco), evitando a separacio e o
privilégio — entre o vermelho e a pirpura, quer dizer, entre
o primeiro som (DO) e o décimo segundo (SI), mas também,
uma forma gemétrica indicard a unidade de tempo, sem recurso
a listagem de figuras musicais obsoletas e complicadas. Na visio
tradicional, a transformagéo histérica da notaciio musical foi
compreendida como uma evolugiio no sentido de oferecer
uma crescente precisdo no registo, levando a suprir, eventuais,
necessidades ao nivel da composicio e inovagio musicais.
Estamos, verdadeiramente, perante uma escrita musical
inclusiva que estd ao alcance de qualquer um, independen-
temente da sua idade ou grau socioeducativo, porque a partir
daqui, todos compreendem as cores e as formas elementares de
geometria — sabem o que é um quadrado, conhecem uma flor,
ou o desenho de um animal — podendo, de modo facil, ler e
executar um trecho musical. No sistema tradicional de escrita,
a nota DO necessita de uma pauta, uma clave, um simbolo com
a sua figura musical e, também, uma letra que indicar4 a inten-
sidade com que se executard essa nota. Quer dizer, sio precisos 5
signos para representar um som. E demais, para uma crianga de
trés anos, mesmo que se considere que seja um bom exercicio
mental e tecnolégico confronta-la, desde tenra idade, com tais
dificuldades. A Numerofonia, para representar o mesmo som,
necessita, somente, do nimero ou da figura geométrica, pintado
de cor vermelha e de um determinado tamanho, em que a figura
ou o nimero, inteiro ou fracciondrio, representard o tempo, a
cor exibird a altura do som ¢ o tamanho, a sua intensidade.
Na linguagem numerofénica a altura representa-se através
da coloragiio interna das figuras geométricas, ou dos nimeros
inteiros e fracciondrios, donde o primeiro cromafono se obtém
do principio, em que a primeira frequéncia visivel se equipara
4 menor frequéncia audivel, fixando-se uma série de alturas
determinadas, de base 12 e afinagéio temperada. O primeiro que
se v&, € o primeiro que se ouve, donde a norma indica que a cor
vermelha equivale ao primeiro croméfono (16 Hz.).
Da figura 1, conclui-se que o niimero «1» (na figura) retine
uma quantidade de informacdes, a saber: cor vermelha (cor
que era visivel na figura original e que por razdes técnicas nio

Figura 1. transcricdo numerofdnica.

se pode reproduzir aqui) representa o primeiro som (DO, na
notacdo tradicional); por ser o algarismo «1», indica uma uni-
dade de tempo (semfnima, na notagiio tradicional); dispensa-
se a indicacdo da clave e nfio ¢ necessdria a escrita da pauta.
Utilizando-se a geometria, o processo passa a ser o mesmo, com
as mesmas valéncias.

(ltimo ponto de partida

Afinal, estes sdo alguns dos argumentos que a Numerofonia de
Aschero clarifica e simplifica, tornando a escrita e leitura musi-
cais apetecivel a qualquer crianga a partir dos 3 anos de idade. A
notacdo tradicional, conforme Aschero sustenta, € lida, apenas,
por 5% da humanidade, pelo que, ele contrapde a Numerofonia
para os outros 95% que até, aqui, estavam impedidos no acesso
& leitura, escrita e pratica musicais. Voltamos a questio do
respeito pela legitimidade do outro — do aluno — que deve
ser encarado como um potencial criador, acumulando, j4, expe-
riéncias de vida que devem ser aproveitadas no percurso do
seu desenvolvimento. A Numerofonia apresenta-se como uma
estratégia, ndo meramente, como ferramenta especifica para o
ensino da musica, mas antes, uma espécie de carrefour, onde se
atalham intersecgdes de saberes, que tecem malhas de aprendi-
zagens que, de outra forma, seria muito dificil atingirem-se.

Assim, a Numerofonia de Aschero, porque nos induz ao
nivel pré-figurativo do conhecimento, conduz-nos a universos
diferentes, a quadros relacionais inclusivos, porque desenha
um modelo que permite a integracio das diferencas e das capa-
cidades, admitindo um acesso mais igualitério e mais facil ao
estudo da mdsica, numa relagio préxima com a matemdtica.
Pelo contrério, o sistema tradicional, pela rudeza das condigdes
histérico-sociais em que se desenvolveu, subjuga os individuos
a condigdo de determinados, quadro que se ofusca quando se
trata de individuos em desenvolvimento: criancas e jovens. E
tanto pior, quando o processo de formacio reitera, inadvertida-
mente, o estigma da inaptiddo, a ponto de gerar na crianga ou
jovem, a sensacdio de que s3o desafinados ou desajustados, em
face do sistema vigente.

Referéncias hibliograficas

Aschero, Sergio, www.sergioaschero.nireblog.com

Ausubel, David P, (2003), Aquisicdo e Retengiio de Conhecimentos: uma
perspectiva cognitiva. Lisboa: Plitano Edictes Técnicas.

Peery, ]. Craig (2002), A Mdsica na Educacio de Infancia, artigo in
Manual de Investigagdo em Educacdo de Infancia, Spodek B. (org.).
Lishoa: Fundagio Calouste Gulbenkian.

Rousseau, Jean-Jacques (2007), Emilio, 0 De la educacién. Madrid:
Alianza Editorial.

Universidade Federal do Rio de Janeiro, 1997, Geometria segundo a
Teoria de Van Hiele. Rio de Janeiro

Fernando José Monteiro da Costa
Professor de Educardo Musical, Colaborador da CITCEM [FLUR)




Novamente:
Surakarta Tahula

Vacas e
leopardos

Visite-nos em

http://www.apm.pt




APM - 2013

Modalidades de associado, pregos de guotas e de assinaturas das revistas

A Associagio de Professores de Matemitica (APM) é uma instituicdio de utilidade ptiblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da
Matematica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objetivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do ensino
da Matemitica, promovendo atividades de dinamizacio pedagégica, formagfio, investigagio e intervencio na politica educativa.
A APM disponibiliza aos professores de Matemdtica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacio e
utilizacdo pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicacfes periddicas

Todos os associados tém direito aos cinco nimeros anuais da revista Educagao e Matemdtica e ao boletim informativo APMinformagdo.
Os @-sécios 56 poderdio aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagies no nosso portal, todos os outros terfio direito
também a receber pelo correio as edicdes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de preco especial na assinatura da revista

Quadrante.

Precos especiais na lgja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisitao de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicagdes, exposigdes ou outros do Centro de Recursos.

Dutros direitos dos associades individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos em
encontros da APM ou de outras instituices com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de Educaciio,
Associagbes da Federacio Iberoamericana das Sociedades de Educacio Matemética, e outras) ou noutros eventos em que a APM
venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos nicleos regionais ou por outras formas e a
divulgar o seu trabalho através da APM.

Associados institucionais
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das atas do ProfMat.

Preco da guota anual em 2012

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-socio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 05,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efetuar a sua inscriciio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no endereco http.//www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2012

Educagdo e Matemdtica
t
(inclui atas ProfMat) Quadrante
Portugal -
Sécio individual
Estrangeiro 15,00 €
Portugal "=
Instituigdes -
Estrangeiro P




01

03
09
11
13
29
39
49

16
46
27
34
36

44
17

21

Editorial

APM: [ainda) esperanga e [sempre] desafio
Lurdes Figueiral

Artigos

Entrevista a Leonor Santos e Lurdes Serrazina
Isabel Rocha, Manuela Pires

Depoimento: Efeitos do Plano da Matematica
José Paulo Viana

Depoimento: Programa de Formacao Continua em Matematica
Médnica Raguel Rlexandre

Notas para o Ensino da Geometria: A seccao de ouro — primeiros passos
Eduardo Veloso

Sequéncias e Regularidades no 1.° ciclo: Relato de experiéncias
Gorete Fonseca, Fatima Rlexandrino

Construcao de poligonos regulares com régua [n3o graduada) e compasso
Ricardo Ferreira

Um sistema inclusivo ou a legitimidade do outro: A numerofonia de Rschero
Fernandao Jose Monteiro da Costa

Seccoes
0 problema deste niimero José Poulo Viona

Um guadrade, um circulo e um retdngulo pequena

Tecnologias na educacao matematica Antdnio Domingos
Modellus, um exemplo com funcdes quadréticas, Vitor Teodoro

Materiais para a aula de Matematica
A Geometria do Planeta Terra, Atractor e Nucleo do Porto do RPM

Pontos de vista, reacies e ideias...
Rebuscando no s6tao, Jodo de Jesus Pereirg

Espaco GTI
Um plana de aula, Ligia Corvalho, Silvio Semaona

Caderno de apontamentos de geometria Cristing Loureiro
Dbjetos e Estruturas

Estatistica na Educacdo Matematica Ano Poulo Conavarro
Sobre literacia estatistica, Ano Poulo Conavarro
As notas de exame, Jose Paulo Viana

Matematica do Planeta Terra 2013 Jogno Lotas
A Geometria do Planeta Terra, Atroctor e Niicleo do Porta da APM




