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‘SEEEEEE N EDITORIAL

Nestes tempos que ainda sao
sombrios — e ninguém sahe por
quanto tempo ainda - importa
reafirmar, retomando um texto
de Bertrand Russel”, gue <<
professor sa pode realizar o seu
trabalho adequadamente, se se
sentir dirigido por um impulso
criador interno e se nao estiver
dominado e acorrentado por
uma autoridade exterior>> e que,
por isso, o professor precisa

e tempo e de ««muito maior
liberdades> na sua profissao,

e «mais oportunidades

de autodeterminacao,

mais independ@ncia face a
interferéncia dos burocratas e
dos fanaticoss».

Henrigue Manuel Guimaraes

Nio sdo grandes as alegrias que nestes
anos mais recentes nos tém chegado. Nem
pelos caminhos que nos tem apontado,
e desapontado, a governanca geral de
quem nos governa ¢4 dentro — para nio
falar na <4 de foras, que também € «c4 de
dentro», de tio perto agora que o longe é.
Nem pelo que nos tem ministrado quem
ministra, desde 14 de cima, a Educagio.
Daqui, em muito do que tem sido feito,
nio feito e desfeito, mais do que arrumar,
do que orientar e alinhar, ajudar a pér em
linha o que também sabemos que ainda
ndo estd bem nos caminhos que cremos
convenientes na Educagio e ao nosso
trabalho de ensinar, é o resvalo para a
perturbaciio e desarrumo.

E a burocratizagiio crescente no

trabalho dos professores e o desconcerto
da sua avaliacio, é a <examiza¢fio> na avaliagio dos alunos, é
o desvario dos mega agrupamentos de escolas, é o T+1+1+...
alunos em cada ano que passa a crescer as turmas, € o acentuar
da diferenciagfio precoce dos percursos escolares dos alunos, é
a desafetagiio de professores das escolas e de tempo letivo em
disciplinas, é a reorganizaciio(?) curricular e o desmando e des-
conformidade das novas metas curriculares, é o desinvestimento
orcamental na educaciio, nas escolas, nas universidades. ..

E assim, dizem-nos, como ndo pudesse deixar de-ser assim.
E paro aqui para tomar a palavra recente de Anténio Névoal,
Reitor da Universidade de Lisboa: «A arrogincia do pensa-
mento inevitdvel é o contrdrio da liberdade. E nestes estranhos
dias, duros e dificeis, podemos prescindir de tudo, mas nfo
podemos prescindir nem da Liberdade nem do Futuro.»

A APM jd tem 25 anos, fé-los hd pouco, no ano passado,
mais precisamente. E jovem, portanto, mas ji de idade boa.
Nasceu de um exercicio da liberdade que ja tinhamos e de um
movimento de Esperanca e Desafiol, na altura muito alargado
e sentido entre os professores de Matemitica, contra muita
coisa do que entdo ainda se passava na educaciio, nas escolas,
no ensino, entre os professores. Um movimento que traduzia
e exprimia uma enorme vontade de mudanca e renovacio,
sobretudo no que aos programas de Matemadtica dizia respeito

— que penosamente permaneciam, obsoletos, bafientos — mas
igualmente no ambiente educativo geral e escolar que continu-
ava muito marcado pela propensfo para o isolamento que vinha
detrds, endémico e arreigado nos professores e nas escolas.

A APM nasceu de um movimento contra, € certo, mas também,
e mais ainda, de um movimento por e de um movimento com.

Um movimento por uma matemadtica escolar mais <vivar, mais
genufna e apelativa, e mais consonante com as tendéncias curri-
culares que emergiam e se difundiam. Um movimento por prati-
cas de ensino valorizando o papel do aluno e o seu envolvimento
na aprendizagem. Um movimento pela instituiciio e reforco de

E (a) hora®

priticas de colaboraciio e cooperagiio entre professores e escolas,
pela abertura e comunicagio, pela afirmacdo das ideias e partilha
de experiéncias, pelo seu confronto e discussdo.

Um movimento com os professores, pelos professores, para os
professores, num fmpeto, entusiasmo diria mesmo, de congregaciio
de pessoas e de esforgos para «promover o desenvolvimento do
ensino da Matemitica a todos os niveis», e «estimular o intercim-
bio de ideias e experiéncias», e «apoiar e divulgar actividades», e
«promover a participacio activa dos professores»“e...

A APM daf cresceu e se foi desenvolvendo, arriscando eu a
dizer, como j4 disse, que a sua maior contribuicio terd sido, talvez,
ao nivel do ambiente profissional dos professores de Matematica,
enriquecendo-o e dinamizando-o, mas, igualmente, ao nivel do
patriménio de materiais e ideias tornando-o também mais rico
e diversificado e divulgando entre os professores.

E todavia, reconhego, e sei que outros reconhecerdo, que
também daqui, de entre nés, ndo nos tém vindo grandes ale-
grias nos tltimos anos. H4, sinto, um no sei qué de fechamento
e um ndo sei quanto de abandono ou esmorecimento.

E hora de reunir pessoas e esforcos claro, mas também de os
mobilizar com (mais) abertura e comunicacio, confronto e di4-
logo, criatividade e iniciativa, afirmaciio e proposigio. E hora

— jd desde quando? — de afrontar a progressiva menorizagio
do professor, hora também de um exercicio na «desobediéncia:,
interrogando e interpelando, criticando e contrapondo — e
nfo serd sempre!

E também assim, como acredito, que o professor se valoriza,
¢ por aqui também que se valoriza o professor, a figura e o papel
do professor.

Num momento, como em outro lado referi, em que todos
parecem estar calados, «pacientes» — houve ji quem dissesse

— perante a situaciio global que vivemos e face ao que se passa
e vai passando «por af foras, nisto que nos diz directamente
respeito, na educagio e no ensino da Matemadtica em parti-
cular, é importante encontrar a palavra e dizé-la. Cada um de
nés pode ter nisso um papel importante, em cada escola, com
cada professor. E volto a Anténio Névoals: «As palavras ndo
mudam a realidade. Mas ajudam-nos a pensar, a conversar, a
tomar consciéncia. E a consciéncia, essa sim, pode mudar a
realidade.»

E hora — e desde h4 quanto tempo?

Quem mais do que o professor deve nisto ser exemplo e dar
exemplo!

Notas
[1] Trata-se de «As fungées do professor» — um texto evidentemente datado

mas cuja leitura & bem recomendédvel — (in EM g1, 2007) cujo edtorial es-
crevi e de onde este extracto foi recolhido, com ligeira adaptacio.

[2] No discurso proferido no passado dia 10 de Junho.
[3] Editorial de Paulo Abrantes (in EM 1, 187).

[4] Estatutos da APM, p. 1.

[5] Vernota z.

Henrigue Manuel Guimardes
Instituto de Educacdo da Universidade de Lishoa.

* Inspirado em como termina Nevoeire, o iiltimo peema da Mensagem de Fernando Pessoa.
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Para fazer o ponto médio M dos dois zeros, vamos a

b-> R: Construcdo > 5: Ponto médio.

Depois, tragamos a linha vertical que passa em M indo a

b = R: Construcio => 1: Perpendicular.

Para obter o ponto P, pedimos

b-> 7: Pontos e retas = 3: Ponto[s] de intersecdo.

Para tragar a tangente, fazemos

b -=> 7: Pontos e retas = 7: Tangente.

Finalmente, determinamos a interse¢fio da tangente com o
eixo Ox em

h = 7. Pontes e retas = 3: Ponto[s] de intersecdo
e vemos as coordenadas deste ponto fazendo

b = L Aciies = 7: Coordenadas e eguacies.
Surpresa: a tangente corta o eixo horizontal precisamente no
terceiro zero (fig. 2).

Mas ndo terd sido um acaso? Serd sempre assim? Temos de o
confirmar.

Uma maneira de o fazer € ir & expressdo analitica da funcio
e alterar um dos zeros. Por exemplo, em vez de (x—2) escrever
(x—1) ou (x + 1). Mas é mais interessante criar um cursor que
permita variar rapidamente um zero da fun¢io. Para isso,

b = 1: Agdes > A: Inserir seletor,
escolhemos a para nome da varidvel e, na expressio da fungio,
substituimos um dos zeros por a. Agora, deslocando o cursor,
variamos o zero para qualquer valor desejado. E a tangente
continua a passar sempre pelo terceiro zero (fig. 3)!

Podemos ainda fazer mais experiéncias. Por exemplo, M ser
o ponto médio, nfio de dois zeros consecutivos, mas dos dois
zeros das pontas. Ou, a funcio ter um zero duplo. Nio precisa-
mos de criar nova pdgina, novas funcbes e novas construgdes.
Basta simplesmente ir & expressdo analitica da funcio e fazer as
alteracdes desejadas (fig. 4).

L | Educacdo e Matematica

Este problema pode ser proposto aos alunos do 11.° ano.

Depois de eles terem descoberto esta propriedade das fungdes
cibicas, chegou o momento de lhes propor que demonstrem
que isto é realmente verdade para uma cidbica qualquer. A
demonstracio ndo é dificil. E, reparem, para os alunos, aquilo
que lhes pedimos passa a ter um significado completamente
diferente, visto terem passado jd pela fase da experimentaciio e
de elaboragio de uma conjetura. Desta forma, a demonstrcio
aparece na sequéncia légica do que fizeram antes.
No caso geral, para a funciio f(x) = a(x-b)(x—)(x—d), é preciso
trabalhar com quatro pardmetros, o que, para alguns alunos, se
torna bastante complicado. A alternativa € sugerir que cada
aluno escolha uma fungio com zeros inteiros e faca a demons-
tracio desse caso particular. Depois, para casa, pedir que os mais
interessados a facam para o caso geral.

Continuemos. Quando dispomos de uma tecnologia téo rica
e tdo potente como a atual, é ficil (e dd vontade) ir mais longe
e colocarmos novos problemas.

Investigacao 2

(lue acontecera agora se tivermos uma reta horizontal gue intersete
a ciihica em trés pontos? A tangente & ciibica no ponto cuja abcissa @
a média das abrissas de dois dos pontos de intersecao ira passar no
terceiro ponto?

Escolhemos uma fungio ciibica qualquer, colocamos um ponto
B no plano (pode ser no eixo Oy ou fora dele), pedimos a reta
horizontal que passa em B, determinamos as trés intersegdes
desta reta com a curva, construimos o ponto médio de dois
dos pontos anteriores e depois tracamos a tangente  curva no
ponto com essa abcissa.

A tangente passa no terceiro ponto (fig. 5)!
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Bem, se tivéssemos raciocinado um pouco antes de comecar-
mos as experiéncias terfamos concluido que isto iria acontecer
de certeza. E que esta situaciio € idéntica a da primeira investiga-
¢io, havendo apenas uma translagio vertical (correspondente &
ordenada do ponto B).

Agora nio podemos parar. Pondo a imaginacfio a trabalhar,
surgem novas questoes.

Investigacao 3
E se a reta for obligua?

Para criar a reta, vamos a

b > 7: Pontos e retas = Y: Reta.

Clicamos num sitio livre qualquer do plano e aparece um ponto
(a que chamaremos B). Afastamo-nos de B, damos um clique e
fazemos d. Aparece uma reta dependente apenas de B. Depois
fazem-se as restantes construgdes, tal como no problema 2.

A reta pode ser alterada de duas maneiras: agarrando e des-
locando o ponto B (mantém-se o declive) ou agarrando a reta
longe de B e deslocando o cursor (altera-se o declive [fig. 6]).

Posso garantir-vos que foi grande a surpresa quando fiz esta
experiéncia. A propriedade anterior mantém-se: a tangente vai
passar no terceiro ponto de interse¢io!

Comegamos a perceber que a fungio ciibica tem mais pro-
priedades curiosas do que imaginarfamos. Temos de continuar.

Investigacdo Y

Seja uma funcao ciibica com trés zeros e uma reta horizontal gue
interseta o seu grafica em trés pontos. Que relacdo existe entre as
abcissas destes trés pontos?

Para ser mais fAcil descobrir o que se procura, convém escolher
uma fun¢io com zeros inteiros, por exemplo, 2, 3 e 5.

Fazemos o grifico da fun¢io numa janela adequada, criamos
um ponto B no plano, tracamos a reta horizontal a passar em
B, determinamos os pontos de interse¢fio da reta com a ciibica
e pedimos as coordenadas dos trés pontos obtidos, para isto,
colocamos o cursor sobre um ponto e clicamos

b => 7: Coordenadas e Equacies.

Para melhor analisarmos as abcissas dos pontos, o melhor é
arrastar as coordenadas para uma zona livre da janela, ficando

P *Encontros Imed w
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apenas visiveis as abcissas. Agarrando o ponto B podemos alte-
rar a posi¢iio da reta e ver, em cada caso, o que acontece (figs. 7
e 8).

A partir destes exemplos consegue o leitor fazer uma conje-
tura sobre a relacio entre as abcissas? Sim, é verdade, apenas
com dois exemplos é dificil (e muito pouco seguro) fazer seja
que conjetura for. Por isso o mais seguro é pegar na sua TI-
Nspire e testar mais casos.

J4 conseguiu? Pista: lembre-se que os zeros sdo 2, 3 e 5.

O resultado é uma nova surpresa: a soma das abcissas € igual
a soma dos zeros (10, para esta funcio).

2,05 + 2,93 + 5,02 = 10.
1,72 + 3,52 + 4,76 = 10.

ey

L 4.1 || *Encontros Imed w

(1,71,

1.5 (3.18,
\/ (411,

Podemos experimentar com outras cibicas. Basta ir & expressio
analitica e alterar os zeros. Por exemplo, para um caso mais par-
ticular, escolhemos um zero duplo (2,3) e outro simples (4,4).

A soma dos zeros €: 2,34+ 2,3+4,4=9.

A soma das abcissas é: 1,71 + 3,18 + 4,11 = g (fig. 9).

Se quiséssemos demonstrar este resultado, bem como o
obtido na Investigacio 3, irfamos ter algumas dificuldades. Isto
porque, nos dois casos, para encontrar as abcissas dos pontos,
terfamos de resolver equacdes de terceiro grau. Nao € ficil e
estd completamente fora dos programas do ensino secunddrio.

No entanto, o facto de termos disponivel esta tecnologia
permite-nos ultrapassar estas dificuldades e ir muito mais longe,
descobrindo propriedades e carateristicas que estariam fora do
nosso alcance e do dos alunos.

Assim sendo, ndo podemos parar.

ﬁm *Encontros Imed w m

> flx)=lx-2.3) [x-2.3] -4 4 »
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Investigacdo 5

Conhecidos os zeros de uma fung3o cibica, como descobrir
facilmente o ponto de inflexao da curva?

Relembremos. Um ponto do grafico de uma curva é de inflexdo
se af houver alteraciio da concavidade. Nas cibicas, hd sempre
uma parte da curva com a concavidade virada para cima e outra
com ela virada para baixo. Portanto existe sempre um ponto de
inflexdo (fig 10).

O grafico tem uma simetria central, cujo centro € o ponto de
inflexdo I. A cada ponto P do grifico corresponde outro ponto
P’ em oposigio ao centro e a igual distAncia deste.

Agora podemos usar o resultado da Investigagio 4.
Imaginemos uma linha horizontal a passar no ponto de infle-

ﬂﬁ 6.1 i *Encontros Imed w ﬂil
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emz

x30. A soma das abcissas dos trés pontos vai ser igual 4 soma
dos zeros (9 no caso da dltima cibica que usdmos). Devido &
simetria central, o ponto de inflexfio fica no meio dos outros
dois pontos. Logo, a sua abcissa é a média das trés abcissas (e
também dos trés zeros [fig. 11]).

2,3+2,3+44 9

3 3
Conclusdo, numa ctibica de zeros x;, x, e X, a abcissa do ponto
de inflexdo é a média dos zeros:
Xy 0+
g

Continuemos as nossas investigacbes.

Xinflexio =

Xinflexio =

Investigacao b

Numa funcao cibica, a tangente ao grafico num ponto qualguer P
interseta sempre o grafico noutro ponto T. Que relacdo existe entre as
ahcissasde Pe 77

Antes de comecar, uma ressalva. O enunciado tem uma incor-
recio, nio é verdade que seja «sempre». Estd o leitor a ver
porqué?

Vamos fazer a investigagio considerando uma funcio cujo
ponto de inflexio do grifico coincida com a origem do referen-
cial e depois generalizaremos.

Para que o ponto de inflexdo esteja em (o0, 0), basta que um
dos zeros seja x = 0 e 0s outros sejam simétricos.

Seja entdo f(x) = x(x=3)(x + 3).

Tragamos a tangente num ponto qualquer P, fazemos o outro
ponto de intersegio T da tangente com o grifico e pedimos as
coordenadas destes pontos (fig 12).

Agora, ou agarramos e deslocamos o ponto P, vendo o que
acontece as abcissas, ou clicamos duas vezes sobre a abcissa de
P e escrevemos um novo valor.

Facilmente se vé que, qualquer que seja a posicio de P, xy é o
dobro do simétrico de xp. Acontecerd o mesmo noutras funcdes
ou dependerd o resultado dos zeros da cdbica? Experimentemos

(fg. 13).

Maio | Junho 7
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A relagio mantém-se: Xy = —2xp.
Estamos a ficar convencidos, mas temos de investigar ainda
outras situagdes.

Serd que a relacdo é a mesma no caso das cibicas que sdo
injetivas?

wsspEEE N N
senmmEEE N MATERIAIS PARA A AULA OE MATEMATICA

A tarefa desta sec¢do vem no seguimento do Ponto de vista
que apresentei no nimero anterior sobré o teste intermédio
de 8.° ano, Nesse texto, referi que a sequéncia apresentada na
questfio ¢ tinha um potencial interessante, apesar das ques-
toes formuladas ndo aproveitarem tal potencial. Assim, neste
ntimero apresento uma formulagio alternativa, pensada numa
perspetiva de trabalho a realizar numa aula de Matemérica do
7.% ou 8.° ano. A tarefa foi pensada com o objetivo de promo-
ver o pensamento algébrico, o raciocinio nas suas diferentes
vertentes, e a comunicacio matemdtica. O professor decidird
qual a melhor forma de organizar o trabalho dos alunos, mas
considero indispensdvel uma fase de trabalho auténomo e pos-
terior discussdo no grupo-turma. Essa discussdo poderd revelar
as diferentes formas de olhar para a sequéncia e respetivo termo
geral: (n+1)2-1 corresponde 2 identificacio de um quadrado
ao qual falta um azulejo; n{n+2) resulta de mover e rodar a
coluna de azulejos brancos e colocd-la numa base do retdngulo

a Educacao e Matematica

Escolhamos uma cibica impar, para que o ponto de inflexdo
esteja na origem do referencial. Por exemplo, f(x) = x3 + 2x.

Néo hé divida, a relagiio nfo se altera (fig. 14).

Estamos agora em condigbes de estabelecer a relagiio entre
as abcissas de P, de T e do ponto de inflexio I para uma ciibica
qualquer. Pensando que uma translagio simples permite des-
locar o grifico da funcdo de modo que o ponto de inflexdo
coincida com a origem, temos:

Xr =X+ Z(XI—IPJ.

Conclusao final

Ao longo deste trabalho fomos tendo, nés e os leitores, virios
«encontros imediatos de 3° grau». Sucederam-se os contactos
com a fung¢iio ciibica, que levaram 4 descoberta, as vezes inespe-
radamente, de algumas das suas propriedades. Mas a frase ganha
um sentido ainda mais profundo. Tudo isto se tornou simples
e possivel porque dispomos de trés elementos fundamentais: o
poder da mente humana, o fascinio da Matemdtica e a tecnolo-
gia da TI-Nspire, uma miquina que é de «outro mundo».

Insé Paulo Viana

cinzento, ficando com um retingulo de dimensGes n por n+z;
finalmente, n + n(n+1) poders ser antecipada pela resolugio
das questdes anteriores, pois deriva da juncio dos n azulejos
brancos aos n{n+1) azulejos cinzentos. Haverd ainda outras
expressdes possiveis e € necessdrio estar disponivel para aceitar
e discutir outras que os alunos proponham. Sendo assim, 5n—2
¢ a linica expressdo que nio corresponde a um termo geral, mas
a sua andlise é recomendada porque ao testar a férmula, ela
resiste aos dois primeiros termos e sé se verifica falsa a partir
do terceiro. No contexto do 8.% ano, pode ainda verificar a
equivaléncia das expressdes, criando um contexto favordvel a
aplicaciio das operagdes entre mondémios e polindmios e ainda
um dos casos notdveis da multiplicagio.

Lina Brunheira,
Escola Secunddria de Amora
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Azulejos guadrados ou gquadrados de azulejos?

Na figura estdo representados os quatro primeiros termos de uma sequéncia de conjuntos de azulejos quadrados que segue a lei de
formacao sugerida.
0s azulejos sdo todos iguais, senda uns brancos e outros cinzentos.

1.° Termo 2.° Termo 3.° Termo Y.° Termo

1. Desenha o 5° termo da sequéncia.
Duantos azulejos brancos tera o termo de ordem 992
Encontra o termo geral para a sequéncia relativa ao nimero de azulejos brancos.

Qual o nimero total de azulejos que tera a figura de ordem 2227 Explica comao pensaste para chegar a resposta.

v oW

Rssinala as expressies algébricas que podem ser usadas para calcular a quantidade de azulejos em qualquer figura
[nrepresenta o ndmero de ordem da figura).
[A] [+1)e-1 [B]5n-2 [C] nln+2) (D) n + nln+1)

Explica as tuas escolhas com base na sua composicdo geométrica.

2mz Maio | Junho
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De gue tem medo o Sr. Ministro?

Felicito o GAVE ao incluir no planeamento da sua formacao
de quatro anos, dirigida aos professores classificadores, o
tema da avaliacao formativa. N3o e novo afirmar-se gue uma
prética continuada de avaliagdo formativa contribui para as
aprendizagens dos alunos. J4 em 1998, uma meta-analise sobre
250 publicag@es sobre préticas de avaliacdo formativa na sala de
aula, selecionadas a partir de 681 obras listadas, aponta de farma
conclusiva que a avaliacdo formativa melhora a aprendizagem
[Black & Wiliam, 1998). N&o é assim de estranhar gue, neste
mesmo estudo, os seus autores afirmem ainda gue os alunos
que frequentam aulas em gue existe avaliacdo formativa obtém
melhores resultados em avaliacdes externas, exames, do gue
agqueles que sdo sujeitos apenas a uma avaliagdo sumativa.

Neste mesmo estudo, contudo, tambeém se alerta para gue
as praticas habituais nao refletem de forma significativa esta
realidade, reconhecendo-se que a3 mudanca levara tempo e
necessita de um apoio continuado tanto dos investigadores, como
dos professores. A escassez de praticas avaliativas formativas é
igualmente evidenciada em meta-analises de estudos realizados
em Portugal [Barreira & Pinto, 2005; Fernandes, 2006; Santos,
2003). Esta realidade ndo sofreu alteracdes significativas nos
(ltimas anos, coma é afirmado no recente relatdrio da OCOE
dedicado a Portugal (Santiago, Donaldson, Looney & Nusche,
2012). Tal facto explica a razdo pela qual uma das propostas nele
apresentadas seja o reforco de praticas de avaliacao formativa nas
salas de aula, de forma a promaver a aprendizagem dos alunos,
em vez de um uso exclusivo de avaliagdo sumativa gue regista e
reporta os resultados do desempenho dos alunos. Mais se avanca,
indicando a necessidade de se dar mais frequentemente feedback
aos alunos e de desenvolver a interacao entre professor e alunos
sohre as suas aprendizagens.

Assim, a preocupacao revelada pelo GAVE de contribuir
para uma formacao dirigida a uma pratica avaliativa em falta
parece desde ja perfeitamente justificada. Mas poderei ainda
acrescentar para fundamentar esta minha apreciacdo um
outro argumentao gue decorre do expresso na atual legislagdo
portuguesa, bem coma nas orientagdes que se podem encontrar
emn diversos documentas curriculares. Pode ler-se no artigo 13
do Despacho Normativo n.° 172005 em vigor que a <<avaliagao
formativa é a principal modalidade de avaliagao do ensino basico,
assume caracter continuo e sistematico e visa a regulacdo
do ensino e da aprendizagem, recorrendo a uma variedade
de instrumentos de recolha de informacdo, de acordo com a
natureza das aprendizagens e dos contextos em que ocorrems>

10 Educacao e Matematica

[pp. 72-73]. Do mesmao mado, por exemplo, no programa do
Ensino Secundario para a Matematica A [DES, 2001, p.13). em
vigor, afirma-se que <«Avaliar os conhecimentas matematicos
dos estudantes significa reunir e analisar dados sobre o gue estes
sabem a respeito de conceitos e métodos matematicos. Estes
dados devem ser utilizados tanto pelos professores como pelos
estudantes; os professores deverao utiliza-los para ajudar os
estudantes a adquirir conhecimentos profundos e ideias claras
sobre os contelidos matematicos»>. Consultando o programa de
matematica para o ensino basico em vigor e também possivel
encantrarem-se referéncias a avaliacao formativa: «<[.] &
necessaria uma avaliacdo continuada posta ao servico da gestao
curricular de cardcter formativo e reguladors> [0GIOC, 2007, p. 12].

Ora, qual ndo é o meu espanto, guando em maio do corrente
ano, os professores classificadores recebem uma mensagem
introduzinda uma alteragao a tarefa prevista para a sua avaliacao
final. N3o é sobre a alteracdo gue guero agui chamar a atencao,
mas sim sobre 0s argumentaos avancados para a justificar e que
dizem o seguinte:

Considerando que os textos apresentados nesta formacao tém uma
orientacdo marcada por concecdes de avaliagdo muito particulares, ndo
refletindo a diversidade de conceg@es sobre a avaliacao mais recentes e
atendendo ainda ao facto de ndo implicarem qualguer orientacao do GAVE
no sentido da adogdo de praticas Unicas em matéria de avaliacao escolar,
aapreciacdo critica que se propde como uma das tarefas que integram

o relatdrio final ndo tera de traduzir as ideias expressas nos referidos
textos.

[texto da mensagem de email enviada aos formandos da autaria do GRVE]

Vérias quest@es emergem da sua leitura: Que particularidades
marcam a concegao de avaliacao formativa dos textas
apresentados? Sao posicdes exclusivas dos seus autores ou,
pelo contrério, consensualizadas pela grande maioria dos
peritas e investigadores desta drea da avaliacao, da avaliacao
formativa? Quais sao as concecdes de avaliagdo mais recentes,
no que diz respeito a avaliagao formativa? De que modo estao
em contradicdo com as apresentadas nesses textos? O GAVE,
ao trabalhar a avaliacao formativa, estd a defender a adocao de
préticas Unicas? Ou, pelo contrario, o facto de trabalhar técnicas
ao servico da avaliacdo apenas enquanto medida é que transmite
a mensagem da adocdo de uma pratica Unica?

Esta mensagem s6 pode ter uma de duas possiveis |eituras:
Ou falta de preparacdo cientifica nos assuntos da avaliacao por
parte dos técnicos do GRVE ou resultado de polticas educativas
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definidas superiormente. Mas sendo o GRVE o servico do Ministério
da Educacdo que tem por principal funcdo trabalhar as questdes
relativas a avaliacao, especificamente a do desempenho dos
alunos do ensino nao superior, custa-me aceitar a primeira
interpretacao. Assim, ndo me resta outra alternativa sendo

optar pelo segundo cenario. Mas sendo esta a leitura, é caso

para perguntar: Oe gue tem medo o Sr. Ministro da Educacdo?

Que os professores desenvolvam praticas que potencializemn a
aprendizagem dos alunos portugueses?

Refer@ncias

Barreira, L, & Pinto, J. [2005]. A investigacdo em Portugal sobre a avaliagao
das aprendizagens dos alunaos [1990-2005). Investigar em Educacdo, Y,
21-105,

Black, P., & Wiliam, O, [1998]. Assessment and classroom learning. Assessment
in Education, 51], 7-74.

Exames do 4.° ano

Quando ouvi a noticia sobre os exames do Y.° ano lembrei-me,
de imediato, do meu exame da 4.® classe, realizado ha mais de 50
anos na escola da sede de concelho onde residia e com um jdri que
excluia a minha professora. Nesse ano era ja obrigatdria, na Iei,
a4.° classe para as raparigas, para os rapazes tinha-o sido uns
anos antes. Os nossos pais tinham-se preocupado em arranjar-
nos um <<fato novos>, digno da ocasiao, fomos de camioneta de
carreira — o Unico transporte existente — todos juntos com a
professora e conscientes da nossa grande responsabilidade. Para
muitos de nds era a primeira vez que safamos da aldeia e com a
promessa gue, depois do exame, se tudo carresse bem, teriamos
um momento de brincadeira no pargue infantil da vila.

0 exame constava de uma prava escrita e de uma prova
oral em Aritmética e Geometria, Lingua Portuguesa, Histdria
e Geografia e Ciéncias. Da minha escola primaria fomos fazer,

DES [2001). MATEMATICA A 10° AND Cursos Cientifico-Humanisticos de
Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Socioecondmicas. Disponivel
em http://www.dgidc.min-edu.pt/ensinosecundario/index.
php?s=directorinapid=2Cealetra=M

DGIDC [2007). Programa de Matematica do Ensino Basico. Disponivel
em http://www.dgidc.min-edu.pt/ensinobasico/index.
php?s=directorioepid=71si

Fernandes, D. [2008). Vinte anos de avaliacdo das aprendizagens: Uma sintese
interpretativa de artigos publicados em Portugal. Revista Portuguesa de
Pedagoagia, 40(3), 289-348.

Santiago, P., Donaldsen, G., Looney, A., & Nusche, D. [2012). DECD Reviews of
evaluation and assessment in education: Portugal. DECD.

Santos, L. [2003). A investigacdo em Portugal na area da avaliacio pedagdgica
em Matemdtica. Actas do X1V S5IEM 2003 [Semindrio de Investigacdo em
Educacio Matematica] [pp. 9-27). Lishoa: APM.

Despacho Normativo n.® 1/2005 in DIARID DA REPUBLICA - | SERIE-B, Janeiro
de 2005, 71-76.

Leonor Santos
Instituto de Educagan, Universidade de Lisboa

naguele ang, o exame da Y° classe um grupo de menos de 10
alunos. Os outros «<ndo estavam preparados=, ou ja tinham ficado
retidos em anos anteriores, e na melhor das hipdteses passaram
um ou mais anos na escala até a abandonarem, muitos deles
sem gualguer diploma. A aprovacao no exame era considerada
um marco muito importante para os alunos e para a professora.
Durante meses o grupo dos alunos da quarta classe deslocou-se
diariamente, apos o perfodo escolar, para a casa da professora,
onde continuava o trabalho de memorizacdo das diferentes
materias . Como recompensa <«<todaos os gue foram a exame
passaramss,

Nessa altura, a quarta classe representava para a grande
maioria o fim da escolaridade. No meu ango e, nas cinco escolas
da freguesia, apenas eu fiz no més seguinte o exame de
admissao aos liceus [realizado no liceu da sede de distrito)
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e continuei estudos, todos os outras foram trabalhar para a
agricultura ou aprender um dos poucaos oficios possiveis: nas
«pedras>> [extrair pedra das pedreiras da serra), sapateiros
[nas oficinas familiares onde os sapataos eram feitos por medida
e manualmente), ou «<navalheiros>> [pequenas oficinas onde se
faziam também manualmente navalhas, facas, etc.). Este era
o0 panorama ha pouco mais de 50 anos, num lugar a 80 km de
Lishoa e proximo do litoral, onde se estudava a luz do candeeiro
de petrdleo e se trabalhava de sol a sol. Entretanto as oficinas
deram lugar a fabricas, que entretanto sd sobreviveram as que se
modernizaram, a agricultura desapareceu, as criangas estao todas
na escola e agora durante 12 anos e uma percentagem muito
significativa faz um curso superior, Por tudo isto a introducdo do
exame do Y.° ano anunciado para 2013 nao e, ndo pode ser, para
reproduzir o exame da 4° classe . Dai que o argumento ouvido
nalguma comunicacao social gue «no meu tempo tambem fiz
exame= nao colhe. Esse tempo ja nao existe, a proposta do MEC
apenas contempla exames a Portugués e a Matematica e estes
contardo apenas 30% para a nota final. Esta por explicar comao irdo
ser contahilizados esses 30% uma vez que a avaliagdo no final do
1.2 ciclo esté definida como sendo qualitativa e globalizante,

A situacdo de atraso em relacdo a Europa, gue se verificava
na segunda metade dos anos 50 do século passado, mantém-se
na atualidade, apesar daos esforcos de muitos. Portugal tem hoje
0 compramisso internacional de aproximar progressivamente os
30% dos adultos em idade ativa (entre os 25 e os B4 anos) que em
2009 tinham o ensino secundario a média dos 73% dos paises da
OCOE. Sera que a substituicdo das provas de afericao no 4.2 ang,
realizadas desde 2000, pelo exame contribui para melhorar a
gualificacao dos portugueses?

A OCOE realizou recentemente um estudo [Santiago et al., 2012]
sobre avaliacdo no sistema de ensino portugués, cujo ohjetivo
foi 0 de «<explorar comao & que os sistemas de avaliacdo podem
ser usados para melhorar a qualidade, equidade e eficiéncia do
sistema de ensino>. 0 relatdrio é abrangente abordando num dos
seus pontos a avaliacdo de alunos. Neste ponto considera gue o
nosso ensino e ainda muito tradicional, com limitada utilizacao
de feedback e uma grande percentagem de retencdo dos alunos
[uma das mais altas da OCOE). Entre as recomendacdes, afirma-
se que ensino e aprendizagem ponham Enfase na auténtica
aprendizagem dos alunos e.uma maior enfase na avaliacao
farmativa dos mesmos. Considera ainda que o estigma da
retencdo vai contra a necessidade dos professores terem altas
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expetativas sobre os seus alunos.

Dutros estudos mostram que as fracas expetativas sobre aquilo
gue os alunos sao capazes de aprender é um dos prablemas do
nosso sistema de ensino, que se acentua na Matematica, onde
as concecdes dos professores e da sociedade sobre a disciplina
fazem com gue essas expetativas sejam ainda mais baixas. A
consciéncia deste facto levou a que o Programa de Formacao
Continua em Matematica definisse como um dos seus objetivos:
“formentar uma atitude positiva dos professores relativamente a
Matematica e ao seu ensino, que inclua a criacdo de expectativas
elevadas acerca do que os seus alunos podem aprender em
Matematica”. Este pretendia contrariar a ideia que os alunos nao
sdp capazes e uma certa cultura do certo e do errado defendendo
gue a nfase fosse colocada na andlise das producdes dos alunos,
de modo a identificar os erros cometidos e considerar formas

de os ultrapassar. Embora este trabalho tenha sido iniciado

no dmbito do PFCM, ele tem de ser continuado, pois alterar
concecdes e praticas  um processo lento e extremamente dificil.
0 referido relatdrio da OCDE conclui ainda gque normalmente os
dados do desempenho dos alunos ndo sdo analisados para se
compreenderem as suas dificuldades, considerando gue nao
existe uma verdadeira avaliag3o formativa. No entanto, desde o
inicio dos anos 90 do século passado que a avaliacao formativa
consta nos documentos de politica de avaliagdo dos alunos. Mas,
uma coisa sao os normativos legais, outra e a pratica diaria

da sala de aula, onde é entendida com uma visao demasiado
restritiva. O relatdrio da OCDE refere que a grande preocupagao

¢ o somativo, a atribuicdo de uma nota, uma atencao excessiva
aos resultados. Se a prova de afericdo ja era, por vezes, motiva
para, nas semanas anteriores, o trabalho da sala de aula ser todo
dirigido nessa direcdo, passando os alunos semanas a resolver
provas-tipo, com énfase no resultado e ndo numa verdadeira
compreensao da resolucdo, o que acontecerd com o exame? E as
outras dreas disciplinares que ndo sao sujeitas a exame, o gue
Ihes acontece?

Referéncias
Santiago, P., Donaldsan, G., Looney, A& Nusche, 0. [2012]. DECO Reviews of
Evaluation and Rssessmente in Education: Portugal 2012, 0ECD Puhblishing.

Lurdes Serrazina

Instituto Politécnico de Lisboa
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Soma dos angulos de um pc

José Tinoco

Todos, ou quase todos, sabem que a soma das amplitudes dos
angulos internos de um trifingulo é igual a 180° (um dngulo
raso ou dois 4ngulos retos). Este ¢ um dos resultados centrais
da geometria euclidiana. Esta propriedade ¢ uma das poucas
que a maijoria dos alunos nunca se esquece, embora, por vezes,
quando é necessdrio recorrer a ela, nem todas se lembram que
¢ um conhecimento prévio que devem mobhilizar. A partir deste
resultado facilmente se deduz a férmula (n — 2) x 180°, que per-

w
de qualquer poligono simples com n lados, convexo ou nio
convexo, assim como a conclusio de que a soma dos dngulos
externos € igual a 360° (ou dois Angulos rasos).

O principal problema surge quando se pergunta aos alunos

P

———

a soma dos trés ngulos internos do tridngulo € igual a 180°. A

lhes tinha dito. Estamos perante mais uma abstracio da mate-
mitica, que pode parecer bastante intuitiva mas que, talvez,
ndo tenha sido trabalhada da melhor forma das primeiras vezes
que foi abordada.

s

mite determinar a soma das amplitudes dos dngulos internos

~ como € que sabiam isso ou se sabem demonstrar porque € que

~ maioria ndo sabe ou apenas acrescenta que o professor anterior

Como qualquer abstraciio matemdtica, convém comegar -
~ por alguns casos concretos e sé depois generalizd-la a todos os
- triingulos, até porque este assunto comega a ser abordado no 6.°
- ano de escolaridade e os alunos ainda ndo estdo familiarizados

com demonstraces matemdticas. Constitui mesmo uma das
i primeiras demonstragoes formais que os alunos realizam no

Ensino Basico.

Soma dos angulos internos de um tridngulo

~ Uma forma muito intuitiva de chegar a este resultado, come- |
~ cando com dados concretos e manipuldveis, tal como aparece
em muitos manuais, consiste em recorrer a um trifingulo de
papel ou de cartolina. Pede-se aos alunos, como trabalho de
casa, para construirem um tridingulo com medidas & sua esco-
lha (de preferéncia grandes), para que cada aluno tenha um
trifingulo diferente (isto é importante). O professor também
deve ter o seu tridngulo para explicar e mostrar a toda a turma ||
. os procedimentos a efetuarem. Atualmente, recorrendo aos g
~ Ambientes de Geometria Dindmica, também ¢ muito simples
construir provas informais deste resultado.




Figural

No tridngulo de papel, comega-se por identificar a base (que,
neste caso, deve ser o lado maior) e a correspondente altura do
trifingulo, assim como os trés dngulos, como mostra a figura 1.

Como a altura tem de ser perpendicular a base, pode ser
obtida através da dobra que passa pelo vértice oposto quando
as duas arestas da base coincidem.

De seguida faz-se uma dobra do tridngulo, a meio da altura,
de modo que o vértice oposto coincida com o pé da altura (ver
figura 2).

Depois fazem-se novas dobragens, perpendiculares 4 ante-
rior, de forma que os trés vértices do triingulo coincidam nesse
mesmo ponto (ver figura 3).

Finalmente, obtém-se qualquer coisa parecida com um
retingulo, ou melhor, o tringulo inicial ficou dobrado em dois
retAngulos sobrepostos. Mais importante do que isso, vemos que
os trés Angulos formam um 4ngulo raso. Desdobrando o modelo
vemos que esse Angulo raso ndo é mais do que a jungio (sem
sobreposigdes) dos trés ngulos internos do tridngulo. Portanto,
chegamos & conjetura: os trés dngulos internos do tridngulo
formam um Angulo raso.

O facto importante de cada aluno ter um tridngulo diferente
conduz 2 ideia de que aquele resultado nfo € apenas vilido para
o seu tridngulo e para o do professor, mas também para todos
os tridngulos dos colegas. Comecam assim a fazer a abstraciio
daquele resultado padriio a muitos outros tridingulos.

A demonstracio formal, embora dependendo do tipo de
alunos a que se destina, pode ser introduzida com alguns casos
particulares. Um bom exemplo é o tridngulo retdngulo (fig. 4)

Podemos dobrar o tridngulo retdngulo, fazendo coincidit os
vértices dos dois 4ngulos agudos com o vértice do angulo reto.

Figura 2

Deste modo mostra-se que os dois Angulos agudos sdo comple-
mentares e, portanto, os trés Angulos formam dois retos ou 180°
(ver fig. 5).

Para demonstrar este caso particular com papel e ldpis basta
reconstruir o retingulo, tracando, pelos vértices dos dngulos
agudos, paralelas aos lados que formam o angulo reto (fig. 6).

Como £ = £, pois trata-se de dngulos alternos internos (=
representa «congruente» ou «geometricamente igual»), entéio
LB+ Ly = LB+ Ly = 9o°. Adicionando o Angulo reto obtemos
180°, isto é, La+ LB+ Ly = 180",

A partir deste caso particular, facilmente se demonstra o
caso geral. Considerando um trifingulo qualquer, a altura em
relacio ao lado maior «cai> sempre sobre esse lado. Portanto,
a altura decompée o tridngulo dado (figura seguinte) em dois
trifingulos retdngulos.

J4 sabemios que,

La+ L6+ 90" = 180%e £ + £O + g0° = 180",
Assim, juntando os seis dngulos temos
Lo+ L0 +90° + £f + L8 + go° = 3607,

isto &, dois ngulos rasos. Eliminando os dois Angulos retos, que
juntos valem 180°, em cada membro da igualdade anterior,
obtemos Za + /6 + /f + £0 = 180°. Mas temos £0 + 26 = £y,
portanto Za + £B + Ly = 180" (ver fig. 7).

Qutra possivel demonstraciio da proposicio 32 do livro I dos
Elementos, consiste em tragar por um dos vértices, uma reta r
paralela ao lado oposto (fig. 8).

Agora sabemos que £ = B e L& = £0, pois sdo Angulos alternos
internos. Como vemos na figura (ver fig 8), £6 + 20 + £y = 180",

Figura 4

Figura 3
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Figura b

pois formam um dngulo raso. Atendendo s duas identidades
anteriores facilmente se conclui que Za + £y + £ = 180",

Esta prova constitui um padrio facilmente generalizado
a qualquer trifingulo, independentemente da sua forma e do
vértice escolhido para tragar a paralela ao lado oposto. Trata-se
também de uma das demonstragtes mais curtas e mais elegan-
tes que existem na geometria euclidiana, sendo facilmente
compreensivel por qualquer pessoa, até porque ndo recorre a
grandes conhecimentos prévios.

Soma dos dngulos externos de um triangulo

Geralmente nfio nos preocupamos muito com os Angulos exter-
nos de um poligono, talvez devido ao facto de ndo fazerem parte
do poligono (geralmente consideramos o poligono como a
drea limirada pela linha poligonal). Num poligono, a qualquer
angulo interno estd sempre associado um 4ngulo externo que
lhe é adjacente. A prépria definicio de dngulo externo de um
poligono causa alguma confusfio nos alunos, pois julgam que
o dngulo externo é o angulo replementar do interno que lhe é
adjacente, isto €, associam o dngulo externo ao dngulo exterior
que tem os mesmos lados do interno.

Define-se dngulo externo como sendo o suplementar do
angulo interno que lhe é adjacente. Desta definigio resulta que
o dngulo externo € sempre inferior a 1860°, pois o 4ngulo interno
¢é sempre positivo (2 frente veremos que o ngulo externo até
pode ser negativo). Alguns alunos nio aceitam facilmente esta
definigio e, neste caso, é importante referir que o Angulo externo
corresponde 3 mudanca de direcio que temos de efetuar em
cada vértice ao percorrer os lados do tridngulo, como mostram

reta paralela ao lado oposto

Figura 8

Figura 7

as setas da figura seguinte. Qutra raziio que podemos invocar é
a necessidade que os matemdticos sentem de criarem definictes
que proporcionem propriedades interessantes e conexdes entre
os virios elementos que relacionam, contribuindo também para
a simplificacfio dos cilculos, como veremos de seguida (fig.g).

Que relaciio existe entre o ingulo externo e os dngulos inter-
nos?! Como vemos, o ingulo externo é determinado por um lado
do tridngulo e pelo prolongamento do lado adjacente. Como
o dngulo externo € suplementar do interno adjacente, entdo
Lo+ £6 = 180°. J4 sabemos que a soma dos dngulos internos é
igual a 180°, isto &, Za + £B + £y = 180°. Comparando as duas
igualdades anteriores concluimos que

la+ L0 = La+ LB+ Ly
Eliminando Z& em ambos os membros desta igualdade resulta
que £0 = LB+ Zy.

Da mesma forma se conclui que 20 = Za+ Zy e que
te = fa+ /B. Portanto, a amplitude de qualquer dngulo
externo do trifingulo ¢ igual 4 soma das amplitudes dos dngulos
internos nao adjacentes.

A proposicio .32 dos Elementos de Euclides mostra também
outra forma, ainda mais simples, de demonstrar este resultado.
Se a partir de qualquer vértice do tridingulo tracarmos uma
paralela ao lado oposto, o 4ngulo externo nesse vértice fica
dividido em duas partes, como mostra a figura 10.

Sabemos que £ = 477, por serem 4ngulos alternos internos,
e que ‘& = /A |, por serem dngulos correspondentes. Portanto,
N+ LA = La+ LB, Como 41+ £A forma o dngulo externo
adjacente a £y, concluimos que a amplitude do Angulo externo
¢ igual a soma das amplitudes dos 4ngulos internos ndo
adjacentes.

Figura g
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Reta paralela ao lado oposto

Figura 10

Da figura 10, tal como provou Euclides, também se pode
concluir que a soma das amplitudes dos 4ngulos internos de um
tridngulo é 180°, pois ZLa+ LB+ Ly = LA+ (n+ Ly = 180°.

Determinar a soma das amplitudes dos dngulos externos de
um trifngulo constitui agora uma tarefa relativamente simples,
que serve para testar o poder de argumentagiio, a capacidade
de raciocinio e a comunicacio matemdtica, para além de cons-
tituir uma pequena demonstragio que os alunos podem fazer
sozinhos.

Vejamos a elegincia da resposta de uma aluna: «Como os
seis dngulos do tridngulo (internos e externos) formam trés
dngulos rasos e os trés dngulos internos formam um 4ngulo
raso, entdo os trés Angulos externos formam dois rasos, isto &,
2 % 180° = 360°.» Até parece facil! De facto, este raciocinio
mostra que a matemdtica torna-se simples e facil quando as
ideias sdo estruturadas e encadeadas de forma curta.

No entanto, ndo podemos criar a ilusdo de que este raciocinio
€ igualmente acessivel a todos. H4 alunos que nio conseguem
provar que a soma dos dngulos externos de um triingulo € igual
a dois 4ngulos rasos (ou um giro). Para os que nfio possuem tanto
poder de sintese aqui fica outro raciocinio correto, embora um
pouco mais elaborado.

Como cada 4ngulo externo é igual 4 soma dos internos
ndo adjacentes, entdo, de acordo com a figura 11, podemos
escrever:

L0 =B+ Ly;

L0 = La+ Ly

Le = La+ £B.
Figura12
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Figura

Adicionando, membro a membro, as igualdades anteriores,
vemos que estamos a juntar os dngulos internos do tridingulo
duas vezes, ou seja,
LO+ L0+ Le = (LB+ Ly)+ (La+ Ly)+ (La+ LB)
=Lp+Ly+La+ Ly + Lot Lf
= (Lp+ Lty + La)+ (Ly + La+ £P)
180° + 180°.
360°.

Soma dos dngulos de um poligono convexo

Recordemos que um poligono diz-se convexo se qualquer dia-
gonal desse poligono estd inteiramente contida na regifio por
ele limitada, isto &, no seu interior. Caso contrdrio o poligono &
ndo convexo ou concavo. Chama-se diagonal de um poligono a
todo o segmento de reta que une dois vértices ndo consecutivos
do poligono. Como podemos ver pelas figuras seguintes, um
poligono céncavo tem dngulos internos com amplitude superior
a 180° ou, de outra forma, tem vértices <reentrantes> (fig. 12).

Para deduzir a férmula geral da soma dos dngulos internos de
um poligono convexo comecemos, igualmente, por alguns casos
particulares. Por exemplo, sabemos que qualquer quadrildtero
pode ser decomposto em dois triingulos, tracando uma das suas
diagonais. Daqui facilmente se conclui que a soma dos dngulos
internos de um quadrildrero convexo é 2 X 180" = 360°.

E qual serd a soma dos dngulos externos!? Podemos seguir
o raciocinio usado no caso do trifingulo. Agora temos quatro
angulos rasos, formados pelos quatro internos e pelos quatro

Figura13
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externos, que no total perfazem 4 X 180° = 720°. Como acaba-
mos de ver que os quatro ngulos internos valem 3607 entio os
quatro dngulos externos valem 720° - 360° = 360° (fig.14).

Tal como no tridngulo, a soma dos dngulos externos conti-
nua a ser 360°. Serd que este padrio se mantém para todos os
poligonos convexos? Vejamos mais um exemplo. O hexdgono
da figura 15 pode ser decomposto em quatro triingulos, usando
as diagonais que partem do mesmo vértice.

Assim, a soma dos 4ngulos internos do hexdgono € igual a
4 X 180° = 720°. E qual é a soma dos dngulos externos? Agora
temos seis Angulos rasos, formados pelos seis internos e pelos
seis externos, que no total perfazem 6 X 180° = 1080°. Como
vimos que os seis Angulos internos valem 720° entiio os quatro
externos valem 1080° — 720° = 360°.

Estamos perante um belo padrdo. Podemos conjeturar que
soma dos dngulos externos de um poligono convexo é igual
a 360°. Tentemos o caso geral para provar a nossa conjetura.
Dos exemplos anteriores, resulta que qualquer poligono con-
vexo com 1 lados pode ser decomposto em # — 2 tridngulos,'
Portanto, a soma dos 4ngulos internos de um poligono convexo
¢ dada por (n —2) X 180°, em que # representa o nimero de
lados. Para obter a soma dos angulos externos s6 temos de
somar todos os dngulos do poligono e subtrair os internos,
como fizemos nos casos particulares. Num poligono com n
lados, somando os ngulos internos com os externos obtemos
n dngulos rasos, isto €, a soma de todos os seus dngulos é dada
por 1 X 180°. Subtraindo os dngulos internos obtemos,

1 % 180" — (n — 2) X 180" = 360"

Figura 16

2z

Figurals

Afinal, ndo s6 temos uma curta prova mas também um belo
padrio!

Soma dos angulos de um poligono céncavo

Serd que esta regularidade se mantém para os poligonos
concavos? Os programas de Matemdtica excluem sempre os
poligonos céneavos. Haverd alguma razdo de forca maior para
que isso aconteca! O facto de apresentarem um ou mais vértices
«reentrantes» nfo causa assim tanta confusfio como a partida se
poderia pensar. Verificar se os padrdes dos poligonos convexos
se aplicam aos poligonos ndo convexos pode ser um bom desa-
fio para colocar aos alunos mais empenhados.

Tal como procedemos para os poligonos convexos, podemos
dividir um poligono céncavo em n—2 tria’mgulosh], tracando
n — 3 diagonais que ndo se intersetam. Agora hd uma pequena
diferenca. As diagonais que dividem o poligono podem nio
partir todas do mesmo vértice. A seguir encontram-se dois
hexdgonos nio convexos: o da esquerda pode ser decomposto
em quatro tridngulos tracando trés diagonais que partem do
mesmo vértice; o da direita também se decompde em quatro
tridngulos mas agora isso ndo é possivel com diagonais que
partem do mesmo vértice.

Como podemos ver, a soma dos dngulos internos destes dois
hexdgonos continua a ser 4 X 180° = 720°. Portanto, como um
poligono com # lados se pode decompor em 5 — 2 tridngulos, a
soma dos seus dngulos internos é igual a (1 — 2) X 180°,

Serd que a soma dos ngulos externos continua a valer 360°7
Se o poligono é nido convexo entio possui vértices reentrantes
ou dngulos internos superiores a 180°. Recorde-se que o 4ngulo
externo € formado por um lado do poligono e pelo prolonga-
mento do lado adjacente Observando mais detalhadamente o
que acontece nos vértices reentrantes (figura seguinte), vemos
que existe uma mudanca de orientacio dos dngulos externos
nesses vértices quando se percorre o poligono na direcio indi-
cada pela seta. Da defini¢io, sabemos que cada dngulo externo
¢ o suplementar do interno adjacente. De facto, para que isto
acontega nos vértices reentrantes a amplitude dos 4ngulos
externos tem de ser negativa, pois os Angulos internos tém
amplitude superior a 180°. E precisamente este o significado da
mudanga de orientagio ocorrida nos dngulos externos.
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Figura 17

Vejamos: /a + /6 = 180°, como sugere a figura; portanto,
/a = 180° — /6; mas como Za > 180" temos £8 = Lo — 180" < o,
isto &, o dngulo externo tem amplitude negativa.

Assim, no total, num poligono com 1 lados continuamos a
ter 1 dngulos rasos. Sendo E a soma dos dngulos externos de um
poligono com 1 lados e (1 — 2) X 180° a soma dos seus dngulos
internos, temos E + (11— 2) X 180° = n % 180", Resolvendo em
ordem a E obtemos E = 11 X 180" — n X 180" + 2 X 180" = 360".

Portanto, a soma dos dngulos externos continua a ser 360°.
Que bela surpresa! Afinal o padrio mantém-se para os poligo-
nos coéneavos.

Parece uma contradicio o angulo externo ter amplitude
negativa, mas ndo serd menos contradi¢io o dngulo externo
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estar no interior do poligono. Portanto, faz todo o sentido,
que a amplitude desse 4ngulo seja negativa. Trata-se de uma
consequéncia da definicio de dngulo externo. Precisamente,
como atrés dissemos, uma defini¢io que proporciona um belo
padrio.

Notas

[1] Prova-se que qualquer poligono (convexo ou nio) de 1 lados pode
ser decomposto em # — 2 trifingulos adjacentes, através de 1 —3
diagonais que ndo se intersetam. Uma demonstragio deste resul-
tado pode ser vista no livro de Elon Lages Lima, publicado pela
Gradiva na cole¢iio Temas de Matemarica.

[2] Uma demonstracio deste resultado pode ser vista no livro de Elon
L. Lima ou no livro de David Hilbert, publicado pela Gradiva na
coleciio Trajetos Ciéncia.
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Sucessoes e Misica

A matemdtica estd inevitavelmente presente no mundo que
nos rodeia. Alids, a matemdtica, como ciéncia dos nimeros,
surge desde a mais simples planta até & mais complexa obra de
engenharia acompanhando-nos por onde quer que passemos.
A matemdtica influencia a nossa maneira de pensar e de ver o
mundo.

As artes também sfo dominadas por esta ciéncia: os niimeros
podem originar combinagfes artfsticas incriveis, Quem diria
que um pensamento matemdtico consegue criar algo de genial,
criativo e carregado de emocio? E surpreendente a maneira
como a conjugagio de nimeros, férmulas e sequéncias conse-
gue pintar um quadro magnifico ou compor uma bela melodia.
Sucesséo de sons organizados segundo uma métrica precisa, a
musica, contendo, embora, uma dimensdo artistica, assenta,
consciente ou inconscientemente, num conjunto de vibrages
baseadas em cédlculos geométricos e proporcdes precisas.

O presente trabalho pretende mostrar, precisamente, como
as sucessdes matemadticas podem moldar e construir mdsicas.

Tomemos como base a sucessdo mais simples: ¥z = " e a cada
termo da sucessdo fazemos corresponder uma nota musical:

Sendo assim, coloquemos a sucessdo numa pauta (ver fig. 1).
Constatamos que obtivemos a escala de Dé maior. O mesmo
poderia ser feito para todas as outras tonalidades (por exemplo,
Ré maior ou L4 menor) e o resultado seria o mesmo: a escala
dessa mesma tonalidade.

E se usdssemos a sucessio definida por u,, = 9 — 1, 0 que iria
acontecer!

u, =9—1 =8 (D6 agudo) us = 95 = 4 (Fa)

U, = g-2 =7 (Si) g = 9-6 = 3 (Mi)
Uy =9-3 =6 (L4d) 1, =97 = 2 (Ré)
U, =9-4 = 5 (Sol) ug = -8 = 1 (D4)

Obtivemos a mesma escala mas no sentido descendente (ver
fig. 2).

Através das sucessdes podemos ainda construir os acordes
desta tonalidade usando a sucessdo u, = u,_, +2 em que a
primeira nota do acorde obedece a seguinte ordem: D6, Ré, Mi,
F4, Sol, L4, Si e D6 (ver figs. 3, 4 e 5). No final desta sucessio
voltamos ao primeiro acorde, mas numa oitava acima.

Podemos ainda juntar estas duas sucessdes (a da escala

u; = 1 (D6) us = 5 (Sol) ascendente e a dos acordes) em duas pautas, em que o baixo faz
u, =2 (Ré) ug = 6 (L4) a escala e 0 agudo faz os acordes (ver fig. 6).
: ; Continuando ainda nas notas musicais, podemos formar
u, =3 (Mi u, =7 (8 ,
> =3¢ j ) =7 1‘) uma sucessdo sonora utilizando a famosa sucessdo de Fibonacci.
u, = 4 (Fa) ug = 8 (Dé agudo) Iremos ter a situacfio descrita na Figura 7. E, em Mi maior, na
figura 8.
e
Fan e = fa) © o ‘E
o B = (%] -
¢ o ¥ s
Figura
9}
&F
5= S = = 1
WA el [ ] =
[3] s ¥ =
Figura 2
o)
A5 ] ] = =
% : P 1 t 3 } <4 i
- o o
i, =1 (D6) u, = 2 (Ré) u, =3 (Mi)
u, =1+2=3(Mi) u,=2+2=4 (Fg) u, =3+2=5(Sol)
4y =3+2=5 (Sol) U, =4 +2 =6 (Ld) U, =5+2=7(Si)
Figura 3
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u;, = 4 (Fa) u, =5 (Sol) u, = 6(L4)
U, =4+2=06(Ld) U, =5+2=7(Si) u, =6+2=_8(Ds)
u, = 6+2 =8 (Do) u, =7+2=g (Ré) U, =8 +2 =10 (Mi)
Figura 4
A -
% 8 | ]
.J 3
u, =7 (Si) u, =8 (Dg)
u, =7+2=g9 (Ré) i, =8+ 2 =10 (Mi)
u, =9+ 2 =11 (Fd) u, =10 + 2 = 12 (Sol)
Figura 5
f s
7 = = s g 8 8 ]
O-ao——H——————o L8] LY ©
v _é'_ o] & iy #
o3 8 = [ & ] 3 — e.'
{ ,--ci: = = T3 © i |
Figura &
H =
(X = — i
D= FEY T -
u, =1 (Do) us = 5 (Sol)
Uy :I(Dé) Ug =8(D6)
u, =2 (Ré) u, =13 (L4)
u, =3 (Mi)
Figura7
Dbty =
(%]
'\_;? —3 P= r= (%) < e ﬂ
u, = 1 (Mi) us = 5 (Si)
u, = 1 (Mi) ug = 8 (Mi)
uy = 2 (Fa#) u, = 13 (D6#)
u, = 3 (Sol#)
Figura B
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Figura 9

No que toca a parte ritmica, a sucessdo vai ser diferente das
que foram usadas até agora. Observemos a Figura 9. Uma semi-
breve (o) tem a duraciio de 4 tempos; assim a minima () vale 2
tempos — o que corresponde a 1/2 da semibreve; segue-se entdo
a seminima (J) que vale 1 tempo — o que corresponde a 1/4 da
semibreve; a seguir surge a colcheia o)) que é metade de uma
seminima — o que corresponde a 1/8 da semibreve; depois, a
semicolcheia () que é merade da colcheia — o que corresponde
a 1/16 da semibreve. Sendo assim, temos a seguinte sucessio:

U, =1, Uy =12, Uy = 1/4, wy = 1/8, u; = 1/16.
Facilmente verificamos que a duraciio das notas diminui muito
depressa. Portanto vamos ter que determinar o termo geral

L1 Le Lz 1

et

1 WML

Licia=1]

desta progressio geométrica. Para tal, utilizaremos a calcula-
dora grafica.
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1. Inserir os dados nas listas da calculadora.

2. Pressionar a tecla STAT, escolher o menu CALC e a opgio o
ExpReg. Depois, escrever Ly, Ly, Y e fazer ENTER.

Para concluir, o termo geral que d4 origem & sucessdo das dura-
¢Des ritmicas é u, =2 X (0.5)”.

ExFFEeag
=gk

b=.5
rE=]1
r=-1

Ainda subsistem didvidas de que a matemdtica é a base de toda
a vida na terra! Tudo tem, ou teve, origem na matematica, e
é isto que a torna tdo perfeita, ao mesmo tempo que a torna
uma linguagem precisa e inequivoca. (Terfamos que chegar a
qualquer coisa como a musica €, também ela, uma linguagem
universal, subjectiva e plurivoca. Mas, sujeita as leis da mate-
mdtica, a ciéncia que dd origem a todas as sucesstes de sons
possiveis.)

Conclufmoa que a miusica estd também sujeita s leis da
matemdtica. E esta que dé origem a todas as sucessdes de sons
possiveis.

lose Pedro Fernandes
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0 papel do professor na aula de Matematica

Ensinar matematica é um desafio complexo pelo que o

professor precisa de ter conhecimento da matematica que

ensina, do programa, do processo de ensino-aprendizagem, da
organizacao da atividade na sala de aula e dos seus alunos. E

este conhecimento profissional gue leva o professor a fazer uma
escolha criteriosa dos recursos didaticos e a fazer uma boa gestao
do trabalho em sala de aula. Recai sobre si a responsabilidade de
gerir e implementar um curriculo, do qual depende a qualidade
das aprendizagens dos seus alunos [Moyer, Cai, Laughlin & Wang,
2009).

Neste artigo procuramos evidenciar o papel do professor nos
diferentes momentos da realizacdo de uma tarefa: [i] introducao
da tarefa; (ii) trabalho autdnomo dos alunos; (iii] discussao da
tarefa e [iv] sintese final. Para isso recarreu-se a um episodio de
sala de aula', de uma turma do 3.° ano de escolaridade,

A tarefa proposta aos alunos tinha como ohjetivos a
investigacao de regularidades numeéricas e o desenvolvimento
da capacidade de generalizacao, e seguiu uma abordagem de
ensino-aprendizagem de cunho exploratdrio. Como salienta Ponte
(2005), nao basta selecionar boas tarefas, é preciso ter atencao ao
modo de as propor e a sua conducdo em sala de aula, pois o que
os alunos aprendem resulta de dois fatores principais: a atividade
gue realizam e a reflexdo que sobre ela efetuam.

Uhserg@%ﬁﬁh&hffﬁ de blocos

Introducdo da tarefa

0 professor iniciou a aula apresentando a tarefa aos alunos como
sendo uma exploracao matematica que iria ser realizada até ao
intervalo da manha. Enquanto distribuiu a ficha de trabalho [ver
figural), infarmou que o trabalho tinha uma componente inicial
individual e outra em grande grupo, gue envolvia a discussao e
correcdo da tarefa com o contributo de todos. Posteriormente
distribuiu aos alunos uma folha de papel quadriculado para uso
facultativo, solicitando-os a registarem <<muito bem= o modo
como pensavam, a fim de evitar os frequentes esquecimentos
aguando da discussao da tarefa.

Pudemos constatar que o professor forneceu indicagdes
sobre o trabalho que pretendia que os alunos desenvolvessem,
que passaram pela natureza da tarefa, o tempo disponivel para
a sua realizacao, os momentos da aula e distribuiu o material
necessario. Relembrou a importancia de fazerem registos
detalhados, procurando evitar o problema detetado em aulas
anteriores.

Trabalho autdénomo dos alunos

Neste momento da aula o professor infarmou os alunos que
dispunham de 30 minutos para trabalharem individualmente.
Durante este periodo o professor circulou pela sala, observou os

Figural Figura 2

aj’-Eﬁl"i'tinua a sequéncia e desenha as figuras 5 and &

Figura 3

Figura 4

Jantos hlocos foram utilizados na construcdo de cada uma das figuras? Escreve a tua resposta na tabela seguinte.

Nimero da figura

Niimero de hlocos

1

2
3
y

Figura 1.—Ficha de trabalho

202

B usar desenhos és capaz de descobrir quantos blocos tem a figura 20 da sequéncia? Explica como pensaste.
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registos dos alunos e identificou diferentes raciocinios. Também
ajudou a resolver ddvidas sem validar de imediato as respostas
dos alunos. Canstatou que, na sua maioria, os alunos responderam
corretamente as trés questdes e verificou heterogeneidade no
que respeita ao conhecimenta matematico e a capacidade de
comunicacdo dos alunos. Dbservou que as respostas a questao c,
onde era solicitado o nimero de blocos da figura 20 da sequéncia
sem recurso a desenhas, foram diversificadas e, embora corretas,
mostraram um desempenho gualitativamente diferente dos
alunos, As estratégias de generalizacao desenvolvidas pela
maioria dos alunos foram baseadas no padrao pictdrico das
figuras da sequéncia, envolvendo apenas o nimero de blocos

de cada figura. 0 professor verificou também que pedir a0s
alunos para continuarem a sequéncia pictdrica de crescimento,
desenhando as figuras, nao foi suficiente para que todos
reconhecessem uma ou mais regularidades e as utilizassem para
desenvolver uma generalizacao.

Neste momento da aula, contrariamente ao que se possa
pensar, o professor envolveu-se num trabalho ativo e exigente ao
procurar conhecer os raciocinios dos alunos. A profundidade da
discussao da tarefa dependeu, em grande parte, da informacéo
que o professor recolheu aquando do trabalho autdnomo dos
alunos.

Discussdo da tarefa
Com base na informacao que recolheu anteriormente o professor
pediu a um aluno para ir ao quadro explicar como tinha resolvido
a questao b, pois sabia que este aluno tinha usado a estratégia
mais frequente na turma. Esta consistiu numa relacao de
recorréncia, em que o ndmero de blocos de qualquer figura &
obtido acrescentando mais dois blocos & figura anterior. A andlise
desta estratégia, com toda a turma, fez com que alguns alunos
conclufssem gue o preenchimento da tabela podia ter sido feito
através de uma regularidade numérica entre o nimero de blocos
sem ser necessario o desenho de figuras.

Para o final da discussao da guestdo ¢, o professor pediu ao
aluna que tinha a estratégia mais elaborada para explicar como
tinha pensadao.

Pedro: Eu fiz duas maneiras de fazer isso. Fiz B vezes 2 igual a 16.
Menos 1é igual a 15. 0 menos 1€ parque aqui vai assim [refere-se
35 duas metades de quadrado em falta no patamar superior da
figura pois desenha a figurac e indica-os).

Professor: Isso quer dizer que se tivesses 2 vezes B ou ¢ B vezes
oc?

Pedro: [Desenha a figura 8 a partir da figura 2] Oito, depois agui.
Aqui tinha 7.

Professor: Que sao entdo 8 menos 17
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Pedro: B vezes 2. Menos 1 porque falta agui e duas metades, fazl.
Pedro: Depois a outra maneira para mais [meninos] peguenos é
B+7 gue & igual 2 15. Depois a figura 20.

Professor: E outro exemplo que queres mostrar.

Pedro: Na figura 20 é a da [questaa) c. Fiz 20 vezes 2 menas Tque
é igual a 39. E é este o resultado da [guestao] ¢, que eu acho.
Prafessar: Explica-me uma coisa. Ai a figura B. D que équetu
queres dizer? E o dobro de 8 ou & 8 vezes 27

Pedro: E o dobro de 8, Esta trocado.

]

Professor: Vamas valtar ai ao 2 vezes B o gue disseste a seguir foi
menos 1, entdo vamos escrever isso de uma forma acertada.
pedro: [Seguindo a informacao do professor.] E mais pratico.

Neste momento da aula o professor revelou grande cuidado na
conducan da discussao, provavelmente fruto da sua experiéncia
profissional. Nem todos os alunos partilharam as suas estrateqgias
porgue o professor escolheu cuidadosamente s0 aguelas
que eram diferentes entre si e organizou a sua apresentagao
comecanda pelas mais elementares [que envolviam 54 0 nimero
de blocos) e so depois as mais elaboradas [que estabeleciam
uma relacdo entre o numero da figura e o nimera de blocos).
Questionou os alunos pedindo-Ihes que comunicassem o modo
como tinham pensado, interpelando-os quando necessario,
de mado a tornarem as suas ideias percetiveis para a turma. A
intencao do professar nao foi forcar os alunos a desenvolverem
estratégias mals sofisticadas mas sim questiona-los ajudando-os
a desenvalver gradualmente estratégias mais eficientes. Este
trabalho também permitiu ao professor identificar dificuldades
dos alunos ainda ndo detetadas na fase do trabalho auténoma
como, por exemplo, a situacao que envolve a traducdo da
linguagem natural para linguagem numeérica.

A criacdo de um ambiente de sala de aula gue permitiu aos
alunas envolverem-se na apresentacao e defesa de ideias
e comentarem as intervencies dos colegas é fundamental,
como refere Boavida [2005), para se chegar a consensos
sobre o significado de ideias matematicas importantes. Oe
facto, comunicar para aprender Matematica e aprender a
comunicar matematicamente dependem das opartunidades, do
encorajamento e do apoio gue sao dados aos alunos para falar,
escrever, ler e ouvir nas aulas de Matematica [NCTM, 2007).

Sintese

Com base no trabalho desenvolvido em sala de aula, o professor
foz uma sintese e, com a concordéncia dos alunos, conferiu

maior eficiéncia a algumas das suas estratégias. A sintese fai
feita oralmente e através de um texto coletivo onde os alunos
registaram, entre outros aspetos, que "usar desenhas pode ajudar
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Figura 2.~Pedro explica pargue subtrai uma unidade

a pensar mas que sd é Util se quiserem conhecer uma figura
préxima” e escreveram a lei de formacdo da sequéncia, utilizando
a linguagem natural.

E de notar que a sintese da aula foi 0 momento importante
para o professor articular as varias estratégias usadas pelos
alunos e fazer emergir as ideias matematicas principais da tarefa,

0 papel do professor na conducao da atividade dos alunos em

sala de aula, guando trabalham com tarefas desta natureza, é
determinante para o sucesso da aprendizagem a matematica dos
alunos. De facto, & importante dar indicaces aos alunos, durante
a introducdo da tarefa, sobre o modo como a aula ird decarrer
[por exemplo, tempo disponivel para a fase de trabalho auténomo)
porgue isso traduz-se na necessaria tranquilidade para
comecarem a trabalhar com confianca e evita o questionamento
em coro: "o que é que é para fazer?", E fundamental conhecer o
modo como os alunos resolvem uma tarefa e como utilizar esse
conhecimento para equacionar uma discussao mais rica em sala
de aula. Finalmente, fazer uma sintese do trabalho realizado na
aula, onde as ideias principais sao focadas, ndo pode nem deve ser
esquecido pelo professor. E neste momento gue, muitas vezes, os
alunos tomam consciéncia daguilo que a aula trouxe de novo para
o0 seu conhecimento matematico.

Notas

1 Silvestre, A. I.. Faria, A., Sousa, H., Cristo, |., Santos, |, Molarinho, M. &
Veladas, M. [2010). Sequéncias pictdricas: Estratégias de generalizagan
dos alunos do 2.2, 3.2 e 5.° anos. In GTI [Org.) O professor e o Programa de
Matematica do Ensino Basico [pp. 91-122). Lisboa: APM
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Cristina Loureiro

Estruturacdo espacial (3]

Esta secdo é alimentada por um trabalho de investigacdo que
tenho vinda a realizar hé bastante tempa em varias turmas do

1° ciclo. Este trabalho centra-se na experiéncia de realizacao

de atividades de geometria e medida em vérias turmas, coma
minha presenca na sala de aula. Rs atividades s3o implementadas
a partir de sequéncias de tarefas que, depois de experimentadas,
passam a constituir o que designo por percursos didaticos.
Estes percursos fundamentam-se em niveis de estruturagdo do
raciocinio geometrico (Battista, 2008] e estas experiéncias tém-
me permitido compreender melhor a caraterizacao desses niveis
e as suas implicac@es na aprendizagem da Geometria e Medida
geomeétrica em todo o ensino basico.

Um dos percursas [Loureiro, 2012) foca-se principalmente na
estruturacdo espacial dos poligonos, trabalhando-os como uma
combinacdo de dngulos e procurando estabelecer relaces entre
esta componente e o composta, o poligono [Quadro1). Neste
percurso comega-se por trabalhar com quadrados e outros
retdngulos (tarefas 1 e 2], passando por outros quadrilateros
[tarefas 3 e Y] e outros poligonaos [tarefa 5], para terminar com
triangulos [tarefa B). Em todas as tarefas os angulos foram o
elemento fundamental em estudo.

Rs tarefas desta sequéncia incidem articuladamente sobre

a estruturacao espacial e a geométrica. A primeira parte do
percurso orienta-se para a estruturagdo espacial, procurando
libertar os alunos do suporte do geoplano e do papel ponteado
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correspondente, para a utilizacao de papel branco que ocorre

nas tarefas 5 e 6. A identificacdo de 8ngulos, com recurso a
utilizacdo do detetor de dngulos retos, ajuda a destaca-los

como elementos de um paligono. Neste percurso, os lados,

como elementos constituintes de um paligano, foram pouco
significativos pois apenas tiveram alguma atencao na discussag
coletiva apds as duas tarefas de construgdo dos retangulos,
quadrados ou nao [tarefas1e 2]. e nas tarefas 3 e 5, apenas como
contagem. A identificacdo das figuras, independentemente da sua
posicaa na plano, e o reconhecimento visual dos dngulos como
parte das figuras sao exemplos de estruturacdo espacial dos
guadrilateros, dos tridngulos e dos outros poligonos. Como afirma
Battista [2008), a configuracdo visual € uma forma de estruturar
espacialmente.

A estruturacdo geométrica comega por ocorrer na discussao
coletiva no fim da tarefa 2, com a introducao de figuras que sao
contraexemplos e com a inclus3o do quadrado como retangulo
especial. A tarefa 3 e a tarefa b inscrevem-se tambem neste
ambhito pelas discussfes coletivas gue proporcionaram e em gue
foram estabelecidas relacGes geomeétricas.

Propositadamente os lados, outro elementa fundamental de um
poligono, estiveram quase totalmente ausentes. Esta experiéncia
permite-me concluir gue foi uma boa opcdo focar toda a atencao
no elemento dngulo e nas relacdes que podem ser estabelecidas,
algumas delas ja referidas em outras notas anteriores.
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Considero este percurso muito consistente porgue, em todas as
experiéncias realizadas, (1] as tarefas foram sempre o ponto de
partida e provocaram um envolvimento generalizado dos alunos
das turmas em gue foram experimentadas, [2] os trabalhos
realizados pelos alunos proporcionaram discussdes coletivas
muito ricas, (3] as atividades deram sentido ao conhecimento
sobre dngulos como elemento fundamental da estrutura

de um poligono e (4] deram sentido ao estabelecimento de
relagdes geométricas interessantes bem como & necessidade de
compreender e justificar essas relacdes. No que respeita a ligacao
entre as tarefas, considero que a ordem esta hem delineada pois
permitiu aos alunos avancar, partindo sempre do conhecimento
adquirido na atividade anterior e introduzindo também novos
obstaculos promotores de aprendizagem. Além dissao, este
percurso deixa entradas em aberto para outros percursas de
estruturacdo espacial e de estruturacao geométrica,

Duadrol

Este trabalho de investigacdo tem permitido dar especial atencdo
a decisdo sobre se as tarefas se orientam para a estruturacao
espacial, para a estruturacdo geometrica ou, ainda, se comhinam
e como combinam estas duas orientac@es, Um outro aspeto

tem sido a obtencao de tarefas, desafiantes e capazes de criar
nbstaculos promotores de aprendizagem, focadas principalmente
na estruturacdo espacial. Sabendo gue & muito facil e tentador
cair numa exigéncia de estruturacdo geomeétrica sem que os
alunos tenham ainda desenvolvido uma adequada estruturacdo
espacial, penso gue vale a pena discutir o desenvolvimento do
raciocinio geométrico nesta perspetiva.

Propositadamente deixo com esta nota varios pontos em

aberto para discutir em notas subseqguentes, nomeadamente

os trabalhos realizados pelos alunos e o conhecimenta que foi
construido. bem como o papel da intervencao do professor na
realizacdo destas atividades.

Descricdo sumaria da tarefa

Barreiras criticas

1 Construir quadrados num geoplano de 5 por 5.

Reconhecimento de guadrados em posicdes nao «direitass»,
Necessidade de recorrer a dngulos retos e de introduzir um instrumento
de medida, 0 «detetar de dngulos retosss.

2 Construir retangulos num geoplano de 5 por 5.

Utilizac3o do <«detetor de dngulos retosss.

Reconhecimento de retdngulos em posicdes ndo <<direitasss.
Inclusa@o do quadrado como retangulo especial.

Introducdo de figuras gue s3o contraexemplos,

3 Construir quadrildteros com pelo menos um dngulo reto num geoplano

de 5 pors.

Construcan de figuras que respeitam simultaneamente duas condicées,

Y Identificar em quadrildteros construidos, dngulos agudos e obtusos,

Reconhecimento e comparacao de angulos.
Aparecimento de um dngulo que gera guadrilateras nao convexos, o
angulo maior que um raso.

5 Descobrir dngulos retos, agudos, ohtusos e superobtusos em poligonos

dados em papel branco.

Auséncia da estrutura guadriculada do geoplano.
0 dngulo como elemento fundamental de um poligono.
Relacdes que envolvem angulos e lados .

B Construir, em papel branco, tridngulos com: (1) um angulo reto, [2] um
angulo obtuso, [3] nenhum dngulo reto e nenhum angulo obtuso.

Estruturacdo espacial em papel branco.
Impossibilidades de construcao.

Tridngulos: retdngulos, obtusangulos e acutdngulos.
Relacdes gue envalvem angulos num tridngulo.
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Desenvolvimento da linguagem algébrica

Manuel de Sousa Pereira

A Algebra sempre foi considerada um importante tema nos
programas de Matemdtica. No programa de Matemética do
Ensino Bésico (ME, 2007) a Algebra foi introduzida como tema
programético nos 2° e 3° ciclos e no 1° ciclo j4 tem lugar uma
iniciaciio ao pensamento algébrico. O conceito de pensamento
algébrico foi progressivamente ganhando espaco desde o inicio
da década de 8o, do séc. XX, e vai muito além da capacidade
de manipulagiio de simbolos (NCTM, 2007; ME, 2007; Ponte,
Branco & Matos, 2009a), contrariamente ao que durante muito
tempo vigorou, gerando as maiores dificuldades aos alunos, um
ensino muito centralizado na manipulagio simbdlica.

Segundo 0 NCTM (2007), «os alunos necessitam de com-
preender os conceitos algébricos, as estruturas e os principios
que regem a manipulagio simbélica, e 0o modo como os préprios
simbolos podem ser utilizados para registar ideias e tirar ilagdes
face a certas situagdes» (p. 39). Além disso, o pensamento algé-
brico diz respeito a simbolizagio, ao estudo de relagBes entre
objetos matemdticos, generalizaciio, ao estudo da variacio e a
modelacio (NCTM, 2007; ME, 2007).

O processo de ensino-aprendizagem da Algebra deve envol-
ver, a par e de modo harmonioso, a linguagem simbdlica e a
sua compreensdo. Assim, perseguindo um ensino-aprendizagem
exploratério (Ponte, 2005), o professor deve propor tarefas
adequadas a esse efeito, como exploragBes e investigacdes, para
além dos exercicios e problemas de rotina. Deste modo, permi-
tem-se verdadeiras oportunidades aos alunos de construcio de
conceitos, de desenvolvimento do raciocinio e da comunicagio
matemaéticos e uma progressio nos modos de representagio, o
que deve ser feito, tanto quanto possivel, com o contributo dos
alunos.

Em qualquer tema as tarefas assumem um papel fundamen-
tal, mas também é muito importante o trabalho das aulas. Ora,
numa aula de cunho exploratério e investigativo os alunos tém
de formular estratégias préprias, a0 mesmo tempo que mobili-
zam conhecimentos e capacidades anteriormente desenvolvi-
das. Assim, a aula dessa natureza estrutura-se usualmente em
trés fases (Ponte, Matos & Branco, 2009b): (1) apresentacio e
interpretacio da tarefa (em coletivo); (2) desenvolvimento do
trabalho auténomo dos alunos (em grupos, pares ou individual);
e (3) discussdo e sintese final (em coletivo).

As tarefas de natureza exploratéria e investigativa (Ponte,
2005) constituem uma mais valia nas aulas de Algebra por
proporcionarem, com um verdadeiro contributo dos alunes, a
construcio de novos conceitos e o desenvolvimento de outros,
bem como os modos de representaciio, passando progressiva-
mente das representacdes informais, da linguagem natural ou
notagdes criadas pelos préprios alunos para modos cada vez
mais formais de uma forma natural (Ponte et al., 2000a).
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Neste tipo de tarefas surgem normalmente da parte dos
alunos diversas estratégias que numa exploraciio inicial se resu-
mem a tentativas que evoluem geralmente para a descoberta
de relagies e o estabelecimento de generalizagdes. Ora, na fase
de discussio, surgem da parte dos alunos, diversas abordagens a
mesma situacio proposta, revelando-se uma excelente ocasifo
para explorar conexdes, negociar/desenvolver significados,
evoluir em termos de representacdes, enfim, uma oportunidade
por exceléncia para a constru¢io/desenvolvimento do conhe-
cimento matemdtico na sala de aula.

Além da tarefa e da estruturagio da aula, sfio extremamente
importantes o discurso e os papéis do professor e dos alunos.
No que respeita ao discurso, refere-se ao contributo dos alunos
e do professor na fase de discussdo. Ora, o discurso da sala de
aula nfio deverd ter maior predominio da parte do professor, mas
da parte dos alunos tanto quanto possivel, de modo que a sua
contribuicio seja fortemente valorizada (Ponte et al., 2009b).
Em relacio aos papéis, ao aluno cabe o papel de trabalhar nas
tarefas que lhe sdo propostas e ao professor o de propor tarefas
aos alunos, estabelecer os modos de trabalho e dirigir o discurso
na sala de aula. O papel de autoridade matemadtica, poderd ser
exercido, para além do professor e do manual, rambém pelos
alunos na medida em que a sua argumentagio e raciocinios
podem ser considerados uma fonte vilida de conhecimento.

A seguir descrevem-se alguns episédios de uma aula para
ilustrar estas ideias, onde o autor desempenhou o papel de
observador participante, no dmbito de uma investigacio com
uma turma do 7.° ano de escolaridade. Considerou-se, como
exemplo, a seguinte tarefa abaixo, de natureza exploratdria,
enquadrada nos objetivos de aprendizagem do programa de
Matematica do Ensino Basico (ME, ;:oc:q).{l

Esta tarefa estd estruturada em questdes fechadas e abertas
(quando ¢ pedido para justificar ou para generalizar). Nesta
como noutras sequéncias figurativas ou visuais, a professora
procurou explorar a sua regra ou lei de formagio que consiste
em estabelecer uma relacio entre a ordem das figuras e o
nimero de elementos que as compdem. Ora, os alunos usam
normalmente uma variedade de estratégias para a construcio
dessa relacio em que assenta o padriio. Rivera e Becker (2008)
estabeleceram trés tipos de estratégias empregues usualmente
pelos alunos: (1) numérica, que utiliza apenas estimulos estabe-
lecidos a partir do padréo listando uma sequéncia de niimeros ou
usando uma tabela para derivar a regra a partir daf, procurando
relacBes aritméricas entre os valores das varidveis (a ordem e o
termo); (2) figurativa, que se aplica apenas quando se descreve
a generalizacio do padrio utilizando diagramas, sendo a regra
totalmente obtida a partir de indicios visuais estabelecidos dire-
tamente a partir da estrutura dos dados, podendo-se recorrer &



Tarefa

1. A Joana utilizou palitos para construir uma sequéncia de figura as quatro primeiras figuras.?!

[a] A tabela seguinte relaciona o niimero da figura com o seu ndmero de palitos. Completa-a.

Fig.] Fig.2 Fig.3 Fig4
Nimero da figura 1 o 3 y 5 b 50
Numera de palitos y

(b] Quantos palitos s3o necessarios para construir a centésima figura? Explica como chegaste a essa conclusio.

[c] Existe, nesta sequéncia, alguma figura com 601 palitos? Se existir, determina a ordem que Ihe corresponde.

(d) Escreve uma regra que permita determinar o nimero de palitos de qualquer figura desta sequéncia.

Explica o teu raciocinio.

[e] Escreve uma expressao algébrica que traduza a regra descrita na pergunta anterior.

decomposigio das figuras — termos; e (3) uma combinacio de
ambas as abordagens anteriores (numérica e figurativa).

Os alunos no seu trabalho auténomo trabalharam em grupos
de trés. Chegada a fase de discussdo, verificou-se que na primeira
questiio os alunos identificaram uma relaciio de crescimento de
figura para figura comecgando por verificar que podem obter
a figura seguinte acrescentando trés palitos a figura anterior.
Este processo revela-se adequado em figuras préximas, mas para
figuras relativamente distantes como a 50, o processo de se ir
acrescentando sucessivamente trés palitos a figura anterior nio
é nada pratico. Os alunos verificaram recorrendo a uma estra-
tégia figurativa que o nimero de palitos dispostos na horizontal
corresponde ao dobro da ordem da figura e o nimero de palitos
dispostos na vertical corresponde 4 soma da ordem da figura
com 1. Deste modo, ndo precisam de desenhar mais figuras da
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sequéncia até a figura solicitada para saber o niimero total de
palitos qua a constitui. Assim, conseguem determinar o nimero
de palitos de qualquer figura da sequéncia sabendo apenas a sua
ordem. Algumas respostas evidenciam esta generalizacio, como
o grupo da Ana, Rui e Rute, na alinea d) (ver figura 1).

Alguns dos grupos como este, fazem referéncias as figuras,
explicando a generalizagio encontrada recorrendo a linguagem
natural agrupando conjuntos de palitos. Porém, outros grupos
verificaram recorrendo a uma estratégia numérica que 4 sequén-
cia se podia associar os muiltiplos de 3, com a adigio de uma
unidade a cada miltiplo, como ajuste de resultado. Diversas
respostas refletem esta generalizaciio, como o grupo da Inés, Isa e
Luis, na alinea a), na figura distante de ordem 50 (ver figura 2).

Por um raciocinio andlogo, na alfnea b), o grupo da Ana,
Rui e Rute recorreu & mesma generalizacio (ver figura 3).
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Até aqui verificou-se que os alunos generalizaram recorrendo
a modos de representacio em linguagem natural e numérica
seguindo estratégias ora figurativas ora numéricas. A partir
daqui, para a resposta da alinea e), a professora sugere que se
use a letra n para representar a ordem de uma figura qualquer
da sequéncia, tal como na tarefa da aula anterior tinha sido
acordado. Assim, a professora procura, com o contributo do
grupo-turma, obter uma expresséo algébrica que represente o
némero de palitos de uma figura de qualquer ordem. Na tarefa
da aula anterior j4 tinham generalizado e construido a respetiva
expressdo algébrica e por isso jd estavam um pouco mais a von-
tade por nfo ser a primeira vez.

A professora questiona os alunos sobre como se pode
construir uma expressio algébrica que se procura. Sugere-se a
andlise das respostas dadas as questdes das alineas anteriores na
tentativa de serem associadas a uma expressio algébrica. Surgiu
a resposta do grupo da Inés, Isa e Luis que se apresenta a seguir
em conformidade com o seu raciocinio ja evidenciado na alinea
a) para a figura 50 (ver figura 4).

No caso da resposta do grupo da Ana, Rui e Rute & alinea d)
e sendo # o nimero da figura, surgiu, com a contribuicio dos
alunos, a expressio 2 X 71 +# + 1. Ora, uma excelente ocasifio
para se estudar/verificar a equivaléncia entre estas duas expres-
soes algébricas.

Os alunos chegaram desta forma a uma expressdo algébrica
que representa o niimero de palitos que constitui qualquer figura
da sequéncia. Inicialmente, recorrem usualmente nos seus
modos de representacio da generalizagio  linguagem natural
e numérica, mas de um modo natural, surge uma letra para
representar a ordem da figura, como poderia ter surgido outro
simbolo qualquer indicado pelos alunos de modo consensual
para representar nimeros.

Em jeito de conclusdo, refere-se que na fase de discussio
e sintese (em coletivo) dos resultados obtidos durante o seu
trabalho auténomo (em grupo), proporcionou-se um verda-
deiro contributo dos alunos, apresentando-se e discutindo-se
as respostas matematicamente significativas e evitando-se
naturalmente as ideias repetidas. Verificou-se que os alunos
passaram da linguagem corrente e numérica para a linguagem
algébrica de um modo natural, embora com alguma dificuldade
inerente ao modo de representacio, pois comegam a interiori-
zar que uma letra pode representar vérios nimeros (ordens das
figuras). Esta progressio nos modos de representagio implica
relacionar diferentes representagdes e converter a linguagem
natural/numérica em linguagem algébrica revelando-se tarefas
naturalmente dificeis, pois os alunos esto a iniciar a aprendi-
zagem de diversos conceitos em simultineo, nomeadamente o
de varidvel e o de relacio funcional (relagfio implicita entre o
termo e a respetiva ordem).

Salienta-se que nas aulas de Algebra como noutros temas,
um ensino-aprendizagem exploratério aliado a tarefas adequa-
das (exploratérias/investigativas) constitui um terreno deveras
favordvel & construgio/desenvolvimento do conhecimento
matematico, na medida em que se podem obter discussoes
verdadeiramente proficuas, onde a contribuicio dos alunos seja
fortemente valorizada.
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A tarefa e os modos de trabalho na sala de aula sdio extrema-
mente importantes e constituem auténticos desafios para ofa)s
professores(as), nomeadamente o de escolher/construir/adaptar
tarefas que devem proporcionar aprendizagens matematica-
mente significativas e ir muito além da aplicagiio de conceitos e
treino de procedimentos, da previsio de extensdes matemdticas
interessantes a realizar pelos grupos mais rdpidos, de controlar
o0s comentirios/questdes que se oferecem aos alunos para nio
se indicar qualquer estratégia e de evitar ao méximo adiar para
aula seguinte a discussdo efou sintese dos conhecimentos pro-
duzidos pelos alunos.

Além disso, ainda, o professor deve evitar validar as res-
postas dos alunos durante o seu trabalho auténomo de modo
a continuarem motivados para a discussdo, acautelar que os
alunos registem os conhecimentos coletivamente sistematiza-
dos durante a sintese da aula e que decorreram da discussdo,
promover um ambiente de sala de aula estimulante em que os
alunos sejam encorajados a participar ativamente e evitar que
a discussio e sintese se transforme simplesmente num desfile
de resolugtes distintas apresentadas por diferentes alunos, mas
que v muito além disso, com apresentagdes/discussdes apenas
matematicamente significativas.

Notas
[1] Para mais detalhes desta aula consultar Pereira (2011).
[2] Tarefa adaptada de Vale e Pimentel (2009).

Bibliografia

ME (2007). Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico. Lisboa: Ministério
da Educacio.

NCTM (2007). Principios e Normas para a Matemdtica Escolar. Lisboa:
Associacio de Professores de Matemdtica (tradugiio portuguesa do
original de 2000).

Pereira, M. S. (2011). Contribute da resolugdo de problemas de pa-
diao para a aprendizagem da Algebra no 7" ano de escolaridade.
Dissertaciio de mestrado nio publicada, Universidade do Minho,
Braga. (Disponivel em http://repositorium.sdum.uminho.pt)

Ponte, ]. P. (2005). Gestio curricular em Matematica. In Grupo de tra-
balho de investigacio (Ed.), O professor e o desenvolvimento curri-
cular (pp. 11-34). Lisboa: APM.

Ponte, ]., Branco, N. & Matos, A. (2000a). Algebra no Ensino Bésico.
Lishoa: Ministério da Educacio, Direcio Geral da Inovagio e
Desenvolvimento Curricular.

Ponte, J., Matos, A. & Branco, N. (2009b). Sequéncias e Fungdes.
Lisboa: Ministério da Educagdo, Direciio Geral da Inovagio e
Desenvolvimento Curricular, §

Rivera, E D. & Becker, ]. R. (2008). Middle school children’s cogniti-
ve perceptions of constructive and deconstructive generalizations
involving linear figural patterns. ZDM: The International Journal
on Mathematics Education, 40(1), 65-82.

Vale, 1. & Pimentel, T. (2009). Padrées no ensio e aprendizagem da
Matemdtica — Propostas Curviculares para o ensino bdsico. Viana do
Castelo: Escola Superior de Educacio do Instituto Politécnico de
Viana do Castelo.

Manuel de Sousa Pereira.
Agrupamento de Escolas de Celorico de Basto



TECNOLOGIAS NA EDUCACHAD MATEMATICA
Antdnio Domingos

A utilizacao do Geometer's Sketchpad na aula de matematica:
0 papel desempenhado pelas tarefas

Antanio Domingos e Maria Jodo Mendes Vieira

Neste artigo é feita referéncia a um conjunto de tarefas
desenvolvidas para a utilizacdo do software de Geometria
Oindmica Geometer's Sketchpad, no estudo das Pavimentacies.
Rs tarefas foram experimentadas numa turma de alunos do 10°
ano que frequentam um curso de Design, procurando-se elucidar
o leitor das potencialidades da utilizacdo desta ferramenta
computacional e das vantagens que esta metodologia, baseada
em tarefas diversificadas, traz para a sala de aula. '
As ferramentas, comao os ambientes de geometria dindmica,
permitemn a utilizacdo de um conjunto de tarefas diversificadas
gue ajudam a explorar conceitos, a manipular diferentes
representacdes matematicas, favorecendo a experimentacao e
530 uma mais-valia no que respeita 8 motivacdo dos alunos.

0s programas de Matematica do Ensino Secundéario, de um
modo geral e em particular os destinados aos Cursos Profissionais,
apontam para a utilizacdo de computadores e programas de
geometria dindmica de modo a concretizar as compet@ncias a
adquirir.
Parece ser consensual que s3o varias as potencialidades da
utilizagdo de AGO em sala de aula, sempre associadas a atividades
de investigacao e tarefas de natureza exploratdria por permitirem
a realizacao de um grande nimero de tarefas num curto espaco
de tempao [Veloso, 1998), favorecendo a experimentacao e criando
oportunidades adequadas para conjeturar, explicar e justificar
resultados [Burrill 2008).
E fundamental o papel do professor quer na criacdo dos
amhientes de aprendizagem ricos, guer na avaliacdo sistematica
dos desempenhos dos alunos quando emersos nesses ambientes.
Sendo os AGD um meio privilegiado para a realizacdo de tarefas
de investigacao e exploracdo criam obrigatoriamente ambientes
de aprendizagem em que a construcdo do conhecimento se faz de
forma continuada e participada, de uma forma autdnoma e que
pode levar a utilizagdo de argumentos mais ou menos formais
como meio de convencimento.
As tarefas que se irdo apresentar resultam de um estudo de
investigagao sobre o tema pavimentac@es, em particular nas
pavimentac@es em que os ladrilhos s3o poligonos regulares e
em que todos os pares de arestas adjacentes t8m uma aresta de
pavimentacdo comum.
Foi dada énfase ao papel da demonstracdo de propriedades
algébricas e geometricas das pavimentacg@es, procuranda
compreender se os alunos sentem necessidade de elaharar
conjeturas guando exploram resultados com caracteristicas
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comuns [generalizac3o) e se procuram validar as suas conjeturas
passando para o processo de prova/demonstracao.

As tarefas utilizadas no estudo foram elaboradas visando
desenvaolver uma metodologia de ensina gue permitisse
caracterizar a forma como os alunos maobilizam os seus
conhecimentos prévios para a construcdo de novos conceitos
apoiados por um RGO, caracterizar as suas aprendizagens e
apaiar a elabaragao de conjeturas que conduzam & necessidade
de demonstracao. Algumas sdo de carater fechado condicionando
0s resultados a obter, funcionando como guido de trahalho e
outras, mais abertas sem “instrucdes” pormenorizadas para a
construgdo dos sketches e sem perguntas direcionadas para os
objetivos da tarefa. 0 denominador comum a todas é o facto de
ndo condicionarem a obter resultados diretamente relacionados
com o estudo das isometrias nas pavimentacdes. Para além das
tarefas de investigacao foram elaboradas fichas informativas para
introduzir os conceitos chave, essenciais para a compreensao das
tarefas. Estas foram utilizadas como introducdo a cada uma das
tarefas de investigatdo ou exploracdo contendo, por exemplo, a
nocao de pavimentacao e a nomenclatura associada ao estudo
das pavimentagdes. Sempre que ia sendo necessario introduzir
canceitos tedricos com vista a poderem ser realizadas as tarefas
de investigacao e exploracdo era fornecida uma ficha infarmativa
a cada grupao de alunos acrescida de uma pequena explicacdo por
parte da professora [guando solicitada) de modo a ndo existirem
ddvidas relativamente aos conceitos envolvidos. Esta metodologia
teve por objetivo evitar a aula expositiva, ganhar algum tempo e
ainda promaver a autonomia das alunos. Por outra lado a decisdo
da aplicacdo destas fichas [informativas) também permitiu que os
grupos ndo necessitassem de efetuar as tarefas em simultaneo.
Foi possivel que cada grupo gerisse o seu proprio tempo
respeitando a planificacdo pré-estabelecida para a realizacao das
tarefas.

Os alunos trabalharam em grupos (pares] de acordo com os seus
ritmos, solicitavam a professora guando tinham ddvidas e muitas
vezes pediam ajuda a colegas de outros grupos. Foram discutidos
em grande grupo [turma) os processos utilizados na construcao
dos sketches. Cada grupo, na final da realizacdo das tarefas
apresentou os seus resultados a turma tendo sido feita nessa
altura uma sintese dos mesmos. Esta sintese foi efetuada pela
professora no guadro com o contribute dos alunos.

Esta conjugacdo de tarefas apoiadas pelo AGO e pela dindmica
que os diferentes grupos |he imprimiram permitiu compreender
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a necessidade de os alunos precisarem de tempos praprios para
a realizacdo destas tarefas, gue dependem em grande parte

da capacidade de mobilizar os seus conhecimentos prévios. 0s
momentos de reflexdo conjunta ajudaram a eshater algumas das
assimetrias verificadas, permitindo que o professar tivesse em
atencdo que esses casos mereciam um acompanhamento mais
proximo e sistematica.

A principal vantagem da utilizacdo de AGD, neste caso o GSP @

a realizacdo de um elevado ndmero de tarefas num espaco de
tempo curto [Veloso, 1998). No caso especifico das pavimentacdes,
a utilizacdo deste tipo de software, permite ainda a exploracao
de varios conceitos matematico/geométricos associados, como
por exemplo as isometrias, mais concretamente rotacdes e
translacies e eventualmente reflexdes utilizadas na elaboracao
dos sketches.

Partindo da aplicagdo das tarefas foi possivel observar dois
percursos distintos de aprendizagem. Em dois dos casos as
aprendizagens foram mais significativas ao nivel das propriedades
geométricas relativas aos poligonos e as propriedades das
pavimentacfes, nomeadamente aplicacdo de isometrias

na construcao das pavimentacdes, enguanto no outro caso

TAREFAS

foram relativas as capacidades de elaboracdo e validagao de
conjeturas, inserindo-se no ambito do raciocinio e demonstracao
matematicos.

Estas tarefas permitem dois tipos de abordagem: estuda de
propriedades geométricas e estudo de propriedades algebricas
relativas as pavimentac@es regulares e semi requlares, podendo
o professor direcionar as quest@ies consoante os objetivos e as
competéncias a desenvolver e de acordo com o nivel e ciclo de
ensino a que se destinam. Podem ser adaptadas e ser aplicadas
ao nivel do 3° ciclo referente ao topico das isometrias e ser
utilizadas para desenvolver pequenos trabalhos de investigagao
pelas inimeras potencialidades de exploracao que oferecem. Ao
nivel do ensino secundario podem ser utilizadas para desenvolver
competéncias no &mbito do raciocinio e demonstracdo
matematicos, nomeadamente no gue se refere na exploragdo de
resultados algébricos referentes as pavimentacdes, direcionando
o estudo de acordo com os objetivos e competéncias do programa
da disciplina em gue se ird desenvolver (pode ser explorado por
exemplo na Matemética B ou nos médulos para a Matematica dos
Cursos Profissionais, como foi o caso do estudo referida).

TAREFA 1.-PRAVIMENTACGES REGULARES: PAVIMENTACGES COM TRIANGULODS

I. No canto inferior esquerdo do monitor, e usando as ferramentas adequadas, constréi um trigngulo
ABC. Assim gue marcares os 3 vértices do tridngulo, no menu Display selecciona a opcao Show labels.

Classifica o tridngulo gue obtiveste.

Il Seleciona os 3 vértices do tridngulo e no menu Construct selecciona Triangle interior.

Podes optar pela cor da tua prefer@ncia no menu Display.

Il Seleciona o segmento BC e no menu Construct seleciona Midpoint (Este devera ficar marcada comao
ponto D).

IV. Seleciona o ponto O e no menu Transform seleciona mark as center.

V. Seleciona o tridngulo interior e no menu Transform seleciona Rotate, com a opgao 180° [efetua uma
rotacdo de 180° do tridngulo)

Arrasta os pontos e observa o poligona gue se obtém com os dois tridngulos. Classifica esse poligano.

V1. Marca o segmento AC como vetor: seleciona por esta ordem. o ponto A e depois o ponto C, depais
na menu Transform seleciona Mark Vector. (Uma animacao indica o vetor marcado.]

V. Seleciona os dois tridngulos interiores e no menu Transform seleciona Translate.
VIIL. Repete esta operacao tantas vezes quantas as necessarias de modo a pavimentar o ecra de uma

ponta a outra.
Arrasta de modo a confirmar que o topo e a base desta fila de tridngulos sdo sempre retas.
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IX. Do mesma modo que procedeste acima, marca o vetor AB e no menu Transform seleciona
Translate, para efetuares a translagao de toda a linha por este vetor. Repete este procedimento [de

translacao) até o ecra estar cheio. 1) Serd que todo o tridngula
pavimenta o plano?

X. Arrasta de modo a confirmar que consegues de gualquer forma obter uma pavimentacao. 2] Consegues explicar porqué?
3] Elabora uma conjectura e

XI. Grava o ficheiro como pav_trig_nomes justifica-a.

TAREFA E.—FHUIMEHTHI;ﬁEE REGULARES
Descohrir as pavimentacies regulares/monoédricas possiveis.

I Utilizando transformacdes geométricas e poligonos regulares, procede do mesmo modo que na tarefa 1 para explorar pavimentacdes
com: Quadrados, Pentdgonos regulares, Hexagonos, Heptagonos, Octdganas, ..

Il. Grava cada ficheiro como pav_poligono_nomes

Descobrir as raziies que fazem com gue um poligono regular pavimente

1. Observa o vértice em cada uma das pavimentacdes obtidas.
i) Quantos poligonos <«<partilhams> cada vertice?
ii] Comenta sobre a soma das amplitudes de todos os angulos que partilham esse vértice.
il Como é que o valor que obtiveste em ii] estd relacionado com o facto de esse poligono pavimentar?

i) Qual é a amplitude do dngulo interno de um pentagono regular?
i) E possivel que trés pentagonos regulares, sem sobreposigdes partilhem um vértice?

3. Completa a tabela de modo a organizar a tua informacao:

No caso de pavimentar

Poligono N° de lados do poligono  N® de poligonos concarrentes num vértice  Amplitude do &ngulo Soma das amplitudes dos angulos
interno do poligono concorrentes num veértice
3
L|
5
5
7
B
10
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| CONCLUSDES
' Observa todos os dados que registaste e responde as questdes seguintes, justificando-as convenientemente
1] Dual é o n® minimo de poligonos concorrentes num vértice? E o maxima? Justifica,
2) Duantas pavimentacdes regulares existem?
3) Utilizando a expressao para a amplitude do &ngulo interno de um poligono regular, consegues escrever UmMa expressao
matematica que seja condigdo para gue esse poligono regular pavimente o plano?
4 Demonstra a tua conjetura (efetuada em 3)
5) Procura encontrar condicdes necessarias e suficientes para criar uma pavimentacao regular

TAREFA 3.-PAVIMENTRCDES SEMI-REGULARES
Gravem cada sketch que construirem

I Considerem que queremos canstruir uma pavimentacao em que num vértice concorrem exactamente trés poligonos regulares, em que
um deles é um triangulo equilatero.
Conseguem descobrir todos os casos possiveis. Enumerem-nos.

ll. Considerem gque queremos construir uma pavimentagao em que num vértice concorrem exactamente trés poligonos regulares, em gue
um deles & um guadrado.
Conseguern descobrir todos os casos possiveis, Enumerem-nas,

lIL. Se poligonos regulares de lados ny, ny, ..., n, Se encontram no vertice de uma pavimentacao, teremos

n1—2+n2—2+m+np—2_2
ny No n

P
Com base nas ohservacdes anteriores [das tarefas | e I] conseguem dizer quantas e que escalhas sao possiveis para os inteiros positivos?

Elaborem um guadro onde registam a informacao relevante.
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Representacao Proporcional — Métodos dos Divisores

Susana Fernandes

O atual programa da disciplina Matemadtica Aplicada a Ciéncias
Sociais (MACS) do ensino secunddrio inclui, sob o tema da
teoria da partilha equilibrada, a representaciio proporcional,
que € uma aplicacfio da teoria da divisio proporcional no caso
discreto. Neste Ambito sdo abordados alguns métodos de ori-
gem norte-americana (Hamilton, Jefferson, Adams, Webster,
Huntington-Hill), pelo seu interesse histérico, e os dois
métodos de origem europeia mais usados atualmente (D’Hondt
e Sainte-Lagué). Neste texto salientaremos que todos estes
métodos, exceto o de Hamilton, sio métodos de divisores e que
os dois mérodos europeus abordados (D’Hondt e Sainte-Lagué)
sdo na realidade equivalentes a dois dos métodos americanos
(Jefferson e Webster), diferindo apenas na forma de célculo.
Infelizmente esta equivaléncia ndo é mencionada nos manuais esco-
lares disponiveis.

0 gue é a representacdo proporcional?

Nos Estados Unidos da América cada estado recebe um mimero
de lugares no parlamento — «house of representatives» — pro-
porcional a sua populacdo, segundo o dltimo censo realizado.
Em inimeros pafses da Europa, como é o caso de Portugal, cada
partido — lista eleitoral — recebe um nimero de mandatos
no parlamento proporcional ao niimero de votos obtidos nas
eleigbes. Mais concretamente, em Portugal o niimero total de
lugares no parlamento € distribuido pelos distritos do pais (cir-
culos eleitorais) de forma proporcional as respetivas populacdes,
de acordo com o dltimo censo; depois, em cada eleicio, cada
partido elege em cada circulo eleitoral um nimero de depura-

dos proporcional ao nimero de votos af obtidos. Em Portugal
usa-se 0 mérodo de D’'Hondt tanto na determinacio do niimero
de lugares correspondentes a cada circulo eleitoral como no
cdlculo do nimero de deputados eleitos por cada partido em
cada circulo eleitoral.

Porque s3o necessarios «meétodos>> para determinar uma
representacao proporcional?

Consideremos o exemplo ficticio (Balinsky and Young p. 96) de
um pais federal com uma populacio total de oo mil habitantes
distribuidos por 6 estados A, B, C, D, E ¢ F, que pretende eleger
0s 36 membros do seu parlamento de forma proporcional as
populagBes dos 6 estados (ou considerar um total de 1oo mil
votos vilidos para distribuir 36 mandatos por 6 partidos de
forma proporcional aos votos obtidos por cada partido). A
seguinte tabela 1 apresenta para cada estado (ou partido), a sua
populagiio — P (ou votos), a respetiva proporgio da populacio
total (ou proporgio do total de votos vilidos) ¢ a correspon-
dente proporgio dos M lugares no parlamento. As proporgaes
sdo apresentadas com 5 casas decimais (tabela 1).

Ora obviamente o nimero de lugares no parlamento a atri-
buir a cada estado (ou partido) tem de ser um nimero inteiro
nio negativo. Como passamos das proporgdes de lugares para
o nimero de lugares? A primeira solucio que vem 2 ideia serd
arredondar a proporgio de lugares de cada estado (ou partido),
o que neste exemplo conduziria & seguinte distribuicio de luga-
res no parlamento apresentada na tabela 2.

Estado (1) A B C D E F
Populagio (P;) 27744 25178 10051 14610 9225 3202
Proporgiio polulacional (p, /P) 0.27744 0.25178 0.19951 o0.14610 o0.09225 0.03202
Proporgio de lugares (M xp. [P)  9.08784 g9.06408 7.18236 s5.25960 3.32100 1.18512
Tabela1.-Dados do exemplo ficticio adaptado de Balinsky and Young

Estado (i) A B C D E F
Lugares no parlamento (s;) 10 9 7 5 3 1

Tahela 2.-5olucdo para o exemplo da tabela 1 obtida por arredandamento das proporcies
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Estado (i) A

B C D E F

Quota (1

Afectacdo inicial de lugares (Lqij) 9

Parte decimal da quota

Lugares adicionados I.

Lugares no parlamento (5i) 10

0.08784 0.06408 7.18236 s5.25060 3.32100 1.18512

9 7 5 3 1 34

0.08784 o0.06408 0.18236 o0.25060 0.32100 0.18512

]

2. 2

9 7 5 4 I 36

Tabela 3.-5olucdo para o exemplo da tabela 1 obtida com o métoda de Hamilton

Mas esta ndo é uma solucdo admissivel pois o numero total
de lugares atribuidos é 35, inferior aos 36 lugares que formam
o parlamento. Com outros exemplos podemos encontrar situ-
acdes em que arredondando as proporgdes de lugares seriam
atribuidos mais lugares do que o total do parlamento.

Como o simples senso comum nos pode conduzir a solucdes
nio admissiveis para o problema da representagiio proporcional,
surge a necessidade de definir formas sisteméticas para resolver
o problema.

Antes de descrever alguns dos métodos propostos, apresen-
tamos a nomenclatura usual da representagio proporcional.

P — total da populacio (ou total de votos vélidos);
M — total de lugares (ou mandatos) no parlamento;
N — nimero de estados (ou ndmero de listas eleitoras
— partidos);
D = P/M — divisor ou quociente eleitoral standard — repre-
senta o nimero de habitantes (ou votos) por mandato;
Pat= 1. N— populagio do estado i (ou votos do partido i);
g, =@, /P)xM=p,/D, i=1,., N — quota standard do
estado i (ou do partido i);
lg,] — quota minima — quota arredondada por defeito;
[4,1 — quota maxima — quota arredondada por excesso;
s; — ntimero de lugares no parlamento atribuidos ao estado i
(ou partido ). Temos uma solugiio admissivel para o problema
da representacio proporcional quando os s; sdo inteiros nfo
negativos, calculados com base nas quotas g, e tais que

N

255=M-

0 método de Hamilton

Em 1791 o estadista norte americano Alexander Hamilton
apresentou ao congresso dos Estados Unidos da América a
seguinte proposta para resolver o problema da representacio
proporcional dos estados no parlamento:

e Calcular a quota standard de cada estado.

e Atribuir a cada estado um niimero de lugares igual 4 sua
quota standard minima.

e Se sobrarem lugares por atribuir, adicionar um lugar por
estado, por ordem decrescente da parte decimal da sua
quota standard, até completar o parlamento.

A tabela 3 apresenta a solugio obtida com o método de
Hamilton para o exemplo da tabela 1.

O método de Hamilton foi adotado pelo congresso norte
americano de 1852 a 1900 tendo sido abandonado apés ter sido
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detetado, e demoradamente discutido, o que ficou conhecido
como o Paradoxo de Alabama. Em 1882 discutia-se a alteracio
do nimero total de lugares no parlamento americano e consta-
tou-se que, com um total de 299 lugares o estado do Alabama
receberia 8 lugares enquanto que com um total de 300 lugares
no parlamento o estado do Alabama perderia um lugar. No
inicio do século XX descobriu-se que o método de Hamilton
est4 também sujeito aos Paradoxo da Populagiio e Paradoxo dos
Novos Estados. O primeiro acontece quando tendo um estado
A uma taxa de crescimento superior 4 de um estado B, o estado
A perde um lugar para o estado B. O segundo ocorre quando
a inclusio de um novo estado, sendo acrescentados ao parla-
mento o nimero de lugares correspondentes & sua quota, pro-
voca alteragies na distribuicio de lugares dos restantes estados.
Para exemplos da verificacio dos paradoxos descritos sugere-se
ao leitor interessado a consulta do livro de Tannenbaum.

O problema do método de Hamilton estd na forma como se
distribuem os lugares extra. Uma vez que nfo existem lugares
extra para todos os estados, e escolhendo beneficiar os estados
com maior parte decimal em termos absolutos, ndo se estd a
considerar a proporcio da populagio de cada estado correspon-
dente a essa parte decimal, afastando-se 0 método do «principio
de proporcionalidade».

0 método de Jefferson e outros métodos de divisores
americanos

No inicio do funcionamento do parlamento norte americano,
o nimero de lugares do parlamento ndo era fixo, fixando-se sim
o racio do nimero de habitantes por lugar no parlamento (o
divisor D), que nio poderia ser inferior a 30 mil. Escolhido o
divisor era determinada a quota de cada estado 4, =p, /D de
acordo com a sua populagio, restando o problema de definir
o nimero inteiro de lugares correspondente a cada quota.
(Obviamente ndo hd necessidade de arredondamentos das
quotas que so um niimero inteiro.)
Em 1792 0 estadista Thomas Jefferson propos que o niimero de
lugares a atribuir a cada estado fosse igual & sua quota minima,
isto &, a quota arredondada por defeito. A proposta de Jefferson
foi adotada pelo congresso norte americano de 1792 a 1832.

Ao fixar-se o niimero de lugares no parlamento M, o niimero
de habirantes representado por cada mandato passa a depender
do total da populagio P, sendo o divisor standard definido por
D = P/M.

Considerando o niimero de lugares fixo o método de Jefferson
funciona da seguinte forma: se a distribuigio de lugares aos esta-
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Estado (1) A B c D E F

Populagio (p;) 27744 25178 19951 14610  g225 3292

Quota (q{.) 0.08784 0.06408 7.18236 5.25060 3.32100 1.18512
Quota minima (|g.]) 9 9 7 5 3 1 34

Tabela 4.-Distribuicdo dos lugares para o Jefferson usando o divisor standard 0=2777.[7]

Estado (1) A B 6 D E F

Populagio (p;) 27744 25178 10051 14610 9225 3202

Quota modificada (g';) 11.00079 0.98335  7.91079  5.79302  3.65781  1.30531
Quota modificada minima (|g";]) 1 9 7 5 3 I 36

Tabela 5.-Distribuitdo dos lugares para o exemplo da tabela 1 obtida com o métoda de Jefferson usando o divisor

modificadn 0'=2522.

dos pela sua quota standard minima é diferente de M, modifica-
se 0 divisor D de forma adequada, isto ¢, por forma a que ao
atribuir a cada estado um ndmero de lugares igual 4 sua quota
minima modificada se totalize os M lugares do parlamento.
Observemos na tabela 4 o célculo da soluciio obtida com
o método de Jefferson para o exemplo ficticio da rabela 1. O

divisor standard é

p - 100000

=% 2777-(7)-
Como o total de lugares distribuidos é inferior ao niimero de
lugares que compdem o parlamento, é necessdrio encontrar um
divisor modificado adequado. Para aumentar o nimero de luga-
res distribuidos € necessdrio aumentar as quotas logo procura-se
um divisor menor que o divisor standard. Experimentemos
D’ = 2522. A tabela 5 apresenta a solugio.

Sejam D’ o divisor modificado adequado, q’; = (p/D’) a
respetiva quota modificada com 4; < ¢'; < a; + 1onde a; = |g';]
(a quota minima modificada) e a; + 1 = [¢';] (a quota maxima
modificada). O método atribui a cada estado um ndmero de
lugares s; = a;.

O método de Jefferson nio estd sujeito a nenhum dos parado-
xos. Foi no entanto abandonado apés se ter verificado em 1832
que, por vezes, o ntiimero de lugares atribuidos a um estado era
superior a sua quota standard médxima (como é neste exemplo o
caso para o estado A), e que tal acontecia favorecendo estados
com mais populagio em detrimento de estados com menos
populacio (para exemplos consultar o livro de Tannenbaum).

O método de Jefferson viola a importante regra da quota
que estabelece que a cada estado seja atribuido um nimero de
lugares ndo inferior & sua quota standard minima e nfo superior
a sua quota standard mdxima.

Em 1832 sdo propostos trés novos métodos de divisores
modificados, diferindo do método de Jefferson apenas na forma
de arredondamento da quota modificada de cada estado para
obter o nimero de lugares correpondentes.

O estadista John Quincy Adams propds que fosse atribuido
a cada estado um ndmero de lugares igual a sua quota maxima
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modificada, ou seja, a quota modificada arredondada por
excesso. Isto &, com ¢’; = (p/D’) aquota modificada e @; = [4';]
ea;+1=[q71(a; < q’; <a; + 1), o niimero de lugares a atribuir
a cada estado é dado por s; = a; + 1.

A proposta de Adams nunca foi adotada pelo congresso
americano.

O estadista Daniel Webster propds que o nimero de lugares
a atribuir a cada estado fosse igual a sua quota modificada arre-
dondada na forma usual — por defeito quando a parte decimal
for inferior a 0.5 e por excesso no caso contrério. Isto é, com
9= (p/D") a quota modificada e 4; = gl e a;+1 =g}, (
a; < q’; < a; + 1); o nimero de lugares a atribuir a cada estado
¢ dado por s; = 4; quando ¢’; < a; + 1/2 e 5; = 4; + 1 caso con-
trdrio. Reparemos que o ponto de arredondamento é a média
aritmética das quotas modificadas minima e mdxima, isto é

2 2

A proposta de Webster foi adotada pelo congresso americano
em 1852, 1901, IQTT € 1031,

O matemdtico James Dean propds que o nimero de lugares
a atribuir a cada estado fosse igual A sua quota modificada arre-
dondada pela média harménica das quotas modificadas mdxima
e minima. Sejam g’; = (pi_,"D') a quota modificada e a; = [g';]
e a;+1=[q}], (4 <q'; <a; + 1); a média harménica de a; e
a; + 1 & dada por 2a;(a; + 1)/(2a; + 1). O nimero de lugares a
atribuir a cada estado é dado por s; = g; quando se tem que
q’; < 2a;(a; + 1)/(2a; + 1) e 5; = a; + 1 caso contrario.

Desde 1941 até aos dias de hoje o congresso americano adota
o método de Huntington—Hill para determinar a distribuigiio dos
lugares no parlamento pelos estados. Este método, proposto em
1911 por Joseph Hill, o estatistico chefe do gabinete dos censos
populacionais, e posteriormente melhorado pelo matemdtico
Edward Huntington, € um método de divisores modificados em
que o ndmero de lugares € obtido arredondando a quota modi-
ficada pela média geométrica das quotas modificadas mdxima e
minima. Isto €, sendo & = [g"Je a; + 1 = [q'7], (a; < q'; < a; + 9),
a média geométrica de a; e a; + 1 € dada por va(a; + 1) e 0
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Figura 1.—Diagrama de métodos de divisores modificados.

namero de lugares a atribuir a cada estado € s; = a; quando se
tem '; < Va;(a; + 1) e 5; = a; + 1 caso contrdrio.

Todos estes métodos necessitam de encontrar, por tenta-
tivas, um divisor modificado que conduza a que a soma das
quotas modificadas arredondadas, de acordo com o método
em consideracio, totalize exatamente o numero de lugares do
parlamento. O seguinte diagrama da figura 1 esquematiza os
métodos dos divisores.

A tabela 6 apresenta para cada um dos cinco métodos de
divisores, ditos tradicionais, os respetivos pontos de arredonda-
mento das quotas d(a), por ordem crescente de d(a).

Caracteristicas dos métodos dos divisores

Algumas das caracterfsticas fundamentais para métodos de
representacio proporcional sio a «imunidade» aos paradoxos,
a verificacdo da regra da quota e o ndo enviesamento.

Todos os métodos de divisores estdo imunes a paradoxos
(Balinsky and Young p. 106).

Relativamente & verificaciio da regra da quota, isto é, verifi-
car que na distribuiciio de lugares do parlamento pelos estados,
nenhum recebe mais lugares do que a sua quota mdxima nem
menos que a sua quota minima; ja referimos que o método de
Jefferson por vezes viola a quota médxima. No entanto este
método nunca viola a quota minima. Simetricamente, o método
de Adams por vezes viola a quota minima mas nunca viola a
quota méxima. Nos restantes métodos as violagdes da regra da

quota sdo menos frequentes e tanto podem ocorrer violagBes
da quota méxima como da quota minima; mas nunca simulta-
neamente (Balinsky and Young p. 130). Destes trés métodos,
o método de Webster € aquele em que as violagtes da regra da
quota sio mais raras (Balinsky and Young p. 132).

Relativamente ao enviesamento dos métodos, ja referimos
que o método de Jefferson tende a favorecer estados grandes.
Simetricamente o método de Adams tende a favorecer estados
pequenos. A ordem em que os 5 métodos tradicionais dos divi-
sores ficam colocados, comecando naquele que mais favorece
estados pequenos e terminando no que menos favorece estados
pequenos é: Adams > Dean > Huntington-Hill > Webster >
Jefferson (Balinsky and Young p. 119). O método de Webster
é o tnico método de divisores que nio é enviesado, isto &,
que nao favorece nem estados grandes nem estados pequenos
(Balinsky and Young p. 125).

O leitor interessado encontrard estas e outras propriedades
dos métodos dos divisores no livro de Balinsky and Young;
assim como as formulacdes matematicas quer do problema de
representacio proporcional quer dos métodos de divisores.

Métodos dos divisores na Europa

Enquanto que os métodos dos divisores desenvolvidos por
estadistas e matemdticos norte americanos determinam o total
de representantes de um estado de uma sé vez, os métodos
desenvolvidos de forma independente na Europa, véo atri-

Métodos dos divisores

Pontos de arredondamento d(a), a = |gJ

Adams

@) =a

Dean

d(a) = 2ala + 1)/(a + (a +1))

Huntington-Hill

d(a) = vala + 1)

Webster d(a) = (a+ (a+1))/2

Jefferson

dla) =a+1

Tahela 6.—~Pontos de arredondamento para os cinco métodos de
divisores tradicionais
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A B C D E F

T 27744 25178 19951 15610 0225 3202

2 13872 12589 99755 7305 4612.5 1646

3 9248 8392.667 6650.333 | 4870 3075 1097.333
4 6936 6294.5 4987.75 3652.5 2306.25 823

5 5548.8 5035.6 3990.2 2022 1845 658.4

6 4624 4196.333 3325.167 | 2435 1537-5 548.6667
7 3063.429 3596.857 2850.143 | 2087.143 1317.857 4702857
8 3468 3147.25 2403.875 18260.25 1153.125 411.5

9 3082.667 2797.550 2216.778 1623.333 1025 365.7778
10 2774-4 2517.8 1995.1 1461 022.5 320.2

11 2522.182 2288.900 1813.727 1328.182 838.6364 200.2727

Tabela 7.-Aplicacdo do método de 0'Hondt ao exemplo da tabela 1. A sombreado os 36 maiores guocientes

Estado (i) A B S D E F
Lugares no parlamento (s;) | 11 9 7 5 3 1

Tabela B.-Solugdo para o exemplo da tabela 1 encontrada com o método de D°'Hondt

buindo um lugar de cada vez até completar todo o parlamento,
verificando a cada passo a que partido serd atribuido o lugar
em consideragiio. Num método de divisores (nas versdes desen-
volvidas na Europa) considera-se uma sequéncia de divisores
d(a), a=o, ..., M- 1. O mérodo seleciona os M maiores ricios
p/d@), i=1,..,N,a=1,..,M~ 1, atribuindo por cada ricio
selecionado um lugar ao partido i correspondente.

Abordaremos apenas os dois métodos mais usados atual-
mente: o método de D'Hondt, proposto em 1878 pelo belga
Victor D'Hondt — advogado e professor de direito civil; e o
método de Sainte-Lagtie, proposto em 1910 pelo matemético
francés André Sainte-Lagiie.

0 método de D'Hondt

Este método ¢ atualmente usado nas eleicdes de Portugal,
Austria, Bélgica, Espanha, Finlandia, Grécia, Holanda, Islandia,
Luxemburgo e Suiga. O método de D'Hondt é usualmente des-
crito pelo seguinte algoritmo:

e Apura-se, em separado, o nimero de votos recebidos
por cada lista, no circulo eleitoral respetivo;

¢ O namero de votos apurado por cada lista eleitoral &
dividido, sucessivamente, por 1, 2, 3, 4, etc., sendo os
quocientes alinhados pela ordem decrescente da sua
grandeza numa série de tantos termos quantos os man-
datos atribuidos ao circulo eleitoral respetivo;

®  Os mandatos pertencem as listas a que correspondem
os termos da série estabelecida pela regra anterior, rece-
bendo cada uma das listas tantos mandatos quantos os
seus termos na série.

Em caso de empate, a constituigio portuguesa estabelece que o

cli2

mandato seja atribuido a lista eleitoral com menos mandatos.
Apliquemos o método de D’Hondt ao exemplo ficticio da
tabela 1. A tabela 7 que se segue apresenta os quocientes das
populacdes dos estados divididas pela sequéncia de divisores 1,
B 50T

O maior quociente é 27744/1 que corresponde ao estado A.
O 2.7 maior quociente é 25178/1 que corresponde ao estado
B, 0 3.7 maior quociente ¢ 19g51/1, correspondente ao estado
C, 0 4.° maior quociente é 14610/1 correspondente ao estado
D e assim sucessivamente até determinarmos os 36 maiores
quocientes. Deste modo a distribui¢iio pelos 6 estados dos 36
lugares no parlamento ¢ a indicada na tabela 8.

0 método de Sainte-Lagiie

O mérodo de Sainte-Lagiie € usualmente descrito por um algo-

ritmo andlogo ao do mérodo de D’Hondt, diferindo apenas na

sequéncia de divisores que neste caso € 1, 3, 5, 7, etc ...
Algoritmo do método de Sainte-Lagiie

® Apura-se, em separado, o niimero de votos recebidos
por cada lista, no circulo eleitoral respetivo;

e O nimero de votos apurado por cada lista eleitoral é
dividido, sucessivamente, por 1, 3, 5, 7, etc., sendo os
quocientes alinhados pela ordem decrescente da sua
grandeza numa série de tantos termos quantos os man-
datos atribuidos ao circulo eleitoral respetivo;

°  Os mandatos pertencem s listas a que correspondem
os termos da série estabelecida pela regra anterior, rece-
bendo cada uma das listas tantos mandatos quantos os
Seus termos na série.

Apliquemos o método de Sainte-Lagiie ao exemplo ficticio da
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A B C D E E

I 27744 25178 10951 14610 0225 3202

3 9248 8392.607 6650.333 4870 3075 1007.333
5 5548.8 5035.6 3000.2 2022 1845 658.4

2 3903429 3506.857 2850.143 2087.143 1317.857 470.2857
9 3082.667 2707.550 2216.778 1623.333 1025 365.7778
11 2522.182 2288.909 1813.727 1328.182 838.6364 200.2727
13 2134.154 1030.760 1534.602 1123.840 700.6154 253.2308
15 1840.6 1078.533 1330.007 074 615 219.4667
17 1632 1481.059 1173.588 850.4118 542.6471 193.6471
19 1400.211 1325.158 1050.053 768.0474 485.5263 173.2032
21 1321.143 1198.952 050.0470 695.7143 430.2857 1560.7610

Tabela 9.-Aplicagdo do método de Sainte-Lagiie ao exemplo da tabela 1. A sombreado os 36 maiores quocientes

Estado (i) A B C D E F
Lugares no parlamento (s;) | 10 9 8 5 3 1

Tabela 10.-Solucdo para o exernplo da tabela 1 encontrada com o método de Sainte-Lagiie

tabela 1. A tabela g apresenta os quocientes das populagoes dos
estados divididas pela sequéncia de divisores 1, 3,..., 21.

O maior quociente é 27744/1 que corresponde ao estado A.
O 2.° maior quociente é 25178/1 que corresponde ao estado
B, o 3.° maior quociente é 19951/1, correspondente ao estado
C, o0 4.° maior quociente é 14610/1 correspondente ao estado
D e assim sucessivamente até determinarmos os 36 maiores
quocientes. Deste modo a distribuiciio pelos 6 estados dos 36
lugares no parlamento € a indicada na tabela 1o.

O método de Sainte-Lagiie ¢ atualmente utilizado nas elei-
¢oes de Alemanha, Bésnia, Dinamarca, Polénia e Noruega. Na
Suécia é usada uma versdo modificada do mérodo que considera
como primeiro divisor 1.4 em vez de 1. Esta alteraciio tem como
objetivo dificultar o acesso de partidos muito pequenos a um
lugar no parlamento.

Forma recursiva do método de lefferson a partir da guota
minima

Como referimos anteriormente, os métodos dos divisores
desenvolvidos nos Estados Unidos da América atribuem a cada
estado todos os lugares que lhe correspondem de uma sé vez,
enquanto que os métodos de divisores desenvolvidos na Europa
vio atribuindo um lugar de cada vez aos diferentes partidos. Os
primeiros tém a desvantagem prdtica de necessitar de «adivi-
nhat» um divisor adequado, os segundos tém a morosidade de
atribuir um lugar de cada vez.

Retomemos a aplicagio do método de Jefferson ao exemplo
ficticio da tabela 1, no ponto da verificacio da necessidade de
alterar o divisor standard para um divisor adequado.

Observando a tabela 4 verificamos que estdo atribuidos
34 lugares, faltando atribuir outros 2. O método de Jefferson
atribuiu um nimero de lugares igual & quota minima modifi-
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cada. Entdo para atribuir mais um lugar, para algum estado i
a quota minima modificada terd de ser [§;] = I_qf.J. Assim, por
exemplo, para o estado A passar a ter 10=9+1 representantes
no parlamento a sua quota modificada teria de ser pelo menos

1o. Como
q;=p/D' © D' =p/q]

procuramos o divisor modificado que atribuird 10 lugares ao
estado A, dividindo a sua populagio por 10. Da mesma forma,
para que seja atribufdo mais um lugar ao estado C (7+1), a
sua quota modificada terd de ser pelo menos 8 e procuramos o
divisor modificado adequado dividinde a sua populacio por 8.
Procedamos aos cilculos para encontrar o divisor modificado
que traria mais um lugar a cada um dos estados, ou seja, exe-
cutemos a divisio da popula¢io de cada estado pela sua atual
quota minima +1, isto é, p{.;’ ( M+ 1), conforme mostra a tabela
T

O maior dos quocientes calculados € 2774.4, correspondente
ao estado A. Isto significa que diminuindo o divisor standard
D = 2777.(7), o primeiro valor a partir do qual se consegue
distribuir mais um lugar no parlamento é D’ = 2774.4, sendo
o novo lugar atribuido ao estado A. A tabela 12 mostra a
distribuicio dos lugares pela quota minima, usando o divisor
modificado.

Estdo agora distribuidos 35 lugares restando 1 por atribuir.
Para determinar qual o estado a receber o dltimo lugar procede-
se da mesma forma que anteriormente. O estado a receber o
36.° lugar no parlamento serd aquele que, ao reduzir-se o divi-
sor, primeiro vir a sua quota minima aumentar uma unidade.
QOu seja, dividindo as populacdes dos estados pelo nimero de
lugares que atualmente lhe estiio atribuidos, mais um, o maior
dos quocientes corresponde ao estado a quem primeiro serd atri-
buido mais um lugar. A tabela 13 mostra os referidos quocientes
na dltima linha.
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O maior dos quocientes calculados € 2522.182, que corres-
ponde novamente ao estado A. Isto significa que diminuindo
o divisor modificado D’ = 2774, o primeiro valor a partir do
qual se consegue distribuir mais um lugar no parlamento €
D’ = 2522.182, sendo o novo lugar atribuido ao estado A. A
tabela 5 mostrou j4 a distribuigdo dos lugares pela quota minima,
usando o divisor modificado D’ = 2522. Est4 agora esclarecida a
escolha deste divisor modificado.

Forma recursiva completa do método de Jefferson

Imaginemos agora que em vez de iniciarmos o método de
Jefferson com o divisor standard e as respetivas quotas, se inicia
o método com um divisor tdo grande que a quota minima para
todos os estados seja zero. Ou dito de outra forma, a partida
considera-se que todos os estados tém zero lugares atribuidos.
Para descobrir a que estado serd atribuido o primeiro lugar, basta
dividir as populagdes de cada estado pela sua quota minima
(zero) mais 1 e verificar qual o estado a que corresponde o maior
quociente, isto €, o maior divisor a partir do qual se consegue
atribuir um lugar do parlamento. Consideremos que o maior
divisor corresponde ao estado k. Entdo numa primeira iteragio,
a todos os estados serdo atribuidos zero lugares, exceto ao estado
k ( o estado com mais populaciio), que terd 1 lugar atribuido.
(No exemplo da tabela 1 o 1.° lugar serd atribuido ao estado
A.) Para encontrar o estado a que serd atribuido o 2.° lugar,
dividem-se as populacdes dos estados pelos lugares que he estfio
atualmente atribuidos, mais 1 (isto ¢, divide-se a populagio do
estado k por 2 e compara-se com as populagBes dos restantes
estados). O lugar serd atribuido ao estado ao qual corresponde
o maior dos quocientes calculados. (No exemplo da tabela 1 o
2.° lugar serd atribuido ao estado B.) O processo repete-se até
que todos os lugares do parlamento sejam distribuidos.

Relembrando que s;, i = 1,..., N representa o nimero de
lugares no parlamento atribuidos ao estado (ou partido) 7 e que
temos uma solucio admissivel quando os §; sdo inteiros ndo
negativos tais que

N
Ez’=1 5 = M.

A forma recursiva do método de Jefferson é:

(i) s;=0,i=1,.. N

(ii) Repetir até que EI-N:I s; = M; seja k tal que

P, .

sp+1 s+1
Fazer §p =8+ 1e s =8; paratodoo i #k,
O que se traduz por ir dividindo as populagdes dos estados pela
sequéncia de divisores 1, 2, 3, etc., escolhendo a cada iteracio
atribuir um lugar ao estado correspondente ao maior quociente.
Ora este algoritmo recursivo corresponde & descrigio do método

de D’Hondt. Assim os métodos de Jefferson e de D’Hondt sdo na
realidade formas computacionais diferentes do mesmo método.

Forma recursiva dos métodos de divisores americanos

J4 vimos que no caso do método de Jefferson, a sua forma
recursiva consiste em ir dividindo as populagdes dos estados
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pela sequéncia de divisores 1, 2, 3, etc., escolhendo a cada
iteraciio atribuir um lugar ao estado correspondente ao maior
quociente.

No método de Webster atribui-se a cada estado um niimero
de lugares igual & sua quota arredondada da forma usual.
Admitamos que temos uma solugio em que a cada estado i foi
atribufdo um ndmero de lugares s; tal que Zii L5 <M, isto &,
ainda estdo lugares por atribuir. Para que a um determinado
estado seja atribuido mais um lugar é necessario que a sua quota
modificada g'; passe a ser pelo menos s; +1/2. Usando um
racicocinio analogo ao apresentado para o método de Jefferson
chegamos 4 forma recursiva do método de Webster.

A forma recursiva do método de Webster é:

(i) m=n,0s tae,N
(ii) Repetir até que ):‘,f-il s; = M; seja k tal que
. J— <
sp+1/2 s; +1/2

Fazer s = s +1e s; =5, paratodoo 1 # k.

O que se traduz por ir dividindo as populagdes dos estados pela
sequéncia de divisores 1/2, 3/2, 5/2, etc., escolhendo a cada
iteracio atribuir um lugar ao estado correspondente ao maior
quociente. Como o que interessa € a ordem de grandeza do
quociente e nfo o seu valor exato, os estados escolhidos para
atribuir mais um lugar serfio exatamente os mesmos usando a
sequéncia de divisores 1, 3, 5, etc., 0 que corresponde & sequén-
cia de divisores do método de Sainte-Lagiie. Assim sendo os
métodos de Webster e de Sainte-Lagiie sdo na realidade formas
computacionais diferentes do mesmo método.

Aplicando raciocinios andlogos aos descritos para os méto-
dos de Jefferson e Webster, chegamos as formas recursivas de
todos os métodos de divisores, com as tespetivas sequéncias de
divisores que se apresentam na tabela 14.

A forma recursiva dos métodos dos divisores foi deduzida
pela primeira vez em 1928 por Edward Huntington.

Repare-se que os métodos cujo primeiro divisor € zero,
atribuem na primeira iteracio um lugar a todos os estados, o
que sendo vidvel na distribui¢do dos lugares do parlamento
norte americano pelos vérios estados, ndo o é na distribuicio
de mandaros por partidos eleitorais.
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0 PROBLEMA DESTE NUMERD
losé Paulo Viana

A CORRER A VOLTA DD CAMPD

Ao passar junto do campo de jogos da minha escola, vi que uma das minhas turmas estava a ter aula de Educacdo Fisica e fiquei
parado a ohservar. A certa altura, a Ema e o Jodo comecaram a correr a vaolta do campo, em direcdes opostas e sempre a mesma
velocidade. Cruzaram-se a primeira vez mesma ao pé de mim, a sequnda vez junto de uma baliza, a terceira perta de uma bala

abandonada e a quarta novamente ao pé de mim.
Qual é a relacao entre as velocidades da Ema e do Jodo?

Pergunta adicional (para os mais entusiastas): E se fosse apenas no sexto cruzamento gue eles voltassem a cruzar-se comigo?

[Respostas até 30 de setembro, para zepaulo46@gmail.com]

UM PRROLE COM TRES CAMINHOS

0 problema proposto no ndmerao 116 de Educacdo e Matematica fo
0 sequinte;

Um parque publico, com a forma de um tridngulo irreqular ABC,
tem guatro entradas. Das entradas R e B saem caminhos que sao
precisamente as hissetrizes dos &ngulos em A e B.

Estes dois caminhos terminam num ponto 0 por onde passa
um terceiro caminho, paralelo ao lado AB e que une as outras duas
entradasPeR.

A distancia entre os portdes A e P é de 330 metros e entre os
portdes B e R & de 450 metros.

ual @ o comprimento do caminho PR?

Recebemnas 15 respostas: Alberto Canelas [Jueluz), Alice Martins
(Torres Novas), Ana Loureiro, Beatriz Conde [Torres Novas),
Edgar Martins [Queluz], Ema Modesto e Jodo Fernandes [Aveiro),
Francisca Canais [Torres Novas), Francisco Branca [Ovar], Graca
Braga da Cruz [Ovar], Helena Rocha [Aveiro), Isabel Viana [Porto],
Marcelo Gameiro [Torres Novas), Marinela St. Rubyn, Pedrosa
Santos [Caldas da Rainha) e Stardust [Torres Vedras)

22

Com excecdo de Stardust, que utilizou a trigopnometria, todos
0s restantes seguiram o mesmo método geométrico para chegar
a solucdo. Edgar Martins acrescentou também uma resolucdo
trigpnométrica e Ana Laureiro comegou por ver o que acontecia
com o Geogebra.

A resolucao geométrica permite respander a pergunta
colocada de forma muito simples. Assim, as resolucdes sao
bastante parecidas. Demos a palavra a Helena Rocha.

5e AB//PR, BAO e POR s&o angulos de lados paralelos e da mesma
especie, logo t8m a mesma amplitude.

=BA0=<PDA

Da mesma forma concluimos que =0BA=<BQR

Estando os caminhos de A a [ e de B a 0 contidos nas hissetrizes
dos dngulos em A e B, respetivamente, entdo <0AP=-BAD e
<RBO==0BA.

Observando os dngulos que t&8m amplitudes iguais, podemos
concluir que os tridngulos AQP e 0BR sao isdsceles. Entdo:

0 caminho PR tem 780 metros de comprimento.
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Iranete Lima

A avaliacdo da aprendizagem & um tema importante por ser constituinte e estruturante da pratica educativa [SILVA, 2004).
RAvaliar nesta perspetiva requer do professor uma nova compreensao do conceito de avaliacao e exige dele uma nova postura.
Sendo assim, o ohjetiveo deste artigo é fazer uma refiexao com os professores de matematica, licenciandos dos cursos de
Matematica e Pedagogia sobre alguns pressupostos da avaliacdo no paradigma da aprendizagem significativa, na perspectiva
e superatao do metodo tradicional de avaliacao gue tem contribuido para o fracasso escolar, sobretudso, no ensino de

matematica na educacdo basica.

Introducao

O tema Avaliacdo Educacional é vasto. Pode-se avaliar, por
exemplo, o projeto politico-pedagégico de uma institui¢io de
ensino, os planej amentos dos professores de uma instituicio e o
aluno enquanto sujeito aprendiz. Uma leitura mais apurada da
literatura em Educaciio e de dreas afins mostra que a avaliagio
sempre foi um dos temas mais discutidos pelos diversos atores

do sistema educacional, tanto no Brasil quanto no estrangeiro.

Pode-se facilmente constatar que essa discussio nio se limita
as paredes da escola, mas acontece nas universidades, seja nas
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pesquisas ou nos cursos de formacio inicial e continuada de
professores, e nas diversas esferas do sistema educacional.

Luckesi (2000) afirma que a avaliagio ndo possui uma fina-
lidade em si mesma e que ela s6 adquire sentido na medida em
que se articula com o projeto pedagégico da escola e, conse-
quentemente, com o planejamento do professor. Com efeito,
€ nesse momento da sua atividade que o professor delimita os
objetivos de ensino e de aprendizagem e constréi as situagdes
diddticas (Brousseau, 19g8), com a intencio de levar o aluno a
aprender um determinado conteddo ou conceito.




Enseignement

Esguema 1.—0 <«milieu> do professar [Brousseau, 1998, p. EIE][]]

Nos seus escritos, Margolinas (2002, 2005) coloca em evi-
déncia que o professor, enquanto ator da relacio did4tica estd
sempre em situagio de aprendizagem. Brousseau (1998) repre-
senta o «milieu» no qual o professor estd inserido no momento
da Situagio Diddtica, momento que estd em interacio real com
o aluno, pelo esquema 1.

Sendo o professor o construtor do meio que age e retroage
com o aluno, aluno<>meio, ele mesmo se torna sujeito de um
sistema mais amplo que interage com este sistema. Assim, «o
professor interage com o meio e aprende a partir desta inte-
ragfio» (Lima, 2009, p.37). No entanto, é preciso considerar
que o professor nido aprende apenas no momento em que estd
em interacio com o aluno. Ele aprende também em outros
momentos de sua atividade como, por exemplo, no momento
da elaboracio do plano de aula e durante todo o processo
avaliativo. Sua aprendizagem torna-se ainda mais evidente
neste processo, tendo em vista que ele é confrontado com suas
escolhas metodolégicas. Nessa perspetiva Silva ressalta que:

O professor ao ensinar aprende o que o aluno sabe e como sabe, de
onde ele vem, que desejos possui; por sua vez, o aprendente para
aprender ensina o professor o que sabe e como sabe, qual é a sua
histéria, quais sdo as suas aspiragdes. Assim sendo, quem ensina
aprende e quem aprende ensina (Freire, 2000) e o processo avalia-
tivo € o espago privilegiado desse didlogo educativo (Silva, zooy4,
p-37)-

Partindo dessa premissa construimos nossa reflexdo sobre a
avaliagio da aprendizagem, particularizando-a no contexto do
ensino da matemadtica.

Perspetivas de avaliacdo em educacao

E ponto consensual entre os estudiosos em Educacio que, para
atender as necessidades da sociedade atual, a escola precisa

Eléve

Milieu

mudar. Dentre os aspetos apontados como fundamentais para
tal mudanca, aponta-se a avaliagio da aprendizagem. Pergunta-
se, porém, como viabilizd-la, tendo em vista os fatores que
influenciam e que definem a prética avaliativa adotada pela
maioria dos professores! Refletindo sobre a temdtica da avalia-
¢do escolar, Hoffmann (2004, p.11) ressalta que «a ansiedade
e a resisténcia de muitos duplica quando se diz que é preciso
muda-la, transforma-la, para que se alcance uma escola ver-
dadeiramente inclusiva». Esta resisténcia do professor, que na
maioria das vezes tem origem na sua formagio e nos modelos
avaliativos vigentes, mostra que, embora necessdria, a adocio
de uma nova pritica avaliativa nas escolas néo é tarefa facil.

O modelo de avaliagio da aprendizagem utilizado em escala
mundial € caraterizado pelo método de afericio de resultados
através de notas ou conceitos. Sendo este bastante criticado por
diversos estudiosos, em contraponto propde-se um modelo de
avaliagio que leva em conta as sucessivas etapas de construcio
do conhecimento pelo aluno, bem como a adequacio, ou néo,
da metodologia de ensino adotada pelo professor. Sem ter a
pretensio de investir de forma minuciosa na descricio desses
modelos, apresentamos a seguir alguns pressupostos das duas
correntes de pensamento.

A Awaliacdo tradicional com origem nos estudos de Tyler
(1949), tem como principal foco verificar em que medida os
objetivos fixados no programa escolar estdo sendo alcancados.
Luckesi (2000, p. 72) afirma que nessa pratica os professores
adotam, basicamente, trés procedimentos de modo sucessivo
que sdo: medida do aproveitamento escolar; transformacdo da
medida em nota ou conceito e utilizacdo dos resultados identificados.
Nessa abordagem, a aprendizagem do aluno pode ser medida
através da comparagdo da quantidade de respostas corretas
ou erradas com os parimetros atribuidos pelas instituigdes'®.
como, por exemplo, as secretarias de educacio, as escolas e o
professor. Sendo assim, o processo de aprendizagem é conside-
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rado encerrado no momento em que o professor atribui uma
nota ou um conceito ao aluno. A avaliacio concebida desta
maneira tem a fungio de «julgar» o aluno, permitindo-lhe ou
ndo o acesso a outro nivel da sua escolaridade. Luckesi (Ibid.)
alerta, entretanto, para o facto de que «medida é uma forma de
comparar grandezas tomando uma como padréo e a outra como
objeto a ser medido» (ibid.).

A Awaliagdo formativa-reguladora tem como base os seguintes
pressupostos: interessa-se pelo modo como o aluno aprende,
pela trajetéria da sua aprendizagem e pela qualidade do que o
aluno aprende (Hoffmann, 1998; Perrenaud, 1999; Silva, 2004;
Zabala, 1998). Nesse modelo de avaliagio, a existéncia de um
sistema de notas ¢ incoerente. Preconiza-se que a avaliagio do
aluno deve ser realizada com base na aprendizagem dos conte-
tdos minimos necessdrios, no desenvolvimento de habilidades
e competéncias e, também, na utilizagiio de procedimentos de
resoluciio dos problemas compativeis com o seu nivel de cog-
nicdo. Nessa direciio, a avaliagio deve ser realizada de maneira
continua por meio da aplicacio de instrumentos diversificados
e cuidadosamente elaborados pelo professor, com vistas a levar
o aluno a uma situagio de aprendizagem.

Mesmo nédo sendo recente, a avaliagio na perspetiva for-
mativa-reguladora é considerada inovadora, na medida em que
pressupde uma pratica docente comprometida com a inclusdo,
a diversidade e a construciio coletiva (Silva, 2004). Entdo, para
que se concretize é preciso a adesdo espontinea do professor,
compreendendo que também aprende no processo de avaliagdo,
tanto sobre o aluno quanto sobre a sua atividade docente.

Embora conscientes das limitacdes do modelo vigente de
avaliacio, muitos professores ainda resistem e continuam
utilizando um tnico instrumento de avaliacio que, em geral,
¢ aplicado de forma tradicional. Ndo queremos discutir a per-
tinéncia deste ou daquele instrumento, levando em conta que
cada um tem a sua importdncia em um determinado momento
do processo de ensino. Antes, porém, nos perguntamos se um
Gnico instrumento de avaliacio é suficiente para evidenciar o
estado de aprendizagem de um aluno ou de uma classe.

Diante desse cendrio, refletimos sobre os caminhos que
podem conduzir o professor a adotar uma nova postura com
relaciio a avaliacio. Estudiosos do assunto apontam a formacio
inicial e continuada dos professores coma ponto de partida,
mesmo representando um dos grandes desafios da Educacio
l. Hoffmann (1998) elenca alguns desafios que precisam ser
enfrentados. Dentre eles, citamos:

Q desafio é justamente redimensionar essa formagfio, ultrapassando
a andlise histérica e a critica ao processo classificatério — impor-
tante em termos de compreensio da realidade —, e aprofundando
estudos sobre concepcdes tedricas e metodoldgicas de uma avalia-
Cio continua e qualitativa, em cursos de formagiio de professores,
sem censura de discutir a complexa realidade educacional de nos-
sas escolas. [...] A superficialidade dos estudos na drea de avalia-
o, em cursos de magistério e licenciatura, tende a ser um factor
muito sério pelo seu reflexo na escola de 1° e 2° graus, uma vez que
a prética avaliativa é um fendmeno com caracterfsticas fortemente
reprodutivistas. Ou seja, o modelo que se instala em instituighes
formadoras é o que vem a ser seguido por esses alunos quando pas-
sam a exercer a docéncia. (Hoffmann, 1998, p. 65).
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Apés mais de uma década dos escritos de Hoffmann e consi-
derando as mudancas que foram implementadas na Educagio
Bésica e no Ensino Superior no Brasil, privilegiando a inclusio
de disciplinas que abordam a avaliagdo educacional, os resulta-
dos ainda néo sdo visiveis na-pritica dos professores e na forma
como se avalia nas instituigdes de ensino superior. Isto se deve,
muitas vezes, a crenga em alguns mitos histéricos que permeiam
o ensino em geral, ¢ em particular, no ensino da matemdtica.
Por exemplo, muitos professores acreditam que a adogio de uma
prética avaliativa na perspetiva formativa pode diminuir a sua
credibilidade perante o aluno, uma vez que o indice de repro-
vaciio tende a diminuir. De uma forma equivocada associa-se o
temor que os alunos tém da reprovagio com a credibilidade do
professor: um bom professor é aquele que reprova. Resultados
de pesquisas mostram que a persisténcia dessas crengas ¢ ainda
mais forte no campo das ciéncias exatas, como a Matemdtica e
a Fisica. Os desafios acima citados continuam, portanto, atuais,
indicando a emergéncia da ressignificaciio da prética avaliativa
comumente adotada nos cursos de formaciio de professores.

Avaliacao da aprendizagem em Matematica

Analisando o processo de avaliagio em matemadtica, Gitirana
(2003) relata que na discussio com professores sobre anélises de
producio dos alunos, é comum ouvir perguntas do tipo:

<E dai, que nota eu dou ao aluno?, em vez de questdes do tipo
E daf, em que posso mudar minha pritica docente para que meu
aluno possa alcancar os objetivos de desenvolvimento pretendi-
dos? Que atividades eu devo trabalhar a partir de ral panorama? Ou
ainda, porque o aluno apresenta tal erro e tal estratégial> (Gitirana,
2003, p. 57).

Isto reflete a pritica adotada por esses professores, apesar
das recomendactes contidas nos documentos oficiais e do
acesso cada vez mais crescente dos professores aos cursos de
formacio continuada. Segundo as orientacdes dos Pardmetros
Curriculares Nacionais — PCN (Brasil, 1998) para os anos finais
do Ensino Fundamental, o ensino da matemadtica deve ser vol-
tado para uma aprendizagem que privilegia a atividade investi-
gativa, a formulagiio, a representacio, o raciocinio e a aplicagio
de diversas estratégias pelo aluno na resolucio de problemas.
Desta forma, o aluno deve ser levado a desenvolver uma atitude
metacognitiva, indo além da memorizacio e da repetigio. Para
atingir esta meta, o processo de avaliaco precisa ser repensado
pelos professores. Na perspetiva de construgio de um curriculo
de Matemdtica para esse nivel de escolaridade, a avaliagio
adquire uma nova funcionalidade, destacando-se as dimensdes
sociais e pedagégicas.

No primeiro caso, atribui-se & avaliagio a funcio de fornecer aos
estudantes informacdes sobre o desenvolvimento das capacidades
e competéncias que sio exigidas socialmente, bem como auxiliar os
professores a identificar quais objetivos foram atingidos, com vistas
a reconhecer a capacidade matemdtica dos alunos, para que possam
inserir-se no mercado de trabalho e participar da vida sociocultural.
No segundo caso, cabe 2 avaliagio fornecer aos professores as infor-
magtes sobre como estd ocorrendo a aprendizagem: os conheci-
mentos adquiridos, os raciocinios desenvolvidos, as crengas, hébi-
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tos e valores incorporados, o dominio de certas estratégias, para
que ele possa propor revises e reelaboragdes de conceitos e proce-
dimentos ainda parcialmente consolidados (Brasil, 1998, p.54).

Um dos principios norteadores do ensino da matematica € que
esta pode e deve estar ao alcance de todos. Nessa perspetiva, a
garantia da aprendizagem pelo aluno deve ser a principal finali-
dade do trabalho do professor. Em outros termos, o ensino deve
garantir o desenvolvimento de competéncias complexas como
a observagiio, o estabelecimento de relagdes, a argumentacio e
a validagiio de processos, além de estimular as formas de racio-
cinio como intuigio, indugiio, deduciio, analogia e estimativa.

Em sintese, o que se pretende do ponto de vista das orienta-
Goes oficiais € que o ensino da matemdtica faca sentido para o
aluno, o que traduz o pensamento do paradigma da aprendiza-
gem significativa. Como argumenta Silva (2004), para que isso
se materialize é preciso haver uma aproximacio mais efetiva
do professor com a produciio tedrico-educacional. Neste novo
cendrio, a escola deixa de ser um espago voltado apenas para o
ensino para ser transformada em um ambiente de investigacio.
Ponte et al. defendendo a importincia da investigacio mate-
mitica na sala de aula, afirmam que:

O conceito de investigacio matemdtica, como atividade de ensino-
aprendizagem, ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da ati-
vidade matemdtica genuina, constituindo, por isso, uma poderosa
metdfora educativa. O aluno é chamado a agir como um matema-
tico, nfo s6 na formulagdo de questdes e conjecturas e na formula-
Gdo de provas e refutagBes, mas também na apresentagio de resulta-
dos e na discussio e argumentagiio com os seus colegas ¢ o professor
(Ponte et al. 2006, p. 23).

A transformagiio da escola nesse espago de pesquisa requer do
professor a habilidade de desenvolver praticas inovadoras e
de construir sequéncias diddticas (Brousseau, 1998) que con-
tribuam eficazmente para a construgio do conhecimento pelo
aluno.

E comum na pratica do professor de matematica a imposicio
de «problemas» que ndo fazem sentido para o aluno. Ponte et
al. (2006) ressaltam que o primeiro passo para se realizar uma
investigacio matemdtica ¢ a identificagio do problema que
deve ser resolvido, mas para que isto aconteca é necessdrio
que o mesmo represente um verdadeiro problema para o aluno.
Em consonincia com Pélya (1986), os autores definem um
problema como sendo «uma questio para o qual o aluno nio
dispde de um método que permita a sua resoluciio imediata»
(Ponte et al., Ibid.). Uma vez o aluno aceitando o desafio de
resolver o problema, cabe ao professor identificar os procedi-
mentos utilizados na resolugiio e avaliar o desempenho desse
aluno.

Sabe-se, no entanto, que a avaliacio em matemaitica &,
muitas vezes, baseada apenas na resposta final dada pelo aluno.
Nesses casos ignoram-se os procedimentos utilizados para che-
gar a uma resposta correta ou errada (Kamii, 1gg5). Entio, se
a resposta € correta a nota € 10 (dez), se a resposta for errada a
nota atribuida € o (zero). No caso de eventuais respostas erradas,
ou mesmo quando o aluno nédo segue o modelo ensinado pelo
professor, o erro € muitas vezes objeto de puniciio e considerado
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como sendo uma falta grave do aluno.

No paradigma da aprendizagem significativa, que adere aos
pressupostos do construtivismo (Piaget, 1977, 1978), 0 erro
adquire um novo significado. Além de constituir um momento
da construgdo do conhecimento pelo aluno, ele é um impot-
tante indicativo para a avaliagio das escolhas metodolégicas
feitas pelo professor e dos problemas escolhidos no encaminha-
mento da aprendizagem. Para Brousseau (1983), o erro nem
sempre € o resultado da ignorincia, da incerteza ou do acaso.
Pelo contrdrio, muitas vezes ele € o efeito de um conhecimento
anterior que tem o seu dominio de validade, entretanto para
uma situagio especifica se revela falso ou inadequado. Dessa
forma, diante de um erro cometido pelo aluno, é necessdrio
que o professor seja capaz de reconhecer e analisar a sua origem
e, também, de criar situagdes diddticas que auxilie o aluno a
superd-lo. E nesse momento que o professor aprende com o
aluno, coletando informagdes e dados importantes para subsi-
diar suas escolhas e suas decisdes diddticas (Lima, 2000).

Além disso, ndo se pode ignorar que o erro pode ter origem
em um efeito do Contrato Diddtico, na aceciio de Brousseau
(1990). Um exemplo cldssico desta possibilidade é o problema
da «idade do capitio» relatado por Baruk (1985). Em uma
experiéncia realizada na cidade de Grenoble — Franca - com
noventa e sete alunos de classes equivalentes ao segundo e
terceiro anos do Ensino Fundamental no sistema de ensino
brasileiro, resolveu-se o seguinte problema: «Em um barco exis-
tem 26 (vinte e seis) carneiros e 10 (dez) cabras. Qual a idade
do capitéo?». O resultado da pesquisa mostrou que 76 (setenta
e seis) alunos calcularam a idade do capitio utilizando os
nimeros fornecidos no enunciado do problema. Este resultado
evidencia varias regras do contrato diddtico que sio implicitas,
na maioria das vezes, como afirma Brousseau (ibid.). Dentre
as regras de contrato identificadas nesta pesquisa, encontra-se
a falta de diversificagdio de procedimentos de resoluciio pelo
professor, a repeti¢io de problemas parecidos nos quais apenas
os dados numéricos sdo alterados e ainda a incompreensio
do enunciado do problema pelos alunos. Além das regras de
contrato didético destacadas, Camara dos Santos et al. (2000)
identificam outras que regem a maioria das salas de aula de
matematica: «todo problema em matemdtica tem soluciio;
em todo problema matemdtico os dados estdo no enunciado;
em matemdtica, os problemas se dividem em trés etapas: sen-
tenca matemdtica, cdlculo e resposta.» (p. 132). Regras como
essas podem funcionar como factor de inibicio do raciocino
matemadtico do aluno, podendo levar o aluno a pensar que sua
resposta estd errada apenas porque ndo se enquadra em tais
regras.

E necessario, entao, que se diversifique o tipo de abordagem
dos conteddos e os procedimentos de resolugiio utilizados na sala
de aula, buscando levar o aluno a desenvolver competéncias
complexas como observar, analisar, investigar e tomar decisdes,
para que ele se torne auténomo no processo de construcio da
sua aprendizagem. O professor deve, portanto, levar em conta
todos esses fatores na construgio de uma sequéncia diddtica,
para que se obtenha éxito no seu desenvolvimento.
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Y. Consideracies finais

Com as consideracdes feitas neste artigo objetivamos fazer
uma reflexio sobre a avaliacio da aprendizagem, em particular
daquele que ensina matemdtica. Ressaltamos que no processo
avaliativo o professor se encontra em situagio de aprendizagem
visto que, nesse momento da sua atividade, ele aprende sobre
o aluno e sobre a adequacio ou ndo da metodologia de ensino
adotada na sua pratica em sala de aula.

Para haver uma aprendizagem significativa por parte do
aluno é necessdrio que o professor considere a avaliagio como
um dos principais momentos do processo de ensino, tendo em
vista que ela pode lhe fornecer subsidios importantes para o
encaminhamento da aprendizagem do aluno. A adogio dessa
postura pelo professor requer, no entanto, um esfor¢o impor-
tante no sentido de abandonar o método tradicional de ava-
liacio que privilegia a atribuigio de notas ou conceitos. Neste
novo cendrio a aprendizagem do aluno é o centro do processo.

Entendemos que a avaliacio da aprendizagem estd intrinse-
camente ligada as formas de ensinar e as formas de aprender e,
neste contexto, o papel da avaliacio tem a fungio de desven-
dar a maneira como o aluno aprende e o que ele aprende para
orientar a maneira como o professor deve ensinar.

Notas

[1] Enseignant: Professor. Eléve: aluno. Milieu: Meio.

[2] O termo instituico é utilizado aqui na perspetiva da Teoria
Antropélogica do Diddtico — TAD (CHEVALLARD, 1985).
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