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EDITORIAL
Rui Canario

Ser Professor hoje

A publicagio do presente nimero da revista Educacdo e
Matemdtica coincide com a realizagiio de mais um ProfMart e
assinala um quarto de século da existéncia da Associaciio de
Professores de Matemdrica. Estamos perante uma afirmagio
clara de uma grande vitalidade profissional dos professores
de matemdrica. O projecto de acgiio corporizado pela APM
tem funcionado como um projecto associativo, com grande
expressdo junto do conjunto de professores de matemdtica de
todos os niveis de ensino, através das suas publicagdes, encontros,
semindrios de formacio, divulgacio e troca de experiéncias.

Nestes tltimos 25 anos muita coisa mudou nas escolas e nas
condi¢bes de exercicio da profissdo docente. Nos anos 8o, apds
a aprovacio da Lei de Bases do Sistema Educativo, viveram-se
tempos de optimismo e depositaram-se esperangas, que viriam
a revelar-se infundadas, num projecto de Reforma Educativa
que nos ajudou a compreender que a educacio e as escolas
ndo mudam por decreto. Ajudou-nos a compreender, também,
que os professores nfo podem ser encarados como meras «ala-
vancas» (expressio usada por um ministro da época) de um
processo reformador conduzido de fora para dentro das escolas
e construido de cima para baixo.

Hoje e nos tempos que se avizinham as condigdes de tra-
balho e as exigéncias que se colocam ao exercicio da profissdo
docente serdo mais exigentes. A realidade escolar é «porosa»
relativamente ao meio envolvente e todos os problemas sociais
se repercutiriio e continuardo a «invadir» o espaco e o tempo
escolares. Em ambientes de trabalho mais problematicos e mar-
cados por crescente complexidade, pede-se, ou melhor, exige-se
aos professores que, de modo eficaz transmitam conhecimentos,
promovam a autonomia dos alunos, construam métodos ino-
vadores, facilitadores da aprendizagem e ainda que ponham
em pritica modos de ensino e acompanhamento individua-
lizado, no sentido de construir respostas positivas i crescente
heterogeneidade dos piblicos escolares. Também se espera dos
professores que integrem nas suas priticas profissionais um apro-
veitamento pleno das potencialidades das novas tecnologias de
informacio. Os professores sdo ainda chamados, de forma cada
vez mais intensa, a assumir responsabilidades educativas e de
gestdo fora do seu cldssico e restrito territério: a sala de aula.

Para responder a este conjunto de exigéncias hd que con-
ceber a profissio docente como um todo que integra quatro
dimensdes fundamentais:

O professor é um analista simbdlico, ou seja, alguém que (indi-
vidualmente e em equipa) equaciona e constréi solugdes para
situacdes educativas complexas, marcadas pela singularidade
e a incerteza. A aprendizagem através da experimentacio (e
portanto do erro) e através da interaccio permanente com os
pares profissionais configura modalidades de aprendizagem no
exercicio do trabalho. Entendendo o saber ensinar como a tra-
duciio de uma competéncia de fazer com que outros aprendam,
a singularidade de cada educando e de cada situagiio educativa,

realca como insuficiente um saber profissional baseado na mera
aplicacio de procedimentos uniformizados e previamente
testados.

Os professores ndo sdo, portanto, meros agentes de execu-
¢do. Precisamente, na acciio docente é muito grande a distdncia
entre o trabalho real e o trabalho prescrito. Sé a curiosidade e a
criatividade permanentes dos professores podem induzir atitu-
des idénticas por parte dos sujeitos que aprendem. Neste sentido
espera-se do professor e das equipas educativas que trabalhem
com zelo, o que implica ousar transgredir as normas instituidas.
Mais do que um reprodutor de priticas, o professor reinventa
e contextualiza praticas, reconfigurando-as de acordo com as
especificidades dos contextos e dos publicos. A semelhanca do
modo de fazer do artesdo, o professor mobiliza, a partir de um
reportério compdsito de saberes, os elementos pertinentes para
fazer face a situagdes tnicas e marcadas pela incerteza. E nesta
perspectiva que o saber profissional construido na ac¢iio, muitas
vezes ticito, assume uma capital importincia.

O professor &, também, um profissional da relagdo, na medida
em que a sua actividade se inscreve nas profissdes de «ajuda»,
marcadas pela relacio face a face, quase permanente, com o
destinatdrio. A importancia decisiva desta dimensio relacional
torna mais evidente a inadequaciio de uma profissio docente
enquadrada em limites definidos por uma racionalidade técnica
e instrumental. A relacio com os alunos impregna a totalidade
do acto educativo, nfio pode ser ensinada, mas apenas apren-
dida e engloba de forma inextrincdvel as dimensées intelectual
e afectiva.

A crise global que afecta as instituigBes cldssicas de sociali-
zacio, combinada com um mais democrdtico acesso a percursos
escolares longos, cria 4 escola problemas de legitimidade que
decorrem do desfasamento entre a instituicio escolar e a diver-
sidade de expectativas e de l6gicas de accio, presentes num
publico escolar cada vez mais diferenciado. Cabe também ao
professor contribuir para que as situagtes educativas propostas
sejam vistas e vividas pelos alunos como pertinentes e significa-
tivas. Para conseguir que a sua acgfio profissional tenha eficicia,
o professor precisa ainda de ser um construtor de sentido.

No inicio de um novo ciclo educativo marcado, quer pela
extensdo da escolaridade e das ofertas formativas a novos pibli-
cos de jovens e adultos, quer pela vivéncia de uma crise social
e politica com contornos graves e de uma amplitude de certo
modo inesperada, os professores precisam de investir no seu rico
e diferenciado patriménio associativo, fazer apelo ao reforgo e
afirmacio de um saber que inclui uma visdo total da profissio
que s6 pode afirmar-se a partir do interior do campo profissional.
E tempo de saber ouvir os professores, mas é sobretudo necessa-
rio que estes tomem a palavra.

Rui Canario
Instituto de Educagdo, Universidade de Lishoa
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APM, vista pelos sdcios...passado, presente e futuro

Introducdo

No editorial da E&M n.® 1, publicada em Janeiro de 1987,
afirmava-se logo no inicio «A criagio da APM constitui, sem
ddvida, um facto novo no panorama do Ensino da Matemadtica
em Portugal. Surgindo como um movimento organizado de
renovagio no qual se empenharam algumas dezenas de profes-
sores de diferentes graus de ensino, a APM é encarada de modos
muito diversos: com alguma esperanga por muitos, com expec-
tativa por outros, talvez com receio por terceiros. Mas antes de
discutir os desafios que se lhe colocam, importa analisar os seus
antecedentes, a sua razio de existir (...)» e terminava referindo
«A APM ¢ uma aposta dificil mas que vale a pena fazer. Se ela
for ganha, ento temos boas razdes para acreditar que os profes-
sores de Matemdtica poderdo desempenhar um papel decisivo
na renovacio da Educagio Matemdtica no nosso pafs. Que bem
precisa €.» ...

Hoje, passados 25 anos, a APM é uma aposta ganha, mas
importa continuar a reflectir sobre a Associacio e a Educagiio
& Matemdtica associa-se a essa reflexfio, através da publicagio
de dois textos e de testemunhos de sécios.

Um dos textos é a tradugiio de parte de um artigo da autoria
de Paulo Abrantes, publicado, em 1997, na revista espanhola
Epsilon, que enquadra a criagio da APM no movimento asso-
ciativo dos anos 8o e destaca as suas principais caracteristicas.
Em particular, fala-nos sobre o potencial da APM no desenvol-
vimento profissional e no surgimento de uma nova identidade
profissional dos professores de Matematica.

O outro texto fala-nos sobre tentativas (goradas) de criagio
de uma associagiio de professores de Matemdtica nos anos 7o,
atribuindo-se o fracasso em primeiro lugar a situagiio politica
que se vivia na altura. E da autoria de Méria Almeida que
integra o Grupo de Trabalho sobre Histéria e Memérias do
Ensino da Matematica (GTHMEM) da APM, que se propde
dar um contributo e suporte histérico para a andlise do ensino
da Matemdtica, tal como a autora refere «O GTHEMMat é um
grupo de trabalho da Associacgiio de Professores de Matematica

Depoimentos

0 que o levou a ser sacio da APM?

As razies de sacios fundadores
Nos sécios fundadores hd professores que viram a necessidade
de criacio de uma associagio de professores e outros que se
foram envolvendo durante o processo de criagio. Pelos seus tes-
temunhos passa muito da histéria da APM, origem, objectivos,
influéncias, constitui¢iio, organizagio e estilo de trabalho.
Para os professores que estiveram na génese do movimento
que deu origem 3 APM, que promoveram o debate de ideias
e também a organizagio de vdrias reunides preparatérias,
bem como do 1.” ProfMat, realizado em 1985 em Lisboa e
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(APM) criado em 2009, que tem por objectivos recolher, estu-
dar, preservar e divulgar documentos e memérias relacionados
com todas as dimensdes do ensino e da aprendizagem da mate-
madtica. S3o igualmente seus objectivos promover a comunica-
cio e discussdo de ideias e trabalhos sobre histéria do ensino da
Matemdtica e, contribuir para um conhecimento mais alargado
da histéria do ensino da Matemdtica, nomeadamente entre os
professores desta disciplina».

E, quem melhor que os sécios para reflectir sobre a
Associacio? Procurdmos o sentir de sécios fundadores, com 25
anos de associacio, e de s6cios que entraram este ano, 25 anos
depois; e também de sécios com 25 anos, idade que vérios dos
sécios actuais tinham hd 25 anos; sécios com idades diversas
(nem sempre os mais recentes sdo os mais novos), de todos os
graus de ensino e de regides diversificadas. Colocdmos-lhes trés
questdes:

1.* O que o levou a ser sécio da APM?

2. Se alguém lhe perguntasse o que é a APM, o que diria
(numa tnica frase)?

3.> O que espera da APM no futuro?

Dos 140 sécios fundadores, 61 mantém a quota actualizada,
sendo 26 do ensino superior e 35 do ensino bdsico e secundério.
Até A dara da realizacio do questiondrio, tinham-se inscrito
este ano, 25 anos apds a fundagiio da APM, 43 sécios e os sécios
com 25 anos de idade sdo 5. Envidmos as questdes a 30 sécios
fundadores, 23 dos novos sécios e aos 5 sdcios com 25 anos.
Obtivemos 18 depoimentos, sendo 14 de sécios fundadores (7
do ensino superior e 7 do ensino bdsico e secunddrio); 2 de
novos sécios e 0s restantes 2, sGCios com 25 anos.

Os testemunhos dos que responderam siio um bom contri-
buto para o debate sobre o associativismo e o seu papel na poli-
tica educativa e a importancia da APM para que os professores,
como refere Rui Candrio no editorial, tomem a palavra.

As redactoras: Ana Luisa Paiva, Cristina Tudella, Manuela Pires

do 2.° ProfMat, realizado em Portalegre onde se constituiu a
Associacio, a pergunta «O que o levou a ser sécio da APM?»
niio faz grande sentido, como afirma Jodo Pedro da Ponte, sécio
n.° 16: «Quando nio existia APM, promovi diversas reunides
para se discutir a sua criagio. Na sequéncia dessas reunides
realizaram-se muitas actividades e a criacio da APM envolveu
muito trabalho preparatério. No dia em que a APM foi criada
nio me passou pela cabega nfio me registar como membro».
Para outros professores, a criagio da APM e ser seu sdcio
foi a sequéncia natural do trabalho de formagio que existia
na altura, como testemunha Lourdes Cangueiro, sécia n.” 140
«Em 1980, foi alterado o modelo de estdgio dos 2.7, 3.° Ciclos
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e Secundario. Foi criada a Profissionalizacio em Exercicio. Um
estdgio de dois anos, (pela primeira vez, foram abrangidas trés
greas de formagiio) que tinha como ponto de partida as necessi-
dades de formacio dos formandos e, até, da prépria escola. Era
um sistema de formaciio mais global e mais profundo; propiciava
mais reflexiio e mais intervencio; privilegiava a auto e a hetero-
formagio, quer dos formandos, quer dos formadores, bem como
dos formadores de formadores (Orientadores Pedagdgicos a
Profissionalizagio — OPs).

Durante esses anos, fiz parte do grupo de OPs do 2.° ciclo, da
zona de Lishoa, juntamente com colegas bem conhecidos como,
p.e., Leonor Filipe, Cecilia Monteiro, Leonor Moreira, M* José
Pagarete, Henrique Guimardes. Foram anos de grande exigén-
cia, de muita pesquisa e reflexfio, sempre tendo como base a
partilha de saberes e experiéncias. Quando foi anunciado o fim
da Profissionalizacio em Exercicio, todos nés, ¢ néo sé nds,
sentimos que era fundamental dar continuidade a esta vivéncia
de formacgo. E, foi, muito, a partir deste tipo de interacgges de
construcio do saber, que nasceu, e floresceu, a APM».

Mas também hi sécios fundadores, que estavam entdo a
terminar o curso ou no infcio da carreira e que foram motiva-
dos pelos seus professores universitdrios ou por colegas. Pelos
seus testemunhos perpassa emocio, motivagio, identificagio
com uma luta por melhorar o ensino da matemdtica, mas que,
por vezes, vai para além disso e se torna numa militéncia mais
profunda, como referem Manuel Emidio Costa, Ana Paula
Canavarro e Fatima Mendes, que ¢ a sécia fundadora mais
jovem a responder.

Fatima Mendes, sécia n.° 15, foi a primeira a responder as
nossas questdes num registo vibrante e na volta do correio,: «Ha
25 anos tinha 23 anos e era professora na cidade de Portalegre
hé dois anos, depois de ter acabado o curso. Sempre gostei de
aceitar desafios e propuseram-me, nessa altura, organizar um
encontro de professores de Matemdtica naquela cidade. Aceitei
o desafio e passei a ser membro da Comisséo Organizadora, no
ambito da qual fiz de tudo um pouco, mas da qual tenho 6ptimas
recordagdes. No Encontro reencontrei professores meus, o Paulo
Abrantes e o Raul Carvalho, professores que me fizeram gostar
ainda mais de Matemitica e de ser professora de Matemdtica.
Deixei-me contagiar pela esperanga de tornar o ensino da
Matemitica mais atractivo para os alunos, de modo que todos
gostassem da Matemitica e de aprender Matemdtica. Por isso,
fiquei muito orgulhosa quando propuseram que os membros da
Comissdo Organizadora desse ProfMat pertencessem a primeira
Direcgio da Associacio e fossem considerados membros funda-
dores. E foi assim que me tornei a sécian.® 15 da APM, ao lado
de pessoas que eu muito considerava (e considero), com apenas
23 anos. E passados 25 anos, considero-me uma privilegiada por
ter feito parte do momento importante da criagio da APM e
continuo orgulhosa por ser a sécian.” 15.»

Manuel Emidio Costa, sécio n.° g2: «Na altura em 1987
tinha as ilusdes de quem tinha acabado a licenciatura. Por
influéncia de amigos fomos a Portalegre e af tornei-me sécio.
Queria ajudar a mudar o mundo e a APM para mim respondia
e responde s minhas ilusdes.»

Ana Paula Canavarro, sécia n.® 106: «A APM nasceu no
ano em que eu terminei a minha licenciatura como professora
de Matemitica. Tinha ido ao primeiro ProfMat apresentar um

y Educacdo e Matematica

trabalho realizado ainda como aluna, pela mio de Jodo Pedro
da Ponte, e estive no segundo ProfMat em Portalegre, realizado
quando concluf o estdgio. Naquele ambiente contagiante, era
quase impossfvel ndo me ter associado».

Outros professores, também jovens, mas jd ndo em inicio de
carreira, aderiram 2 APM por uma necessidade de dar corpo
a renovacio da matemdtica e ao seu desenvolvimento profis-
sional, caso de José Anténio Duarte, Elvira Santos e Cristina
Loureiro.

José Anténio Duarte, sécio n.° 9: «<O que me levou a ser
sécio, na altura, foi a vontade de abracar o movimento de reno-
vacio do ensino da Matematica que nascia e se fazia sentir num
conjunto de iniciativas de inovagio no ambito da Didactica
da Matemética. Esse movimento partiu de um conjunto de
professores, sécios da SPM, de que niio posso deixar de destacar
os nomes do Paulo Abrantes, do Jodo Pedro, do Raul Fernando
e do Zé Manuel Matos»

Elvira Santos, sécia n.° 67: «O que me motivou a ser sécia,
desde a primeira assembleia em Portalegre, foi sentir que era
importante criar uma associagio em que 0s proprios professores
pudessem ser motores do seu desenvolvimento profissional.
Contribuir para a partilha de saberes através da formagio e da
discussio».

Cristina Loureiro, sécia n.° 12: «Nos primeiros anos da
minha profissio como professora do Ensino Secunddrio aper-
cebi-me rapidamente dos vérios desafios que se colocavam ao
ensino da Matemidtica. Nomeadamente, contactei com grupos
internacionais que intervinham no ensino desta disciplina e
pude constatar que, em outros pafses, professores e organiza-
¢bes independentes pensavam e discutiam sobre o ensino da
Matematica. Constatei assim que havia alternativas ao ensino
desta disciplina. Participei entdo em vérios encontros nacio-
nais e internacionais e liguei-me ao grupo de professores de
Matematica do jovem Departamento de Educagiio da Faculdade
de Ciéncias da Universidade de Lishoa, completando nessa
altura a minha formacio profissional como aluna deste depar-
tamento. Tive por isso o privilégio de fazer parte do grupo que
organizou o primeiro Profmat, em 1985, e de poder perspectivar
com outros professores a criagio da APM. Posso dizer, por isso,
que ndo me fiz sécia da APM, antes sim, ajudei a constituir
a associacio para depois me fazer scia dela. Foi muito claro
para mim na altura que qualquer mudanga a fazer no ensino da
Matemética teria que passar pela intervenciio organizada de um
grupo muito alargado de professores. Em poucas palavras, posso
dizer que sou s6cia da APM porque se conjugaram vérios fac-
tores, insatisfaciio, conhecimento de outras realidades e crenga
no movimento associativo.»

Mas, também para outros profissionais, j4 nio tdo jovens,
este movimento foi uma oportunidade de envolvimento em
novas e desafiantes aventuras, como nos conta Eduardo Veloso,
sécio n.° 24: «Depois de ter sido tripulante da TAP durante
trinta e tal anos, aproximando-me da idade da reforma — 60
anos —, e tendo ouvido dizer que ia abrir um mestrado em
Educagiio Matemitica na FCUL fui 14 inscrever-me, para que
os meus dois amores de longa data — a matematica e o ensino
de matemética — se pudessem enfim concretizar...

Na realidade, nunca abandonara completamente a mate-
maética — tinha até estado dois anos em Paris com uma bolsa
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do governo francés, seguidos de dois anos como assistente de
Matematicas Gerais na FCUL e acompanhara os trabalhos de
Sebastifio e Silva no movimento da Matemdtica Moderna. E
sempre que ia a New York trazia um ou dois livros...

As inscricdes para o mestrado tinham jd terminado, mas tive
a sorte ¢ a alegria de encontrar um companheiro de anteriores
lutas politicas, Paulo Abrantes, que me encaminhou para o sitio
certo, um lugar privilegiado para me integrar directamente no
coragio do movimento para uma melhor educagio matemd-
tica: aluno livre da cadeira de Metodologia da Matematica,
tendo como professor Jodo Pedro da Ponte e como colegas,
por exemplo, Henrique Guimardes, Leonor Moreira e Cristina
Loureiro!

Estdvamos em Qutubro de 1985. Pouco tempo antes, numa
reunido em Agronomia, estes e outros professores tinham
decidido criar a Associacio de Professores de Matemitica e eu
entrei assim nesse turbilhdo em direcciio a fundagdo da APM,
que aconteceu em Setembro do ano seguinte. O que me levou
a ser sécio da APM nio tem portanto resposta simples e directa,
eu diria que renasci para a matemadtica como sécio fundador da
APM.»

Estes testemunhos fazem-nos sentir como Clara Lino,
sécia n.° 33: «A APM é para mim, enquanto professora de
Matemitica, a minha 4ncora. O meu porto de abrigo. Mesmo
quando me afasto, por breves ou longos periodos, sei que ela 14
estd. A minha espera. Para me ajudar, acudir, servir... e contar
sempre com a minha prestagdo <para o que der e vier>. Sou
sécia fundadora da APM com muito orgulho. Estive, também
orgulhosamente, na génese da sua formagéo. E com indisfarcada
vaidade que me lembro daqueles dias em Portalegre...»

As razies de sdcios recentes

Embora possam existir algumas razdes comuns para a adesdo a
APM agora ou hd 25 anos, outras haverd que levam profissionais
com alguns anos de servico a tornarem-se sécios agora. Apenas
responderam duas sécias, Olga Seabra e Elsa Oliveira que ddo
um bom contributo para essa compreensao.

Olga Seabra, sécia n.° 10352: «O facto de ser professora de
Maremitica e desta forma ter acesso a mais informagio nesta
Area, nomeadamente através da Quadrante e da revista Educagdo
Matemdtica, nunca esquecendo os encontros promovidos por
esta associacio».

Elsa Oliveira, s6cia n.° 10367: «Em primeiro lugar por ter
acesso a uma diversidade de publicacdes e materiais para apoio
a actividade profissional.

Uma outra razio deve-se ao facto de ter desconto na pat-
ticipacio de encontros promovidos pela APM, bem como em
material did4ctico».

As razdes de socios com 25 anos de idade
Curiosamente as razdes para aderirem 3 APM dos jovens s6cios
ndo sdo muito diferentes dos jovens de hd 25 anos, sendo
notéria a influéncia dos professores da formagdo inicial, como
testemunham Catarina Miranda e Conceigiio Tavares.
Cararina Miranda, socia n.° 10073: «Tomei conhecimento
da APM através das minhas professoras de mestrado, que ja
eram socias. Estas falaram-me do ProfMat que era umn encontro
nacional de professores, onde havia partilha de experiéncias e
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de conhecimentos. Desta forma decidi experimentar e fiz-me
sécia da APM».

Conceicio Tavares, sécia n.° 9777: «No dia 3 de Janeiro de
2008, quando frequentava o 4.° ano do Curso de Matemdrica e
Ciéncia da ESE de Lisboa, eu e dois grandes colegas e amigos,
fomos 3 APM para nos tornarmos sécios desta Associagio.
Tornei-me sécia da APM através do incentivo dos meus
Professores da Formacio Inicial. Foram eles que me deram
a conhecer os Encontros Nacionais, a revista Educagdo e
Matemdtica, a Quadrante... enfim... Foi com eles que descobri
este grupo no qual me sinto tdo bem!»

0 que & a APM?

Procurdmos, através, da pergunta «Se alguém lhe perguntasse
o que é a APM, o que diria (numa tinica frase)», saber como
véem os s6cios a sua Associacio. Nas respostas recebidas ha
abordagens e registos diferentes, mas niio encontramos diferen-
cas entre sécios fundadores e nao fundadores.

Alguns sécios optam por dar uma imagem, como Manuel
Costa, Isabel Hortas e Conceigiio Tavares:

Manuel Costa, sdcio n.° g2: «E uma lufada de ar fresco no
panorama do ensino da Matemdtica».

Isabel Hortas, sécia n.° 64: «Matemdtica/Professores,
Matematica/Professores...». Conceigiio Tavares, socian.® 9777:
«A APM ¢ uma importante referéncia em Portugal ao nivel
da investigacio, da formacio e da Educagio Matemdrica em
geral».

Qutros referem os seus objectivos, como Fatima Mendes,
Ana Paula Canavarro e Elsa Oliveira.

Fitima Mendes, sécia n.® 15: «A APM é uma associacio
de professores que tem como propdsito a melhoria do ensino
da Matemdtica, investindo bastante na divulgagio de boas
praticas e de textos que aumentem o conhecimento cientffico e
diddctico dos seus membros».

Ana Paula Canavarro, sécia n.° 106: «Para mim, a APM ¢
a casa dos professores que querem que os seus alunos aprendam
melhor Matemitica e trabalham para que isso acontega».

Elsa Oliveira, sécia n.® 10367: «Associacio que promove o
desenvolvimento do ensino da matemdticas.

Um némero significativo de sécios salienta a forma de traba-
lho da Associacio, como Cecilia Rebelo, Conceigiio Mesquita,
Jodo Pedro da Ponte, Olga Seabra e Catarina Miranda.

Cecilia Rebelo, sécia n.° 86: «Um ponto de encontro para
muitas e boas discussdes acompanhadas de partilhas de ideias e
de saberes».

Conceigiio Mesquita, sécia n.° 93: «A APM ¢é um espago
de reflexdio e uma referéncia para muitos professores de
Matematica».

Jodo Pedro da Ponte, sécio n.° 16: «E uma associagio que
congrega professores de Matemtica, formadores de professores
e investigadores interessados nos problemas do ensino e da
aprendizagem da Matemitica, tendo em vista a realizagiio de
atividades conjuntas para a resoluciio desses problemas».

Olga Seabra, sécia n.° 10352: «Uma associagdo que pro-
move a partilha». Catarina Miranda, sécia n.” 10073: «APM
¢ partilha de experiéncias e conhecimentos entre pessoas que
possuem O mesmo gosto, 0 ensino da matemadtica».
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0 que espera da APM no futuro?s>

E, com a pergunta «O que espera da APM no futuro?» saber o
que pensam que deve ser a accio da APM.

H4 nos sécios fundadores da APM uma forte relacio de
pertenca a sua Associagio, por isso, a uma andlise mais ou
menos critica da situagfio actual, seguem-se propostas de accdo,
que ajudardo a que a APM continue a ser como sempre foi,
como diz Isabel hortas, sécia n.® 64: «Continue a ser o que
sempre foi... uma Associagio presente e interveniente na edu-
cagio Matemdtica deste pafs, sem esquecer a componente da
investigacio».

No entanto, também nas linhas de ac¢io para o futuro néo
h4 diferencas significativas entre os depoimentos pelo facto de
serem ou ndo sdcios recentes, pelo que optdmos por nio fazer
essa distincio.

Ha sécios que continuam a valorizar a Associagio como
espaco de trabalho colaborativo. Sdo exemplos disso, os tes-
temunhos de José Anténio Duarte, Conceicio Mesquita e
Catarina Miranda.

José Anténio Duarte, sicio n.” g (autor do hino da APM,
que ndo podiamos de deixar de reproduzir nestas paginas): «Um
espaco de debate, reflexiio, produciio e intervengio no 4mbito
do ensino da Matemdtica. Também de acolhimento de ideias,
mais consensuais ou mais polémicas. Uma comunidade cada
vez mais forte que possa dizer (como no hino) (...) gostamos de
estar aqui! (...)».

Conceiciio Mesquita, sécia n.® 93: «Espero que a APM seja
uma associa¢io com a participacio activa dos seus sécios, que
continue a apontar caminhos e a proporcionar a troca de ideias
e experiéncias.»

Catarina Miranda, sécia n.® 10073: «No futuro espero que a
APM continue a evoluir acompanhando as mudancas do ensino
da matemadtica e que continue a proporcionar momentos de
partilha entre os vdrios membros».

Qutros sécios privilegiam aquilo que pode fazer como enti-
dade e fazem propostas de ac¢dio, algumas vezes para niveis de
ensino concretos. Sdo disso exemplo os testemunhos de Fitima
Mendes, Cecilia Rebelo, Elvira Santos, Alice Indcio, Ana Paula
Canavarro e Elsa Oliveira.

Fatima Mendes, sécian.® 15: «Espero que consiga prosseguir
com o seu propdsito de contribuir para a melhoria do ensino
da Matemdtica, nas suas vdrias vertentes, e que consiga fazé-lo
acompanhando as mudangas que se vio verificando ao nivel da
sociedade, da escola, da sala de aula e dos alunos em geral».

Cecilia Rebelo, sécio n.” 86: «Espero que continue a ser uma
associagio de referéncia profissional para todos 0s que com ela
colaboram. Espero que continue a afirmar-se com uma imagem
piblica de qualidade nas ideias nos projectos que leva a cabox;

Elvira Santos, sécia n.° 67: «Espero que ndo seja um espaco
de confronto politico mas sim de apoio 4 formacio dos professo-
res, descentralizando a sua acgio. Deve estar mais presente nas
escolas através, ndo s6, das suas publicacdes, mas também, de
eventos que proporcionem a discussio de temas cientificos efou
pedagbgicos»;

Alice Indcio, séeio n.° 133: «continue a lutar por um
ensino/aprendizagem que ndo seja uma mecanizagio — como o
aumento da importincia dos exames pode implicar....».
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Ana Paula Canavarro, sécia n.” 106: «Espero que no futuro a
APM se foque naquilo que € a sua missdo mais importante: pro-
porcionar condigBes para que os professores possam ensinar aos
alunos uma Matemdtica de qualidade, relevante, com o apoio
de recursos poderosos. Isto implica colaboragio, formacio,
reflexfio, materiais, e uma voz capaz de se afirmar socialmente
com credibilidade».

Elsa Oliveira, sécia n.® 10367: «Que continue a apoiar e
divulgar actividades relevantes para a aprendizagem da mate-
matica a todos os niveis de ensino.

Ao nivel do ensino superior, em particular, considero que
seria importante haver um maior apoio, interaccio, troca de
ideias e divulgacio de actividades/investigacdes na drea do
ensino e aprendizagem da matemdtica, em contexto de ensino
a distincia».

Recebemos dois contributos de Joio Pedro da Ponte e
Eduardo Veloso, que, para além de uma andlise critica aprofun-
dada, propdem linhas de acciio detalhadas, bons contributos
para o debate que a nossa presidente, Elsa Barbosa, desafiou os
sécios a fazer no editorial da EM n.® 111,

Jodo Pedro da Ponte, sécio n.°16: «Espero que a APM
consiga congregar o universo dos potenciais interessados
(presentemente s6 o faz de modo parcial), consiga fazer uma
melhor identificagio dos problemas que afectam o ensino desta
disciplina (presentemente essa identificaciio é difusa e confusa),
consiga criar projetos mobilizadores para enfrentar esses pro-
blemas (presentemente nio vejo muitos projetos deste tipo), e
consiga encontrar formas organizativas de promover uma parti-
cipagdo alargada dos seus membros na realizaciio desses projetos
(que presentemente me parecem escassear). Na sequéncia de
tudo isto, muitas outras coisas virio por acréscimo, como a
influéncia nas escolas, a melhoria nos métodos de ensino por
parte dos professores, a melhoria das condicoes de ensino da
Matemadtica, a melhoria da aprendizagem da Matematica pelos
alunos, o envolvimento das comunidades e a sociedade de uma
forma positiva com o ensino da Matemadtica, o reconhecimento
social do valor do trabalho do professor de Matemdtica, etc.».

Eduardo Veloso, sécio n.® 24: «A APM, embora seja ainda
a maior e mais activa associagio profissional de professores em
Portugal, estd a passar, depois de uma década e meia de intensa
actividade, por um periodo de relativa estagnacio e mesmo
enfraquecimento, devido a causas internas e externas.

O que espero é que a APM ultrapasse a situagiio descrita na
resposta anterior. Com a convicgio de que as circunstancias
adversas referidas apenas poderéo ser modificadas e ultrapassa-
das através de uma reflexdo sobre a presente situacio — franca,
viva e aberta a todos os scios — com o objectivo principal de
vir a construir posicdes da APM sobre os principais problemas
da politica educativa no campo do ensino da Matemética e da
educaciio em geral.

Os sécios da APM estido longe de ter, em relagfio as questdes
de politica educativa que enunciarei em seguida, as mesmas
posigdes de partida. Mas daf néo se pode concluir que, através
do referido tipo de reflexiio e discussdo, niio se possam construir
com o tempo posigdes da APM relativas a algumas ou a todas
essas questdes, sujeitas a evolugio e precisdo com o passar dos
anos e que se tornem objectivos da luta activa da APM na
sociedade portuguesa.
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E necessério e urgente discutir:

o a deficiente formacdo em matemdtica dos futuros professores
de Matemitica nas ESE+s e Universidades; a comunida-
de da educaciio matemética tem mostrado pouco interes-
se por essa razio primeira da md qualidade do ensino de
matemadtica;

e ¢ paradigma da escola do futuro: devemos manter e retocar a
escola fabrica, adequada & produciio j4 seleccionada e classi-
ficada de trabalhadores para os diversos «postos de trabalho»
na sociedade, herdada da sociedade industrial do séc. XIX
(com toques de sirene de 45 em 45 ou go em go minutos)
ou caminhar para um novo paradigma da educagio centra-
do no trabalho de projecto, préprio de uma escola que ndo
se identifica com uma preparaciio para a vida mas que é ja
uma experiéncia de vida em sociedade, com meios actuais
de comunicacio, estudo e trabalho, mantendo os alunos en-
volvidos em actividades interessantes e diversificadas — ar-
tisticas, cientificas, literdrias, tecnolégicas!

e g avaliacdo do desempenho dos alunos: vamos aceitar que
continue a intensificar-se 0 modelo em que estamos a ser
cada vez mais envolvidos: exames escritos de tempo limi-
tado, testes intermédios para puro treino, ensino afunilado
em direcgiio aos mesmos exames, curriculo reduzido aos t6-
picos, processos e tempos de resposta que possam ser ava-
liados mediante esses exames, ou vamos repensar todo o
sistema, avaliando os produtos dos alunos, a apresentacio
oral e escrita dos projectos, tornando a avaliagio um ver-
dadeiro processo de formagdo de alunos e professores?

e a politica dos manuais escolares: que devemos fazer, manter
passivamente o sistema actual ou pensar numa evolugio a
prazo para a sua progressiva substituigfio pela produgio de
materiais para alunos e de livros auxiliares para o professor,
seja em papel seja na forma de e-book!; e para um sistema
que reconheca os meios modernos de comunicagio entre
o0s alunos e entre os alunos e o professor!?

o matemdtica (e arte, e miisica, e filosofia, e tecnologias, e...)
para todos: devemos prosseguir a actual tendéncia para a
multiplicaciio e separagio dos trajectos — educagioffor-
macdio profissional, ciéncias/letras, humanidades/tecnolo-

gias, mateméticas A, B, etc. — ou devemos evoluir para
um sistema que corresponda 2 universalidade desejével
de uma educagio para todos — um ramo comum para

TODOS os alunos, com a eventual introdugiio de opgbes
nos tltimos anos de escolaridade obrigatéria? Uma forma-
¢io baseada na pretensa aquisi¢io de conhecimentos e téc-
nicas dispersas, ou uma experiéncia prolongada de vida e
trabalho da comunidade escolar, que permita aos alunos a
apropriacfio da rica heranga cultural que foi deixada pelas
geragdes anteriores!

Espero que a APM termine enfim as comemoragGes e encontre
0s meios necessdrios para abrir uma ampla discussdo entre os
s6cios sobre estes temas, de resto o modo ideal de comemorar
08 4N0oS que se seguiram a sua criagao...».

A redacciio da Educagdo e Matemdtica agradece a todos os socios
que responderam #s nossas questdes e estd confiante que os seus
depoimentos serdo um bom contributo para o debate que a
APM estd a realizar sobre a Associacio.
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Daimos agora «voz» ao hino da APM!

Terra imensa, forma e nimero |4 vemos
Tanta vida, tantos lagos p'ra criar

E 14 longe, o infinito pretendemos
Com a APM alcancar.

Gente nova, gente velha, um projecto de uma ideia
Construimos um espaco onde criar

E hoje temos muita gente que semeia

Novos rumos, novas formas, apostar

A APM é sermos assim

A APM é sermos assim
Dizer de viva voz

Que ndo estamos sos
Vale a pena estarmos aqui

Matemdtica, uma leitura do mundo
Uma arte, forma de comunicar

Um saber, um querer 14 bem no fundo
Uma ajuda a interpretar

Nio € fria, nem agreste, nem se solta como o vento
Nao é rocha, coisa firme sem mudar

Traz consigo, novas formas, novo alento

Tem consigo muita forca p’ra nos dar

A APM é sermos assim

A APM é sermos assim
Dizer de viva voz

Que nio estamos sos
Vale a pena estarmos aqui

Muita histéria e um passado recente
ProfMat que na capital nasceu
Portalegre foi o berco desta gente
Que ao longo de anos cresceu

Hoje é corpo, hoje € vida, hoje é Evora, alegria
Hé vinte anos, que juntdmos p’ra mudar

Uma luta que travamos todo o dia

Um percurso longo p'ra continuar

A APM é sermos assim
A APM é sermos assim
Dizer de viva voz

Que ndo estamos s6s

Vale a pena estarmos aqui

Settibal, Novembro de 2006
Letra: José Duarte (alteracdo do refrdo de J. C. Godinho)

Musica (gravada em CD e editada em 2006): José Carlos
Godinho
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0 Movimento Associativo e a Identidade Profissional
dos Professores de Matematica”

Paulo Rbrantes

Este texto corresponde a uma conferéncia que proferi em Sevilha
na homenagem pdstuma ao professor Gonzalo Sanchez Vasquez,
promovida pela Sociedade Andaluza de Educacdo Matematica
«<Thales>. [..] No momento de decidir sobre o tema da
conferéncia, optei por tentar analisar o que nos diz a experiéncia
portuguesa sobre o potencial que as associagdes de professores
t8m no desenvolvimento profissional e no surgimento de uma
nova identidade profissional entre os docentes. [..)

RAssociacdes de professores em Portugal:
um fendmeno dos anos 80©

0 nascimento e rapida expansao das associac@es de professores
no panorama educativo portugués constituem um fenémeno dos
anos B0. Com efeito, na década passada nasceram e cresceram
com uma rapidez quase inimagindvel associagdes profissionais
ligadas a quase todas as disciplinas que fazem parte dos nossos
curriculos escolares.

Isso ndo nos surpreenderd se tivermos em conta gue sé depois
de 1974 os movimentos susceptiveis de criar este tipo de associacies
puderam ter um desenvolvimento normal. Pela contrério, [.)
associacfes similares existiam noutros paises ha vérias décadas.
Curinsamente, as associagdes nao surgiram imediatamente depais
da mudanca do regime politico em 1974; nesse momento nasceram
ou faram reactivadas organizaces como os sindicatos e associactes
cientificas, cuja accao continha parcialmente alguns dos objectivos
das actuais associac@es profissionais: envolver os professores na
discussao dos problemas do ensing, intervir na palitica educativa,
organizar actividades de formacao, etc.

De um modo geral, as associacdes cientificas — dirigidas
invariavelmente por professores universitarios — dedicavam
seccies dos seus encontros e boletins aos problemas do ensino,
e isso era tanto uma guestdo de necessidade como de bam
Senso, ja que a maioria dos seus sdcios eram professores nao
universitarios. Também os sindicatos promaviam actividades de
formacao ou debates sobre temas pedagdgicos, ainda gue essa
nao fosse a sua actividade essencial.

Nos anos 80 foram surgindo sucessivamente associacdes
de professores ligadas as diversas disciplinas. Este movimento
partiu, em geral, de professores do ensing nda superior, mas
deve sublinhar-se que, em muitos casos, os professores que
se dedicavam as didacticas especificas de cada disciplina [nas
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Universidades ou nas Escolas Superiores de Educacao criadas
naguele tempo] ou que de algum modo estavam ligados &
formacao de professores, desempenharam um papel impartante.
Isto sugere uma relacao forte entre o movimento associativo e o
surgimento da Didactica e da formacgdo especifica como campos
de investigacao®,

Muitos dos participantes nas novas associacies eram
professares que em anos anteriores se tinham envolvido ou
feito parte das associacdes cientificas ou do movimentao sindical
e que agora percebiam que a Idgica dessas organizacdes nao
passava pelas grandes questdes pedagdgicas relacionadas
com a aprendizagem. A rapidez com que as associacdes se
desenvolveram e foram atraindo um ndmero crescente de
professores devido a sua actividade, parecia dar razéo aos
seus fundadores, salientando a natureza distinta das novas
organizacdes face as que ja existiam.

Ha, naturalmente, diferencas entre as associacdes. Algumas
estao muito ligadas pela forma como se constituiram ou pela
prética a certos niveis de ensino [em especial o secundério), mas
hd outras gue integram professores de todos os nivels [desde
0 primario ao superior], em torno do interesse comum pelos
problemas da ensino e aprendizagem de uma disciplina™. Por
outro lado, algumas associacfes mantiveram um funcionamento
mais centralizado e iniciativas mais tradicionais, enquanto outras
formam nlcleos regionais e grupos de trabalho autdnomos e as
suas realizacGes tém um estilo mais abertal™,

Mas tambem ha uma grande afinidade entre muitas delas
quanto aos objectivos, em particular a tendéncia para colocar
a formargao e o desenvolvimento profissional dos professaores
ligadas, por um lado, & pratica pedagdgica e a reflexao sobre a
pratica e, por outro, & inovagao curricular e a investigacdo em
educacao.

0 Caso da Associacdo de Professores de Matematica

A Associagao de professores de Matematica [RPM) constitui um
exemplo particularmente interessante. Fundada em 1986, num
encontro que reuniu em Portalegre cerca de duzentos professores
[no 2.° ProfMat], tem hoje mais de 4.000 sdcios efectivas,
professores de todas as regides e distritos do pais e de todos os
niveis de ensino, 14 niicleos regionais [um ndmero com tendéncia
a aumentar] gue organizam as suas prdprias actividades
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[encontros, boletins, projectos, exposicdes, etc.] e diversos grupos
de trabalho [Histdria da Matemaética, Geametria, Investigacao,
Matematica para os primeiros anos, Internet]. A nivel nacional,
edita um boletim informativo, duas revistas — «Educacao e
Matematica>> [cinco vezes ao ano) e «<Quadrantes [dedicada

a investigacao, duas vezes ao ano] — e um grande niimero de
publicac@es ndo periddicas, entre as quais estdo todas as teses
de mestrado e doutoramento realizadas em Portugal na drea
da educacdo matematica. A APM tem tambem, um centro de
recursos que apoia directamente os socios e as escolas e um
centro de formacdo homologado oficialmente,

Uma das iniciativas mais conhecidas da APM & o ProfMat,
congresso nacional que tem lugar anualmente desde 1985.
Realizando-se sempre em lugares diferentes, o ProfMat atraiu nos
Gltimos anos um nimero de participantes muito elevado: 1.200
em Leiria [1994), 1.450 em Evora [1995), 1.300 em Rlmada [1996).
Mais significativo do que estes nimeros seriam, talvez, outros
indicadores: muitas sessdes de trabalho dos mais diversos niveis
gue figuram nos programas destes encontros sao preparadas
e dinamizadas por um ndmero muito apreciavel de professores
gue nestes Ultimos trés anos corresponde aproximadamente a
15% do total dos participantes, sendo professores do ensino nao
universitario cerca de trés quartos dos «<participantes activosss.

Nos dias que antecedem o ProfMat, e no mesmao local, a APM
organiza anualmente [desde 1930] o Semindrio de Investigacao
em Educacao Matemaética [SIEM), que decaorre em simultdneo
a numerosos cursos de formacao, Este semindrio, para alem
de reunir a comunidade de investigadores da area da educacao
matemadtica, vem atraindo um ndmero crescente de professores.
0 SIEM, a revista «<Quadrante> e a coleccdo de teses constituem
as actividades mais impartantes, que sdo coordenadas pelo grupo
de trabalho para a investigacao.

A reflexao que pretendo fazer a respeito do papel que o
maovimento associativo desempenha no desenvolvimento
profissional dos professores de Matematica tera como ponto de
partida trés exemplos: dois que se referem a uma participatao
activa nos Encontros e o terceiro um projecto de autoformacao.

A participacdo activa em encontros de professores

Numa investigacdo recentemente concluida, Graga Correia

(1997] descreve e analisa a evolucdo de trés professoras do
ensino basico na sequéncia de um trabalho colaborativo sobre
as novas orientagdes curriculares, em especial a resolucdo de
problemas e a interaccdo em sala de aula. Durante alguns meses,
as trés professoras, com o apoio da investigadora, reuniram-
-se semanalmente, liam e comentavam textos de didactica,
preparavam tarefas para os seus alunos e discutiam o gue
realmente acontecia nas aulas.

Esta investigacdo mostra as potencialidades do trabalho
colaborativo no desenvalvimento profissional dos professares. E
importante salientar-se como a participacdo activa num encontro
profissional introduziu uma nova dimensao na forma como
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aquelas professoras enfrentavam o seu praprio trabalho.

Com efeito, na fase final do trabalho realizava-se um Encontro
sobre o ensino da matematica, organizado pela APM na regido
onde as professoras trabalhavam. Sabendo gue muitos docentes
do ensino bésico estariam presentes, a investigadora incentivou
as trés professoras a participar, apresentando uma comunicacan
e dinamizando uma sess3o pratica sobre o trabalho que tinham
realizado. A experiéncia foi vivida de um modo muito intenso pelas
professoras:

<«Foi uma experiéncia insdlita para mim. Nunca tinha passado por
isto e tinha receios [..] Depois tranquilizei-me completamente
porque estava a ver a adesdo do publico.>»

«Eu estava a viver aquilo de tal maneira que s6 me apetecia mais
tempo para continuar.>»

<«<[..] O facto dos colegas participantes terem manifestado interesse
deu-me satisfac3o e prazer. Deu-me mals sequranca e forga para
o futuro.>

Estas citacdes foram extraidas das entrevistas realizadas pela
investigadora no final do ano lectivo, nas guais as professoras
comentaram a sua intervencado no Encontro. 0 «feedbacks>>
produzido pela comunicacdo directa com os seus pares ajudou

a valarizar aos seus olhos o seu proprio trabalho, aumentando a
sua seguranca e forca para o futuro. Afinal o valor do trabalho era
reconhecido pelos outros professores!

Uma outra experiéncia pessoal foi comunicada por uma
professora do ensino secundario (Manuela Pires] na conferéncia
final do ProfMat 96, que proferiu em calaboracdo com uma
companheira do ensino basico e outra de uma Escola Superior de
Educacao, todas elas fundadoras de um nicleo regional da APM
[Elvira Ferreira, Manuela Pires e Isabel Rocha, 1996]

Foi par volta de B6-87 que Isabel e eu tivemos o primeiro contacta
com a APM através da Revista. Era curioso que apesar de vivermos
na mesma vila, agora cidade, ndo nos conheciamaos.

Ver que nos haviamos inscrito no ProfMat de Viana (em 1983] foi uma
agradavel surpresa, Quando voltdmas de Viana ja éramos da familia,
e junto com outros companheiros gue também tinham participadao,
traziamas energia suficiente para fundar o nasso nicleo.

Na primeira assembleia elegeu-se a Elvira, gue sendo professora
do primeiro ciclo..

Neste caso, a participacdo num Encontro nacional actuou como
factor de conhecimento pessoal e profissional de professares,
gue, sendo da mesma regido e tendo interesses comuns, nem
sequer se conheciam. Também funcionou como um estimulo
para criar a sua propria organizacao regional, que ficou marcada
desde o principio pela pratica de colaboracao entre professores de
diferentes niveis de ensino em diversos tipas de projectos.

Na mesma canferéncia, Manuela Pires refere-se a uma nova
fase de participacdo de muitos professores de Matematica em
actividades de natureza associativa.
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Em Julho de 1996, em Sevilha, 108 professores portugueses
participaram no ICME. Quando regressaram uns foram para Braga
organizar o HPM, outros o ProfMat, outros preparar o CIREM de 97
em Setiibal.

A partir destes dados a professora pergunta: 0 que esta a
acontecer com os professores de Matematica? Na sua opinido,
este movimento contribuiu para o surgimento de numa nova
identidade profissional.

Com efeito, em cerca de 10 anos, este movimento criado pela
APM modificou consideravelmente o ambiente profissional dos
professares de matematica, proparcionando oportunidades para a
constituicao de grupos regionais, a organizagao de Encantros daos
mais diversas tipos e, em geral, a participacdo em iniciativas que
comecaram a ultrapassar as fronteiras nacionais.

Rutoformacao e inovacdo curricular

Um projecto desenvolvido por um grupo de professoras numa
escola de Lisboa, a partir de 1993-94, constitui um notavel
exemplo de iniciativa profissional e do papel gue o ambiente
associativo pode desempenhar. Trata-se de uma escola
especializada no ensino artistico, na qual muitos alunos do
secundario [do 10.° ao 12.° ano, correspondente as idades de 16
a18] tém uma disciplina anual de Matematica chamada «Métadas
Duantitativos>> [M0], muito pouco adequada aos seus interesses
e necessidades, e que tinha como objectivo atenuar as atitudes
tradicionalmente negativas gue estes alunos tinham em relagao
4 matematica. Foi neste contexto que um grupo de professoras
decidiu iniciar um projecto com o propésito de rearientar o
programa de M, de maneira que se tornasse uma experiéncia
positiva e significativa para os alunas.

Um aspecto importante € que esta iniciativa foi proposta e
conduzida como um projecto de autoformacao no 8mbito da
recente legislacdo, que admite tais iniciativas como uma possivel
madalidade de formacao continua dos professares. 0 centro de
formacao da APM ndo sé deu cobertura legal ao projecto como
ajudou. de um modo efectivo as professoras a elaborarem a
proposta inicial, a encontrar apoios e a fazer a avaliacao final do
projecto. Também organizou um semindrio para proparcionar
formacao e promover um intercdmbio de experiéncias e debate
entre os diversos grupos que desenvolviam projectos em diversas
escolas,

Apostando fortemente numa perspectiva curricular gue
destacava a natureza problemética e exploratdria da actividade
matematica dos alunos e que valorizava conexdes entre
diferentes temas da Matematica e entre estas e a realidade
(sobretudo as relacdes entre a geometria e a arte], o grupo foi
capaz de desenvolver uma experiéncia docente gue se revelou
muito positiva do ponto de vista das reaccdes dos alunos. Para
além disso, e talvez a mais importante, permitiu criar uma
dindmica de trabalho colaborativo entre as professoras que se
reuniam semanalmente, para preparar em conjunto as actividades
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de aprendizagem e para discutir o que acantecia nas aulas.

Esta dindmica ultrapassaou claramente os limites temporais
do projecta inicial. No ano seguinte, o Ministério da Educacao
acabou por propor ao grupo que elaborasse um programa para a
disciplina de MD susceptivel de ser assumido oficialmente a nivel
nacional pelas escolas de ensino artistico. Também esta etapa foi
concluida com éxito e trés anos depois do inicio deste processo o
grupo manteve a sua dindmica e desenvolve novos projectos que
tBm uma contribuicdo natural do inicial.

0 trabalha destas professoras, ndo obstante a forte coesao
interna do grupo, nunca esteve isolado e ndo poderia ter-se
desenvolvido de forma isolada. O grupo recorreu, varias vezes a
apoios externos, que nalguns casos se traduziram em sessdes
de trabalho formais sobre temas sobre os guais sentiam
necessidades de formacao: as relacdes entre a geometria e
a arte e as perspectivas actuais sobre a evolucao dos alunos
constituem exemplas destes temas. Esta farmacao nao foi
definida & <«<priori>> mas sim determinada pela |dgica de evolugao
do projecto e pelas necessidades sentidas pelas professoras.

A APM nao se limitou a constituir um contexto legal e formativo
(no sentido estrito do terma] deste projecto. Na verdade, a
revista «Educacdo e Matematica>> publicou no seu nimero 30
um artigo destas professoras [ver Mansos et al.,, 1984] sobre
esta experiéncia. Em Novembro do mesmo ano, no ProfMat 94,

o projecto foi apresentado pelas suas autoras. E nos encontros
dos anos sequintes, algumas professoras do grupo dinamizaram
sesspes de trabalho acerca do ensino da geometria, que, saindo do
ambito do trabalho realizado, se baseou na experiéncia adquirida
com esse trabalho.

A possibilidade de «sair da escola>» e divulgar o trabalho
realizado em publicagdes e encontros contribuiu para que os
professores tivessem um «feedback> dos seus colegas sobre o
que faziam, desempenhando um papel muito importante ndo sd
para a profundidade do seu trabalho, como também se reflectiu
na mativacdo do grupo para prosseguir e no desenvolvimento
profissional dos seus membros. Em 1987 uma das professoras
do grupo apresentou pela primeira vez uma comunicacao
num seminério de investigacdo em educacao matematica,
precisamente dedicado a andlise de casos de inovagao curricular.

Duas condicBes contribuiram decisivamente para o Bxito em
termaos profissionais do projecto mencionado, Uma delas foi a
possibilidade legal de desenvalver o projecto e enquadra-lo numa
das modalidades homologadas de formacao. A outra foi a sintonia
do trabalho realizado com as perspectivas do Centro de Formacao
[CF) da APM, o qual, ao contrério do gue sucedia com a maigria
das organizacBes responsaveis pela formacao, rejeitou a ideia de
dar prioridade & realizacdo de cursos [tradicionais) destinados a
«<ensinar>> aos professores os conhecimentos requeridos pelos
novos programas saidos da reforma curricular.

Na realidade, o CF definiu a sua estratégia valorizando
sobretudo os processos de formacdo baseados na acgao
pedagdgica dos professores e na sua reflexdo sobre a prética:
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Além disso, valoriza-se a concepcao, desenvolvimento eavaliagdo de
projectos integrados na pratica pedagdgica, assim coma o trabalho
colaborativo dos professores. A responsabilizagdo e implicagao
pessoal e profissional dos professores constituem elementos
essenciais deste projecto, que procura atribuir a autoformacao um
lugar destacado. [APM, 1993).

(.) 0 papel gue os projectos profissionais podem desempenhar
numa ldgica de formacdo (e, em particular, de autoformacao]
tem a ver com a prdpria natureza da actividade de projecto. O
antropdlogo francés Jean-Pierre Boutinet (1990) destaca quatro
pressupostos essenciais na nogao de projecto: a globalidade da
situacdo, a sua singularidade, a gestao da complexidade e das
incertezas e a exploracdo de oportunidades num ambiente aberto.
Este autor chama a atencao para aquilo que  uma caracteristica
distintiva do projecto relativamente a outros tipos de actividades:
a integracao da concepcdo e da realizacao, quer dizer, o facto de
ndo haver separacao entre os que pensam e os que executam [..].

Para além deste cardcter de globalidade, num projecto enfrenta-
se uma situacao nova, em que existem aspectos dnicos e em que
se procura dar resposta a um problema que ainda nao foi resolvido.
Por outro lado, desenvalver um projecto significa gerir a sua
complexidade e incerteza, existindo uma tens3ao permanente entre
a teoria e a pratica, entre as ldgicas individuais e a logica colectiva,
entre o tempo e 0 espaco, entre o Exito e o fracasso.

Ao analisar um projecto desenvolvido por um grupo de
professores na sua escola, Canavarro e Abrantes (1954) focam
algumas implicagdes deste modao de trabalho na formacao:

A concepcao, realizacdo e avaliacdo de um projecto, por um
grupo de professores, que parte da identificacdo de problemas
da va pratica e que implique uma intervencao sobre essa pratica,
pode constituir um contexto onde a colaboragdo e a reflexdo sao
elementos necessarios e naturais. [p. 284].

Mas, para além da colaborac3o e da reflexdo, estes autores
referem gue a natureza do projecto pode traduzir-se num
aumento do interesse e da motivacao dos professores, assim
como contribuir para que se aceitem como co-responsaveis (e
ndo sd coma intermediérios) das decisdes de cardcter pedagogico.
Rssim, todos estes aspectos sao elementos cruciais na formacao
permanente quando esta é encarada numa perspectiva de
desenvolvimento profissional [..]

0 associativisma e a identidade profissional

(..] 0 movimento assaciativo estd a desempenhar um papel
significativo no surgimento de uma nova identidade profissional
dos professores de Matematica. [..) Em Portugal, nos tltimas
anos, a APM contribuiu para dar a muitos professores de
Matematica uma capacidade de iniciativa e um protagonismo
crescentes no desempenho da sua profissdo. O segredo pode estar
no modo como foram entendidas trés orientac@es fundamentais

e na farte conexdo entre elas: a] valorizar a formacao numa

perspectiva de desenvolvimento profissional; b] atribuir um
papel central as questdes da didactica numa éptica de inovagao
curricular e da investigacdo educativa e c] gerar um movimento
associativo forte marcado por um ambiente aberto e de grande
participacao e iniciativa dos professores.

Sera esta uma ilusao provocada pelo entusiasmo gue geralmente
desperta um mavimento novo nos seus primeiros tempos? Nao o sei.
Se e uma <<ilusdo>> prefira pensar no sentido dnico que esta palavra
tem na lingua espanhola — a gue Julian Marias, na seu «<Breve
tratado da ilusaoss, chama <«um segredo da lingua espanholas.

Em todas as outras linguas, uma ilusao é simplesmente uma falsa
convicgdo, um equivaco. Em espanhol, a palavra tem mais um
sentido, 0 da realizacdo projectiva de um desejo, ou, coma escreve
Julidn Marias, <<a ilusdo & um desejo com argumentoss.

Neste mesmo sentido posso dizer que, para mim, foi uma
ilusdo participar ao lado de companheiros de toda a Espanha
nesta homenagem pdstuma a Gonzalo Sanchez Vasquez.

Notas

M Traduco parcial do artigo «<El movimienta asociativo y I identidad
profesional de Ios profesares de matematicas=», publicado na revista
Epsilon n.° 38, da 5.A.E.M. <Thales>, em1997.

©  Esta primeira parte do texto segue de perto a andlise feita em Rbrantes,
1994.

Bl Estarelacdo é particularmente notdria no caso da Matematica. 0
mavimento que deu origem a Associagdo de Professores de Matematica
surgiu ligada no tempo (e nos feitos] ao regresso a Portugal do primeiro
doutorado em Didactica (para a Universidade] e dos primeiros licenciados
com pds graduacio nesta nova area [para as Escolas Superiores de
Educacdo)] e também ao sistema de formagao em exercicio, no qual
varios formadores tinham criado lacos de trabalho colaborativo em tarno
das guestdes da didactica.

" A Associacdo de Professores de Matematica € um exemplo da sequnda
situagdo.
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0 Professor e o Programa de Matematica do Ensino Basico
Edicao APM, 2010 | PVP: 12,00€ Sécio: 8,50€

GT—Grupo de Trabalho de Investigacio

0 Professor
e o Programa de Matematica
do Ensino Basico

Sio diversos os desafios que sdo colocados 2 escola e aos professores,
quer na sua capacidade de acompanhar as constantes mudancas da
sociedade, quer ao nivel do desenvolvimento curricular, como o que
presentemente ocorre associado & generalizacio do novo Programa
de Matemdtica do Ensino Bdsico (PMEB), publicado em 2007. Assim,
este livro, que intituldmos O Professor e o Programa de Matemdtica
do Ensino Bdsico, inclui uma colecgiio de experiéncias realizadas por
professores e formadores dos diferentes niveis de ensino (do 1.° ciclo
do ensino bdsico ao ensino superior). Mais importante do que cada
experiéncia em si mesma é perceber de que forma ela pode contribuir
em termos do conhecimento para a profissdo, e que mais-valia traz
para a vida das escolas, em particular para o grupo de professores de
Matemadtica.

Ao divulgar estas experiéncias, procuramos contribuir para uma
melhor compreensdo das questdes associadas as mudancas curricu-
lares preconizadas pelo PMEB, nomeadamente como interpretar e
concretizar na pratica as indicacdes desse programa, como delinear e
PETCOTTer 0§ PEFCUISOS NEcessdrios, cOMO caracterizar os papéis que o
professor pode assumir e como conceber estratégias para concretizar
ao longo do ano uma grande variedade de objectivos curriculares.

Agenda Dia-a-Dia com a Matematica 2011/2012
Organizacdo: Niicleo de Braga da APM

Lancamento no ProfMat2011

s t g g & 3
01 D2 03 0
05 06 OF 08 09 10 ||
1213 14 1516 17 |1
1920 21 2223 3415
2627 28 3930

segunda—feira

ProfMat 2010

terca—feira

ProfMat 2011

quarta—feira

ProfMat 2011
XXI1 SIEM

quinta—feira

XXII SIEM

sexta—feira

sabado

(_j-E)rr-u'i_ngo



0 Volume da cilindro e do cone

Elvira 5antos

i '-__o',,E‘-_.\_,.'.'.'.'_ {




copo cdnico jarro
altura 15 altura £5
didmetro B diametro 12
raio 3 raio b
guadrado do raio 9 guadrado do raio 36

area da base cB.27 area da base 13,10

volume de liguide.  n.° de copos volume do jarro altura
consumido conicos

4137 1 11310 ]
282,74 2 22619 2
Y2412 3 33929 3
565,49 y 452,39 4
706,86 5 565,49 5
848,23 6 578,58 6
983,60 7 791,68 7
130,97 B 904,78 8
127235 g 1017,88 9
141372 10 113097 10
155,09 m 1244,07 1
1696,46 E 135717 &
1837,83 13 1470,27 13
197920 1 158336 w
212058 5 1696,46 5
226195 16 1809,56 16
240332 7 1922,65 7
254469 18 203575 18
_ eees05 19 a4@ss 1
R T 226195 20
237504 2]

248814 22

260124 23

271434 =

7

apeténcia para o trabalho de grupo e empenho na discussio das
tarefas, comunicando as suas opinides e seguindo as dos seus
colegas. Pelo contrdrio, a turma B, revela poucos hidbitos de
trabalho em grupo e distraem-se com facilidade, na realizacio
das tarefas que necessitem de maior perspicicia e persisténcia.

Para a implementaciio desta tarefa os alunos foram organi-
zados em grupos de quatro alunos cada, com um computador
portdtil por grupo, um documento excel com uma base comum
a todos os grupos que serviu de ponto de partida para o langa-
mento do trabalho e a ficha com a proposta de trabalho.

A tarefa desenvolveu-se em dois blocos de go minutos. No
primeiro bloco os alunos iniciaram a programacio da folha
de cdleulo recorrendo aos dados do problema para calcular o
volume do jarro cilindrico dependendo da altura do liquido,

M Educarao e Matematica

e do nimero de copos (cone) necessdrios para esvaziar uma
determinada quantia de liquido.

Os alunos j4 tinham tido experiéncia com a utilizacio do
excel na aula de matemdtica para dar resposta a outros pro-
blemas no entanto, foi necessdrio aprender a fixar uma célula,
utilizar o simbolo ($), que na presente situacio era indispensa-
vel para fixar o valor do volume correspondente a uma unidade
(1 copo) ou a drea da base do jarro. Esta aprendizagem decorre
da necessidade do trabalho quando verificam que a cépia da
formula atribufa valores que ndo eram compativeis com as
formas e os dados do problema. Surge, entdo, a discussio sobre
que dados se mantinham, ou néo, invariantes e a necessidade
de fixar o valor referido numa célula.

Deste modo, a programacio das duas tabelas exigiu, da
parte dos alunos, a andlise de cada uma delas para procurar um
padriio e essa invaridncia. Na primeira tabela o que variava era
o nimero de copos, mantendo-se a drea da base e a a altura do
copo, enquanto que na segunda tabela o que variava era aaltura
mantendo invariante a drea da base. Apés a discussio do que
se deveria ou nfo fixar, compietaram-se entfo as tabelas e os
alunos constataram, com facilidade, que existiam valores que
eram comuns e que, por isso, as duas primeiras alineas da tarefa
eram de facto de rdpida resposta por observacio das tabelas. Ou
seja, foi possivel identificar que eram necessirios 16 copos para
esvaziar, na totalidade, o jarro com 20 cm de altura.

Posteriormente centraram a sua atengfio na utilizagfio de um
copo cilindrico cuja base tinha as mesmas dimensdes da boca
do copo conico.

Aqui pretendia-se que os alunos associassem a diminuicio
da altura, para a terga parte, devido a relacio entre os volumes
do cone e do cilindro e pretender-se um copo cilindrico com o
mesmo volume do cénico.

Os grupos foram levantando a hipétese de a altura ser 5 cm
e iniciam o preenchimento da tabela seguinte com o objectivo
de confirmar, ou nfo, a sua conjectura.

Em seguida apés a confirmacio levantam algumas questdes,
como por exemplo: Que outra altura pode ter o copo cilindrico
de modo a que o liquido no jarro possa encher um niimero
inteiro de copos!

Para satisfazer a curiosidade relativa as suas conjecturas, os
alunos alteraram o valor na célula relativa ao volume do copo,
ensaiaram diversas possibilidades, confirmando-as, por exemplo
se o copo cilindrico tiver 1o cm de altura, o sumo que se encon-
tra no jarro, dard para 8 pessoas.

Em jeito de balanco

Durante a discussdo das conclusdes dos diferentes grupos foi
possivel encontrar diferencas nas duas turmas. Na turma B os
alunos apresentaram maiores dificuldades para relacionar as
possiveis alturas para um copo cilindrico com o mesmo volume
do copo cénico, ficando bem visivel a dificuldade em atribuir
significado aos valores mencionados. No final desta experién-
cia foi possivel ver que alguns alunos olhavam com surpresa
as alturas e as suas relages interligando assim os valores com
a experiéncia do seu quotidiano, ou seja, se tenho copos mais
altos preciso de menos copos para esvaziar o sumo do jarro e
vice-versa.

«I4




altura copos volume do n.° de copos volume
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A utilizacio da folha de cdlculo foi nesta situaciio uma mais
valia pois apoiou a construgio e a exploragio do problema
fazendo emergir o raciocinio algébrico. A utilizagio das letras
como nimeros generalizados, as expressdes equivalentes e a
investigacio da variacio permitiu apoiar uma prdtica e cultura
de sala de aula favordvel ao desenvolvimento do pensamento
algébrico.

Ap6s o trabalho em sala de aula com a folha de cdlculo as
turmas realizaram um relatério escrito individual sobre o que
se passou nas duas aulas. A realizacio deste relatério tem como
objectivo responsabilizar os alunos pela sua participagiio activa
na aula, mas também para desenvolver a sua capacidade de
comunicacio e raciocinio matemdticos. Assim, ao longo do
trabalho os alunos participam e ao mesmo tempo tomam notas
de tudo o que fazem e concluem. Contudo, tenho a consciéncia
que existe, ainda, um grupo de alunos para quem este processo
ainda € realizado com alguma dificuldade. No entanto, tem
sido com interesse que vejo aumentar o nimero de alunos que
vio melhorando os registos do que fazem e do que conseguem
concluir.

A situacio mobilizou o interesse das turmas e os alunos
revelaram recordar aspectos da folha de cdlculo, embora ja ndo
estivessem a usd-la hd algum tempo. E, ainda, possivel ver algu-
mas opinides, nos relatérios, sobre apreciago critica da tarefa
onde ¢ pedido aos alunos que refiram o que, em seu entender, a
tarefa contribuiu para a aprendizagem da Matematica:

Achei a tarefa bastante interessante. Ajudou-nos a compreender
melhor os volumes em vérias situagBes e a saber trabalhar melhor
com o «Excel».

20m

A Festal

O Paulo vai dar uma festa para alguns amigos. Hd um
jarro com sumo, nio completamente cheio, para distri-
buir pelos convidados de uma festa.

12 cm

15 cm

Q jarro tem a forma de cilindro, os copos tém a forma de
cone e as dimensdes estdo indicadas na figura.

1. Usa as potencialidades da folha de cdlculo do Excel
para investigares as relagdes abaixo propostas:

a. Para quantos convidados dard o sumo disponi-
vel no jarro se cada um dos convidados s6 be-
ber um copo desse sumo?

b. Ese o jarro estivesse cheio, para quantos convi-
dados dava?

c. Considera, agora, que o copo disponivel na fes-
ta era cilindrico cuja base tem o mesmo diime-
tro que a boca do copo cénico.

i.  Que altura é que podia ter esse copo de
modo a que todos os convidades bebessem
um s6 copo de sumo!?

ii. Descobre outras possibilidades para a altu-
ra do copo cilindrico de modo a ser possi-
vel dividir, igualmente, o sumo disponivel
no jarro.

2. Elabora, individualmente, um relatério com as eta-
pas do vosso trabalho e as vossas conclusdes.

Nota
bl Esta tarefa surge da adaptaciio de um exercicio colocado
num manual escolar (Espago7 — Asa, pag. 239)

Com esta actividade, pude por em prdtica e relembrar algumas
formulas relacionadas com os volumes e com a folha de cdlculo
do excel. Este desafio é bom porque me faz desenvolver o racioci-
nio matemdtico e relacionar vdrios factores, postos em causa, em
simultdneo.

Na minha opinido este trabalho contribui muito para a minha
aprendizagem da Matemdtica, porque praticamos o raciocinio, a
organizagiio dos dados e sobretudo os cdlculos que utilizdmos

Elvira Santos
Escola Basica 2/3 ciclos de Alvaro Velho
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Origami*

llda Rafael

As potencialidades do Origami sfo imensas. Quando pegamos
numa folha de papel e comegamos a dobri-la descobrimos
formas e propriedades que nos deixam maravilhados. Este é o
inicio daquela que pode ser uma jornada sem fim, através de
um universo fascinante.

O meu apreco pelo Origami comecou quando era ainda
crianga, com a dobragem de um chapéu para me proteger do
Sol. Chapéu que, acabaria por se transformar num barco. Mais
tarde, ainda no primeiro ciclo, descobri a caixa de pasteleiro, o
sapo que salta ¢ o pdssaro que bate as asas, mas, é desde 1997 que
me tenho dedicado a esta arte. Tenho estudado muitas proprie-
dades sozinha, mas sinto que obtenho mais prazer quando o faco
em conjunto, seja com alunos, com colegas ou num museu.

Este artigo ndo pretende contar a histéria do Origami
mas, qualquer pequena introducio a este assunto nao pode
ignorar as suas origens ancestrais. O termo «dobrar» perde-se
na imensiddo do tempo. No poema sumério «A Epopeia de
Gilgamesh» (a obra literdria mais antiga que se conhece) pode
ler-se «O tecido trés vezes dobrado néo serd cortado» (Palécios,
2002). A invencio do papel ocorreu, supostamente na China,
cerca de 2000 anos atrds. Por volta de 105 d. C., Tsai Lun, alto
funciondrio da Corte Imperial, ters relatado ao imperador esta
invencdo. (No Museu Britinico existe um manuscrito em papel
datado de cerca de 150 d. C.) Recentes investigagdes arqueols-
gicas recentes, feitas no noroeste da China, apontam uma data
anterior para esta invengdo, uma vez que foram encontrados

* Nesta ocasiso gostaria de referir trés pessoas com as quais partilho o gesto pelo Origami, tenha discutido muitas dobras, propriedades e passado muitas horas
ainterpretar esquemas: Anabela Gaig, Idalia Pesquita e Manuela Martins. As duas primeiras s3o professoras de Matematica e, em canjunto, temos estudado as
propriedades matematicas que est3o subjacentes as dobras e realizade muitas formaciies em virios encontros e em diferentes escolas. Com a Manuela Martins a troca
de opinides ¢ essencialmente sobre a beleza dos ohjectos e o significada que os japoneses atribuem a cada dobra e a cada pega.
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Figural

pedacos de papel do tempo do Imperador Wu (que reinou no
periodo 140-84 a.C.).

O papel chegou ao Japdo no século VI d. C. e foi neste pais
que o Origami se desenvolveu tal como o conhecemos hoje.

Em qualquer livro da especialidade podemos ler que «o
Origami é a arte japonesa de dobrar papel.» A palavra japonesa
«Origami» é composta por dois caracteres, o primeiro, «Ori»,
deriva do desenho de uma mio e significa dobrar. O segundo,
«Kami», deriva do desenho da seda e significa papel, espirito
¢ Deus (Figura 1). A juncio das duas palavras fez cair o «k»
surgindo «Origami». A sua histéria pode ser dividida em trés
grandes perfodos (Prieto, 2002):

O Perfono Heian (794-1185), onde o Origami era entendido
como um divertimento das classes mais ricas, as (nicas que
podiam comprar papel. Era também utilizado pelos guerreiros
Samurai que trocavam presentes enfeitados com noshi, pedagos
de papel dobrados em forma de leque ou em forma de raio. Os
mestres de ceriménia do chd recebiam diplomas que eram

Figura 2. Paginas do livro Hiden Senbazuru Orikata

certificados com papel dobrado que garantia a sua autentici-
dade uma vez que um modelo, depois de dobrado, no podia
ser desdobrado sem que surgissem novas marcas no papel. Vem
também desta época o ritual de se dobrarem borboletas macho
e fémea, nos casamentos, simbolizando a unifo entre os noivos
e que serviam para adornar as garrafas de saqué. E ainda deste
periodo o né pentagonal, que os japoneses utilizavam para
escrever as suas oragdes, conhecido na Europa, especialmente
pelos estudantes, que o utilizavam no estudo da geometria.

QO Perfopo MuromacH! (1338-1573), quando o papel se
tornou um produto mais acessivel e o Origami comegou a ser
utilizado para distinguir as diversas classes sociais, conforme os
adornos que as pessoas usavam.

O Perfono Tokucawa (1603-1867), também conhecido
como o periodo da democratizacio do papel, quando surgem
os primeiros livros de Origami. Em 1797 foi publicado o livro
chamado Hiden Senbazuru Orikata, (como dobrar mil tsurus,
ver fig. 2) que continha o primeiro conjunto de instrucgdes
para dobrar o pdssaro sagrado do Japdo, o Tsuru. (Em Portugal é
conhecido por Grou e por Crane em Inglaterra e nos EUA.) Este
modelo foi adoptado como simbolo da paz depois da segunda
guerra mundial. Em 1845 foi publicado outro livro Kan No
Mado (Janela aberta 2 estacio do Inverno) que inclufa uma
colecciio com cerca de 150 modelos de Origami e, entre eles, a
base do pdssaro e a base da rd, duas das bases mais importantes
no Origami. Gragas a esta publicagio o Origami, no Japdo,
espalhou-se como actividade simultaneamente recreativa e
educacional.
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Dobra em Vale Dobra em Montanha

Figura 3. Akira Yoshizawa e parte da simbologia por si inventada

Na [ndia, em Madras, T. Sundara Row (1893), escreveu um
livro, Geometric Exercises in Paper Folding, onde apresenta cons-
trugdes geométricas utilizando dobragens em papel

A difusio do Origami na Europa iniciou-se com os mucul-
manos que praticavam esta arte e a levaram para a Penfnsula
Ibérica. A doutrina isldmica nfio permitia a criacio de figuras
e as dobras de papel eram utilizadas em estudos matemadticos
e astrondmicos. Apds a saida dos muculmanos do Reino de
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Granada esta arte continuou a ser desenvolvida sob a desig-
nagdo de Papiroflexia, como é conhecida em Espanha. A Parajita
ou Pdra Pinta é wma figura que representa uma ave e faz parte da
cultura popular espanhola desde o século XVII.

Um grande impulsionador desta arte, em Espanha, nos
finais do século XIX, foi MicueL Unamuno. Quando visitou a
Exposicdo Universal de Paris, em 1889, ficou maravilhado com
uma exposicio de Origami Japonés.

Em Itdlia, Leonarpo Da Viner publicou no seu Codex
Atlanticus, exercicios geométricos com dobragens e um estudo
sobre o movimento de avides de papel. (Engel, 1004).

Na Alemanha, Friepricr Froeggr, fundador do Movimento
Kindergarten, introduziu as dobragens de papel nas actividades
pré-escolares,

Por volta de 1950, 0 japonés Akira YosHizawa, considerado
o pai do Origami moderno introduz uma alteraciio radical na
técnica do Origami. Yoshizawa com a colaboracio do ameri-
cano SaM RANDLETT criou uma simbologia (Sistema Yoshizawa

— Randlett, 1956), de instrucgdes para dobrar os modelos que, a
par com as bases, constituem a linguagem do Origami. Desde a
invencio do papel este sistema € a contribuicio mais impor-
tante para a técnica da dobragem de papel, uma vez que permite
a difusdo internacional dos vdrios modelos. Ndo € necessério
saber idiomas como japonés, inglés, espanhol, ou alem#o para
saber construir um modelo, basta saber interpretar um diagrama
conhecendo a simbologia que, fundamentalmente, assenta em
duas dobras a dobra em vale e a dobra em montanha.

Para Yoshizawa o Origami era uma filosofia de vida. No local
onde viveu criou indmeras figuras, destacando-se um cisne, uma
rosa e a reproducdo da sua cara. Estes modelos sdo objectos de
uma invulgar beleza.

Nas tltimas décadas, com a ajuda das ferramentas informdti-
cas, o aparecimento de sites e de foruns, a publicacio de livros
e 0s encontros internacionais contribuiram para uma grande
expansdo do Origami. Pessoas de todo o mundo dedicam-se
cada vez mais ao desenvolvimento de figuras cada vez mais
complexas, e ao estudo matemdtico das varias dobras. Segundo
Lang, na década de 8o podiam considerar-se duas correntes
no Origami moderno, a japonesa, desenvolvida por artistas e
a, mais ocidental, desenvolvida por matemdticos, engenheiros,
fisicos e arquitectos.

Actualmente esta distingio ndo é adequada visto que
tanto no ocidente como no oriente o Origami é estudado por
cientistas e artistas. Uns preocupam-se mais com 0s processos
mateméticos — TosHIKUYI MEGURO, JuN Magkawa, Issey
Yosuin, Tomoko Fusg, Tosaikazu Kawasaki, THomas Hutt,
Jonu MonTtrOLL, ROBERT LANG, ERIC GJERDE —, outros com
a textura do papel e a leveza dos modelos — MicHagL Larossk,
Davip Derupas, Davip Briit, e Eric JorseL —, este dltimo
recentemente desaparecido.

Nos dltimos tempos, Pavimentagdes construidas com a téc-
nica do Origami e Origami Modular (Unit Origami) tém adqui-
rido atingido maior relevo. A técnica modular consiste em
construir virios mddulos que se agrupam formando figuras mais
ou menos complexas. E o que mais me atrai por possibilitar a
construgdo e o estudo de poliedros. O expoente méximo desta
técnica € a japonesa Tomoko Fuse que com o seu livro Unit
Origami: Multidimensional Transformations, publicado em inglés
inspirou muitos origamistas no ocidente.
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Os origamistas mais tradicionais nfio apreciam esta forma de  axiomas (que na realidade sdo operagdes) descrevem operagGes
dobragem. Para eles um modelo deve ser dobrado a partir de  bésicas que se podem efectuar em Origami e permitem carac-
uma tinica folha de papel, sem cortes e sem cola. J4 para outros  terizar formalmente o tipo de construgbes geométricas que é
a cola e tesoura sdo permitidos. (Pessoalmente gosto mais do  possivel fazer com Origami. Em 2001 Kosuiro Hartori acres-
Origami que ndo utiliza nem cola nem tesoura, mas reconhego  centou 4 lista um sétimo axioma (obtendo-se a lista de axiomas
que os que recorrem & cola e A tesoura tém outras possibilidades  de Huzita-Hatori) e, em 2003, Robert Lang publicou um estudo
e constroem modelos de grande beleza.) onde estabelece que, se identificarmos a expressio informal

Outro aspecto a considerar na histéria do Origami é a  «construgiio em Origami» com uma certa caracterizagio formal
forma do papel utilizado nas dobragens. Durante virios anos  desta nogdo entdo, aqueles sete axiomas que, como se disse,
os modelos eram construfdos a partir de um quadrado de papel ~ descrevem outras tantas operagtes bdsicas, sdo suficientes para
mas, mais recentemente, passaram a ser utilizadas outras formas  obter todas as construgdes em Origami (ver caixa abaixo).

e, muitos dos modelos poliédricos sdo construidos a partir de Informagio detalhada acerca destes axiomas e a demonstra-
rectingulos semelhantes a uma folha A4, cuja razio entre 0 ¢io da sua completude pode ser obtida em: http://www.langori-
lado maior e o lado menor é 1 por rafz de dois. gami.com/science/hhaforigami_constructions.pdf.

(Uma construgiio interessante consiste precisamente em Na teoria matemdtica das construgdes geométricas com
transformar um quadrado num rectdngulo de lados 1 por /2 e dobragens de papel os sete axiomas de Huzita-Hatori chegam
serd descrita mais & frente neste artigo.) para definir o que é possivel construir com dobragens simples.

Esta pequena introducfio histérica ndo podia terminar sem  (Admitindo dobragens simultineas ja vamos além do que €
referir Humiakt Huzita. descrito pelos axiomas de Huzita-Hatori, passando por exemplo,

Huzita nasceu no Japio, mas viveu grande parte da sua vida  a ser possivel dividir um fngulo genérico em cinco partes iguais
em Itilia e, na década de 70 do século passado, descreveu seis  ou a construir o poligono regular de onze lados, algo que néo é
operagdes que ficaram conhecidas por axiomas de Huzita. Estes  possivel recorrendo apenas a dobras simples.)

Axiomas de Huzita-Hatori

c

\

i &
Ax 1.—Dados dois pontos distintos Ax 2—Dados dois pontos distintos Ax 3.—Dadas as rectas ry e 15, existe uma dobra que faz coincidir ry com

P; e P,, existe apenas uma dobra Py e P, existe apenas uma dobra 1.
que passa por eles. que faz coincidr Py com P,

c
i3
H -
-
pz
s B
J
Ax 4..—Dados um ponto P & uma reta r, existe uma tinica dobra que Ax 5.—Dados dois pontos Py e Ax 6.—Dados dois pontos P e
¢é perpendicular a r e que passa por P, P, e uma reta r, se a distincia P, e duas retas r; e t5, se as rectas
de P; a P, for superior ou igual & nio forem paralelas e a respectiva
distincia de P5 a r; entdo,existe distéincia néo for superior &
uma dobra que faz incidir Py em distincia entre 0s pontos entio,
ty e que passa por P, existe uma dobra que faz incidir

P, sobre 1; e P, sobre 1.

D"T’ / 5 Ax 7.—Dados um ponto P e duas retas r; e 15, se as rectas nio forem paralelas entao,
v ! —3 existe uma dobra que faz incidir P; em r; e é perpendicular a r,.
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FiguraM. Instruches para dolbrar.um co;

Estudando o vasto mundo do origami podemos verificar que
os seus modelos podem, por um lado, ser alvo de estudo mate-
midtico e, por outro, permitem nio apenas fazer construcdes
geométricas mas também estabelecer resultados. Precisamente,
veremos de seguida alguns exemplos em que os caminhos da
Matemdrica e do Origami se entrecruzam.

0 copo-equival&ncia de areas por dissec¢do

Um dos modelos que eu gosto de dobrar e apresentar aos meus
alunos e colegas é um Origami tradicional—o copo. Trata-se de
um modelo considerado simples (na Figura 4, estd a sequéncia
de instrucgdes que permite obter o modelo final, a partir de
um quadrado de papel). A primeira vez que pedi aos alunos
para o dobrarem desafiei-os a beber dgua por ele e a averiguar
quantas vezes 0 conseguiam fazer sem que o copo se rompesse.
Ficaram admirados e a primeira reac¢iio foi a de que isso nfo era
possivel. Pensavam que assim que a dgua entrasse no copo ele
ir-se-ia romper. Experimentaram durante o intervalo e ficaram
surpreendidos com o facto de conseguiram beber dgua algumas
vezes, sem que o copo rebentasse. Experimentaram diferentes
tipos de papel, informando-me dos sucessivos recordes que iam
sendo batidos e quais os tipos de papel mais resistentes. (Muitas
solugdes de engenharia em dreas como a aero-espacial, por
exemplo, recorrem a diversas solug@es baseadas nas construgtes
que envolvem as técnicas de Origami.)

Mas, evidentemente, ndo € este o repto que mais interessa do
ponto de vista da aula de Matemadtica. Neste contexto costumo
pedir-lhes que desdobrem o copo e verifiquem algumas igualda-
des de dreas de tridngulos. Mais precisamente, e considerando

a Figura 5, pego-lhes que verifiquem que a drea A ¢ igual i drea
B e que a drea C é igual a duas vezes a drea A.

Inicialmente, esta verificaciio parece um pouco dificil, mas
rapidamente pegam numa tesoura e decompdem a drea A de
modo a rearrajar as «pegas» e obterem precisamente a drea B,
(Ver a Figura 6 , onde se ilustra esta operacio de decomposiciio,
necessdria & comparaciio de dreas.) O mesmo para a drea C e
para a drea A, deixando-se a verificagio ao cuidado do leitor.

0 teorema de Haga

Virias actividades envolvendo Origami e com conteido mate-
mdtico interessante tém origem no seguinte facto.

Teorema pE Haca.—Considere um quadrado ABCD (ver
figura 7). No lado AB faga uma marca (ponto P, na figura).
Leve o vértice C de modo que coincida com a marca que aca-
bou de fazer. Os tridngulos AFC, BCE e DFG sdo semelhantes

(figura 7 (C)).

Para estabelecer este facto, observe-se que os tridgulos AFC,
BCE e DFG sio todos rectangulos. Considerando a notacio da
figura 7 (C) resulta que a + y = go”. Da figura também resulta
que @ + f = go’. Resultando destas duas igualdades que f = 7.
Assim, os tridngulos BCE e AFC, porque tém dois dngulos da
mesma amplitude (e, portanto, trés dngulos, dois-a-dois com
a mesma amplitude) sdo semelhantes. Para estabelecer a seme-
lhanga entre os tridingulos AFC e DFG basta constatar que os
angulos 6 e ¥ sdo iguais (por serem verticalmente opostos). Assim,
mais uma vez, estes tridngulos tém 4ngulos dois-a-dois com a
mesma amplitude e so, por isso, semelhantes.

Figura s Figurab
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Figura 7. 0 teorema de Haga

Divisao do lado do quadrado em 3 partes iguais

Dividir o lado do quadrado em duas, quatro ou oito partes iguais
é facil (de um modo geral é fécil fazé-lo em 2" partes iguais).
Os outros casos sdo menos Gbvios. A construgio que se propde
a seguir, permite dividir o lado de um quadrado em trés partes
iguais. Considerando um quadrado ABCD, cujo lado tomamos
como unidade, comecamos por marcar a mediatriz do lado
AB, fazendo coincidir o lado BC com o lado AD. Posto isto,
levamos o vértice C ao ponto médio do lado AB (veja-se a
Figura 8). Pelo teorema de Pitdgoras temos que

1 4
(—) +a’,

2
Como o lado do quadrado mede uma unidade, temos que
b = 1 — a pelo que, substituindo na igualdade anterior se obtém:

b

2

(1-a) = G] +a*.

Resolvendo em ordem a @, obtém-se a = 3/8 (consequente-
mente b = 5/8). Pelo Teorema de Haga os tridngulos CBE ¢
ACF sio semelhantes sendo, os respectivos lados proporcionais.
Assim,

Ou seja, ac = 1/4. Como a = 3/8 tem-se que ¢ = 2/3 pelo que,
a restante parte do lado do quadrado mede precisamente 1/3.

Como se verifica, esta simples construgiio envolve, do ponto
de vista matemdtico védrios conceitos importante como o teo-
rema de Pitdgoras ¢ a semelhanca de tridngulos. Uma versdo
mais sofisticada desta construcio (ainda usando o Teorema de
Haga) permite obter uma divisio num qualquer nimero de
partes iguais. (Assim, usando este teorema podemos descrever
todos os comprimentos racionais.)

Mas as possibilidades do Origami vdo além dos nimeros
racionais. Tal como prometido no inicio, apresento agora a
construcio de um rectingulo cuja proporgio entre os lados é de
1:4/2. A Figura g descreve os passos necessdrios. Tomando o
comprimento de AB como unidade uma vez que os angulos no
tridngulo ABC siio ou de 457 ou de go® conclui-se AC é a diago-
nal de um quadrado unitario, pelo que o seu comprimento € y2.
Mas, o comprimento de AC é também o comprimento do outro
lado do rectingulo ( BD). (Se nfo conseguir ver imediatamente
porqué, pense como um origamista, e veja que desdobrando a
folha de papel, trazendo o ponto C & sua posicio origial, AC se
transforma num lado do rectangulo.)

Conclusao

Ao longo das muitas sessdes em que utilizei o Origami, dentro
ou fora da sala de aula, pude concluir que o Origami melhora
significativamente a comunicagio matemdtica. Essa melhoria
nota-se bastante nos alunos dos primeiros anos de escolaridade.
Termos como «vérticer, «bissectriz», «mediatriz», «diagonal»,
«reflexdor, «simetriar, sdo adquiridos com a pritica das dobra-
gens de uma forma natural e rapidamente fazerem parte do
vocabuldrio dos alunos porque se tornam indispensiveis para
a comunicacio entre eles.

Figura g

Figura B. Divisdo do lado do quadrado em trés partes iguais
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Uma das historias que mais me comove € a historia da Sadako Sasaki, uma
menina japonesa que tinha dois anos no dia da explosdo da bomba atémica em
Hiroxima. Comegou a sentir os efeitos da bomba atémica aos 12 anos, sendo-lhe
diagnosticada leucemia.

Quando Sadako estava no hospital, uma amiga levou-lhe alguns papéis colori-
dos & dobrou um passaro (Tsuru). Disse-Ihe gue esse passaro é sagrado no Japdo,
que vive mil anos e tem o poder de conceder desejos. Disse-lhe ainda que, se uma
pessoa dobrar 1000 Tsurus e fizer 0 seu pedido a cada um deles, esse pedido sera
atendido. Sadako comegou entdo a dobrar Tsurus e a pedir para se curar porém, a
sua doenca agravava-se a cada dia.

A menina comegou entdo a pedir pela Paz Mundial, Até & data em que mor-
reu— 25 de Outubro de 1955—, Sadako dobrou uma grande guantidade de
Tsurus, insuficiente porém para perfazer os mil. Os seus amigos dobraram os
restantes a tempo do seu funeral.

Mas eles gueriam mais, desejavam pedir por todas as criangas que estavam a
morrer em consequéncia da explosdo da bomba. Formaram um clube e comega-
ram & angariar dinheiro para um monumento. As contribuictes chegaram através
de estudantes de mais de 3000 escolas do Japdo e de 9 outros paises. Em 5 de
Maio de1958 inauguraram o Monumento & Paz, no Parque da Paz de Hiroshima.
Todos os anos no Dia da Paz—6 de Agosto—, s@o enviados Tsurus de papel,
provenientes de todo o mundo, para o parque.

0s membros do clube desejam espalhar pelo mundo a mensagem esculpida
na base do monumento de Sadako:

Este ¢ o nosso Grito
Esta é a nossa Oragéo:

Paz no Mundo

A melhoria da capacidade de concentracio, da visualizacio
espacial, da motricidade fina, da partilha, da inter-ajuda e da
coordenagdo motora, entre outros aspectos, sio beneficios
associados a esta prdtica.

A dobragem de papel € uma actividade que ¢ simultanea-
mente recreativa e educacional. Recorrendo a materiais sim-
ples, como papel Ay, papel de revista ou de jornal, papel de

sEEEEEE W I
wmepmEEE N MATERIAIS PARA A AULA OE MATEMATICA

embrulho, papel de lustro, podemos, de uma forma divertida,
aprender Matemdtica.

Dobrando e desdobrando podemos observar, por meio dos
vincos formados, rectas, dngulos, simetrias e figuras geométri-
cas. Podemos reconhecer e analisar propriedades dessas figuras,
utilizar a visualizagiio e o raciocinio espacial e explorar os
conceitos de tamanho, forma e medida, incentivar a escrita
€ a comunicagio matemdtica e motivar os praticantes para a
disciplina.

As dobragens praticadas em grupo permitem o debate de
ideias, o esclarecimento de conceitos e o desenvolvimento
de estratégias, da criatividade, da concentragio e persisténcia,
tudo capacidades fundamentais para se ser matematicamente
competente.
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llda Rafael
Escola Secundéria Braamcamp Freire

A tarefa agui apresentada foi adaptada do livro Unfolding Mathematics with Unit Origami* e incide sobre a construcao de um modelo para
medir &ngulos recorrendo a técnica do Origami e respectiva exploracdo. 0 autor do modelo é do japonés Kunihiko Kasahara gue com apenas
guatro dobras construiv um modelo gue permite substituir o transferidor.

Numa fase inicial, os alunos constroem um medidor de angulos. De seguida exploram algumas propriedades matemadticas subjacentes. No
final da tarefa utilizam o modelo construido para medir os angulos de alguns poligonos. Nesta mesma revista, no artigo «<0rigami>> s3o
apresentadas outras construtdes gue podem ser exploradas em sala de aula.

*  Franco, B.; Unfolding Mathematics with Unit Origami, Key Curriculum Press, 1999
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s MATERIAIS PARA A AULA DE MATEMATICA

Sequindo as instruccies constrdi um medidor de dngulos

1 Oobra o quadrado de £ Oobra o vértice 3 Leva o vértice Y Faza dltima dobra 5
modo a ficar com o lado superior direito de inferior direito até coma mostra a figura.

dividido em duas partes tal modo que este ao vertice superior

iguais. Desdabra. figue em cima da direito.

dobra feita no passo
anterior. Certifica-te
gue a dobra passa
pelo vértice superior
esquerdo.

Exploracdo do Modelo <<Medidor de dngulos>>

1. Desdobra o modelo do medidor de dngulos e encontra a 2. Usa o medidor de dngulos para medir os angulos internos e
medida de cada um dos dngulos assinalados. Faz uma lista externos dos diferentes poligonos.
com essas diferentes medidas.
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vidas. As fungdes que tinhamos em estudo eram f(x) = 0,5x — 1
e ¢(x) = x* - 1ox + 10, representadas graficamente na figura 1.

Para nos, estas fungdes tinham uma vantagem muito grande,
os céleulos eram simples, tanto dos zeros das fungdes, como do
minimo da quadratica, como até dos pontos de intersecgiio dos
graficos das duas fungoes.

Mas, como precisavamos de escolher outras duas fungdes
para outra turma que ndo fazia o teste & mesma hora, come-
¢Amos logo a fazer translagtes para a esquerda de 2, de 3, de 5.
No entanto, os resultados ndo davam tio «perfeitinhos» como
nés querfamos, até que fizemos uma translagio de ro para a
esquerda. O que é que nos aconteceu! A nova pardbola ficou
simétrica em relacio ao eixo dos yy, como se pode ver pelo
grifico da figura 2.

Fez-se o primeiro «clik». Todos repardmos que —10 era o b,
o coeficiente de x da pardbola inicial, e comentdmos: porque é
que fica simétrica em relagiio ao eixo dos yy? Serd que acontece
sempre isto!

Apareceu a primeira conjectura: dada uma funcio do tipo:
f(x) = ax? + bx + ¢, seria sempre f(x — b) = f(-x)!

Experimentdmos com algumas fungBes e parecia que a con-
jectura se verificava. Mas a demonstragio ainda era muito fraca:
Meia dizia de fungdes!... Que resultado mais curioso!... Serd
que é sempre vilido!

Continudmos a fazer experiéncias e funcionavam todas,
estdvamos a ficar contentes. Até que um colega introduz uma
funcio no editor da calculadora que destréi a conjectura, como
se pode ver na figura 3.

Mas, o que é que essa funcio quadritica tinha de especial? O
coeficiente do x* era diferente de 1. Ou seja, parecia que aquela

conjectura sé se verificava quando o a era igual a 1. Serd que se
conseguia formular uma propriedade que fosse vilida para todas
as funcgoes quadriticas?

Af comegdmos todos a experimentar outra vez. Foi um
momento interessante ver todos os colegas A procura da res-
posta a este problema que parecia tio inofensivo. Entdo, um
colega formulou outra hipétese que parecia ser valida para todas
as fungdes quadrdticas:

Dada uma fungio do tipo: f(x) = ax* + bx + ¢, entdo

b
(x-2) = e
Hoje, com a tecnologia que temos disponivel, rapidamente
conseguimos construir uma pdgina, por exemplo na TI-Nspire,
em que variamos os parimetros da fun¢io quadrética e observa-
mos o que acontece A translagiio do gréfico da fungio associada
ao vector (b/a,0) (higura 4).

De facto esta propriedade verifica-se para qualquer fungio do
tipo f(x) = ax* + bx + ¢, como facilmente podemos observar na
demonstracio (figura 5).

Tangentes e simetrias

Qutra situaciio que eu achei interessante e que agora vos vou
apresentar veio ter as minhas maos quando estava a preparar
uma sessdo prética no 4mbito do Grupo de Trabalho T e
enquanto desfolhava o livio «The Case for CAS» (Bohm e
outros, 2004,).

A propriedade é muito simples e pode ser trabalhada com
os nossos alunos, depois de terem abordado o conceito de deri-
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vada. Vou comegar com o caso mais ficil, em que considero
uma parfbola com o vértice na origem do referencial.

Se tragarmos uma recta tangente ao grifico de uma pardbola
num ponto qualquer a ordenada do ponto onde essa recta corta
o eixo dos yy € simétrica da ordenada do ponto de tangéncia.
QOu seja, existe uma simetria em relaciio ao vértice da pardbola
entre 0 ponto onde a recta tangente corta o eixo dos yy e o ponto
do eixo dos yy com a mesma ordenada do ponto de tangéncia
(na figura 6 pode ver-se que obtive esse ponto tragando uma
recta paralela ao eixo dos xx passando no ponto de tangéncia).

Se considerarmos agora uma funcio quadrdtica com o
vértice num ponto qualquer do eixo dos yy, podemos observar
que a simetria em rela¢io ao vértice da pardbola se mantém:
neste exemplo (figura 7) o vértice tem de coordenadas (o0,2) e
os pontos simétricos tm de coordenadas (o; —4,3) e (o; 8,3).
Usando a tecnologia adequada, observa-se que esta propriedade
se mantém em qualquer pardbola nestas condigdes, ao esco-
lhermos um ponto qualquer do gréifico da funcfio para tracar a
tangente. A demonstracio desta propriedade estd ao nivel dos
nossos alunos do Ensino Secunddrio:

Se considerarmos uma funcio do tipo:

fx) = ax® + ¢ de vértice (o,c)

e um ponto qualquer de abcissa p.

Temos que a ordenada desse ponto é:

fp) = ap? +

Ao ponto do eixo dos yy com a mesma ordenada podemos
chamar A (o,ap* + c).

A derivada da fungiio no ponto da pardbola de abcissa p é:

f'p)=2ap
Se considerarmos a recta tangente ao grafico nesse ponto:
y - (ap* +¢) = 2ap(x — p)

Fazendo x = o determinamos as coordenadas do ponto onde
esta recta corta o eixo dos yy (a que podemos chamar B) que
serdo: (o, —ap* + ¢).

Para verificarmos a simetria dos dois pontos (A e B) em rela-
¢Ho ao vértice podemos fazer a semi-soma das suas ordenadas:

(ap* +c)+(-ap* +¢) _ 2c
2 2

=c
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Verificamos que € igual & ordenada do vértice da paribola como
querfamos demonstrar.

Esta simetria continua a verificar-se estando o vértice da
pardbola noutro sitio qualquer do referencial como se pode
ver no exemplo da figura 8. Os pontos A e B continuam a ser
simétricos em relagio ao vértice da pardbola.

A demonstragio para este caso mais geral segue a mesma
l6gica, mas do ponto de vista algébrico é um pouco mais com-
plexa e talvez pouco adequada para a grande maioria dos nossos
alunos.

Lugares geometricos

Quando trabalhamos as transformacdes nos grificos da fungio
quadrdrica a maior parte das vezes utilizamos o modelo

f(%) = a(x—h)* +k,
por ser mais simples a interpretacio grifica da variacio dos
parimetros a, h e k.

E se estuddssemos os pardmetros considerando o modelo
flx)=ax* +bx+¢?

O que acontece ao vértice da pardbola quando fixamos dois
dos pardmetros e fazemos variar o outro!

Esta pergunta ocorreu-me ji hd uns anos quando parti-
cipei num curso do ProfMat em que se utilizava o programa
Geometer'’s Sketchpad, onde explordvamos também os parime-
tros da funcio quadritica e com o auxilio do referido programa
investigdvamos e fazfamos as nossas descobertas. Mais tarde e
com alguma surpresa descobri esta proposta de investigagio em
Embse e Engebretsen (19g6).

Como sabemos, quando estamos a trabalhar com este modelo
as coordenadas do vértice da pardbola sdo:

_-b -
= B Oy
O que acontecerd ao vértice da pardbola quando fixamos os
parimetros 4 e b e fazemos variar somente o parAmetro c!

=i
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Qual o lugar geométrico das virias posigbes que o vértice vai
percorrendo!

Na medida em que a variacio do parimetro ¢ nada influen-
cia a abcissa do vértice este vai percorrer a recta vertical de
equacio x = —bf2a como se pode observar na figura g. Neste
exemplo, como a =1 e b =—4, o vértice percorre a recta de
equacao x = 2.

E o que acontecerd ao vértice da pardbola se fizermos variar
o parfimetro b e fixarmos os outros dois?

Curiosamente, aqui ficimos deveras surpreendidos pois o
vértice da pardbola vai percorrer outra pardbola de equagio
y = —ax* + ¢. No exemplo da figura 10 comoa=1ec=-20
lugar geométrico que o vértice percorre € a pardbola de equagio
y=—x*-2

Repare-se que como x = —b/2a e como b € o pardmetro que
estamos a variar, podemos resolver esta equagio em ordem a b
obtendo: b = —2ax.

Como y = (—b*/44) + ¢ e substituindo a expressdo que obti-
vemos para b temos que:

2
g (—2ax) B
44
—aniyd
o= BT
44

y=-ax*+c cqd.

De igual modo, se fixarmos os pardmetros b e c e fizermos variar
o parfimetro 4, qual o lugar geométrico dos pontos correspon-
dentes s vérias posices que o vértice vai percorrendo!

O vértice da pardbola vai percorrer a recta de equagfio
y = (bx/2) + c. No exemplo da figura 11 como b=-2ec=-3,
o vértice percorre a recta de equacio y = —x — 3.

Como fizemos na situaciio anterior podemos escrever a
ordenada do vértice da pardbola sem usarmos o pardmetro que
estamos a variar, neste caso o parimetro 4.

Como a abcissa do vértice é x = —b/2a, obtemos que
a = -bf2x.

20mn

Como a ordenada do vértice é y = (=b°/4a) + ¢ podemos
substituir a expressdo que obtivemos para a:

K
Y=
()

b
=— .q.d.
y 2x+c c.q

FE

Considerac@es finais

Estes exemplos mostram com clareza que a tecnologia nos
proporciona a visualizagio do comportamento dos graficos de
familias de fungdes, quando fazemos variar os seus pardmetros,
encontrando-se resultados que por vezes sdo surpreendentes e
nos estimulam a querer saber mais e querer saber porqué. Este
facto pode ter muito potencial, nas nossas aulas, junto dos
Nnossos a].UI"lL')S‘

A proposta de tarefas de exploragio ou de investigacio nas
nossas aulas, aproveitando a tecnologia que hoje temos ao nosso
dispor podera levar os nossos alunos a conjecturar sobre as pro-
priedades das fungdes, fomentando a sua curiosidade e o gosto
pela Matemitica, tornando-a mais apelativa e significativa. A
tecnologia pode realmente aqui ter um papel determinante,
dependendo em grande medida das tarefas que os professores
seleccionarem, as quais poderdo levar ao aproveitamento das
potencialidades dessa tecnologia ou a transformarem-na em
equipamentos enfadonhos somente para confirmar cdlculos e
meras rotinas.

Referéncias

Bahm, J., Forbes, 1., Herweyers, G., Hugelsshofer, R. e Schomacker,
G. (2004). The Case for CAS. T3 Europe. Universitit Miinster
— Germany.

Embse, C. e Engebretsen, A. (1096). Geometric Investigations for the
classroom using the TI-g2. Texas Instruments. Austin.

lodo Almiro
Esrnla Secundaria/3 de Tondela
[Grupo de Trabalho T3]

Setembro | Dutubro 27

TR )




-Natitifrél Council nfTeache_rsuf Mafhematl'cs na cidade

Kiflpatrich: Universidade daiGeataia, Athens €08
(D as g de P e o e 1550 0 5
el = dZ e 1 = o Pled SRS 0
0 Pa dad o e ela gene
oue gué az de fazer e D p es que 0 alg e
g £ oC0 . 0 e ()
{ onsie e boa de e Outro 0 0
d q aste A d em o [ os e
I ) ()
: 0 B f e
[ £ O ) i C d




JK: E de qual desses trés tipos vocé é!

(GP: Nio sei. Tetiker nio com certeza, nfo sei o suficiente e in-
teressa-me pouco.

JK: Acha que é importante ter boas capacidades espaciais para
se ser matemdtico?

GP:Em alguma medida sim, mas varia muito. Hadamard fala
disso... Conhece o livro de [Jacques] Hadamard®?

JK: Sim, conheco.

GP: Se ele estivesse aqui, dar-lhe-ia respostas muito melhores,
ou, pelo menos, dava-lhe mais respostas. Hadamard, por
vezes, diz que ou se é do tipo <auditivo: ou do tipo «visu-
ab. Ele préprio € mais do tipo auditivo. [Mas] néo sei, isso
certamente que ajuda... Veja a Jean Pederson, ela certa-
mente que tem capacidade espacial.

JK: E sobre a memdria! Acha que os matemadticos tém uma
meméria especial? Para as coisas matemdticas!

GP: Com certeza que sim.

JK: E vocé, tem uma memdria muito boa?

Uma explicacdo

A entrevista que Jeremy Kilpatrick realizou a George Pélya
em 1978 estava inédita desde a sua realizaciio e a sua primeira
publicacio foi em portugués numa traducio dada a luz na revista
Quadrante (Vol. XIX n.° 2) recentemente distribuida, revista e
anotada por Jeremy Kilpatrick’, a quem deixo aqui o agradeci-
mento. E agora também publicada na Educagdo e Matemdtica,
com a explicagio que acompanhou a publicagio na Quadrante
que a Seguir se trancreve.

Em Fevereiro do ano passado, tive oportunidade de visitar por
trés meses a Universidade da Geérgia, no College of Education
— Aderhold Hall, para fazer algumas pesquisas e estudo sobre
George Pélya, com o apoio e colaboracio de Jeremy Kilpatrick
que, entre outras coisas, pos 2 minha disposicio uma caixa
de arquivo que possufa com textos e outros documentos rela-
cionados com Pélya. Foi nessa caixa que, no primeiro dia da
minha estadia, encontrdmos um texto dactilografado, com a
transcricio de uma entrevista a George Pélya que Kilpatrick
tinha realizado em 1978. Propus-me de imediato fazer a tra-
dugiio para portugués e publicar a entrevista «ainda inédita»,
como na altura Kilpatrick me disse.

Jeremy Kilpatrick ¢é, desde 1993, Regents Professor de
Educacio Matemdtica na Universidade da Gedrgia, Athens
GA, nos Estados Unidos. Terminou o seu curso em Matematica
na Universidade da Califérnia em Berkley (1960), onde realizou
depois o Mestrado em Educacio (1960), enquanto leccionava
como professor de Matemdtica no ensino secunddrio. No ini-
cio dos anos 6o, foi para a Universidade de Stanford, em Palo
Alto, onde frequentou cursos orientados por George Pélya e
semindrios sobre resolucio de problemas. Nesta universidade
realizou um outro Mestrado, desta vez em Matemdtica (1962),
e depois um Doutoramento em Educagio Matematica (1967),
cujo jdri Pélya também integrou, tendo sido nestes anos que
Jeremy Kilpatrick acompanhou Pélya como seu assistente.

2o

GP: Tenho, e para tudo. Hordcio diz na Ars Poética, <Mendacem
oportet esse memorem>! — o meu latim ainda d4 para al-
guma coisa —<Um mentiroso tem que ter uma boa memé-
ria>. Um poeta € um mentiroso, inventa tudo, tem que se
lembrar muito bem do que fez antes. Por isso, uma hoa me-
méria € necessdria para tudo.

JK: Uma memdria organizada de forma especial? Acha que
0s matematicos tém uma meméria organizada de maneira
diferente!

(GP: Exactamente, [mas] o que é organizada! Eu acho que ndo
dispomos dos termos gerais para conseguirmos descrever
essa organizagdo, ou 0s que temos sao vagos.

JK: Estou a perceber. No entanto tentou-se... Uma questdo
é [saber] se os matemadricos tém certos tipos de capacida-
des especiais ou se tém apenas as capacidades vulgares e as
aplicam em matemdtica.

GP: A segunda [alternativa] é provavelmente um pouco me-
lhor. Nenhuma delas é completamente verdadeira, mas a

Em Aderhold Hall, gahinete 502, Fevereiro de 2010

A breve introdugio i entrevista, que Jeremy Kilpatrick teve
também a amabilidade de fazer, e onde dd conta do contexto em
que foi realizada e das suas motivagdes, anuncia uma conversa
essencialmente sobre <as capacidades matemdticas» e sobre os
textos a incluir na edicio das obras completas de George Pélya
em que, no que a Educagio Matematica diz respeito, Jeremy
Kilpatrick chegou a colaborar. O texto da entrevista, simples
e directo, em que na traduciio se procurou preservar o tom
informal e coloquial e os virios toques do humor por que Pélya
era também conhecido, vale todavia também como testemu-
nho pessoal e em primeira mao desse matematico, sobre alguns
aspectos da sua vida e do seu conhecimento e experiéncia com
outros matematicos.

A entrevista foi realizada tinha George Pélya feito go anos
havia poucos meses.

* Incluem-se algumas notas de tradugo assinaladas com (NT).

Henrigue Manuel Guimaraes
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segunda € melhor. Por exemplo, posso dizer-lhe que tenho
uma memdria bastante boa... para a matemadtica tenho,
tenho uma memdria bastante boa. Bem, ela agora estd a ir
por af abaixo, como em tudo o resto, mas conseguia lem-
brar-me praticamente de tudo o que fazia, mas ndo do que
as outras pessoas faziam. Mas também tenho boa memdria
para a poesia e para as anedotas, por isso, no é [uma me-
mdria] apenas para nimeros. A minha memdria para a po-
esia é boa mas como lembro dela, e acontece muitas vezes,
¢é assim: vem-me & cabega entre uma coisa e outra, por al-
guma razio ou sem razio nenhuma.

Pergunto-lhe se sabe alemio porque sei de cor uma coisa
muito bonita que Schiller disse acerca da poesia.

E lembra-se de tudo?

Sdo apenas duas linhas, descreve muito bem o que ele...
Vou dizer-lhas em alemdo, que € alids um alemdo muito
bom. [Schiller] refere-se provavelmente & poesia, ou pos-
sivelmente [a histéria, pois] também foi historiador, escre-
veu histéria. Mas aplica-se bem & matemdtica. Vou dizé-las
em alemio:

Nur Beharrung fithrt zum Ziel,

Nur die Fiille fiihrt zur Klarheit,

Und im Abgrund wohnt die Wahrheit.1¥

Diz ele, «Somente...» Ah, «Beharung», como é que diria
isto? «Quem sempre...» — bem, agora falo quatro linguas,
¢ muito dificil escolher a certa — «Beharung»... se tra-
balhamos sempre na mesma direcciio, decerto que sempre
seguiremos em frente. «Nur die Fiille»... se sabemos mui-
tas coisas, se 0 nosso conhecimento é baseado em muitas
coisas, mantenhamo-las reunidas — «fiihrt zur Klarheit»
— e assim conseguiremos maior esclarecimento. «Und im
Abgrund wohnt». .. e a verdade estd nas profundezas. Pode
dizer-se 0 mesmo da matemadrtica, mas Schiller com certe-
za que se referia 4 poesia ou & histéria e ndo 4 matemdtica.
Mas também o podemos dizer [da matemdtical.

Esteve 14 no Sabado!™?

Sim, em S. Diego.

Para conseguirmos ficar mais esclarecidos, € essencial reunir
tudo, especialmente coisas do dia a dia, coisas familiares.
Mas matemiticos diferentes tém pontos fortes e pontos
fracos diferentes.

:Pessoas diferentes tém pontos fortes e pontos fracos

diferentes.

Quais sdo os seus pontos fortes e pontos fracos como
matematico!

Eu digo-lhe. Conheci Weil bastante bem, Herman Weil e
eu éramos bastante amigos, ndo muito intimos, mas éra-
mos bastante amigos... Mas os matemdricos raramente fa-
lam de matemdtica uns com os outros. Weil e eu fizemos
uma aposta que foi publicada e que mostra bem a diferen-
¢a entre nést®l. Weil era muito bom na generalizacio, era
muito inteligente, conseguia captar e compreender muito
rapidamente uma ideia nova e generalizd-la. Eu sou muito
mais... Eu prefiro pegar em algo tangivel, comecar com al-
guma coisa tangivel, partir de coisas da fisica ou mesmo do
dia a dia. Ora isto € muito diferente. A mesma diferenga
existe entre mim e Emmy Noether”. Mostro isso num dos
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artigos que vocé vai editar, digo af o mesmo sobre este as-
sunto, j4 o leu?

JK: Sim,jd o li.

GP: Ora bem, h4 dois tipos de macacos. Os macacos que andam
no cimo das drvores e 0s macacos andam ¢4 por baixo.

JK: Portanto vocé € um macaco que anda cd por baixo.

(GP: Sim, e ela é uma macaca das que anda 14 por cima. So
[macacos| diferentes, tal como também as pessoas sdo
diferentes.

JK: Quais as partes da matemdtica que teve mais dificuldade
em compreender?

(GP:Nio sei. Talvez, bem... Oh, eu gosto... Nio se trata de di-
ficuldade em compreender. Por exemplo, eu gosto dos fun-
damentos mas nfio conseguiria trabalhar nisso.

JK: Porque nio?

(GP:Nio ¢ a minha especialidade.

JK: Porque lida com a generalizacio! Porque é demasiado
geral?

GP:Ora bem...

JK: E demasiado abstracto?

(GP: Isso ndo pode ser expresso por palavras. Nio é a minha es-
pecialidade, simplesmente. Admito que é importante, mas
ndo conseguiria trabalhar com isso. Tive uma sorte muito,
muito grande. [David] Hilbert era muito amigo de [Adolph]
Hurwitz!'” e Hurwitz estava em Zurique. Hilbert, Hurwitz
e Minkowsky eram amigos intimos. Minkowsky morreu e
Hilbert veio visitar Hurwitz em Zurique. Estava muito ve-
lho, sentia que estava a envelhecer, [e que] precisa[va] de
um bom assistente. Veio a Zurique e foram-lhe propostos
dois: [Paul] Bernays e eu proprio. Foi uma grande sorte te-
rem escolhido Bernays e ndo a mim, porque eu nio era
bom nos fundamentos e Bernays era excelente. Bernays,
Hilbert e [Wilhelm] Ackermann!"!| publicaram um livro
[que] foi cem por cento escrito por Bernays. De quem fo-
ram as ideias nfo sei, Hilbert, provavelmente, foi quem o
organizou. Foi uma sorte enorme para a ciéncia e para mim
eu nfo ter sido escolhido. Teria sido, naturalmente, muito
lisonjeador ser assistente [de Hilbert], mas foi muito me-
lhor assim.

JK: Vamos falar de resolugio de problemas. De onde vieram
as regras e métodos heurfsticos que estio no How to Solve
[t1%7 Qual a sua origem!

GP:J4 publiquei sobre esse assunto. Este &, julgo, o meu pri-
meiro artigo sobre resolucio de problemas!™ e falo disso
em pormenor nas primeiras linhas. Tive que preparar um
mitido para um exame do liceu, um miido pouco esperto,
Quis-lhe explicar um problema... um problema parecido
com este!™ e ndo o consegui. A noite sentei-me e inventei
esta [representacio]. Este foi o infcio do meu interesse ex-
plicito pela resolucdo de problemas.

JK: Foi entio ao tentar ensinar [ao mitdo] que lhe surgiram es-
tas questoes.

GP:Nio, nio, isso apareceu depois. Foi s6 o principal, a repre-
senta¢iio com um grafo. Eu ndo conhecia a palavra grafo,
etc. mas inventei esta representacio e depois melhorei-a,
fiz uma figura geométrica. Mas esta invengio germinou af
e foi este o principio do meu interesse explicito [na resolu-

=Y




¢io de problemas]. Implicitamente, provavelmente, ji es-
tava interessado antes, também tinha interesse [na ques-
tio de] como é que as pessoas descobrem. Foi Ernest Mach
que disse que s6 se consegue realmente compreender uma
teoria, se se souber como ela foi descoberta. Eu li o livro
dele!" e influenciou-me muito, levou-me da filosofia  fisi-
ca. Mach era muito contra a filosofia [do seu tempo].

JK: O grafo apareceu primeiro do que as suas questdes ou su-
gestdes do tipo, «Qual é a incégnita, «Consegue fazer uma
figuras?

GP:Sim, o grafo apareceu primeiro. Nessa altura eu estava
muito interessado em Descartes, nas Regulae!'.

JK; Nas Regras.

GP:Posso mostrar-lhe, tenho aqui... Aonde é que estard!
(Procura o livro mas ndo encontra). Tenho uma edigio [bi-
lingue] das Regras, de um lado estd o original em latim, do
outro a traduciio francesa. Julgo que é [com]| estas questdes
com que agora se inicia 0 How to Solve It.

JK: Quando é que isso foi? Quando estava em Zurique!

GP: Sim. Isto aqui é... Oh, ja viu o niimero do Journal of Graph
Theory? Posso oferecer-lho.

JK: Nao, nio tinha visto.

GP: Tem dois artigos'”. O primeiro, de Harary... ndo tenho
nenhuma cépia dele, e o outro de Albert Pfluger. Nio sei
se sabe quem é.

JK: Nio.

GP:E um professor da minha antiga instituigio'¥.

JK: Era um colega seu?

GP:Nio, era um estudante. Fez o doutoramento comigo.
Conheci-o a ele, a sua filha etc., etc.

JK: E ele conta a histéria.

GP: Conta-a muito bem.

JK: Estou a ver, ptimo.

GP:Hé [também] um artigo de Harary.

JK: Eu procuro.

GP: Arranjarei cépias mais tarde. De qualquer modo, vocé en-
contra, é ficil.

JK: Quando resolve problemas, usa os seus conselhos do How
to Solve It Conscientemente!

GP: Sim, mesmo mais do que isso. Como também digo algu-
res — estd num dos meus artigos — eu tinha as regras e eu
préprio as experimentei. Depois de ter editado as obras de
Hurwitz pensei também em publicar as suas notas — ele
tinha um caderno de notas, notas matemdticas, um didrio
matemdtico, melhor dizendo. A palavra correcta é didrio,
em francés dizemos jowrnal, mas em inglés dizemos diary.
[Hurwitz] tinha um didrio matemdtico muito bem escrito,
redigido de forma muito completa, ndio apenas rascunha-
do mas escrito com clareza, bem formulado. Af ele descre-
ve aquilo em que pensa, por vezes as suas CONVersas, outras
vezes 0 que leu. Pensei entdo [também] em editar o did-
rio e assim, entre outros, encontrei este problema que me
conduziu ao [Pélyal Counting Method. Escolhi este método
de contagem apenas para testar as minhas préprias regras.
Digo isto algures, num artigo que publiquei, Welcome!”.,

JK: Também quer esse artigo no livro [das obras completas].

GP: Sim.

(...)

GP: Isso estd af [nesse artigo], digo mesmo isso, [que] tentei ex-
perimentar... Eu pretendia experimentar eu préprio essas
regras e este problema de Hurwitz era mesmo bom para
isso. |Era] obviamente um problema interessante, pois
Hurwitz e Cayley trabalharam nele, e [era] essencialmente
relacionado com a quimica. Disso gosto, [de um problemal]
relacionado com algo de importante e com a pratica. E, por
outro lado, sio necessdrios muito poucos conhecimentos
prévios.

Vou contar-lhe uma histéria. Quando estudou dlgebra,
ainda estudou o Teorema de Sturm.

JK: Estudei.

(s

GP: Hoje em dia j nfio consta dos livros de dlgebra embora na
verdade seja um assunto essencial. Sturm foi professor na
FEcole Polytecnique de Paris e citou-o: Le théoreme dans j'ai
I'honneur de porter le nom —<«QO teorema no qual eu tenho a
honra de ter o nomes. Agora, eu tenho... existe o <Método
de Contagem> (Counting Method) no qual eu tenho a hon-
ra de ter 0 nome.

JK: E bom, muito bom.

(GP: Esta a ver, e foi descoberto apenas partindo disto. .. eu que-
ria experimentar as minhas regras.

JK: Algumas pessoas dizem que ndo conseguem usar as [suas]
regras, Ou que...

(GP: Pois &, as pessoas sio diferentes, as pessoas sio diferentes.

JK: Acha que é possivel desenvolver a capacidade de uma pes-
soa para resolver problemas!?

(GP: Penso que sim.

(Entra a Sra. Pélya com bebidas e faldmos de coisas de familia)

JK (para a Sva. Pélya): Encontrei um artigo que vocé escre-
veu¥, tenho uma cépia.

Stella Pélya: (Risos) Eu tive apenas a ideia sobre a almofada de
alfinetes. Disse a [Jean] Pedersen e foi ela que falou disso.
Foi ela quem escreveu e fé-lo sem eu saber.

(Seguiu-se mais alguma conversa entre os trés e depois a Sra. Pélya

sain. O tempo estd a esgotar-se. )

JK: Acho que ja fiz a maior parte das perguntas que queria.

GP: Qual é a proxima!

JK: A préxima é esta, acha que € possivel desenvolver a ca-
pacidade de uma pessoa para resolver problemas? Até que
ponto podemos desenvolver essa capacidade?

GP:Ora bem, eu diria que ndo € tanto <desenvolver> mas
<«despertar>,

JK: Elaj4 estd 14

GP: Ests 14 algures. Se nio ha nada 14, ndo € possivel... Mas
podemos despertar essa capacidade. [Com] um bom pro-
fessor, etc. [com] uma boa oportunidade para a desper-
tar. No meu caso, tive obviamente possibilidades que isso
[acontecesse], mas ela foi despertada muito tardiamente.
Provavelmente, teria sido um matemdtico muito melhor
se tivesse tido um bom professor no liceu. Essa capacidade
pode ser despertada... estou convencido disso. Talvez este-
ja a ser demasiado optimista, mas até acho que [com] as mi-
nhas regras, um professor, um bom professor dando alguma
énfase as minhas questdes, pode ajudar a despertéd-la. Allan
Schoenfeld tem algumas ideias sobre como fazer isso. Nao
estou totalmente de acordo com ele, com o que ele diz,
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mas de qualquer modo penso que sim, nisso eu acredito.
Nio esta provado, evidentemente, mas serd muito dificil
de provar ou de refutar.

Acha que é importante o professor apresentar diante da
turma. .. [Que] é importante o professor mostrar diante da
turma como resolver o problema. O professor deve ser um
actor!

:O que é mais importante para o professor, é que ele pré-

prio tenha a experiéncia de resolucdio [de problemas].
Em Belmont [CA] hd uma universidade catélica, a
Universidade de Notre Dame. Tivemos 14 um encontro,
vocé nio esteve, evidentemente. Tivemos 14 Ed Teller, o
pai da bomba atémica [que] deu uma palestra, uma palestra
mesmo muito interessante!, Eu nio concordo com tudo
o que ele disse, mas foi bom. [Teller] disse que o mais im-
portante é o professor, [que] o professor deve divertir os jo-
vens, [que] matemdtica deve divertir os jovens.

E vocé concorda?

Concordo. Para despertar os jovens, os problemas devem
ser divertidos, desafiadores. Os problemas devem ser diver-
tidos, nio [devem ser] problemas muito afastados deles,
nio [devem ser] problemas «priticoss como caleular o im-
posto sobre os rendimentos.

Isso nfo é mesmo nada divertido.

(Risos) Absolutamente. O Infernal Servigo dos Rendimen-
tos (Infernal Revenue Service). Nio é nada divertido.

Entre os alunos que teve, como identificava os melhores em
matemdtica. Ensinou alunos que eram bons em matematica,
como € que descreveria aqueles que eram os melhores?
Qual era o melhor, ndo sei dizer-lhe.

Estd bem, [mas] entre os melhores, como conseguia identi-
ficar o talento deles. Eram os mais rapidos?

Colocavam boas questdes, descobriam alguma coisa por
eles préprios, etc. Ndo hd maneira simples... As pessoas
sio demasiado diferentes, ndo hd uma maneira simples de
descrever isso, acho que nfo ha.

E quanto as pessoas que sAo criativas em matemsdtica, com-
parando com as que simplesmente sdo capazes de a apren-
der? O que é que faz com que sejam criativas? O que é que
isso exige! Apenas um grande interesse!

Nio sei.

Nem toda a gente € criativa em matemdctica.

Disse um dia algures, «qual € a diferenca entre produtivo
e criativo»1 Se pensamos sobre um problema e produzimos
um resultado, neste caso estamos a ser produtivos. Se ao
realizarmos esse trabalho obtemos um método com o qual
conseguimos resolver também outros problemas, entdo es-
tamos a ser criativos. E esta a diferenca, mas é dificil expli-
car de que se trata. Ndo penso que existam sinais evidentes
para reconhecer essa diferenca, acho que nio.

SAo coisas com que as criangas nascem?

Sim, tenho quase a certeza. Devemos ter uma [predisposi-
Gio| genética... Deve ser alguma coisa com que nascemos,
claramente.

Mas ajuda se tivermos um professor...

Isso ajuda, para a despertar.

No entanto, mesmo que niio tenhamos tido um professor
para a despertar, podemos ser...
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Podemos.

Como no seu caso.

Se formos muito... Ora bem, eu tive Mach como profes-
sor. Um pouco tarde, mas eu... eu aprendi... Mach disse e
explicou-o muito bem [que] <se pretendemos compreender
teoria, temos que saber como ela foi descobertas. E isto eu
compreendi.

Pensa que € esse um dos problemas do ensino da matemd-
tica nas escolas, que [nos limitamos] a apresentd-la aos jo-
vens!... Apresentamos a matemadtica aos jovens mas ndo
lhes mostramos como ela foi descoberta. Por outras pala-
vras, [acha que] o ensino deve ser mais genético!
Devemos ilustrar [como isso acontece], fazer uma peque-
na encenacio e fingir que estamos a descobri-la. Publiquei
isto algures, fingir a descoberta.

E pensa que isso é importante para...

Se fizermos isso bem feito, eles aprendem muito mais que
apenas o problema [a resolver].

Colaborou com outros matematicos!

Com muitos.

Eles abordavam a matemitica de um modo diferente do
seu’!

Nao sei. Como lhe disse, nunca colaborei com Weil, os
nossos interesses eram muito distintos. Mas colaborei
com matemdticos muito bons, melhores que eu préprio.
Com Hurwitz, com [Godfrey Harold] Hardy, com [Gabor]
Szego?. Estio aqui & minha volta (aponta para fotogra-
fias na parede do escritério). Evidentemente que foi com
Szegt que eu colaborei mais.

A abordagem da matemdtica de Szegd € a mesma que a
sua!

Pelo contririo, em certa medida éramos complementares.
De que forma!?

Por exemplo, ele era um calculador excelente, era excelen-
te no cdlculo.

E vocé ndo é tdo bom!

Nio sou mau, mas ele... De algum modo complementdva-
mo-nos um ao outro. Ele sabia de uns assuntos, por exem-
plo, sabia mais de polinémios do que eu, de Legendre, etc.
De alguma forma nés... 0s nossos interesses eram suficien-
temente semelhantes, mas rambém suficientemente dife-
rentes, nAo consigo enumerar todos 0s aspectos, mas era
mais o complementarmo-nos. Tinhamos evidentemente,
alguns interesses muito semelhantes, mas também diferen-
tes. [E] também antecedentes similares, fomos os dois alu-
nos de [Leopold] Fejér, etc, mas...

: Que tipo de professor era Fejér!
:Era muito bom, muito bom. Tive poucas aulas suas, mas

conversei muito com ele. Era excelente. Escrevi sobre isso
algures, fiz um obitudrio de Fejér onde falei sobre isto'*l.
Ele contava histérias muito boas.

E sobre Hardy? Que tipo de matemadtico era Hardy?
Tinha um certo charme pessoal. Nunca conheci na mi-
nha vida ninguém com tanto charme. Nio apenas para os
matemdticos, mas para as pessoas em geral. Na Europa, os
matemdticos professores ganham menos mas possuem mais
coisas. Por exemplo, em Zurique, e mesmo na Budapeste
comunista, um matemadtico professor certamente que tem



uma empregada doméstica. Aqui nfio se consegue pagar. ..
Vocé consegue pagar a uma empregada’

JK: Nao.

GP:Mas 14 conseguimos pagar a uma empregada. Nés tinha-
mos a mesma empregada e quando Hardy ld esteve, a em-
pregada fez uma empada extra para ele. Hardy gostava do
ch4 da tarde e ela fez uma empada extra para ele, embo-
ra Hardy provavelmente nunca tenha olhado para ela e
de certeza que nunca lhe falou. No entanto, a empregada
também ficou impressionada com Hardy. Ele tinha um cer-
to charme que nfo se consegue descrever.

JK: Mas no trabalho com a matemdrica, a abordagem dele era
a mesma que a sua’

GP: Nao, a sua colaboracio era mais com Littlewood, muito
mais com Littlewood de que comigo. Littlewood era tal-
vez o que mais descobria e Hardy o que mais escrevia. O
mesmo se passou com o nosso livro Inequalities™. Eu escre-
vi um ou dois capitulos, Littlewood nio escreveu um tini-
co — algumas das suas palestras tinham sido policopiadas
e esse material foi utilizado. Eu escrevi uns quantos capi-
tulos, mas Hardy escreveu tudo. Tal como [o livro] estd,
cada uma das frases foi escrita por Hardy. Ele tinha uma
extraordindria facilidade em escrever, mesmo em francés
— mas recusava-se falar francés, os ingleses tém bem cons-
ciéncia disto. Escrevia muito depressa em francés, e em in-
glés, claro, tinha um talento especial para escrever depres-
sa e bem.

JK: Quando se trabalha em matemdtica, quando se tenta re-
solver um problema matemdtico, acha que o conselho para
deixar o problema de lado por uns tempos... é um bom
conselho?

GP: Nio sem primeiro ter feito alguma coisa.

JK: [E preciso] experimentar antes. Teve alguma vez a experi-
éncia de lhe aparecer uma solugfio inconscientemente!?

GP: Sim, com certeza. Ha mesmo [a expressdo] <Esperar pelo
bom vento». E uma expressdo comum.

JK: Teve essa experiéncia!

GP: Nio sei de quem ouvi, mas nfio o inventei eu, tenho a cer-
teza. Quando se é marinheiro — néo de um barco a motor,
mas de um barco & vela — héd que esperar pelo bom vento.
Trata-se assim de <esperar pelo bom ventor. Ndo inventei
esta expressio, deve ser algum dito tradicional.

JK: Pessoas como Poincaré e outros [também o] disseram...

GP: Esperar, dormir sobre o problema. Isto € internacional, é
dito em todas as linguas.

JK: |E] teve a experiéncia de acordar com uma solugio!

GP: Sim, de vez em quando. Também descrevi isto algures num
dos meus artigos.

JK: [A solucio] apareceu-lhe assim desse modo!?

GP: Mas muito raramente. Ouvi o mesmo de Hurwitz. Acordar
com a solu¢iio, mas sdo apenas coisas fantasmagdricas.

JK: Nio é verdadeiramente a solugio?

GP: Nio, nfo é assim [que se passal. Muito raramente aconte-
ceu que acordasse realmente com uma solugio que o fosse.
H4 uma coisa simples no [livro] Inequalities, uma solugio
para... Penso que é referido num dos meus tltimos arti-
gos!®! (vai buscar o artigo).

JK: Nimero 236.

20m

GP: Penso que é o segundo [artigo] onde eu descrevo isso —
Sonhos mateméticos. Agora raramente tenho, mas quan-
do era mais novo tinha sonhos matemdticos.

JK: O que quer dizer com sonhos matemdticos?

GP: Oh, eu sonhava...

JK: Com simbolos?

GP: Nio, [sonhava] com um teorema ou uma demonstragio ou
qualquer coisa, mas normalmente... [a demonstragio] dis-
solvia-se, estd a ver. Mas houve uma vez que me lembrei,
aconteceu mesmo, realmente sonhei-a correctamente.
Apenas tive que escrever os pormenores de manha. Ouvi
dizer que com Hurwitz aconteceu 0 mesmo. Tenho quase ¢
certeza que isto estd descrito af [no artigo].

JK: Desenha muitas figuras quando estd a trabalhar num
problema?

GP: Algumas vezes sim, desenho muitas figuras, as vezes muito
cuidadosamente.

JK; Mesmo quando o problema néo exige uma figura?

GP: Com certeza. Pode ser o inicio da ideia, obtermos uma fi-
gura que esteja ligada com o problema.

(A conversa regressa a palestra de Eduard Teller)

GP: Entiio ele ensina a um dos middos e [esse middo] vence os
outros. Assim ficardo todos com muita vontade de apren-
der e, a0 aprenderem, aprendem também o sistema bindrio
e a divertir-se com a matemédtica. Era essa a ideia de Teller,
com que néo concordo a cem por cento, mas foi bom que
alguém o dissesse aos professores. Sobretudo que [disses-
se que] o principal no professor deve ser o interesse, [que]
ele deve divertir, convencer os jovens que a matematica &
divertida.

JK: [E] como é que os jovens vdo aprender as técnicas
matematicas’

GP: Hio-de aprender. Se jogarem o jogo do Nim, aprenderdo a
fazer adictes muito rapidamente, e aprendem a combinar
coisas ete. Teller é seguramente um cientista de elevada
craveira, e diga-se a propésito que ndo ¢ apenas isso. Sabe
que havia um concurso de matemdtica na Hungria®.

JK: Sim

GP: Teller venceu esse concurso quando era jovem. Por isso,
ele sabe do que estd a falar quando fala sobre a aprendi-
zagem da matematica. Ele tem experiéncia real da mate-
mética para a idade do liceu, experiéncia de alto nivel. E
Jean Pederson, que foi uma professora muito bern sucedida,
vai aos liceus, ou os jovens vio a Universidade de Santa
Clara, e ela mostra-lhes como construir modelos. Depois
disso, eles ficam desejosos por construir modelos. Um vez,
ela fotografou cada um dos jovens com o modelo que fez.
Isso também é alguma coisa, também € trabalho matemd-
tico, aprendem figuras geométricas, etc. <A aprendizagem
comega por ver e fazer>, também citei isto em algures®’.

JK: Sim, eu sei.

GP: Assim, se jogarmos o jogo do Nim ou construirmos mo-
delos matemdticos... A propésito, a Sra. Pederson, junta-
mente com alguém da Universidade de Santa Clara, estd a
escrever um livro principalmente para adolescentes — so-
bretudo para os primeiros anos do liceu, talvez, ou um pou-
co antes ou um pouco depois — onde propdem problemas
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divertidos em que tém que realizar muitos cilculos™. Esta
bastante bem feito. Discuti um pouco [o livro] com ela,
ajudei um pouco mas foi feito por eles. Ainda nfo estd pu-
blicado. A Sra. Pederson escreveu virios livros mas este é
um livro como deve ser e € o que se deve fazer: dar [aos jo-
vens) alguma coisa que os divirta.

JK: E um bom conselho.

GP: Se tivesse mais tempo, eu sabia 0 que gostava de fazer.
Tenho muitos textos que me enviaram — coisas sobre o
ensino e coisas semelhantes — pedindo-me conselhos, e
na maior parte dos casos ndo os li. Agora ndo sei o que fa-
zer com todos estes textos.

JK: Quer mandar-mos a mim?

GP: Posso mandar-lhe muitos.

JK: Estd bem.

GP: Mas tenho que os preparar.

JK: Envie-mos que eu ajudo-o.

GP: Estd bem.

JK: Pode entregi-los a secretdria do Departamento de
Matemdtica e ela enviar-mos-4.

GP: Obrigado, isso € muito bom.

Notas

bl Rota, Reynolds, & Shortt, 1984.

Bl Pélya, 1973/1084.

bl Hadamard, 1945.

kil Professora de matemdtica na Universidade de Santa Clara.

Bl Na verdade a citagiio & de Quintilian (De Institutione Oratoria, IV,
ii).

ol «Naught but firmness gains the prize, Naught but fullness makes
us wise, Buried deep, truth ever lies!» (Schiller, 1706). [<S6 a te-
nacidade premeia, S6 a plenitude nos esclarece, A verdade habita
as profundezas.» (NT)]

I Pélya refere-se 4 sua sessio com Peter Hilton no encontro anual
do National Council of Teachers of Mathematics em San Diego nes-
se Abril. Hilton proferiu uma conferéncia que ilustrava como a
matemdtica nio deve ser ensinada e entdo Pélya apresentou algu-
mas regras de ouro para bem ensinar. A sessdo foi uma repericiio
da apresentaciio que ambos tinham feito no encontro conjunto
da American Mathematical Society e a Mathematical Association of
America em Seattle, no verdo anterior (ver Hilton & Pedersen,
1999).

Bl A aposta foi feita em 1918 e foi sobre que direcciio seguiria no fu-
turo a matematica. Weil era um construtivista e Polya, era um ma-
temdtico mais cldssico (ver Gurevich, zo01, para mais detalhes so-
bre aposta).

- Polya, 1973/1984.

bl Matemdrico que Pélya reconheceu ter recebido profunda influén-
cia e com quem trabalhou em Zurique durante cerca de seis anos
(em entrevista a G. L. Alexanderson, Two-Year College Mathematics
Jowrnal, Janeiro de 1979); foi Hurwitz quem convidou Pélya para
um lugar no Instituto Federal de Tecnologia da Suiga a que perten-
ceu durante 26 anos. (NT)

Il Hilbert & Ackermann, 1928; Hilbert & Bernays, 1934, 1930.

b2l Como resolver problemas, na traducio portuguesa de Leonor
Moreira (Gradiva, 2003) (NT).

i) Pélya (1919.). A representacio melhorada pode ser vista no
Mathematical Discovery (Pélya, 1081, Vol. 2, p. 9) e no verso da
capa do volume 2 da edicio original.

il O problema é determinar o volume do tronco de uma pirdmide
recta quadrangular, conhecidos a altura e 0s comprimentos dos la-
dos das bases superior e inferior (ver Polya, 1081, Vol. 2, p. 2).
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bsl Mach, 1883.

b6l Descartes, 1701.

b7l Harary, 1977; Plluger, 1977.

(8 Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich [Instituto Federal
de Tecnologia da Suical.

bol - Palya, 1977.

kel Pélya, S., 1977.

11 A palestra de Edward Teller chamou-se <The New (?) Maths
[Matemdtica Moderna (7)] e teve lugar no encontro de Fevereiro de
1978 da Secciio da Califérnia do Norte da Mathematical Association
of America, que se realizou no College of Notre Dame.

k2l Gabor Szegd foi um matemdtico com quem Pélya desenvolveu
profunda e continuada colaboragio em Zurique e com quem vi-
ria a escrever aquela que € considerada a sua obra prima em mare-
mética — Problemas e Teoremas em Andlise, publicada em aleman
em 1925. Quando se exilou nos Estados Unidos a partir de 1940,
Pélya viria a reencontrar-se com Szegd que dirigia 0 Departamento
de Matemdtica na Universidade de Stanford e o convidou para um
lugar de investigador associado. (NT)

B3l Pélya, 1961. Ver também Pélya, 1969,

k4l Hardy, Littlewood, & Pélya, 1934.

sl Trata-se da demonstracio da desigualdade entre as médias aritmé-
tica e geométrica feita Hardy, Littlewood, and Polya, 1934, p. 103.
Ver Pélya, 1970.

=l O concurso Estvis. [Célebre concurso de problemas matemdticos
que se iniciou em 18y4 e que inspirou competighes semelhantes
em muitos paises. (NT))

1l Plya, 1981, Vol. 2, p. 103, onde Pélya parafraseia Kant: «A apren-
dizagem comega com a acgio e a percepciios.

81 Posteriormente publicado, Pedersen and Armbruster, 1979.
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Traducdo de H. M. Guimardes

George Pdlya — nota hiografica

Se foi estudante de pés-graduagdo a viver no College Terrace em Palo Alto, poderd ter tido a oportunidade de passar longas tardes de verdo
no escritdrio sombrejado da modesta casa [de George Pélyal em Dartmouth (que pronunciava Dartmouses), a beber sumo de frutas e a
comer bolos, e a aprender como ser um académico — a necessidade de evitar a auto-compaixdo e de nos darmos importancia; de cuidarmos
do nosso trabalho; de encontrar a palavra certa, a ideia certa; de encontrar prazer e humor naquilo que fazemos. E ao regressar anos mais
tarde com a sua familia, e ver Pélya a divertir o filho de cinco anos que veio consigo com um bringuedo de dobrar ow a apanhar limdes para
si no quintal, poderd ter um vishumbre da verdade que os grandes professores ndo nos ensinam apenas a fazer, ensinam-nos a ser.

George Pélya foi um matemdtico com uma grande producio
individual e também em colaboragio com matemdticos
de renome em domfnios da Matemdtica muito variados.
Desenvolveu igualmente uma intensa actividade néo estrita-
mente ligada 3 investigagiio cientifica, muito relacionada com
ensino em Matemética, intervindo em congressos e junto de
professores, realizando palestras, cursos e outras intervengoes,
publicando intimeros artigos em revistas, escrevendo livros.

Péslya nasceu na Hungria, em Budapeste, a 13 de Dezembro
de 1887, filho de Anna Deutsch e Jakab Polldk, numa familia
de ascendéncia judaica pelo lado do pai, que escolheu o apelido
Pélya quando se converteu ao catolicismo. Um de cinco filhos,
trés rapazes e duas raparigas, sendo George o terceiro a nascer,
depois de um irmdo e duas irmds. Iniciou a sua educacio esco-
lar numa escola da zona onde vivia, recebendo, em 1894, «um
certificado de exceléncia por empenhamento e bom comporta-
mento» [2, p. 15]. Aos 10 anos perdeu o pai, ficando a familia
sob a responsabilidade da mde que prosseguiu o trabalho na
empresa de seguros que o marido, homem de leis, tinha criado,
¢ do irm&o mais velho. As duas irmas comecaram de imediato
a trabalhar apés o falecimento do pai.

Viveu na cidade em que nasceu até terminar os seus estudos
secundérios e onde também se doutorou em Probabilidades
(1912). Depois do seu doutoramento, Pélya decidiu passar dois
anos na Universidade de Gottingen. Af terd contactado com
Eélix Klein, j4 aposentado, e com muitos dos grandes nomes da
Matemdtica da época, como Hilbert, Landau, Toeplitz, Courant
¢ Herman Weyl, e frequentado cursos leccionados por virios
desses matemiticos. E neste petfodo, em 1912, que publica o

2

(J. Kilpatrick, no editorial do JRME, 16 (5), Novembro de 1985,

por ocasido do falecimento de Geoge Pélya [1])

seu primeiro artigo. Depois de diversas viagens e estadias em
vérias cidades, onde contactou com matemdticos ilustres,
estabeleceu-se no Instituto Federal de Tecnologia da Suiga, em
Zurique, onde trabalhou 26 anos, primeiro como Privatdozent
e Titular professor (1920), depois como Professor Ordinarius
(1928). Foi neste periodo que George Pélya desenvolveu grande
parte do seu trabalho académico e cientifico e encontrou gran-
des mateméticos da altura — Plancherel, Gonseth, Weyl (de
novo), Bernays e outros, desenvolvendo trabalho e relagdes de
amizade com alguns deles. Comegou aqui também a sua intensa
e prolongada colaboracio com Gabor Szegd, com quem viria a
escrever a sua «obra-prima» matemdtica Problemas e Teoremas
em Andlise, publicada em aleméo em 1925. Em 1924 passou um
ano em Inglaterra — Oxford e Cambridge — onde conheceu
G. H Hardy e J. H. Littlewood com quem privou e trabalhou
— 0 livro Inequalities (1934), elaborado em colaboragio com
estes matematicos, viria a ser considerado um «cldssico» e uma
«referéncia» durante varias dezenas de anos.

Entretanto George Pélya adquire a nacionalidade suica
e casa com Stella Weber (1918) que viria a acompanhd-lo
durante toda a sua vida. Nio tiveram filhos.

Em 1940, George Pélya com a mulher, para escapar a ameaga
nazi, deixa Zurique e troca a Europa pelo novo continente.
Depois de curtas passagens por outras universidades, seria em
Stanford, em Palo Alto na Califérnia, onde jd estava o seu
colega e antigo amigo Gabor Szegd a dirigir o Departamento de
Matemitica, que Pélya, por convite do amigo, que he ofereceu
um lugar de «investigador associado», se viria a estabelecer
definitivamente, a partir de 1942.
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Com a sua chegada aos EUA, para I4 da investigacio em
Matemdtica, inicia uma «nova carreira», correspondendo a
interesses antigos em heuristica e resolucio de problemas.
Em 1045 a publica um dos seus livros mais conhecidos nesta
drea, How to Solve It, edirado nos Estados Unidos da América
pela Princeton University Press, depois da recusa de quatro
editoras — certamente por na altura «se situar fora da corrente
principal da matemdtica e da educacio» [2, p. 115]. O livro
mereceu comentdrios elogiosos na recensio do matemdatico
E.T. Bell, como aconteceu com a nova impressio em 1948,
desta vez revista por outro célebre matemdtico, Hermann Weyl,
€ seguiram-se vdrias reimpressoes e edigdes. Em 1957, por uma
outra casa editora, ¢ lancada em livro de bolso a 2.2 edicdo,
que teve grande acolhimento, sendo de 2009 a edigio mais
recente. Actualmente estd traduzido em 21 linguas, incluindo
a portuguesa, primeiro no Brasil (1977) e mais recentemente
em Portugal (2003) €, um ano apés seu falecimento, tinham jé
sido vendidos mais de um milhdo de exemplares, um nimero
«recorde» para livros sobre matemdtica, como foi sublinhado
numa publicagio do NCTM [3] editada na sequéncia do
encontro anual de 1987 desta associacio, nesse ano dedicado a
George Polya.

A How to Selve It, outros livros se seguiram — Mathematical
Discovery (Vol. 1 e 2, 1954), Mathematics and Plausible
Reasoning (vol. 1, 1962 e vol. 2, 1965), Mathematical Methods
in Science (1963), The Stanford Mathematics Problem Book, with
hints and solutions (com J. Kilpatrick, 1674) — bem como ind-
meros textos e intervencoes diversas, desenvolvendo e aprofun-
dado as suas ideias sobre a resoluciio de problemas, heuristica
e a criacio matemstica e abordando questdes sobre ensino da
Matematica.

Entre 1946 e 1965, com Gébor Szegs, Pélya mantém todos
0s anos um «concurso de problemas> para os finalistas do ensino
secundario — na linha do célebre concurso Eétvos da Hungria
— cujos problemas viriam a ser recolhidos e publicados em
1974, num livro elaborado com Jeremy Kilpatrick ( The Stanford
Mathematics Problem Book) que chegara a participar no con-
curso e, mais tarde, viria a ser aluno e assistente de Pélya em
Stanford.

Professor emérito em 1953, continua a publicar ¢ mantém
a sua actividade de conferencista da Mathematical Association
of America (1953-56) e como professor com intervencoes em
cursos de formacdo que leccionou entre 1955 e 1974 para «bem
mais de mil professores ensino secunddrio e universitdrio»
[4, p. 21]. Em 1963 recebe da Mathematical Association of
America o Award for distinguishes services in mathematics’, tendo
a mengio de elogio sido preparada pelo seu amigo Gabor Szegd,
colega e colaborador de longa data, com o apoio de outros ami-
gos e colegas:

«O Professor George Pélya foi nomeado para ser a segunda
pessoa a receber o Award for distinguished service to mathematics.
Homenageamo-lo pelo seu contributo na promocio de uma
melhor compreensdo nossa sobre a natureza da invengio mate-
matica e pela sua influéncia construtiva no ensino da marema-
tica no seu sentido mais amplo, em todos os niveis, elementares
ou avancados, e & escala nacional ou internacional. George
Polya € dnico entre os matematicos a combinar, durante a sua
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distinta carreira cientifica, a investigacio profunda em uma
frente muito ampla, com um interesse sempre presente pelo
ensino da matemdtica.» [s, p. 2]

Nos anos que se seguem, Pélya mantém as viagens pela
Europa, com participagio em congressos € outros encontros
e realizaces, e recebe distingtes ¢ homenagens diversas. Na
Universidade de Stanford, a que Pélya esteve ligado durante
mais de 40 anos, um edificio recebeu o seu nome — Pélya Hall
— ¢, na bilibioteca de Matematica da universidade, a forografia
de Pélya € a tinica de um matemdtico. Em 1972, George Pélya é
homenageado com J. Piaget no 2.° ICME em Exeter ¢, um ano
depois, o Departamento de Matemitica de Stanford, celebra
0S SeUs QO anos Com um jantar em que a participaram muitos
dos seus colegas, amigos e antigos alunos. Em 1980 & escolhido
para presidente honordrio do 4.° [CME em Berkley, mas por
questdes de saide, niio pode comparecer.

Em 1984 publica o seu dltimo artigo, também sobre reso-
lugdo de problemas, em colaboracio com a sua colega e amiga
Jean Pederson. Morre a 7 de Setembro de 1985 no Hospital
de Palo Alto na Califérnia. Gerald L. Alexanderson, amigo e
bidgrafo, conta que poucos anos antes, tendo morrido um velho
pessegueiro do seu quintal, Pélya imediatamente o substituiu,
vendo neste gesto uma manifestagiio do seu cardcter optimista,
bem reconhecido, tal como o seu humor, por muitos que com
ele privaram. Alexanderson junta a este episédio, o relato do
matematico Paul Erdés contando que, por ocasido do 97.° ani-
versario de Pélya ele he telefonara a congratuli-lo, dizendo-lhe
que iria celebrar os cem anos «com grande esplendors, ao que
Pélya lhe retorquira:

«Talvez queira ter cem anos, mas nio cento e um, pois a velhice e
a estupidez sio muito desagraddveis.» [2, p. 157]
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EREEEE N I 0 PROBLEMA DESTE NUMERD
1110 B |

Jose Paulo Viana

A Boda

Duando a Isabel e o José casaram resolveram alugar os servicos da Quinta Velha, que tinha uma capacidade méxima de 500 convidados.
Quando foram tratar dos pormenores da boda, o gerente da Quinta informou-os: — Se pusermos os convidados em mesas de 8, sobra
uma pessoa. Se os colocarmaos em mesas de 9 sobram 2. Se ficarem em mesas de 10 sobram 3.

Depois de analisarem a situacdo, resolveram usar mesas de 12, ficando os que restavam numa mesa mais pequena.

Quantas pessoas comeram na mesa pequena?

Circunferéncias em rectangulos

0 problema propasto no ndmera 112 de Educacdo e Matemadtico foi
o seguinte:

¥ r

L

Rectdngulo R Rectangulo 5

Em cada um dos rectdngulos, todas as circunferéncias tém um
centimetro de raio.

Pergunta 1 - Oual dos rectdngulos tem maior drea?

Pergunta 2 — Imaginemos gue aumentomos o ndmera de filos
de quatro circunferéncios. No rectdngulo R as filas continuam
verticalmente alinhadas, no rectdngulo 5a 3 filo fica verticalmente
alinhoda com a 19, @ 4° cam a 2° e ossim sucessivomente. Ao fim de
quantas filas a relacfio entre os dregs dos rectdngulos se inverte?

Pergunta 3 — Acontecerd o mesmo com os perimetros?

Recehemos 7 respostas: Alberto Canelas [Queluz], Catarina
Ferreira [Lamego), Edgar Martins [Queluz], Graca Braga da Cruz
[Ovar], Hugo Silva [Amadora), Jodo Pineda & Ema Madesto, Pedrosa
Santos [Caldas da Rainha].

Perguntal
Ps respostas foram praticamente
idénticas. 0 rectangulo R tem v'
comprimento & e largura 4. A sua area é: AN
Ap=8x4=32 v

No rectdngulo S consideremos trés
circunferéncias que se toquem entre si
e o tridqngulo ABC definido pelos seus
centros. Temos: AC = 2.e AD = 1. Pelo teorema de Pitagoras
vem CD = +/3. 0 rectangulo S tem comprimento g e largura
2+ /3. Asuadreaé:

As = 9x (2 +43) =18 + 943 = 33,589,

Resposta: 0 rectdngulo S é o maior.

Pergunta 2
Quase todos resolveram o prablema por dais processos: primeiro
com uma folha de calculo e depois analiticamente.

[Respostas até 31 de Dezembro para zepaulo®armail pt]

Seja 1 o nimero de filas em cada rectangulo. 0
rectangulo R tem comprimenta & e largura 2#. A sua érea é:
Ag = 8 x 2n = 16n. 0 rectangulo S tem comprimento g e
largura 2 + 4/3(n — 1). A sua drea &:

As=9X[2+3(n-1)] =18+ 0931 - 943

Como diz o Hugo Silva:

Nos rectangulos do tipa R, a érea do rectdngulo com nimera filas
# + 1 é obtido a partir do rectdngulo com n filas somando o factor
16. No entanto no caso dos rectdngulos do tipo S, a area é ahtida
através do anterior somado a parcela 9+/3 que é aproximadamente
15, 589(< 16). No inicio, s3o os rectangulos do tipo S que tém a
maior area, mas naturalmente existird um momento em que a
maior &rea ja é obtida nos rectdngulos do tipo R.

Esse momento pode ser encontrada facilmente com uma folha de
célculo, mas também analiticamente.

18- 943
161 > 18 + n— ens —= ~5,86
9V31-9V3 Fng

Resposta: A partir das 6 linhas, o rectdngulo R passa a ter maior
area que o rectangulo S.

Pergunta 3

Os perfmetros das rectdngulos sao:
Pr=2x8+2x2n=16+4n
Ps=2x9+2X[2+3(n-1)]=22+231-23

Na figura inicial, com # = 2, o rectangulo S tem maiar perimetro
porque P = 24 e P = 25, 464.

A situacdo altera-se para 0 menor # que cumpra a condigac:
6-243 N
4-2+3 4:73
Respasta: A partir das 5 linhas, o rectangulo R passa a ter maior
perimetro que o rectangula S.

16+41n>22+23n-2{3©n>

Extensao
D Alberto Canelas propde uma variante em que se altera o ndmerg
m de colunas em vez do nomera de filas. Nesse caso terfamos:
Ap =2mx 4 =8m Ag = (2m +1)(2 +4/3)
Hé inversdo quando Ag se torna inferior a Ap.
Ag < Ag © (2m +1)(2 ++f3) < 8m & m > 6,96..
Ha portanto inversao a partir de m = 7.
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0 GTHEMMat é um grupo de trabalho da Rssociagdo de Professores de Matematica [RPM] criado em 2009, que

tem por objectivos recolher, estudar, preservar e divulgar documentos e memdrias relacionados com todas as il
dimensdes do ensino e da aprendizagem da matematica. S3o igualmente seus objectivos promover comunicacao

e discussdo de ideias e trabalhos sobre histdria do ensino da Matematica e, contribuir para um conhecimento

mais alargado da histéria do ensino da Matematica, nomeadamente entre os professores desta disciplina. Uma

das actividades gque o GTHEMMat pretende desenvolver ¢ a colaboragao na revista Educacdo e Matematica, este

texto enguadra-se neste ambito.
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Uma proposta de criacdo de uma Associacao
de Professores de Matematica (APPM), em 1971

Maria de Rlmeida

Introducao

No inicio da época de setenta, com a reforma Veiga Simdo, a
educaciio assumird um lugar central no processo de recompo-
sicio do Estado e nos debates sobre a modernizagio e o desen-
volvimento do pafs. Em pleno processo de consulta pablica
dos projectos da reforma realiza-se, em Abril de 1971, 0 VI
Congresso do Ensino Liceal, em Aveiro.

Cumpriram-se, em Abril deste ano, 40 anos da realizacio
deste Congresso de professores. Este artigo procura contribuir
para a divulgacio deste acontecimento entdo importante para a
educaciio em Portugal e revelar a proposta de fundacfo de uma
Associacio de Professores de Matemdtica, af apresentada pelo
professor Anténio Augusto Lopes (AAL).
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AAL era professor de Matematica, do ensino liceal. Sendo
metoddlogo (orientador de estdgio pedagdgico) no Liceu D.
Manuel II, no Porto desde 1957, era, também, professor na
Telescola (subsistema de ensino utilizando a televisdo) desde
1965. Foi membro da Comissio de estudos para a modernizaciio
do ensino da Matemdtica (criada em 1963 visando a introduciio
das Matemadticas Modernas em Portugal). AAL aproveita a
oportunidade de participagio dos professores na renovacio edu-
cativa, que estava a ser dada pelo regime, em 1971, para tentar
a fundagiio de uma associagio de professores de Matematica.

Sociedade e educacdo em Portugal, em 1970: os projectos
da reforma Veiga Simdo

Para compreender as mudangas no 4mbito educativo, incluindo
no dominio curricular, é fundamental conhecer o contexto
s6cio-econémico e por af comegaremos. Em Setembro de 1968,
Salazar sai do Governo. Com o seu sucessor, Marcelo Caetano,
hé um perfodo de descompressio politica controlada. Em simul-
tineo com a politica de descompressiio, Caetano adopta uma
politica econémica desenvolvimentista, favordvel a uma inte-
gracio europeia (Gricio, 1981). O convite de Marcelo Caetano
a Veiga Simdo, para a pasta da Educacio, feito em Janeiro de
1970, inscreve-se neste contexto global.
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Este ministro tem o seu nome ligado a uma reforma, a
reforma de Veiga Simdo. A primeira concepgio a enformar esta
reforma corresponde aquilo que se convencionou designar por
democratizaciio do ensino, objectivo formulado explicitamente
por Veiga Simfo e que foi motivo de controvérsia na cena poli-
tica da altura. O segundo principio subjacente & mesma reforma
encerrava a ideia que o sistema educativo devia ser definido em
fungio das necessidades da economia, pelo que devia preparar
pessoas qualificadas que garantissem o crescimento econdémico
do Pafs (Teodoro, 1999). Foi em Janeiro de 1971, que Veiga
Siméo apresentou pela primeira vez o seu projecto de reforma
do sistema de ensino consubstanciado em dois documentos: o
«Projecto do Sistema Escolar» e «Linhas Gerais da Reforma
do Ensino Superior». Ao dd-lo a conhecer, apelou a uma
ampla discussdo piblica dos mesmos. Devido as caracterfsti-
cas do regime, esta inusitada atitude do ministro merece ser
sublinhada (Carvalho, 1996). Em pleno processo de consulta
ptiblica dos projectos da reforma realiza-se, em Abril de 1971,
um Congresso de Professores.

Um nimero considerdvel de professores, inscreveu-se no VI
Congresso do Ensino Liceal, estando presentes cerca de 8co'".
(Didrio Popular, 12/4/1971). Esta afluéncia manifesta talvez a
sua vontade de se exprimirem e de intervir nos problemas do
sector. Sobre o Congresso de Professores, AAL afirmou-nos:
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Figura 2. VI Congresso do Ensino
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Eu estive l4, estive 14 com uma proposta para se fundar a Associacio
dos Professores de Matemdtica, estive com a proposta de problemas
de interdisciplinaridade entre a Matemitica e a Fisica e, era para se
realizar o segundo, o Congresso seguinte, no Porto, por iniciativa

do Liceu D. Manuel IT (E1).

Um Congresso de professores e as propostas de AAL

O 1.7 Congresso Pedagégico do Ensino Secunddrio Oficial rea-
lizou-se em 10, 11 € 12 de Junho de 1927, em Aveiro, promo-
vido pela Federagfio das Associacdes dos Professores dos Liceus
Portugueses. Realizaram-se Congressos nos quatro anos seguin-
tes, nas cidades de Viseu, Braga, Evora e Coimbra. A interrupcio
dos congressos € explicada pelo propésito estatal de controlar os
funciondrios publicos. Com efeito, em 1930/, passam a ndo ser
permitidas as associagdes de professores de cardcter federativo e,
a partir de 1933" é-lhes interdito associarem-se. Quarenta anos
mais tarde, em 1971, também em Aveiro, realizou-sede 14a 17
de Abril, o VI Congresso do Ensino Liceal, agora organizado
por iniciativa governamental.

Entre os assuntos tratados no Congresso incluem-se, entre
outros, a posicdo do ensino liceal no sistema educativo por-
tugués e a formagio dos professores e sua actualizagio nos
esquemas modernos de ensino. Num artigo publicado em
1983, Rui Gricio (1983) refere ter analisado tematicamente
as comunicagdes aceites no Congresso, um pouco mais de seis
dezenas (65). No conjunto delas, cerca de metade incidiam
sobre a aprendizagem, a pedagogia e a diddctica das disciplinas
curriculares. Outros temas relevantes foram as politicas de
ensino secunddrio e suas relagdes com a sociedade global, o
mundo da economia e do trabalho, bem como, o ensino liceal:
organizagio, objectivos, e, professores dos liceus: sua formagio
e actualizagiio e, principalmente, problemas gerais e especiais
de carreira. Trés das comunica¢Bes abordavam o associativismo

2imn

docente, problema que ndo estava explicitamente previsto no
programa do Congresso.,

A finalizar o texto da sua comunicagiio apresentada ao
Congresso e intitulada «Os objectivos e os métodos face aos
meios audiovisuais de ensino»"!, AAL propde: «é necessério
reunir e conjugar os esforgos de todos os professores, para a
fundacio de uma Associacio Portuguesa de Professores de
Matemdtica» (Lopes, 1971, p. 3, sublinhados do autor).

Para Gricio (1983), a proposta de AAL nio foi a mais
marcante das trés que abordavam o associativismo de profes-
sores, destacando «o cardcter ndo politico, exclusivamente
cientifico e pedagégico-diddctico da agremiaciio de professores
de Matemadtica.» (Grdcio, 1983, p. 763). No entanto, para nés,
o facto de o ter feito neste momento é importante, atendendo
a que a realizagio deste Congresso constitufa um desafio aos
participantes e, como Salvado Sampaio (2006) disse a este
proposito:

Qu eles tém a audécia de propor a renovacio profunda que o ensino
exige, ou pelo contrdrio, se acomodam em posigdes timidas. E pre-
ciso ter presente que o «Congresso» ndo «testa» apenas o ensino
liceal, testa também a capacidade dos congressistas (p. 65).

Junto ao texto da proposta de criagio da APPM foi incorporado
um «Boletim de inscrigiio proviséria» (Figura 1). Segundo AAL,
foram dados <Boletins» a alguns professores de Matematica que
os solicitaram durante o Congresso.

Em anexo ao texto da mesma comunicagio estdo as doze
Bases propostas para a fundagdo da APPM (Associacdo Portuguesa
de Professores de Matemdtica). A Associacio tinha como objec-
tivos promover o progresso do estudo e o melhoramento do
ensino de Matemadtica (Base I). Para a consecucdo dos objec-
tivos propdem-se actividades fundamentais da APPM, entre
as quais destacamos: conferéncias e coléquios sobre a cultura
matemdtica e sobre o ensino da Matemdtica; encontros de pro-
fessores, a nivel nacional para troca de pontos de vista e estudos

Setembro | Outubro Bl




das respostas obtidas em inquéritos e experiéncias pedagdgicas;
encontros de professores a nivel internacional, no sentido de
aumentar a cultura matemdtica e pedagégica dos membros
da Associagfio; exposicdes de material diddctico; servicos de
documentagio e bibliografia. As actividades que a APPM se
propunha desenvolver visavam, facilitar aos professores estar a
par da evolugiio moderna das ciéncias maremsticas tedricas, das
aplicagdes importantes da Matemitica e dos progressos recentes
da didéctica da sua disciplina, bem como permitir a troca de
experiéncias entre professores. Previa-se a publicagio de um
«Boletim Informativo». E interessante notar que as ideias que
sustentam estas bases (facilitar o aperfeicoamento dos professo-
res, ao empenhar-se em proporcionar conferéncias, semindrios,
encontros para troca de impressdes sobre métodos e problemas
encontrados, acesso a publicacfes) sdo ainda actuais.

Ressalta também da leitura das bases que a proposta apre-
sentada por AAL para a fundacio da APPM ¢ impulsionada
por um grupo de professores de Matemitica do Porto, com a
ambiciio da Associacdo vir a ter implantacio nacional. A sede
da APPM seria, em principio no Porto (em estabelecimento de
ensino oficial, mediante autorizagio do Ministério da Educaciio
Nacional), mas esse facto ndo obrigava a que, necessariamente,
fossem do Porto, no todo ou em parte, os componentes de qual-
quer dos Orgaios da Associacio (Base XII). Consideravam-se
membros fundadores da APPM, os trinta primeiros professores
que declarassem querer inscrever-se como membros da APPM
(Base VIII). Os «Estatutos da APPM>» seriam redigidos por
uma Comissdo constituida por membros fundadores, que esta-
ria também encarregue de apresentar ao Ministro da Educacio
Nacional, o pedido de autorizagio para criar a Associacio
Portuguesa de Professores de Matemitica e aprovagio dos
Estatutos (Base IX).

Apesar de ter recebido alguns boletins de inscricio, para
AAL a associacio nfo avangou devido ao contexto politico
da altura, nomeadamente, a necessidade de aprovacio do
Ministro.

Salvaguardando que se processam em contextos politicos e
sociais muito diferentes, é interessante verificar a similaridade
entre alguns objectivos e ac¢des da proposta atrés apresentada
(APPM) e aquela que cerca de 15 anos mais tarde, um grupo
de professores de Matemitica estabelece ao levantar a possibi-
lidade de se organizarem em associacgiio, a actual Associacio
de Professores de Matemdtica (APM). Segundo Guimares
«[r]ealizou-se (...) dia 5 de Fevereiro (de 1986) uma reunido
para debater a oportunidade de se constituir uma Associacio
de Professores de Matematica.», onde foram sugeridos, entre
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outros, os seguintes objectivos e acgdes prioritdrias para a
APM: contribuir para quebrar o isolamento a que estio tra-
dicionalmente sujeitos, procurando criar melhores condic@es
para o trabalho colectivo para a troca de experiéncias; manter
uma publicagiio regular de comunicagio entre os professores
de Matemdrica; realizar periodicamente um encontro inteira-
mente dedicado aos problemas do ensino de aprendizagem da
Matemdtica.

Notas

Il O niimero exacto foi 767, sendo 505 senhoras e 262 homens
(Didrio Popular, 13/4/1971).

Bl Decreto n.° 17 983, 20 de Fevereiro de 1930.

Bl Artigo n.° 30 do Decreto-Lei n.° 23 048, de 23 de Setembro de
1933.

4 Gracio (1983) coloca esta comunicaciio em duas categorias temé-
ticas: os professores do ensino secunddrio e as estruturas do ensino
secunddrio.
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Duadrilateros, para que vos quero?

Cristina Loureiro

Os quadrildteros sio os meus poligonos preferidos. Sobre eles
¢ possivel criar uma multiplicidade de situagdes problemdticas
simples que desenvolvem o raciocinio geométrico. Como tenho
vindo a discutir nesta sec¢io, procurar um exemplo, mostrar
uma impossibilidade, justificar uma relagio, podem constituir
bons exemplos de raciocinios geométricos ricos e acessiveis em
niveis elementares. Todas as situagdes j4 discutidas tinham por
base quadrildteros.

Um outro aspecto importante € o estabelecimento de limita-
¢oes. Neste caso, o geoplano é um instrumento util para limitar
o plano. Ao fazer limitag@es, criamos uma mundo mais simples
onde se pode colocar um outro tipo de desafio, descobrir todos
os exemplos.

Descobrir todos os quadrilateros diferentes gue @ possivel
construir num geaplano 3 por 3

Neste problema, é importante descobrir todos os casos e é
igualmente importante ter a certeza de que néo ficou nenhum
por descobrir. E muito interessante observar as estratégias pes-
soais de obtencio dos vérios exemplos. Como é que cada um
vai organizando os vdrios exemplos para ter a certeza de que
descobriu todos? Atengfio as repetiges, porque vdo aparecer
alguns quadrildteros congruentes, em posiges diferentes, que
ndo vai ser ficil identificar.

A limitagio do geoplano a 3 por 3 é uma boa restrigio. O
problema fica suficientemente desafiante e a garantia de que
todos foram descobertos é acessivel. Se passarmos a um geo-
plano de 4 por 4, o nimero de hipéteses dispara e torna-se
impraticdvel a demonstraciio de que foram descobertas todas as
possibilidades.

Ao propor este tipo de tarefa numa aula é preciso dar aos
alunos uma folha de registo. Quantos geoplanos apresentar na
folha de trabalho? E sempre uma boa estratégia didactica nio
dar o nimero exacto de figuras que vio ser necessdrias, dei-
xando uma folga para os repetidos que acabam sempre por ter
que aparecer. Neste caso, 20 ou 24 geoplanos sdo bons nimeros
para colocar nessa folha, 5 ou 6 filas de 4 ficam mesmo de bom
tamanho.

Este problema tem mais um aspecto interessante. Depois
de todos os quadrildteros descobertos vale a pena observi-los e
comecar a fazer perguntas sobre as caracteristicas dos quadrila-
teros obtidos.

Johnston-Wilder e Mason (p. 8) apresentam este problema
para um geoplano de g pontos, e incluem a procura de tridngu-
los e a identificagfio dos Angulos que é possivel obter com estas
limitagdes. Sobre esta tarefa, os autores destacam-lhe o cardcter
de construgiio de objectos com determinadas condigBes e que a
distingue da simples an4lise de alguma coisa previamente dada.
Estes autores também evidenciam o potencial de uma tarefa
como esta para a criagio de uma notagio prépria, ou seja, uma
experiéncia de invengio matemadtica. Este aspecto € interes-
sante para os virios dngulos diferentes que se podem obter neste
geoplano.

Apesar de ter encontrado esta tarefa no livro em referéncia,
h4 muito tempo que conhecia este desafio. Ele foi-me apresen-
tado pelo meu colega e amigo José Tomds Gomes. Néo sei onde
ele o descobriu ou até se foi ele que o inventou, mas deixo aqui
esta referéncia como homenagem ao seu espirito matemadtico e
ao seu gosto por resolver e discutir problemas.

Referéncias Bibliograficas
Johnston-Wilder, Sue e Mason, John (Eds.) (2005). Developing
Thinking in Geometry. London: The Open University.

Cristina Loureira
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Conexdes matematicas — Niimeraos e representacoes

geometricas

Graca Cebola

Introducao

Este artigo surge na sequéncia de um outro publicado na
Educagiio e Matemdtica, n.° 110, Conexdes matematicas, ¢, tal
como o anterior, tem como objectivo principal exemplificar
situagBes de sala de aula onde aspectos relacionados com as
conexdes dentro da propria Matematica sdo evidentes.

Ao longo de toda a sua escolaridade os alunos devem, de
acordo com NCTM (2007), reconhecer e utilizar relagies
entre diferentes conceitos matemdticos, perceber que alguns
se constroem em fungiio de outros e usar as representagdes
para os modelar e interpretar. A aplicacio e exploragio de
diversas representacdes podem ajudar os alunos a organizar o
seu raciocinio, a tornar as ideias e conceitos matemdticos mais
concretos, passiveis de uma melhor reflexdo e de uma posterior
conclusdo.

Os episddios escolhidos sdo ambos do 1.° ciclo do ensino
bésico, 1.° e 3.° anos de escolaridade, e ambos tém em comum
a exploragiio de nimeros — inteiros positivos e ndo inteiros
positivos — com auxilio de representactes geométricas. Estio
os dois inseridos nas linhas orientadoras do Programa de
Matemdtica do Ensino Bdsico (PMEB, 2007) e foram desen-
volvidos no dmbito do Programa de Formacio Continua em
Matemdtica para Professores dos 1.° e 2.° Ciclos do Ensino

Basico (PFCM).

<<lIns formam rectangulos, outros nao!>

O propésito principal da tarefal” é o desenvolvimento do con-
ceito de nidmero par e de niimero fmpar, por parte dos alunos.
Para tal, a professora do 1.° ano, numa aula em meados de
Marco, distribui conjuntos de rectdngulos em cartolina, cons-
tituidos por dois quadrados, e folhas quadriculadas. Solicita aos
alunos que construam diferentes rectangulos e os registem.
Depois de construirem os rectngulos, os alunos contam os
quadrados que lhes estio associados. No exemplo apresentado
(figura 1), Eduardo regista os rectingulos de modo organi-
zado mas, se tal ndo acontece, a professora nio interfere no

trabalho.
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Na contagem dos quadrados, primeiro surge um processo
elementar, de um em um, mas imediatamente ¢ substituido por
uma contagem mais sofisticada — de dois em dois. E hd mesmo
quem, com alguma dificuldade, tente contar de quatro em qua-
tro. Até aos doze tudo corre bem mas depois niio é ficil!

Para que a discussio em conjunto se torne mais proveitosa a
professora pede aos alunos que afixem, no quadro, os rectingu-
los organizados, do menor para o maior, e que representem, por
baixo, o nimero de quadrados unitdrios que os constituem.

Nesta altura a professora refere-se a esta sequéncia de nime-
r0s (até 20) como sendo a dos niimeros pares. De seguida, ques-
tiona os alunos sobre os nimeros que «faltam» na sequéncia
numérica e eles respondem: 1, 3, 5, 7, ..., 17, 19. A professora
designa-os por ntimeros impares ¢ Eduardo regista a informacio
no verso da sua folha de trabalho (figura 3).

Para finalizar a aula, os alunos observam os ndmeros da ficha
que lhes é distribuida e registam as suas conclusdes, com a ajuda
da professora (figura 4).

Figura 1. O registo de Eduardo
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Figura 2. Contagem de quadrados
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Figura Y. O registo das conclusdes

Para relacionar o conceito de niimero par, ligado sem davida
ao nimero dois, com a ideia comum de par, a professora pede
aos alunos que identifiquem, no seu préprio corpo, tudo o que
se traduza pelo niimero dois. Eles respondem sem problemas:
duas orelhas, dois bracos, dois olhos e duas pernas. H4 também
quem refira que «trabalhar a pares € uma menina e um menino»,
forma usual de trabalho nesta sala de aula.

Como se pode constatar, estes alunos do 1.° ano usam os
ndmeros com uma destreza surpreendente. Um aspecto que
parece ter contribuido para esta facilidade é o apoio visual que
surge das representagdes geométricas consideradas e que ajuda
a distinguir os ndmeros naturais pares dos impares — «uns
formam rectingulos, outros nfo» !

A interaccio entre o trabalho com os ndmeros e com as

figuras geométricas, que permitiu criar sequéncias numéricas e
padrdes geométricos, teve aqui um ponto alto e, mais uma vez,
0s conceitos matemaricos nfo surgiram isoladamente mas sim
numa relacio permanente.
E claro que esta foi a primeira abordagem, totalmente intuitiva,
a este tipo de nimeros, mas outras tarefas serfio propostas para
que, de uma forma recorrente mas progressiva, os alunos se
apropriem quer das suas propriedades, quer do seu comporta-
mento a nivel operativo.

Fraccdes e figuras geomeétricas

Em Janeiro, numa turma dos 3.° e 4.° anos, a professora propde
uma tarefa cujo propésito principal é a abordagem intuitiva dos
conceitos de metade, terca parte, quarta parte, ... e a sua repre-
sentacio fracciondria, com o significado da relacio parte-todo,
onde o denominador representa o nimero de partes congruentes
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Figura 3. 0 registo de Eduardo
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Figura 5. Respostas sucintas

em que a unidade estd dividida e o numerador o nimero dessas
partes que se tém em conta num dado momento. A Geometria
surge neste contexto para apoiar o trabalho com os nimeros
nao inteiros positivos.

Cada par de alunos recebe um envelope com algumas figuras
geométricas (seis tridngulos rectingulos verdes, um paralelo-
gramo vermelho, um quadrado laranja, um tridngulo rectangulo
amarelo, dois trapézios azuis e um hexdgono castanho) e o
enunciado da tarefa.

No desenvolvimento da tarefa os alunos vio respondendo
as questdes formuladas na ficha e, como se pode constatar na
figura 5, as respostas sdo sucintas, demasiado sucintas! Néo ha
explicacdes nem frases completas.

Confrontados pela professora com a situagdo de existirem,
por exemplo, dois tipos de tridngulos e de as respostas dadas
niio especificarem também a que figuras se estavam a referir, os
alunos reformulam-nas, tornando-as mais explicitas, como se
pode observar na figura seguinte.

Para além dos registos escritos, a apresentaciio e discussio
das suas resolucdes evidencia que os alunos parecem ter com-
preendido a nogdo de fracgdo e também como interpretar, neste
caso, o numerador e o denominador.

A tdo conhecida expressio metade é traduzida, sem dificul-
dades, pela respectiva fracgio e o numerador e o denominador
sdo relacionados com o que estiio a fazer — sobrepor figuras
geométricas umas as outras e verificar que, por exemplo, sdo
necessérios dois tridngulos verdes para cobrir totalmente o
paralelogramo vermelho.

Nas figuras 5 e 7, perguntas 2 e 6, respectivamente, pode
observar-se que o aluno, mesmo sem saber operar com fracgdes,
regista cotrectamente os cdlculos com as operagdes multi-
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Figura b. Respostas completas

plicaciio e adigiio e escreve até o resultado de duas maneiras
— através de frac¢do e de niimero inteiro. Contudo, é de notar
que se trata de pura intuigio e deducio légica. Nao h4 aqui,
obviamente, a aplicaciio de qualquer definicio formal das ope-
ragbes com fraccdes.

Perante a questiio mais complexa que relaciona o trapézio
azul com o paralelogramo o mesmo aluno responde tal como se
observa na figura 8.

A resposta dada permite afirmar que o aluno se situa ja num
primeiro nivel de compreensio do conceito em questio, ainda
que de um modo informal.

Neste episédio foi realgada a importincia de manusear as
figuras geométricas, de comparar tamanhos, de sobrepor umas
figuras as outras e de retirar conclusdes. Apés a distribuiciio das
figuras foi 0 momento ideal para as identificar cuidadosamente e
recordar o que significava duas figuras serem geometricamente
iguais ou congruentes . Deste modo, as conexdes entre os temas
Geometria e Niimeros e operacdes, foram uma realidade que nio
se pode omitir.

Para alguns dos alunos (3. ano) foi o seu primeiro contacto
com este tipo de nimeros mas a exploragio do conceito de
fraccdio, na interpretacdo da relacio parte-todo, ndio se esgota
em situacdes deste tipo. A tarefa inclufa ainda outras questdes
que permitiam explorar a situagiio inversa, isto &, representar
o todo sabendo que uma dada figura representa uma parte da
unidade.

Posteriormente, devem surgir outras tarefas que permitam
nfo s6 consolidar o trabalho realizado, como também explorar
o conceito de fracgio com outros significados quociente e
operador, tal como é mencionado no PMEB.

Em jeito de conclusao

Com os episédios de sala de aula apresentados pretendeu-se,
mais uma vez, por um lado evidenciar que o estabelecimento de
conexdes matemadticas pode surgir no 1.° ciclo do ensino bésico,
logo desde o 1.° ano; por outro lado mostrar que a exploracio de
determinadas representagdes leva & construciio e compreensio
de conceitos mateméticos com significados especificos.

Y6 Educagdo e Matematica

6. Que fracedo do trapéeso anul IR & o trisngulo verde AT

E 3

Figura 7. Registo numérica

8. Que fracgao do trapézio azut S & o paraietogramo Y O
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Figura B. Uma situacao n3o directa

No primeiro caso, as figuras geométricas, em particular
aqueles rectAngulos, surgiram como suporte de exploragio de
sequéncias de nimeros inteiros positivos muito especiais — os
pares e os impares — e foi através da observacio e anlise do
padrio geométrico que foi sendo construido, que os alunos reti-
raram conclusdes quanto ao tipo de nimeros em questio. No
segundo caso, o manusear das figuras geométricas, sobrepondo-
as umas as outras, permitiu aos alunos explorarem o conceito de
fracgio com o significado parte-todo e até retirarem conclusdes
sob o ponto de vista operativo muito para além do que inicial-
mente lhes tinha sido solicitado.

Para finalizar pode referir-se que situagdes deste género sé sio
relevantes no processo de ensino e aprendizagem se tivermos
em atenciio o papel do professor quer na selecgiio das tarefas
quer na condugiio da aula, principalmente, no momento de
apresentacio e discussio dos trabalhos realizados pelos alunos e
no momento de sintese.

Nota
1 Adaptada de Brocardo, J., Delgado, C. & Mendes, E (2010)
Niimeros e Operages. 1.° Ano. Ministério da Educacio. DGIDC.
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Proporcionalidade directa
[algumas consideracdes]

Duas varidveis X e Y relacionadas por uma expressao algébrica do
tipo ¥ = kX, ou ¥/X = k, com k uma constante nao nula, podem
considerar-se sempre directamente proporcionais?

Se consultarmos alguns manuais de 7.° e B.° anos, ou
pesquisando na internet, surgem <duas variantes>> da definicao
de varidveis directamente proporcionais:

NY=kX comk#D;

2] Y= kX comk>0.

Portanto, a resposta a questdo é: depende da definicdo que se
adoptar para o conceito.

No Novo Programa de Matematica do Ensino Basico optou-se
pela definicdo 1), mais abrangente. No entanto, pode adoptar-se a
definicdo 2], mais «<restritiva>, [as varidveis sé sao directamente
proporcionais se k> 0, isto , se [i] variam no mesmao <<sentido>>
[quando uma aumenta/diminui, a outra também aumenta/
diminui) e (i) na mesma razao [se uma aumenta para o dobro a
outra também; se uma aumenta para o triplo a outra também
aumenta para o triplo; se uma diminui para metade a outra
também diminui para metade; etc )™

RAssim, para quem adopta a definicao de proporcionalidade
directa mais restrita, uma funcéo de proporcionalidade directa é
um caso particular da funcao linear [f{x] = kx, com k # 0], ja que
k>0

Numn determinado manual de 7.° ano, a definicao de funcao
de proparcionalidade directa é apresentada da seguinte forma: A
expressdo olgébrica de uma funcdo de proporcionalidode directa
8y = kx, em que k é o constante de proporcionalidade directa (k é
positivo)].

Num outro manual, neste caso do B.° ano, e relativamente a
uma situacao cuja traducao grafica € uma recta que passa pela
origem mas que tem declive negativo, refere-se que: [..) o grdfico
6 uma recta que contém o arigem. No entanto, ndo representa
uma funcdo de proporcionalidode directa, pois guando uma
varidvel aumenta a outra diminwi. Neste mesmo manual pode
ainda ler-se que: uma fungdo de proporcionalidode directa é um
coso particular de funcdo linear.

Pesquisando na internet, em lingua inglesa, encontramos
definicdes como: Two guantities are in direct proportion when
they increase or decrease in the same ratio,

0 que s6 acontece se as varidveis estao relacionadas por uma
expressao do tipo Y= kX, ou ¥/X= k com k> 0.

Um outro exemplo do uso da definicdo mais restritiva de
proporcionalidade directa foi observado no projecto Matematica e
Ensino da Universidade de RAveiro encontramos:

B, sabe-se gue X & diractamente proporcionala 2, com
ade positiva, logo

rElidads. remes e X=4s 8

anta de proporconglidads s X

Sendo assim, guer a nivel nacional, quer internacional, surgem
referéncias a situacdes em que se opta por uma ou outra
definigdo. Entdo, que definicdo deveremaos adoptar?

Due vantagens existirao, ao nivel do ensino basico, na utilizacio de
uma ou outra definicdo?

Nota

U Note-se que, se ¥ = kX tom k< 0, as grandezas variam em
sentidos contrérios [guando uma aumenta/diminui, a outra
diminui/aumenta) e, portanto, tendo por base esta definicdo
mais restritiva de proporcionalidade, estas varidveis ndo sao
directamente proporcionais.

Rogério Berricha
Escola Basica 2,3 de Teixoso
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<«<A Matematica é trivial na ESAG>>

Este jogo, construido no ano lectivo 2007/2008 pelos alunos das
turmas do 9.° ano da Escola Artur Goncalves de Torres Novas, é
semelhante ao jogo <<Trivial>>, regendo-se pelas mesmas regras.
Deste modo, existem temas mas, neste caso, s3o apenas 4,
carrespondendo aos quatro dominios tematicos de Matematica a
saber: Geometrio, Estatistica e Probabilidades, Nimeros e Cdlculo
e Algebra e Funcoes.

Uma das razdes gue originou esta actividade foi a necessidade
de, no final do nono ano, rever os conhecimentos adguiridos
durante todo o terceiro ciclo, servindo de consolidacdo dos
mesmos e, simultaneamente, de preparacdo para os exames
nacionais.

Conforme o exemplo do cartao apresentado, as questdes sao
directas e de resposta curta, estando o enunciado num dos lados
e as respectivas respostas no verso. Cada aluno ficou responsével
pela elaboracao de 2 cartdes, ou seja, B questdes no total, duas de
cada dominio tematico.

Uma vez que cada jogo pode envolver de 2 a B jogadores, foram
construidos 3 jogos, com um total de 210 cartdes com questdes
diferentes, no sentido de ser possivel a sua utilizacdo em sala de
aula. Pode igualmente ser utilizado em aulas de acompanhamento
e de apoio.

Quantas faces tem uma pirdmide triangular?

Como ¢ gue se encontram as barras num
histograma?

O que € que significa a sigla mme?

Como é o grifico de uma fungiio linear?

Exemplo da parte da frente de um cartao
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Para além das regras existentes para pér o jogo em prética,
o professor pode ainda utilizar apenas os cartdes para outros
momentos de aula, possibilitando a seleccao dos dominios que
sejam mais pertinentes nesse momento.

Adosinda Almeida, Alice Martins e Vitor Pereirinha
Escola Basica 2,3/5ec. Artur Goncalves

quatro

As  baras  enconiram-se
juntas  por causa dos
intervalos.

Minimo miitiplo comum

E um gréfico em que a recla
passa na origam

Exemplo do verso de um cartdo
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A Confeccao do Ponche e a proporcionalidade directa

Uma experiéncia numa turma do 6° ano

Cristina Tudella

Neste artigo irei partilhar convesco uma sequéncia de duas
aulas, de go minutos, numa turma do 6° ano de escolaridade,
para a introduc¢io do conceito de proporcionalidade directa.
Decidi fazé-lo pois, na minha opinido, esta sequéncia de aulas
foi rica do ponto de vista, quer da resoluciio de problemas e do
desenvolvimento da capacidade de raciocinio, quer da comuni-

cacio matemdtica que proporcionou.

A turma, onde foi desenvolvida esta actividade é uma turma

um pouco «especial» uma vez que € constituida apenas por 19

alunos, onde a maioria € estrangeira
efou tem necessidades educativas
especiais.

A resolugio de problemas, num
contexto real, foi o ponto de par-
tida para este trabalho que tinha
como objectivo a compreensido dos
conceitos de razdo, proporcio e o
significado intuitivo de proporcio-
nalidade directa.

Para tal, adaptei uma tarefa
das Normas NCTM (2007)
(Figura 1) que foi resolvida
em grupos de 3 ou 4 alunos.

A estrutura das aulas foi
pensada como uma forma de tra-
balhar as capacidades transversais,
quer a capacidade de raciocinio,
através da explicitacdo de dife-
rentes estratégias de resolucdo dos
alunos e respectiva comparacio,
quer a capacidade de comunicagio
matemadrica escrita e oral, durante
a apresentacio das resolugdes e do
questionamento dos colegas.

Figura 1. A tarefa

Agrupamento de Escolas Frel Gongalo de Azevedo

i Confeccao do Ponche

Unma turma do 6° ano estd encarregue das bebidas para o dia do Inglés, na semana da escola.
Uma das bebidas a ser servida € o Ponche. Ao pesquisarem na internet os alunos encontraram
quatro receitas diferentes para a confeccdo do ponche, sendo para todas necessdrio dgua tonica e
sumo de framboesa.

Receita A
2 Copos de sumo de framboesa
3 Copos de dgua tonica

Receita B
4 Copos de sumo de framboesa
8 Copos de dgua ténica

| /d
Receita C Receita D A
3 Copos de sumo de framboesa 1 Copo de sumo de framboesa :
5 Copos de dgua tonica 2 Copos de dgua tonica

1.Qual das receitas ird produzir um ponche com sabor a framboesa mais acentuado? E menos
acentuado? Explica as tuas respostas.

2. (Uma receita por grupo: Receita .......)

A professora de Inglés diz que sdo necessdrios 120 copos de ponche. Quantos copos de sumo de
Jframboesa e quantos copos de dgua ténica sdo necessdrios, em cada uma das receiras? Explica a
tua resposta.

Adaptada das Normas do NCTM (APM, 2007),
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Figura 2. Grupo do Jorge

Figura 3. Grupo do Ailton

Figura Y. Grupo da Caralina
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Figura 5. Grupo do Avram

A calculadora seria usada pelos alunos, se eles assim o
entendessem, mas eu, para no condicionar as suas estratégias
de resoluciio, s6 explicitaria essa situagio se fosse questionada
directamente.

A nogiio de fracgdes equivalentes jd tinha sido trabalhada
com os alunos pelo que, caso escolhessem esta abordagem ao
problema, poderiam facilmente identificar as receitas B e D
como conducentes ao mesmo sabor do Ponche.

Depois da divisio da turma em grupos, a tarefa foi distribu-
ida, e os alunos iniciaram o seu trabalho. Distribuf a cada grupo
um acetato e uma caneta para que posteriormente pudessem
apresentar o seu raciocinio A turmal’l

A primeira tarefa

No inicio do trabalho todos os grupos comegaram por come-
ter © mesmo erro e afirmaram que a receita com o sabor mais
acentuado era a receita B, uma vez que continha 4 copos de
sumo de framboesa, enquanto as restantes continham apenas 1,
2 ou 3.1

Através de um exemplo, em que substitui o sumo de frambo-
esa, por sumo de laranja e a dgua ténica por dgua simples e em
que lhes pedi ajuda para comparar duas experiéncias — Uma,
considerando 1 copo de sumo de laranja e 2 de dgua e outra
considerando 2 copos de sumo de laranja e 10 copos de dgua
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Figura b. Grupo do Rilton

— os alunos compreenderam que tinham que prestar atencio
a quantidade de dgua que era acrescentada, pois esse factor
influenciava a concentragio de sumo e consequentemente
a intensidade de sabor. O exagero da quantidade de dgua na
segunda hipGtese levou-os, intuitivamente & compreensdo da
situagao.

O grupo do Jorge (figura 2) e o grupo do Ailton (figura 3)
utilizaram estratégias semelhantes para concluir que as receitas
B e D eram iguais. Estes dois grupos, a partir da observagio
dos valores numéricos das receitas e sem explicitarem cédlculos,
concluiram que ambas as receitas produziriam ponche com o
mesmo sabor.

Outro grupo (figura 4) efectuou a divisdo entre ao nimero
de copos de 4gua e o nimero de copos de sumo de framboesa
e concluiu que como o quociente era 0 mesmo para as receitas
B e D o sabor seria 0 mesmo.

Igualmente, a partir da comparagéio dos resultados desta
divisiio este grupo concluiu que distribuindo a dgua ténica pelo
sumo de framboesa, a quantidade de dgua para cada parte de
sumo era menor na receita A.

Ainda durante a resolucio desta primeira tarefa, alguns
grupos estavam com dificuldade em encontrar formas de com-
parar as receitas, pelo que sugeri que fizessem um desenho que
representasse a situagio. Esperava que esta representacdo, lhes
trouxesse alguma ideia para a resolugio deste problemals.
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Figura 7. Grupo da Carolina

Os grupos do Avram (figura 5) e do Ailton (figura 6) seguiram
a minha sugestio e fizeram desenhos dos jarros para representar
esta situagdo, no entanto utilizaram estratégias diferentes para
resolver o problema.

O primeiro grupo (figura 5) calculou a razdo entre o niimero
de copos de sumo de framboesa e a quantidade total de Ponche,
em cada um dos «jarros»!4. O segundo grupo (figura 6) calculou
a razio entre o nimero de copos de sumo ¢ o nimero de copos
de dgua ténica.

Para compararem as frac¢des que obtiveram também utiliza-
ram processos diferentes. O grupo da figura 5 efectuou a divisdo,
usando a calculadora, e compararam os resultados obtidos na
forma decimal, enquanto que o grupo da figura 6 foi comparar as
fracgoes A e B e as C e D, reduzindo ambas ao mesmo denomi-
nador. No entanto este grupo néo fez o mesmo raciocinio para
comparar as receitas A e C, resolvendo esta segunda parte da
questio de uma forma intuitiva.

A segunda tarefa

Na segunda tarefa, cada grupo ficou responsdvel por analisar
apenas uma das receitas. Pedir aos alunos para as analisar todas
seria uma mero exercicio de repeti¢do de um raciocinio que,
neste momento, nio traria nenhum beneficio & aprendizagem
dos alunos. Na discussfio cada grupo apresentou a resposta a
receita que lhe foi atribuida.

Os grupos também apresentaram estratégias diferentes.
Apresento-vos aquelas que considerei mais interessantes e que
foram apresentadas, e discutidas, na sala de aula.

O grupo da Carolina (figura 7) compreendeu que juntando
o0s 3 copos de dgua e os 5 copos de framboesa, obtinha 8 copos
de ponche e utilizou uma estratégia aditiva até chegar aos 120
copos. Concluiram que necessitariam de 15 jarros, ou seja, 75
copos de framboesa e 45 de dgua ténica. Para chegarem a estes
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Figura B. Grupo do Jorge

dois valores também usaram estratégias aditivas, recorrendo ao
factor constante da calculadora.

Um outro grupo (figura 8) foi fazendo tentativas, de certo
modo aleatérias, até conseguir chegar aos 120 copos pretendi-
dos. Este grupo usou estratégias de cdlculo mental para efectuar
os cdlculos. E interessante observar os valores que escolheram
para o nimero de copos de sumo de framboesa.

Q grupo do Ailton (figura g) escreveu a fracciio que traduzia
a relaciio entre o nimero de copos de framboesa e o n.® de
copos de dgua ténica. Em seguida escreveu a mesma fracciio,
mas considerando receitas para dois jarros, depois trés, e assim
sucessivamente até obter a razio cuja soma do numerador e
denominador desse 120. Este grupo enganou-se nos célculos e
por isso teve algumas dificuldades em chegar ao valor pedido.

Um outro grupo de alunas (figura 10) apesar de ndo o terem
explicitado na resolucdo escrita, foram descobrir quantos jarros
seriam necessdrios para se obter 120 copos de Ponche. Chegaram
a conclusdo que seriam 24 jarros e depois foram determinar o
valor correspondente em copos de framboesa e em copos de
4gua tonica.

Em jeito de conclusdo

Durante estas duas aulas os alunos estiveram bastante motiva-
dos na resoluciio destes dois problemas enfrentando-os como
desafios.

Esta metodologia de trabalho em sala de aula, em que peco
40§ grupos para escreverem as suas resolugdes num acetato, que
posteriormente ¢ apresentado e discutido no grupo-turma, tem
sido positiva e tem potenciado, ao longo do ano, uma melhoria
na qualidade das produgdes dos alunos, nomeadamente no
modo como estes descrevem os seus raciocinios.!

Setembro | Outubro 51

L R




T.L A ([ el L :
J4LE R e 2
'&.’oq 2 s W J9 34 Iy

10 g2"24 2¢ 22 3¢ B2 %Y

w73 de bgua J.;al faﬁ':(::ht?q_ﬂ':;m

Figura 9. Grupa do Riltan

O facto de na primeira tarefa os alunos terem usado estra-
tégias muito diversificadas enriqueceu bastante o trabalho. A
partilha dos raciocinios, e das ideias matematicas, durante a
apresentacdo e discussdo das tarefas permitiu, aos proprios alu-
nos que as explicaram, uma melhor compreenséio do seu préprio
pensamento. Por outro lado, o exercicio que os alunos fizeram
para compreender e validar as estratégias dos colegas contribuiu,
na minha opinifio, para o alargamento do seu conhecimento
matemadtico.

Do ponto de vista dos conteddos, vdrios foram os tépicos
matematicos trabalhados, bem como surgiram algumas cone-
xdes entre eles. Surgiu a ideia de divisdo como distribuicdo da
quantidade de dgua pela quantidade de sumo de framboesa. Os
alunos compreenderam que esta seria uma forma de poderem
comparar a relacio entre os dois ingredientes da receita. Para
além de recorrerem & nogio de divisio tiveram também que
comparar os nimeros decimais que resultaram dessas divisdes.
Tiveram, igualmente, de compreender a relaciio entre esses
niimeros e a intensidade do sabor a framboesa. Durante a dis-
cussdo os alunos foram questionados se poderiam ter efectuado
a divisio de outra forma, trocando o dividendo e o divisor e
que conclusdes poderiam tirar. Foi interessante perceberem que
num dos casos, o maior valor do resultado da divisdo obtido
corresponderia ao sabor a framboesa mais intenso, e no caso
contririo, ao sabor a framboesa menos intenso.

Surgiu também a nog¢io de fraccdo como relagiio parte--todo,
e entre as duas partes, bem como, a ideia de quociente entre
duas quantidades. A no¢iio de equivaléncia de fracgBes, tam-
bém j4 conhecido pelos alunos, foi um outro tépico que surgiu
na discussfio. Assim, o trabalho realizado nestas aulas contribuiu
também para o desenvolvimento do sentido do ndmero, ndo sé
pelo modo de pensar dos alunos como também, da comparaciio
das diferentes estratégias apresentadas.
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O desenvolvimento do pensamento algébrico também
esteve presente, em especial na segunda tarefa, quer na procura
de relactes entre os nidmeros, quer na elaboragio de tabelas
para melhor organizar e explicar as suas formas de pensar. O
significado da «igualdade» também esteve presente quando
analisimos um dos raciocinios explicitados (figura 8)

Em relagfio & nogdo de proporcionalidade directa, ela surgiu
de uma forma intuitiva na resolucio destes problemas, em
especial na 2.” tarefa, onde se pretendia aumentar a quantidade
de ponche obtido mas mantendo o mesmo sabor, ou seja man-
tendo a mesma relaciio entre os dois ingredientes, contribuindo
assim, para a compreensio da natureza matemdtica das relactes
proporcionais.

Notas

Bl A resoluctes que foram apresentadas, foram aquelas que eu esco-
Thi com base na riqueza da discussdo a que poderiam conduzir.

B Qs alunos desta idade normalmente nido bebem dgua ténica.
Possivelmente, se eu tivesse considerado dgua, em vez de dgua t6-
nica, compreenderiam mais facilmente, a influéncia da sua quanti-
dade no sabor,

5l O modo como acompanhamos o trabalho dos alunos em sala de
aula é um dos aspectos que considero mais dificil e ao mesmo tem-
po mais desafiante para o professor. E importante conseguirmos dar
boas sugestes efou questiond-los eficazmente, mas nio fazé-lo em
demasia, para ndo transformarmos um bom problema num simples
exercicio de aplicaciio.

4 Durante estas aulas muitos alunos utilizaram a ideia de jarros de
ponche para representar a quantidade de Ponche obtido com a «re-
ceita base» que estivessem a considerar.

s Os alunos sabem que uma resoluciio «errada» ramhém pode ser es-
colhida, desde que o seu raciocinio esteja bem explicado.

Cristina Tudella
Agrupamento de escolas Frei Gongalo de Azevdo
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TECNOLOGIRS NA EDUCACAD MATEMATICA
Anténio Domingos

Caros leitores

E com imenso prazer que aceito o convite que me foi dirigido para ser editor da seccdo Tecnologios
na Educacio Matemdtica. Esta seccao, tal como todas as outras presentes na revista, tém-se
pautado por apresentar um conjunto diversificado de ideias, materiais e assuntos extremamente

atuais, de interesse para o leitor em geral e para o professor de Matematica em particular. Embora j&

tenhamos uma tradicdo e experiéncia alargada no use das tecnologias, tendo por vezes sido pioneiras
na sua utilizacdo em sala de aula, ainda temos pela frente um longo caminho a percorrer. Nao se

trata simplesmente do caso de estarmos atrasados na utilizacdo de alguma ferramenta tecnoldgica
em particular, mas tao sd do facto de as tecnologias continuarem a estar em franca expansao,
aparecendo a cada dia que passa novas e mais potentes ferramentas que nos podem vir a servir como

auxiliares preciosos na tarefa de ensinar e aprender matematica.

Considero na entanto que a nossa preocupacao se deve centrar na forma como poderemos
explorar e rentahilizar algumas destas ferramentas em prol de um ensino de qualidade, em vez de
estarmos preocupados em utilizar as ferramentas mais recentes, por vezes de uma forma menos
reflectida. Espera-se assim gue esta seccao possa ser um ponto de encontro de professores, alunas,
investigadores e outros profissionais envelvidos na Educagao que, através da partilha de experiéncias,
materiais e reflex8es envolvendo tecnologias, nos ajudem a integrar essas mesmas tecnologias no

processa de ensing criando ambientes de aprendizagem auténticos.

Trata-se de um desafio gue desde ja lango aos leitores que se interessam por esta problematica,
esperando poder contar com as contribuic@es de todos, que s6 poderdo enriquecer esta seccao e a

nossa revista.

Antdnio Domingos

amdd@fct.unl.pt

Departamento de Matematica da FCT/UNL

UIED - Unidade de Investigacan Educacdo e Desenvolvimento

A utilizacao de materiais electronicos

e 0Ss manuais escolares

Antdnio Domingos, Paula Cristina Teixeira

Introducao

Desde 2006 que os manuais escolares de matematica dos ensinos
basico e secundario t8m vindo a ser acompanhados por materiais
electrdnicos destinados quer a professores quer a alunos. Estes
materiais eram apresentados essencialmente em COs gue
acompanhavam os respectivos manuais. Esta ideia de incluir COs
com materiais tinha comecado ern 2002 na adop¢ao dos manuais
do ensino secundério das Matematica A, B e Macs. Esperava-se
que ao longo dos anos fossem aparecendo materiais cada vez
mais completos, podendo o manual assumir o papel de livro
electrdnico ande o aluno pudesse navegar e aceder a ferramentas

2o

electrdnicas que Ihe proporcionassem uma compreensao dos
conceitos matematicos complexos através da sua construcdo e
manipulacdo significativa.

Na tentativa de compreender o papel que estes materiais
poderiam vir a ter no processo de ensino aprendizagem,
propusemos um projecto” de investigacdo que procurava
compreender a forma como os professores de matematica
poderiam integrar o uso de materiais tecnoldgicos em beneficio da
aprendizagem dos alunos. 0 projecto, ainda em curso, centra-se
essencialmente nos materiais electrénicos que acompanham os
manuais escolares, L0-Roms, eBooks, portais, filmes e conjuntos
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1.2 TAREFA

Determine a intarseccdo dos semiplanos definidos por:
a) xz-1le x>3;

b) x2-1e x<3; ()

2.2 TAREFA

Determine a reunido dos semiplanos definides par:
a) x2-4 ou x>2;

b) y2-zeu x<3; ()
Figura 1. Tarefa para uso do CD

de outras actividades que apelam ao uso do computadar. Numa
das vertentes de investigacdo procura-se compreender o papel
que estes materiais desempenham no processo de ensing
aprendizagem, nomeadamente na forma como os professores se
apropriam dos mesmas e o uso que fazem deles em sala de aula.

Os materiais disponiveis

A edicdo dos materiais electrdnicos por parte das Editoras foi alvo
de alguns obstaculos, nomeadamente no gue se refere a avaliacdo
dos manuais proposta pelo Ministério da Educacdo. No ano em que
0 projecto se iniciou, ano lectivo 2007/2008, ja a Lei n.° 47/2006
de 28 de Agosto previa a avaliacao e certificagdo dos manuais
escolares, o que sd se veio a concretizar no presente ano lectiva
para alguns dos anos de escolaridade. Este impasse parece ter
feito com que os materiais que tinham comecado a ser produzidos
em 2006 ndo sofressem grandes alteracdes até ao presente ano.
Temaos assim que as Editoras continuaram a fazer acompanhar
0s seus manuais por C0s, mas cujos contelidos poucas alteraces
sofreram.

0s materiais disponibilizados revelaram-se bastante
incompletos se pensarmos em termas de representatividade
dos contedidos programaticos presentes no curriculo. Rlgumas
Editoras limitaram-se a apresentar exemplos de partes do
manual em pdf, algumas ferramentas para temas especificos,
testes de avaliatdo e autoavaliagdo, por vezes auto-correctives,
questiondrios de escolha mdltipla, explicacdes de conteddos
especificas em PowerPoint e por vezes algumas apliquetas
construidas em programas de geometria dindmica ou outros
softwares didacticos que permitiam aos alunos alguma
manipulacao e exploracao dos conceitos. Era ainda possivel
encontrar algumas apresentacdes de contelidos gravados em
video ou dudio. Estes materiais mantiveram-se nas Gltimos anos,
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3.2 TAREFA

Escreva uma condicio, em R”, que defina cada uma das seguintes regides do plano.
al h)

Figura 2. Tarefa para uso do CD

tenda actualmente, com a avaliacao e certificacdo dos manuais de
alguns dos anos de escolaridade, as Editoras optado por colocar
esses materiais em Bases de Dados de acesso on-fine, quer para
professores, quer para alunos, E com base nestes materiais gue o
projecto se tem vindo a desenvolver.

0 desenvolvimento das tarefas

No 8mbito deste trabalho t8m sido realizadas algumas oficinas
de formagao para professores, onde estes sao convidados a
utilizar os materiais electrdnicos que acompanham os manuais
adoptados nas suas escaolas. Neste sentido foram dinamizadas
duas oficinas de formacdo com professores de escolas basicas
e/ou secundarias dos Concelhos de Almada e Seixal. As oficinas
decorreram entre Setembro e Dezembro de 2009 e envolveram
cerca de quarenta professores.

Os professores, numa primeira fase, trabalharam em pares na
caracterizacao das propostas contidas nos CO que acompanhavam
os manuais adoptados nas suas escolas. Numa segunda fase,
planificaram, prepararam e implementaram as tarefas que
elaboraram com recursa as propostas contidas nos C0s.

Como os trabalhos se desenvolveram durante o primeiro
periodo, os professores seleccionaram contetidos abordados
nessa parte do ano lectivo. Foram assim planificadas aulas
sobre os temas dos Nimeros, Rlgebra e Funcaes, Geometria e
Probabilidades. A natureza das tarefas propostas para essas aulas
era baseada essencialmente em tarefas de exploracdo e aplicacao.
Foram identificadas como tarefas de exploracae aguelas que
previam a introducdo de novos conceitos e como tarefas de
aplicacdo aquelas que se implementaram apds a definicdo dos
conceitos.

Os professores elaboraram em suporte papel, para os alunos,
recursos gue se podem dividir nas categorias seguintes: guido de
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y=<-lx+4

Figura 3. Disjuncao de duas condicdes

apoio com as instrug@es que permitiram a exploragdo das tarefas
propostas nos COs; fichas de trabalho com tarefas para realizar
com o auxilio das apliquetas presentes nos COs e para registo das
conclusdes; fichas de avaliacdo formativa ou sumativa para avaliar
as aprendizagens realizadas com perguntas contidas nos COs.

Na maioria dos casos as tarefas, ainda que preparadas em
parceria, foram aplicadas apenas pelo professor da turma. Os
professores optaram por estarem sozinhos com as suas turmas
por se tratar da realidade com gque habitualmente trabalham.

Uma tarefa

Apresenta-se de sequida uma das tarefas que foi desenvalvida
numa das oficinas de formacao e que posteriormente foi aplicada
em sala de aula [figuras1e 2).

A tarefa é dirigida a alunos do 10.° Ano de Matematica A, o
contelido a leccionar sao a conjuncao e disjuncao de condicdes.
Pretendia-se que através da manipulag3o da apliqueta do CD
os alunos guiados pela ficha de trabalha verificassem, primeiro
qual o dominio plano obtido dadas a conjuncao ou disjuncdo das
condic@es [figura 3] e segundo, dados os dominios planos que
canseguissem definir a conjuncdo ou disjuncao das condigdes
[figura 4).

Nao final da realizagdo da tarefa foi aplicado a turma um
questiondrio para inferir sobre a importancia desta actividade no
processo de ensino/aprendizagem desenvalvido pelos alunos.
Rpresentam-se de seguida algumas das respostas dos alunas:

— <<0 trabalho foi bom os meus colegas e eu reagimos beme o

CO foi facil de manejars>.

— <«<Apesar de ter sido uma aula diferente do habitual, houve
muita brincadeira e toda a gente a querer responder ao mesma
temposs.

Dominos plancs

Figura Y. Dominio Plano obtido

o

Figura 5. Flor

— «E mais facil compreender por parte dos alunos e pelo
professor acho mais simples pais ndo desenha no quadro e no
entanto os desenhos ficam legiveisss.

De um modo geral os alunos mostram-se satisfeitos com o
desenvolvimenta da tarefa, motivados pelo aspecto gréfico das
figuras manipuladas e pelo dinamismo que as manipulagies
trazem a aula, ainda que se mastrem dependentes da explicacdo
do professor.

Contetido de um CD

Apresentamos uma descricdo sucinta do material electrdnico
utilizado, do qual fazia parte a tarefa apresentada, destacando as
suas principais caracteristicas.

0 €0 esta dividido em quatro sectdes que contemplam
propostas para cada um dos quatro temas do programa de
Matematica A do 10.° ano [mddulo inicial, geometria, fungdes e
estatistica) e uma seccdo de revisao.

No CO encontramos trés propostas para o modulo inicial. Na
primeira proposta € apresentada uma apliqueta num programa de
geometria dindmica que permite ao aluno responder & questao:
sera que unindo os pontos médias dos lados consecutivos de
um quadrilatero dado, se obtém sempre um paralelogramo? A
segunda proposta envolve o preenchimento de uma tabela coma
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n@ de cliques

Parabéns!i)

Figura b. Seccao no cubo

contagem do ndmero de faces, vértices e arestas de vérios sdlidos
para gue o aluna verifique a relagdo de Euler. A terceira proposta
envolve uma apliqueta que serve de apaio a uma investigacdo
proposta no manual e na qual se pretende que o aluna calcule a
area de um poligona estrelado denominado por <<flars> [figura 5).
R «<flor>> tem como centro um hexagono regular e as <«<pétalas>
sdo tridngulos equildteros. Na tarefa do manual é proposto que
0 aluna realize a experiéncia com outras <flares>> cujo ndmera
de lados do poligono central seja diferente de seis. Finalmente
nesta seccdo do CO é ainda possivel aceder ao software Poly que
permite a visualizatdo de planificactes e perspectivas de varias
familias de poliedros.

Na seccao sobre a geometria no CO sdo apresentadas quatro
propostas. A primeira  um joga sobre as seccfies no cubo
[figura B). As regras sao simples dados trés pontos assinalados
pretende-se que o aluno no menor ndmero possivel de cliques
no rato obtenha a seccdo que resulta da interseccdo do cubo
pelo plano que contém os trés pontos dados. A segunda proposta
envalve o preenchimento de uma tabela com as contagens dos
nimeraos de faces, arestas e vértices dos sdlidos de Platdo,
Depois de completada a tabela o aluno ¢ capaz de estabelecer
relac@es entre o nimero de faces, arestas e vértices do sélido
e o seu dual. A terceira proposta envolve uma apliqueta para
trabalhar condic8es e a sua representacdo no plano e ainda a
conjuncao e a disjuncao de condigdes (caso da ficha apresentada
acima). No manual é possivel encontrar vérias propostas de
investigagdo para o aluno envolvendo esta apliqueta. A quarta
proposta € um jogo sobre simetrias de pontos no plano, as regras
sdo apresentadas numa tarefa do manual que permite ao aluno
concluir as relac@es entre as coordenadas de um ponto e o seu
simétrico relativamente aos eixos coordenadas, as bissectrizes
dos quadrantes pares e impares e em relacdo ao ponto origem do
referencial.

No tema das funcdes o CO apresenta trés propostas, uma
apliqueta para o estudo da funcdo quadratica, um jogo sobre
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a familia da fungdo quadratica e um jogo para o estudo das
transformacdes de graficos de funcdes.

No tema da estatistica o CO s apresenta uma proposta que
permite que o aluno trabalhe os histogramas e as poligonos de
frequéncias. Por Gltimo, é proposta uma seccdo denominada por
<«<Global>> que envalve um jogo com guestdes de escolha miltipla,
em gue o aluno pode escolher qual ou quais os temas que quer
rever.

Fichas de trabalho com tarefas para realizar com o auxilio das
apliguetas dos (O e para registo das canclusdes.

Conclusdo

0 desenvalvimento deste projeto de investigacao veio alertar-nos
para a existéncia de um conjunto de materiais electrénicas que
foram sendo disponibilizados pelas editoras e que por vezes s3o
pouco explorados e trabalhados em sala de aula. Verificamas

gue muitos dos materiais disponibilizados ficam aquém do que
seria desejavel para se constituirem como verdadeiros recursos
para a aula de Matematica onde o professor possa encontrar
ferramentas que |he proporcionem uma abordagem alternativa
em todos os contedidos programaticos. Rinda assim é possivel
encontrar algumas apliquetas e materiais estruturados que,

com a intervencao reflectida do professor, se podem tornar em
poderosa ferramentas de aprendizagem. Um exemplo disso & a
tarefa descrita acima que com um uso adequadao dos recursos
disponiveis podem ajudar & construcdo e compreensaa de
conceitos matematicos complexos. Estes conceitos quando vistos
apenas a partir de algumas das suas representacies podem
tornar-se incompreensiveis levando os alunos @ memarizacao de
procedimentos e processos rotineiros.

Nota

U Projecto de investigagao DRMURT ~ Qualidade das aprendizagens em
matematica com utilizacao de recursos tecnoldgicos, apoiado pela
FCT — Fundacda para a Ciéncia e Tecnologia, ao abrigo do contrato
n.® PTOC/CED/71744 /2006,
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Modalidades de associado, precos de guotas e de assinaturas das revistas

A Associacio de Professores de Matematica (APM) é uma instituicio de utilidade piblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da
Matemética, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do ensino
da Matematica, promovendo actividades de dinamizagio pedagégica, formagio, investigagiio e intervengéo na politica educativa.
A APM disponibiliza aos professores de Matemtica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja divulgagdo e
utilizagio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicacies periddicas

Todos os associados tém direito aos cinco niimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo APMinformagdo.
Os @-sécios s6 poderiio aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagBes no nosso portal, todos os outros terdo direito
também a receber pelo correio as edicdes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de prego especial na assinatura da revista

Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicdo de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicagdes, exposigdes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Qs associados individuais terfio ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos em
encontros da APM ou de outras instituigdes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de Educacio,
Associacdes da Federagio Iberoamericana das Sociedades de Educagiio Matemdtica, e outras) ou noutros eventos em que a APM
venha a colaborar, a participar da vida da associagdio através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou por outras formas e a
divulgar o seu trabalho através da APM.

Rssociados institucionais
Qs associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Preco da quota anual em 2071

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-sécio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efectuar a sua inscriciio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no enderego http://www.apm pt

Assinaturas das revistas para 2011

Educacdo e Matemdtica
(inclui actas ProfMat) Quadrante
Portugal 12,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 15,00 €
Portugal 23,00 €
Instituigbes 42,00 €
Estrangeiro 27,00 €
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