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EDITORIAL

Praticas de colaboracao e a condicao do professor

A avaliacio de professores tem sido vivida nas escolas com
alguma incomodidade. Virias foram as expectativas e os desen-
cantos de um processo complexo, atribulado, ndo raro vitima
das suas préprias vicissitudes. Um processo que, com razio ou
sem ela, deixou marcas profundas no quotidiano de muitas
escolas e no modo como os professores se relacionam com a sua
condiciio e como esta é encarada pela sociedade.

Nao discutamos, agora, a correc¢iio ou a injustiga dos argu-
mentos utilizados ao longo deste debate, ou as acusagBes de auto-
ritarismo ou reflexos corporativos que nio raro, 0 envenenaram.
Centremo-nos, antes, no professor, na sua condicdo, pessoal e
plural, no modo como com ela se relaciona. Acreditamos que
tal exercicio poderd abrir portas insuspeitas e ajudar-nos a fazer,
como escreveu Maurice Bellet, «das nossas fraquezas forga».

A verdade é que nos confrontamos hoje com uma desvalo-
rizacfio simbélica da condi¢io de professor, acelerada por todo
um conjunto de imagens fortemente mediatizadas e, geral-
mente, pouco abonatdrias. Imagens que acabam por limitar, ou
mesmo inverter, as traves-mestra que, no passado, configuraram
esta identidade. A verdade é também que, ndo raro, o professor,
aturdido com o gigantismo das escolas, o avolumar de tarefas
burocréticas a que é chamado e, sobretudo, com o isolamento
em que vive o seu quotidiano profissional, tende a olhar-se
como um mero dispensador de conhecimentos, por vezes a ter
de sobreviver num ambiente hostil. A crescente precariedade
das relacoes de trabalho, a que mesmo o ensino piiblico nfo € ja
alheio, e a instabilidade do quadro sécio-profissional relevante
fazem o resto.

A este estado de coisas poderio responder dinfmicas inclu-
sivas no interior das escolas, capazes de quebrar isolamentos e
promover espacos de encontro e partilha entre os professores.
Espacos abertos aveflexio e discussio de experiéncias de ensino,
3 andlise mitua de episédios das aulas, & discussio de planos

e iniciativas, 4 partilha, em suma, das dificuldades e sucessos
que todos atravessamos. Trata-se de desenvolver uma cultura
de colaboraciio entre os professores, reagindo ao anonimato,
verbalizando vivéncias, fazendo coisas em conjunto.

De facto, a vida — a pritica — enriquece-se quando é dito
em voz alta. E ha alguém para escutar e dizer também. Por isso
estes espacos poderfio desempenhar um papel tdo importante
na melhoria das préticas docentes e na prépria regulacio dos
processos de ensino e aprendizagem.

O conjunto de experiéncias que podem, em cada escola,
tecer os fios de novas atitudes e de uma cultura colaborativa,
serd igualmente fecundo em termos do desenvolvimento pro-
fissional dos professores. O envolvimento activo em projectos
diversificados com colegas constréi comunidade, reduz o isola-
mento, é fonte de inovagio educativa.

Mais ainda, tem potencial para desenvolver novos papéis
e formas de relagiio entre os professores. Estes poderéo, por
exemplo, actuar como revisores e consultores uns dos outros,
fornecendo informacio e feedback sobre a implementacio de
um novo curriculum ou de uma estratégia de ensino. Poderdo,
ainda, organizar-se como investigadores das suas préprias préti-
cas, recolhendo informagio, sistematizando reflexdes, testando
hipéteses. O espago e colaboraciio constitui, assim, um meio
particular de reflexdo, desenvolvimento profissional e regula-
¢io das préprias prdticas.

Em contextos e com objectivos muito diversos, praticas
colaborativas emergem, afirmam-se e gostarfamos que se mul-
tiplicassem. Elas sdo, certamente, o indicador mais seguro da
capacidade que os professores por vezes tm de fazer das suas
«fraquezas forga».

Maria Helena Martinho
|E, Universidade do Minho
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0 Professor e o Programa de Matematica do Ensino Basico
Ediciio APM, 2010 | PVP: 12,00€ Socio: 8,50€

GTI—Crupo de Trabalho de Investigagio

0 Professor
e o Programa de Matematica
tlo Ensino Basico

Sao diversos os desafios que sio colocados 4 escola e aos professores,
quer na sua capacidade de acompanhar as constantes mudancas da
sociedade, quer ao nivel do desenvolvimento curricular, como o que
presentemente ocorre associado & generalizagio do novo Programa
de Matemdtica do Ensino Bdsico (PMEB), publicado em 2007. Assim,
este livro, que intituldmos O Professor e 0 Programa de Matemdtica
do Ensino Bdsico, inclui uma colecgio de experiéncias realizadas por
professores e formadores dos diferentes niveis de ensino (do 1.° ciclo
do ensino bésico ao ensino superior). Mais importante do que cada
experiéncia em si mesma € perceber de que forma ela pode contribuir
em termos do conhecimento para a profissio, e que mais-valia traz
para a vida das escolas, em particular para o grupo de professores de
Matemarica.

Ao divulgar estas experiéncias, procuramos contribuir para uma
melhor compreensio das questdes associadas s mudancas curricu-
lares preconizadas pelo PMEB, nomeadamente como interpretar e
concretizar na prética as indicacfes desse programa, como delinear e
pEercorTer 0s Percursos Necessarios, comao caracterizar os papéis que o
professor pode assumir e como conceber estratégias para concretizar
a0 longo do ano uma grande variedade de objectivos curriculares.

Agenda Dia-a-Dia com a Matematica 2011/2012

Organizagdo: Niicleo de Braga da APM

Lancamento no ProfMat2011

£ 1 qq s 5 d

e EEN 9] nSeten’] bl"O

12 13 14 15 16 17 14
19 20 21 22 23 24
26 27 28 29 30

segunda-feira

ProfMat 2010

06 terga—fgira
ProfMat 2011

O 7 quarta—feira
ProfMat 2011

XXII SIEM

O 8 quinta—feira
XXII SIEM

O 9 sexta-feira

1 0 sdbado

1 I domingo




A N

I / ';r (.“.‘
b ; liotee, k.
Mieflp b
Steel g,
-
¥
\\'\\.'\
gy hs L
1 Tl":'
e it
w o AW\
al g

() [SBN é o International Standard Book Number. Aré 2007
este niimero era constituido por dez algarismos e, desde entio,
passou a incluir o cadiso EAN (Euwropean Article Number) e
a ser constituido por 13 algarismos, O ISBN ¢ um numero
reconhecido intermacionalinente e gque permite tapidamente
identificar qualquer livro. No nosso pais o sistema existe desde
1088 estando @ sua gestio a cargo da APEL — Associagio
Portuguesa de Editores e Livreiros. O [SBN encontra-se divi-
dido em cinco partes:
e O EAN — um cadigo de tés algarismos que permite saber
de que tipo de artigo estamos 4 falar (liveo, software, ete.).
Nuo easo das livros este eadigo serd 0 978 ou o 979,
e O grupo de registo — um cédigo que pode ter de 1 a5 al-
garismos e que identifica o pafs ou a lingua em que o liveo
estd escrito.

¢ A editora — um conjunto de até 7 algarismos que identi-

fica a editora que publicou o livro.

s O ideatificador do titulo — um cédivo até 6 algarismos

que identifica especificamente o livro.

e O algarismo de controlo — o algarismo final que valida

matematicamente o ISBN e que tem come fungia detec-

tat eventusis enganos quando o ISBN ¢ digitado.
O ISBN surge por norma na ficha téenica do liveo e na sua
contracapa, em geral junto de um cédigo de barras destinado a
leitura dptica. O ISBN pode ser apresentado de duss maneiras,
coma se flustra na fgura 1. A primeira € mais conveniente
quando é possivel recorret a um instrumento de leitura 6ptica do
codigo de barras, e a secunda rem a vantagem de permitir desde
loso identificar as eingo partes que constituem o aumero,

Maig lunho




algarisma 1° algarismo 1° grupo de B algarismaos 2° grupo de 6 algarismaos
0 IRRRERI l] 0001101 II II 1110010
1 110100 III oonool II II 1100110
2 1noolo I:I] ooioon l] gonon I] 1nonoo
3 110001 o11naoln I I gioooo I I 10000710
Yy 101100 I]]] glooon .] gomo I] 1011100
5 100110 I |I g1ooot II II 1001110
b 1000m I. g1onm [I ooooiol [I 1010000
7 101010 .] gnion I:H] goiooo m 10007100
8 101001 l] 0110111 m goolool I:|] 1007000
9 100101 [I goo1on [. ooi1o01m F:I 1110100

paridade impar par par

Figura 2

Quando o ISBN é representado juntamente com um cédigo
de barras o primeiro algarismo surge 2 esquerda das barras e os
restantes surgem por baixo destas, divididos em dois grupos de
seis algarismos separados e delimitados por separadores (umas
barras em regra mais compridas que as restantes). As barras
consistem numa sequéncia de tiras claras e escuras de diferen-
tes grossuras que representam os algarismos. Cada conjunto de
sete médulos brancos ou pretos representa um algarismo. Por
exemplo, o algarismo 2 do segundo conjunto de seis algarismos
¢ representado por dois médulos pretos, um médulo branco,
dois médulos pretos e dois médulos brancos. Durante a leitura
éptica o computador atribui a cada médulo branco o valor zero
e a cada médulo preto o valor um, obtendo assim uma sequén-
cia bindria de comprimento sete (que no caso do nosso exemplo
seria 1101100) a que posteriormente associa um algarismo de
0 a9, de acordo com a tltima coluna da tabela da figura 2.

Os algarismos do primeiro conjunto de seis algarismos
podem ser representados de duas maneiras diferentes. Uma das
representacdes possiveis corresponde ao que podemos chamar
o inverso da representaciio do segundo conjunto de seis algaris-
mos em que as barras pretas passam a brancas e vice-versa (na
figura 2, comparar a primeira coluna de cédigo de barras com
a tltima). Neste caso o algarismo 2 seria representado por dois
médulos brancos, um médulo preto, dois médulos brancos e
dois médulos pretos a que corresponderia o nimero 0010011.

A outra representagio possivel é a imagem no espelho da
codificaciio do segundo grupo de seis algarismos (na figura 2,
comparar as duas dltimas colunas de cédigo de barras). E neste
caso o algarismo 2 seria representado por duas barras brancas,
duas barras pretas, uma barra branca e duas barras pretas, a que
corresponderia a sequéncia 0011011. Estas duas representagdes
sio designadas de par ou impar em funciio do niimero de 1’s que
incluem. Assim, 0010011 serd a representacdo impar do alga-
rismo 2 porque tem um niimero fmpar (trés) de 1’s e 0011011
serd a representaciio par do algarismo 2 porque tem um niimero
par (quatro) de 1.

A escolha, para cada um dos algarismos do primeiro grupo
de seis algarismos, entre a sua representaciio fmpar ou a sua
representagio par, determina uma sequéncia de seis digitos («1»
se for escolhida a representagiio impar e «0» se for escolhida a
representaciio par) que permite codificar o primeiro algarismo
do ISBN (aquele que surge & esquerda do cédigo de barras).

A tabela da figura 2 apresenta para cada algarismo as codi-
ficagBes para o primeiro algarismo do ISBN, para o primeiro
grupo de seis algarismos com codificacBes fmpares e pares e para
o segundo grupo de seis algarismos. Estas codificages podem
ser inferidas a partir da an4lise do cédigo de barras de diversos
ISBN'’s ou, pelo contririo, podem ser utilizadas para construir
cédigos de barras. Vamos usd-la para reproduzir o cédigo de
barras da figura 1.

«I3
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Figura 3 Figuray

O primeiro algarismo do ISBN da figura 1 é 9, que ¢ codifi-
cado por 100101. Isto significa que no primeiro grupo de seis
algarismos iremos escolher sucessivamente as representagdes
impar (1), par (0), par (0), fmpar (1), par (0) e fmpar (1). Ou
seja, que para o algarismo 7 iremos escolher a representacio
fmpar, para o 8 a par, para 0 9 a par, para o 7 a impar, parao 2 a
pat e para o 4 a impar (figura 3).

A segunda parte do cédigo de barras terd por base os cadigos
do segundo conjunto de seis algarismos (figura 4).

A Matematica do ISBN: elementar ou n3o?

QO ISBN, podendo ser algo a que os alunos nunca deram aten-
clo, estd em certo sentido presente na sala de aula, pois surge
no manual de todas as disciplinas. Além disso, alguns alunos
podem achar interessante perceber um pouco do seu funcio-
namento e encontrar um exemplo de uma situagio concreta
em que a utilidade da Matemdtica é visivel, ao disponibilizar
uma forma de detectar eventuais enganos na digitalizaciio dos
algarismos, Acresce ainda que esta é uma situagfio simples,
cuja compreensdo estd ao alcance de alunos mesmo de niveis
mais elementares, mas que pode depois ser estendida e apro-
fundada, tornando-a relevante também para alunos de niveis
mais avangados. A aritmética modular é alids uma das éreas
da Matematica cujo estudo autores como Justesen & Hoholdt
(2004) consideram s6 estar ao alcance de alunos com alguma
maturidade, como € o caso daqueles que jd se encontram a
frequentar um 3.° ou 4.° ano no ensino superior.

A um nivel mais elementar, esta pode ser uma boa ocasido
para proporcionar aos alunos um contacto com diferentes repre-
sentagdes duma mesma entidade, abordando uma representacio
numérica, uma representacio geométrica e uma representacio
bindria, que sendo obviamente numérica ¢ diferente daquela a
que os alunos estdo habituados e permite lancar diversas ques-
tdes e estabelecer pontes com dreas como a informética.

A forma como sdo constituidos os ISBN, a partir das cinco
componentes base, das quais trés tém um nimero varidvel de
algarismos, pode também constituir um ponto de partida para
um trabalho exploratério e de natureza organizativa. Se nio
vejamos:

O grupo de registo dos livros publicados em Portugal tem
trés algarismos. No Canad4 encontramos livros em que o grupo
de registo tem um tnico algarismo. Sendo o grupo de registo
estabelecido a nivel mundial, que critérios podem ser estabe-

lecidos para decidir que paises e idiomas ficam com grupos de
registo de um, dois, trés ou mais algarismos?

E em Portugal, que critérios podem ser estabelecidos para a
atribuigio dos cédigos as editoras? Que implicagdes tém essas
decises sobre o niimero maximo de livros que cada uma pode
publicar?

O niimero de controlo é outra situagio interessante do [SBN
que, do ponto de vista matemdtico, pode originar oportunida-
des de exploragio ricas. A abordagem pode ser feita a um nivel
relativamente elementar, como veremos no ponto seguinte, mas
pode também envolver conhecimentos matemadticos que vio
para além do elementar. Nomeadamente, conhecimentos de
teoria dos corpos finitos relevantes para a teoria dos cédigos.

0 niimero de controlo do ISBN no passado e no presente

Como ja referimos, até 2007 o ISBN era constituido por dez
algarismos: nove algarismos mais um de controlo. Considerando
o niimero ISBN como x; % X3 X4 X5 Xs X7 X5 Xy Xj0, onde cada x;
representa um algarismo, o niimero de controlo x, era deter-
minado de modo a que

x+ 2x3+3x_3+ 4X4+ 5x5 +6x6+ ?DC7+ 8){3+9X9+ IDX[D
=0 (mod 11).

Tabelal
N° de controlo ?  Valor de 234 +10x? Resto da divisao por 11
1] 234 3
1 244 2
2 254 1
3 264 0
Y 274 10
5 284 9
b 294 f
7 304 7
8 IH b
9 324 5
10 334 4




Actual ISBN 2
0 1 2 3 y 5 6 7 8 g

0 31 | 62 | '9=3 | 2=4 W50 86 | 1-7 | 4-8 | 7-9
T Ml 53 75 | o-6 | 3=7 | -8 [BEEEM 2.0 | 51 | B2
2 | 28 | 57 9 | 4-p | 791 | o~z |BEEl 54 | 9-5
3 | 39| 60| 99 53 | 84 | 1-5 | 4-5 W =F 0.5
y | y2 | 73| o4 | 35 9-7 | -8 | 5-9 | 80 | 19

" 5 | 55 |86 | 1-7 | 4-8 | 7-9 St | B | B3 | 2y
6 | 68 | 9-9 | 2-0 | 541 | 8-2 | 1-3 75 | me | 9w
7 | 720 | o2 I Y | 95 | 25 | 57 1-9 | y-0
8 | 84 [ -5 | 4-6 [WF%r8 0-8 | 3-9 | 6-0 | 3 5-3
g | 9-7 | 28 | 59 | 8-0 [ 42 | 7-3 | 04 | 3-8

Tahela 2

Ou seja, o décimo algarismo era escolhido de modo a que
quando multiplicado por dez e somado a x; + 2x; + 3x; + 4x, +
+5x5+ 6x5+ Tx; + 85 + 95, 0 resultado fosse um maltiplo de 11.

Por exemplo, se pretendéssemos determinar o algarismo de
controlo do livro de ISBN 9726627921, comegarfamos por cal-
cular 9+2x7+3x2+4x6+5x6+6x2+TxT+8x9+9%2,
que dd 234. O nidmero de controlo «!» seria entdo um valor
entre 0 e 10 tal que

234+ 10x 7 é muiltiplo de 11. (Tabela 1)

Entio o nimero de controlo seria 3 e consequentemente o
ISBN completo seria 9726627923.

A passagem do ndmero de algarismos do ISBN de dez
para treze veio, contudo, conduzir ao abandono desta forma
de determinar o algarismo de controlo. Na verdade, ji existia
um pequeno problema com o algoritmo associado ao ISBN de
dez algarismos. E que o algarismo de controlo podia variar de
0a 10, o que fazia com que o algarismo de controlo por vezes
fosse 10, o que ndo é um algarismo. Neste caso o problema
foi contornado com um pequeno artificio. Recorreu-se a X,
que em nummera¢iio romana representa o valor 10, e embora
nfo se tivesse obviamente um algarismo tinhamos pelo menos
um tnico simbolo. A passagem do ISBN para treze algarismos
obrigava necessariamente a alteragtes no algoritmo para deter-
minar o algarismo de controlo e levou 4 adopgio de um novo
algoritmo.

Num ISBN actual os primeiros doze algarismos sio seguidos
de um algarismo de controlo. Considerando o ISBN como
Xj X X3 X4 X5 Xg X7 Xs Xo Xjg X;1 X2 X3, onde cada x, representa um
algarismo, o algarismo de controlo x;; é determinado de modo
aque

Xy 30+ x5+ 3204+ x5+ 3%+ X7+ Ixg+ x0+ 3xp0+ 1+ I+ xs

=0 (mod 10).

Ou seja, o décimo terceiro algarismo € escolhido de modo a
que quando somado a x; +3x; + x5+ 35+ x5+ 3x,F x5+ 3xs F Xo+
+3x50+ X1+ 31, 0 resultado seja um maltiplo de 10.

Por exemplo, se pretendermos determinar o algarismo de
controlo do livro de ISBN 9789726627921, comegariamos por
calcular 9+3x7+8+3x9+7+3x2+6+3x6+2+3x7+9+
+3x2 que d4 140. O algarismo de controlo «?» seria entio um
valor entre 0 e 9 tal que 140+ 7 é muiltiplo de 10. Ou seja, 0. E,
consequentemente, o ISBN completo seria 9789726627920.

A grande funcio deste algarismo de controlo é naturalmente
detectar eventuais enganos ao digitar o nimero de ISBN. De
entre os diversos enganos possiveis os mais comuns sdo, segundo
Buescu (2002), 0s que envolvem a insercio de um algarismo
errado ou a troca entre dois algarismos adjacentes, sendo que,
segundo Picado (2001), a ocorréncia de mais de um erro na
introdugio de um mesmo ISBN ¢ muito reduzida. E ficil ver
que tanto o actual como o antigo algoritmo para determinar
o algarismo de controlo do ISBN detecta os casos em que é
introduzido um algarismo errado. E a troca entre dois algaris-
mos adjacentes!

As tabelas 2 e 3 apresentam as somas dos dois primeiros
algarismos em mdédulo 10 ou em médulo 11 (respectivamente
para o ISBN actual e antigo) quando estes sdo introduzidos pela
ordem correcta (x; x;) ou pela ordem incorrecta (x; x,).

Uma andlise das tabelas permite concluir que o algoritmo
antigo detecta sempre a troca na ordem de introdugiio dos dois
algarismos, mas o mesmo j4 ndo acontece com o algoritmo
actual. Neste caso, sempre que a diferenga entre os dois algaris-
mos trocados é de cinco unidades, o erro ndo é detectado. Esta
conclusdo pode ser induzida a partir da tabela, mas também
pode ser deduzida matematicamente. Tal deve-se ao facto
do mdc(2, 10) ser 2 e nio 1. Com efeito, se considerarmos a
diferenca entre as duas somas de controlo (a do nimero com
erro e a do nimero correcto) veremos que esta é o dobro da
diferenga entre os dois algarismos trocados e que, portanto, serd
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Antiga ISBN ot
0 1 2 3 Y 5 6 7 8 9

0 21 [ Yy=2 | 63 [ BY |WO-5| 1-6 | 3-7 | 58 | 7-9
1 1-2 54 | 75 | 9-6 | 0-7 | 2-B | 4-9 | 610 | 8-0
2 2-4 | Y-5 8-7 | 0-8 | 1-9 | 3-10 | 5-0 | 7-1 | 9-2
3 36 | 57 | 7-8 0-10 | 20 | 41 | 6-2 | 8-3 | 10-4
Y 4-8 | 6-9 | B8-10 | 10-O0 32 | 53 | 774 | 9-5 | 0-6

= 5 | 5.0 | 7-0 | 941 | 0-2 | 2-3 6-5 | 8-6 | 10-7 | 1-B
6 6-1 | B2 | W03 | 114 | 3-5 | 5-6 9-8 | 0-8 | 2-10
7 7-3 | 94 | 0-5 | 2-6 | Y47 | B-8B | B-9 -0 | 34
B -5 | 10-6 | 1-7 | 3-8 | 5-9 | 7-10 | 9-0 | O~ Yy-3
4 9-7 | 0-8 | 29 | 410 | 6-0 | 81 | W02 | 1-3 | 34

Tahela3

um miltiplo de 10 (e consequentemente o erro nfo serd detec-
tado) sempre que a diferenca entre os dois algarismos trocados
seja 5.

Parece assim que o actual sistema ndo ¢ tio eficaz como o
anterior, mas a verdade é que, como destaca Buescu (z002), nfio
¢ possivel detectar todas as trocas na ordem de introducdo de
dois algarismos adjacentes e todas as introdugdes incorrectas de
um algarismo tendo para algarismo de controlo apenas as nove
hipéteses de 0 a 9. No entanto, esse também nfo era o objec-
tivo. A crescente divulgagiio dos mecanismos de leitura éptica
tornou muito mais raras as situagGes em que os algarismos sfio
digitados directamente e, além disso, a grande fiabilidade des-
tes instrumentos de leitura também tornou menos frequentes
determinados erros e, consequentemente, Menos necessarios
determinados processos para a sua deteccdo (Picado, 2001).

Em aberto deixamos aqui as questdes relativas a4 base dos
algoritmos:

—  Porque razio considerar os miltiplos de 11, no algarismo
de controlo do antigo ISBN?

— E porqué a escolha do 3 para multiplicar por metade dos
algarismos, no algarismo de controlo do actual ISBN?

Nimero de controlo noutras situacées do guotidiano

Existem muitas outras situagdes com que nos deparamos regu-
larmente e em que também € usado algum tipo de nimero de
controlo (embora os algoritmos para o determinar variem). A
que mais se assemelha ao ISBN € a que podemos encontrar
quando vamos as compras, junto ao codigo de barras de qualquer
produto. Nesta situacio, o dltimo algarismo tem precisamente
a fungiio de detectar alguns dos possiveis enganos que podem
ocorrer quando o cédigo do artigo ¢ inserido manualmente na
caixa registadora. Uma outra situacio, talvez mesmo das mais
conhecidas, ocorre no bilhete de identidade. Aquele nimero
que surge isolado num quadradinho pretende ser precisamente

um nimero de controlo. O nidmero de cada nota de euro tam-
bém inclui um nimero de controlo. O NIB da conta banciria
engloba igualmente um sistema que pretende detectar eventuais
enganos, mas neste caso estio envolvidos dois algarismos e ndo
apenas um. E, de uma maneira geral, sempre que nos deparamos
com situagdes em que estfio envolvidos nimeros de viérios alga-
rismos que tornam natural a ocorréncia de erros de digitacfio, a
Matemdtica estd também presente, dando o seu contributo para
tentar detectar erros e assim minimizar a ocorréncia de situa-
coes desagraddveis. Afinal ninguém quer depositar dinheiro na
conta bancéria de um desconhecido, sé porque se enganou no
NIB, nem pagar o dobro por um produto, devido a um engano
do funciondrio que nos atendeu ao digitar o cédigo do artigo. E
para minimizar situagdes como estas que todos contamos com a
Matematica escondida nos diversos nimeros de controlo.
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«<0 fabuloso Teorema de Pitagoras>

<0 fabuloso Teorema de Pitagoras>> foi o titulo escolhido para
um trabalho proposto aos alunos do B° ano da Escola EB 2,3
Engenheiro Duarte Pacheco, em Loulé.

Foram dinamizadoras as professoras Fernanda Menina e
Sandra Guerreiro gue propuseram ags seus alunos de B® ano
um trabalho de grupo que consistia em realizar uma magueta
gue simulasse a aplicacdo do teorema de Pitdgoras. 0 tema do
trabalho foi bem recebido pelos alunos e dos cerca de cento
e trinta alunos que frequentam o B® ano na escola, apenas
aproximadamente dez ndo entregaram uma magueta.

Ds trahalhos excederam as nossas expectativas, quer pela
adesdo guer pela criatividade e originalidade. Alguns alunos
construiram uma magueta para aplicacdo do Teorema de
Pitdgoras no plano, outros para a aplicacdo do teorema de
Pitdgoras no espaco. Para exposicdo houve castelos, pirdmides
do Egipto, velas de barcas, pargues infantis, um campo de futebol
em legos, um <<Phineass>> [um desenha animado] e até a ponte
Vasco da Gama. Embora alguns alunos se tenham documentado
na internet, a realizacao manual do trabalho foi da autaria dos
alunos. Estes além da magueta deviam ainda apresentar um
problema e resolvé-lo.

Estes trabalhos foram importantes em muitos sentidos.
Para os alunos possibilitou a visualizagao da aplicacdo pratica

do Teorema de Pitdgoras, dando um sentido a questdo «<Para
é gue isto serve?s>. Possibilitou ainda um momento diferente
das aulas de realizacdo de exercicios e problemas, mostrando
o aspecto l0dico/didactico da disciplina. Finalmente e porgue
teve peso na avaliacdo, ajudou a melharar os niveis de final de
periodo uma vez gue recompensamaos o seu empenho. Para as
professoras, foi importante lembrarmo-nos gue a escola nao sao
apenas reunides e processos burocréticos, mas que ser professor
é trabalhar com pessoas avidas de novos desafios, para que
nos possam surpreender reinventando temas e fazendo-nos
reinventar didacticas e praticas pedagdgicas. Lembramo-nos
como gostamos de ser professoras e de trabalhar com os nossos
alunos.

Por estes motivos a exposicao foi um sucesso. Embaora
em situacdes problematicas ainda haja alunos que nao veém
a aplicagao do Teorema de Pitdgoras, estes sao uns ases na
aplicagao directa do mesmo, quer para calcular a hipotenusa,
ou um dos catetos. Na auto-avaliacdo muitos alunos sugeriram
a realizacdo de um novo trabalho de grupo.Todos eles est3o de
parabéns.

Fernanda Menina e Sandra Guerrreiro
EB 2.3 Eng. Duarte Pacheco, Loulé

Jacob Steiner e o problema da menor malha viaria: uma resolucao utilizando

o Calculo Diferencial

Este artigo apresenta uma resolugao analitica do problema da
menor malha vidria de Jacob Steiner, diferente da apresentada
no n.° B2 desta revista, em 2005, por José Mello. O referido artigo

8 Educacan e Matematica

trata do problema utilizando a Geometria e proponho apresentar
duas maneiras diferentes de resolver o mesma problema,
utilizando o Célculo Diferencial.
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Figural

Figura 2.
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[mover 1varia o trajeto pela horizontal]

Figura 3.
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[mover 2 varia o trajeto pela vertical]
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0 problema

Conforme Mello [2005], do ponto de vista pratico o problema
pode ser apresentado da seguinte forma: se quisermos construir
estradas ligando quatro cidades, qual é a configuracao da malha
vidria mais curta possivel? Para simplificar a andlise do problema,
admitiremos gue cada cidade esteja localizada no vértice de um
guadrado,

Mello [2005) apresenta a prova geometrica gue entre todas
as malhas com dois pontos de Steiner [X e Y, a apresentada na
figura 1 é a de menor comprimento total.

Resolucdo pela geometria dindmica

Construida a situacdo com o software Geogebra, dois pontos
mdveis [mover] e moverz2), produzem a variacdo do trajeto,

conforme figura 2 e figura 3, respectivamente. Transportando
para o sistema cartesiano, as posicdes desses pontos e o valor
do trajeto criam dois lugares geomeétricos gue coincidem com as
funcies.

As figuras 4 e 5 apresentam um quadrado de lado 3 produzidas
com o softwaore Geogebra, com algumas posicBes possiveis para
os pontos de Steiner. Na figura 5, a que apresenta a solugao do
problema, foi constatado que o ponto de minimo na parte que
varia o trajeto pela horizontal [moverl] é aproximadamente
4,5 e que na parte que varia o trajeto pela vertical [mover2) &
aproximadamente 1,94. Pode-se observar também o gréfico
da derivada da funcao g, que apresenta o mesma valor para x
guando a funcao derivada é nula [condigdo que trataremos a
seguir].

Maio: lunho 3
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Resolucdo pelo calculo diferencial — fungdo com uma
variavel

A otimizacao de funcdes no Calculo Diferencial baseia-se na ideia
de gue em um ponto de maximo ou minimo da funcao, a derivada
& nula. Assim sendo, determinada a funcao que gera o trajeto,
basta otimizd-la:

funcao gue varia o trajeto pela horizontal [mover]

f(x)=Vx2 +a2 +J(L-x)* +a2+L-2a
x x—-L
+ 2
V2 +a>  (L-x)°+a?
x 1 —x+L
Ve +ar  (L-x)7+a2
Wl
24%L"

otimizando f'(x) =

,considerando x # L,

fx)=oe

—2a2Lx+ a*L?* = o donde x =
considerando @ # 0, x = [/2.% L = g, entdo x = 9/2 = 4, 5.

Funcao que varia o trajeto pela vertical [moverz]

2 L 2
) +(E) + x, otimizando:

Zx—1,
o et ]

(-2 +()
g =oe3®-3lx+*2=0&x= (3L—L\/§)f6
x= L(3 = \ﬁ) /6 = o, 211L e, considerando L = o,

temos x = 1, 9.

(9-2y)/2

(9 1+2y)/2

g—-Xx

F(x,y) = 2\/x2 + (%)2 + z\/(g -7+ (ﬂ)2 + 2y

2

Figura 6. Fungéo que varia o trajeto
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H Redacraa reserva-se o direito de editar as textes recebidos de forma a tarnar possivel a sua inclisao na Revista,

Resolucdo pelo calculo diferencial — funcdo com duas
variaveis

A otimizacdo de funcdes com duas varidveis no Calculo Diferencial
baseia-se na mesma ideia usada para fungdes cam uma variavel.
Assim sendo, determinada a funcdo que gera o trajeto, conforme
figura b, basta otimiza-la.

Entretanto, os propdsitos deste artigo sao os de apresentar
uma andlise do grafico dessa fungao para determinar seu ponto
de minima. Assim, transpartando a fungdo F para o software
Winplot®, podemos analisar seu grafico tridimensional e estimar
a solucao que se aproxima da solucdo geométrica conforme
figura 7. .

2= 27 (xA24((9-2y)/2)A2}A0. 5427 ((9-x) A2 +((9-2y)/2) A2)0.5+2y

poy.z) = (4.51.9,24.5)

L=

¥ Figura7

Conclusdes

Embora a resolucao do problema do menar caminho pela
abordagem do Célculo Diferencial considere alguns conceitos
complexos, o que ndo proporciona uma resolucdo relativamente
simples como a resolucdo geométrica, ela possibilita localizar

os pontos de Steiner no espaco, o comprimento do trajeto e

nao apenas os angulos formados em seu entorno. Além disso,
podemos a partir do modelo determinado para a situacdo trocar
valores das medidas e resolver diversos problemas semelhantes.

Notas

(] Geogebra é um software matematico que reline geometria, dlgebra e cal-
culo. Ele foi desenvolvido por Markus Horenwarter da Universidade de
Salzburg para educacdo matematica nas escolas e é gratuito. Disponivel
em http://www.geogebra.org/cms/

[2] 0 Winplot &um programa grafico e gratuito. Foi desenvolvido pelo profes-
sor Richard Parris da Phillips Exeter Academuy, USA. Dispanivel em http.//
math.exeter.edu/rparris/winplot.html

Marcos de Miranda Paranhos, Ana Licia Manrigue
Faculdade de Economia, Rdministracdo, Contabilidade e Atuaria [FEA]
da Pontificia Universidade Catdlica de 530 Paulo [PUC-SF), Brasil




Representacoes em tarefas algebrlcas

no 1.° giclo”

A realizacio de actividades visando promover o pensamento
algébrico dos alimos do 1.° ciclo do ensino bisico € um dos
aspectos distintivos do actual programa de Matemidtica em
Partugal (ME, 2007). Tatefas com sequéneias pictéricas e
numericas bem como problemas de contagem de combinag

1es
estA0 enire as situagoes que podem contribuir para desenvolver
este ripo de pensamento. Na sua resolucio assume um papel
decisivo o modo come os alunos interpretam as representacies
indicadas ios enunciados ¢ como geram ¢ interpretam as stias
Proprias representacoes.

For isso, unia grande atencio deve ser dada ao maodo come os
alunes lidam com diversas representaces, sejam estas indicadas
em tarefas propostas pelo professor ou geradas pelos proprios
alunos. E issa que procuramos ilustrar neste artigo, recorrendo
a exemplos de fespostas dadas por alunos de 2.7 ano o rarefas de
indole algébrica.

Representacoes matematicas

Um dos autores que mals tem escrito sobre ds fepresentactes
inatenidticas & Gerard Goldin, Num artigo recente, caracteriza
UiMa Fepresentacio coma suma configuracio que representa
aloo, de alouma formi. Por exemplo, uma palavra pode repre-
sentar um objecto real, um numeral pode teprésentar o nimern
de elementos num eonjunto, ou a posicio de tm nitmero nuna
recta numericas (Galdin, 2008, p. 180).

Llnt outeo antor com uma influéncia marcante nio tema das
representacoes € Jerome Bruner (1000), que fala em represen-
taghes activas, icdnicas e simbolicas:

Q que queremnos dizer com representagao? O que sienifica

traduzir a experiéncia num modelo do mundo? A minha

Sugestan € que o5 seres humanos tém provavelmente tés

maneiras diferentes de realizarem esta proeza, A primeira

Maio Junho



S

Tarefa 1 — Sequéncia com figuras geométricas

HOAEO

Descreve a sequéncia.

Completa a sequéncia.

el i i

¢ através da acgio. Conhecemos muitas coisas para as
quais ndio hd imagética nem palavras e € muito dificil
ensiné-la através de palayras, diagramas ou imagens (...)
H4 um segundo sistema de representaciio que depende
da organizagdo visual ou outra organizacio senséria e
do recurso a imagens de resumo (...) A primeira forma
de representacio veio a ser designada como activa e a
segunda como icénica (...). Por fim, hd a representacio
por palayras ou linguagem. O seu trago distintivo € ser
simbdlica por natureza (...) (pp. 27-20)

Deste modo, em Matematica, as representagdes sdo caracteres,
simbolos, configuragBes pictéricas ou mesmo objectos que
representam alguma ideia, objectoy ou relagio matemitica.
A relacio entre a representacio e o objecto representado
nio é biunivoca. Assim, um dado objecto matemitico pode
ter, muitas vezes, diversas representagdes — por exemplo, o
ntmero natural dois pode ser representado por «2» (digito),
«II» (numeracio romana), «1o» (no sistema bindrio), «dois»
(palavra da lingua portuguesa), «two» (em inglés), «®®» ou
por qualquer conjunto de dois objectos. Além disso, uma dada
representacio pode remeter para diferentes objectos, conso-
ante o contexto — pensemos, por exemplo, no sinal de =, que
tanto pode representar uma equivaléncia como o resultado de
uma operaciol’. Por isso, uma representaciio matemadtica néo
pode ser interpretada isoladamente, s6 fazendo sentido quando
observada num contexto bem determinado, 4 luz de um sistema
de representaciio, com regras e significados bem definidos. S6
este enquadramento torna possivel a comunicagio matemadtica,
com a utilizagio universal de representagfes comummente
aceites e generalizadas.

Goldin (2008) salienta que estes sistemas de representacio
tém uma estrutura complexa e elaborada mas ao mesmo tempo
aberta e em constante mudanga, pois as regras € normas que
definem um sistema de representaciio também permitem que
através da «manipulacio de simbolos, regras de dlgebra ou
caleulo j4 existentes nos seja possivel obter novas férmulas, ou
transformar e resolver equacdes» (p.182). As representagoes
mais complexas nfo sio compreensfveis a nio ser relacionadas
com outras representacdes mais simples, para as quais o indivi-
duo atribua um significado.

Educacap e Matematica

Quantos elementos tem a sequéncia inicial?

Como serd o 20.° elemento da sequéncia?
Em trinta elementos, quantas vezes aparecerd o 1.°/4.°7

Este autor chama a atencio que € preciso distinguir dois
tipos de representaces: externas e internas. As representagdes
externas tém existéncia fisica, seja em papel, seja num ecra de
computador, seja num outro suporte qualquer (simbolos que
representam os nimeros e suas opera¢des, notagdo algébrica,
simbolos da linguagem Logo, sistemas geométricos como a
rectas numérica e os graficos cartesianos, diagramas diversos e
outros). Bishop e Goffree (1986), categorizam os vérios tipos de
representacdes externas que se podem encontrar nas aulas de
Matemdtica em quatro grupos ptincipais — stmbolos matemdti-
cos, linguagem verbal, figuras e objectos — e indicam que «cada
um destes tipos tem o seu préprio vocabuldrio ou cédigo que
precisa ser apreendido de forma a compreender as ideias mate-
mdticas expressas» (p.34). As figuras, imagens, icones, etc. dao
origem ao que podemos designar por representaces pictdricas.

Ainda hd bem pouco tempo, s6 se trabalhava na escola com
representacies simbélicas, incluindo os simbolos para os digitos,
os sinais das operacdes +, —, X, : e o sinal =. Mais recentemente,
comegou a perceber-se a importancia de se valorizarem as
representagdes informais, nomeadamente por figuras e objectos.
Em Portugal, o modo como os alunos do 3. ano trabalham
com diferentes representacdes matemdticas foi estudado por
Nuno Valério (2005) que evidencia a sua capacidade para
gerarem representacdes proprias, ao procurarem dar sentido a
um problema, e que constituem um importante supotrte para
a sua aprendizagem. Pelo seu lado, Paula Canavarro (2007)
sublinha a importincia tanto das representagdes matematicas
convencionais como das nio convencionals COmMo recurso para
o raciocinio algébrico e para a expressdo do pensamento por
parte dos alunos do 1.° ciclo. Elisa Pinto (2009) refere que para
além das representacdes simbdlicas, os alunos utilizam frequen-
temente representacoes activas (usando materiais manipula-
veis) e representagdes icénicas como ligacio ao concreto, como
base para uma representagio simbélica e como suporte para o
raciocinio matematico.

Enquanto as representagdes externas sdo faceis de observar,
o mesmo nio se pode dizer das representagdes internas que cada
individuo forma e usa de modo diferente. Surge entéo a questio
relativa ao modo como decorre o processo cognitivo, como é
que uma representacio externa passa a ter uma representa-
Cio interna associada no nosso pensamento. Goldin (2008)
sublinha a dificuldade em analisat o processo através do qual
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as representacdes internas se formam em cada individuo, bem
como em perceber como se caracterizam essas representagoes.
Contudo, apesar de nfio se conseguir acompanhar directamente
o processo de representaciio interna dos alunos, podemos fazer
inferéncias sobre ele, baseando-nos na forma como trabalham
com as representag3es externas nas interacgdes com os colegas,
na sua participacio nas actividades propostas e nos registos pro-
duzidos. Assim, quando um aluno usa os seus conhecimentos
na constru¢io de uma sequéncia, um grifico, ou um diagrama,
podemos procurar compreender o seu processo de pensamento
e respectivas dificuldades. De igual modo, quando lhe pedirmos
para explicar por palavras suas ou por uma outra representacio
uma definigio ou procedimento, podemos tentar perceber como
foram compreendidos os conceitos envolvidos.

A tarefa 1 é uma sequéncia repetitival®, onde existe uma
unidade que se repete formada por trés elementos (as imagens
quadrado, circulo, tridngulo). Os primeiros seis termos caracte-
rizam-se pela sua forma e pela sua cor e os quatro termos que
se seguem apenas pela sua forma. Envolvendo uma sequéncia
pictérica repetitiva de facil apreensfio, esta tarefa pode parecer
muito simples. Na verdade, rapidamente podemos chegar a
questdes de assinaldvel complexidade, que sé podem ser res-
pondidas recorrendo a outros sistemas de representacio para
além da sequéncia pictérica dada.

Na realizacio desta tarefa, Bianca, uma aluna do 2.° ano,
revela facilidade em utilizar correctamente as designacgtes
«triingulo», «circulo» e «quadrado» e mostra-se familiarizada
com tarefas envolvendo sequéncias. Nas questdes 1, 2 e 3 des-
creve a sequéncia, referindo as figuras que a compdem, diz que
a sequéncia tem 6 elementos e pinta cada figura da 7.* 4 10.°
posicio, de acordo com o padrio indicado.

No entanto, a partir da questo 4, a aluna mostra dificuldade
em compreender as perguntas, obrigando a professora a for-
mulé-las de forma diferente. Uma das suas dificuldades parece
ter a ver com a terminologia dos ordinais, uma vez que niio
reconhece o termo «vigésimo». Nota-se que espontaneamente
usa os termos ordinais até «sétimo», revertendo depois para
termos cardinais:

Entrevistadora: Bianca, qual serd o vigésimo elemento desta
sequéncial
Bianca fica em siléncio e aparenta estar confusa.

O

9 10
19 20
3 10 Figural.1.° e 2.° tentativas de David [note-se que os
18 19 numerais indicados na figura ndo saa registados por

escrito mas sim indicados oralmente pelo aluno].

Entrevistadora: Se continuares esta sequéncia e se tivesses que
fazer vinte, como achas que vai ser a vigésima pecinha?

Bianca continua em siléncio, morde o ldbio e continua com
um ar confuso.

Entrevistadora: Esta é a primeira, a segunda. A terceira...
Continuando por aqui... Como serd a vigésima! Podes fa-
zer como quiseres... Ndo tens que adivinhar, podes fazer
em papel.

Bianca continua em siléncio e estd cada vez mais atrapalhada.

Entrevistadora: Estds a perceber o que te estou a pedir?

Bianca acena negativamente com a cabe¢a e encolhe os
ombros.

Entrevistadora: Esta é a primeira pecinha, esta € a segunda, esta
< A

Bianca (apontando para os elementos seguintes): ... Terceira,
quarta, quinta, sexta, sétima, oito, nove, dez.

Entrevistadora: Se continuares a sequéncia, como serd a peca
ndmero vinte!

Bianca renitente, simula que vai resolver a situagio na folha,
como que a pedir autorizacio para o fazer, e perante um
aceno positivo, comeca a desenhar no papel a sequéncia,
enquanto conta baixinho até vinte. No vigésimo elemen-
to, pdra e aponta para um circulo amarelo.

Nesta sequéncia, Bianca identifica o padrio pictérico mas nio
consegue identificar um padrio numérico. Consegue raciocinar
na representaciio pictérica e dizer qual vai ser o termo que se
segue a um termo dado. Consegue mesmo identificar o 20.°
termo. No entanto, nfio identifica uma sequéncia numérica
associada a esta que lhe permita responder as questdes envol-
vendo termos distantes e, para isso, necessita de completar a
sequéncia, desenhando todos os elementos.

David, outro aluno do 2.° ano, revela também facilidade em
utilizar correctamente as designactes «trifingulo», «circulo» e
«quadrado» e estar familiarizado com o conceito de sequéncia.
Apresenta mais facilidade em compreender o que lhe € pedido
e sempre que tem dividas, nio hesita em fazer perguntas.
Para responder 4 questdo 4, conta oralmente os elementos da
sequéncia, indicando que sdo dez, volta ao primeiro e continua
a contar oralmente, tal como mostra a Figura 1 (1.” tentativa).
No entanto, quando € questionado, pensa na sua solucio e
rapidamente a corrige:
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Figura 2. Generalizacdo de David [novamente os numerais ndo sao registados por escrito mas

sim indicados oralmente pelo aluno).

David: Vinte! E um quadrado cinzento!

Entrevistadora: Nao percebi...

David: Pois... E assim... Pus a sequéncia na minha cabeca e fiz
dez mais dez.

Entrevistadora: Dez mais dez?!?

David: Sim... Dez mais dez é vinte...

Entrevistadora: Sim... E...7

David: Pus duas barras na minha cabeca e o vigésimo. .. Aaah...
Elemento... E o quadrado cinzento!

Entrevistadora: Aaaahhh... Mas... Tenho uma divida... Isto é
uma sequéncia, certo?

David: Certo.

Entrevistadora: Entdo... Mas... Quando voltas aqui ao primei-
ro elemento, nio estragas a sequéncia... Ao repetires dois
quadrados?

David: Ah pois é! Espera, deixa-me pensar... (demora cerca
de cinco segundos a testar a sua nova solucdo)... Vinte!
Afinal é o circulo amarelo!

Entrevistadora: Nao estou a perceber. ..

David: Entso... E assim... Como assim repetia o quadrado,
dou um saltinho para a segunda e continuo... Percebeste?
Assim... Queres ver! (exemplifica com o dedo, contando
em voz alta, tal como indica a Figura 1),

Quando a seguir lhe é pedido para indicar o trigésimo elemento,
David generaliza o padriio que descobriu e faz oralmente conta-
gem, apontando com os dedos, tal como sugere a Figura 2.

Note-se que David nfio trabalha com uma unidade com-
posta de 3 elementos mas sim com uma unidade composta de
9 elementos. No entanto, mostra ser capaz de estabelecer uma
relagio entre duas representacBes, a pictérica e a numérica, e
com essa relacfio consegue responder com facilidade a diversas
questoes.

Deste modo, ambos os alunos mostram compreender o
que sdo sequéncias e o respectivo sistema de representacio,
embora Bianca ndo conhega os niimeros ordinais a partir de
certa ordem. A aluna desenvolve todo o seu raciocinio a partir
da representagfio dada, que usa para construir novos termos da
sequéncia, ficando por isso limitada relativamente as questdes
que consegue responder. Pelo seu lado, David consegue estabe-
lecer uma relacdo entre a sequéncia pictérica dada e uma nova
sequéncia numérica que ele préprio produz oral e gestualmente
e com a qual consegue responder a diversas questdes sobre ter-
mos distantes.

A tarefa 2 é um problema de anilise combinatdria, enun-
ciada em linguagem verbal, sem indicar qualquer representaciio
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matemdtica pictdrica ou simbdlica. Para a resolver, os alunos
tém que produzir a sua prépria representagio.

Bianca mostra-se bastante & vontade, e a sua professora
confirma que ela jd realizou tarefas andlogas desde a educacio
pré-escolar. Para responder & questiio 1, comega por colocar
as cinco pegas de roupa numa sé fila, primeiro as trés cami-
solas (que pinta de cores diferentes — rosa, amarelo, verde) e
depois os dois calcdes (que pinta de azul e laranja). De seguida,
toma cada camisola como «fincora» e representa por baixo os
dois calgBes, produzindo assim uma possivel representagio de
todos os casos possiveis (figura 3). Faz tudo isto sem precisar de
nenhuma ajuda.

Entrevistadora: O que estds a fazer?

Bianca: Aqui vou por a roupa toda, primeiro as camisolas e...
Os calgoes. 4 estd!

Entrevistadora: Entdo mas estds a desenhar mais calces por bai-
xo das camisolas...?

Bianca: Sim, porque, este & com este, este com este e este com
este! (refere-se aos primeiros calgbes que associa sucessi-
vamente a cada camisola) Agora faltam os outros calgBes!
(refere-se aos segundos cal¢des)

No entanto, a contagem do nimero de combinacdes revela-
se um problema complicado. Bianca deixa de ter em atenciio
as combinacdes de pecas de roupa e conta simplesmente os
objectos que tinha representado — 3 na primeira coluna, 3 na
segunda e 3 na terceira (registo que aparece na parte de baixo
da figura 3). Deste modo, perde de vista o significado do que

Figura 3. Representacdo de Bianca na sua resposta a guestaa 1.




Tarefa 2 — Combinacdes de roupa

1. A Joana tem trés camisolas e dois calgBes. Quantos dias consegue fazer combinagdes diferentes?
2. A mée da Joana comprou-lhe uma saia nova. Quantas combinacdes a Joana passa a conseguir

fazer!

representou. S6 com a intervengio da entrevistadora € que a
aluna retoma a ideia que tinha que contar, ndo pecas de roupa
isoladas, mas as suas diferentes combina¢tes. Em vez de contar
directamente os objectos representados na figura, prefere esta-
belecer uma relacfio entre estes objectos e 0s dedos da mio, que
constituem um sistema de representaciio auxiliar, contando a
partir deles.

A semelhanga da sua colega, David também faz a sua repre-
sentagio numa espécie de tabela, mas pinta todas as combina-
¢oes, organizando-as dentro de rectdngulos (figura 4). Assim,
consegue responder mais rapidamente as sucessivas questdes
que lhe sdo colocadas pela entrevistadora, limitando-se a acres-
centar ou retirar elementos (figura 5).

Entrevistadora: Depois da mie da Joana lhe comprar a saia,
quantas combinagGes passa a ter a Joana!

David: Isso é ficil... Junta-se as saias... Posso pér aqui ao
lado?

Entrevistadora: Sim... Ndo hé problema. ..

David: Entdo... Sdo nove!

Entrevistadora: Ah... J4 percebi... Entdo... Mas sabes... A mae
da Joana é um bocadito desastrada e sem querer, os calcdes
encolheram na mdquina e deixaram de servir i Joana...

Quantas combinacdes é que ela tem agoral
David: Trés!

:Aysﬂmd-mwwﬁncmanoh Tolyga

Figura Y. Representacdo de David na questdo 1 da tarefa 3.

Entrevistadora: Ai é?!
David: Sim... Tiras estas que sdo os calgdes. .. E ficas s6 com es-
tas trés que sdo as saias!

Deste modo, Bianca parece fazer uma representagio mais abs-
tracta ¢ mais eficiente — representando os calgdes por baixo
de cada camisola. No entanto, tem muitas dificuldades em dis-
tinguir «pecas de roupa» e «combinacdes de pecas de roupa».
David inicialmente nfo mostra esse tipo de dificuldade, dese-
nhando cada combinaciio e respondendo correctamente as duas
questdes. Ambos os alunos mostram facilidade em gerar as suas
representagdes préprias para o problema proposto, sendo mais
sofisticada a de Bianca que a de David. Mas é este aluno quem
consegue raciocinar melhor a partir da sua representaciio. Isto
mostra que o facto dos alunos trabalharem com representacdes
préprias ndo garante sucesso na resolucio de um problema. E
preciso que eles saibam tirar partido dessas representaces e que
as saibam relacionar com outras representagdes matemadticas,
como a sequéncia dos nimeros naturais.

Conclusao

Apesar de Bianca e David serem considerados os melhores
alunos da sala e terem ji alguma experiéncia no trabalho com
sequéncias e na resolugiio de problemas combinatérios, estas
tarefas constituiram para eles um grande desafio. Sendo alunos
do 2.° ano de escolaridade, tém ainda muitas dificuldades em
expressar por escrito o seu raciocinio e mesmo ao nivel da ora-
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Figura 5. Representacdo de David na questdo 2 da tarefa 3, tendo por
base a resposta a questao anterior.
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lidade necessitam de alguma ajuda para se fazer entender. Cada
vez que sdo questionados, olham a entrevistadora com alguma
desconfianca, tentando perceber se a pergunta é realmente uma
divida ou um sinal de que estdio a dar uma resposta incorrecta.

Na tarefa 1, envolvendo uma sequéncia pictdrica repetitiva,
existe 4 partida uma representacio externa dada no enunciado.
Ambos os alunos conseguem compreender o sistema de repre-
sentacdio, envolvendo diversos tipos de figuras dispostas numa
certa ordem, e usam-no para responder &s questdes mais simples
que lhes sdo propostas.

No entanto, para responder as questdes mais complexas,
torna-se necessdrio produzir representagdes adicionais (inter-
nas), que podem ser materializadas externamente de diferentes
modos. Bianca ndo o chega a fazer mas, David usa a sequéncia
dos nimeros naturais para estabelecer uma correspondéncia
com os termos da sequéncia (primeiro incorrecta, mas depois
correctamente), com a qual responde a vdrias questdes.

Na tarefa 2, envolvendo combinagtes, os alunos tém de
gerar uma representaciio externa apropriada. Na fase inicial da
resolucdio da tarefa, ambos representam os dados (trés camisolas
e dois calgBes) através de representagGes proprias, elementos
icénicos, em linha, procurando ligar o problema a realidade.
Bianca, embora produza uma representacfio que teria permitido
uma resposta correcta, perde o sentido da ideia de combinacio
como par de objectos e acaba por contar objectos individuais.
Usa um sistema de representaciio que aprendeu em momentos
anteriores, mas mostra nio compreender muito bem o que estd
a fazer. J4 David produz um sistema de representagio mais expli-
cito, que lhe permite contar directamente os pares de objectos
solicitados.

Muitos professores consideram que as representagdes mate-
mdticas sdo aprendidas naturalmente pelos alunos sem ser
preciso dar-lhes grande atenciio. O desempenho de Bianca e
David, no entanto, evidencia a complexidade da aprendiza-
gem das representacdes. A compreensdo do padriio visual das
sequéncias pictdricas permite aos dois alunos responder correc-
tamente As questdes mais simples da tarefa 1. Para responder a
questdes mais complexas é necessdrio gerar uma relagiio entre
as sequéncias dadas e a sequéncia dos ndmeros naturais, o que
David consegue fazer (oral e gestualmente) de modo muito efi-
caz. A representacio pictérica-simbélica desta relagio (como
a indicada nas figuras 2 e 3) poderia permitir ir ainda mais
longe na resposta a questdes mais complexas sobre a sequéncia
repetitiva. Além disso, o desempenho de Bianca na tarefa 2
evidencia como certas representagdes podem parecer terem
sido aprendidas e, na verdade, subsistirem muitas dificuldades
na sua compreensao.

No nosso pafs, o estudo do papel das representagbes no cur-
riculo, na aprendizagem dos alunos e nas préticas profissionais
dos professores deste nivel de ensino estd ainda largamente por
explorar. Nao temos grandes dividas que é preciso valorizar
diversos tipos de representagdes, formais e informais e enco-
rajar os alunos a produzirem as suas representaces proprias.
No entanto, precisamos de saber melhor como lidar com os
casos dos alunos, como Bianca, que usam representacoes
potencialmente tteis sem verdadeiramente as compreender.
De que modo podemos ajudar os alunos a evoluirem do uso

de representagtes informais para representages mais formais?
Enfim, trata-se, de um campo que precisa de atencio, de forma
a percebermos melhor o modo de pensar dos alunos e como
os podemos ajudar a compreenderem melhor os conceitos e
procedimentos matemdticos.

Durante as entrevistas, 0s alunos mostraram-se sempre dis-
poniveis, interessados ¢ muito motivados. A certa altura tocou
para o recreio escolar, mas ambos pediram para voltar mais cedo
para terminarem as tarefas. Quando regressaram 2 sua sala, dis-
seram A professora que as tarefas propostas foram muito dificeis,
mas fixes e divertidas. Isto mostra como os alunos deste nivel
de ensino podem ser sensiveis ao desafio de tarefas matemdticas
que achem interessantes. E de registar, ainda, que o entusiasmo
dos alunos fez com que o resto da turma ficasse bastante curioso
em relagiio as tarefas propostas, 0 que, por sua vez, levou a pro-
fessora a decidir realizd-las no futuro com toda a turma...

Notas

il Trabalho realizado no 4mbito do Projecto IMLNA — Improving
Mathematics Learning in Numbers and Algebra, apoiado pela
FCT — Fundagciio para a Ciéncia e Tecnologia (contrato PTDC/
CED/65448/2006). Este artigo tem por base uma comunicagio
apresentada no semindrio de encerramento deste projecto, em 31
de Janeiro de 2011,

Bl Uma discussdo aprofundada sobre os diferentes usos do sinal de =
encontra-se, por exemplo em Ponte, Branco e Matos (2009).

Bl Tarefa baseada numa situagiio apresentada em Ponte, Branco e
Matos (2000).

Refer@ncias

Bishop, A., & Goffree, E (1986).Classroom organization and dynamics.
In B. Christiansen, A. G. Howson & M. Otte (Eds.), Perspectives
on mathematics education (pp. 309—365). Dordrecht: D. Reidel.
(Traducgio de J. M. Varandas, H. Oliveira e ]. P. Ponte).

Brunet, J. (1999). Para uma teoria da educagdo. Lisboa: Reldgio
d'Agua.

Canavarro, A. P. (2007). O pensamento algébrico na aprendizagem da
Matemstica nos primeiros anos. Quadrante, XV1 (2), 81—118.
Goldin, G. (z008). Perspectives on representation in mathemarical
learning and problem solving. In L. English (Ed.), Handbook of
international research in mathematics education (pp. 178-203). New

York, NY: Routledge.

ME (2007). Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico. Lisboa:
Ministério da Educacio. (disponivel em http:/fwww.dgide.min-
edu.pt/matematica/Documents [ProgramaMatematica.pdf)

Pinto, M. E. (2009). O papel das representacdes na resolugio de problemas
de Matemdtica: Um estudo no 1° ano de escolaridade (Dissertacfio de
mestrado, Universidade de Evora).

Ponte, J. B, Branco, N., & Matos, A. (2009). Algebra no ensino bdsico.
Lisboa: DGIDC.

Valério, N, (z005). Papel das representacdes na construgio da com-
preensio matemdtica dos alunos do 1° ano. Quadrante, 14(1),
37-66.

lodo Pedro da Ponte
Instituto de Educacdo, Universidade de Lishoa

Isabel Velez

Agrupamente de Escolas Or. Azevedo Neves, Amadora
Unidade de Investigacdo da Instituto de Educacao, Universidade de Lishoa




Angulos rectos e paralelismo®

Como é que podemos confirmar rapidamente se duas rectas sio
ou nio paralelas?

Geralmente nfo damos importincia nenhuma a esta ques-
tdo. Talvez porque a achemos 6bvia e consideremos que isso «se
vé a olho nu». Sera?

Na fotografia (figura 1) estdo seis dos quadrildteros desenha-
dos numa actividade realizada numa sala de aula do 4° ano.
Cada aluno, individualmente, construiu vérios quadrildteros
em que tinha de identificar os dngulos: rectos (E), agudos (V),
obtusos (A). Os exemplos construfdos foram expostos e, em
discussdo colectiva, organizados em categorias de acordo com
critérios propostos pelos alunos. Um dos critérios foi atender ao
nimero de dngulos rectos dos quadrildreros. Na fotografia estdo
representados elementos da classe dos quadrildteros que tém 2
dngulos rectos, mas no lado esquerdo vemos dois quadrildteros
que nos chamam a atengio. Estdo marcados 2 dngulos rectos
mas as rectas ndo parecem bem paralelas. E de facto ndo sdo
porque houve um erro na marcacio.

Nas duas figuras, 2 e 3, ndo hd nenhum par de rectas parale-
las. Por isso, ndo pode haver dois dngulos rectos consecutivos,
como foram assinalados pelos alunos. Sabemos que se a perpen-
dicular a uma de 2 rectas, tragada por um ponto qualquer dessa

o o]

Figura 2

Figura 3
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recta, também for perpendicular & outra, entdo as duas rectas
sdo paralelas (figura 4). Esta é uma relaciio prépria da geometria
euclidiana.

Talvez alguns de nds ainda se lembrem que este é o fun-
damento matemitico da construgdo de rectas paralelas com o
recurso a régua e esquadro (figura 5). Tenho vindo a concluir
que esta relacfio entre paralelismo e perpendicularidade é mui-
tas vezes desconhecida, bem como a construcio de paralelas
com régua e esquadro. Neste caso foi um erro dos alunos que
nos levou a pensar numa relagio bastante esquecida e muito
pouco utilizada para verificar o paralelismo de forma directa e
simples recorrendo a 4ngulos e, por isso, & perpendicularidade.

E no geoplano, como posso verificar, sem recorrer a angulos
rectos, se dois segmentos sio ou ndo paralelos?

Nota
bl Este artigo continua a série de textos curtos sobre ideias matemdticas
importantes, iniciada na revista n.” 108.

Cristina Loureiro
ESE de Lishoa
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0 PROBLEMR BESTE NUMERD
José Paulo Viana

Um nimero de restos

— Repara neste nimero t3o curioso — disse a Eva para a Francisca. — E formada por cinca algarismos ABCDE e tem as seguintes

propriedades:

A é o resto da sua divisao por b,

B é o resto da sua divisao por 5,

C & o resto da sua divisao por 4,

0 é o resto da sua divisao por 3,

E e o resto da sua divisao por 2.

Nao dia seguinte, a Francisca foi ter com a Eva:

— Dlha, descohri outro ndmero com as mesmas caracteristicas.
Sera verdade?

A COLECCAD DE SELOS

0 problema proposto no ndmero 1 de Educacdo e Motemdtico fai

o sequinte:

Fui visitar o Hugo, que me mastrou logo a sua belo colecgao de

selos. Admirado, perguntei-lhe:

— ([uantos selgs tens tu?

— Olha, sd te posso dizer que é o menor ndmero que é o dobro de
um quadrado e o triplo de um cubo.

Quantos selos tem o Hugo?

Recebemos 18 respaostas: Afonso Garcia [Torres Novas), Alberto
Canelas (Queluz], Alice Martins [Torres Novas], Armando Fernandes
(Rveira], Carlos Dinis (Torres Novas), Catarina Ferreira [Lamegao),
Edgar Martins [Queluz), Ema Modesto & Jodo Pineda, Eva Mendes
[Torres Novas), Florinda Costa [Lishoa), Francisca Canais [Torres
Novas), Francisco Matos Branco [Ovar), Graca Braga da Cruz [Ovar],
Helena Cunha [Viseu), lodo 53, Maria e Antdnio Almeida, Pedrosa
Santos [Caldas da Rainha] e Rute Subtil [Torres Novas).

Cerca de metade das resolugdes usaram a folha de calculo para
encontrar a solucdo. Eis como a Ema e o Joao fizeram:

Seja no nlimero de selos do Hugo.

Sabe-se gue n & do tipo 2x° e que também se pode escrever na
forma 3¢°.

Sendo assim, na folha de calculo fazemos uma coluna com os
valores de 2)° e outra com os de 3¢7. Procuramos o primeira
numero que apareca nas duas colunas, obtendo 648 como o
nimero de selos do Hugo.

Rs restantes resolucBes seguiram processos analiticos e alguma
deducdo. Vale a pena ver os trés exemplos seguintes.

RAlberto Canelas: D zero nao serd solucdo do problema, pois nesse
caso nao haveria coleccdo de selos. E evidente que o nimero
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[Respostas até 30 de Setembro pora zepoulo@ormail. pt]

pedido terd de ter os factores 2 e 3, quando decomposto em
factores primos. Para o nimero ser o dobro de um quadrado e o
triplo de um cubao o factor 2 tera como expoente um maltipla de
trés que seja um miltiplo de dois mais um e o factor 3 terd como
expoente um mltiplo de dois que seja um multiplo de trés mais
um. 0 ndmero mais baixo nessas condicdes é:

2x3 =2x[x3]=2x18%=3x[2*xF] =3xB* = 648

Edgar Martins: Se 2x° = 3¢, a decompasicao em factores primos de
2 e 317 tBm de ser iguais. Como procuramas a solucdo minima e
o primeira membro j& tem um 2 e o segundo um 3 vamos tentar
chegar a uma solucao apenas com estes dois, ndo acrescentandao
mais gualquer primo a solucao.

0 2 do segundo membro tem de vir da decomposicdo em factores
de y. Como y estd ao cubo e x 3o quadrado, bastaque xe y
tenham um € na sua decomposicao para ficarmos com trés
nimeros 2 de cada lado.

Com o 3 j@ vamos ter um pouco mais de trabalho. Se x tiver
apenas um 3, como x estd ao quadrado, ficavam dois no primeirg
membro e apenas um no segundo. Como y esta ao cubo ndo da
para <«<acertars>, e x tiver dois nimeros 3 na sua decomposi¢do o
primeiro membro fica com guatro e se y tiver mais um, como esta
ao cubo, o sequndo membro tamhém fica com guatro.

2(2x3 FF=3[2x3)° =648

Francisca Branco:

2x=3

x=U>x\3y/2

Logo, y tem de ser par e 3y/2 guadrado perfeito.

0 menor valor possivel para y € b, ficando x=18. Portanto:
2x18°=3=x6=648

Finalmente, o Edgar e o Rlberto incluiram generalizacdes do
problema gue permitem encontrar todas as solucdes e ndo apenas
a menar.

=13




Maria Cecilia Domingues

Uma das sequéncias de tarefas que 0s meus alunos do 3.° ano
realizaram no tema Organizacio e Tratamento de Dados come-
gou pela pergunta «Quantas estrelas consegues desenhar num
minuto?». Esta sequéncia permitiu trabalhar em conexio vérios
contetidos matemdticos e capacidades transversais, destacando
a resolugio de problemas, a representagio e comunicaciio
matemstica. |

Lancada a pergunta «Quantas estrelas consegues desenhar
num minuto’» apresentei aos alunos as regras para desenhar as
estrelas. Podiam usar 4 cores: vermelho, azul, verde e amarelo.
Cada estrela era 56 de uma cor e tinha a forma de um asterisco.
Desenhei uma estrela no quadro, para que nio houvesse divi-
das. Cada aluno escreveu a esferogrdfica a previsio do nimero
de estrelas que iria desenhar.

Comegou o crondmetro a marcar o tempo... nesta fase
todos se empenharam no desenho de estrelas, mudando mais
ou menos de ldpis de cor, usando estratégias que Thes pareciam
mais favordveis. O André perguntou-me se as estrelas podiam
ficar agarradas umas 3s outras. Como percebi que ele queria
dizer muito perto efou tocando-se respondi afirmativamente.

Terminado um minuto, ouviram-se comentirios que
revelavam surpresa: «Jd passou um minuto?» «Fiz tio poucas
estrelas!» Parece que estavam desanimados com 4 sua previsao,
mas 0 André disse que tinha conseguido desenhar 40 estrelas, o
que nos surpreendeu a todos, mas que o deixou cheio de orgu-
lho. Emhora a sua previsio tivesse sido 6o, os colegas tinham
desenhado muito menos. A partir de certa altura, tinha, como
se pode ver no seu trabalho, desenhado um segmento de recra
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2.P ra-te para fazeres as estrelas. Comesa s6 quando a professora (e disser!

Figura 1. Estrelas do André feitas num minuto

de uma cor e desenhou estrelas muito juntas nesse segmento
de recta sem nunca ter mudado de cor (figura 1). Perante esse
facto, perguntei-lhe se achava que tinha respeitado as regras.
Ele afirmou categoricamente que sim pois tinha-me perguntado
se as estrelas podiam ser juntas e eu tinha dito que sim. Aqui
estava algo inesperado, no qual ndo tinha pensado antes da aula
e que poderia fazer surgir coisas interessantes.

Depois de desenhadas as estrelas, os alunos calcularam a dife-
renga entre o niimero previsto de estrelas e o nimero realizado.
Apresentaram os célculos, escreveram frases a esse propésito e
foram discutidos em grande grupo dois ou trés casos.

Construgao de tabelas e graficos de barras

Na segunda parte da aula, desafiei os alunos a representar o
nimero de estrelas que tinham feito numa tabela e num gréfico
de barras. O empenho continuou, mas algumas dificuldades
comecaram a surgir.

Tal como tinha previsto na planificagiio da aula, na constru-
cio da tabela nfo surgiram dificuldades, os meus alunos estdo
habituados a resolver problemas com recurso 2 elaboragio de
tabelas, sempre que esta forma de representacio é pertinente.
Quando passaram para a construciio do gréfico, eu também tinha
pensado que seria uma actividade fécil, porque ja resolvemos
muitos problemas em que € necessdrio ler e interpretar gréficos
de barras e também j4 tinhamos construido colectivamente
alguns gréficos com barras relacionados com rotinas e projectos
da turma, mas agora a proposta era diferente: apenas tinham um
rectingulo de papel quadriculado vazio, todo o grafico tinha de
ser construido de raiz.

Houve alunos que comecaram logo a pintar quadradinhos
de barras sem ter escrito o nome dos eixos. Curioso, e algo
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3. Agora conta o nimero total de estrelas que conseguiste fazer.
£

4. Qual a diferenga entre a tua previso, feta na pergunta ndmero 3,e o nimero total de estrelas?

Ciilculos:

bo — 20 = yo

Figura 2. Diferenca entre a previsao do ndmerao de estrelas e a construgao
de uma tabela [trabalho do André)

inesperado para mim, foi ver a dificuldade de bastantes alunos
em «dar nome» aos eixos. A Rita pediu ajuda explicando: «Eu
sei o que fiz, 0 que representam os quadrados pintados mas nfo
sei como lhes hei-de chamar.» Como ¢é dificil o uso de lingua-
gem préprial — pensava. Quando se 1 um grafico, talvez se dé
pouca relevancia 3s informagGes verbais escritas, a aten¢ao estd
demasiado centrada no tamanho das colunas, nas curvas, na
distribui¢io de pontos...

Qutra dificuldade que observei na construgio do gréfico
prendeu-se com a graduagio. Como ndo estavam escritos
niimeros em nenhum dos eixos, alguns alunos comegaram no 1
em vez de comegar no o. Com perguntas de ajuda que ia fazendo
estas dificuldades foram-se resolvendo. A graduagfio no eixo
«Nimero de estrelas» foi para todos de 1 em 1, pois o nimero
de estrelas de cada cor era inferior ao niimero de quadrados da
folha de trabalho. A excepgio foi para o André. Pelo facto de
ter desenhado 40 estrelas, o papel quadriculado de que dispu-
nha nfo lhe permitia desenhar uma barra em que um quadrado
representava uma estrela. Tinha de resolver o problema... fé-lo
recorrendo a uma sequéncia numérica de 2 em 2.

A estratégia do André para conseguir fazer muitas estrelas
num minuto comegou a revelar-se muito interessante. No
momento da aula destinado 4 partilha e discussdo, toda a turma
teve acesso a uma nova visio de graduar. Um quadrado do papel
do André corresponde a 2 estrelas, por isso, precisou de 20 qua-
drados para representar a barras das 40 estrelas vermelhas. E se
cada quadrado representasse 5 estrelas? Novos valores surgiram
e o conceito de unidade foi-se consolidando.

As figuras 2 e 3 apresentam o seguimento do trabalho do

André.
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Figura 3. Grafico do André

Construir textos a partir de graficos

Numa outra aula de matemadtica, quis que os meus alunos revi-
sitassem os seus graficos e construfssem textos a partir deles,
como o que fez a Marilde.

«Q) meu grdfico tem trés colunas pintadas: uma de vermelho,
outra verde e uma azul. Também escrevi amarelo numa
coluna mas ndo pintei nenhum quadradinho porque ndo usei
o amarelo para desenhar estrelas.

Primeiro fiz uma tabela e depois fiz o grdfico. O gréfico tem de
comecar sempre no niimero zero e a seguir podemos continuar
derem 1, oude2emz2... depende do niimero que tivermos.
Se for grande escrevemos de 5 em 5 ou de 10 em 10. Para
fazer um grdfico os quadradinhos tém de estar a mesma dis-
tdncia uns dos outros.

Olhando para os niimeros da minha tabela eu vi que eram
todos pares, por isso eu podia escrever os niimeros de 2 em
2 ou de 4 em 4. Mas como os miimeros ndio evam altos eu
escrevi-os de 1 em 1.

O meu grdfico diz quantas estrelas desenhei de cada cor. A
partir do meu grdfico pode haver muitas perguntas e respostas
interessantes.

Matilde»

Continuando a recolha e organizacdo dos dados

Na aula seguinte, escrevi no quadro a pergunta que os alunos
copiaram para uma folha: «Acham que podemos fazer um gra-
fico com todas as estrelas desenhadas, por todos os alunos da
nossa sala?»

20m

Todos deram, por escrito e oralmente, a resposta «Sim.»
Perante este consenso geral que me animou envolvi-os no
trabalho: «— Pensem um pouco sobre o que vos pedi, podem
conversar com o vosso par e, de seguida, cada um escreve um
pouco como faria.»

As respostas ndo foram tdo imediatas quanto eu esperava. Eis

alguns exemplos:

— «Fazemos de novo as estrelas num minuto e depois conta-
mos as da mesma cor. A seguir fazemos a tabela e depois o
gréifico.» Como se vé o Rui repetia todos os passos da aula
anterior.

— «Primeiro colamos 4 cartolinas, depois desenhamos um
traco para cima direito e depois uma linha. Escrevemos
os nimeros no trago que vai para cima e as cores na li-
nha que vai para a direita. Depois pintamos os quadrados
da mesma cor com que pintdmos as estrelas.» O processo
descrito pelo Anténio € curioso. Foi assim que fizemos o
primeiro grifico de barras na sala de aula, a propésito de
terras portuguesas visitadas por nés. Mais uma vez confir-
mo que experiéncias significativas ficam retidas e prontas a
(re)visitar para usar.

A maioria dos alunos escreveu:

«Juntando as estrelas que sdo da mesma cor desenhadas
por todos nés.» (Ana).

«Somando todas as estrelas de cada cor que nds fizemos»
{Bruno).

«Primeiro vemos o total de estrelas de cada cor que todos
nds fizemos. O nimero de estrelas ficard num eixo com
ndmero de o até ao niimero méximo de estrelas. Como
devem ser muitas escrevemos os nimeros de 5 em 5. E
assim fazemos o gréfico da turma.» (Hugo)

Como todos partilharam estes e outros processos, eu reforcei o
tempo que se demoraria para registar os 21 nomes no quadro
com a respectiva tabela para as estrelas de cada cor. Perguntei
se ndo haveria outra maneira de recolher os dados de todos
fazendo uma melhor gestdo de tempo. Os mais imediatos argu-
mentaram que eles falavam depressa e a professora também
escrevia depressa. Tendo-lhes dado mais tempo para pensar
noutra forma, fiquei & espera de sugestdes. Um aluno disse que
o par de cada mesa podia dizer os seus dados de uma s6 vez e
assim s6 gastdvamos metade do tempo para juntar as estrelas.
Todos concordaram que seria uma melhor gestiio de tempo.
— Naio havera outras sugestdes! — continuei a interrogar.
— Claro que h4, professora. Se cada par se juntar com o par
que estd na mesa atrds da sua fazemos grupos de 4 e assim
fazemos 5 grupos.
— Mas um grupo tem de ficar com 5 elementos porque nés so-
mos 21. — acrescentou outro colega imediatamente. »




Estrelas desenhadas pelo grupo dos AMIGOS

As Estrelas dos GOLFINHOS
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Quadro 1. Registo em tabela das estrelas de um grupo

Estava eleita uma forma rdpida e eficaz de recolha de dados.
Perguntei como se poderia evitar a escrita dos nomes de todos
os alunos na tabela final. A solugio foi logo sugerida com a
atribuiciio de um nome a cada grupo (ver exemplo de uma
tabela no quadro 1).

Concluido o trabalho de cada grupo, cada porta-voz,
designado autonomamente, foi dizendo o que se registou na
tabela desenhada no quadro 2 que tem o nome de «Golfinhos»
— nome pelo qual é conhecida a turma desde o 1° ano.

Em primeiro lugar foram verificadas as somas na horizontal
e na vertical. Ainda durante a sua confirmacfio jd havia alunos
a constatar que o nimeros no eixo onde estivesse o nimero
de estrelas ndo poderiam ser de 1 em 1 porque os nimeros
eram muito elevados em relacdo ao nimero de quadradinhos
desenhados na folha. Contados os espagos de uma coluna e
observados os niimeros houve logo sugestdes justificadas pelos
muiltiplos de...

A opgio pelos nimeros pares sugerida foi eliminada porque
o nimero de quadrados da coluna era insuficiente. O mesmo
acontecia com os miiltiplos de 5. Deste modo, foi ficil chegar
a conclusio que poderfamos escrever os nimeros de 10 em 10
pois seria possivel encontrar o meio para colocar o 55 e 85.
Para o 84 terfamos de pintar um bocadinho a menos do que
85 e para o 111 um bocadinho a mais do que 110. Nio seria
muito rigoroso e para que nio houvesse diividas, registava-se o
niimero por cima de cada coluna pintada.

Apés esta discussio muito participada, cada aluno elaborou
o seu grifico com todas as ESTRELAS desenhadas por todos os
alunos da turma. Desta vez autonomamente e por sua iniciativa
cada aluno escreveu as legendas e preencheu, sem hesitagiio, os
eixos horizontal e vertical do grifico. S6 depois € que pintaram
as barras com as cores correspondentes.

Como exemplo apresenta-se o grafico elaborado pelo César
(fhgura 4).

As dificuldades surgidas durante a elaboraciio do primeiro
estavam nitidamente superadas. Que melhor indicador de
aprendizagem poderd existir! Que reflexos poderd haver na
exploragiio de outros grificos?

Em aulas seguintes, mas nfo seguidas, foram propostas vrias
actividades aos alunos que implicavam observacio e interpre-
tacio de grificos, esquemas... Foi gratificante constatar o gosto
e a facilidade com que a grande maioria dos alunos aderia e
executava as tarefas correctamente.

O facto de o André ter desenhado muitas estrelas num
minuto foi muito significativo para o desenvolvimento da acti-
vidade. Revelou-se importantissimo na elaboragiio do grifico

e

Duadro 2. Registo em tabela das estrelas da turma
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Figura Y. Grafico das estrelas da turma

\inda

pois na turma foi o dnico aluno que teve de recorrer a uma
sequéncia numérica diferente da dos colegas jd que o nimero
de estrelas de uma cor era superior ao nimero de quadrados do
grifico apresentado.

Surpreenderam-me os pedidos de ajuda para definir e
legendar os eixos do grifico individual de estrelas. Como €
importante construir graficos de raiz! Este grupo de alunos jd
tinha construido gréficos a nivel de grupo efou de turma. Mas a
verdade é que as orientagBes jd estavam estabelecidas. Fazer é
muito mais formativo do que completar.

Em contexto de sala de aula, a comunicagfo de resultados e
de processos € uma constante que proporciona sempre desafios,
pensamento divergente, novas perspectivas, aprendizagens
significativas. Se a professora se esquece hd sempre um aluno a
lembrar e a reclamar esse momento. Esta pritica predominante
na matemdtica estende-se s outras dreas curriculares, propor-
cionando experiéncias gratificantes, interacgdes proficuas e
resultados significativamente positivos.

Maria Cecilia Domingues
EB1/Il Luz Carnide — Agrupamento 5. Vicente Telheiras
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Jodo Pedro da Ponte. Professor Catedratico do Instituto de
Educagio da Universidade de Lisboa foi eleito no decorrer
do CERME 7 (Seventh Ewropean Conference on Research in
Mathematics Education), no passado més de Fevereiro em
Rzeszéw (Polénia), para a direcgio da Ewropean Society for
Research in Mathematics Education (ERME).

E uma das pessoas que est na base da criacio da APM, de
que € sécio fundador e onde integra o Grupo de Trabalho de
Investigagio — GTI. Tem colaborado ainda em muitas outras
actividades, integrando grupos como o T? ou comissées organi-
zadoras de ProfMats e desempenhando fungdes na Educagdo e
Matemdtica como editor convidado. Ao longo dos anos assumiu
sempre uma postura activa e interventiva, que muito tem con-
tribuido para a discussdo de ideias no seio da nossa associacio.
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A Educaciio e Matemdtica (EM) convidou Jodo Pedro da
Ponte (JP) para uma conversa conduzida por Helena Rocha
sobre as fungées que passou a assumir, pedindo-lhe que nos dé a
conhecer um pouco melhor esta organizacio, os seus contributos
para a investigacio em Educacio Matemdtica a nivel europeu
e o papel de Portugal na ERME e na investigacio europeia.
Agradecemos-lhe a disponibilidade e a amabilidade com que
aceitou o nosso desafio, com a certeza que o seu contributo pro-
moverd um envolvimento ainda maior de mais investigadores
portugueses e o desenvolvimento da Educacio Matemdrtica em
Portugal.




EM: Jodo Pedro, quais sdo as principais actividades promovidas
pela European Society for Research in Mathematics Education
(ERME)?

JP: Esta organizacio pretende estabelecer a comunicagio e o
didlogo entre investigadores de educacio matemdtica de paises
europeus e realiza principalmente duas actividades: um con-
gresso de dois em dois anos (CERME) e uma escola de verdo
para doutorandos e recém-doutores, também de dois em dois
anos. Além disso, tem um sitio www que disponibiliza infor-
macies titeis aos investigadores. Apesar de ser uma organizaciio
eutopeia, nas suas actividades participam activamente investi-
gadores oriundos de outros continentes.

O CERME é um encontro com caracteristicas muito espe-
ciais. Tem sessdes plendrias e apresentaciio de posters, como
muitos outros, mas, ao contrdrio da maioria dos congressos, em
que o participante se defronta com um programa onde se salta
de sessdo em sessdo, correndo por vezes o risco de se perder, aqui
trabalha-se em grupos temdticos durante toda a semana. Deste
modo, fica com uma viso global muito actualizada da investiga-
G0 que se estd a realizar nessa drea temdtica, a0 mesmo tempo
que tem a oportunidade de apresentar o seu trabalho &s pessoas
com interesses muito préximos. Existe uma grande variedade de
grupos temdticos, pelo que a dificuldade é sobretudo escolher
aquele que mais nos interessa.

Além disso, as comunicagdes sdo submetidas com bastante
antecedéncia, recebendo feedbacks de vdrios membros do mesmo
grupo temdtico, o que ajuda muitissimo na sua elaboracfio. Este
processo de revisdo de comunicagdes, embora trabalhoso para
os dinamizadores dos grupos, tem uma légica muito construtiva,
e é muito apreciado pelos participantes.

EM: O que torna a ERME especial relativamente a outras
organizagoes na drea!

JP: Para além do cardcter especial dos encontros, baseado em
grupos temdticos, como referi, um aspecto muito importante,
é o facto de se tratar de uma organizagio europeia. Existem

Educacdo e Matematica

outras organizacdes de Ambito internacional, como o PME
(International Group for the Psychology of Mathematics Education)
e 0 ICMI (International Commission of Mathematics Instruction),
mas sdo de Ambito mundial. Para nds, portugueses, como para
outros investigadores europeus, € muito importante termos uma
organizacio europeia, possibilitando o contacto frequente com
0s que nos estio mais proximos, dando um melhor conheci-
mento sobre o trabalho que se vai fazendo nos outros paises,
criando oportunidades para trabalho de investigacio em con-
junto com recurso a financiamentos europeus, etc.

EM: O que significa para ti esta eleicio e quais as fungdes que
lhe estdo inerentes?

JP: J4 no passado participei como tutor de um grupo de douto-
randos em diversas escolas de verdio e achei um trabalho muito
interessante. No préximo ano, 2012, somos nds que iremos
organizar a escola de verio do ERME. Uma vez que a anterior
coordenadora desta actividade que integrava a direcgio cessou
as suas fungBes era necessdrio alguém que a substituisse. Deste
modo, decidi aceitar a minha candidatura para a direccfio, espe-
cialmente orientada para interven¢iio nessa importante drea de
actividade do ERME.

EM: Na tua proposta de candidatura referes diferencas ao nivel
da representacio de diferentes paises europeus e expressas o teu
empenho na sua minimizagio. Que assimetrias identificas na
investigacio em Educacio Matemdtica nos diferentes paises
europeus’

JP: As assimetrias sdo muitas. Existem pafses, como a Alemanha,
a Franca, o Reino Unido e os paises nérdicos, que tém uma
actividade cientffica muito intensa, com grupos de investigagio
muito activos, bem integrados institucionalmente e com bom
acesso a financiamento. Neste grupo entra também Israel que,
nio sendo geograficamente europeu, tem uma comunidade
cientifica em educacio matemdtica muito forte que participa
activamente nos encontros do ERME. Existem outros pafses




onde a2 actividade ¢ reduzida e feita em condictes precirias,
comu é o caso de muitos pafses de leste. Por fim, exisrem pafses

em situacao intermédia, com um ou dois grupes de investigacio
fortes, como € 0 caso da Holanda (no Instituto Freudhental), da
Beloica (Center for Instructional Psyehology and Technology
de Louvaina), da Grécia (Universidades de Atenas e Salonica)
e Chipre (Universidade de Nicésia), e paises que; como a [tilia
ou a Espanha, tém numercsos grupos de investigacan, mas tém
igualmente problemas institucionais muito complicados. Na
minha perspectiva, Portugal estd neste erupo ntermédio.

EM: Como comentatias a investigacio qué presentemente se
faz em Pu.)r[ugn] COMPArativamente a0 contexto europeu tendo
por referéncia a ERME?

JP: A investigacio que se faz em Portugal é reconhecida como
de boa gqualidade pelos investisadores dos putros pafses surg-
peus, mas, dada a nossa dimensio circunscreve-se a um nimero
reduzido de erupes e aborda apenas um conjunto limitado de
dreas remdricas (conhecimento profissional, praricas profissio-
nais € formacio de professores, numeros e operacoes, algebra,
uso das tecnologias no ensing, historia do ensina da Matemdrica
¢ pouco tas). Temos 8 um ndeleo significativode investigado-
res dourorados, mas a capacidade de producio cientifica — com
a realizacio de projectos e 4 consequente disseminacio de resul-
rados através de arrigos em reviseas clentificas — tem ainda
muita margem para se intensificar. Em termos institucionais
penso e nio estamos mal, principalmente nas Universidades
de Lishoa, Minha ¢ Aveiro, et que os srupos de investigacio
LEML UMM e5paco Importante, e em muitas escolas superiores de
educaciio, onde existein também grupos muito fortes. O pringi-
pal sendo € a auséngia de uma cultura de investisacio na rede
doensing politéenico e um dcesso precario a inanciamenta dos
projectos de investigncao.

Um dos pontos mais fortes da investigacay que se faz em
Partugal ¢ a forre ligacio com o campo prafissional, havendo
HUILOS projectos que envolvem equipas colaborativas de profes-
sores e investigadores, e wma lotre presenca de professores nos

encontros de investicacdo e de investigadores em enconrros de
profe
entre os dots gampos. Esta proximidade wrng os investisadores

ssores, hem como uma gratide facilidade de comunicacio

particularmente sensivels 85 preccupacies e necessidades dos
prafissionats e ajudi-os a realizar investigaao mais relevante.
Por outra lado, ajuda, também & integracao dos resulrados da
investicacan no terreno da pritica profissional,

EM: Comovés vsjovens investigadores na ERME'e como € que
achas que a ERME os v ou devia ver a cles?

JP: A ERME da uma atencio especial 4 tormacio dos jovens
investigadores, organizande a escola de veriig, Nos seus con-
gressos regulares di cambém uma atencio especial a este grupo,

dedicanda-lhes um dig com workshops e sesstes de discussio

— o YERME Day. Existe uma culturade valorizacio dos jovens
mvestigadores, o que, a meu ver, facilita a sua ripida integracio
na eomunidade cientifica, O ndmero de doutorandos portugue-
ses que rem participado na escola de verdo e no YERME Day ¢
dos mais altos de toda a Europa, o que mostra bem o interesse
gue estas actividades tém suscitado entre nis.

EM: Existe algum projecro ou ambigio que tenhas para este teu
] 7

mandato e que queiras partithar connosco!
JP: A minha ligacio com o ERME vem desde o inicio, pois
integrel o grupo fundador e também o grupo que delineou os
congressos CERME desde o seu inicio: Dirigt até a assemblera-
geral no CERME 11, onde foram formalmente aprovados os
estatutos do ERME, o que na altura nao foi nada simples, dadas
aloumas rivalidades de afitmagio nacional. Mas no fim tudo
correu bem, os estatutos foram aprovados, e o ERME seauin ém
frente. A minha ambicio, nesta fase, € que o CERME ¢ a escala
de verfia se consolidem como actividades regulares de inter-
chmbio cientifico e de formacao de novos investizadores. Penso
que estas actividades jd estio a cumprir muito hem o seu papel
¢ naw serdo necessirias mudaneas miuito drasticas. Espera, por
outra lado, que os grupos de investigican porrugiicses possam
integrar-se de modo ainda mais profundos nas actividades desea
organizacio, pata beneficio geral, ¢ também deles préprios.

EM: O que responderias aguela guestao que nao formuldmos,
mias que seria imperdodvel nao inteprar esta entreyistil

JP: O muiis impoiante sobre o ERME, petisa que j8 ficou dito,
so acrescentar que o proximo CERME serd na Turquia, em
Fevereiro de 2013, e que 4 proxima escoli de verdo seid j& no
privinig ano, em Agosto, em Faro, Espero que os investigadores
portupueses continuen @ marcar uma lorte presenca, com traha-
lhos de investigacio cada vez mais consistentes ¢ aprofundados,
dando conrriburos para a compreensio dos problemas, a apren-
dendo também com as experiéncias ¢ dificuldades albeias,

Sntreyista condUzida porHeiena Rochs
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E 14 fomos nés, «de fim-de-semana», 2 Pévoa de Varzim. Desta
feita ndo para utilizar a Matemdrtica, nas suas mais diversas
vertentes, componentes, dimensdes e perspectivas no Casino,
mas para discutir ¢ reflectir sobre alguns aspectos relacionados
com o Ensino e Aprendizagem da Algebra nos vérios niveis de
escolaridade — do Bdsico ao Superior. Decorreu, portanto, mais
um Encontro de Investigagio em Educagio Matemdtica. Estas
discussdes e reflexdes, originadas pela partilha de resultados
de trabalhos de investigacio realizaram-se em trés grupos de
trabalho abordando temdticas diversas, onde a Algebra era o
denominador comum. Todos tinham como objectivos partilhar
e perspectivar futuras investigagbes, encontrar desafios e rumos
novos e, por via destes, contribuir, de alguma forma, para um
reequacionar o processo de ensino-aprendizagem deste Tema.
Unm destes grupos, dinamizado por Joana Brocardo e Anténio
Domingos, teve como tépico a Tecnologia e a avaliagio do
ensino-aprendizagem da Algebra, onde foram apresentadas seis
comunicagBes que se focaram no professor, nos alunos ou na
avaliagio. Em forma de sintese, das comunicagdes apresentadas
salientaram-se as potencialidades da tecnologia e a necessidade
da sua apropriacio por parte do professor com o objectivo de
potenciar o desenvolvimento de um efectivo conhecimento
algébrico, atribuindo um papel mais activo ao aluno nas suas
aprendizagens — efectuando um uso adequado dessas tecnologias.

26 Educacan e Matematica

E de salientar a expectativa, nfio cumprida, de que pudessem ter
sido dadas a conhecer investigages associadas a utilizagao de
outras tecnologias consideradas emergentes (outras que néo as jd
conhecidas calculadoras e o Moodle ou o Geogebra).

Um outro grupo, dinamizado por Jodo Pedro da Ponte e
Maria Helena Martinho, teve como tema aglomerador as
Representagdes no ensino-aprendizagem da Algebra e contou com
sete comunicagdes, cujas discussdes e reflexdes se centraram,
fundamentalmente, em torno de tipos de representagdes (for-
mais, informais e mdltiplas), sua valorizacio e papel; do sentido
do simbolo (pontos fracos e fortes e como podemos, todos nés
professores, contribuir para o seu desenvolvimento) e das con-
cepcoes e priticas de professores.

Um terceiro grupo que tinha como tema central a Gestdo
curricular no ensino-aprendizagem da Algebra foi dinamizado
por Isabel Vale e Rosa Anténia Tomds Ferreira. Nesse grupo
foram apresentadas sete comunicagtes que, dentro dessa gestdo
curricular, estiveram associadas A aprendizagem, & formagcio de
professores e ao papel dessa gestio no Programa de Matemdtica
do Ensino Basico (PMEB). Relativamente a aprendizagem,
a discussio centrou-se no papel dos contextos (nfo) visuais
nofpara o desenvolvimento de capacidades transversais, com
enfoque no pensamento algébrico; quanto ao bloco relativo a
formacio de professores, a discussio centrou-se no papel proble-




mdtico da heranga da escolarizagio (abordagem essencialmente
numérica e procedimental), na delimitaciio dos termos pensa-
mento e raciocinio algébrico e nas dificuldades centrais na for-
magio de professores. No que concerne a gestio curricular no
PMEB, discutiram-se aspectos relativos a dificuldades e sucessos
na aprendizagem bem como potencialidades e fragilidades do
recurso a determinados modelos.

Um dos (muitos) pontos de discussdo comum aos trés grupos
de trabalho (Tecnologia e a avaliagiio; Representagses ¢ Gestio
curricular no ensino-aprendizagem da Algebra) revelou-se, por
exemplo, o papel da utilizagio de virias representactes para o
desenvolvimento de uma maior compreensio dos conceitos; a
dificuldade em flexibilizar uma navegaciio frutifera entre essas
representagdes que permita e promova um tal desenvolvimento,
sendo um desafio que os professores as vio integrando progressi-
vamente na sua pritica (também com recurso as tecnologias).

Para além dos trabalhos discutidos no 4mbito dos grupos, foi
ainda possivel, durante este fim-de-semana participar em trés
momentos de trabalho plendrio. Aqui, tivemos a possibilidade de
ouvir, logo de entrada, Teresa Pimentel (ESE Viana do Castelo)
discutir alguns aspectos relativos i influéncia de um programa de
formagfio continua no conhecimento e pensamento algébrico
de professores do 1.° Ciclo, colocando a énfase na importéncia
da relagio dialégica entre o desenvolvimento do sentido do

nimero e o cilculo mental nafpara a descoberta de padrées e da
generalizagiio como processos matemdticos, encarando-os como
desencadeadores primordiais do pensamento algébrico nos
primeiros anos. Ainda, nesse primeiro dia, antes da assembleia
geral da Sociedade Portuguesa de Investigacio em Educaciio
Matemidtica (SPIEM), Marta Molina, da Universidade de
Granada, com base numa investigagio com alunos de 8—g
anos, abordou o pensamento relacional, o modo como este se
torna (poderd tornar) explicito ao serem trabalhadas expressdes
aritméticas e algébricas, bem como este se relaciona com outras
dimensdes do pensamento/raciocinio matemdtico. No dltimo
dia, e antes da sessdo de encerramento, Jodo Pedro da Ponte e
Hélia Oliveira (Instituto de Educagfio, Universidade de Lishoa)
apresentaram uma andlise transversal aos estudos efectuados
na Universidade de Lishoa sobre o ensino e aprendizagem da
Algebra, identificando e problematizando alguns dos aspectos
associados a esses trabalhos, formulando, a partir destes, o que
consideram ser algumas possiveis orientacdes para trabalhos
futuros no campo da investigagio, do desenvolvimento curri-
cular e da formagio de professores.

Do que me foi possivel discutir com outros participantes no
Encontro, fica a certeza de que as discussdes e reflexdes foram
efectivamente frutiferas, potenciando um processo evolutivo
na(s) forma(s)/perspectiva(s) de encarar a Algebra e o(s) seu(s)
processo(s) de ensino-aprendizagem — com tudo o que se The
encontra associado e de todas as diversas perspectivas. E de
realgar que a germinacdo destas sementes que se vio colocando
€ tanto mais potenciada quanto o papel activo assumido por
cada um de nés. Cumpre-me, portanto, e num sinal de agra-
decimento que me parece comum a todos quantos tivemos a
oportunidade de ir de «fim-de-semana», 3 Pévoa de Varzim
(mas nZo para ir ao Casino), uma tltima palavra para referir
o trabalho dos elementos da organizagiio e dinamizadores que,
pelo seu (des)empenho contribufram para levar a bom porto os
objectivos inicialmente definidos, e que em muito «dificultard
a vida» & organizagfio do préximo EIEM — para, pelo menos,
a igualar. Mas tenho também de me dirigir aos revisores que,
pelos seus comentdrios efectivamente construtivos (algo que
nos cumpre continuar a desenvolver e promover), conduziram,
conjuntamente, a uma mais proficua discussdo e melhoria dos
textos apresentados.

Em jeito de conclusfio, e penso que todos estariio de acordo,
apraz-me referir que, pela qualidade das discussdes e reflexdes
ocorridas durante este Encontro de Investigacio, explanadas
nos textos apresentados, perspectivam-se bons augirios para
a investigagio futura no Ambito do ensino e aprendizagem da
Algebra.

Carlos Miguel Ribeira
CIED, Universidade do Algarve
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A Blgebra

T e hufer e,

Quando procurava uma tarefa de dlgebra para colocar aos meus
alunos da formagio inicial de professores lembrei-me de uma
que ja tinha realizado com alunos de 1° ciclo e que poderia
ser também realizada por estes alunos. A tarefa consistia em
descobrir qual o menor nimero de movimentos necessdrios
para trocar as posicdes de dois sapos e duas rds entre si:

Dois sapos e duas 1ds precisam atravessar um lago e tém cinco pedrinhas
para ndo ter de mergulhar na dgua fria.

Podem avangar para a pedra seguinte (que tem de estar vaga) ou sal-
tar por cima de um animal de outro género, nunca podendo voltar para
trds.
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Aos alunos da formacio inicial foi acrescentada uma questio
que consistia na descoberta de uma expressio geral de modo a
chegar a descobrir o menor nimero de movimentos possivel,
independentemente do niimero de sapos e ris, sendo que pri-
meiro foi solicitado que fizessem a investigagio com nimero
igual de sapos e rs, e posteriormente foi alargada para qualquer
ntimero de sapos e qualquer niimero de ras, devendo os alunos
chegar a uma expressio geral, como eles referiram «a uma fér-
mula das férmulas».




a5 Generalizacdo consoante a diferenca entre
Rpresentagdo das sequéncias ) . »
Bk 0 niimero de sapos e o nimero de ras
— . Oiferenca | Diferenca | Diferenca | Diferenca | Diferenca N° de animais  N° minimu de
de D del de 2 de3 de k decadalado  movimentos
] v v v v x | 3
2 v v v
2 B

3 v v v

y v v 7 v 3 15

5 v v y 24

b v v 5 35

7 v v v 5 48

v v v v v
£ 7 63
q v v v
Tabela 2. Niomero minimo de movimentos

10 v x v

Il v v v v v

2 P v ¥

13 v v v

™ v v

15 v v v

Tahela 1. Avaliacdo das descobertas dos alunas

No 1° ciclo a tarefa foi realizada por alunos do 3° ano de
escolaridade, sendo que desde o infcio se mostrou uma tarefa
motivante para eles. A proposta foi feita para ser realizada a
pares de modo a se conseguirem ajudar, tendo sido a comunica-
¢lo fulcral nesta resolugio.

Os alunos resolveram a tarefa recorrendo a material manipu-
lavel, tendo simulado os sapos e ras, assim como as pedrinhas,
o que facilitou a sua compreensio e a resolugiio da mesma. A
competigio «sauddvel» também foi um factor importante na
resoluciio desta tarefa onde cada par tentava resolvé-la utili-
zando menos movimentos do que os restantes colegas.

Quanto a formacdo inicial, a tarefa foi realizada numa turma
do 3° ano (32 alunos) da licenciatura em Educacio Bdsica,
aquando das dltimas aulas da Unidade Curricular (UC) de
«Légica e Padrdes», uma UC de 28 horas. Os alunos tiveram
uma aula (duas horas) para resolver a tarefa a pares (dois grupos
foram constituidos por 3 elementos), sendo que no final da aula
a teriam de entregar para eu ver até onde conseguiram chegar
na sua investigacio.

Depois de analisar as respostas dos alunos, preenchi a
tabela 1, onde os vistos (¥') representam respostas correctas
dadas pelos alunos, as cruzes () respostas erradas dadas pelos
alunos, e os espagos em branco a falta de respostas dadas pelos
alunos.

Através da anilise da tabela verifica-se que apenas trés pares
conseguiram concluir a tarefa, sendo que apenas dois a con-
clufram acertadamente. Verifica-se, também, que a maioria dos
grupos apenas conseguiu chegar 3 generalizacio nas situacdes
em que o ndmero de sapos e de rds € igual, e nas situagdes em
que o ndmero de sapos e de ris difere apenas num valor.

Na discussdo da primeira questiio da tarefa, igual nimero de
animais de cada lado do lago, foi explorado um processo mais
formal de generalizacfio (tabela 2).

Com os valores obtidos foi possivel calcular as diferencas
entre os mesmos, tendo chegado a seguinte conclusfo utilizando
o método das diferencas finitas:

3 B 15 24 35 H8 B3
Y N
R S [N | N = R
2 2 2 =2 2

Através da andlise deste esquema apercebemo-nos que asegunda
diferenca entre os diversos ntimeros minimos de movimentos é
sempre constante: 2.

Pegando, entdo, na férmula das diferencas finitas, temos
que:

Termos 1* diferenca 2* diferenca
at+b+c

3a+b
4a+2b+c > 20
9a+3b+c e, aEd —

an*+bn+c
abceRa+o

Assim sendo aplicando a férmula anterior aos nossos valores
temos:

20=2 a=1
M+b=5 b=2
a+b+c=3 | c=o0

n*+2n=n(n+2)
1 — niimero de animais de cada lado
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Ne de animais ~ N° minimo de

decadalade  movimentos
1-¢ 5 Ne de animais
2-3 mn de cada lado
3-4 gL 1-3
4-5 | -4
5-6 Yl 3-5
6E-7 55 Y-6
7-8 71 5-7

N° minimo de N° de animais ~ N° minimo de
movimentos de cada lado movimentos
7 1-4 9
™ 2-5 17
23 I3-b 27
M Yy-7 39
Y7 5-8 53

Tabela 3. Nimero minimo de movimentos

Agquando do seguimento da tarefa (niimero diferente de sapos e
1ds) surgiu o seguinte processo de resolugdio (tabela 3).

Ao olharmos para estes valores calculdmos as diferengas
entre os mesmos, tendo chegado 2 seguinte conclusfo:

5 11 B 28 Y 5 7
6 8 10 12 M 16
2 B 8 2 -

Através da andlise deste esquema apercebemo-nos que a segunda
diferenca entre os diversos niimeros minimos de movimentos é
sempre constante: 2.

Utilizando, novamente, a férmula das diferencas finitas,
quando a segunda diferenca € constante temos que:

20 =2 a=I
3a+b=06 b=3
a+b+c=35 c=1

m+3n+1

1 — ndmero de animais do lado onde hd menos

De seguida resolvemos realizar da mesma forma a actividade,
mas com a variante da diferenga entre o niimero de animais dos
dois lados ir aumentando.

Comecdmos por realizar as actividades por tentativas, cons-
truindo desse modo as seguintes tabelas e chegando as respecti-
vas expressoes gerais através do método das diferengas finitas:

1. Diferenca entre o niimero de animais dos dois lados: 2
(tabela 4). Assim, temos que:

20 =2 a=1I

a+b=7 b=4
a+b+c=7 e=z

n* +4n+2

1 — namero de animais do lado onde hd menos
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Tabela Y. Niimero minimo de movimentos

Tahela 5. Nimero minimo de movimentos

2. Diferenga entre o nimero de animais dos dois lados: 3
(tabela 5). Assim, temos que:

=2 a=1
3a+b=38 b=s5
a+b+c=9 c=3

n*+51n+3

1 — ntimero de animais do lado onde hd menos

Ao analisarmos as expressGes gerais obtidas verificamos que
existem algumas semelhangas entre as mesmas, o que talvez
possibilite a construciio de uma expressio geral para determi-
nar as expressdes gerais do nimero minimo de movimentos a
realizar:

n* +2n n*+ 3+
Igual niimero de

animais nos dois lados

Diferenga entre o
ntimero de animais nos
dois lados: 1
2+ 4n + 2 n*+s5n+3
Diferenca entre o
niimero de animais nos
dois lados: 2

Diferenca entre o
namero de animais nos
dois lados: 3

Através da visualizacio pormenorizada das expressdes gerais

obtidas verificamos que:

o  Todas as férmulas se iniciam por n* (tal facto tem razio de
ser, jd que na descoberta das expressdes verificimos que é
sempre a segunda diferenga entre os valores obtidos que é
constante, sendo sempre 2.

e O valor que é multiplicado por «n» representa a diferen-
ca entre o nimero de sapos dos dois lados somada a 2 (ex.:
quando a diferenca entre o nimero de sapos € 1 vai ser
1 +2 ou seja 3, tal como se verifica na expressio).

e O valor que se vai somar i expressdo que estamos a obter
¢ sempre o valor da diferenga entre o niimero de sapos dos



Figural

dois lados (ex.: quando a diferenca entre o niimero de sa-
pos € 2 vai ser 2, tal como se verifica na expressio).

Assim, podemos representar as conjecturas retiradas anterior-
mente do seguinte modo:

n*k+2mn+k
sendo k o valor da diferenca entre o ntimero de
animais dos dois lados e 7 o ndmero do lado
com menor quantidade

De seguida, e para verificar se a expressio encontrada funciona
em mais algumas situagdes, vou realizar o mesmo raciocinio (ir
acrescentando sapos), mas somente a um dos lados, pois vou
considerar o outro sem sapos (figura 1).

N° de animais de cada lado N° minimo de movimentos

0-1 1
0= £
O=3 3
a-4 4
0-5 5

Aplicando a expressdo:

n?(k+2)n+k
sendo k o valor da diferenca entre o nimero de
animais dos dois lados e # o niimero do lado
com menor quantidade

1sapo > 1 movimento

¢ sapos > 2 movimentos

3 sapos > 3 movimentos

Y sapos > 4 movimentos

5 sapos > 5 movimentos

Para o — 1 sapo:
o*+(1+2)Xo+1=0+0+1=1

Para o - 2 sapos:
o*+{2+2)X0+2=0+0+2=2

Para o — 3 sapos:

o*+(3+2)x0+3=0+0+3=3
Para o — 4 sapos:
o*+(4+2)xo+4=0+0+4=4

Para o — 5 sapos:
o*+(5+2)Xxo+5=0+0+5=5

Assim, podemos verificar que também nestes casos a expressio
encontrada para determinar as expressdes gerais do niimero
minimo de movimentos a realizar se encontra correcta.

Deste modo € possivel conjecturar que a expressio obtida é
vélida para qualquer niimero de animais a deslocar.

Ana Caseiro

Escola Superior de Educacdo de Lishoa

3




A Matematica nos Primeiros Anos
X1V Encontro Nacional

Naos dias 15 ¢ 16 de Abril, realizou-se; na Escola Superior de
Tecnologiaem Visew, mais um encontro Nacional de Protessores,
dedicado ao ensino e aprendizagem da Matematica nos primei-
ros anos — pré, 1.7 e 2.° ciclos. Este encontra anualmente
promovido pela Associagao de Professores de Matemarica foi,
este ang, organizado pela primeira vez, pelos dois grupos de
trabalho — GT1 e GT2 e 0 seu programa refletiu, no geral, as
preccupactes decorrentes do inicio da generalizacio do Novo
Programa de Matemarica do Ensino Bésico. '

Inscreveram-se neste Encontro 166 professores de todos
0s nivels e graus de ensino, desde o pré-eseolar (1g) até ao
Ensino Superior Politéenico (16), sendo a maioria professores
do 1.° ciclo (70), mas também muitos professores do 2.7 cielo
(50) e até do 3.7 cicle ¢ secundario (11). De notar que gerea
de 42% dos inscritos eram professores do 1.° ciclo enguanto
que cetca de 30% eram professores do 2.%cicla. De uma forma
geral o elevado mimero de professores deste cielo, veio trazer
contributos interessantes aos debates existentes nas diferentes
sessoes de trabalbios.

Apds a sessao de abertura, na qual a Presidente da Direccio
tealcou a passagem do 25.% ano da APM ¢ convidou os pre-
sentes a participarem no proximo ProfMat que se realizard
em Lishoa, teve lugar a Conferéncia Plendria Processos de
Experimentacdo, Prdticas de Ensing e Avaliacao e Participacao dos
Almos no Contexeo do Novo Pragrama de Matemdticea do Ensing
Bisico, proferida por Domingos Fernandes, coordenador de
uma equipa de trabalho constiruida para avaliar os processos
de experimentacio e implementacio do Novo Programa. Esta

Educacan e Matematica

d¢ Problemas, Conumic

equipa realizow dots estudos, um sobre o processo de experi-
mentacao; feito com os 4o professores experimentadores e outro
sobre o progesso de implementagio feito com dois professores
do 1.2 ciclo e dois do 2.° ciclo. Este segundo estudo foi realizado
dentro da sala de aula focando praticas de ensino e praticas
de avaliacao articuladas com as praticas de ensino: Sobre os
dois estudos ha relatarios eseritos que infelizmente (ainda) nao
estao disponiveis para os interessados,

Para além da Conferéncia Plendria existiram tés outros

tipos de sessoes, Conferéncias Tematicas [CT], Sessoes Prricas

[SP] e Forum. Realizaram-se cinca CT em simultaned, ainda
na manha do primeita dia e outras cinco ng tarde do secundo

dia podendo assim, cada participante assistir a duas das dez

conferéncias tematicas realizadas. Os temas dessas conferén-
cias versaran, fundamentalmente, aspectos novas o Criticos
do NP Emi relucio as SP, para as quais era necessario efetuar

nsericao prévia, realizaram-se sete, em simultdneo, na tarde do

primeirs dia ¢ outtas sete na manha do segundo dia. Os temas
destas catorze sessoes praticas incluiram remas mateindticos ¢
capacidades transversais do NP tais como Geomettia, Sentido
do Ntimero, OTD, Aloebea, Jogos, Caleulo Mental, Resolucao
o Matenvatica, entre Outros. As
sessbes em que houve maior nimero de inseritos foram, fun-
damentalmente, as que trataram de novos temas matematicos,

como pot exemplo os Diferentes Significados das Fracebes,

(Calculo Mental, Algebra nos Primeiros Anos, Sitnetria na Arte
Decorativa, Geagebra na aula de Geumettia e lsomerrias no
1.7 e 2.7 giclos.




A diltima sessaio foi plendria. Tratava-se de um Forum sobre
a velha problematica da articulagao (ou desarticulagao?) entre
ciclos, em particular, entre 0 1.° ¢ 0 2.,

A SessAn comecon com a tepresentacao figurativa de 1o
voluntarios que, de maos dadas, se entrelagaram e desfizeram o

enlace, sugerindo o tema do Férum, Avticulacao entre Ciclos.
Seguiu-se uma comunicacio apresentada por Lucilia

Silva, professora de Matemyitica do 2.2 ciclo da Escola Basica

<A Ribeirinhay» do Acripamento de Escolas Maria Pais Ribeiro

em Vila do Conde, que relatou a experiéncia de articulacio.

vivida na sua Escala, nos dltimos anos.

Depois, foi projectade um pequenc filme, realizado por
algung colesas durante o Encontro, né qual se pretendia mos-
trar o entendimento que os participantes tinham aceica dos
conceitos de articulacas e desarticulacio. Houve contributos
interessantes ¢ muito diversos, quer do ponta de vista do con-
tedda em si, quer na forma de expressio.

Prepardvamo-nos para ouyir outra comunicagio sobre o
tema, debater afirmacoes feitas ou ideias expostas ¢ sugerir pro-
postus de accao visando a promocio da articulacan entre eiclos,
quands, na primeira fila, surgiv um participante impaciente @
um pouco zangado que, mal lhe foi dada a palavea, se dirige,
petante O espanto de muites, ao microfone destinado aos con-
ferencistas e. .. espectdeuln! Impossivel imaginar mellios sessio
de encerramento!l

Afinal tratava-se do actor José Rui Martins, do Grupo de
Teatro Trigo Limpo, ligade & Associacao Cultural ¢ Recreativa
de Tondela, que disse soberbamente um texto de Mia Couto,

O Sete Sapatos Swjos — doliveo E Se Obama Fosse Africano? E
outras Interinvengies — adaprado & nossa situagao social e poli-
tica actual pelo actor, por Jesé Tomas e por Pedrg Almeida. O
texto fala de sete sapatos sujos que precisamos de deixar na soleiva
da porta dos tempos novos,

Sentimos como estes sete sapuros sujos tinham também sig
nificado para o ensing e para a escola . Por isso vamos deserever
brevemente cada um deles, transerevendo os subtitulos do livro
referido:

A ideiade que o5 culpadas sio sempre os Ourros € NOS SOMOS
sempre vitimas (p. 32);

A ideia de que o sucesso nao nasee do trabalho (p. 35);

Q preconceito de que quem critica € um inimigo (p. 37);
A ideia de que mudar as palavras muda a realidade (p. 39);
A versonha de ser pobre e o culto das aparéncias (p. 41);
A passividade perante a injustica (p. 43);

A ideia de que para sermos modernos temos que imitar os
outros (p: 45).

A assisténcia aplaudiu de pe.
Até Serembrol Com menos sapatos sujos!

Florinda Costa e Maria lose Boia
Professoras aposentadas [do 2.2 Eclal

Maio Junho
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Jogos matematicos na internet

O site http://www.mathplayground.com/games.html apresenta um conjunto de jogos diversificados
gue incidem sobre contelidos matematicos variados abordados ao nivel do ensina bésico e até do
secundaria. Apesar do site estar em inglés, os jogos sdo de um modo geral simples, ndo sendo por
isso dificil compreender como se joga. Nas linhas que se seguem apresentamas uma breve descricio
de alguns dos jogos que pode encontrar nesta pagina. Mas vale a pena uma visita & pagina para
experimentar todos. E se gostar de algum e tiver vontade de o experimentar com os seus alunos, nda
se preocupe com a ligacdo a internet, pois  possivel jogar mesmo sem estar on-line.

Adicaa de nimeros naturais, decimais e fraccionarios Coordenadas de pontos do plano

Part part whole & o nome de
um jogo cam cinco niveis de
dificuldade onde é necessério
efectuar diversas adicaes.

A ideia & juntar duas partes
para obter um todo que, no
caso do jogo, correspondera
ao valor 100 ou a unidade. A histdria do jogo envolve um
emparelhamento entre extraterrestres para assim evitar a
sua indesejada aterragem num planeta recém-descoberta.
0 jogo consiste em disparar um canhdo de forma a acertar
na nave espacial com o ndmero que completa o do canhao,
No primeiro e segunda nivel é necessario encontrar o valor
gue somado com outro da 100. No terceiro nivel temos que
encontrar a fraccdo que quando somada a outra perfaz a
unidade. O quarta nivel & semelhante ao anterior, mas agora
envolvenda nimeros decimais. E no quinto nivel & necessario
obter a unidade a custa da soma de uma fraccdo com um
ndmero decimal.

Multiplos

Pumpkin multiples é um jogo
simples onde é necessario
deslocar um boneco de forma
d gue o cesto que este tem

a cabera recolha todas as
aboboras gue caem do céu
com um ndmero gue seja
multiplo de um valor escolhido
a partida pelo jogador. Naturalmente pretende-se evitar a
recolha de todas as demais abdboras.

Locate the aliens é o nome
de um jogo em gue é pedida
ajuda para localizar a posicao
de diversos extraterrestres
amigaveis, de visita ao

nosso planeta, que se
perderam. O congresso dos
cientistas extraterrestres esta prestes a comecar, pelo

que cada jogador dispde apenas de 30 segundos para
introduzir as coordenadas em que se encontra cada um
dos extraterrestres perdidos. 5d assim a comissao de boas
vindas tera possibilidade de encaminhar todos os visitantes
para a |ocalizacao certa a tempo de assistirem a abertura do
CONgresso.

Multiplicacao

0 jogador é Space Racer X,
um destemido explorador
inter-galactico gue se
aventurou com a sua nave
espacial até a orla de um
planeta constantemente alva
do ataque de asterdides. £
necessario manobrar a nave
para a esquerda e para a direita, escolhendo adequadamente
a operacao a efectuar. Este @ no entanto um jogo um pouco
dificil, pela rapidez que exige.
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Save the Zogs é o nome do
jogo ande temos de salvar uns
simpaticos seres azuis que
tém a capacidade peculiar de
se colocarem em linha recta
[ao contrério dos falsos Zogs).
0 objectivo é entdo encontrar
a recta que passa pelos quatro Zogs genuinos, para permitir
que estes sejam recolhidos e ndo os seus imitadores.

Este jogo envolve nove niveis. No primeiro nivel e
necessario identificar gual a equacao de rectas horizontais
ou verticais. 0 segundo nivel é semelhante, mas € o jogador
gue tem que construir a equacdo. No terceiro nivel & dada a
equacdo e o jogador tem que usar os comandos disponiveis
[os tracking controls) para tracar a recta. 0 quarto nivel
6 o primeiro onde as rectas em causa ja ndo sao sempre
horizontais ou verticais, sendo definidas por equacdes do
tipo y = ax. Os dois niveis seguintes sao semelhantes ao
segundo e ao terceiro, mas agora para rectas definidas par
este (ltimo tipo de equacao. E por fim, os Gltimos trés niveis
530 do mesmo tipa, mas com equacdes da forma y=ax + b.
Duando o jogador se engana sao permitidas novas tentativas,
mas se as dificuldades forem muitas é apresentada a
resposta correcta e posta em jogo uma nova recta do
mesmo tipo. Estas caracterfsticas do jogo permitem assim
gue ele seja usado pelos alunos para fazer uma abordagem
exploratdria e ir progressivamente conhecendo melhar as
rectas e as suas equacaes.

0 site http://www.coolmath-games.com tambem
apresenta alguns jogos interessantes, embora nem
todos estejam directamente ligados aos conteddos que
hahitualmente abordamos nas nossas aulas.

Fraccoes

36

Fraction 5plat é o nome de
um jogo centrado nas fraccoes
e que pode ser acedido

coolmath-games.com/0-
fraction-splat/index.html.

0 objectivo deste jogo é clicar em determinado tipo de
nimeros para os eliminar. Numa primeira fase o alvo sao
05 nimeros mistos, depois as fraccdes maiores ou iguais

a um e, par fim, as fraccaes inferiores a 1/2. 0 jogo tem
tempo limite e os enganos também ndo podem ultrapassar
determinado valor. Os efeitos visuais permitem ao jogador
identificar facilmente os casos em gue acertou e podem de
algum modao possibilitar uma aprendizagem por tentativa e
erro.

Educacan e Matematica

directamente em http.//www.

Miiltiplos

Crazy Taxi M-I2 & o nome de
um jogo gue envolve nimeras
e os seus miltiplos e que pode
ser acedido directamente

em http://www.coolmath-
games.com/0-crazy-taxi-
ml2/index.html. Este jogo consiste numa corrida de carros
onde é preciso evitar determinados obstaculos e chocar com
0s carros gue exibem ndmeros miltiplos de determinado
valar, conhecido guando comega a corrida. Talvez esta
necessidade de chocar deliberadamente com determinadaos
carros nao o torne no mais pedagogico dos jogos, mas muito
provavelmente serd um jogo que retne os ingredientes
necessarios para captar a atencdo de muitos alunos.

De positivo este jogo tem o facto de obrigar a
identificacdo de multiplos de diferentes valores e tfambém
de permitir a alunos gue se sintam menos a vontade com
os multiplos conduzir o carro a uma velocidade mais baixa,
para ter tempo para pensar. Esta faculdade de controlar
a velocidade do carro 8 algo gue muitos destes jogos nao
disponibilizam, o que os torna pouco interessantes para
alunos mais fracos ou até dificeis de gerir com turmas
heterogéneas em termos de conhecimentos matematicas.

Um jogo... um projecto...

Coffee Shop é o nome de

mais um joga, disponivel
directamente em http://www.
coolmath-games.com/0-
coffee—shop/index.html, mas
gue pode ser muito mais do
gue um joga e servir mesma
de base a um pequeno projecto
desenvalvido pelos alunos. Rqui é proposto que se faca a gestao
de um guiosque de cafés [no site existe um link para uma versao
analoga de um guinsgue de limonadas), decidindo gue guantidade
comprar de cada um dos ingredientes [café, aclcar, leite, copos)

e a que prego vender. implicita esta ainda uma associacao as
condic@es climatéricas, com as dias mais frios a corresponderem
a uma maior procura e os mais guentes a uma menar, Esta podera
ainda ser uma proposta de caracter interdisciplinar, uma vez

gue aqui sao necessarios alguns conhecimentos de inglés para
compreender as informacaes disponibilizadas.

Helena Rocha
Bolseira da FLT / ME
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Novas Ferramentas, dentro e fora da Sala de Aula

Uma exploracdo com o GeoGebra

Rui Pedro Raposo

E reconhecida a vantagem de disponibilizar contetidos para
aprendizagem online, desde o acesso livre em qualguer
equipamenta com ligacdo a rede a qualquer hora, em gualguer
lugar, a possibilidade de trabalhar essa informacan na altura mais
conveniente.

A facilidade gue os alunos de hoje tBm a aceder a enorme
rede global, partilhando, transmitindo e consultando informacan,
transforma por completo o papel de Professar.

0 papel do Professor, dentro da sala de aula, estd em
transformacao. E necessério compreender e estar atenta a essa
transformacdo. Vdrios autares, entre os quais Isidoro (2008] e
Cuban [2001), consideram impartante rever o papel desempenhado
pelo professar em sala de aula. Isidoro ahorda a questdo do
papel do professor enquanto facilitador das aprendizagens,
num ambiente colaborativo, enguanto Cuban analisa o papel do
professor a luz das novas tecnologias em sala de aula.

As duas abordagens sdo pertinentes e interligadas. Se por um
lado os computadores ocupam, cada vez mais, 0 espaca de sala de
aula, por outro os alunos ganham uma organizacao colaborativa
das aprendizagens e do trabalho. 0 trabalho colaborativo torna-se
cada vez mais uma forma de realizacao.

Para Charles Crook, [1998), os computadores sdo um bom meio
de concretizacdo material de objectos ahstractos, através da
criagdo de representacdies manipuldveis, Esses materiais, virtuais,
mas manipulaveis, sao um importante referencial nos amhbientes
de aprendizagem colaborativa, pois servem de dncara e de ponto
de referéncia no ambiente virtual.

A geometria e a dlgebra sao duas grandes areas da
matematica [Lu, 2008), facto que se reflecte na implementacéo de
novas tecnologias. O software disponivel, como suporte e auxilio
no processa de ensino e aprendizagem da matematica, apresenta
duas formas: uma caracteriza-se pela manipulacao algébrica
(como o caso do Derive ou Maple] a outra pela manipulacdn
de objectos geométricos como pontos, linhas, curvas [..] mais
conhecido por Ambiente de Geometria Dindmica [como o caso do
Cabri e do Sketchpad).

Dada esta separardo é necessario adequar as aplicacfes a
explorar, aos conteddos e objectivos pretendidos. Para contetidos

algébricos é necessaria uma dada aplicacao, enquanto para os
conteldos da geometria j& € necesséaria uma outra aplicacao.

As implicacdes s3o dbvias, para cada contelido é necessario
fazer a introducdo do novo programa, com novas menus
e ferramentas. 0 que altera os principios de uma aula de
matematica, acabando por desviar a sua natureza dos conteddos
matematicos para as aplicacdes informaticas. Outra solugdo seria
nao usar software algum, ndo tirando vantagens das reconhecidas
competéncias que os alunos demonstram, e que facilmente
podem ser exploradas e encaminhadas para uma aprendizagem
mais rica.

A dinamizac3o de aulas com recurso a saftware de geometria
dindmica & uma grande mais-valia para os alunos, como refere
Candeias (2005] e Laborde [2000). A possibilidade de movimentar
as construcdes, respeitando a sua estrutura, permite analisar as
propriedades gue |he sao caracteristicas. Laborde afirma gue:

<~ there are technologies useful for mathematics and
for teaching mathematics which allow students to visualise
mathematical phenomena, to moke connections , to perfarm
experimentation, in a word to really do mathematics as experts
do. This obility before the era of technology was restricted to
gifted students who were able to imagine in their head the
mathematical objects and relotions, to play with them in thought.
The possibility of real manipulation allowed by technology offers
an access to mathematics to more students.> [p. 1]

D GeoGebra esta disponivel onfine [www.geogebra.org), o que
permite que os alunos tenham livre acesso ao programa, quer na
escola guer em casa. Nao tem custos para o utilizador, pelo facto
de ser um software livre, 0 que permite a sua disseminacdo muito
facilmente através da Internet. Basta um computador com ligagdo
a Internet, o que de acordo com os dadas da ANACOM [Autoridade
Nacional de Comunicac@es) citando o EUROSTATY (Gahinete
de Estatistica da Europa), estd em crescendo em Portugal. As
escolas, com hibliotecas equipadas com um parque informatico
recente, e a ligacdo em banda larga a Internet, poderaa ser uma
importante ajuda.

A rentahilizacdo das aprendizagens passa pela acessibilidade
das aplicagdes informaticas por parte dos alunos, como refere
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¢ GeoGebra
Ficheiro Editar Exibir Opgdes [Feramentas| Janela Ajuda
A s st (:fiarnm.raferramentaI§ Al
| | ¥
ﬂ I}\ I] | e | /; —1 2l @] Gerir as ferramentas . = é’v S

1 Obj:edos fivres Personalizar a barra de ferramentas 8
Objectos dependentes DT T M S

Figura 2. Circunferéncia Figura 3. Mediatriz de
dados o centro e o raio um segmenta de recta

Figural. Construcdo de Novas Ferramentas no GeoGebra

0 GeoGebra ajuda a estabelecer a bidirecionalidade entre
AGD e um SCA [CAS) [Hohenwarter & Preiner, 2007). Como em
gualguer AGO, pademos construir uma circunferéncia, utilizando
uma das opcdes do menu, e clicando em dois pontos do plano,

Chris Littlev [Little, 2008] permitindo que os alunos, fora do
espaco de sala de aula, fora da escola, possam explorar quer
com orientacdes prévias, quer por sua iniciativa, situacies
probleméticas, ou mesmo consolidar conhecimentos. Mais do

que fechar o uso da ferramenta ao espaco escalar, & importante um como centro e outro para estabelecer o raio. Definida a

conceder liberdade de exploracdo aos alunos. Cuban (2001 aborda circunferéncia, surge no campo algébrico, a equagao da respectiva
' a guestdo das novas tecnologias no espaco escolar, referindo a circunferéncia. Ao arrastarmos um qualguer objecto a equacdo &

importancia da acessibilidade ao software que é utilizado em sala automaticamente actualizada.

de aula. E possivel construir uma circunferéncia através do menu

Relativamente aos outros pacotes de geometria dindmica,
o Geogebra, a semelhanta do Cabri, mostra disponivel todos
os menus e ferramentas definidas por defeito. A construgdo
de objectos geométricos assume, como objectos iniciais

disponivel e de dois pontos, ou introduzindo a equacdo da

circunferéncia no campo «<Entradas>. 0 efeito de arrastamento da

construcao produz igualmente alteracdes na equacdo introduzida.
Apds a primeira aula de apresentacdo do GeoGebra, os

indispensaveis, um ou mais pontos no plano. Consideremos, por alunos fazem questdo de referir que j& possuem a aplicagao
‘ exemplo, a construcdo de uma mediatriz de um segmento de no computador pessoal. Fazem-no com a convicgdo que estao
" recta. Selecionada a ferramenta de construcdo, basta clicar em prontos para trabalhar, quer na sala de aula, quer em casa,
‘ gualguer local do espaco de construcao e surgem dois pontos e reconhecendo mais-valia nessa possibilidade. O facto de o
! a respectiva mediatriz. Ao contrario do sketchpad e cinderela, interface, segundo Laborde, ser suficientemente simples requer

pouco treino ou reduzidos conhecimentos prévios para a sua
utilizacdo em sala de aula, o que & bastante importante.

gue apenas disponibiliza certas construcdes se estiverem

seleccionados os objectos indispensaveis a sua construcao.
Para Duval [2006] e Misfelt [2009] a grande vantagem do

Geogebra é a possibilidade de ligacdo entre a geometriae a

dlgebra, a representacdo semidtica interligando as construcoes

com o seu significado algébrico. As duas janelas possihilitam

a exploracdo de conceitos matematicos em duas vertentes,

Construir Novas Ferramentas

0 GeoGebra @ uma aplicagdo costumizavel, o que o torna bastante
flexivel. Tem, por defeito, um conjunto de ferramentas pré-

descompartimentando a matemética curricular, o que permite definidas, sendo ainda possivel construir novas opcaes assim
uma vis3o globalizante. Opinido partilhada por Mehanovic [2008) como automatizar construcdes de forma a rentabilizar o tempo
guando considera que o GeoGebra ajuda a estabelecer a ligacao (figura1).

entre a manipulacao algébrica e a representacao gréfica [presente No dmbito do programa de Matemaética do ensina basico,

no Sistema de Computacao Rlgébrica), assim como a manipulacdgo UM dos topicos trata a relacdo entre a amplitude dos arcos de
dindmica de objectos geométricos. Facto que todos consideram uma circunferéncia e os dngulos ao centro e inscritos no arco
ajudar a uma melhor compreensao de conceitos matematicos, de circunferéncia. Nas versdes existentes até ao momento, essa
pois permite a manipulagdo de pardmetros e a ohservacao grafica ferramenta ndo existe. Podera assim ser interessante investigar a
dessas alteracdes. capacidade dos alunos elaborarem essa construcao.

38 Educacao e Matematica =03
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Figura 5. Amplitude do dngulo ao centro

Vamos construir uma ferramenta que nos dé a amplitude de
um arco de circunferéncia.

Primeiro construimos uma circunferéncia através da opgao da
Figurae.

Seleccionado um ponta qualguer do plano surge uma janela,
na qual digitamos a medida do raio pretendido [por exemplo 3).
Construimos trés pontos sobre a circunferéncia de modo a
podermos construir o circuncentro. Antes porém devemos
esconder o centro da circunfer@ncia, para ndo sabrepormos dois
pontos distintos. Com a opc¢do da Figura 3, construimos, pelo

Seleccione trés pontos ou duas rectas
, SR R e LA S

menos, duas mediatrizes dos segmentos definidos pelos trés
pontos na circunferéncia.

De seguida, e de forma a conhecermos a amplitude do arco
necessitamos do dngulo ao centro, pelo que teremos de construir
o circuncentro. Construidas as mediatrizes procuramos (Figura Y)
o ponto de interseccdo (Circuncentro]

Construimos depois dois pontos, na circunferéncia, de modo
a definir o arco ao qual vamos atribuir a respectiva amplitude.
Necessitamos também da amplitude do arco ao centro, medido
com os Ultimos dois pontos e o circuncentro [Figura 5.

Maio Junho EL]
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Criar nova ferramenta M

[Dbjecios finais | Objectos iniciais | Nome e lcone |

Seleccione os objectos na construcio ou escolha-os nalista |'

o .

[a]
| ER
EX

]
<-.—'.nl-:—r|':-f Seguinte > ‘ Cancalar

b

Figura B.Janela de construcao de uma nova ferramenta

Associamos ao arco de circunferéncia uma caixa de texto
contendo a expressao:

«<Arco de Amplitude = > + a

na qual «as> significa a amplitude do dngulo ao centro.

Iniciamos depois a construcdo da nova ferramenta
seleccionando, como na Figura 1, a opcao Criar nova ferramenta ,
que fard surgir a caixa [figura B).

Temos assim dois tipos de objectos: objectos iniciais e finais.
Escolhendo, através do menu ou arrastando do plano para
dentro da janela, o objecto que se pretende como final. Por
defeito o préprio programa fixa, na janela «<0bjectos Iniciais>>,
o[s) primeiro(s) objecto(s] necessario(s) a construcao do objecto
final. Dhjectos esses que e possivel alterar eliminando da janela e
colocando outros (figura 7).

Neste caso colocamos comao <«<0bjecto final> o arco de
circunferéncia <<arco d: arco circular [EFG)s>. E necessaria definir o
ponto «<E>>, que neste caso ¢ a interseccao das duas mediatrizes
de trBs pontos da circunferéncia [circuncentro) «<Ponto E:Ponto

Criar nova ferramenta E&
Il}bjedos finais | Objectos inicials | Nome e cone! o

Seleccione os objectos na construgdo ou escolha-0s na lista

|
=)

| |Circunferéncia €
|| |Ponto F: Ponto em ¢

[a]
Ponto G: Ponto em ¢ ‘j
[x]

< Anterior H Seguinte>J | Cancelar ‘

A

Figura B. Janela de <«<Dbjectos Iniciais>>

yn Eduracan e Matematica

Criar nova ferramenta ﬁ

Objectos finais | Oujectos iniiais | Nome & icone|

Seleccione os objectos na construcdo ou escoliia-os na lista

oy

ik

Arcao d: ArcoCircularg, F, Gl
Circunferéncia ¢

Ponto B: Ponto em ¢

Ponto C: Ponto em ¢ =l
Ponto 0 Ponto emi ¢

Ponto E: Ponto de infersecciodeae b
| |Ponto F: Ponto em ¢ =

i 4ameﬂ'-:|r_' Sequinte > i Cancelar ‘

s

Figura 7. Construir nova ferramenta

de Interseccdo de a e bs. Assim, este panto E surge tambem
como «0bjecto Finalss. Para visualizarmos a amplitude do arco
construimos uma janela de texto, com a indicacdo do valor da
amplitude do arco, definido a custa do angulo ao centro. Esta
caixa de texto deve também entrar como <0Objecto Final>.

Com todos estes ohjectos finais o programa coloca como
«0bjecto inicial>> o ponto «<A> gue foi o primeiro objecto na
construcao.

Como pretendemas conhecer a amplitude do arco de
circunferéncia, tendo como objecto de partida um arco ou
a circunferéncia, eliminamos o ponto «<A> e escolhemos a
circunferéncia <«c>». E necessario considerar os dois pontos gue
definem o arco de circunferéncia d, pontos F e 6, como pontos
iniciais, pois vdo ser necessarios para o utilizador definir o inicio e
fim do arco pretendido (figura B).

0 passo sequinte é atribuir um nome a ferramenta e a ajuda. 0
nome do comandao é preenchido a medida que digitamos o nome
da ferramenta, ainda que seja possivel personalizé-lo. seguindo

Criar nova ferramenta ﬁ

l!_QDiedGS finais | Objectos inicials| Nome & icone

5 Nome da ferramenta ii\mplitude do arco de .dr_cgnferéncla;
o L. LN S
Nome do comando i@lﬂudedegrmdecircunfgréncia |

Ajuda da ferramenta j__éil.s_(_;o_p@r_ umarco e dois PEQK_JS_I |

[V| Exibir na barra de ferramentas

l < Anterior H Condluido J [ Cancelar !

\

Figura 9. Etapa final da construcao de ferramentas

=13




I TECNOLDGIAS NA EDUCACAD MATEMATICA

(} GeoGebra - teste.ggh

Objectos lvies
| =0 A={1.54, 1.44)

Figura 10. Nova ferramenta disponivel

certas regras de caracteres sem espacas em branco, Fica assim
criada uma nava ferramenta dentro do GeoGebra.

E também possivel atribuir um icone de modo a personalizar
a ferramenta. Clicando no botao, visivel na Figura 9, é possivel
personalizar o icone que sera visivel na barra de menus como
mostra Figura 10.

E possivel visualizar a construcdo elaborada, por exemplo, para
a construcao da nova ferramenta [Figura 11).

0 protocolo de construcdo (Figura 12] apresenta,
sequencialmente, todas as construcdes.

Conclusao

Um dos pontos importantes do GeoGebra é a forte ligacdo entre
a Geometria e a Algebra, ligacdo essa gue Descartes explorou, e
que o software educativo ainda nao tinha explorado. E possivel
construir geometricamente objectos na janela, como inserir
algebricamente qualguer construcdo.

1) GeoGebra

_F_lcheir_o Editz_ar ngﬁas Fam;men_tgs Janela A}uda_ -

% | A |J_:| Eixos coordenados 5
e .ﬁlﬁ Quadriculado [+

Objectos ey Zona algétrica Cirl+Shift+A
Objectes de;fi i ‘

| Falha de calculo Ctri+Shift+S
Objectos auxiliares
Divisdo horizontal

Barra de comandos
Lista de comandos

L3R e S

m

Protocolo de construclio .,
Barra de navegagio para passos da construgSo

& Acualizar Cirl+F
[ | Recalcular todos os objectos Cirl=R.

Figura 1. Protocolo de Construcdo

DD IE@@ N EIE] et

R exploragdo por arrastamento, processo disponivel em
qualquer software de geometria dindmica, & possivel tamhém
para as construcdes algéhricas, o que torna bastante forte a
ligagao entre as duas dreas do saber matematico.

A exportacdo de construgdes, para paginas html, permite
escalher as ferramentas a disponibilizar. Possibilita, inclusive,
activar ou desactivar a abertura automatica do GeoGebra a quem
cansulta a construcdo.

R versdo 3.2 torna possivel a animacdo das construgdes,
possihilitando observar propriedades, sem gualguer intervencao
do utilizador. A animacdo tem por base o selector, ferramenta que
permite alternar valores, de acordo com limites pré-definidos,
quer seja um numero, guer seja um angulo.

Seria também interessante que o GeoGebra adguirisse
maobilidade, o que ndo parece ser dificil, pois a aplicacdo Java, com
a solucdo Java 2 Micro Edition, faz parte das aplicacties de origem
da maioria dos smartphones e Pda. 0 problema podera surgir ao
nivel da resolucdo gréfica e as dimensdes, reduzidas, do ecran.

(2 Protocols de construgio ==

eito Exigir Ajuda

N !_Nome [Definicio [Valor
1 |Ponto A A=(-224 252)
2 Gircunferénd... Circunferéncia de centro A-e':E:_[x * é.zd)’ +{y-252F=4
.F'r. nto B 5, 3.55
lPanto C
5 |Pontg D
6 Segmento a
7 Segmentob  Seamento[DC]
8 Segmentod :Sagmenio_[b_Bi =358
9 Rectae  Mediatizdea B-263x+28y=1206 |
10 Rectaf  Medialrizde d £357x-027y=-868
11 Rectag Wediatriz de b g -0.94x-253y=428
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A tarefa que aqui se apresenta incide sobre o ISBN dos livros,
sendo descritas as cinca componentes deste nimero e a forma
como e calculado o dltimo algarismo - o ndmero de controlo.
Trata-se assim de uma tarefa que envolve uma forte componente
de leitura e de interpretacan do texto.

As guestdes iniciais requerem a capacidade de comparar
informacao identificando o gque & comum e o que difere & luz
do contexto em questdo. 0 cdlculo do ndmero de controlo é
igualmente abordado. Toda a tarefa se centra em torno de
ndmeros, requerendo por vezes alguns conhecimentos sobre
multiplos.
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Nas dltimas questdes propde-se que os alunos vao um pouco
mais longe, reflectindo sobre a utilidade deste ndmero de controlo
e sobre a forma matematica como este e determinado. 53o assim
propostas algumas exploragdes e langado um Gltimo desafio que
envolve a realizacao de trabalho de pesguisa.

A leitura do artigo A Motemadtica escondida nos livros,
publicado neste nimero da revista, pode trazer algumas ideias
para a exploracdo da tarefa e para eventuais desenvolvimentos
desta.

Helena Rocha, Bolseira da FCT / ME
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IEEEEES——— MATERIAIS PARA A RULA DOE MATEMATICA

ISBN — o cddigo matematico dos livros

D ISBN é o International Standard Book Number, trata-se de um niimera de 13 algarismos reconhecido em
todos os paises que permite identificar cada livro. Este niimero encontra-se dividido em cinco partes:

0 EAN [Eurapean Article Number) — um cadigo de trés algarismos que permite saber de que artigo
estamos a falar. No caso dos livros este cddigo sera o 978 ou o 979,

0 grupa de registo — um cddigo que pode ter de1a 5 algarismos e que identifica o pais ou a Iingua em
gue o livro esta escrito.

A editora — um conjunto de até 7 algarismos que identifica a editora que publicou o livra.
0 identificador do titulo — um cddigo até 6 algarismos gue identifica especificamente o livro.

0 algarismo de controlo — o algarismo final gue valida matematicamente o ISBN.

Se abservares a contracapa de qualguer livro vais encontrar a indicacdo do respectivo ISBN, em geral junto
de um cddigo de barras destinado a leitura dptica. 0 1SBN pode ser apresentado de duas maneiras:

0s 13 algarismas podem ser apresentados separados por tracos. Neste caso é facil identificar as cinco
partes que constituem o cddigo. Por exemplo, no ISBN 978 - 972 - 41 - Y427 - 6, 0 EAN é 978, o grupo de
registo € 972, a editora tem o cddigo Y1, o identificador do livro € Y427, e o algarismo de controlo é 6.

Noutros casos os 13 algarismos surgem por baixo do codigo de barras em trés grupos: um algarismo 3
esquerda, seguido de dois grupos de seis algarismos mesmo por baixo das barras. Nestes casos poderés
descobrir cada uma das cinco partes do ISBN coamparando livros.

1. Escolhe alguns livros a teu gosto, tendo o cuidado de incluir pelo menos dois da mesma editora e dois
de editoras diferentes. Para cada um dos livros regista o respectivo ISBN.

2. Analisa o ISBN dos livros e confirma que o EAN é 978.
3. Qual o cddigo do grupo de registo [aguele que identifica o pais) em cada livra?

4. Compara o ISBN dos livros e centra a tua atencdo nos livros que sdo da mesma editora. Consegues
identificar o cddigo da editora?

5. Sese mantiverem o EAN e os cddigos do grupo de registo e da editora gue consideraste na questao
anterior, qual & o nimero maximo de livros que esta pode publicar?
0 15BN nem sempre teve as caracteristicas actuais. Se procurares livros que tenham sido publicados
antes de 2007 vais ver que tinham um ISBN apenas com 10 algarismos. Nesse caso é precisa canverter
o antigo ISBN no nova ISBN. Nao é diffcil, vamas ver um exempla:

antigo ISBN 972 -41-4Y427,-5

novo [SBN 978 -972 - 41 - 4427 - ?

E agora e precisa calcular de novo o algarismo de controlo.

Para isso € necessério fazer a soma dos algarismos do novo ISBN, multiplicando alternadamente por1e
por 3, ou seja

A soma da 124 e precisamos da multiplo de 10 imediatamente superior a esse valor, que é130.

9 7 g 9 7 2 e 1 4 Y = 7
v + 4 v + v + + v v A 4 v
1x8+ 3Ix7+ 1xB+ 3IxG+ 1x7+ 3x2+ IxH+ 3Ixl+ IxY+ 3x4+ Ix2+ 3x7
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Ent3o o nimero de controlo @130 - 124 = 6.
Logo o navo ISBN @978 - 972 - 41 - 4427 - B.

. D antigo ISBN de um livro & 972-662-165-B. Qual & o novo ISBN?

. 0 Carlos trabalha numa livraria, mas o dia ndo lhe esté a correr bem. Quando um cliente compra um

livro ele deve introduzir na caixa registadora o ISBN do livro, mas hoje sd lhe aparecem livros com
algarismos ilegiveis. Rjuda-o e completa o ISBN de cada um dos livros. Explica em que te baseaste para
encontrar os algarismos em falfa.

ISBN?788724121673 ISBN?7B?722340731

ISBN9789724772793 ISBN978872659221¢2

. A grande vantagem do ISBN é permitir rapidamente saber de que livro estamos a falar. Se fores

3 internet e puseres no Google ISBN 9783728957513 vais descobrir de gue livro estamos a falar.
Experimental
Se preferires experimenta antes ISBN 9789728398350, ou talvez ISBN 978572361199...

Indo mais longe...

9. Investiga de que modo a alteracdo de um algarismo da ISBN altera o respectivo nimero de controlo.

Achas que o nimero de controlo vai sempre permitir detectar um engano na introducao de um
algarismo do 1SBN?
E se o engano ocorrer na introducdo de dois algarismos?

‘10. Parque achas que foi escolhido o 3 para multiplicar por metade dos algarismos para calcular o ndmero

de controlo?
Se fosse escolhido o 2 era diferente?
Podia ter sido escolhido outro ndmero?

1. Procura outras situac@ies em que também seja usado nimero de controlo e investiga semelhancas e

diferencas na forma cama é calculado o nimero de controlo nesses casos.
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A reflexdo tem vindo a ser considerada uma componente
essencial nos programas de formagio inicial e continua de
professores, como € o caso do Programa de Formaciio Continua
em Matemdtica para Professores do 1.° Ciclo (PFCM), em fun-
cionamento em Portugal, a partir do ano lective 2005/2006.
Ao considerar nas suas linhas orientadoras o principio do
Reconhecimento das prdticas lectivas dos professores como ponto
de partida da formagdo, este programa de formacio vem colocar
a énfase na reflexfio para desenvolver o conhecimento profis-
sional do professor, pois € assumido que em particular o seu
conhecimento diddctico matemdtico se desenvolye essencial-
mente através da reflexfio «sobre as situagdes concretas e reais
de ensino, que permitam analisar e identificar os factores de
sucesso, bem como a origem das dificuldades encontradas, tendo

20m

em conta as intengdes e objectivos com que a accio educativa
foi planificada (Serrazina et al., 2005, p. 2).

Contudo, embora manifestamente reconhecida a importan-
cia da reflexdo no desenvolvimento profissional de professores,
serd que temos um entendimento claro e consensual acerca
deste conceito?! Na investigacio que estamos a desenvolver no
ambito do projecto de doutoramento da primeira autora, sendo
a segunda a sua orientadora, a reflexdo é uma das dimensdes
em estudo. Tendo em consideraciio algumas opinides das trés
professoras participantes no estudo (Aida, Dora e Saral"!) tenta-
remos questionar e discutir algumas ideias acerca do significado
e do pracesso de reflexdo, «chamando», para isso, a opinido de
alguns autores.

| us




O que é reflectir? Dora, apds a sua participacio no PFCM,
poe a claro o que significa para si reflectir, sobressaindo da sua
ideia de reflexdo essencialmente trés acgbes: pensar, analisar e
concluir:

E pensar tudo o que se fez no dia-a-dia. Saber analisar aquilo que se
fez durante o dia, durante a aula. Saber tirar uma conclusio daquilo
que se fez. Eu penso que € saber tirar conclusdes. Porque é que se
fez, como se fez, como se poderia ter feito. Uma andlise!

[Dora, entrevista final]

2

Acerca da acgiio de pensar, é certamente consensual que a
reflexdo é um acto do nosso pensamento, contudo serd que
qualquer pensamento pode ser considerado uma reflexio?! O
simples facto de uma ideia emergir & nossa mente significa que
estamos a reflectir? Dewey (1933), no seu livro How we think,
responde a esta questiio quando distingue a reflex@o de outros
trés tipos de pensamento: o fluxo de consciéncia, a invengio
e a crenca. O fluxo de consciéncia é o pensamento em que
nds estamos involuntariamente imersos, é «uma corrida incon-
trolada de ideias nas nossas cabegas» (Dewey, 1933, p.4). A
invengio é basicamente a imaginagfio, que embora esta nfo
possa ser identificada com a reflexdo é claramente uma parte
desta. As crencas sdo assumidas por Dewey como ideias pré-
concebidas, portanto nao sdo conclusdes resultantes de uma
actividade mental pessoal, envolvendo observaciio, recolha de
dados e exame de evidéncias, ndo equivalendo 2 reflexdo. Ao
fazer esta distingdo, Dewey est4 literalmente a associar o acto
de reflectir a um processo rigoroso, disciplinado e deliberado de
pensamento.

Quanto 2 ideia de reflexfo associada aos actos de analisar
e concluir vai, em parte, ao encontro da definiciio de reflexao
exposta igualmente por Dewey (1933) na obra referida: «A
consideragfio activa e persistente de toda ou qualquer forma
suposta de conhecimento a luz dos pressupostos que a supor-
tam, e das conclusdes ulteriores para que tende» (p.6). Assim,
a reflexfo estd associado o esforco consciente e voluntdrio para
a sua realizacfio e realcada a importincia da fundamentacio da
acgio do professor. De facto, em nossa opinifio, ao reflectir é
importante analisar, «dissecar» a accio, justifici-la com base
em pressupostos pessoais ou académicos para chegar a conclu-
sdes fundamentadas.

Salientamos ainda que as palavras de Dora destacam a refle-
xdo apés a accio, deixando oculta a reflexdo na accio. E em
nosso entender natural que a reflexfo apds a accio seja encarada
por Dora de uma forma mais explicita, pelo simples facto de ser
«mais visivel», quer na nossa ac¢io didria, quer no decurso do
PFCM (onde era contemplada a reflexio pés-observacio com o
formador, a reflexfio escrita realizada individualmente sobre as
tarefas desenvolvidas, e a reflexfio conjunta no grupo de forma-
¢do). Contudo, nfo deixamos de considerar o papel importante
que tem a reflexdo na accio durante as praticas de sala de aula,
pois conduz & tomada de decisdes no momento. Neste dmbito,
¢ inevitdvel ndo evocar as ideias de Schon (1983), autor que
contribuiu para o aprofundamento e clarificagio do conceito
de reflexdo. Para Schén, a componente de reflexdo apresenta-
se como o meio ideal para o professor conseguir enfrentar as
situaghes novas que se apresentam na sua pratica, distinguindo
trés tipos de reflexdo: a reflexdo na acciio, a reflex@o sobre a
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acgio e a reflexdo sobre a reflexfo na acgio. A reflexdo na accdo
corresponde 2 reflexdo efectuada no decurso da prépria acgio
sem a interrompermos. Tem como fun¢iio a tomada de decises
e consequente intervencio no momento em que a acgio estd a
acontecer, servindo, desta forma, para a reorganizar. A reflexdo
sobre a acgdo diz respeito a uma reflexfio realizada apés a acciio.
Esta acontece quando reconstruimos mentalmente a acgiio pas-
sada para verificarmos de que forma o nosso conhecimento na
acgiio contribuiu para um resultado inesperado. A reflexdo sobre
a reflexdo na acgdio é também um tipo de reflexio realizado apés
a accdo. E um processo metacognitivo. A reflexfio recai sobre
o conhecimento na ac¢io e sobre a reflexdio na accio, servindo
para determinar a actuacfio futura do professor. Consideramos
que, em articulagdo com esta distingfio, € importante salientar
a relevincia da reflexfio na acgiio e sobre a acciio. Sdo estas duas
dimensdes que permitem ao professor a construgio de teorias
pessoais sobre o ensino, pois a reflexdo do professor ndo se deve
restringir ao modo como se aplicam nas salas de aula as teorias
geradas noutros sitios: «Uma maneira de pensar a prética refle-
xiva é encard-la como a vinda i superficie das teorias préticas
do professor, para anilise e discussdo» (Zeichner, 1993, p.21).

Como se realiza a reflexdo? Dora no seu portefélio apresenta
uma reflexdo escrita acerca da experimentagiio na sala de
aula de uma tarefa de investigagio matemadtica. Esta reflexdo
teve por base um problema surgido na introdugdo da tarefa e
conduziu esta professora a repensar a sua forma de actuacio:
«A palavra regularidade meteu-lhes mesmo confusio. Talvez
devesse ter apresentado a tarefa com mais indicacBes, mesmo
escritas ou ter apresentado um exemplo concreto na fase de
arranque» [portefélio, 2.? reflexdol.

Como € ilustrado na reflexdo realizada por Dora, o processo
de reflexdo realiza-se tendo como ponto de partida a perple-
xidade, a hesitacio ou a divida, causada por um problema
(Dewey, 1933). Vio-se percorrendo uma sequéncia adequada
de passos reflexivos conducentes a elaboragdo de um plano de
acgio que vai levar a andlise e avaliagio do problema, e depois
a mais acgio reflexiva. Rodgers (2002a) sustenta que a reflexo
se relaciona com a tendéncia para interpretar ou reagir a uma
experiéncia, primeiro, na sala de aula, abrandando para ver e,
em seguida, fora da sala de aula, descrevendo e analisando o
que aconteceu, para, por fim, delinear passos para uma accio
inteligente que, uma vez realizada, se torna na experiéncia
seguinte, dando azos a uma nova reflexio.

Ponderando sobre a ideia destes e outros autores, torna-
se claro para nés que o processo de reflexfio ¢ estruturado, e
concretizado através de vdrias etapas, que se desenvolvem
recursivamente e de forma ciclica. Um processo que se inicia
na ac¢io (num problema, numa situacdo de sala de aula), com
o propdsito de a explicar, envolvendo, desta forma, a sua des-
crigfio e posterior andlise, assente, quer em teorias pessoais, quer
em teorias académicas, que conduz 4 experimentacio de uma
nova ideia, que pode dar origem a um novo ciclo reflexivo.

Sobre o que reflectir? Sara, outra professora participante do
estudo, chama a atenciio para alguns elementos que a reflexio
deve incorporar: «Ao fazer a reflexdo posso ponderar os aspec-
tos que foram mais positivos, onde poderia ter melhorado, onde
poderei melhorar, como fiz e que resultados houve» [entrevista
final], chegando a enunciar aspectos que passou a integrar na




sua reflexdo escrita (as aprendizagens dos alunos): «Quando me
dizia [a formadora] se os alunos tinham adquirido conhecimen-
tos (...) af inicialmente tinha dividas, porque pensava que isso
ndo seria uma coisa para se reflectin. Mas o préprio trabalho
deles reflecte o que nés fizemos» [entrevista final].

Na opinido de Day (2001, p.72) «os bons professores sdo
tecnicamente competentes e reflectem sobre assuntos relativos
aos objectivos, ao processo, aos contetidos e aos resultados».
Serrazina et al. (2006) particularizam a importancia de, ao
reflectir especificamente sobre uma aula, o professor confrontar
as suas expectativas e aquilo que os alunos foram capazes de
fazer, salvaguardando que a reflexdo sobre a forma como a aula
se desenrolou (a estrutura e organizacio da aula; o ambiente
da aula; a actividade do aluno; a actividade do professor; a
produgio matemdtica dos alunos; e a utilizacio e exploracio de
recursos materiais) deve incluir a avaliacio do professor sobre o
que os alunos terdo aprendido sobre Matemdtica com a activi-
dade desenvolvida, bem como que o professor terd aprendido.
Em consonfincia com as ideias destes autores, consideramos
que numa reflexdo sobre uma aula ¢ importante considerar a
intengio do professor, o desenvolvimento da aula e a avaliacdo
da tarefa desenvolvida.

Como promover a reflexdo? A opinido anterior de Sara deixa o
mote para esta questio, nomeadamente vem chamar a atenciio
para o facto de que se ndo formos alertados para determinados
aspectos nfio é facil integrar novos elementos nas nossas refle-
x0es, ou seja, vem alertar para a importincia da existéncia de
alguém que estimule a nossa reflexdo. Este aspecto foi deixado
claro pelas trés professoras quando se referem i reflexdo pos-
-observacio realizada com a formadora. Concretamente, Aida,
outra das professoras participantes no estudo, numa entrevista
realizada dois anos apds a participagio no PFCM, indica espe-
cificamente a presencga da formadora em sala de aula como
aspecto positivo para a posterior realizacio de uma reflexdo
«mais enriquecedora, em que se podem partilhar ideias acerca
do mesmo acontecimento, pois as duas pessoas estiveram na
sala de aula em conjunto» [entrevista ap6s 2 anos). Para Dora,
as reflexdes com a formadora assumiram uma grande importan-
cia, sobretudo para a «correccio» das praticas: «Sempre com
esse cuidado todo ias-me orientando, davas-me a tua opinifo,
que para mim era, no fundo, uma das coisas fundamentais, que
era para eu melhorar» [entrevista, final]. Sara, indo ao encontro
da ideia expressa no ponto anterior, especifica a urilidade da
reflexiio com a formadora, enunciando para isso aspectos sobre
0s quais era levada a pensar:

Fez-me pensar em aspectos particulares do decurso da aula, tais
como: o que poderia ser feito diferente, o comportamento de deter-
minado aluno, a gestdo do tempo, se as metodologias usadas foram
as adequadas, se os alunos conseguiram desenvolver raciocinios
vilidos.

[portefélio da Sara, conclusio]

Neste dmbito, lembramos que no conceito de ensino reflexivo
preconizado por Schon (1983) ressalta a importéncia do super-
visor (papel exercido, neste caso particular, pelo formador no
PFCM) que, embora niio possuindo um conjunto de receitas
prontas a utilizar, tem como fungdo ajudar os professores no
desenvolvimento da capacidade de reflexio sobre a pratica,
com o intuito de a melhorarem,

Assumindo as ideias de Hatton e Smith (19g5), considera-
mMos que, seja um supervisor, um mentor, um formador ou um
amigo critico, é benéfica a presenca de uma pessoa que estimule
o professor a falar, a questionar, a confrontar, 4 confiar noutros,
a fim de analisar o planeamento, a implementaciio e a avaliagio
do ensino.

Também a reflexdo em grupo é uma ideia destacada pelas
trés professoras. Aida fala da «oportunidade de confrontar [a
sua opinido] com a opinido dos colegas» do grupo de forma-
¢ao, especificando: «Foi interessante as vezes constatar que os
aspectos que dizia que tinham corrido menos bem, também
tinham sido os que os outros diziam (...) por exemplo, aquela
dificuldade que os meninos tinham em comunicar» [entrevista
intercalar]. Dora concentra a importéincia da reflexao em grupo
na comparacio das praticas de sala de aula dos varios elementos
do grupo de formagio, propiciando-lhe esta o querer experi-
mentar (ou ndo) determinada tarefa:

Bem, eu vou ouvir, ver se foi igual 2 minha (...) Se posso fazer uma
actividade semelhante, j4 sei como hei-de fazer. Se realmente nao
vale a pena fazer, se a ela também lhe correu mal... Como geriu o
tempo! Serd que vale a pena? Serd que nio vale?

[entrevista final]

Também Sara justifica a relevancia que atribui 2 reflexdo em
grupo, considerando que é importante ouvir a opinido dos
outros para melhorar a prépria pritica: «Estava com mais
atencio a reflexdo dos outros para saber como fizeram, que
estratégias utilizaram. Interessava-me ver as estratégias que
utilizaram, se resultaram, que dificuldades houve...» [entre-
vista final]. Destaca ainda as questdes recorrentes da reflexio
em grupo: «as dificuldades sentidas, os materiais utilizados, as
metodologias usadas na abordagem dos temas trabalhados, o
que o surpreendeu pela positiva e pela negativa. Ao reflectir
sobre estas questdes ajudou-me a melhorar a pritica pedags-
gica» [portefélio, conclusio].

Rodgers (2002b) destaca a importancia da reflexdo ocorrer
em interac¢do com os outros, enunciando trés potencialidades
do que chama reflexdo colaborativa, indo mais além dos aspec-
tos enunciados pelas professoras:

1. Afirmar o valor de uma experiéncia: Isolados, o que im-
porta pode ser facilmente dispensado como nio tendo
importincia.

2. Ver coisas novas: Os outros oferecem significados alterna-
tivos, ampliando o campo da compreensao.

3. Apoiar a participagio no processo de inquiricdo: A auto-
-disciplina necesséria para o tipo de reflexiio que defende
Dewey, especialmente tendo em conta as exigéncias indis-
cutiveis do dia do professor, é dificil de sustentar sozinho.

(p. 857)

Associando as ideias das professoras com as ideias expostas por
Rodgers (2002b), emerge que a relevancia da reflexio em grupo
decorre da existéncia de confronto de opinides, da comparacio
e questionamento das préticas de sala de aula, da partilha de
significados, e do apoio e incentivo.

Um outro aspecto que nos é trazido por Aida é a relevancia
que atribui 4 reflexdo escrita. Segundo esta professora, a escrita
ajuda a estruturar o pensamento: «Eu acho que estou a reflectir
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melhor quando estou a escrever, mas isso é uma questdo pes-
soal. Penso melhor sobre as coisas quando estou a escrever»
[entrevista apds 2 anos). Para Dora, a reflexdo escrita estimula
o registo de ideias e sentimentos: «Depois hd sempre uma ideia.
Ai, ndo disse isto! Tenho que dizer. Que é para dizer aquilo que
senti.» [entrevista intercalar].

O papel da escrita no desenvolvimento do pensamento
reflexivo é igualmente referido por alguns autores. Por exem-
plo, Passos et al. (2006, pp. 201—202) assinalam que a reflexéo
ganha forga quando mediada pela escrita: «A escrita — seja em
forma de narrativas ou de relatos de aula — permite aprofun-
dar a reflexfio, desencadeando, inclusive, a metacognicio. Ao
escrever, o professor toma consciéneia de seu préprio processo
de aprendizagem». A reflexfio escrita ajuda o professor a estru-
turar o seu pensamento, estimula-o a exteriorizar as suas ideias,
levando-o & consciencializa¢io da sua aprendizagem. Porém,
como faz notar Sara, a elabora¢fio de uma reflexio exige esforgo
e persisténcia: «Tinha momentos chatos, mas também tinha
momentos bons. Quando uma pessoa comeca a fazer custa, mas
depois vai-se lembrando e acho que é f4cil» [entrevista final].
A constatagiio desta professora vai ao encontro da opinido de
Dewey (1933) quando indica a predisposi¢iio para enfrentar a
actividade com curiosidade, for¢a, capacidade de renovacio e
combater a rotina como uma das atitudes necessdrias para a
eficicia da acgio reflexiva.

Em estreita ligagiio com a reflexfio escrita estd a construgio
do portefélio no PFCM. Para Sara o portefélio revelou-se um
instrumento responsivel pela elaboraciio das reflexdes escritas:
«Se nio fosse necessdrio fazer o portefélio haveria muita coisa
que passava ao lado» [entrevista final]. Na mesma perspectiva,
Aida indica o portefélio como promotor da reflexdo: «Coloca-
-nos perante a necessidade de nos interrogarmos: porque é que
eu faco isto, porque € que eu faco aquilo; porque exponho este
trabalho e nio o outro» [entrevista intercalar]. |4 Dora, embora
refira que esta é uma das caracteristicas distintivas do portefélio:
«Nos outros que fiz pus |4 o que foi mais importante, é verdade!
E tinham introducfio e conclusio, mas nfo tinham as reflexdes.
Eu sei que a reflexfio é o principal do portefélior [entrevista
final], considera que no PFCM, «fazfamos na mesma» [entre-
vista final] a reflexfio escrita, mesmo sem existir o portefdlio.

As opinides destas professoras encontram-se em conso-
néncia com as de virios autores que associam a utilizagdo de
portefélios ao desenvolvimento da capacidade de reflexdo. E o
caso de Klenowski (2000, p.221) que refere: «Usar portefélios
na formacio de professores ¢ uma forma de desenvolver a capa-
cidade reflexiva necessédria para sustentar o desenvolvimento do
professor e de profissionais praticos». Das ideias das professoras
e também da autora referida sobressai uma caracteristica distin-
tiva do portefélio — é um instrumento que envolve e promove
a reflexdo.

A finalizar. Neste texto, expusemos algumas ideias acerca do
significado e do processo de reflexdo, esperando que constitua
um contributo para a compreensdo de uma actividade essencial
na pritica profissional dos professores.

A reflexdo deve, pois, ser encarada pelo professor como
parte integrante da sua pritica, s6 desta forma alcangard o seu
principal propésito — a melhoria das suas préticas de sala de
aula — e, consequentemente, ajudard ao sucesso escolar dos
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seus alunos e contribuird para o seu préprio desenvolvimento
profissional. O professor deve assumir-se como um pratico refle-
xivo, como «alguém com um conhecimento técito de base, que
continuamente constrdi sobre aquela base através da pesquisa
da pratica, repensando e reavaliando constantemente os seus
valores e pratica» (Lieberman, 1994, p.15). Assim, € essencial
que a reflexfo seja encarada como um processo deliberado,
sistemdtico e estruturado, situando-se na acgfio o principio e
o fim deste. N#o interessa apenas dizer que o professor reflecte,
interessa que o professor tenha consciéncia que o estd a fazer, 0
que deve considerar nesse processo e a intengfio que lhe subjaz.
Para isso, poderd adoptar vérias estratégias, como sejam, a inter-
vengio de uma pessoa que a estimule (mentor, tutor, supervisor,
amigo critico), a partilha de reflexdes em grupos colaborativos,
a utilizacio da reflexio mediada pela escrita, nomeadamente
através da construciio de um portefélio.

Nota

[ Nomes ficticios.
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Modalidades de associada, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagiio de Professores de Matematica (APM) é uma instituigio de utilidade pblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino da
Matematica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais ¢ contribuir para a melhoria e renovacio do ensino
da Matemdtica, promovendo actividades de dinamizagio pedagégica, formagfio, investigacio e intervencio na politica educativa.
A APM disponibiliza aos professores de Matemdtica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja divulgacio e
utilizacdo pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de assoriado e seus direitos

Public
Todos os associados tém direito aos cinco niimeros anuais da revista Educacdo e Matematica e ao boletim informativo APMinformagdo.
Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicaces no nosso portal, todos os outros terdo direito
também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de preqo especial na assinatura da revista

Quadrante.

es periodicas

Precos especiais na loja

Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 ¢ 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisir3o de mater

Todos os associados poderio ainda requisitar materiais, publicacdes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Dutros direitns dos associadas individuais

Os associados individuais terfio ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos em
encontros da APM ou de outras institui¢es com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de Educaciio,
Associagdes da Federagiio Iberoamericana das Sociedades de Educacio Matemdtica, e outras) ou noutros eventos em que a APM
venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou por outras formas e a
divulgar o seu trabalho através da APM.

Rssaciados i

Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Preco da guota anual em 2011

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-sdcio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efectuar a sua inscrigiio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no enderego http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2011

Educagdo e Matemdtica
(inclui actas ProfMat) Quadranze
Portugal 12,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 15,00 €
Portugal 23,00 €
Instituicoes 42,00 €
Estrangeiro 27,00 €
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