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EDITORIAL
Elsa Barbosa

25 Anos depois

H4 vinte e quatro anos atrds o Paulo Abrantes assumia no
editorial da primeira Educacdo e Matemdtica que o Ensino da
Matemdtica hd muito que estava em crise, segundo ele: «um
nimero crescente de alunos nfio gosta de Matemdtica, nio
entende para que serve estudar Matemdtica, ndo compreende
verdadeiramente a®sua relevincia. Mesmo- muitos daqueles
que conseguem notas positivas, procuram sobretudo dominar
técnicas liteis para resolverem exercicios tipo».

Apesar de estarmos longe de termos resolvido a maioria dos
problemas da Educacao Matemdtica, muito foi feito ao longo
destes anos, mas muitos outros problemas a que precisamos de
dar resposta foram surgindo. As caracteristicas dos alunos de
uma sala de aula de hoje sdo substancialmente distintos dos
de ha vinte e cinco anos atrds e os desafios que se colocam aos
professores foram acrescidos exponencialmente.

A evolucio da vida moderna e o consequente crescimento da
importincia da tecnologia, levou a globalizagio da Matematica,
ou seja, o dominio da Matemadtica tornou-se essencial para o
sucesso pessoal, no emprego e até na participagiio activa na
sociedade moderna. Em consequéncia, a Educagio Matemdtica
assume hoje um papel preponderante para os nossos gover-
nantes, para os politicos, para a comunicacio social e para a
sociedade civil em geral. Quando h4 uns dias atrds safram os
resultados do PISA pudemos sentir o impacto que estes tiveram
nos meios de comunicaciio social, todos queriam perceber a
qué ou a quem se devia a melhoria dos resultados, nestes testes
internacionais, na disciplina de Matemadtica. Por estes dias foi
clara a importincia que a opinifo da APM tem para os 6rgios
de comunicagfio social, visto a opinifo da nossa Associagio ser
uma referéncia quando se trata de abordar assuntos ligados &
Educagiio Matemdtica.

Vinte cinco anos depois da criacio o seu valor é indiscutivel,
a APM ¢ garantidamente uma aposta ganha. Ao longo destes
anos os professores de Matemdtica contribuiram de forma deci-
siva para a melhoria da Educacio Matemdtica em Portugal e a
APM é disso reflexo.

Portugal evoluiu de forma significativa ao longo dos dlti-
mos vinte cinco anos. Actualmente sdo muitas as instituigtes
dedicadas & Educacgio Matemitica, existem educadores mate-
méticos e centros de investigagio em educaciio espalhados
pelo pafs fora, hd uma produciio considerdvel de investigagio
nesta drea, sdo publicados materiais curriculares e de apoio
ao professor, promovem-se encontros de professores e para
professores, organizam-se actividades para alunos, tudo com o

objectivo de melhorar a qualidade do ensino e da aprendiza-
gem da Matemdtica. Neste «novo» contexto, tal como a Rita
Bastos ji referiu, no editorial da nonagésima sexta Educacio e
Matemdtica, somos obrigados a reflectir sobre o papel da APM
na actualidade. «O que é que a APM tem de especial?» O que
é que actualmente distingue a APM de outras instituigGes?
Que caminho queremos percorrer no futuro? E verdade que
a realidade mudou, mas serd que os objectivos para os quais
a APM foi criada se esgotaram? A participagio activa dos
professores de Matemdtica na discussdo e implementagio de
novas orientagdes curriculares jd nio é importante! Promover
uma estreita colaboracio entre professores e investigadores por
forma a elaborarmos projectos de investigacio de qualidade ndo
é um objectivo actual? Responder as necessidades de formacio
dos professores, criar materiais de qualidade e diversificados
para os professores, para as aulas e para os alunos, nfo é uma
necessidade presente quando estamos perante uma renovagio
curricular? Ndo nos podemos esquecer que o actual ano lectivo
¢ 0 ano da generalizacio do novo Programa de Matemdtica do
Ensino Bdsico. Poderd a APM, enquanto associaciio, ficar &
margem desta implementacio!

A APM é uma associa¢iio cheia de energia, ainda com muito
para fazer pela Educacio Matemdtica em Portugal. No entanto,
s6 se conseguird manter a vitalidade que nos tem caracterizado
nestes vinte cinco anos se conseguirmos fazer uma reflexio
interna. E necessdrio definir: Que rumo queremos para a APM?
Como se deverd organizar, a APM, face a realidade? Como
poderemos contribuir para (re)valorizar o papel do professor
de Matemitica? Que futuro quer, a APM, para a Educacio
Matemdtica? Qual serd a agenda futura da APM? A APM é uma
associacio com sécios regulares de varias geragdes. Como pode-
remos gerir os interesses desta diversidade de geragtes! Como
integrar a opinido dos sécios mais novos, que procuram identi-
ficar-se com uma linha de pensamento e com uma actuagiio que
respondam s realidades e adversidades com que se deparam na
sua pratica profissional, com a dos sécios mais experientes, que
acompanharam a evolugio da Associagio ao longo do tempo
e cuja acciio assenta nos pilares fundadores deste movimento
associativo!

Sé € possivel melhorarmos a Educacio Maremidtica se
conseguirmos que todos os interessados se envolvam empenha-
damente e de forma critica no processo. E neste ponto que a
APM, enquanto associagio de professores de Matematica, se
deve centrar, mantendo-se, como até aqui, na linha da frente.

Elsa Barbosa
Presidente da AFM
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Ana Caseirn

gerismos todos diferentes, isto

e, nao pude ter nenfuim algavismo vepetido nem o zero, por exemplo,

mos desse

342. Forme todos os ntimer STAGS COM 05 _1|'._‘r‘

RUMEro: 34,43.23.32.24,42. Adicione esses seis mimeros e divida

essa soma pela soma dos wés algavismos do mimero que escolhen. Que
nmero abteve?

LYo« .-.hl'z_"\"\‘ :

i\’.'_‘:f.‘fl'.l CONL CETO TIemero

Parece-lhe quee o resultado serd semipre ¢ mesmo? Porque serd?




Deste modo cheguei a:
34+43+23+32+24+42=198
Soma dos algarismos do ndmero inicial: 3 + 4 +2 =9
198:09=22

Como seria de esperar, devido ao nome do desafio, o resultado
obtido foi 22. De seguida pensei que com qualquer niimero que
eu escolha, segundo as condigdes fornecidas, o resultado iria ser
sempre 22, mas decidi confirmar com mais um exemplo:

Ex 1:

321
32+31+23+21+13+12=132
3+2+1=6 o

132:6=22

Depois de fazer com mais este exemplo, questionei-me devido
ao porqué de ser frisado que o nimero ndo possa ser constituido
por nenhum zero. Para tentar perceber resolvi escolher um
nidmero com um zero e outro com dois zeros e ver o que obteria
como resultado:

Ex 2:

302
30+32+03+02+23+20=110
3+o+2=5

110:5 =22

Ex 3:

400

40+ 40 + 04 + 00 + 04 + 00
4toto=4

88:4=122

88

Sem ddvida que ao resolver o desafio tendo os nimeros for-
mados com zeros € preciso ter mais atengio aos nimeros que
se formam, uma vez que alguns sdo simplesmente zero e outros
compostos por apenas um algarismo (no qual eu coloquei o zero
a esquerda, como se de outro qualquer algarismo se tratasse),
tendo sido, talvez, por este motivo que no enunciado € frisado
que ndo se formem nimeros com zeros.

Depois de dar resposta & questiio que me surgiu, apareceu-
me outra que me pareceu pertinente: mas ndo funcionard com
ntimeros constituidos por algarismos iguais ou serd pelo mesmo
motivo do zero, somente porque cria um pouco mais confusio
na construcio dos nimeros? Foi para dar resposta a esta questéo
que escolhi mais um ndmero com o qual experimentar:

Ex 4:

222
22+22+22+22+22+22=132
2+24+2=6

132:6 =22

Com o 222 também obtemos o mesmo resultado, mas ainda
se torna mais complicado de colocarmos todas as combinacdes

abc 2 10ca+ 10b+c

(10a +b) + (1oa +¢) + (1ob+a) + (1gb + ¢) + (10c +a) + (10c

de dois algarismos possiveis de fazer uma vez que sio todas
iguais e podemos perder a nogiio de quantas vezes o niimero
se‘repetira.

Mas porque serd que o resultado obtido é sempre o mesmo
e porque serd que € sempre 22! Foram estas as questdes que
me levaram a utilizar varidveis para simbolizar o valor de cada
algarismo (figura 1).

Deste modo se comprova que utilizando qualquer niimero de
trés algarismos na resolugiio deste desafio o resultado obtido sera
sempre 0 mMesmo: 22.

A curiosidade falou mais alto e depois de dar resposta as
questdes do desafio resolvi investigar um pouco mais e com-
preender o que se passava fazendo o mesmo desafio com um
nidmero natural composto por diferente nimero de algarismos
(com 2, 4, 5, ...). Serd que o niimero total de algarismos do
ndmero influencia o resultado final? Como? E serd que o ndmero
de algarismos com que se tém de formar os restantes nimeros
também influencia o resultado final? De que modo!?

Para dar resposta a estas questdes comecei por utilizar alguns
exemplos de nimeros compostos apenas por 2 algarismos, tendo
chegado a:

Ex 1: Ex 2: Ex 3:

12 36 30

12 +21 =33 36 +63=99  30+03=33
e 3+6=9 g ey
33:3 =11 99:9 = II 3313 =11

O resultado obtido parece ser sempre 11. Mas porque serd que
o resultado obtido é sempre 117 Novamente com o raciocinio
realizado anteriormente, temos que:

ab=> 10a+b
(1oa+b) + (zob+a)=11a+11b=11(a+b) =11
a+b a+h a+b

Deste modo se comprova que utilizando qualquer nimero de
dois algarismos na resolugio deste desafio o resultado obtido
serd sempre o mesmo: I1.

E se for com um niimero de 4 algarismos? Serd 337

Ex 1:

4321

43+ 42+ 41+ 34 +32+ 31 24 +23 21+ 14+ 13+ 12
=330

4t+3+zt+ti=10o

330:10 =33

Ex 2:

1029

10+ 12+ 19+o01+o02+o09+21+20+29+091+go+Q2
=396

I+0+2+9=12

396:12 =33

+b)=22a+22b+22c=23(a+h*c)=22

a+b+c¢
Figural.

a+bh+c atb+c
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Ne total de Ne de Resultado Expressao
algarismos algarismos  obtido
do n° [n] de cada
Niimero de algarismos Nimero * parcela
do ndmero escolhido obtido 2
2 n 3
3 22 3
Y 33 Y
5 Yy Y
b 55 Y
7t BB 5
B 77 5 e
9 . 88 5 26664 MM x(p-Tx[n-2)x[n-3]
10 99 5 2bbbEY MMxn-Nx=x[n-2]x[n-3]=[n-Y4)

Tabela 1. Ndmero obtido consoante o ndmero
de algarismos do ntimero escolhido

Deste modo se comprova que utilizando qualquer nimero de
quatro algarismos na resolugio deste desafio o resultado obtido
serd sempre o mesmo: 33 (figura 2).

Com niimeros compostos por até 10 algarismos, a regulari-
dade mantém-se (ver Tabela 1).

Ao analisar a tabela percebe-se que o nimero obtido é mdl-
tiplo de 11. Além disto também € possivel conjecturar que este
miiltiplo se obtém multiplicando 11 pelo niimero de algarismos
do nidmero menos um, ou seja:

Nimero obtido = 11 X (n—1),n> 2,
sendo n o nimero de algarismos que
constituem o nimero escolhido

Depois deste desafio outra questéo se colocava: e se as parcelas
que se tém de constituir com os nimeros nfo tiverem apenas
dois algarismos!? Se for constituida cada uma por trés algaris-
mos! E por 47

Depois de explorar alguns exemplos, como nos casos ante-
riores, percebi que existe uma relagiio entre o ndmero total de
algarismos que compdem o niimero escolhido, o ndmero de
algarismos com que se formam as parcelas e o resultado obtido,
tendo, deste modo, chegado as expressdes algébricas que nos
indicam, tendo apenas conhecimento dessas duas caracteristi-
cas (numero de algarismos do niimero e nimero de algarismos
das parcelas a formar) qual o resultado final que iremos obter
(ver Tabela 2).

Como ¢ possivel verificar, a expressio obtida est estrita-
mente dependente do niimero de algarismos com que se pretende

abed = 1000a + 100b + 100 + d

Tabela 2. Expressdes algébricas consoante o nimero de algarismos da ndmero escalhido
e do niimero de algarismos de cada parcela a formar

formar cada parcela, existindo para cada caso uma expressio
distinta. Deste modo se percebe que a expressdo anteriormente
demonstrada apenas funciona quando se trabalha com parcelas
constituidas por apenas 2 algarismos (os tinicos casos estudados
anteriormente), sendo essa a expressio apresentada nas linhas
assim sombreadas a roxo claro.

Os exemplos, na tabela, com o sombreado roxo escuro refe-
rem-se a0s casos em que as parcelas a formar so constituidas
por 3 algarismos, sendo que a expressio dos nimeros nesta
situagfio difere da férmula descoberta anteriormente no facto
de um dos factores ser o nimero 111, em vez do 11, e ter sido
acrescido de mais um factor (n — 2).

Para o caso das parcelas a formar com 4 algarismos, o factor
11 do primeiro caso, passa a 1111, e para além do acréscimo do
factor (n — 2) como no exemplo anterior, tamhém é acrescen-
tado o factor (n—3).

Ao analisarmos estas regularidades percebe-se que existe
uma maneira de descobrir qual o resultado final sabendo ape-
nas o nimero de algarismos do niimero com o qual queremos
trabalhar, e o nimero de algarismos de cada parcela, uma vez
que, independentemente da situagfio, seguem as mesmas regras.
Para a obtengdo da expressio geradora basta apenas saber qual
o nimero de algarismos de cada parcela que se vai formar,
sendo que o nimero de algarismos do niimero com o qual se
quer trabalhar apenas serve para resolver a férmula e chegar ao
resultado final:

1.% Para saber qual o primeiro factor da expressio, basta saber
que o niimero de algarismos das parcelas a formar é igual
ao nimero de vezes que o algarismo 1 se repete, formando
deste modo o primeiro factor da férmula;

(1oa+b) + (1oa+c) + (zoa+d) +(10b+a) +(1ob +c) + ( 10b +d) + (zoc + a) + (1oc + b) X

atb+c+d

- (Ioc+d)+(10d+a)+(Iod+b)+(Iod+c)=ua+ub+"«tzc+ﬂd=ﬂ(a+b+6+@=33

a+bh+c+d

Figurae.

q Educardo e Matemética

a+b+c+d a+b+c+d




2.° De seguida, tem que se multiplicar o nimero obtido no

ponto anterior por (n — x), sendo que o n representa o ni-
mero total de algarismos do nidmero inicial e x representa
todos os niimeros naturais de 1 até n— 1, inclusive.

3.° Por fim, basta substituir os valores e resolver a operagio.

Por exemplo, para o caso de se querer formar parcelas com 3
algarismos:

1.° O primeiro factor serd 111, uma vez que o algarismo 1 es-
creve-se 3 vezes (nimero de algarismos de cada parcela a
formar);

Multiplica-se 0 111 por (n — 1) e (n — 2), j que se se for-
mam parcelas com 3 algarismos os restantes factores terfo
de sern menos_os nimeros naturais inferiores a 3, ou seja,

le2;

2.2

0 22 Magico

Envolver os alunos em descobertas matemdticas pode ter como
ponto de partida qualquer motivo. O conhecimento deste
desafio tornava-o interessante para ser explorado num dia 22.
Mesmo tendo consciéncia de que realizar trabalho repetitivo
pode ser importante para sistematizar aprendizagens, nem sem-
pre se encontram situages em que este seja realizado com gosto
ja que a finalidade ¢ descobrir outra matemdtica interessante.

Este desafio constitui um exemplo de como é possivel
envolver os alunos em trabalho repetitivo, mas mantendo o
seu interesse jd que o gosto da descoberta e a confirmacio de
conjecturas induz a um trabalho organizado e o envolvimento
dos alunos em sustentar as descobertas e argumentar a favor
das suas conclusdes, cria ambientes de entusiasmo, em que o
trabalho repetitivo é realizado sem esforco.

O desafio foi apresentado aos alunos em dois dias consecu-
tivos, prevendo um tempo de trabalho de cerca de 45 m em
cada um dos dias. No primeiro dia foi apresentado o desafio e
permitiu-se que fossem realizadas exploragdes de forma livre e
em grupo. Dentro do tempo previsto, reservou-se um periodo
para que todos 0s grupos pudessem apresentar as suas conclusdes
€ as conjecturas que comegavam a surgir.

No segundo dia solicitou-se a elaboracio de um relatério,
também em grupo, que pudesse ser lido por qualquer pessoa e
fosse suficientemente explicito para se perceber o que tinham
descoberto com o trabalho realizado. O relatérios foram lidos e
revistos em conjunto, assinalando-se o que era menos percep-
tivel. Este trabalho revelou-se muito proficuo e importante no
que respeita aspectos da comunica¢io matemdtica sempre diff-
ceis de conseguir e tanto mais complicados quanto o trabalho
solicitado teria de ser elaborado em grupo. Nio se procedeu &
reescrita dos relatdrios uma vez que j4 havia sido muito absor-
vente o processo desenvolvido. 4

A exploracio realizada no primeiro dia seguiu caminhos
diferentes nos vérios grupos de alunos. Enquanto uns tentaram
encontrar nameros que se diferenciassem em alguns aspectos,
por exemplo, cuja soma dos digitos originasse valores bastante

3.° Neste caso chegou-se A férmula 111 x (n — 1) x (n —2).
“ Agora sabendo o nimero de algarismos do nimero com o
qual pretendemos resolver o desafio, basta substituir o n

por esse valor e resolver a operacio.

Deste modo parece que o desafio proposto inicialmente, e que
foi um grande desafio aquando da sua resolugfio, se encontra
resolvido para qualquer situagfio que seja proposta.

Este é um exemplo de um desafio que pode ser realizado com
alunos, desde os mais pequenos, para os quais serd um desafio
interessante e provavelmente diferente dos que costumam
realizar, até aos alunos da formagio inicial com os quais jd é
possivel chegar a vérias generalizagGes.

Ana Caseiro
Escola Superior de Educagao de Lishoa

diferenciados, outros, na tentativa de «ganhar», e ganhar signi-
ficava experimentar mais niimeros, escolheram um conjunto de
nidmeros cuja soma dos digitos fosse sempre igual. Os grupos que
escolheram esta opcdo verificaram que em niimeros cuja soma
dos digitos fosse igual, a soma dos nimeros formados pelos alga-
rismos que o compunham era também igual, pelo que evitavam
fazer a divisdo final, abreviavam a adicio e poderiam afirmar
que tinham experimentado muitos nimeros (ver figura 1 na
pagina seguinte)

Nos grupos que seguiram opcBes diferentes a grande preocu-
pacio era encontrar estratégias que garantissem cue as opera-
¢oes efectuadas estavam correctas e ndo havia lugar a erros.

Seguiram-se estratégias interessantes. Os diferentes alunos
do grupo realizavam as operacdes separadamente e verificavam
as operacdes uns dos outros. Encontraram formas de, utilizando
as propriedades das operagbes, verificar a sua correcgio (ver
figura 2 na pigina 6) ou ainda escolheram niimeros cujos digitos
somassem 10 de forma a facilitar a operagiio de divisdo (ver
figura 3 na pigina 6).

Saliente-se o trabalho esforcado dos grupos de alunos que
propositadamente experimentaram nimeros cuja soma dos
digitos originavam valores muito diferenciados por forma a
comprovar ou negar que o resultado era sempre idéntico — o
22 era mégico. Assim foram testados os niimeros 123, 456, 780
sistematicamente, ou ainda 0 425, 087, 321.

Logo no primeiro dia, alguns alunos ndo resistiram a ten-
tagio de experimentar nimeros com digitos repetidos quando
o enunciado afirmava que o ndo deveriam fazer. A atitude de
desafio, talvez na procura de casos que nfo confirmassem o
resultado, nio deixou de ser interessante, tanto mais que nao
se enganaram na composicio de nimeros repetidos dos seis
niimeros com dois digitos que deveriam adicionar. Testaram o
262 ¢ depois 0 333 e 444 (ver figura 4 na pagina seguinte).

H4 ainda a referir que um grupo ndo resistiu e experimentou
com quatro algarismos — 1423 — e um ndmero com cinco
algarismos — 2453, tendo concluido»Se for com cinco e com
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seis e por af fora dd sempre capicua. Por exemplo 44, 55, 66, 77,
88...

Na aula seguinte verificou-se que tinha havido troca de
informagdes, outras exploragdes e o trabalho tinha continuada
fora da sala de aula. Os alunos estavam intrigados e continua-
ram a experimentar mas sem grande sistematizagio. Iniciou-se
a aula tentando organizar todas as descobertas que j4 tinham
sido efectivamente realizadas. Insistiram no registo de todos os
niimeros experimentados, com digitos diferentes e iguais, com
trés digitos ou mais. Conclui-se que ndo tinha havido tentativas
com niimeros de dois digitos. As conjecturas iniciadas desafia-
vam a tentar niimeros com 4, 5 ou mais digitos, mas descobrir
todas as combinagdes exigia um processo organizado e realizar
a adicio de todas as parcelas nem sempre era facil. Enquanto
ponderava a disponibilizaciio ou nfio de calculadoras ou sugeria
o recurso ao Magalhdes, alguns grupos de alunos organizavam os
niimeros em colunas a-fim de sistematizar a composicio de todas
as possibilidades com dois algarismos, o que permitia realizar
adigdes parcelares resolvendo o problema. De seguida os alunos
empenharam-se em redigir um relatério que explicitasse as suas
ideias. )

Redigir um relatério em grupo nio é ainda tarefa ficil para
alunos de 4° ano de escolaridade. Num dos grupos foi muito
conflituoso a forma como se deveria explicitar o problema e
acabaram por realmente fazer trabalho separado no conse-
guindo chegar a acordo. Um dos alunos pretendia explicitar o
problema da seguinte forma:

3 Educacdo e Matematica

"0 22 sitge”
N dio 22 & Joomirro ,
m&w@a M« it de 3 ﬂnﬁaw ﬁi{“"'

o o i To gty 2ot e 2 ol

O aluno pretendeu reproduzir a forma como entendeu o
problema, nfio se apercebendo que a sua forma de comunicar
as questdes, ndo era perceptivel pelos restantes membros do
grupo.

Uma vez que nfo lhe conseguiram fazer perceber, porque ¢
que esta redac¢fio ndo poderia ser aceite pela maioria das outras
pessoas, outro elemento do grupo fez uma proposta alternativa
(figura 5) e o terceiro elemento elaborou o exemplo. O relatério
final foi resultado do recorte e colagem das diferentes partes
elaboradas. Sentiram ainda necessidade de juntar os exemplos
que tdo arduamente exploraram, muitos deles em casa, € um
aviso (figura 6).

Nem todos os relatérios elaborados foram conseguidos
a ponto de sistematizar as informacdes principais e muitos
registavam conclusdes pouco aceites na discussio pelo grande
grupo, pelo que, os elementos desses grupos admitiram haver
necessidade de reformulages e alguns admitiram mesmo ter
registado conclusdes pouco correctas. Seleccionar as informa-



2
-
A

Figura 4

¢Oes relevantes, escolher apenas um exemplo e néo referir todos
os nimeros explorados, dar sentido ao relatério sem pretender
colocar toda a informagiio revelou-se um processo muito pouco
simples. A redacgiio de relatérios apela  utilizagdo de um modo
de escrito informativo ndo completamente dominado por todos
os alunos. No é de estranhar que um dos relatérios seja bastante
similar &s histérias e narrativas mais comuns 2 escrita realizada
pelos alunos. Assim, com o titulo «A magia da matemdtica» um
grupo relatava:
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«Era uma vez um menino chamado Pedro que tentou fazer um tru-
que que estava num livro. Fez o seguinte. escolheu um nimero
que tinha trés algarismos todos diferentes e sem zeros, por exem-
plo, 972, depois tentou fazer todos os nimeros com dois algaris-
mos todos diferentes com os algarismos do niimero que tinha esco-
lhido, e foram estes: 97, 92, 72, 79, 27, 209, depois somou todos
e deu esta conta: 97+92+72+7g+27+zg¥396. Dividiu por 18, a
soma dos digitos do nimero que tinha escolhido, e deu esta conta:
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396:18=22, depois tentou com outro nidmero. A divisio resultou
22, logo descobriu que o 22 € mdgico.»

Ainda o mesmo grupo continuou com «0O encanto da
Matemdrica»

«QO Pedro ficou tio encantado que resolveu experimentar com dois
digitos e fez esta conta:

92 2 29+92=121
I21:11=11

Experimentou com outro niimero e a divisio resultou 11 e desco-
briu que o 11 também era mégico. Resolveu experimentar com 4
digitos e deu esta conta:

1243 > 12+14+13+21+24+23+41+42+43+3432+31=330
330010533

Experimentou com outro nimero e a divisio resultou 33 e desco-
briu que o 33 também era mégico. Resolveu experimentar com 5
digitos e deu esta conta:

12345 = 12+13+14+15+21+23+24+25+31+32+34+
+35141+42+43+45+51+52+53+54=660
660:15=55

experimentou com outro ndmero e a divisio também resultou
55. Descobriu que o 55 também era mégico. O Pedro descobriu a

sequéncia que a partir do 33 era sempre mais 22 nameros. E o Pedro
resolveu mostrar estas magias & mae.»

O empenho em tentar encontrar uma regularidade nio deu
para perceber que havia erro nas operagdes efectuadas e de certa
forma forga-se o resultado para satisfazer uma conjectura. Na
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discussdo final percebeu-se o erro, mas o contentamento por ter
levantado uma hipétese, que mais ninguém tinha conseguido
elaborar, nio foi menor. Ficou o cuidado de rever com mais
atencao.

Qutros grupos privilegiaram nos seus relatérios a descricio
da maior quantidade de nimeros encontrados e depois de expo-
rem o problema inicial, explicaram:

1
\
)Lo‘"-‘ sty baigy Cove. Ry

Um dos relatérios destacou-se pela descrigio extensiva e pelo
pormenor referido. uma vez que foi redigido a l4pis nio permi-
tindo a digitalizacio com qualidade de leitura, fica a transcri-
¢iio, jd que permite, apesar da escrita pouco apurada, perceber
o processo de trabalho:

«A professora escreveu para cada grupo pensar num nimero de
trés algarismos todos diferentes e explicou o que eram algarismos
diferentes, eram nimeros de zero a nove mas nio se podia meter o
zero nesse niimero por exemplo 327. E depois para formar todos os
ntimeros de dois algarismos desse niimero por exemplo: 32, 37, 23,
27, 72, 73. A seguir adicionar esses nimeros e dividir pela soma dos
digitos desse nimero. Primeiro vimos que quase todos os ntiimeros
quando se dividiam davam 22. E depois viu-se se fosse o niimero
315 a soma dos digitos era g a soma dos ndmeros era 198, e vimos
se fizéssemos niimeros seguidos era o niimero com os mesmos alga-
rismos. E depois houve pessoas que experimentaram com zero e
houve outros que experimentaram com quatro que foi eu e a Carmo
€ agora vamos experimentar com 2 algarismos e agora penso que
com dois € 11 e a sequéncia deve ser 11, 22, 33, 44, 55, 66 e por ai
fora sempre a seguir a sequéncia. Com 2 é 11, com 3 é 22, com 4 é
33, com 5 € 44, com 6 é 55, com 7 € 66 e por af fora.»

O relatério continua com exemplos de niimeros de 3 digitos,
dois digitos, apresentando as contas e termina:

B Educacan e Matematica
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Durante dois dias os alunos empenharam-se em realizar desco-
bertas, e apesar de se terem envolvido em contas, muitas contas,
esse trabalho, nfo foi desmotivante e até constituiu um desafio
acrescido. Empenharam-se em organizar os dados e apresentar
as conclusdes de forma perceptivel. Discutiram, reformularam,
identificaram relagdes entre nimeros, fizeram conjecturas,
testaram na medida do possivel, comunicaram as conclusdes
e deixaram-nos a informacdes do desejo de comunicar estas
descobertas a outros. O desafio do 22 mdgico revelou-se um tra-
balho estimulante para o processo de aprendizagem da turma.

Helena Maria Amaral
EB1 Parque Silva Porto
Agrupamento de Escolas Quinta de Marrocos
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educagio, como seres humanos que felizmente sio, também
oferecem resisténcia — ainda que mais educada), prefigura
um imponente desincentivo politico por via das mais do'que
certas dificuldades e garantida auséncia de resultados, & escala
de tempo de um mandato.

No entanto, é bom que se note que nenhuma patologia de
origem social poderd alguma vez ser curada na auséncia de uma
educacio eficaz. O desemprego, a criminalidade, o défice de
empreendedorismo, a falta de empenho, a auséncia de brio e,
enfim, a apatia, indiferenga e falta de iniciativa que caracteri-
zam a sociedade portuguesa (salvo para questdes isoladas que
ndo sdo as de fundo) permanecerio de pedra e cal até que o
problema desapareca a montante... e a solucio lentamente se
propague. Ha quemedefenda que a indiferenca se deve a falta
de incentivos e se justifica por ndo haver perspectivas de justa
recompensa para quem efectivamente se empenhe em melho-
rar. Por outro lado, tal justa recompensa jamais aparecerd se a
sociedade no seu global estiver alinhada num patamar inferior
de desenvolvimento, ao qual corresponde baixa produtividade.
Estamos pois perante um problema circular que nfo se resolverd
por si s6. Mas a solucio, com todas as dificuldades existentes,
passa seguramente por envolver cada um de nés num processo
global de evolugiio.

Estabelecida a importincia de melhorar e reconhecidas as
dificuldades envolvidas propomos-nos a estudar rapidamente a
vagarosa dinfmica do processo de re-educagio que nos permi-
tird aspirar a um dia sermos diferentes,

Para analisar a evolucio de qualquer processo é preciso
conseguir medir. Suponhamos pois que o nivel médio de edu-
cagiio dos individuos em idade de aprendizagem de determinada
populagiio se caracteriza por uma varidvel macroscépica E. O
valor individual é definido, para cada elemento da populacio,
por uma hipotética ponderagio de varidveis microscdpicas
— E; = f(x;,y,, ..) — cuja estrutura precisa no nos interessa
detalhar. Interessa apenas ter presente que, seja qual for a
combinacio de varidveis, € possivel definir um processo de
determinar E; — um processo de avaliacio — e que tomando
a média dos valores E; ao longo da populacio se obtém o
indicador macroscopico E. Ora, € precisamente a evolu¢io no
tempo deste indicador, ou seja a funciio E(f), que nos interessa
estudar.

Admitamos para tal que o Estado gasta anualmente na
Educacdo um valor fixo, proveniente da boa cobranca de
impostos, prazerosamente pagos pelos elementos adultos da
populacio. Admitamos também que esta quantia (Q) se subdi-
vide em duas componentes: manutencio (M) e investimento
(V). Se supusermos que a verba de manutencio € a necessdria e
suficiente para garantir condi¢des de funcionamento constante
concluiremos que, do gasto total, o factor favordvel a variagio
positiva de E(t) serd a verba de investimento V. Naturalmente,
ndo serd V directamente a participar na variagio mas sim este
valor ponderado pela eficdcia associada aos objectos finais de tal
investimento. Define-se portanto a relagiio

Vs = p(Q—M) = pV, | (1)

cujo significado niio é mais do que afirmar que existem formas
mais eficazes do que outras de investir a quantia V, sendo essa
eficicia medida pelo pardmetro pl=l
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Assim, parece natural assumir que a variagiio de E(f), repre-
sentada pela derivada em ordem ao tempo, seja de alguma forma
proporcional a V:

EcxpV. (2)

Por outro lado, pelo que j4 foi referido acima, é imperativo que
qualquer descri¢io da educacional variacio que procuramos
tenha em conta a resisténcia humana ao processo de melhoria.

Para esta resisténcia contribui a ja referida influéncia do
meio, a qual estd relacionada com o estado educacional médio
da sociedade (professores, pais, familiares e outros elementos
adultos da populagiio). Ora este estado educacional é reflectido
também pela fungiio E, mas num momento anterior. Por outras
palavras, o patamar educacional da sociedade adulta, o qual se
reflecte nos elementos em fase aprendizagem, estd relacionado
com o indicador E medido no seu tempo préprio de educacio:

Em OCE(t‘_A) (3)

Na equagio (3) A corresponde evidentemente ao intervalo
geracional. Deste modo avanga-se com a seguinte hipétese para
a resisténcia imposta pelo meio:

R, = P(E - E,;) = B(E(t) - E(t - 4)) (4)

em que o parimetro § reflecte a intensidade desta resisténcia.

O leitor podera objectar a esta hipétese afirmando que rara-
mente alguém tenta exercer resisténcia directa em relagiio a
educaciio dos mais jovens. Sobre este ponto importa esclarecer
que a resisténcia ndo é forcosamente explicita. Pelo contrario, é
maioritariamente implicita pela auséncia de condigdes criadas,
pela falta de incentivos, pelos exemplos dados ou simplesmente
pelas baixas aspiragdes em relacio ao progresso do educando,
consequéncia de uma fasquia educativa menos elevada. Como
exemplo imediato podemos relembrar as dificuldades educativas
das criangas habitantes de bairros sociais que mesmo que nio
sofram accoes directas prejudiciais a sua educaciio sdo diaria-
mente penalizadas pelas condigBes que as envolvem. Interessa
igualmente esclarecer que a resisténcia do meio representa um
valor médio. Pode até haver casos em que o meio incentive
em vez de resistir, mas tal serd certamente uma excepcio e
ndo a regra. Voltando ao exemplo anterior: um determinado
conjunto de estudantes pode ter excelentes professores mas o
péssimo enquadramento social dificultar gravemente o avango.
O impacto efectivo destas dificuldades constitui precisamente
o pardmetro f.

Feitos os esclarecimentos continuemos a trabalhar o modelo
evolutivo. De acordo com o que foi dito a equaciio (4) sugere:

E « pV - BIE(t) - E(t - A)] (5)

No entanto, devemos ter em mente que a escalada da monta-
nha do desenvolvimento nfo é composta por degraus de igual
dificuldade. Pelo contrério, a evolugio é incrementalmente
trabalhosa: quanto mais alto o nivel atingido mais dificil serd
aceder ao seguinte. A forma mais simples de modelar este fens-
meno é admitir que a variagiio é simultdneamente afectada na
razio inversa da prépria fungio:
f o F(p,V,B,E)

E 7 (6)

ol



complementando a expressdo (5). Introduza-se entdo, o con- !

ceito de resisténcia intrinseca por via de uma constante de
proporcionalidade interna & populacio.

R; = yE(#). (7)

A constante y traduz a maior ou menor oposigio genética a
aprendizagem. Assim, o modelo simplificado para a evolugio
educativa, compativel com as hipéteses (5) e (6), é descrito
pela seguinte equaciio:

: Vef = Rm
E _——
R.

1

(8)
que na sua forma explicita se escreve:

. pV—pBIE(t)= E(t — A)]
B
VE(®)

A equaciio anterior pertence a uma classe de equagtes desig-
nadas por Equactes Diferenciais com Atraso (Delay Differential
Eguations ou DDEs) e depende dos pardmetros aqui sucessiva-
mente introduzidos. O parimetro y nfo se considera sensivel
a intervengdes externas por representar uma caracteristica
intrinseca A populagio: a sua dificuldade natural de aprendiza-
gem. Interessa pois analisar a dinAmica desta equaciio, sabendo
de antemdo que a evolugiio serd potenciada maximizando V, f
e minimizando Y. Convém no entanto ter em mente que ha
um limite fisico para V,;. O processo educativo vive essencial-
mente da interaccio entre pessoas pelo que o investimento em
infra-estruturas e materiais de apoio V tem um ponto éptimo
acima do qual j4 nfo produz resultados e o dinheiro se torna mal
gasto. Ou seja a eficiéncia desce quando V' ultrapassa determi-
nado valor de tal modo que V,; ndo ultrapassa o valor limite.
Fica assim claro que nas condigdes ideais de investimento o
pardmetro § é determinante na evolugio.

Na sua forma mais simples, § = 0, aexpressio (g) transforma-
se numa Equagiio Diferencial Ordindria (Ordinary Differential
Equation ou ODE) separdvel cuja solugio designaremos por E,
e é dada por:

12
£o0 = 22%4) (10)
})‘
A expressio (10) denota, como se pode ver, um crescimento
infra-linear continuo o qual representa a evolugio no melhor
dos cendrios. No caso geral hd que empreender uma anilise
mais complexa para chegar a conclusdes.
Para a resoluciio de uma DDE simples é necessdria ndo s6
a condicfio inicial mas também uma fun¢io inicial cuja forma
se conheca num intervalo igual ou maior ao delay presente na
equagiio. Suponhamos entfio que

p,V.By>o0 (9)

E)=o0 t<o (r1)
ou seja que a educagiio comega do zero. Uns poucos professo-
res, ardGsia, giz e uma populagiio nos minimos da literacia. Da
condiciio (11) segue que para o intervalo I, f €]o,A] temos
E(t—A) = o, de onde se obtém:

E= pV - BE()

VE®) (12)

A expressdo (12) é uma ODE da qual se obtém a soluciio para o
intervalo referido. Tal solu¢io servird para determinar E(f — A)
no intervalo I,. Analogamente, a solugdo no intervalo I, per-
mitird determinar a do intervalo I;. A repetigio deste processo
permite determinar a evolugfio de E(f) em qualquer intervalo I
. Temos pois que a solucio E(t) é uma funcio continua definida
por trogos.

Dado néo ser possivel obter expressdes simples para cada
trogo da fungiio interessa pelo menos enunciar as suas proprie-
dades fundamentais:

E(t) < Eo81)

(13)
Jim E(f) = +oo (14)

Uma vez que (13) é trivial vejamos como se pode demonstrar
(14). Para comegar verificaremos que nos pontos interiores aos
intervalos I, E nunca se anula. Para tal utilizaremos o método
de reducfio ao absurdo, o qual goza da nossa maior simpatia pela
clara afinidade com o pafs em que vivemos.

No intervalo I, a funcio E(t) € monétona crescente. Tal con-
clui-se da andlise de (12), que pode ser escrita na forma de uma
equagio de Abel, cuja solugio é conhecida [1]. Suponhamos
entdo que E se anula num primeiro ponto t, pertencente a I,.

Aplicando o operador derivada em ambos os lados de (g)
obtém-se:

_ —By(EW®) - E(t - A)E) — (pV - B(E() — E(t — A)yE®))

t=o

E 2
y2E(®)
(15)
expressdo esta que avaliada em ¢, se reduz a
N BE(t, — A)
Ei)="——or (16)
° VE(ts)

Mas sendo a expressdo (16) positiva (por E ser mondtona cres-
cente em [,) o instante {, teria que representar um minimo.
Ora isto contraria o facto de E(t) ser monétona crescente em I,
, excepto se a derivada mudar de sinal de forma descontinua na
fronteira dos intervalos I, e I,, ou seja em f = A. No entanto,
por cdlculo directo das derivadas laterais com recurso a (g)
verifica-se que a derivada existe e é continua®. Desta forma,
conclui-se que E(f) ¢ mondtona crescente em L.

A aplicaciio repetida deste mesmo processo permite estender
esta conclusfio a qualquer intervalo I, de onde segue que E(f) é
mondtona crescente para qualquer .

Para verificar (14) resta apenas demonstrar que E(f), que jd
vimos ser mondtona crescente, ndo tende para um valor cons-
tante. Voltemos para tal ao absurdo. Suponhamos que E tende
de facto para um valor constante. Nesse caso:

b PV-BE®-E¢-2)]

VE(1) el
e portanto
E(t)-E(t-A) — %’ (18)
o que implica
1%
£ (19)

E(t) — Eﬁ—t +CTE
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Figura 1. Soluc@es para diferentes valores de B

facto este que contradiz a premissa inicial e permite concluir
(14).

Temos pois que a evolugio educativa se d4 por via de cresci-
mento continuo, nio limitado, mais ou menos célere em fungio
de um conjunto de pardmetros. Esta conclusio, sustentada pelo
modelo desenvolvido, materializa aquilo de que se suspeitava.
E preciso acelerar. E necessdrio investir, com eficicia. Mas
principalmente € preciso atenuar a resisténcia educativa da
sociedade. E como se faz isso?

A resposta, que todos procuramos, € muito mais simples do
que qualquer modelo matematico. E representa investimento,
sim, mas indirecto.

Se nos interrogarmos, «qual é coisa qual é ela que nos faz
decidir algo, ignorando quaisquer pressdes e opinides da geracio
mais informadal» a que conclusiio chegaremos? A resposta é o
marketing. A se deve investir. E o coolness factor, que determina
as acgdes de quem € jovem, que nos leva a fumar ou a ir ao
gindsio, a frequentar o sitio X, a almocar no sitio Y ou a adquirir
determinado gadget. Assim se anula g e se evolui na direcgio
certa. Ndo sofremos nés, desde 1143, do mal da ostentacio?
Quando ser bom for cool, os portugueses serdio os melhores.

Agora implemente-se. Promova-se. O meu trabalho, que era
explicar, est4 feito.
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Notas

" Entenda-se agente de educagiio no sentido lato, i.e., como todo e
qualquer adulto que pretenda influenciar ou servir de referéncia
aos elementos mais jovens.

I Este parimetro encarrega-se igualmente de quaisquer conversdes
de unidades necessrias.

Bl A existéncia deste pardmetro nfio &€ em todos os casos prejudicial:
num cendrio de desinvestimento em que V=0 -M < 0 a exis-
téncia deste parimetro permite travar um eventual retrocesso edu-
cativo. Esse nio € no entanto o processo em estudo.

B As descontinuidades das derivadas podem existir no pontos entre
intervalos devido a variagio abrupta da contribuiciio da compo-
nente retardada. Esta € uma caracteristica conhecida das DDE. No
caso presente a primeira derivada é descontinua em t = o sendo a
segunda descontinua em f = A. *
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Este texto constitui uma humilde homenagem ao estilo interventi-
vo de Fernando Pessoa, cuja incompardvel expressio em textos como
«O caso mental Portugués» ou «Ou banqueiro anarquista» evidencia
a rigorosissima veia analitica de um dos maiores autores da Literatura
Portuguesa.

Alberto Pimenta
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0 GTI - Grupo de Trabalho de Investigacao
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O GTI é um dos grupos de trabalho da Associagiio de Professores
de Matemdtica (http://www.apm.pt/portal/index.php?id=20891). Este
grupo tem como objectivo criar um espago de expressio da comu-
nidade de investigaciio no campo da Educacio Matemdtica,
para divulgagiio, comunicacio, confronto e discussio de ideias
e trabalhos realizados. Promove, ainda, a articulagio entre a
investigacio nesta drea e o ensino da Matemitica. O niicleo
central da actividade do grupo é o Seminirio de Investigagio
em Educacio Matemitica, o Grupo de Estudos «O professor
como investigador», a revista Quadrante e a publicaciio de teses
no dmbito da Educagio Matemdtica.

0 Seminario de Investigacao em Educacdo Matematica

O XXI SIEM decorreu nos dias 4 e 5 de Setembro de 2010, na
Universidade de Aveiro. Esta iniciativa contou com a partici-
pagio de 146 professores e investigadores de 4 nacionalidades,
60 dos quais estiveram envolvidos na apresentacio de comuni-
cagdes, posters efou outras actividades.

O Espago GTI foi dedicado ao langamento do dltimo livro
do Grupo de trabalho de Investigacdo, O professor e o Programa
de Matemdtica do Ensino Bdsico (GTI, 2010). Este espaco foi
dinamizado pela actual coordenadora do GTI, Cldudia Canha
Nunes, e contou com a participagiio das colegas Sandra Nobre
e Anabela Gaio.

Grupo de estudos 0 professor como investigador

Este livro, representa o trabalho do 4.° ciclo de estudos do
grupo O professor como investigador, inclui uma coleccio de
experiéncias realizadas por professores e formadores dos dife-
rentes niveis de ensino (do 1.° ciclo do ensino bdsico ao ensino
superior). Mais importante do que cada experiéncia em si
mesma € perceber de que forma ela pode contribuir em termos
do conhecimento para a profissio, e que mais valia traz para a
vida das escolas, em particular para o grupo de professores de
Matemadtica. Ao divulgar estas experiéncias, procuramos con-
tribuir para uma melhor compreensio das questdes associadas
as mudangas curriculares preconizadas pelo PMEB, nomeada-
mente como interpretar e concretizar na prdtica as indicagdes
desse programa, como delinear e percorrer os percursos neces-
sdrios, como caracterizar os papéis que o professor pode assumir
e como conceber estratégias para concretizar ao longo do ano
uma grande variedade de objectivos curriculares.

As experiéncias que aqui reunimos mostram que & possi-
vel concretizar as inovagdes introduzidas pelo PMEB, mudar
prdticas profissionais e gerar dinAmicas que, se efectivamente
concretizadas, contribuirdo certamente para uma mudanca de
grande alcance no ensino da Matemdtica em Portugal. Todo
este processo passa pela capacidade de todos os que estio directa
e indirectamente envolvidos no processo de ensino-aprendiza-
gem, se mobilizarem e liderarem dindmicas de trabalho cola-
borativo centradas no desenvolvimento curricular visando um
ensino de qualidade e o sucesso da aprendizagem dos nossos
alunos em Matemitica.

6T—Grupo de Trabafho de Investigacio

0 Professor
e o0 Programa de Matematica
dlo Ensino Basico
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No conjunto dos dez textos incluidos no livro, sete narram
experiéncias vividas pelos autores na gestdio, concretizacio e
desenvolvimento de tépicos do PMEB com alunos, sendo os
outros trés de natureza mais geral. Destes trés textos, um centra-
se na andlise da oportunidade de mudanca na Matemstica do
ensino bdsico que representa o PMEB, outro discute o conceito
de trajectéria de aprendizagem, as suas componentes e o seu
possivel contributo para um ensino da Matemitica com com-
preensdo, e um terceiro foca o conhecimento profissional do
professor de Matemdtica e a gestio e as praticas do professor no
desenvolvimento curricular.

O trabalho deste livro tem por base o conhecimento desen-
volvido pelo grupo na dltima década. Assim, estd presente o
produto do primeiro ciclo de trabalho desenvolvido pelo grupo,
do qual resultou a publicaciio do livro Reflectir e Investigar sobre a
Prdtica profissional, publicado pela APM em 2002, e que incluia
uma colectinea de textos que testemunham experiéncias pro-
fissionais dos elementos do grupo enquanto investigam a sua
pritica profissional para melhor compreender as suas accdes e
as suas necessidades, e em consequéncia, melhord-las.

Igualmente presente estd o produto do segundo ciclo de
trabalho que deu origem a publicaciio do livro O Professor e o
Desenvolvimento Curricular, também publicado pela APM em
2005, que inclui um conjunto de textos que, de algum modo,
mostram que as questdes do desenvolvimento curricular sio
particularmente dificeis e que a gestdo do curriculo torna-se
cada vez mais complexa, dado que o professor hoje trabalha
com alunos provenientes de maltiplas culturas. No entanto, é
possivel perceber, no colectivo de artigos, que estas questdes sio
possiveis de equacionar quando estdo envolvidos os diferentes
actores do processo educativo e nele participam activamente,
O livro apresenta experiéncias vividas pelos autores dos textos
centradas na gestdo, concretizagiio e desenvolvimento do cur-
riculo, procurando dar contributos para uma melhor compre-
ensdo das questdes curriculares. Em particular, debruca-se sobre
o papel das tarefas e das diferentes estratégias de realizagio do
curriculo de Matemstica, mas também sobre o desenvolvimento
curricular.

[gualmente presente estd o trabalho desenvolvido no terceiro
ciclo do grupo, cujo foco € o professor que investiga a sua pratica
no dmbito de projectos de escola e que deu origem 2 publicacio
do livro O Professor de Matemdtica e os Projectos de Escola, em
2008 pela APM. O livro inclui uma colecgio de experiéncias
realizadas por professores e formadores dos diferentes niveis de
ensino. Em particular, procurdmos contribuir para uma melhor
compreensdo das questBes associadas as dindmicas do trabalho
desenvolvido no seio de projectos de escola, os percursos que
580 necessdrios percorrer e os factores que facilitam e sustentam
as dindmicas de trabalho colaborativo.

A revista Quadrante

A Revista Quadrante estd especialmente vocacionada para
estimular o intercimbio de ideias e experiéncias, divulgando
trabalhos relacionados com a investigacio em ensino e apren-
dizagem da Matemdtica. Pretende contribuir para debates
entre pluralidade de linhas de pensamento que atravessam
a educagio matemadtica. Como revista dé investigacio a sua
coordenagiio é da responsabilidade da Comissio Coordenadora
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" do Grupo de Trabalho sobre Investigacio da APM e as respon-
sabilidades de edi¢io cabem ao Director e Conselho Editorial.
Neste momento, encontra-se em fase de elaboragio o segundo
nudmero de 2010 e 0 nimero temdtico de 2011 subordinado ao
tem Desenvolvimento curricular em Matemdtica.

A coleccdo de teses

Com a Coleccio de Teses, a APM pretende contri-
buir para a divulgacio de trabalhos de investigacio em
Educagdo Matemdtica realizados ao nivel de provas de
mestrado e doutoramento por autores de lingua portuguesa.
A coleccdio foi iniciada em 1992 e conta presentemente com
uma vasta colectinea de titulos que se encontram disponiveis
na loja virtual e na sede da APM, publicados em livro.

0 Testemunho da professora e formadora Sandra Nobre

As publicagdes do GTI sdo de facil leitura para professores e
ajudam-nos a clarificar determinados conceiros. Sdo importan-
tes recursos para a ampliacio do conhecimento profissional e
ajudam os professores a reflectir sobre a sua prética.

No ano lectivo 2009/2010 iniciei funcdes de professora
acompanhante do Plano da Matemdtica I] e do Novo Programa
de Matemitica do Ensino Bésico. Nas sessdes promovidas nos
diferentes grupos de trabalho houve sempre um espago para
partilha de experiéncias, eram feitas sugestdes de leitura e ana-
lisados alguns textos, na maior parte das vezes a propésito do
Novo Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico. As escolas
que estavam a implementar o novo programa eram um nimero
reduzido. Ao longo do ano lectivo verifiquei um crescente inte-
resse por parte dos professores em perceber como eram feitas
as abordagens aos diferentes tépicos e nos diferentes ciclos
de ensino. Os professores demonstraram bastante curiosidade
acerca da forma como estava a decorrer a implementagiio, como
& que os alunos encaravam a nova metodologia de trabalho e o
modo como decorria a realizac@o das tarefas nas suas diferentes
fases.

Este livro pode vir saciar essa curiosidade dos professores.
Estou convicta que € um excelente recurso para o acompanha-
mento dos professores, nesta fase de generalizagio do programa,
uma vez que exemplifica experiéncias em diferentes tépicos e
em diferentes ciclos de ensino.

O factos deste e de outros livros do GTI promoverem a
reflexfio dos professores sobre as suas praticas é um factor deci-
sivo para a mudanca e consequente melhoria do ensino e da
aprendizagem da Matemdtica.

Claudia Canha Nunes
Escola EB 2/3 Fernando Pessoa, Lishoa

Sandra Nobre
Escola EB 2/3 Professor Paula Nogueira, Olhdo
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Uma boa noticia

D facto de, pela primeira vez na histdria dos estudos
internacionais de avaliacdo dos conhecimentos especificos

e competéncias dos alunos em trés dominios fundamentais
(leitura, matemética e ciéncias), Portugal se situar na meédia

dos pafses da OCOE é, para mim, uma boa noticia com certeza
partilhada par muitos=de vés. Mas parque n3o tenho sentido a
partilha e divulgagao desse sentimento entre nds e com os outros
[comunicacdo social, ..]?

E ndo serd a sec;ao da nossa revista «<Pontos de vista,
reaccdes e ideias ..>>, um bom espaco para essa partilha? Assim,
aqui esta a minha reaccdo ao estudo PISA 2009 a partir dos dados
gue constam da pagina do GAVE, sem poder deixar de olhar para
tras e de ficar muito atenta ao futuro.

Em 2004, aguando da divulgacdo dos resultados do estudo
PISA 2003, muitos dos titulos da imprensa eram devastadores
essencialmente para os alunas, para as escolas e para nds,
professores. Recordei-me de alguns: <<Alunos portugueses sao
dos piores na matematicas [Publico, ultima hora, 07-12-2004);
Alunos partugueses muito abaixo da média da OCOE em
matematica [Agéncio Lusa, 06-12-2004); Matematica — uma
docéncia calamitosa [Jornal de Letras, 2005, n.° 837)>.

Também lembro gue a direccdo da APM foi muito solicitada,
guestionada pela comunicacao social sobre os porqués destes
resultados e, sem nunca excluir os professores e o funcionamenta
das escolas da sua parte de responsabilidade, destacou sempre
outros factores e apontou factos que podiam justificar a auséncia
de melhaorias entre o estudo PISA 2000 e o estudo PISA 2003,
nomeadamente ao Jornal de Letras, 2005, n.° 893 onde é referida
a ausencia de politicas, projectos de intervencao que fossem ao
encontro de «propostas apresentadas em estudos nacionais
produzidos em anos anteriores como o Diogndstico e propostas
para a Matemdtica escolar produzido em 1997 par um grupo
de trabalho a solicitagdo do préprio Ministério do Educaciio e o
Matemdtica 2001 — Diagndstico e recomendacdes pora o ensing e
oprendizagem do matemdtica, de 1998 e da responsabilidade da
APM, que identificavam os problemas e propunham solucdesss,
Estudos que nao se limitaram a analisar apenas o bindmio
professor/aluno, mas tiveram também em conta os curriculos e
as organizacdes e comunidades escolares. Desses estudos, é ainda

A Redaccao reserva-se o direito de editar os textos recebidos de forma a tornar
possivel a sua inclusdo na Revista.

2

destacado no referido artigo <o reconhecimento da necessidade
de um investimento nos professores de Matematica [incluindo
os do 1.° ciclo] com apresentacdo de propostas concretas para a
formacao inicial e continuas=. Noutro artigo do jornal Piblico de 8
de Fevereiro de 2005 também sao identificados, pela direccdo da
APM mais dois problemas relativamente aos quais, nos dltimos
anos, foram procuradas e testadas respostas <o problema da
seleccao e colocagdo dos professores em que tadas os anos mais
de 50 mil candidatos mudam de escola é outro dos pontos criticos
do sistema>> bem como o funcionamento do sistema de apoios
educativos que <<ndo tém funcionado, faltando proporcionar uma
maior articulacdo entre qguem da apoio e o professor da turma,
alargando a coadjuvac3o do ensino no 1.° ciclo».

Foi com este floshbock que eu mais desfrutei dos indicadores
do estudo como o de que «<em matematica, entre 2003 e 2009,
diminui 7,5 pontos a percentagem de alunos com desempenhos
de nivel 1 e inferior a1e aumenta 84 pontos a percentagem
de alunos com desempenhos de nivel 3,4, 5e b> e com a
mensagem do secretdrio geral da OCOE [pagina do GAVE), que
destaca, entre outros aspectos, que «a gualidade de um sistema
educativa nunca é superior a gualidade dos seus professores
e dos seus directares escolares. Os bons sistemas educativos
tém de dar atengdo a todos os aspectos do recrutamento de
profissionais. Portugal melhorou significativamente a formacgdo de
professoresss.

E porgue o aspecto essencial do PISA é o de assentar numa
avaliacdo gue incide nas compet@ncias que evidenciem o que
os jovens de 15 anos sabem, valorizam e sao capazes de fazer
em contextos pessoais, sociais e globais, sd pademos estar
todos orgulhosos: professares, alunos, escolas, formadores de
professores, responsdveis pelos estudos que apontam solucdes,
os decisores e responsaveis pelas medidas de intervencdo dos
ditimos anos e a APM, como Associacdo independente, pela
persisténcia na tomada de decisdes estratégicas sohre o ensino e
aprendizagem da Matematica.

M. Isabel Rocha
ESECS/Instituto Politécnico de Leiria
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Joseé Duarte

Conexdes matematicas e tecnologias

Introducao

Os trés artigos gue se seguem, que s3o apresentados mais
pormenorizadamente no inicio de cada um deles, ilustram um
conjunto de ideias gue passo a resumir:
As tecnologias pgdem servir diferentes objectivos de
aprendizagem, em qualquer ano de escolaridade, guando
devidamente integradas curricularmente;
As tecnologias podem <entrar> na sala de aula com objectivos
especificos de modelagdo ou de andlise de variacdo, com
alunos mais velhos, ou serem ferramentas ao servico da
organizacdo, tratamento e divulgacao de informacaa,
valorizando uma histdria que envolve alunos dos primeiros
anos de escolaridade;
Nas descricdes das experiéncias estdo presentes o entusiasma
dos alunos pela descoberta e novas ideias que emergem das
diferentes representacfes proporcionadas pela tecnologia, que
surpreendem o professor;
0 papel do professor é decisiva para desenvolver processos
de comunicacao e de interaccdo estimulantes na sala de aula
que desenvolvam o raciocinio, alimentar os desafios em cada
momento para nao os <deixar maorrer> e estabelecer <pontess>
entre a tecnologia e o curriculo.

A Elisabete Mariano, o Jodo Gracio e a Sandra Nobre, em conjunto
com os seus alunos, fornecem evidéncia sobre estes e outros
aspectos, que pretendemos que constitua material de reflexdo,
guer para o leitor, quer para eles proprios, enquanto autores

de uma narrativa vivida, gue representa mais um elemento de
desenvolvimento pessoal e profissional.

José Duarte

As representacdes da tecnologia na
modelacao e na analise da variacao

Apresentacao '

Este artigo, da responsahbilidade da Elisabete Mariano, professora
do 3° ciclo da EB 2,3 de Aranguez, em Settibal, incide sobre

uma experiéncia realizada numa sala de aula do 7° ano de
escolaridade, em 2009-2010, num trabalho sobre variaveis,
funcdes e equacdes. Os alunos s3o envolvidas numa situagao

de modelacdo matematica em torno de um tarefa aberta para a
qual se mobilizam varias representacdes da folha de calculo e a
traducao de umas nas outras, permitindo estabelecer conexdes
entre diferentes dominios da Matematica, como as equacdes e as
funcoes.

16 Educacdo e Matematica

Descricdo da experincia

A experiéncia de resolugdo do problema que serd descrita neste
artigo, ocorreu em turmas de 7.° ano integradas no Plano da
Matematica II. 0 ponto de partida foi a exploracdo de diferentes
relacties numeéricas recorrendo a gpplets e & folha de calculo [FC).

Com as tarefas que comegaram por ser propostas, o recurso
a FC foi uma constante: primeiro, a escrita da sequéncia de
nimeros naturais (Em Al escrevia—se | e os alunos rapidomente
dizigm gue em A se devia escrever <<=A1+1>, mesmo aqueles
gue revelovam mais dificuldodes); segunda, a escrita de outras
sequéncias que dependiam da primeira; terceiro, a representacao
grafica dessas sequéncias. Neste momento, os alunos estavam
perante trés representages distintas de uma sequéncia sem que
fosse essencial dominar bem a FC. Tantas ideias matematicas
que aqui estavam relacionadas: nogdo de varidvel e o seu tipo
[independente e dependente], escrita de expressies algébricas
e identificacdo de expressdes equivalentes, representacdes em
tabela e grafica, nocao de referencial cartesiano, representacdo de
pontos no plano, indicacdo das suas coordenadas, interpretacao
gréfica e a relacdo entre as diferentes representacdes .. e mais
tarde, dando cantinuidade a este trabalho, o estudo das situacdes
de proporcionalidade directa, a comparacao de diferentes fungdes
e até a resolucao de equacies.

Foi preparada uma ficha de trabalho com o enunciado de
um problema e questdes orientadas para a sua resolucao: «<0
Miguel tem 8 £ na sua mao e o resto do seu dinheiro na carteira. 0
Rodrigo tem exactamente 3 vezes mais dinheiro do que o Miguel
tem na sua carteira. 0 que se pode dizer da quantidade de dinheiro
gue o Miguel e o Rodrigo tém?>

Num primeiro momento, constatou-se que a generalidade dos
alunos é capaz de interpretar o que se sabe e o gue nao se sabe,
utilizando a linguagem natural e fazendo representacdes iconicas
da situacao [Figura1).

Foi efectuado o registo no quadro. Quase em unissono,
os alunos representaram a guantia existente na carteira do
Miguel por uma letra, que diziam ser a varidvel [alguns ainda se
confundem e referem incdgnita) e ditaram a expressao algébrica
gue representava a quantia total do Rodrigo. Mas afinal sabem
guanta dinheiro tem o Miguel? — questionei. Ao que responderam
atribuindo diferentes valores [nao nulos) a variavel ja definida com
o registo no quadro [Figura 2].

A partir dagui, definiu-se que na nossa tabela, irfamos
trabalhar com a sequéncia de valores iniciados em zero.
Identificaram-se as varidveis independente e dependentes no
contexto do problema e a sua representagdo em cada um dos
pixos cartesianos. Em seguida, a turma prosseguiu com o trabalho
autdnemo, auxiliado pela professora apenas quando solicitado.
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Figural

Verificou-se que, mediante um problema aberto, considerando
a diversidade de respostas e no sentido de ser possivel uma
visdo abrangente da situagdo em estuda, houve necessidade de
organizar os dados utilizando a FC [Figura 3]. Sem este recursa,
seria bem mais dificil ajudar os alunos a aperceberem-se dos
diferentes cenarios da situacde, uma vez que esta ferramenta
permite, por alteracdo dos valores numa célula, observar as
implicagdes noutras células na tabela e nos graficos (Figura 4).
Deste moduo, acrescenta-se outra mais-valia: estudar o

comportamento das fungdes associadas & tabela e, a partir daqui,

conjecturar sobre a importancia e influéncia na representacao
grafica dos parametros envolvidos [no caso das funcaes afins, o
declive e a ordenada na origem].

Apds esta experiéncia, tornou-se muito claro para os alunos
darem resposta as diferentes quest@es colocadas, o que se pode
constatar atraves de alguns exemplos de didlogos:

Carteira Mao Miguel  Rodrigo
0 8 8 0

1 B 9 3

2 B 10 6

3 B m 9

4 8 2 12

5 8 13 15

B 8 ™ 18

7 B 15 2l

g B 16 4

9 B 7 27

10 B 18 30

Figura 3

Figura 2

Professora [F): Com base na observacdo do grafico e da tabela,
guem gostarias de ser? 0 Miguel ou o Rodrigo? Explica a razdo
da tua opcdo.

Rluno 1 [A1): O Rodrigo, porgue guando o Miguel tem Y euros na
carteira o Rodrigo, a partir dal, fica sempre com mais dinheiro
gue o Miguel.

A2: Oueria ser o Rodrigo porque ele no total fica sempre com mais
dinheiro que o Miguel, excepto quando tem Y euros ou menos.

A3: 0 Rodrigo, porque ele consegue atingir uma quantia mais
elevada de dinheiro, enquanto o Miguel sd consegue ter 1 eurg
de cada vez, o Rodrigo consegue 3 euros de cada vez, ou seja o
triplo, logo tem uma quantia maior, e mais depressa.

A4: 0 Rodrigo talvez seja a melhor escolha visto que, se o Miguel
tiver 10 £ na carteira; o Rodrigo tem 30 €, mas o Miguel
tambeém nao seria ma escolha, porque até certa altura tem
mais dinheiro gue o Rodrigo.

% Miguel
mx B Rodrigo

0 2 4 6 8 10 12

Figura 4
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Y+B=12 ———>Hx3=12 ’
B B n 3
! B 12 12
5 B 13 15

Figura 5

Foi lancada outra questao: Por observacdo dao tobelo e do grdfico,

quando 6 que os dois amigos tém a mesma guantio?

A1: Por observacao da tabela e do grafico, os dois amigos tém a
mesma guantia, guando o Miguel tem quatro euros na carteira
e 0 Rodrigo tem o triplo, pois a soma dos quatra euros da
carteira do Miguel com o dinheiro que ele tem na méo, gue
sdo nito euros, e igual ao dinheiro do Rodrigo, pois, o triplo de
guatro é doze, assim como a sama de quatro com oito é doze:

A2: Quando o Miguel tem Y euros na carteira, porgue observando
o grafico @ guando as duas linhas se cruzam, ou seja, quando
o dinheiro dos dois rapazes se encontram, tém a mesma
guantidade.

P: Traduz esta situacdo por uma equagao. Resolve-a e verifica a
solucdo, comparando-a com os valores da tabela e com os do
grafica.

Os alunos escrevem a equacao x + 8 = 3x, concluindo que a
solucdo da equacdo corresponde & solucdo ja encontrada por
observacdo da tabela e do grafico.

Muitas outras caracteristicas das funcdes podiam ser
estudadas com este problema: o crescimento das funcdes, a
inclinacdo das rectas associado ao declive, a ordenada na origem
e a sua representacdo grafica ou a funcdo de proporcionalidade
directa.

Sendo esta tarefa aberta, ela permite a exploracao de
diferentes caminhos e o estabelecimento de varias conexdes, que
dependem das questdes que o professor coloca, o que e ainda
potenciado pela utilizacdo da FC na modelacdo da situacdo e
através do uso e articulacdo entre as diferentes representacdes.

Elisahete Mariano
EB 2,3 de Aranguez

Aprender por projectos: a tecnologia ao
servico da comunicacdo e das conexdes

Apresentacao

lodo Grécio, professor do1° ciclo (3.° e 4.° anos de escolaridade]
na EB1/JI do Afonsoeiro, no Mantijo, descreve no artigo seguinte
um projecto que se iniciou na construcdo de uma histdria colectiva
partilhada e que evoluiu para a construgao'de um instrumento

de recolha de dados de avaliacdo do trabalho, seguida de
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organizacao, analise e interpretacao dos resultados obtidos,
utilizando diversas tecnologias [processador de texto, programa
de producao de filmes, questionarios

on-line e folha de calculo).

Ds alunos, apds a construcao de uma histdria colectiva, sao
envolvidos pelo professor num processo de comunicacao e
negociacdo como vista a definir a melhor forma de a partilhar,
divulgar e avaliar, A tecnologia, numa primeira fase, serve os
processos de escrita e de comunicacdo e, numa segunda fase,
apoia a construcdo partilhada de um guestiondrio
(on-line] e de recolha, oroanizacao e tratamento de dadas,
tendo como suporte a folha de calculo e as suas diferentes
representacies numeéricas e graficas.

Na discussao que o professor conduz estao presentes
importantes aspectos que passam pela identificagdo das variaveis
em jogo, a contagem que conduz a construcdo de tabelas de
frequéncias nas diferentes categorias identificadas, a escolha
dos graficos apropriados, a discussao das escalas dos eixos e o
sentido critico na discussao do processo e na interpretacao dos
resultados.

Descricdo da experiéncia

Quando no inicio do ano lancei a ideia da construcdo de um livro
realizado pela turma, nem sabia no que me estava a meter.

0 que e certo e que o livro cresceu, capitulo a capitulo, com a
contribuicdo de todos os alunos e so parou quando chegamos ao
19.°.

E gue tal editarmos o livra? Era giro, podiamaos mandar para
uma editora? Claro gue eu sabia que era demasiado. Mas o livro
ficaria dentro das guatro paredes da sala? Nao, era necessario
divulgad-lo.

Em meados de Maio, surgiu a possibilidade de realizarmos a
hora do conto com a Turma 5A1, no ambito da semana da cultura,
promovida pela escola. Foi a oportunidade perfeita para colocar
em marcha um plano. 5erd que vamas sd apresentar a histdria
ou podemas fozer algo mais com ela? Disse eu um dia. Mas o
que pademnas fazer? Apresentamas um filme. Eles vao gostar
de certezo — disseram alguns alunas. Serd que gostam mesma?
Se calhar era importante saber até gue ponto eles gostam da
histdria, se estd bem escrita, se ndo hd alteracdes a fazer - disse
eu. E como € que pademaos fozer issa? — perguntaram alguns.

Em primeiro lugar, poderiomas construir uns farmuldrios usando
o Google Oocs”. Cada grupo apresentava uma seérie de questdes
para colocar o turma 5A71 e depois em conjunto, fariamos um dnico
— expliguei eu, ndo sabendo ainda muito bem como poderia isso
ser feito. 5im muos e depois, coma vamos sober as respostas que
o0s colegas vao dar? Depois de pensar, introduzi a actividade: /sso @
simples, depais trabalhamos esses dados e canstruimos graficas
com o Excel. Vocés sabem ler os grdficos mas estd na altura de
vermas como eles se canstroem. Ficaremos a saber o quantidade
de respostas dodas, quantos grupas responderam acertadamente

=1l
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o coda pergunta e podemos fazer uma andlise das respostas

dadas para ver o que acham da nossa histdrig,

Depois de apresentarmos a histdria aos colegas, estava na
hora da verdade. Serd que tinham gostadao? Que criticas nos iriam
fazer?

Comecou entdo o trabalho dos varios grupos. Comao vamaos
agara saber as respostas de coda grupo? Como gs ogrupamaos?
Temos de cantar as respastos?

A primeira parte do trabalho & verem as respostas que cada
grupo deu, sabendo gue responderam ao nosso questionario
1 grupos. Terdo de analisar pergunta a pergunta, resposta a
resposta, saber quantas pessoas deram cada resposta e irem
contahilizando no documento gue vos dei. Este documento
servia para organizar as categorias de dados a incluir no grafico
e para efectuar as contagens em cada uma delas. As categorias
iriam ser colocadas no eixo do xx'e as quantidades, no eixo
vertical, representadas por barras. No caso da opcao por graficos
circulares, cada categoria iria representar uma das fatias.

56 depois de terem todo esse tratamento realizado € que
poderdo comecar a construir os grdficos. Os grdficos precisam de
daodas e sem esses dodos, ndo poderemos construf-los.

Depois de organizados os dados, avancaram para a construcao
de graficos. No Excel, construiram, com os dados obtidos, graficos
relativamente a cada questdo, explorando assim os varios tipos
gue o programa possibilita e visualizando os vérios tipos de
representacdo dos dados que obtiveram. Chegaram entao as
duvidas:

R: Professor, temos agui varios grupos gue ndo respondem.
Entdo, temos de criar mais uma categoria «N3o respaondes»
ndo é?

P: Entdo, se voc8s t8m a necessidade de criar uma categoria
«N3o responde>, o que é que isso nos diz? Serd que foi por
falta de tempo ou porque ndo entenderam alguns detalhes da
histdria e isso estd relacionado com a qualidade do trabalho
feito pela turma? Temos de reflectir sobre isso. Isso s3o
indicadores gue nos poderdo ser Uteis para compreender se
aquilo que apresentamos estava correcto ou nao.

A: Professor, nds também temos alguns grupos gue naa
responderam..

Figural

A: Professor, nds temos aqui 1 respostas e quando fazemos os

graficas, o eixo do yy [valores) tem mais do que era necessario.
Como fazemos?

F: Em relacdo a essa pergunta, nds so temos necessidade de

colocar os valores que realmente nos interessam. Se o nimero
maximo de respostas gue temos sao 5, ndo faz sentido ter um
eixo dos yy'com 20, porque pode dificultar a leitura.

RA: Outra coisa, professor, Porgue é que naguela linha esta 0,05, 1,

k54

P. Porgue o proprio grafico escolhe logo agueles valores que

coloca naguele eixo, mas depois da para alterar. Podiamos ter
s 1, 2, 3, Y. Nds temos que adaptar aquela linha aos valares
que nds temas. 0 Excel constrdi a escala do eixo de acordo com
os dados que 14 colocamos. Neste caso o valor maximo é5 e
ele depois divide o espaco e neste caso deu de meio em meio.
Os proprios valores que tu queres representar podem nao ser
inteiros, podes querer representar 4,5 e nesse caso é bom ter
uma escala deste tipo. Mas no nosso caso, como sao confagens
de numeros inteiros, n3o & necessaria uma escala destas.

A: Professor, cridmas um grafico em 30, mas nds temos um valor

de 8 e quando fazemos o grafico, aparece representada 7.
0 gue fazemos? Tem a ver com a forma como nos estamos a
fazer a representacao?

Figura 2
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P: Estiveram a experimentar os diferentes tipos de graficos?
Deixem-me ver para vos responder a essa pergunta.. £
verdade, a leitura pode ser enganadora. Se calhar, esse tipo
de grafico ndo é o mais adequado para aguilo que estamos a
tentar desenvolver,

Havia algumas perguntas onde as categorias estavam ja definidas
<Como se chama a histdrias>, outras onde se poderia responder
a mais do que uma opgao, fazendo com gue houvesse mais do
gue 1l respostas e outras perguntas de resposta aberta «<Qual &

o teu animal favarito?>, onde as categorias foram decididas a

partir das respostas. Isso levou a alguns comentdrios por parte

dos alunos que nao compreendiam qual o motivo porque alguns
grupos tinham mais de 11 respostas.

P. Enormal isso acontecer. N3o se esguecam que estamos a
tratar respostas diferentes. Todos estamos a tentar encontrar
os dados mas eles sao encontrados de modos diferentes,
dependendo da pergunta que estamaos a trabalhar.

A: Professor, ha grupos gue estdo a apresentar os trabalhos mas
estdo a colocar 100% nos graficos. Se ja repardmos que ha mais
de Tl respostas, comao é que sabemos quantas respostas sao o
100%? Nao seria melhor colocar os valores?

P: 5e e100% significa que todos os grupos deram a resposta, mas
olhando so para ai tambeém nao sei quantos grupos deram
a resposta. Nos sabemos que foram 11 porque nds fizemos
0 trabalho, mas quem for ler os gréficos n3o sabe guantas
respostas ha. No documento para apresentacdo dos resultados
devemos comegar por fazer uma introdugdo, onde podemos
dizer o ndmero de grupos gue responderam,

Fez-se entdo nova apresentacdo dos mesmos e desta vez, quase
todos os grupos fizeram a interpretagdo dos dados ohtidos.

Em resumo, ao mesmo tempo que analisaram a sua
apresentacdo de lingua portuguesa, aprenderam a construir e
compreender os graficos como sistematizacdo dos resultados
de pesquisas. Este trabalho surgiu da necessidade de perceber o
que os colegas pensavam da histdria gue eles tinham construido
e conduziu-os a necessidade de interpretagao dos dados dos
questiondrios e a construcdo e interpretacao dos respectivos
graficos. Por outro ladp, visualizaram o comportamento das
grandezas envolvidas de uma maneira facil e rapida, utilizando um
sistemna de eixos cartesianos, com dois eixas perpendiculares entre
si, com um ponto de interseccdo [origem). Finalmente, trataram
as escalas nos eixos que, sem esta actividade, nunca teriam
sido focadas e as variagdes de categorias, uma vez que existiam
perguntas de vdrios tipos. E tudo isto a partir de uma histdria
construfda, adaptada e apresentada pelos alunos da turma BRI, da
EB1/]l do Afonsoeiro, do 3.° e Y.° anos de escolaridade.

Nota
M Uma ferramenta que permite criar e partilhar ficheiros, nomeadamente
formuldrios on-fine [ver Revista EM anterior).

Jodo Gracio
EBI/)l do Rfonseiro, Montijo
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Para além dos nimeros: tecnologia, relactes e

modelacdo

Apresentacao

0 dltimo artigo que apresento é da responsabilidade da Sandra
Nobre, professora do 3° ciclo da EB 2,3 Paula Nogueira, de Olhdo

e descreve uma experiéncia de modelacdo de uma situacdo da
realidade, na sequéncia de uma tarefa de resolucdo de prablemas
proposta a alunos do 8° ano, no &mbito do Estudo Acompanhado.

Os alunos, com alguma experiéncia anterior no uso da folha
de calculo, optam pelo uso desta ferramenta por facilitar o
processo de modelagdo e mostrar as relagdes entre os nimeros
e os passos e modelos intermédios que intervém na resolucdo do
problema que envaolve os conceitos de fracgdo, multiplo, varidveis
e expressiies com varidveis. '

A descricdo da resolugao de uma aluna mostra a importancia
da identificacdo das varidveis e das duas condictes do problema
e a sua tradugao que e facilitada pelas relacdes numéricas e
algebricas que estao presentes no trabalho com a folha de célculo
e que permite validar a equivalncia de expressdes e determinar
experimentalmente solucdes de equacdes.

Descricdo da experiéncia

A inauguratdo do restaurante «Sombrero Stules'. 0 Restaurante
Sombrera Style foi ontemn inougurado e eu estive Id o jantar com
trés amigos. A capacidade mdxima de clientes — disse a gerente
— éde 100 pessaas. Por sarte tinha reservado uma mesa pora
4, pois quando chequei jd estavam vdrios mesas completas com
quatro pessoas e uma mesa com apenas trés pessogs. Enquanto
esperava pelo empregado para nos levar G mesa, contei as
mulheres e os homens que estavam no restaurante e o ndmero de
mulheres era exactamente igual ao dobra do nimero de homens.
{ual poderia ser o mdximo ndmero de pessoas que jé estavam
no restaqurante quando eu entrei?

Este problema foi proposto, a alunos do 8° ano, numa aula
de Estudo Acompanhado. Perante o enunciado, os alunos
manifestaram algumas dificuldades logo na sua compreensao,
nomeadamente em entender qual era o nimero maximo de
pessoas no restaurante antes do grupo de Y pessoas entrar.
Ultrapassada esta dificuldade, surgiram outros obstaculos que se
relacionam com o facto de ser pedido um ndimero maximo, bem
como o cumprimento simultdneo da condicdo que diz respeito a
distribuicao das pessoas por mesas de Y e de 3 e a outra que se
refere a divisao dos clientes por sexo. Talvez par estes alunos ja
terem realizado experiéncias com a folha de célculo e conhecerem
algumas das suas potencialidades, grande parte recorreu ao
Excel, para a resolutao do problema, em detrimento de outros
processos.

Na producao de uma aluna [Figura 1], com o Excel, podemos
observar a organizacdo das duas condic@es de forma isolada.
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TOTAL  Homens Mulheres Mesasd Mesas3  Total

98 3266667 6533333 Y 3 7
97 3233333 BY4,66667 8 3 m
96 32 BY 12 3 15
95 31,66667 6333333 16 3 18
94 3133333 62.6BEE7 20 3 23
93 3 B2 24 3 27
92 30,66667 61,33333 2B 3 3
91 3033333 60,6BGE7 32 3 35
90 30 60 36 3 39
B3 29,66667 59,33333 4o ) 3 43
BB 2933333 58,66667 EE| 3 Y7
B7 29 58 48 3 51
Bb6 28,6667 57,33333 52 3 55
85 £B,33333 56,66667 S6 3 53
84 cB 56 60 3 63
B3 27,66667 5533333 B4 3 67
B2 2733333 54,6BBE7 68 3 71
8 27 54 7c 3 75
BO 26,66667 5333333 76 3 79
79 2633333 5266667 80 3 83
78 cb 52 84 3 87
77 2566667 5133333 88 3 91
76 2533333 50,6BEE7 9e 3 95
75 25 50 96 3 89
74 c4,66667 49,33333
Figural

Comeca por apresentar o trabalho efectuado para a separacao
dos clientes por sexo. Na primeira coluna representa os valores
inteiros do numero total de pessoas no restaurante, por ordem
decrescente, na segunda faz a divisao por 3, para o calculo de
um tergo e na terceira calcula o dobro da anterior. Nas Gltimas 3
colunas é representada a outra condico do problema, ou seja,

a distribuicao dos clientes par mesas de 3 e Y. Os miiltiplos de 4
sucessivos representam as vdrias mesas com Y pessoas e, como
s6 havia uma mesa com 3 pessoas, o ndmero 3 repete-se na
coluna relativa as mesas de 3. Comparando as duas colunas com o
total é obtido o maximo de pessoas gue estavam na restaurante,
isto &, B7.

Na resolucao do problema, a aluna recorre a nogdo de fraccao
para <<separars> os clientes do restaurante por sexos, quando
refere na resposta <..uma vez que o nimero de mulheres é
exactamente o dobro do ndmero de homens, pode-se concluir
que o nimero esta representado em 3 tercos, sendo 1tergo os
homens e 2 tercos as mulheres ..>>. Utiliza também a nocao de
multiplo para o nimero de pessoas gue estdo sentadas em mesas
de Y. Quando recorre a formulas na folha de calculo, utiliza os
conceitos de variavel e expressao com variavel para encontrar
o nimero de homens e de mulheres, bem como para calcular o
numero total de pessoas no restaurante [na tltima colunal.

E visivel que, na resolucdo deste problema pela aluna,

a utilizacdo da folha de calculo acentuou a necessidade de
identificar todas as varidveis relevantes e estimulou a procura de

Total Mult. Total

Mesas4 Pessoas de3? aceite Homens Mulheres

.

1 7 NAD 0 0 0
2 1 NAD 1] 0 0
3 15 SIM 15 5 0
Y 19 NAD 1] 0 1]
5 23 NAD i} 0 0
& 27 5IM 27 g 18
7 E|l NAD 0 0 0
B 35 NAD 0 o 0
q EL| SIM 39 3 26
0 43 NAD 0 0
i 47 NAD o 0 0
12 g5 SIM 5] 17 34
13 55 NAO o i} 0
H 59 NAOD 0 0 0
15 63 SiM B3 ol 42
16 67 NAD 0 ] 0
17 7l NAD 0 0 0
18 75 5IM 75 25 50
19 79 NAD 0 0 0
20 83 NAD i} 0 0
2l 87 SIM 87 29 58
22 g] NAOD 0 0 0
23 95 NAD 1] 0 0
24 39 SiM 99 EE] B6
Figura 2

relagdes de depend@ncia. Além do mais, levou a uma estratégia
de resolucao que permitiu tratar as duas condicGes envolvidas no
problema de forma separada, fazendo a sua ligacdo através da
busca de resultados iguais nas duas analises.

Outras possibilidades de explorag3o do problema na folha de
calculo podem ser, ainda, discutidas. Por exemplo, seguindo uma
Idgica funcional, pode decidir-se qual das variaveis envalvidas
no problema e usada como independente. Eis uma hipdtese: o
nimero de mesas de Y pessoas ocupadas. Neste caso, o total de
pessoas é dado pelo ndmero de mesas de 4 multiplicado por Y e
somado com 3. Depois, faz-se um teste aos totais resultantes,
dado que o valor procurado tem de ser um mdltiplo de 3 [1/3
de homens e 2/3 de mulheres). ObtBm-se assim as possiveis
solucdes para o nimero de homens e de mulheres no restaurante
(Figura 2].

Uma andlise das duas colunas leva-nos a encontrar as
expressdes: e, para o nimero de homens e o nimero de mulheres,
respectivamente. Portanto, o total de pessoas do restaurante
pode ser descrito pela expressdo . Em termos de representacao
algébrica simbdlica, esta conclusdo pode ser faciimente
confirmada. -

Designando por £ o nimero de mesas de Y pessoas ocupadas e
por 1o ndmera de homens no restaurante, chegamos a equacao.
Portanto, k tem de ser um multiplo de 3. De facto, se o total de
pessoas no restaurante é também um mdltiplode 3esehd 3
pessoas numa mesa e as restantes estao todas em grupos de Y,
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Nimero de mesadeY = k | | “ |k édaformadn

k tem de ser maior gue 1 e menor que 25

|

Namero de homens = h h é da forma Hn+1

h tem de ser maior gue 1 menor que 34

R

h cEl Yl Gl 7] OFESE 0] T iEl 13
1 -1| -5| -8 -3} -17| -21| -25| ~29| -33| -37| 41| -45[-48
2| 2| -2| -6|-10] -I4| -18| -22| -26|-30] -34| -38| -4| -46
3| 5| 1| -3| -7 -n] -5 19| 23| 27| -31| -35/-39]| -43
4] 8| 4| 0] -9] -8] -12| -16|-20|-24|-28| -32|-36|-40
5| m| 7] 31 | -5[ -8} -13] -17| -21| -25|-29| -33| -37
6] M| 0| 6] 2| -2| -b|-10| -MH| -18)-e2|-eb|-30]|-34
71 w7 13 9] 5| 1] -3] -7 -N| -15] -19]| -e3| -27| -3
8] 20| | 12| B 4] 0| -H4| -B| -12| -16|-20|-24| -8
& 23] 19f 5] n| 7ea] -1 -5} -8] ~13] -17| —¢l| -25
0] 26| 22 18| ™| W] & 2| -2 -B] 10| -H| -18]| 22
M 29) &5 & 7] 13 9] 5| 1| -3| -7| -N| -15] -9
12| 32| =28 4] 20| 16| 12| B| M4 O] -4| -8[ -12| -16

13| 35| 3| 27| =24 18] 151 N[ 7

w
|
|
uwu
|
=]
A
w

4] 38] 34| 30f 26| 22| 18] M| 10| B 2| -2 -6] -10

15 9| 37| 33| 29 25 & 7] 13] 9] 5] 1] 3| -7

16| 44] 40{ 36] 32| 2B =24] 20| 16| 12| B| M

0
17| 47| 43| 39] 35] 3| 27| 23] 9] 8| N} 71 3| -
18] 50| 46| 42| 38 34| 30| b ec| 18] ™| W] b

Figura 3
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R exploracao que se propde foi inspirada numa tarefa sugerida
na brochura «<A experiéncia Matematica no Ensino Basico>>, Ana
Maria Boavida et al., DGIDC. Num dia 11, identificado como capicua,
propds-se aos alunos que descobrissem: «<5ou um nimero de
dois algarismos. A soma dos algarismos é 9. Adicionando-me ao
nimero gue resulta escrevendo os algarismas ao contrario da 99.
Jue nimero sou?s> Dos diferentes grupos resultaram diferentes
nimeros gue satisfaziam a proposta: 18 e 81, 27 e 72, 36 e 63,
Y5 e 5M. Alguns alunos continuaram a explorar o ndmero para
descobrir se todos os nimeros somados com o ndmera resultante
das escrita dos digitos ao contrario resultavam em capicua.
RAlguns resultavam, outros nem tanto numa primeira abordagem.
Combinou-se continuar a exploracdo num outro dia e haveria de
encontrar forma de o fazer de forma organizada.

Na aula sequinte props-se o Trugue do T4, [Pag. 117 da
referida brochural:

0 trugue do To

0 T6 quis fazer um trugue numerico ag Ze:
T6:Pensa num nudmero de dois algarismos. |
Z6:14 pensei.

22 Educardo e Matematica

‘o nimera de grupos de Y tem de ser mltipla de 3. Por outro lado,
f-1tem de ser um mdltiplo de Y, ou seja, o ndmero de homens
serd um mualtiplo de Y, mais 1. Com estas novas deducdes, o

Excel permite construir uma tabela de dupla entrada (Figura 3],
usando as variaveis ke f, que permite fazer um teste para
verificar em gue situacaes. A exploracao deste problema, com a
folha de célculo, demonstra apenas algumas das potencialidades
pedagdgicas que esta ferramenta possui, apesar de ndo ter sido
concehida para fins educativos.

0 recurso a folha de célculo, na resolucdo de problemas,
proporciona o estabelecimento de conexdes entre a Aritmética e a
Algebra. Este facto vem cimentar a compreensaa das relacdes de
depend@ncia envolvidas, bem comao a forma comao se conjugam.

Como é sabido, a transicdo da Aritmética para a Algebra pode
acarretar muitas dificuldades. No entanto, a folha de calcula na
medida em que & hibrida e coabita num mundo de alterndncia
entre estes dois campos € uma opcdo didactica para ajudar os
alunas nesse trajecto.

Nota

' Problema langado na fase de apuramento do Campeonatao de Resolugdo
de Problemas de Matematica - Sub 14, promovido pela FCT da
Universidade do Algarve.

Sandra Nobre
Escola E.B. 2, 3 Prafessor Paula Nogueira, Olhdo

To:Troca os algarismos para obter um outro nimero. Ja estd?
Agora adiciona os dois e diz-me guanto te deu.

Zé:0eu-me132.

T6:E eu ja sei gual foi 0 nimero em gue pensaste!

Saberd o Td em que ndmero pensou o Z&? Procura descobrir,

Discutiram-se os resultados encontrados, percebeu-se gue havia
muitos nimeros que poderiam ser solucdo pelo que o Té nunca
poderia adivinhar o nimero em que o Zé pensol, a naa ser <«<par
sortes>. Combinou-se gue estes nimeros apenas resultavam

em capicuas apds efectuar 2 operagdes, pelo gque eram capicuas
em dois passos. Partindo desta combinagdo: ndo  necessario
nenhuma operacdo — 0 passos; é necessario 1 operacdo — 1 passo;
580 necessarias 2 operacdes — 2 passos e assim sucessivamente,
pode entdo passar-se a exploragdo da tabela de todos os niimeros
registando em tabela e colorindo de forma diferente os nimeros
consoante o nimero de passos necessarios até encantrar uma
capicua. 0 padrdo encontrado foi satisfagao para todo o trabalho
desenvolvido com grande entusiasmo.

Helena Maria Amaral
EB1 Parque Silva Porto, Rgrupamento de Escolas Quinta de Marrocos

e
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Um padrao de capicuas .

Podemos obter nimeros capicuas partindo de um nimero e efectuando alguns passos.

Exemplo] Exemplo 2
c9 &7
+82 +76
. 121 3
+341
48y

capicua —1passo  capicua — 2 passos

Ds passos indicam o ndmero de operacfes necessarias para chegar a uma capicua. Faz algumas
experiéncias, procurando classificar os nimeros em capicuas de, 2, 3, .. passos. Regista as tuas
descobertas.

0 passos 1 passo c passos 3 passos Y passos 5 passos b passos + e b passos
n 18

cE 27

33

44

55

Pinta de cores distintas os nimeros que originam capicuas em O passos, 1 passo, 2 passos, 3 passos, 4
passos, 5 passos, b passos ou mais de b passos.

W N |23 |[16B]I177[18B]19
0|21 |22 |23 |4 |25|e26 |27 | B |29
30 {3 |32|33|34]35|36|37|38|39
HO | Y1 |42 |43 |49 [ 45 |46 | 47 | 4B | 49
50 |5 |5 |5 |54|5 |5 |57 |58 |59
BO | 61 |62 | 63 [ B4 | 65 | 66 | 67 | 68 | B9
OV 72|73 |7 |75|76 |77 |78|79
BO |81 [B2|B3|8B4Y|85|86|87|88|89
90 ) 91 |9 |83 |94(95(|86|97-|98 |99

Nos casos em gue sejam necessarias muitas operacdes podes recorrer 8 uma calculadora ou a uma
folha de calculo [p. e. excel] para te facilitar os registos e as operacdes.
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E- SCOLAR Principios e Normas para a Matematica Escolar
[2° edicao]

Edicao APM, 2008
Séeio 18,00€ | PVP 27,00€

Na continuidade das orientacbes e propostas
curriculares para o ensino da Matemdtica que
tem vindo a elaborar nas décadas recentes, o
National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) publicam os Principles and Standards for
School Mathematics, agora editados pela APM. Os
Principios descrevem caracteristicas de uma educa-
¢do matemdrica de elevada qualidade; as Normas
descrevem os contetidos e processos matemdticos
que os alunos deverdio aprender. Em conjunto, os
Principios e Normas constituem uma perspectiva

NATIONAL COUNCIL OF orientadora dos educadores que lutam pelo conti-
TEACHERS OF MATHEMATICS . 1 = o
nuo desenvolvimento da educagiio matematica nas
salas de aula, escolas e sistemas educativos.

Educacdo e Matematica: vinte anos de temas, vinte anos de
pessoas

Edicao APM, 2008 | PVP: 16,50€ Sdcio: 11,00€

A Educagdo e Matemdtica celebrou vinte anos de existéncia em 2007.
Ao longo deste tempo, foram vidrios os temas que mereceram atencao
na revista. Este livro redne assim um conjunto de artigos originais que
discutem e problematizam aspectos diversos da educaciio matemdtica
no presente contexto educativo e curricular portugués, constituindo
uma oportunidade para rever o passado recente e perspectivar os desa-
fios do futuro proximo.




LEITURAS

0 Mundo Magico das Conexiies Matematicas,

da autoria de Paulo Afonso

José Filipe

=

Pela ideia da magia provir no seio desta ciéncia, o sugestivo titulo
cria uma expectativa sobre a leitura deste livro que, por certo, ndo
decepcionara o leitor. Tenho a certeza de que este livro tréds algo
gue ajuda o praprio leitor a descobrir conexdes e a reconhecer a
articulacdo entre conhecimentos matematicos que Ihe pareciam
ser isolados, e alguns até sem significado. Mesmo para agueles
gue t8m como funcao promover a matematica, e contrariando
aqui a opinido do autor, podem ver neste livro um manual de
estimulo a producdo de novas ideias, nomeadamente como esta
ciéncia pode ser vista, interrogada, analisada e experimentada.

Um exemplo podera ser a forma como vimos os ndmeros.
Afinal, ha os que sdo figurados, quais? <A sequéncia dos ndmeras
triangulares apresenta indmeras propriedades interessantess(p.
71), o autor da-nos conta, de uma forma muito simples, de coma
a sequéncia destes nimeraos se transforma rapidamente noutros
que sao quadrados. Neste contexto de nimeros figuradaos, o autor
propde ainda para que se questione: «<quais teriam de ser os dois
nameros triangulares consecutivos cuja soma originasse, por
exemplo, o oitavo ndmero quadrado>> [pag. 72). Este é apenas
um exemplo de um desafio para o leitar, que poderd confirmar e
comparar com a andlise exposta pelo autor. Mas também é uma
dica para o professor, que pode ser vista como uma orientacao
pedagdgica que, adaptada ou alterada pode ser levada a sala de
aula de quase todos os niveis de ensino.

A descoberta da magia desta ciéncia nao se confina apenas
a apresentacao dos factos. 0 leitor é levado a questionar-se
frequentemente, apropriando-se de uma atitude inquiridora
sobre a dindmica dos nimeros. E levado a sentir a necessidade
de procurar novas relac@es entre os niimeros e as imagens
geométricas que |hes ddo significado. E também levado o querer
descobrir generalizagdes que pdem a olho nu os fendmenos que
antes nao eram reconhecidos. Desde a geometria do plano a
espacial, tridngulos e quadrados magicos, as orientacdes sobre
as exploragdes propostas levam-nos a aquisicao dos mais
variadissimos conceitos matematicos que se consideram hésicos
para gue qualquer cidaddo seja matematicamente competente.

A forma simples como é explicada com recurso a materiais,
como o ponteado de um geoplano, visualiza-se a compreensao de
corolarios atraves de raciocinios indutivos que antes eram vistos
como sendo formulas encriptadas. Apenas o exemplo do tridngulo
de Pascal — sendo um item habitual na expluré;éu do célculo
combinatdrio no ensino secundario, grande parte dos alunaos,
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s6 nesta altura, tomam pela primeira vez canhecimento deste
esplendor matematico. Neste livro, interpreta-se e descobre-se
as potencialidades deste tridngulo magico e como se conecta
aos varios temas matematicos, dando a possibilidade de entrar
na sala de aula dos alunos do 1° ciclo até aos alunos no final do
secundario.

0 livro dd-nos conta de vérias propostas de actividade de
investigacao matematica que podem ser levadas a sala de aula
com o cuidado de serem acompanhadas por orientacdes sugeridas
pelo autaor, visando o estabelecimento de conexdes, sejam
numeéricas, geomeétricas ou de nivel operatdrio com outras dreas
do conhecimento matematico.

Para além do pensamento geométrico a que obriga o estudo
de varias actividades, todas elas do a conhecer a beleza da
matematica convencendo o leitor mais desprendido destes
assuntos a descabrir regularidades e padrées que acabam, por
ser, para alguns, uma forma de reencontrar a matematica.

0 facto de ndo recorrer a conhecimentos mais refinados nesta
drea do saber, faz deste livro uma leitura agradavel onde o gosto
pela matematica vai evoluindo. Por isso, ndo é possivel resistir
a leitura sem ter por perto um ldpis gue nos va dando a certeza
dos factos, testando as nossas proprias conjecturas e acabando
imbuidos em pensamentas de elevado nivel algébrico na procura
de um fim com uma generalizacao.

A leitura do livro consegue contagiar o leitor pelo interesse
da matematica insistindo em variadissimos desafios como
sendo bons problemas para alguns ou a base de uma tarefa de
investigagao para outros. Esta obra é uma mais-valia ou uma
referéncia obrigatdria de apoio a actividade pedagdgica do
professor. Sobretudo porgue ensina a desmascarar esta ciéncia
como sendo qualguer coisa de assombroso, como alids, ainda é
vista por muitos. Rproveitando o prefécio de Jodo Ruivo, é um livro
gle nos marca <<porque nos ensina a ensinar.. e aprendemos a
aprenderss.

Paulo Afonso aborda de forma muito pratica e concreta um
assunto gue é cada vez mais actual. A certeza com que o digo é a
implementacdo, em 2010, do novo Programa de Matemética para
o Ensino Basico nas escolas portuguesas. Este documento da-nos
conta de uma filosofia de ensina que assenta no estabelecimento
de conexdes entre a Geometria, 05 Ndmeros e as Operaciies.
Dentro dos objectivos gerais desta disciplina, este Programa
pretende que a aprendizagem dos alunos seja valorizada numa
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base de aprendizagens <relacionadas comea representacao,
comunicagao e raciocinio em Matematica, a resolugao de
problemas e as conexdes matematicas, e a compreensao e
disposicao para usar e apreciar a Matematica em contextos
diversos>> [PMEB, 2007].

No meu entendimento, este novo programa @ muito ambicioso
no sentido de que exige da parte dos alunos maturidade
matematica e, da parte dos professores, uma boa gestao
do curriculo. A maturidade matematica advém de muitas
experiéncias matematicas e neste livro encontram-se algumas
boas «<receitas>>. A boa gestdo do curriculo s6 € possivel com
um bom conhecimento curricular e cientifica de forma gue as
conexdes possam ser uma metodologia privilegiada no sentido de
fortalecer as aprendizagens como sendo significativas, tendo em
conta a sua aplicabilidade.

E neste sentido que «<0 Mundo Magico das Conexdes
Matematicas>> se torna numa obra singular, sobre conexdes
matematicas, sendo uma ferramenta de apoio e indispensavel
para o desenvolvimento de boas praticas em sala de aula.

N3o sendo direccionada a nenhum nivel de ensino, ela vale
pela complementaridade cientifica e pela inducdo de novo
conhecimento matematico gue provoca no leitor.

0 indice do livro & bem sugestivo quanto ao tipo de assuntos
gue sao explorados nesta obra:

1. Introducaa

2. Conexdes matematicas a partir do Bindmio de Newton

3. Conexao algébrica e geométrica relacionando outros casos
notdveis da multiplicacdo

Y, Conexdo entre a diferenca de quadrados e o teorema de

Pitagoras
5. Ternos pitagdricos — varias perspectivas conectadas
6. O tridngulo de Pascal e sua conexdo com o calculo

combinatério, com os nimeros de Fibonacci e com outros

temas matematicos

7. Conexdo entre o tridngulo de Pascal, os ndmeros triangulares e

s nimeras tetraédricos

8. Conexdo entre os ndmeras triangulares e outros nimeros
figurados

9. Outras conexdes matematicas envolvendo os nimeros
triangulares

10. Composicdo e decdmpusicén de ndmeros atraveés da utilizacao
de tridngulos mégicos

1. Composicao e decomposicdo de ndmeros através da utilizacao
de quadrados magicos b

12. As poténcias e sua conexao a varios temas matematicos

13. Conexaes finais

M. Bibliografia

2b Educacdo e Matematica

Este livro constitui, pois, uma referéncia obrigatdria ao nivel

da Educacao Matematica no nosso pais, enfatizando de forma
simples, mas cientificamente rigorosa e abrangente, o tema das
conexdes mateméaticas!

losé Filipe

Escala Basica Péro da Covilha

0 Mundo Magico das Conexides Matematicas

Rutor Paulo Rfonso
Ano 2008
Editora Edicdes IPCB
[Instituto Politécnico de Castelo Brancao]
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Na revista tematica n° 110 sobre conexdes foram lancados vérios desafios, entre eles a discussao sobre a pedagogia do trabalho de
projecto. Neste ndmero, pretendemos continuar a problematizar o trabalho de projecto desenvolvido nas aulas de Matematica e para isso
seleccionamos um artigo de Paulo Rbrantes intitulado The role of applications in o curriculum praject for school mathematics, publicado
num dos livros que resultou de uma International Conference on the Teaching of Mathematical Modelling and Rpplications (ICTMA 5), onde
0 autor descreve um conjunto de projectos desenvolvidos no ambito do projecta Mat,,,. Apesar de existiremn vérios artigos publicados em
portugués, escritos por membros da equipa desse projecto, optdmos por fazer uma traducdo, pois o autor, neste artigo, para além de
descrever de forma sucinta as projectos realizados, refere a sua potencialidade come um ambiente de aprendizagem para desenvolver
actividades que relaciogam a matematica com situac@es do mundo real e argumenta a favor da ideia de que o trabalho de projecto ndo &
substituivel por outro tipo de actividades «menos perturbadorass e «mais eficientess. Desafiamos o leitor a revisitar esses projectos

nas paginas das EM, as <«geracfes>» na EM n° 9, os «<camposs>> na EM n® 12 ou o concurso Matematica & Realidade na EM n® 23,

Trabalho de Projecto em Matematica Escolar

Paulo Rbrantes

0 trabalho de projecto & uma das formas possiveis de organizar experiéncias de
aprendizagem, relacionando a matematica com a realidade. Este artigo descreve os projectos
desenvolvidos por alunos de idades entre os 12 e 15 anos, no contexto de um curriculo
experimental, e aponta as suas principais caracteristicas segundo varios pontos de vista.
Por fim, sugere que o trabalho de projecto, em determinadas circunsténcias, pode dar

contribuicdes tnicas para a educacdo matematica dos alunos.

1. Introducdo

Ha boas razdes para insistir que as aplicacdes e a modelacdn
matematica devem ter uma presenca significativa nos curriculos
de matematica em todos os niveis de ensino. Na literatura
recente, t8m sido cada vez mais elaborados e convincentes os
fundamentos, argumentos e exemplas em torno deste tema
[como referncia principal, veja-se Niss, 1989).

As situacdies que relacionam a matematica com a realidade
podem ser, de diversas formas, incluidas num curriculo de
matematica e organizadas como experiéncias de aprendizagem.
0 trabalho de projecto é uma das maneiras possiveis. De moda
nenhum, a tnica, nem necessariamente a melhor em todos os
casos. No entanto, gostaria de argumentar a favor da ideia de
gue o trabalho de projecto n3o é substituivel por outro tipo de
actividades <menos perturbadoras>> e <<mais eficientess, Este
artigo pretende discutir as potencialidades do trabalho de projecto
como um ambiente de aprendizagem para desenvolver actividades
gue relacionam a matemdtica com situacdes do mundo real. A
discussao serd baseada na experiéncia do Projecto MAT789 que
vem desenvolvendo, desde 1988, um curriculo exgerimental de
matematica para alunos do 7.° ao 9.° ano [idades entre 12 e 15],
envalvendo guatro turmas de duas escolas daregido de Lishoa
[Abrantes, 1991). A equipa do projecto MAT783 inclui o autor deste

ef

artigo e ainda Eduardo Veloso, Leanor Cunha Leal, Margarida

Dliveira e Paula Teixeira. 0 Projecto é financiado pela Fundacao

Calouste Gulbenkian. As relacdes entre a Matematica e a realidade

desempenham um papel importante neste curriculo, sendo as

actividades de aplicacdo incluidas de acordo com a <estratégia
da integracao=> [Blum e Niss, 1991). Uma das caracteristicas

deste curriculo é a diversidade de situac@es de aprendizagem.

No entanto, a maioria das actividades com os alunos podem ser

agrupadas em trés tipos principais:

a] Sequéncias tematicas — questdes, problemas e situactes sohre
um tdpico ou topicos relacionados, geralmente sob a forma de
tarefas [mais ou menos) estruturadas.

b] SituacBes ou problemas abertos para investigar e/ou para
discutir.

c] Trabalho de projecto.

Muitas actividades dos tipos (3] e [b] e tados os projectos eram
focados em situagdes que relacionavam a matematica com a
realidade. Isto decorreu, dos objectivos deste curriculo especifico,
concebido para um determinado nivel etario e ndo significa que se
exclua as potencialidades do trabalho de projecto em problemas
puramente matematicos noutras situagGes educacionais.
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Ano Nivel Principal ubjecfivu do Projecto i Produtos

A88-89 7a Estudar a evolucédo do nimero de filhos nascidos nas trés Trabalho de grupo em dados e relatdrios individuais.
tltimas geracdes.

89-90 b
B 88-89 7a Propor a criacdo de uma zona desportiva multi-usos na escola.  Proposta da turma [relatdrios e plantas a escala].
CB9-90 7h Projectar a «sala de aula ideal>. Relatdrios e plantas de cada grupo.
083-90 Ba Investigar o que os alunos pensam sobre o funcionamento do Exposicdo da turma [conjunto de cartazes) na escola.
bar da escola
ES0-91 8 b= Construir um painel de azulejos com base nas transformacGes  Propostas individuais e um painel da turma.
geometricas.
Fa90-91 Bb Investigar o consumo de agua mineral pelos alunos e suas Relatdrios dos grupos [cartazes ou folhetos).
familias.
G30-91 8b Construir o modelo de um estadio, Modelos e relatdrios de grupo.
H30-91 9a Construir e usar instrumentos de navegacao maritima. Relatdrios individuais e instrumentos feitos pelos
grupos.
Tabelal
2. Breve Descricdo dos Projectos B. Proposta para a criacao de uma zona desportiva multi-usos

na escola
A ideia de transformar um <<espaco vazio> gue existia no
terreno da escola numa zona utilizavel para a prética de
diversos desportos levou a um projecto de guatro semanas. Os
conhecimentos matematicos necessarios pareciam ser bastante
elementares, mas surgiram problemas inesperados. Como medir
correctamente um terreno muito grande? Qual deveria ser o grau
de aproximacao aceitdvel? Como ter a certeza de que as medidas
eram tiradas segundo linhas perpendiculares?

A colaboracdo de dois professores de Educacao Fisica foi
importante para obter as informacfes necessarias sobre
as dimensdes oficiais de campos de diferentes despartos e
também para dar alguns conselhos. Por exemplo, apds uma
reunido com estes professores, um grupo de alunos decidiu
alterar a sua proposta de inclusdo de um campo de badmington,
porgue perceberam gue era <«<geometricamente correcto>> mas
«desportivamente inadequado>> uma vez que o badmington é um
desporto para um espago fechado.

Os alunos decidiram guais os desportas a incluir e as escalas
a adoptar, prepararam as plantas finais e apresentaram uma
proposta por escrito. Esta dltima tarefa foi discutida com o
professor de Lingua Portuguesa na sala de aula. O projecto
terminou com uma reunido entre os alunos e a direc;do da escola.
Posteriormente, a proposta foi aprovada e alguns alunos vieram
juntar-se ao grupo de-pessoas que fizeram a pintura do chdo com
hase na proposta por eles apresentada.

Os principais aspectos dos projectos desenvolvidos pelas turmas

experimentais entre 1988-1991 sdo resumidos a seguir, onde «<a>
se refere a turmas de 7.° ano em 1988-B9 e «<b> a turmas de 7.°

ano em 1989~-90 [tabela1].

A. Nimero de filhos nascidos nas trés tltimas geracoes

Este estudo foi baseado em dados recolhidos pelos alunos
relativos as suas prdprias familias. Os primeiras problemas
surgiram a propasito da forma de organizacao dos dados e sobre
o que fazer quando faltava alguma informacgdo. Na etapa seguinte,
os alunos trabalharam sobre os dados em pequenos grupos,
utilizando os seus conhecimentos sobre frequéncias, medias e,
assim por diante, pedindo ajuda quando queriam fazer coisas
novas [por exemplo, desenhar um grafico circular correctamente].
I Alguns deles usaram o computador para fazer calculos e para
desenhar graficos visualmente agradéveis.

A escrita de um relatorio final foi, entdo, uma tarefa individual
a ser realizada em casa durante um periodo de duas semanas; a
forma de organizar tal relatdrio foi discutida em sala de aula. Ao
longo dessas duas semanas, alguns alunos solicitaram a ajuda
do professor para esclarecer determinados pontos da versao
preliminar do relatdrio — tal como os adultos fazem antes de
publicar relatdrios ou artigos.

Foram fornecidos aos alunos dados oficiais sobre a evolucao
demografica e teve lugar uma discussao final, na sala de aula,
sobre o que ndo era possivel concluir a partir de um estudo tdo
limitado. Por exemplo, apenas se poderia conjecturar sobre as
razies para o decréscimo do nimero de filhos, sendo este um
possivel tdpico para futuras discussdes com o professor de
Geografia.

C. Um plano para a «sala de aula ideal>>
Projectar a «sala de aula ideal> foi a actividade gue substituiu
o projecto B em 1989-90. Este projecto foi desenvolvido em
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colaboragdo com outra disciplina. O professorde Educacao Visual
ensinou aos alunos como produzir diferentes pecas de mobilidrio
e iniciou-0s no uso de um programa de computador utilizado

na arguitectura. Desta forma, os alunos tiveram a sua primeira
experiéncia de trabalho com as coordenadas rectangulares.

D. Investigar a opinido dos alunos sobre o bar da escola
Descobrir o gue os alunos do B.° e do 1.° ano pensavam sobre o
modao de funcionamento do bar da escola, deu origem a uma nova
experiéncia — como lidar com questionarios e como escolher uma
amostra adequada.  ©

Foram utilizados métodos elementares de estatistica, bem
como uma folha de calculo. No final, os alunos prepararam
cartazes com os principais resultados do seu trabalho, incluindo
uma descrigdo dos métodos utilizados. Ds cartazes foram afixados
num atrio grande junto ao bar.

E. Construir um painel de azulejos

A propdsito do estudo da geometria, foi organizada uma visita

ao Paldcio de Sintra, com a participacdo dos professores de
Histdria e Educacdo Visual. Este antigo paldcio contém varios
tipos de mosaicos, particularmente, do periodo arabe. A partir de
anotaces pessoais e desenhos, os alunos produziram relatdrios,
focando aspectos historicos e geométricos do que tinham visto e
ouvido, Rs interpretagdes geomeétricas dos mosaicos — em termos
de translagdes, rotacBes e simetrias — foram o ponto de partida
para a construcdo de padrées que deram origem a painéis de
azulejos. A turma votou a melhor proposta de todos os grupos; por
fim, os alunas construiram o painel com a ajuda dos professores
de educacao visual e trabalhos oficinais.

F. Estudar os habitos dos consumidores de agua

Este estudo correspondeu ao projecto D para os alunos do 8.°

ano de 1990-91 e envolveu questionarios, amostragens e o
recurso a folha de calculo, contudo, a componente matematica foi
integrada num estudo mais geral, em calaboracdo com a quimica
e a geografia. Compararam-se varios tipos de dgua mineral,
segundo as preferéncias dos consumidores, a sua composicao e
gualidade e os seus circuitos de producao e distribuicdo. Os alunos
trabalharam em pequenos grupos, ao longo de um periodo de
mais de dois meses e os relatdrios finais assumiram a forma de
cartazes ou folhetos.

G. Construir o modelo de um estadio

A construcao de um modelo de estadio de futebol e atletismo foi o
objectivo de outro projecto desenvolvido por alunos do 8.° ano de
1990-91. A primeira vista, o uso de escalas e proporcdes tornava
este projecto matematicamente parecido com os projectos Be C,
mas isto aconteceu apenas em relacdo aos aspectos mais simples
do campo de futebol. Na verdade, quer os novos conhecimentos
de matematica [raio e perimetra do circulo e outros) quer

a concepcdo das pistas de atletismo fizeram surgir varios

problemas diferentes. Por exemplo, se as dimensdes exteriores do
campo de futebol s3o varidveis, que ponto deve ser o centro dos
semicirculos que formam a curva das pistas, de modo que a pista
interna tenha um perimetro de, exactamente, 400 metros?

Com alguns grupos, foi ainda possivel propor problemas mais
desafiadores. Onde devemos colocar a marca para o inicio da
corrida de 400 metros (uma volta] para compensar o facto de
alguns atletas correrem mais perto do exterior do que outros?

Se uma diferenca constante entre os raios produz uma diferenca
constante entre os perimetros, porgue @ que as marcas das pistas
7 e B parecem mais préximas do gue as marcas das pistasle 2

— ou e isto simplesmente, uma ilusao?

No final, cada grupo produziu um relatdrio e um modelo do
estadio em madeira. 0s modelos de madeira também foram
adaptadaos para criar jogos de simulacdo de futebol, em que os
jogadores eram representados por pregos, de forma semelhante
aos bringuedos tradicionais muito populares ha algumas décadas
atras.

H. Construir instrumentos para a navegardo
No seculo XV, os instrumentos para medir a altura de estrelas
e planetas foram adaptados e usados pelos portugueses para a
navegarao maritima. Este projecto consistiu no estudo de alguns
destes instrumentos e incluiu, ainda, construi-los e testa-los.
Para se familiarizarem com aspectos essenciais da astronomia e
verem cdpias de instrumentos, foram organizadas duas visitas de
estudo. Foram tambem fornecidas algumas referéncias histdricas.
0 projecto durou cerca de trés meses, evoluindo em paralelo
com outros temas. Foi necessario estudar alguma astronomia
elementar e alguns topicos matematicos, principalmente
de geometria do espaco e triggnometria, antes de se poder
desenvolver o trabalho pratico com uma base sdlida.

Os alunos produziram relatdrios individuais sobre as visitas
e cada grupa construiu um dos instrumentos. Uma pequena
exposicao foi organizada na escola no final do ano lectivo.

3. Uma visdo geral dos projectos

Os projectos desenvolvidos podem ser analisados a partir de
vdrios pontos de vista.

Natureza e ohjectivos
Mais do que as suas potencialidades para desenvolver capacidades
especificas, a razao para a escolha dos projectos, foi dar aos
alunos a oportunidade de experimentar o uso da matemética
para lidar com situacdes da vida real em contextos realistas. Esta
escolha foi condicionada por trés factores:
Os projectos deveriam conter problemas auténticos e
actividades que fossem, ou pudessem tornar-se, interessantes
para os alunos.
A matematica emergente deveria ser acessivel [isto &, ja
conhecida ou podendo ser aprendida pelos alunos guando
necessario).
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Deveria ser passivel ao professor dar ateéncao tanto ao
contexto extra-matematico como aos metodos matematicos
envolvidos, por vezes, com uma ajuda externa pré-cambinada.

Uma caracteristica comum dos projectos foi a atmosfera de
trabalho livre e a possibilidade de utilizac3o de todo o material
disponivel. Muitas vezes, os alunos mudaram a forma prevista
de trabalho, sendo o recurso aos computadores o exemplo mais
bvio. 0 seu usao foi muito além daquilo que os professores tinham
imaginado mas, também aqui, foram observadas diferencas muito
tlaras — por exempl@, no projecto G o relatdrio final de alguns
grupos foi inteiramente feito com base no computador, enquanto
outros nem sequer utilizaram o computador, Cada projecto tinha
um [ou uma combinacdo de alguns) dos seguintes objectivos:
Interpretar e descrever uma situacdo da vida real, usando a
matematica;
Produzir ideias ou apresentar propostas, a fim de participar
activamente na vida escolar;
Comunicar os resultados ou produzir materiais ou modelos
resultantes do estudo.

Tapicos de Matematica e areas da realidade

Embora muitas competéncias aritméticas e também algébricas
tenham sido necessarias e postas em pratica, ndo é de
surpreender gue os principais aspectos matemdaticos tenham
provindo de estatistica e graficos, proporces e escalas, geo-
metria e trigonometria. Recalher e organizar informacdes ou
desenhar e construir modelos sdo actividades essenciais guando
se estudam situacdes da vida real. Perante problemas simples e
com um nivel de conhecimento matematico elementar, é muito
mais diffcil imaginar o uso explicito de funcdes ou equacdes, por
exemplo. Note-se que isto se refere a projectos e nao a outras
actividades de aplicagao [mais curtas, mais estruturadas) em que
a maiaor parte dos topicos curriculares estao presentes.

Uma grande variedade de dominios esteve presente na
realidade considerada — demografia, desportos, design, servicos,
arte, histdria, habitos dos consumidores, astronomia. No entanto,
um tema emergiu como o mais frequente - a escola. Descobrir,
criticar ou melhorar os aspectos da sua prépria escola mostrou-
se motivador para os alunos. Além de tudo o mais, foi essencial
em varios projectos levar a cabo accies que seriam dificeis de
realizar em qualguer outro contexto, pelo menos de uma forma
realista. Por exemplo, relacionar amostras com populacées ou
recolher dados de forma sistematica ou medir espacos fisicos
reais. Isso naa significa que o trabalho de projecto, focando as
relacdes entre a Matematica e a realidade, deva ser desenvolvido
sem sair da escola. Pelo contrario, em muitos projectos, os dados
foram recolhidos no exterior ou foram organizadas visitas para
ampliar a compreensao das situacdes pelos alunos. De facto, para
estes alunos, nenhuma outra disciplina escalar promoveu tantas
visitas de estudo como a matematica.

El] Educarao e Matematica

Cooperacao entre a Matematica e as outras disciplinas
E animador constatar que os projectas iniciados pela Matematica
deram origem a uma série de experiéncias de colaboracao
com professores de Geografia, de Educacda Fisica, de Lingua
Portuguesa, de Educacdo Visual, de Histdria, de Trabalhos Oficinas
e de Quimica — todas as disciplinas neste nivel de escolaridade,
a exceprao da Biologia e Linguas Estrangeiras. Esta colaboracao
assumiu diferentes modos, podendo ser identificados, pelo
menos, 0s seguintes:
Discussao sobre os resultados. No exemplo R, os métodos
estatisticos determinaram uma tend@ncia numeérica, mas os
alunos ndo foram capazes de explicar o fendmeno. Seguiu-se
uma discussaa sobre as causas da evolucdo demografica numa
aula de Geografia.
Informacdo. O acesso aos dados essenciais ou informaces
Gteis, para aumentar a percepcao do problema em guestdo, foi
disponibilizado por professores de outras disciplinas. Este foi
o caso dos exemplos B, E e H, com os professores de Educacdo
Fisica, Educacao Visual e Histdria.
Aconselhamento ou apaio técnico. Conhecimentos especificos
sobre os aspectas extra-matematicos foram muitas vezes
necessarios e, em algumas ocasides, os alunos precisaram
de ajuda externa. Isso aconteceu nos casos B, Ce E, com os
professores de Educacdo Fisica, Lingua Portuguesa, Educacao
Visual e Trabalhos Dficinais.
Cooperacdo Bilateral. Certos aspectos do trabalho, ou mesmo
a totalidade do projecto, tornaram-se relevantes para outra
disciplina além da Matematica e foram orientados e avaliados
por dois professores. No exemplo E, uma visita de estudo e o
correspondente relatdrio foram actividades de Matematica e
Histaria, enquanto no exemplo C todo o trabalho de projecto
foi desenvolvido como uma actividade de Matematica e de
Educacao Visual.
Rbordogem interdisciplinar. Num dos casos [exemplo F], o
projecto ndo teve infcio como uma actividade matematica, em
vez disso, foi uma iniciativa de trés professores [Matemética,
Quimica e Geografia) gue decidiram escolher um tema
comum [dgua mineral], para ser estudada a partir de varias
perspectivas.

Organizacdo e extensao

0 trabalho em pequenos grupos foi a forma mais frequente de
organizacao das actividades do projecto — uma extensao do
contexto habitual das aulas de Matemética. No entanto, o trabalho
individual [relatdrios, propostas) ocorreu em varias circunstancias
e o trabalho no grupo-turma tambem aconteceu em diferentes
situagdes (discussdes, apresentacies).

Duando nao faz sentido haver um ou mais produtos finais
[uma proposta, uma exposicao] torna-se dificil conduzir projectos
genuinos em sala de aula. Na vida real, estaria uma pequena
equipa a trabalhar num projecto coma estes e-ndo uma turma
de 25 alunos. Assim, uma de duas estratégias foi adoptada: ou
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ter diferentes grupos de trabalho em tarefas distintas, com a
condicdo de que cada grupo comunicasse a turma o que tinha
feito e como, ou cada grupo devia elaborar uma proposta para ser
discutida numa reuniao geral.

A maioria dos projectos durou cerca de quatra semanas.
Algumas aulas faram inteiramente dedicadas ao projecto
— para definir os objectivos e métodos, para ajudar os alunos
nas dificuldades surgidas e para discutir os produtos finais. No
entanto, outros tipos de actividades e temas foram desenvolvidos
em paralelo com as fases do trabalho de projecto, sempre que o
mesmao podia prosseguir de forma independente, fora da sala de
aula. Nestes casos, os alunos que terminavam o seu trabalho mais
rapidamente continuavam a trabalhar em aspectos do projectn
durante o tempo restante, por exemplo, em tarefas que exigiam o
uso do computador.

Produtos e avaliacao
Os produtos dos projectos foram relatérios escritos,
apresentagdes orais, cartazes ou folhetos, materiais praticos e
modelos. Deve ser destacado que:
Havia sempre um produto final a ser realizado e, por
vezes, aspectos parciais constituiam também actividades
significativas por si s6 [os relatdrios sobre as visitas, por
exemplao);
Interpretacdes ou métodos matematicos estiveram sempre
explicitamente presentes no produto final, gualquer que ele
fosse;
D professor sempre reviu versdes preliminares do produto
final;
A comunicacdo com os outros — com a turma, com a
comunidade escolar ou com os pais — foi uma preocupacao
constante.

De acordo com os principios e as préticas adoptadas por este
curriculo, coexistiram modos de avaliagdo adequados & natureza
do trabalho de projecto e outros relativos a diferentes actividades
e tarefas. Com respeito ao trabalho do projecto, a avaliacao:
Foi baseada em critérios especificamente dirigidos a forma
pela qual um aluno, em particular, ou um grupo desenvaolveu o
seu trabalho — cada parte do trabalho foi apreciada per see na
maioria das situac@es era dificilmente comparavel com o que
outros alunas tinham produzido no mesmao projecto;
Centrou-se na gualidade global e na evolucdo do trabalho
e nao foi reduzido a uma soma de capacidades distintas
— este principio foi sequido para apreciar tanto os aspectos
matematicos como extra-matematicos do trabalho [em alguns
tasos, exigindo a colaboracdo de professores de diferentes
disciplinas);
Incluiu uma nota qualitativa sempre que isso tinha sentido
relativamente a um produto especifico — per exemplo, um
relatdrio individual ou um modelo feito por.grupo passava
por um sistemna de classificacdo no final, ao passo gue uma

exposicao da turma ou o painel de azulejos foram avaliados,
mas nao tiveram uma classificacao.

Y. Caracteristicas relevantes do trabalho de projecto

R partir de observacdes e entrevistas, ha evidéncias de que os
projectos constituiram as actividades preferidas dos alunos
e aguelas em que o seu empenhamento pessoal foi maiar. A
atmosfera livre e ndo rotineira e a possibilidade de investigar
problemas interessantes e criar coisas novas, foram as principais
razoes invocadas. H4 também evidencias de gue os projectos
foram mais lembrados pelos alunos, a longo prazo, do que outras
actividades e foram o tema mais frequente das conversas entre
eles e os seus pais sobre o que acontecia na aula de Matematica.
Quando comparado com outras praticas de ensino, o trabalho
de projecto pode ter algumas caracteristicas exclusivas [ou
gualitativamente diferentes). Embora nao haja uma distincao hem
clara entre o que é e o que ndo & um <<projectos>, as seguintes
caracteristicas correspondem a uma definicao possivel para o
significado atribuido ao trabalho de projecto neste artigo.
E um trabalho prolongado — a atencao do aluno e o interesse
esta focado num problema durante um longo periodo de
tempo. Este facto promove a reflexdo pessoal e é também
mais amplo e mais profundo o trabalho cooperativo entre os
alunos do que em actividades de grupo mais curtas na sala de
aula.
Envalve uma varfedade de actividades — formular e resolver
problemas, calculos, trabalhos praticos, debates, visitas,
relatdrios, uso de computadores, .. — individualmente, em
grupo ou com toda a turma. Isto contribui para um ambiente
nao rotineiro e deixa espaco para uma grande diversidade de
interesses, preferéncias e estilos dos alunos.
Permite aas alunos trobalhar num problema <«<desde o
principio até ao fim>> — o gue pode ajudar a aumentar a sua
visdo sobre todos os passos dessa actividade e ampliar a
sua experiéncia de estabelecer conexdes dentro e fora da
Matemdtica.
Permite que os alungs tenham mais iniciotiva e autonomia
e criem produtos com uma dimensao diferente, quando
comparados com actividades mais curtas e estruturadas.
Geralmente tem um impacto muite maior fora da sala de oula,
proveniente da extensdo do trabalho, dos varios contactos e
da natureza dos produtos. Isso aumenta a possibilidade de
comunicacao matematica com outros alunos e professores,
com os pais e outros,

As actividades organizadas pelo projecto constituiram a principal
oportunidade para os alunos lidarem, de uma forma realista [e
em alguns aspectos Unica) com problemas que sdo frequentes
guando a Matematica esta relacionada com a realidade. Exemplos
disso sdo a imprecisdo da formulacdo do problema em algumas
fases do trabalho, a necessidade de adaptar os métodos
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|
. matematicos a situacdes inesperadas, a temada de decisdes,

| tendo em conta uma grande diversidade de aspectos, e a pratica
real de colaboracao entre diferentes disciplinas. Esta colaboracao
foi possivel gracas @ comhbinacao da forma como as actividades
foram orientadas (pelo problema) e da maneira como ele foi

| organizado [o projecto].

0 trabalho de projecto pode ser concebido e orientado de varios
modos. Segundo a experiéncia descrita neste artigo, gostaria de
salientar os seguintes pontos.

Propor problemas reais e com significado para os alunos e ndo

exercicios disfartados [que podem sempre-ser feitos noutras

ocasides).

N&o saltar nenhuma fase importante no desenvolvimento

de um projecto. Nao inventar dados em falta, desencorajar

partes inacabadas do trabalho, ndo substituir o trabalho real

por «uma ideia dos meétodos que poderiam ser utilizadoss» ou

«(os resultados que poderiam ser obtidoss>.

Ser honesto com todos os aspectos importantes do projecto.

Nao subestimar factores ndo-matematicos que poderiam ser

decisivos nas situacdes da vida real [fontes de infarmacdo

externa, ajuda ou cooperacdo pode ser essencial). Nao

usar métodos matematicos "interessantes” que ndo sejam

essenciais para o problema em guestdo (eles podem ser
I desenvolvidos noutras ocasiges).

Enfatizar o papel que a Matematica desempenha na situacao
gue estd a ser estudada, mas fazendo-o tanto em relacao

ao seu potencial como as suas limitacdes, Discutir o que

pode e o que ndo pade ser concluldo através de um processo
matematico, em particular.

Manter uma visao haolistica do trabalho. Ter em mente gue um
projecto pode ser concebido e desenvolvido de varias maneiras
e incentivar o uso de estratégias e estilos pessoais.

Tentar criar um ambiente de trabalho livre, mas ao

mesmo tempo, tentar desenvolver nos alunos o sentido da
responsabilidade. Estar atento a evolucdo do trabalho dos
alunos e ajuda-los a revé-lo e a melhord-lo seriamente (par
exemplo, copias de livros ndo s3o desejéveis como relatdrios).
! +Incentivar a comunicacao dos metodos, das descobertas e dos
' resultados do projecto de diversas formas possiveis, dentro e
fora da sala de aula.
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5. Observacies finais

Vérias dificuldades ocorrem guando os professores se
comprometem a desenvolver um trabalho de projecto nas

suas aulas de matematica, nem todas da mesma natureza. Rs
dificuldades resultantes da organizacdo da escola [turmas muito
grandes e horarios inadequados] ou do curriculo [demasiado
centrado nos contelidos e com demasiados topicos a serem
tratados] parecem ser obstaculos a superar e ndo razdes para
desistir. Ha varios exemplos gue oferecem ideias e sugestdes de
como o trabalho de projecto pode ser desenvolvido com turmas
regulares em escolas normais, gue deixam ainda espago suficiente
para outros tipos de actividades matematicas.

Os obstaculos relacionados com os professares parecem ser
mais problematicos. Lentamente, cada vez mais professores
serdo persuadidos de que ndo precisam de <«saber tudos> para
poderem desenvaolver projectos gue relacionem a matematica com
uma variedade de assuntos cada vez malor. No entanto, isso nao
significa gue as suas crencas e atitudes — nomeadamente, sohre o
que significa aprender Matemética — consiga mudar rapidamente
de uma forma compativel com este tipo de trabalho. Ao
procurarmos estratégias para combater todas estas dificuldades,
serd importante acreditarmos que o trabalho de projecto traz
uma contribuicdo Unica para aspectos fundamentais da educacao
matematica dos alunos, nomeadamente guando se trabalha com
situacdes que relacionam a Matematica com problemas da vida
real. Embora reconhecendo que é necessario mais conhecimenta,
mais experiéncia e mais discussao, acredito fortemente que este é
o caminho correcto a seguir.
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XXII SIEM - Seminario de Investigacao em
Educacdo Matematica
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=3 _ 0 XXII SIEM — Semindrio de Investigacdo em Educocdo Matemdtica
. realiza-se a 7 e 8 de Setembro de 201, no Instituto de Educacao
da Universidade de Lisboa. Este Semindrio tem como objectivo
criar um espaco de expressao da comunidade de investigacao no
campo da educacdo Matematica, para divulgacao, comunicacao,
confronto e discussao de ideias e trabalhos realizadaos. Pramave,
ainda, a articulacdo entre a investigacdo nesta area e o ensino da
Matematica. 0 Seminario terd trés conferéncias plenarias, uma
delas a cargo de um convidado estrangeiro, um painel tematico,
simpasios de comunicacdes e posters.

Prazos
Para inscricao, sem agravamento de preco, até 30 de Maio de 2011

7] : Para submissao de comunicacdo:
E — Envio de texto até 30 de Maio de 2011, texto Word com o
=) maximo de 25000 caracteres com espacos [ver templote)
| G Mt b — Resposta da Comissao Cientifica sobre aceitacao até 29 de
ml SIEM Junho de 2011
07-08 SETEMBRO

Para submissao de Poster:
- Envio de resumo alargado até 30 de Maio de 2011, texto Ward
com o maximo de 5000 caracteres com espacos (ver template]

LISBOA Mo temcioh s mutsamorss y

Comissao Organizadora Contact
PrUfMat Eﬂ]] Claudia Canha Nunes X;:: :IEMD-S— Seminario de

0 ProfMat volta a Lishoa 26 anos depois Ana Cléudia Henrigues Investigacao

Ana Isabel Silvestre da Associacao de Professores de
J4 esta em andamento a organizacao do H'?? EE‘_EEim e sl y
ProfMat 2011, que vai realizar-se na Instituto Helia Pinto Instituto de Educacao da
de Educacao e Faculdade de Cigncias da Hélia Jacinto Universidade de Lisboa
Universidade de Lisboa. nos dias 5. E e 7 de Jodo Pedro da Ponte Alameda da Universidade
Setembrao. Este ano haverd novidades na 1643-013 Lisboa

Portugal

estrutura do programa, que incluird uma parte
comum cam o XXl SIEM, com o objectivo de
aproximar professores e investigadores na APM.
A informacao detalhada sobre este evento esta
disponivel em http://profmat20ll.apm.pt.

E-mail: siemxxii@apm.pt
Mais informacies disponiveis em
http.//siemxxii.apm.pt
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Sdlidos e mais solidos

N° de jogadores 3ay

Nivel de escolaridade 2° ciclo

Contetidos envolvidos

solidos e suas arestas, faces e vértices

(-3

Material necessario

dois baralhos de 30 cartas cada. Um baralho azul com sdlidos e

um baralho amarelo com indicacdes relativas a caracteristicas do

sélido, tal como se descreve de seguida.

Baralho azul [30 cartas)

Pirdmide triangular

1 carta com representacao do sélido
1 carta com o nome do solido

guadrangular

1 carta com representacdo do sdlido
1 carta com o nome do sélido

pentagonal  1carta com representagao do sdlido
1 carta com o nome do sélido

hexagonal 1 carta com representagdo do sdlido
1 carta com o nome do sdlido

heptagonal  1carta com representacao do sclido
1 carta com o nome do solido

octogonal 1 carta com representacdo do solido
1 carta com o nome do solido

Prisma  triangular 1 carta com representacdo do sdlido
1 carta com o nome do sdlido

quadrangular 1carta com representacdo do sélido
1 carta com o nome do sélido

pentagonal  1carta com representagao do sdlido
1 carta com o nome do sdlido

hexagonal 1 carta com representacdo do sdlido
& 1 carta com o nome do sdlido

heptagonal  1carta com representacdo do sélido
1 carta com o nome do sdlido

octogonal 1carta com representacdo do solido
1carta com o nome do sélido

Cuba 1carta com representacdo do sélido

1 carta com o nome do solido

Solido com quatro faces

. 1 carta
triangulares
Salido com cinco faces
: 1 carta
triangulares
Joker 2 cartas
EC] Educacdo e Matematica

Baralho amarelo [30 cartas]

0 maior n° de vértices 3 cartas
0 menor n° de vértices 3 cartas
0 maior n° de arestas 3 cartas
0 menor n° de arestas 3 cartas
0 maior n® de faces 3 cartas
0 menor n° de faces 3 cartas
0 maior n® par de vertices lcarta
0 menor n® par de vértices 1carta
0 maior n° par de arestas 1carta
0 menor n® par de arestas 1carta
0 maior n® par de faces 1carta
0 menaor n® par de faces 1carta
0 maior n® impar de vértices 1carta
0 menar n® impar de vertices 1carta
0 maior n® impar de arestas Tcarta
0 menor n® impar de arestas lcarta
0 maiar n® impar de faces Tcarta
0 menor n® impar de faces 1carta
Joker 2 cartas

0 jogo

Este jogo centra-se em torno de solidos, das suas designaces e
de caracteristicas destes [como o ndmero de arestas, de faces e
de vértices).

Preparacdo do jogo

Baralham-se separadamente as cartas de cada umn dos baralhos
e distribuem-se trés de cada baralho a cada jogador. As restantes
s3o colocadas no centro da mesa de jogo, viradas para baixo.
Determina-se guem cameca o jogo.

Modo de jogar
0 primeiro a jogar escolhe uma das suas cartas azuis e coloca-a
sobre a mesa. 0 jogador & direita deste escolhe uma das suas
cartas amarelas que lhe pareca adequar-se a carta azul jogada
e coloca-a sobre a mesa. Cada um dos restantes jogadores pode
decidir se quer ou ndo jogar uma carta azul que se adequle melhor
a carta amarela em jogo. Ganha a jogada o dltimo jogador que
calocar sobre a mesa uma carta adeguada. Esse jogador recalhe
todas as cartas jogadas que coloca junto de si viradas para baixo.
Cada um dos jogadores gue foi a jogo retira dos baralhos sobre a
mesa uma carta da mesma cor da gue jogou. 0 préximo a jogar
serd o jogador que acabou de ganhar a jogada.

As cartas Joker sdo cartas especiais que deixam aa critério do
jogador a escolha do que devem representar. Juem joga um Joker
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azul tem gue dizer o nome do sdlido que quer gue este represente,
guem joga um Joker amarelo tem que dizer uma caracteristica de
um sdlido que quer que este represente. Repare-se, no entanto,
gue nem o sélido tem gue ser um dos constantes do baralho azul,
nem a caracteristica escolhida tem que ser idéntica as descritas
no baralho amarelo. =

Fim do jogo
0 jogo termina quando acabarem as cartas de algum dos baralhos.

Pontuacao

Cada jogador ganha um ponto por cada uma das cartas recolhidas
durante o jogo. 0 vencedor sera guem alcancar o maior ndmero de
pontaos.

Exemplos de possiveis jogadas

Exemplol

D jogador 1 coloca sobre a mesa uma carta azul com uma pirdmide
triangular. 0 jogador 2, sentado a sua direita, tem em seu poder
as trés cartas amarelas da fig.]. Se jogar a carta da esguerda,

o jogador 1 ganha de imediato a jogada porque esta carta nao

se aplica a este sdlido uma vez que a pirdmide triangular nao
tem um numero impar de vértices. Se jogar a carta do meio vai
perder a jogada, pois a piramide triangular é o sdlido em jogo
cam menor nimero de faces e portanto o jogador 3 tera em

seu poder uma carta com um solido com mais faces. Se jogar a
carta da direita podera conseguir ganhar a jogada, uma vez que a
pirdmide triangular tem apenas seis arestas e sd o Joker podera
eventualmente fazer surgir um sdlido com menos arestas.

0 menor ;

: 0 maior 0 menos
numero i ;
; numero de nimero de
impar de

jre faces arestas
vértices

=_
Figural
Exemplo 2

0 jogador 1 coloca sobre a mesa uma carta azul com um prisma
triangular. 0 jogador 2, sentado a sua direita, joga uma carta
amarela com a indicacdo «o maior ndmero de faces>. 0 jogador 3
e o jogador 4 t8m gue decidir se vao a jogo. As cartas azuis de que
disp@iem sao as apresentadas na figura 2.

Jogador 3

Jogador 4
Figura 2

Vejamos alguns casos possiveis:

1) Se ojogador 3 decidir jogar a pirdmide triangular, a jogada
termina e & ganha pelo jogador 2, pois foi o Gltimo a colacar
sobre a mesa uma carta admissivel, uma vez que a pirdmide
triangular ndo tem maior ndmero de faces do que o prisma
triangular.

2] Se o jogador 3 optar por jogar o prisma guadrangular, a jogada
¢ ganha por ele no caso do jogador Y decidir ndo ir a jogo e
também nos casos em que este opta por jogar a pirdmide
pentagonal ou a pirdmide quadrangular, uma vez que nenhuma
destas pirdmides tem maior nimero de faces do gue os sdlidos
que ja se encontravam na mesa. No entanto, se o jogador 4
decidir jogar o prisma pentagonal é ele quem ganha a jogada,
pois este sélido tem maior nimero de faces.

3] Se o jogador 3 escolher jogar o prisma hexagonal, serd sempre
ele a ganhar a jogada, independentemente do jogador Y decidir
ir ou ndo a jogo, pois este Gltimo ndo possui nenhum sdlido
com maior niimero de faces do que o jogado pelo jogador 3.

Y] Se o jogador 3 decidir ndo ir a jogo, o jogador Y ganha a jogada
se jogar a pirdmide pentagonal ou o prisma pentagonal.
Contudo, se a opgao do jogador Y recair sobre a pirdmide
guadrangular, como esta ndo tem mais faces gue o sclido que
ja se encontra na mesa, a jogada € ganha pelo jogador 2.

5] Senem o jogador 3 nem o jogador Y forem a jogo, a jogada @
ganha pelo jogadar 2.

Helena Rocha
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0 PROBLEMA DESTE NIMERD
José Paulo Viana

A coleccdo de selos

Fui visitar o Hugo, que me mostrou logo a sua bela coleccao

de selos. Admirado, perguntei-lhe:

— Duantos selos tens tu?

— [0Olha, sa te posso dizer gue @ o0 menor nimero gue é o
dobro de um guadrado e o triplo de um cubo.

Quantos selos tem o Hugo?

o

[Respastos oté 25 de Abril para zepouloBarmail pt]

Paralelas e poligonos

0 problema proposto no ndmerao 109 de Educogdo e Matemadtica foi
0 seguinte; :

‘-.\“\_ e ]
B S

o™

Temos duas rectas paralelos sequndo uma certa direcc@o A, mais
trés rectas sequndo outra direccdo B e oinda quotro rectas sequndo
uma terceira direccdo C,

No mdximo, quantos tridngulos se podem obter?
E quantos paralelogromos?

E gquantos trapézios que nda sejam paralelogramos?

Recebemos 9 respostas: Alberto Canelas [Queluz], Ana Petrucci
[Lisboa), Goncalo Auala [Lisboa), Gancalo Fialho [Lisboa), Hugo
Silva [Amadora), Leonel Vieira [Braga], Maria Inés Marreiros
[Lisboa), Miguel Santiago [Lisboa) e Pedrosa Santos [Caldas da
Rainha).

Primeiro, uma nota prévia, explicitada por Pedrosa Santos e
Rlberto Canelas: para maximizar o ndmero de figuras pedidas, &
necessario que em nenhum ponto concarram trés rectas.

Os processos de resolucdo seguidos pelos nossos leitores
foram muito parecidos.

1] Tridngulos
Para se abter um tridngulo é necessario escolher uma recta
de cada direccdo. Como temos 2 rectas segundo A, 3 segundo
B eYsegunda C, o niimero de tridngulos que se obtém é:
2X3X4 =24

Claro que, se usarmos a combinatdria, jsto pode ser escrito na
forma: C; X C X Cf =2 X3 X 4 = 24.
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2) Paralelogramos
Dois lados de um paralelogramo tém uma certa direccao e os dois
restantes tém uma segunda direccao.

Temos entao de escolher duas rectas numa direccao e duas
noutra diferente.

Faralelogramos com lados segundo A e B: como ha apenas
uma maneira de escolher duas rectas com a direccdo Ae 3
possibilidades de ter duas rectas segundo a direccdo B, temaos
IX3=3

Paralelogramos com lados segundo A e C: hd uma maneira
de escolher duas rectas com a direccao A e b de ter duas rectas
segundo a C, logo temost x 6 = 6.

Faralelogramos com lodos segundo 8 e C: ha 3 possibilidades
de escolher duas rectas com a direccao B e 6 de ter duas rectas
segundo a C, logo temos 3 x 6 = 18,

0 total de paralelogramos é:

CixC+CxCh+ O xCl=1x3+1x64+3%6
=3+6+18 =27y

3] Trapézios nao paralelogramos
Agui surge um problema. Sera que esta figura  um trapézio?

25

Trapézio?

Se a aceitarmaos comao quadrildtero, popdemos avangar. Caso
contrario, 0 nimero de trapézios quando houver rectas gue
se cruzem entre duas paralelas [como acontecia na figura do
enunciado do problema] ird variar de situacdo para situacao.
Mas, como nos é pedido o nlimero maximo de trapézios,
podemos passar por cima desta objeccdo. Assim, admitimos
trapézios estrelados ou consideramos apenas o caso em que nao
ha interseccdes no intervalo de duas paralelas.

P

Cada trapézio vai entdo ter dois lados com uma direcc3o, um
lado com uma segunda direccdo e mais um lado com a terceira
direccao.

Casos ARBL: 1 X 3 X 4 = 12.

Casos ABBL: 2 X 3 X 4 = 24.

Casos ABCC: 2 X 3 X 6 = 36.

s

Usanda a simbologia da combinatdria, o nimero total de trapézios
e:
X O Cl wOxnCt+ C By =
=12+24+36="72




Calculando em cadeia

O desenvolvimento do sentido do ndmero constirui um dos
propositos principais de ensino incluidos no Programa de
Matemdrica do Ensino Basico (ME, 2007). Nos dois primeiros
anos de escolaridade valoriza-se o cileulo numérico na repre-
sentacio horizontal e sugere-se que se proporcionem aos alunos
situacdes diversas que lhes permitam desenvolver o cileulo
mental. Recomenda-se a prética de rotinas de cilculo mental,
podendo este ser apoiado por registos escritos, possibilitando
que os alunos possam utilizar as suas estratégias de modo fle-
xivel, seleccionando as mais eficazes em cada situagio. Como
forma de desenvolver estratégias de cdleulo mental Fosnor e
Dolk (2001) sugerem a exploracio de tarefas que permitam
desenvolver um reportdrio de estratégias de calculo baseadas

numa compreensdo profunda das relagdes numéricas e das ope-

rag0es. Surge assim a idefa de cadeia matemdtica tendo como

principal finalidade desenvolver nos alunos um cilculo mental
eficiente. O professor apresenta um conjunto de tarefas de
célculo relacionadas entre si procurando construir um sistema
de relactes numéricas que assentam no cdlculo realizado nas
linhas anteriores da cadeia.

No dmbito do Programa de Formagio Continua em
Matemdtica, para Professores dos 1. e 2.° Ciclos do Ensino
Bisico, os formandos trabalharam virias cadeias matemdticas,
discutiram as suas potencialidades e perspectivaram a sua
exploracio em sala de aula. Colocado o desafio, o mesmo foi
aceite por vdrios professores que decidiram implementar este
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tipo de tarefas nas suas turmas. Numa turma do segundo ano
de escolaridade a professora programou uma sequéncia de
tarefas para exploracio de cadeias numéricas, tendo indicado
alguns objectivos de aprendizagem de onde se salientam
«Desenvolver destrezas de cédlculo numérico mental e escrito»,
«Praticar a escrita de cdlculos em cadeia (subtrair, utilizando a
representaciio horizontal e recorrendo a estratégias de célculo
mental e escrito)» e «Discutir resultados e ideias matemdticas».
Tratava-se de uma estratégia de cdlculo mental pouco utilizada
na sua sala de aula, originando alguns receios da professora
sobre a compreensdo da tarefa matemitica proposta por parte
dos alunos. A turma apenas tinha trabalhado algumas cadeias
numéricas, com recurso a adigio e com nimeros muito peque-
nos. As tarefas que iremos analisar neste artigo, para além de
envolverem niimeros maiores, pretendiam explorar situagdes de
subtracgfo.

A aula comegou com uma pergunta da professora tentando
conhecer o que os alunos enrendiam por calcular em cadeia:
P «O que significa calcular em cadeia?»
A. «Fazemos um célculo e depois na segunda conta pedimos

ajuda a primeira.»

Nesta aula a professora pretende trabalhar as duas cadeiras
numéricas seguintes:

7035 163 — 24
7034 163 - 34
=35 169 — 27
72-35 169 — 47
71— 34 169 — 42

No quadro a professora escreve a primeira linha da cadeia
numérica onde propde a resolucio da expressio 70 — 35. Foram
virios os alunos que pretenderam dar o seu contributo forne-
cendo indicacdes sobre a estratégia utilizada:
«Eufiz70-30=40e40-5=35»
«Fiz70-15=55,55-15=40e 40 -5 =35»
«O dobro de 35 & 70 porque 35 + 35 = 70, por isso o resul-
tado € 35».
«Também podemos fazer 35 x 2 = 70, logo o resultado é
35».
O primeiro aluno decompde o 35 em 30 + 5, comegando por
retirar 30 e completando com a retirada do 5, utilizando uma
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Figura 2

estratégia decorrente da decomposicio numérica de base dez.
O segundo aluno parece decompor o 30 em 15 + 15, pelo que
retira 15 duas vezes e depois retira 5 chegando a 35. Os alunos
seguintes tiram partido do conhecimento do dobro de 35.

Conhecidas (e discutidas) varias estratégias para calcular
70 — 35, a segunda linha da cadeia propde 70 — 34. Mais uma
vez os alunos se envolvem entusiasticamente na explicacio das
suas estratégias:

«Nesta expressio numérica, o ndmero 35 passou a 34, por isso
nés vamos tirar —1 que na conta anterior, logo o resultado é +1,
porque se tiramos menos, sobra-nos mais. E... o resultado é 36.»
(Figura 1)

«Como o objectivo da tarefa é pedir ajuda a conta anterior, nesta
conta o aditivo mantém-se e sé muda o subtractivo (-1), logo o
resultado é +1. Por exemplo, eu tenho 70 rebucados e dou 34 a
uma amiga, menos um rebugado que tinha dado na conta anterior,
ora se na conta anterior o resultado foi 35, nesta conta dei menos
um rebucado dos 70 que tinha inicialmente, por isso fiquei com
mais um, (36)».

E curiosa a argumentacfio desta aluna sentindo necessidade de
se apoiar numa situagio concreta como forma de ilustrar o seu
raciocinio.

A utilizacio da operagiio inversa como forma de prova e o
recurso a identidade fundamental da subtracgio surgem nas
justificacdes avancadas para responder a uma questdo colocada
pela professora: «E se nés quisermos confirmar se o resultado
estd correctol»

«Calculamos 35 + 36 e se o resultado for 71, logo estd
correcto»

«Também podemos calcular 71 — 36 e se o resultado for 35,
entdio o resultado estd correcto».

Nas linhas seguintes da cadeia os alunos continuam a avangar
com argumentos muito convincentes:

«Nesta conta (72 — 35) podemos pedir ajuda & conta anterior por-
que damos a mesma quantidade (35) mas temos +1 que na ante-
rior, logo o resultado é +1 porque 71 + 1 = 72 e dd-nos no resul-
tado 36 + 1 = 37.»

Este exemplo denota uma seguranga de argumentagiio a propé-
sito do sentido da adicio e da ligagio com a subtracgiio como
operagio inversa.




Figura 3

o .
«Os nimeros desta conta (71 — 34) aproximam-se da terceira conta
da cadeia. Por isso, podemos pedit-lhe ajuda. A diferenca ests no
subtractivo que é —1. Assim, o resultado aumenta, porque se damos
mais, sobra menos e se damos menos, sobra mais. Neste caso, damos
menos e sobra mais, logo o resultado é +1, ou seja 37.»

Neste exemplo para além da compreensiio do «equilibrio» entre
o adicionar uma unidade e subtrair uma unidade, a aluna gene-
raliza esta regularidade através da apresentaciio de uma ideia
matemdtica que estrutura todo o seu raciocinio. Revela um
bom conhecimento do funcionamento da cadeia, procurando
apoiar-se na expressio que mais se «aproxima» da situaciio que
pretende trabalhar.

A Professora também participa no debate, generalizando os
resultados: «Ao observar os resultados das expressdes numéricas
da cadeia, verifico que algumas expressdes tém niimeros dife-
rentes e o seu resultado € igual, apesar da operacgio ser a mesma.
Porqué? Quem quer explicar?»

«Porque ao alterarmos a mesma quantidade, em qualquer
expressdo numérica, tanto no aditivo como no subtractivo,
o resultado ¢ igual, por exemplo: 70 — 34 = 36; 71 — 35 = 36 €
72— 35 = 37; 71 — 34 = 37.» (Figura 2)

A resposta a esta questio revela conhecimentos do modelo
compensatério da subtracgfio, sendo que intervencdes anterio-
res confirmam este conhecimento quando os alunos indicam
que «o resultado aumenta, porque se damos mais, sobra menos e
se damos menos, sobra mais». Estas ideias revelam um conheci-
mento matemdtico que extravasa os procedimentos algoritmi-
cos e origina uma aprendizagem significativa da Matemdtica.
Depois destas justificagdes a professora decide explorar uma
segunda cadeia numérica colocando no quadro a primeira
expressdo 163 — 24. Passado algum tempo surgem as primeiras
intervengdes dos alunos com explicagio das suas estratégias:

«Bufiz 63 —20 = 43; 43 — 4 = 39 € 100 + 39 = 139». Outro aluno
diz: «163 — 10 = 153; 153 — 10 = 143 € 143 — 4 = 139>

O primeiro aluno comega por retirar 20 e depois 4, partindo da
decomposigiio do 24 em 20 + 4 enquanto o segundo aluno vai
retirando de 10 em 10, concluindo com 4. Neste caso, ambos
os alunos, estruturam as suas estratégias de cdleulo em torno
da estrutura do sistema de numeragio decimal. Explicada a
resoluciio da primeira expressdo da cadeia seguem-se as linhas
seguintes. A exemplo de situagdes anteriores, os alunos mos-
tram disponibilidade para avangar com as suas explicagies:

1- Aprendizagens que fizeram com esta tarefa.
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Figura 4

«Nesta expressdo numérica (163 — 27) vamos dar +3 que na conta
anterior, portanto o resultado final é —3 que o resultado da ante-
rior porque, como disse a Inés, se damos mais sobra-nos menos, ou
seja, 130 — 3 = 136.»

«Neste célculo (169 — 27) vou pedir ajuda 4 conta anterior pot-
que dou a mesma quantidade (27), mas como tenho +6 que 163,
ou seja, 169, eu fico com +6 também no resultado final, ora 136 +
6 = 142.» (Figura 3)

«Nesta conta (169 — 47) a diferenga que hd, em relacio a conta
anterior, estd na quantidade que dou (+20). Por isso, o resul-
tado que fico é de —20 que na anterior, ou seja, 122 porque
122 + 47 = 169.»

«Aqui (169 — 42) nds pedimos ajuda a conta anterior porque a
diferenca estd no subtractivo (=5), por isso o resultado serd +5, ou
seja, 122 + 5§ =127.»

Nestas argumentacdes os alunos parecem seguir a estratégias
jd utilizadas por uma colega na resolucio de uma expressio
anterior com recurso a uma situaciio concreta (rebucados)
como suporte da sua explicagio. Embora continuem a calcular
mentalmente, com apoio na representacio horizontal, os alu-
nos sentem-se mais seguros em recorrer a situacoes familiares
na resolucdo das tarefas,

Na primeira justificacio o aluno recorre & relacio matemética
identificada pela colega, decorrente da adopgiio de estratégias e
ideias matemdticas construfdas socialmente na sala de aula.

Na reflexfo que os alunos fazem sobre o trabalho realizado
parece claro a compreensio dos objectivos deste tipo de rarefa,
referindo o recurso a resolugdes de expressdes anteriores para
encontrar de forma mais répida e eficaz a resposta para as
expressdes seguintes.

«N6s aprendemos a pedir ajuda & conta anterior para efectuar os
célculos. N6s temos de olhar para todas as contas para ver qual é a
conta que nos pode ajudar a fazer o cdlculo mais rapido. Os célcu-
los ficam mais fAceis de fazer.» (Figura 4)

Também a professora refere aspectos muito positivos sobre o
desempenho dos alunos na resolugiio destas rarefas:

«Durante a exploragio das cadeias, através da comunicagio dos
alunos, pude constatar formas de raciocinio esponténeas, eviden-
ciando uma certa organizagio mental, quando, por exemplo, os
mesmos pediam ajuda & expressdo numérica que hes poderia facili-
tar o cdlculo de forma mais rdpida, ou seja, aquela em que os nime-
ros envolvidos se aproximavam do cilculo a efectuar e quando
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contextualizavam as suas argumentacdes com situagdes priticas do

dia-a-dia, tornando a tarefa mais significativa.»

Para além das capacidades de cdlculo sio também salienta-

das as capacidades de comunicagiio. Na planificagio da aula

a professora ja evidenciava preocupagdes com a criagio de
condigdes para permitir o desenvolvimento desta capacidade
quando refere «a necessidade de criar um ambiente de sala de
aula propicio 2 comunicaciio e argumentacio, para que a tarefa
se torne desafiante e significativa, contribuindo, dessa forma,
para uma maior motivagdo por parte dos alunos.»

As intervencdes dos alunos constituem excelentes testemu-
nhos das potencialidades deste tipo de tarefas no desenvolvi-
mento de estratégias flexiveis de cdlculo e na procura de formas
matemdticas «mais rapidas e eficazes» em consonéncia com as
quantidades numéricas. O desenvolvimento de relagdes numé-
ricas e uma maior compreensio da operagéio subtrac¢io mere-
cem particular destaque. A resolugdo de situagdes de subtracgio
com empréstimo surgiu com grande naturalidade, contrariando
préticas lectivas anteriores que nfo permitiam a resolugio de
vérios problemas sem um bom conhecimento deste algoritmo.
O recurso ao modelo compensatério e & identidade fundamental
constituem excelentes exemplos de como explorar estes con-

ENCONTROS

Encontro <«A Matematica nos primeiros anos>>

Pela 14® ocasifio, especificamente dedicado ao ensino e apren-
dizagem da Matemdtica na parte inicial da histéria pré-escolar
e escolar, volta a realizar-se este encontro, nos dias 15 ¢ 16 de
Abril, regressando a Viseu onde j4 tinha estado em 1998, depois
de passar por todo o pafs, de Viana do Castelo a Faro.

Assumindo sempre, mas com mais veeméncia neste encontro
0s primeiros anos como aqueles que se estendem do pré-escolar
até ao fim do 2° ciclo do ensino bésico, o encontro reflete as
preocupacdes decorrentes do inicio da generalizacio de um
novo programa de Matemdtica, dedicando vdrias sessdes de
natureza diversa aos temas associados a esse programa.

A conferéncia de abertura, da responsabilidade de uma
equipa de investigadores que avaliaram as diversas etapas de
passagem ao terreno do novo programa de Matemitica, vai
permitir a partilha de recomendacdes, reflexdes e inferéncias
avaliativas, de interesse evidente para todos os que estdo ja
a lidar com a generalizacio do programa. No seguimento dos
dois dias do encontro, setfio realizadas outras conferéncias sobre
vérios assuntos que incluem «temas matemdticos» e «capacida-
des transversais» do programa, sessOes praticas que permitirdo
a participagio ativa na realizacio e discussdo de propostas
concretas, alem de outras realizactes com formatos diversos.
Para todos os participantes, deseja-se uma experiéncia enrique-
cedora, num ambiente de cooperaciio solidaria.
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ceitos num contexto de resolugdo de problemas. A exploracio
deste tipo de tarefas permite também evidenciar a naturalidade
com que os alunos aderem a estas situacbes e a sua disponi-
bilidade para encontrar processos significativos, constituindo
excelentes exemplos da possibilidade dos alunos do segundo
ano de escolaridade se sentirem confortdveis em trabalhar com
niimeros «maiores» e da recompensa que a professora recebeu
pela ousadia de experimentar situagdes «novas».

Referéncias
Fosnot, C & Dolk, M. (2001). Young mathematicians at work: Construc-
ting multiplication and division. Portsmouth, NH: Heinemann.

ME. (2007). Programa de Matemdtica do Ensino Bésico. Lishoa: Ministé-
rio da Educacio (DGIDC).

Projecto DSN. (2005). Desenvolvendo o sentido de niimero. Materiais
para o educador e para o professor do 1." ciclo, Lishoa: APM.
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FOR THE PSYCHOLOGY OF MATHEMATICS EDUCATION
10- 15 JULY 2011 ANKARA / TURKEY
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Volta a Portugal com a Matematica

Andreia Carvalho @
Bruno Magina

Por norma, em cada ano lectivo, um Professor nfo trabalha
com mais do que algumas dezenas de alunos. Em 2009, Andreia
Carvalho e Bruno Magina foram, talvez, a dnica excepgiio. Por
eles terdo passado perto de 20 mil estudantes de todo o Pafs.
Algo que permitiu-lhes compreender em que estado se encon-
tra a Matemética nas nossas escolas.

Entre Janeiro e Junho de 2009, dentro de um camifio TIR,
percorremos Portugal de Norte a Sul. Estaciondmos em escolas,
cAmaras, feiras e exposigdes. Objectivo? Incentivar e desmisti-
ficar, junto de alunos e professores, o ensino e a aprendizagem
da Matemadtica.

Tratou-se da dltima edigiio do CAIXAmat, uma parceria
entre a Universidade de Aveiro e a Caixa Geral de Depésitos,
com actividades e contetidos concebidos e pensados pelo
PmatE (Projecto Matemitica Ensino) propositadamente para
o efeito.

Fazer uma tournée pelo Pafs, apesar de ser um sonho antigo,
era algo em que, até hd muito pouco tempo, nio nos atreveria-
mos sequer a pensar. Contudo, quando surgiu a oportunidade,
nio hesitdmos em agarrd-la. Dada a nossa profissio, esta foi e
serd sempre uma experiéncia singular e enriquecedora.

Aliada 4 Matematica, o roadshow apostou fortemente numa
outra vertente: actividades experimentais e tecnoldgicas.
Agradou-nos muito a ideia de proporcionar aos alunos um
contacto com este tipo de tarefas e dispositivos. Sabemos que
na sala de aula nem sempre isso € possivel.

O camifo era visitado diariamente, no mfnimo, por cerca de
200 alunos. Os mais novos (1.7 e 2.° ciclos) geralmente chega-
vam com grande entusiasmo. Os mais velhos (3.° ciclo e secun-
ddrio) confessavam, muitos deles, nio gostar de Matemdtica,
rindo-se e achando isso natural. Todos eles, embora de forma
diferenciada, realizavam o mesmo tipo de actividades: 1) cons-
truciio e andlise de graficos, através de um sensor de movimento,
e 2) realizacfio de competigdes online, usando modelos geradores
de questdes.

Construcdo e analise de graficos

De modo a motivar os nossos passageiros para o estudo da
Matemdtica e, neste caso especifico, para a construgio e
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andlise de grificos, decidimos utilizar vérios tipos de sensores,
nomeadamente sensores de movimento, bem como quadros
interactivos.

Comegdvamos normalmente as nossas sessdes seleccionando
o aluno mais rdpido da turma. Este teria de fazer um pequeno
percurso pelo camifio, do sensor 4 janela e da janela de volta ao
sensor, andando e correndo 4 sua vontade. Eram assim cons-
truidos, separadamente ou em simulténeo, os grificos posicio-
tempo, velocidade-tempo e aceleracio-tempo.

Desta forma, tentdvamos com os mais novos associar a
Matemdtica ao desporto, ds portas automadticas, aos radares,
etc., mostrando aos alunos alguns dos muitos exemplos da
aplicacfio desta ciéncia na vida real. No 3.° ciclo, analisdvamos
o grifico posi¢io-tempo e a definigio de fungiio, enquanto no
secunddrio ja olhdvamos os graficos com outro rigor, falando de
limites, derivadas, continuidade, monotonia e extremos.

Virios alunos questionavam-nos sobre se os graficos apre-
sentados eram reais, pois ndo compreendiam por que razio a
aceleragio ou a velocidade eram negativas, em alguns instantes.
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Também ocorriam alguns erros de medigio sempre que o aluno
se afastava da zona de alcance do préprio sensor, fazendo assim
disparar o valor da velocidade.

Modelos geradores de questdes

E gracas a esta filosofia Gnica no Pafs — os modelos geradores
de questdes — e quigd no mundo que se tornaram possiveis as
CompetigBes Nacionais, que se realizam h4 j4 mais de vinte
anos no Campus da Universidade de Aveiro.

Elaborados por professores da disciplina, os modelos sdo a
pega fundamental do software que o PmatE produz. Sempre que
se inicia uma prova, seja para diagnosticar, treinar, avaliar ou
simplesmente jogar, surgem quatro questdes de verdadeiro ou
falso que, embora relacionados com os mesmos temas e objec-
tivos, sdo formuladas sempre de diferentes formas, impossibili-
tando assim a memorizagiio ou a cépia de respostas.

Observando os alunos a realizar estas competigSes nos com-
putadores, alegre e insistentemente, apercebemo-nos de uma
série de dificuldades.

Muitos deles nio reconheciam, de forma imediata, que na
sequéncia I... 4... 7... 10 estdo quatro nimeros de 3 em 3, pois
estavam, na sua maioria, & espera de encontrar simplesmente
miltiplos de 3. Sentiam dificuldade em compreender que a
negagio de uma negagdo (ex: «a soma de quatro com quatro
ndo € diferente de 8»), é uma afirmacio. Nio entendiam que
um quadrado também é um rectdngulo e, por vezes, até consi-
deravam que o programa estava errado, o que era caricato, pois
o software do PmatE ¢, obviamente, analisado e testado antes
da sua implementacio.

Para além disso, notdmos a falta de cuidado e vontade por
parte da grande maioria dos alunos em ler os enunciados de
forma atenta, na dnsia de responder o mais depressa possivel.

Balanco final

O CAIXAmat 2009, iniciado a 27 de Janeiro na Amadora e
concluido em Portalegre, a 19 de Junho, no dltimo dia do ano
lectivo, foi um projecto muito positivo para todos, tanto visitan-
tes como monitores. Esta foi uma experiéncia muito importante

para nés, enquanto novos Professores, pois possibilitou-nos ter
uma percepgio da realidade da Educaciio no nosso Pais.

Encontrdmos escolas bem equipadas e com bons resultados
e outras com grande falta de meios, indisciplina e até mesmo
violéncia. Infelizmente, nos tempos de hoje, ainda existem
escolas publicas com dificuldades de acesso i Internet. Podemos
dizer, com muito pesar nosso, que apesar do Plano Tecnolégico
da Educagio (PTE), ainda h4 alunos info-excluidos quando se
trata da utilizaciio de novas tecnologias.

Nesta nossa exposiciio itinerante participaram alunos de
todas as idades, desde o pré-escolar, passando pelo ensino bésico
e secunddrio, até a alunos do ensino nocturno.

Os alunos de Escolas Profissionais e de Cursos de Educacio
e Formagio de Jovens (CEF) aderiam muito mais a actividade
de construcfio e andlise de graficos. Achamos isso natural, pois
com a utilizacdo de sensores descobrem-se muitas aplicacdes da
Matemdrica a realidade, e € isso que estes estudantes procuram.
Os alunos de ensino regular, por contraste, gostavam do desafio
que os modelos geradores de questSes lhes proporcionavam.
Repetiam as provas, autonomamente, tentando sempre ir mais
além em cada competigiio.

Apesar de todas as dificuldades e do cansaco natural no
final do projecto, podemos assumir que iniciativas deste género
deveriam ser mais frequentes. As vantagens sdo muitas, jd que
permitem aos alunos envolvidos olhar para a Matemitica de
uma outra forma e tirar partido de recursos que, infelizmente,
ndo estdo ao alcance de todos. Para os professores, por seu lado,
constituem uma auténtica lufada de ar fresco e um estimulo
para continuarem a trabalhar.

Gostarfamos de aproveitar para agradecer uma vez mais &
equipa do PmatE a oportunidade que nos deu de participar
neste tipo de projecto que esperamos ndo ser o tltimo.

Projecto Matematica Ensino: http.//pmate.ua.pt

Andreia Carvalho, Agrupamento de Escolas da Rlapraia
Bruno Magina, Rgrupamento de Escolas da Damaia
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ENCONTROS

™

Encontro de Investigacdo em Educacdo Matematica

Ensino e Aprendizagem da Algebra

7 e B de Maio de 201
Pdvoa de Varzim

0 Encontro de Investigacdo em Educagao Matematica 2011
realiza-se a 7 e 8 de Maio de 201, no Axis Vermar Conference &
Beach Hotel, na Pdvoa de Varzim, tendo como tema o «<Ensino e
Aprendizagem da Algebras», Este encontro tem como propdsito
principal reflectir sobre o ensino e a aprendizagem da Rlgebra,
desde o Ensino Basico ao Ensino Superior, partilhar resultados
de investigacao, perspectivar e promover futuras investigacdes,
encontrar desafios e novos rumos.

Durante o encontro, serao discutidos e analisados trabalhos de
investigacdo, concluidos ou em cursg, prevendo-se a constituicdo
de varios grupos de discussao, cujas temdaticas dependerdo
das diferentes propostas de comunicacdo a submeter pelos
participantes.

0 EIEM 2011 destina-se a todos os investigadores, formadores
ou professores gue se interessem pela investigardo sobre o
ensino e a aprendizagem da Algebra.

Datas importantes:

Prazo limite para submissao de comunicagdes:

— Envio do texto integral da proposta de comunicacdo: 16 de
Marco de 201

~ Resposta da Comissao Cientifica: 10 de Rbril de 201

— Envio do textao final [versao corrigida): 20 de Abril de 201

Prazo limite para inscricdes:
— Normal: 16 de Margao de 2011
— Com agravamento do preco em 50.00€: 10 de Rbril de 201

Opcoes de inscricao

Opcdo A: Duas noites
R inscricdo inclui 2 dormidas, b e 7 de Maio de 201, 2 refeicdes [as
indicadas no programa), 3 coffeebreoks, pasta e actas do encontro
em formato digital,

Quarto Individual 250 £

Quarto Duplo 200 £/pessoa

Opcdo B: Uma noite

Ainscricao inclui a dormida de 7 de Maio de 20T, 2 refeicdes [as
indicadas no programa), 3 coffeebreaks, pasta e actas do encontro
em formato digital.

4y Educagao e Matematica

Quarto Individual 220 &
Quarto Duplo 170 €£/pessoa

A inscricdo e pagamento so feitos on-line, em formulario prdprio,
no site respectivo [em construcao).

Sessies plenarias e Comunicacies orais

No EIEM20T havera sessdes plendrias e comunicagdes orais. As
sessiies plendrias estardo a cargo de oradores convidados.

Rs comunicacdes orais serdo organizadas e apresentadas
em Grupos de Discussac. Estes Grupos de Oiscussao serag
constituidos com base nas contribuig@es recebidas. A organizacao
e funcionamento dos Grupos de Discussao ficardo a cargo dos
respectivos dinamizadores e serdo oportunamente comunicados
aos oradores. Nas salas onde decorrerdo os Grupos de Discussao,
havera a disposicao um projector multimédia e um computadar
com o Office 2003. No caso de ser necessario software adicional,
este terd de ficar a cargo do respectivo orador e de ser
comunicado a Comissdo Organizadora.

Submissao de comunicacdes

O texto integral das comunicag@es deve seguir as normas para
edicdo abaixo indicadas, ndo deve ultrapassar os 35000 caracteres
e deve ser enviado até 16 de Marco de 2011
2011.eiem@gmail.com. A resposta da Comissao Cientifica sobre a
aceitacdo ou nao da comunicacdo serd enviada até dia 10 de Rbril
de 200.

Comissao Organizadora
Rosa Antdnia Ferreira, Isabel Vale, Maria Helena Martinhao, Jodo
Pedro da Pante.

Contactos

Encontro de Investigacdo em Educacao Matematica 201

Apoio: CMUP — Centro-de Matemética da Universidade do Porta,
Portugal

Email: 2011 . efem@gmail.com

Site:http://emup. fc.up.pt/cmup/eiem/index. html




APM - 2011

Modalidades de associado, precos de quotas e de assinaturas das revistas

A Associagdo de Professores de Matemdtica (APM) é uma instituicio de utilidade ptblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemdtica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovagiio do
ensino da Matemdtica, promovendo actividades de dinamizagio pedagégica, formacio, investigagio e intervenciio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matemitica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacio e utilizagiio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

PublicacBes periddicas

+ - A . . 4 * - . + Py s . . .
Todos os associados tém direito aos cinco nimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagdo. Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicacdes no nosso portal, todos os
outros terdo direito também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de preco especial
na assinatura da revista Quadrante.

Pregos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicao de materiais, exposicies ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicagdes, exposiges ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terfio ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou'de outras institui¢Ses com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagio, Associagbes da Federaciio Iberoamericana das Sociedades de Educagio Matemitica, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos nicleos regionais ou por
outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

Associados institucionais
Os associados institucionais terfo ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Preco da guota anual em 2011

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00€ Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-sécio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efectuar a sua inscri¢io, ou da sua escola, como sécio da APM, faca download da ficha no endereco http://www.apm.pt

Assinaturas das revistas para 2011

Educagio e Matemdtica
(inclui actas ProfMat) Quacirmice
Portugal ' 12,00 €
Sécio individual 3
Estrangeiro 15,00 €
Portugal 23,00€ °
Instituigdes 42,00 €
Estrangeiro 27,00 €
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Para este niimera seleccionamos

Trabalho de Projecto-em Matematica Escolar, Paoulo Abrantes

Pense Nisto

Rever o passado recente e perspectivar o futuro, Branca Silveira

Vamos Jogar
Solidos e mais solidos, Helena Rocha
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