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Porte Pago

Sobre o niimero fematico

Este nimero temdtico ¢ dedicado as Conexdes Matemdticas. A escolha do
tema e de Susana Carreira, para editora convidada, surgiram como uma
conexao natural e consensual. Susana Carreira € socia fundadora da APM,
colaborando desde o primeiro momenteo na vida desta Associagae. Actual-
mente € professora associada do Departamento de Matemadtica da Facul-
dade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade do Algarve,

Desde o inicio da sua actividade profissional de professora e investiga-
dora, tem desenvolvido um vasto e sélido trabalho no dominio da mode-
lacado matemitica, explorando a resolugao de problemas, usualmente com
recurso a tecnologia. Ao longo dos anos, quer nas producées escritas quer
nas conferéncias proferidas, a presenca das conexdes tem sido uma cons-
tante, A sua experiéncia €, sem duvida, uma mais-valia para a nossa revista.

Agradecemos a forma empenhada como se dedicou & concepgio e
concretizacdo deste numero da Educacéio e Matemdtica.

Sobre a capa

A capa deste nimero representa uma famosa ponte de madeira sobre o rio
Cam que atravessa o «campusy do Queens College em Cambridge. A pon-
te, designada a «Ponte Matemadticax, foi desenhada por William Etheridge e
a ela se encontra associado o mito de ter sido originalmente concebida por
Isaac Newton. Mas, nenhum facto parece corfirmar esta «tese» e, de facto,
Newton morreu cerca de 20 anos antes de a ponte ser construida,

A razdo para o nome da ponte reside no facto de o arco da pon-
te (uma curva imagindria que nac surge na construgao) ser materializado
numa sequéncia de tangentes que dao origem a uma construcio que € uma
triangulacdo da estrutura ideal. Do ponto de vista estrutural trata-se de uma
utilizacdio muito eficiente deste tipo de material.

fintanio M. Fernandes

Sobre a seccao Aclualidades

A revista Educagdo e Matemdtica vai deixar de publicar a seccio Actualida-
des, da responsabilidade dos membros da redacgio. Nao porque tenham
deixado de existir noticias actuais sobre Educacdo e Matemdtica, mas por-
que entendemos que a secc@o Pontos de vista, reaccdes e ideias pode de-
sempenhar o papel de reagir, comentar e levantar questdes relativamente
aos acontecimentos actuais, com a vantagem de ser uma seccio aberta a
socios e nao socios da APM. Por isso, fazemos desde jd o desafio a todos,
no qual nos incluimos como redaccdo, para reagirem com © Vosso ponto
de vista a alguma Actualidade relevante.
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Neste nimero lambem colaboraram

Alexandre Costa, Ana Brito Jorge, Ana Paula Mestre, Cliudia Lanca,
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Editorial

Conex@es no ensino da Matematica — N@o basta vé-las, & preciso fazé-las!

Susana Carreira

o

Parece ser hoje relativamente unfnime a importincia das
conexdes matemdticas como elemento essencial da experi-
éncia matemdtica dos alunos, ao longo do seu percurso esco-
lar. Mas, 4 semelhanga de muitas outras ideias e propdsitos
da matemdtica escolar, é necessdrio abrir caminhos, pro-
pondo hipéteses de concretizacio, na pritica, que ora cla-
rifiquem ora estendam o nosso entendimento e capacidade
de os converter em situacbes concretas de aprendizagem da
Matemdtica.

O conceito de conexdes matemdticas € suficientemen-
te eldstico para podermos olha-lo de maltiplas formas. Des-
de logo, é natural pensar em conexdes, relacdes e ligagdes
frutuosas entre tépicos matemdticos. Tem igualmente todo
o sentido considerar as conexdes da Matemdtica com a re-
alidade que nos envolve, numa direc¢gio que nos aproxima
das aplicagdes da Matemdtica ou da actividade de construir
e explorar modelos matemdticos. Importa também pensar a
relacio da Matemdrica com outras dreas do saber, com ou-
tras disciplinas, e o ainda dificil didlogo interdisciplinar ou
a ainda incompreendida pedagogia do trabalho de projecto.
Surgem ainda a vertente das articulagBes curriculares — co-
nectar a Matemitica entre os diferentes ciclos e os virios
momentos e formas de trabalhar sobre um mesmo conceito
ou mesmo problema ou mesmo tema.

Em qualquer das variantes que se possam imaginar, hd
decididamente uma nogiio importante subjacente ao papel
das conexdes matemdticas na aprendizagem — a de que a
Matemadtica espreita e é necessdrio nfo deixar desaproveita-
das as intimeras oportunidades de a agarrar e de a integrar,
de lhe dar sentido e coeréncia. No que se refere a constru-
¢io dos conceitos matematicos, desde h4 muito que se en-
tende a necessidade de se trabalhar no estabelecimento de
relagdes entre conceitos e de se pensar nesse processo como
a formagdo de sistemas conceptuais. E impossivel entender
um conceito novo sem o relacionar com conceitos anterio-
res, sem elementos de mediacio, sem analogias, pontes, me-
taforas, contextos, experiéncias. Como é bem descrito no li-
vro Pensamento e Linguagem, de Vygotsky, os conceitos que
as criancas aprendem na escola nfo ficam depositados nas
suas mentes como ervilhas soltas dentro de um saco.

A nossa principal aspiragio num ndmero dedicado as
conexdes matemdticas é dar uma visfo tdo alargada quanto

possivel da forma como podem ser entendidas, pensadas e
levadas 4 prética, no curriculo, na sala de aula, nos diversos
temas matemdticos, com o recurso s tecnologias, com uma
diversidade de materiais, com diferentes abordagens didéc-
ticas, e do 1.° ciclo ao secundério. Para tal, conviddmos au-
tores dos programas de Matemitica do Ensino Bésico e do
Secunddrio a analisar 0 modo como os respectivos progra-
mas abordam as conexdes; incluimos artigos de especialistas
que problematizam o conceito e que trazem uma visdo in-
ternacional — mostra-se como a actividade de modelacio
pode comegar nos primeiros anos, a forma como as cone-
xGes estio presentes nas Provas de Aferigdo ou ainda, como
o trabalho com padr&es pode ser um poderoso contexto para
o estabelecimento de conexdes matemdticas; demos lugar &
ligagio da Matemitica com a Arte ou com a Fisica e procu-
ramos dar voz a professores de todos os niveis do Ensino Ba-
sico e do Ensino Secundério, através do relato de experién-
cias e projectos com os seus alunos, mostrando-se como as
conexdes entre vdrias representagdes de um mesmo concei-
to sdo essenciais, como ganham sentido entre dois ciclos de
escolaridade ou que ligagGes se podem fazer a partir de uma
histéria. Mas também se percebe o contributo das conexdes
para o aprofundamento do conhecimento da cultura local,
com base em principios matemdticos, ou o trabalho de pro-
jecto como um ambiente de aprendizagem onde se relaciona
a matemdtica com situagdes do mundo real, ainda pouco de-
senvolvido nas escolas mas com potencialidades tinicas para
a aprendizagem. As tecnologias estiio presentes em muitas
das experiéncias relatadas, havendo artigos especificos que
destacam o papel da tecnologia como ferramenta poderosa
no estabelecimento de conexdes.

Pegando numa ideia que serd desenvolvida nas péginas
desta revista: Em certo sentido, as conexdes matemdticas sdo o
verdadeiro curriculo, aquele que nenhum documento oficial pode
fielmente exprimir porque corresponde a iniimeros caminhos pos-
sfueis e a tantas outras formas de tratar a Matemdtica, os concei-
tos, as ideias, as tarefas e as questdes na sala de aula.

Assim, estabelecer conexdes deverd ser uma prérica de-
liberada e habitual que urge ir fazendo com os alunos!

Susana Carreira

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade do Rlgarve
¢ UIDEF da Universidade de Lishoa
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José Paulo Viana

Paralelogramos no rectangulo

0 Problema deslte nimero

Problema adicional: E se dividirmos cada lado em n partes iguais?

Al mesa de jogo

O problema proposto no ndmero 108 de Educacéo e Mate-
madtica foi o seguinte:

Em cima da mesa estavam dois baralhos de 52 cartas cada
um. Cada um dos jogadores retirou para si algumas cartas, fi-
cando as restantes no meio da mesa.

Depois e simultaneamente:

— aAna deu metade das suas cartas & Beatriz,

— a Beatriz entregou um terco das suas ago Carlos,
— o Carlos deu um quarto das que tinha ao Diogo,
— o Diogo passou um quinto do seu monte a Ana.

Feito isto, verificaram que todos ficaram com igual nimero de
cartas. Quantas cartas sobraram no meio da mesa?

Recebemos |0 respostas: Afonso Garcia (Torres Novas),
Alberto Canelas (Queluz), Alice Martins (Torres Novas), Ana
Loureiro, Catarina Ferreira (Lamego), Edgar Martins (Queluz),
Francisco Matos Branco (QOvar), Graga Braga da Cruz (Ovar),
Leonel Vieira (Braga) e Pedrosa Santos (Caldas da Rainha).

O processo seguido por estes nossos leitores foi pratica-
mente o mesmo.Vamos representar por A, B, C e D o nd-
mero de cartas inicialmente retiradas, respectivamente, por
Ana, Beatriz, Carlos e Diogo. «Logicamente, estes valores te-
rdo de ser superiores a zero para.o termo retirar ter sentido»
(Alberto Canelas). Apds a troca de cartas, os jogadores fica-
rdo com:

1 i
Ana-A+4+ =D
na 5 -+ 5 cartas

1 :
Beatriz. — A + gB cartas
2 3

Carlos: %B + —ZO cartas  Diogo: %C - %D cartas

Como todos ficaram com o mesmo nimero de cartas pode-
mos estabelecer as seguintes equacées:

(Respostas até 20 de Fevereiro para zepaulo@armail pt)

Pretendemos resolver um sistema de 3 equacbes com 4 in-
cognitas. Se o fizermos em ordem a A, B e C, obtemos:

19

3
B_ED

i
C_BD

Como estes valores tém de ser inteiros, D vai ser mditiplo de
10. Se for D = 10, vem A = 19. Mas A tem de ser um nu-
mero par porque a Ana deu metade das suas cartas a Bea-
triz. Impossivel,

Fazendo D = 20,temos A =38, B=6e C = 28.

Se D for um mdltiplo de 10 superior a 20, os valores obti-
dos somam mais que 104, que é o niimero de cartas de dois
baralhos.Assim, inicialmente a Ana tinha 38 cartas,a Beatriz 6,0
Carlos 28 e o0 Diogo 20.No total,s3o 38 + 6 + 28 + 20 = 92
cartas, Subtraindo este valor a 104 obtém-se 12. Conclusio:
ficaram 12 cartas em cima da mesa.

A Graca Braga da Cruz seguiu um processo ligeiramen-
te diferente depois de ter resolvido o sistema, Chamou N ao
niimero de cartas com que cada um ficou no final. Logo:

19 3 7 20N
10 '+1_Q +5..+. IN & D 23

Como D 'é-in‘teil"o. teré- de ser N = 23 e D= 20.A Seguirl o
processo € idéntico ao anterior:
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Jodo Pedro da Ponte

Nos ltimos anos, o papel das conexdes no ensino e na
aprendizagem da Matemadtica tem vindo a merecer grande
destaque nos documentos curriculares, em Portugal e no es-
trangeiro, suscitando a atenco de professores e investiga-
dores. Este artigo analisa 0 modo como o novo Programa
de Matemdtica do Ensino Bdsico (ME, 2007) aborda as cone-
xGes. Antes disso, porém, faz uma breve andlise do significa-
do deste conceito did4ctico.

0 que sdo conexoes matémalicas?

Embora o uso do termo nos documentos curriculares e no
discurso profissional seja recente, a verdade é que a impor-
tancia das conexdes é valorizada deste hd muito. Assim,
quando damos um exemplo de um conceito, estabelecemos
uma conexfo entre um ¢aso CONCreto e um conceito mate-
mdtico mais geral. Além disso, quando propomos um pro-
blema que remete para uma situagio da realidade, estamos
também a pressupor uma conexio entre conceitos matems-
ticos e situages extra matemdticas. Podemos dizer que a va-
lorizacio das conexdes matematicas faz parte do bom ensino
da disciplina, largamente documentado em manuais escola-
res e noutros testemunhos do passado.

Conexdes no Programa de Matematica do Ensino Bsico

No entanto, a ideia moderna de «conexdo» envolve
algo mais que os exemplos e a resolugiio de problemas da
realidade. Alan Bishop e Fred Goffree (1986), num impor-
tante artigo sobre o trabalho do professor na sala de aula,
defendem que o sentido que damos a uma ideia matematica
depende das conexdes que estabelecemos entre essa ideia e
outras ideias matemdticas que possuimos:

Aquilo a que procuramos dar énfase é & natureza pessoal de qual-
quer novo conceito matemdtico. Um novo conceito € signifi-
cativo na medida em que faga a liga¢io com os conhecimentos
individuais j4 adquiridos. Pode ter ligagio com o conhecimen-
to individual sobre outros tépicos e conceitos matemdticos mas
pode também estar associado ao conhecimento de outros as-
suntos fora da Matemdtica. Pode muito bem estar relacionado
com o imagindrio, a analogia e a metdfora, mas estas conexdes
siio de um tipo diferente. O conceito pode ser um exemplo de
outro conceito matemdtico (porque isso € a natureza da Mate-
mética) e pode gerar exemplos préprios. Finalmente, um argu-
mento muito importante, pode estar relacionado com o conhe-
cimento individual das situacdes reais. No entanto, € evidente
que nio hd duas pessoas com as mesmas conexdes e ideias e, em
particular, professor e aluno terdo muitas ideias diferentes asso-
ciadas 2 Matemdtica. (p. 315)
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Para Bishop e Goffree (1986), a ideia de conexdo est4 es-
treitamente ligada & ideia de explicacio. Para estes autores,
explicar € uma actividade que tanto pode ser realizada pelo
professor como pelo aluno e que significa precisamente «es-
tabelecer conexdes»: «Manifestamente, explicar é um pro-
cesso sem fim de representar as conexdes, as relagdes entre a
ideia que se estd a explicar e outras ideias» (p. 331).

O NCTM (2007) contribuiu de modo decisivo para que
as conexdes ganhassem grande destaque no ensino da Ma-
temdtica, quando as colocou como um dos «process stan-
dards». Nesta publicaciio, as conexdes aparecem ligadas a
objectivos de aprendizagem a trés niveis, indicando-se que
«todos os alunos devem: (i) reconhecer e usar conexdes en-
tre ideias matemdticas; (ii) compreender a forma como as
ideias matemadticas se inter-relacionam e se constroem umas
a partir das outras para produzir um todo coerente; e (iii) re-
conhecer e aplicar a Matemdtica em contextos exteriores a
ela prépria» (p. 71). Argumenta, ainda, que, quando os alu-
nos estabelecem conexdes entre ideias maremdticas, a sua
compreensdo torna-se mais profunda e mais duradoira. As-
sim, para este documento, quando o ensino d4 énfase 3 in-
ter-relagio das ideias matematicas, «os alunos ndo sé apren-
dem Matemdtica, como também aprendem a reconhecer a
utilidade da Matemdtica» (p. 71). Recomenda, por isso, que
os professores usem como ponto de partida as experiéncias
anteriores dos alunos.

Note-se que as conexdes podem ser de muitos tipos. Por
exemplo, podemos ter conexdes entre conceitos e represen-
taches matemdticas de um mesmo tema. Um caso flagran-
te, em Geometria, refere-se ao perimetro e drea — trata-se
de dois conceitos distintos em que, muito frequentemente,
o problema nfo € os alunos nio fazerem conexdes, mas sim
fazerem-nas de modo incorrecto. Outro caso importante é
a existéncia de diferentes representacdes para um mesmo
conceito — como as representagdes decimal e fracciond-
ria para os niimeros racionais (Ndmeros), as representagoes
grifica e algébrica para as fungdes polinomiais (Algebra) e
as representacdes em tabelas e grificos (Estatistica). Nal-
guns casos os alunos tém muita dificuldade em estabelecer
as devidas conexdes entre os diferentes tipos de representa-
¢0 e ndo conseguem transformar a informacio dada numa
representacio para outra.

Podemos ter também conexdes entre conceitos e repre-
sentagdes de temas distintos, como Geometria e Algebra
(por exemplo, a representacio geométrica da solucio de um
sistema de equacgdes do 1.° grau), Geometria e Fstatistica
(por exemplo, os grificos de sectores), e Algebra e Estatis-
tica (por exemplo, o estudo algébrico das propriedades do
desvio padrio).

Finalmente, podemos ter conexes entre conceitos e re-
presentaches matemdticas e situagBes exteriores a Matemati-
ca ou da «realidade». Estdo neste caso os conhecidos «proble-
mas de palavras», conhecidos e usados desde a Antiguidade,
bem como as situagdes de modelagio matemdrica. Também
-entra nesta categoria todo o uso de situagdes matematicas sus-
ceptivel de constituir um ponto de partida para a aprendiza-
gem, na l6gica apresentada por Koeno Gravemeijer (2005).
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fis conexges como objectivo de aprendizagem e como
orientagao mefodologica

Mais do que assinalar todas as conexdes que se podem fazer
a propdsito de cada tépico, o que de resto seria manifesta-
mente impossivel, o Programa de Matemdtica do Ensino Bd-
sico estabelece diversos principios fundamentais em relacio
ao modo como o professor deve encarar o trabalho com co-
nexdes no ensino-aprendizagem. Para isso, apresenta as co-
nexdes de dois modos, como objectivo geral de aprendiza-
gem e como orienta¢io metodolégica central,

Assim, em primeiro lugar, entre os nove objectivos ge-
rais de aprendizagem dos alunos destacados pelo programa,
um deles diz respeito precisamente a sua capacidade de esta-
belecerem conexdes:

Os alunos devem ser capazes de estabelecer conexdes entre dife-
rentes conceitos e relagbes matemdticas e tamhém entre estes e
situagdes nio matemdticas. Isto &, devem ser capazes de:

— identificar e usar conexées entre ideias matemadticas;

— compreender como as ideias matemdricas se inter-relacio-
nam, constituindo um todo;

— reconhecer e aplicar ideias matemdticas em contextos nio
matemadticos, construindo modelos matemdticos simples.

(ME, 2007, p. 6)

Além disso, o programa faz eco de outros documentos cur-
riculares quando sublinha que os alunos devem ver a Mate-
mdtica como um todo, de modo integrado, estabelecendo
conexdes entre o que ja aprenderam e o que estio presen-
temente a aprender, bem como de ser capazes de usar a Ma-
temitica em contextos que lhe sfio exteriores. O programa
sublinha ainda que «o estabelecimento de conexdes ¢ essen-
cial para uma aprendizagem da Matemdtica com compreen-
sdo e para 0 desenvolvimento da capacidade de a utilizar e
apreciar» (idem, p. 6). Ao colocar as conexdes como ohjec-
tivo de aprendizagem dos alunos, o programa estd a indicar
que se considera de grande importincia que estes sejam ca-
pazes de estabelecer tais conexdes e de tirar partido delas no
raciocinio e na resolucgiio de problemas mateméticos.

Em segundo lugar, o programa apresenta também o tra-
balho com conexdes como uma das orientagdes metodolégi-
cas centrais que o professor deve ter presente na sua pratica
lectiva: «A exploragio de conexdes entre ideias matemdati-
cas, e entre ideias matemdricas e ideias referentes a outros
campos do conhecimento ou a situagdes préximas do dia-a-
dia do aluno, constitui também uma orientacio metodols-
gica importante» (idem, p. 9).

Ao colocar as conexdes como orientagio metodolégica
central, o programa sublinha que o estabelecimento de co-
nexoes, por si e pelos alunos, constitui um aspecto impor-
tante do trabalho na sala de aula, indicando accdes a em-
preender para promover a compreensio dos conceitos e das
relagdes entre conceitos e representacGes, bem como para
promover o desenvolvimento da capacidade dos alunos es-
tabelecerem conexdes em geral,




Conexoes entre femas e fapicos matemalicos

Além de surgirem nos objectivos e orientagdes metodol6-
gicas gerais, as conexoes aparecem valorizadas de forma ex-
plicita ou implicita na abordagem que o Programa de Ma-
temdtica propde a diversos temas. Por exemplo, ao referir a
importancia do tema da Medida, o programa alude de modo
explicito &s conexdes matemadricas: «A Medida tem um peso
importante no 1.° ciclo, (...) sendo um tema bastante rico
do ponto de vista das conexdes entre temas matemdticos e
com situagBes ndo matemdticas, [que] deve ser trabalhado
ao longo dos ciclos» (idem, p. 7).

Na verdade, a medida de grandezas (sejam grandezas fisi-
cas ou de outra naturé#a) constitui uma importante conexao
entre o dominio onde se situa essa grandeza e a Matemd-
tica. Grandezas fisicas, como comprimento, drea, volume,
capacidade, massa, tempo, temperatura, quantidade de ca-
lor, energia, etc., bem como grandezas relativas 4 vida eco-
némica e social como dinheiro, taxa de desemprego, taxa
de inflacio, etc., fazem parte da experiéncia quotidiana dos
alunos. A medida estabelece uma possibilidade de quantifi-
cacio dessas grandezas, permitindo usar no respectivo estu-
do todas as possibilidades dos Nimeros e, para uma aborda-
gem mais aprofundada, da Algebra e da Geometria.

A conexio entre Ndmeros e Algebra é fortemente va-
lorizada pelo programa. Isso decorre do tratamento mais al-
gébrico que ¢ dado aos Ndmeros neste programa, em parti-
cular no 1.° e no 2.° ciclo, sublinhando as propriedades das
operacdes e a nogio de equivaléncia de expressoes.

A Geometria, através das possibilidades de representa-
¢io que oferece, proporciona conexdes importantes com 0§
restantes temas de Matemdtica. Assim, possihilita a repre-
sentagio na recta numérica de nimeros naturais, inteiros,
racionais e reais, essencial para a compreensio da relagio de
ordem, o desenvolvimento do sentido de nimero e a com-
preensdo das operagdes. Permite a representacio de enti-
dades algébricas, como intervalos (um certo conjunto de
nimeros), vectores (um conceito mais algébrico que geo-
métrico), e fungdes numéricas de varidvel numérica. Pro-
porciona, além disso, diversas formas de representagdo para
distribuigbes estatisticas.

Para além das conexdes entre temas distintos, o progra-
ma também sublinha a importincia das conexdes em tépi-
cos relativamente préximos. Um exemplo de grande im-
portincia diz respeito &s conexdes entre as representagbes
decimal e fracciondria dos niimeros racionais. No anterior
programa (ME, 1990, 1991), fazia-se primeiro o estudo des-
tes nidmeros na representacio decimal (no 1.° ciclo estuda-
vam-se os nimeros decimais e as operagbes com decimais)
e s6 mais tarde é que se fazia um estudo equivalente da re-
presentagio em fracciio (incluindo entio as operages com
fracgdes). Sabemos bem que, para muitos alunos, nio exis-
tia qualquer conexio entre as duas representagbes. A op¢io
por um estudo dos niimeros racionais mantendo tanto quan-
to possivel em paralelo as representagdes fracciondria e de-
cimal tem precisamente o objectivo de permitir o estabele-
cimento de conexdes & medida que o estudo se desenvolve.
Além disso, o novo programa sublinha também a importan-

cia de uma outra representagio — a recta numérica — que,
como ji referido, permite estabelecer uma importante cone-
xdo entre o conceito de niimero racional e a Geometria.

No estudo da Algebra, o programa d4 uma grande énfase
ao'conceito de funcdo. Sublinha, a seu respeito, a importén-
cia de duas representacdes — a grafica e a algébrica. Estas,
por sua vez, utilizam como elemento de ligagio os nime-
ros, através do sistema de representagiio cartesiana. Assim,
uma funciio é, por um lado, um objecto algébrico (dado, por
exemplo, por uma equagiio do tipo y = kz), um objecto geo-
métrico (dado, por exemplo, por uma recta que passa na
origem) e que cujos objectos e imagens sio frequentemen-
te entidades numéricas, que se podem representar em tabe-
las. Enquanto no passado se procurava chegar o mais rapi-
damente possivel & representacio algébrica, desvalorizando
a partir daf as restantes representagdes, reconhece-se hoje a
necessidade de valorizar de modo muito mais equilibrado as
representa¢des algébrica, grifica e tabelar.

O programa refere-se a muitas outras conexdes que se
podem estabelecer entre tdpicos diversos. Por exemplo,
como oportunidade para desenvolver o pensamento algé-
brico, sugere «a investigagiio das férmulas das dreas e dos vo-
lumes de figuras e de sélidos e da soma dos ngulos internos
¢ externos de poligonos convexos» (ME, 2007, p. 55), uma
conexdo interessante que se pode estabelecer entre Algebra
e Geometria.

Os grificos de sectores (Estatistica — no programa en-
quadrada na OTD, Organizacio e Tratamento de Dados)
constituem também um tdpico onde naturalmente se es-
tabelecem conexdes entre aspectos de Geometria (figu-
ras geométricas: circulos, sectores), Medida (angulo, drea),
Nameros (niimeros racionais no significado parte-todo, de-
terminagio de percentagens), para além das nogdes de Esta-
tistica propriamente dita (varidvel, distribuicio, etc.).

Conexdes exteriores @ Matematica

Para além das conexdes internas & Matemdtica, merecem
também lugar de destaque no programa as conexdes com as-
pectos exteriores & Matemadrica. Estas conexdes sdo impor-
tantes, em primeiro lugar, a propésito da aprendizagem dos
diversos conceitos e representagdes. Assim, por exemplo, a
aprendizagem dos diferentes significados dos nimeros racio-
nais (parte-todo, quociente, razio, medida, operador), um
aspecto a que o programa dd destaque, requer uma forte an-
coragem em situagBes experienciais correspondentes.

Em segundo lugar, essas conexdes sdo importantes do
ponto de vista da capacidade de usar a Matemitica na re-
solucido de problemas. Na verdade, o programa apresen-
ta a resoluciio de problemas como capacidade matemdtica
transversal, sublinhando que muitos destes problemas de-
vem corresponder a situagtes da realidade: «No 1.° ciclo, os
contextos desempenham um papel particularmente impor-
tante, em especial os que se relacionam com situagtes do
quotidiano, devendo ser escolhidos de modo cuidadoso uma
vez que servern de modelos de apoio ao pensamento dos alu-
nos» (ME, 2007, p. 29); No 2.9 ciclo, «para além dos pro-
blemas que correspondem a situagdes da vida quotidiana,
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*  Propor situacGes do quotidiano, incluindo aquelas em que

surge naturalmente a representacao decimal (por exemplo,

folhetos com precos).

L]

* Propor a utilizacdo de unidades de medida ndo convencio-
nais, como palmos, pés, passos e objectos para medir com-
primentos, e recepientes para medir capacidades,

* Solicitar a representacio de percentagens pictoricamente e
usando o simbolo %, € relacionar percentagens com fraccdes
e decimais.

Figura 1. Exemplos de conexdes internas @ Matematica e da
Matemitica com situagdes exteriores & matemdtica indicadas nas
Notas do Programa do Ensino Basico

o

os alunos devem resolver problemas que se relacionem com
outras dreas disciplinares (...)» (idem, p. 45); No 3.° ciclo,
«tratam-se problemas que correspondem a situagdes proxi-
mas da vida quotidiana, problemas associados a outras dreas
disciplinares» (idem, p. 62).

Todos os temas de Matemdtica desempenham um papel
importante neste tipo de conexdes. Por exemplo, no estudo
das medidas de grandezas e das respectivas unidades de me-
dida, as conexdes entre a Matemitica e a realidade apare-
cem de forma natural e devem ser devidamente exploradas.

A OTD constitui um tema especialmente rico do ponto
de vista das conexdes, devidamente assinaladas no progra-
ma. Assim, no 1.° ciclo, o programa refere que:

A aprendizagem deste tema deve ser alicercada em actividades
do dia-a-dia. Os alunos léem e interpretam tabelas e gréficos
simples e formulam questes sobre um dado assunto, identifi-
cam os dados a recolher, e organizam, representam e interpre-
tam esses dados com o propésito de dar resposta as questdes for-
muladas. (idem, p. 26).

Em Estatfstica trabalha-se com varidveis e com colecces de
objectos, o que permite uma quantificacio e a respectiva re-
presentacdo tabelar e grdfica. No 1.° ciclo, sugere-se a reali-
zacdo de tarefas baseadas em aspectos como «caracteristicas
dos alunos da turma (...), Estudo do Meio» (idem, p. 26).
No 2.° ciclo, refere-se a «resoluciio de problemas identifica-
dos pelos alunos na sua vida quotidiana» (p. 42), indicando
que a recolha de dados pode ser feita «recorrendo a obser-
vagOes ou experimentacdes e a fontes secunddrias como a
Internet» (p. 43). No 3.° ciclo, refere-se que «os alunos rea-
lizam investigacdes estatisticas baseadas em situagBes reais»
(p. 59). Afirma-se ainda que «o professor deve relacionar
os temas de esses estudos com assuntos de outras discipli-
nas, com temas da actualidade nacional ou internacional ou
com interesses dos alunos» (p. 59).

As Probabilidades constituem também um tépico onde
a ligagdo com situagdes da realidade desempenha um pa-
pel essencial, reconhecido pelo programa quando diz, por
exemplo, que «devem ser exploradas (...) situacdes (...) re-
lacionadas com o dia-a-dia, que ajudem os alunos a compre-
ender que existem acontecimentos certos, possiveis, impos-
siveis, provaveis e improvaveis» (p. 27).
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*  Propor situaces que possibilitem a «visualizagaos de expres-
sbes algébricas por exemplo, o cdlculo da drea do rectingulo
de dimensGes a e a+2, usando a férmula da drea e a soma
das medidas das dreas do-quadrado de lado 2 e do rectan-
gulo de dimenses a e 2.

*  Relacionar o Teorema de Tales (Se duas rectas paralelas in-
tersectam duas secantes, os tridngulos obtidos tém os lados
correspondentes proporcionais) com a semelhanca de tridn-
sulos.

* Na identificagdo de translacBes, considerar situactes da vida
quotidiana (como papéis de parede, tecidos, azulejos ou fri-
s0s decorativos).

Conclusao

As conexdes entre a Matemitica e a realidade exterior 4
Matematica sdo fundamentais para o desenvolvimento dos
conceitos e das ideias matemdticas, por parte dos alunos,
bem como para o desenvolvimento da sua capacidade de
usar a Matemitica na resoluciio de problemas dos mais di-
versos dominios. Pelo seu lado, as conexdes internas 3 Ma-
tematica sdo essenciais para a compreensio dos conceitos,
das representagBes e das suas relages. Ambos os tipos de
conexdes sdo igualmente importantes. O novo programa de
Matemitica do ensino bésico sublinha o papel das conexdes
e proporciona orientagBes gerais para o trabalho a realizar
pelo professor, que ¢ incentivado a criar oportunidades de
trabalho na sala de aula com diversos tipos de conexdes e a
usd-las para promover a aprendizagem dos alunos e o desen-
volvimento das suas capacidades. Pelo seu lado, cabe ao pro-
fessor, na sua pratica do dia-a-dia, em funciio da experiéncia
e dos conhecimentos prévios dos alunos, decidir as tarefas
a propor, as conexdes a valorizar e os modos de trabalho a
usar, tendo em vista a aprendizagem dos alunos.
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O actual programa de Matemdtica A para o Ensino Secun-
ddrio (2003), tal como o seu antecessor directo (1995), pre-
conizam uma grande atenciio as conexdes na sala de aula:

«As Conexoes entre os diversos temas sdo consideradas fun-
damentais neste programa, para que os estudantes possam ver
que os temas s3o aspectos complementares de uma mesma rea-

lidade.»

E o programa chama repetidamente a atencio para a impor-
tancia das conexdes. Por exemplo:

«a Geometria (...) deixa perceber verdadeiras conexdes en-
tre os vdrios temas da Matemdtica, da Algebra & Anilise e a
Estatistica.»

O que significa esta palavra «conexdo»! Porque aparece ela
no programa! Trata-se de mais uma das «novas metodolo-
gias» tio elogiadas por uns e téo criticadas por outros?

Consultado o diciondrio Priberam da Lingua Portuguesa
encontramos como significados de conexdo, enlace ou vin-
culo entre pessoas ou entidades, ligacio, coeréncia, nexo,
analogia. Significa entdo que se estabelece uma ligagio de
algum tipo entre dois temas matemadticos diferentes, ou en-
tre um tema matematico e um tema nio matemdtico. Que
se pode ganhar com isso!

Um dos trabalhos mais antigos onde enicontramos refe-
réncia ao uso de conexdes matemdricas no ensino € de 1908
e foi escrito pelo célebre matemitico Felix Klein, o primeiro
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presidente do ICMI-Comissdio Internacional de Instrucdo
Matemdtica. No primeiro volume do seu livro «Matematica
Elementar de um ponto de vista superior», logo na pagina 2
da introdugiio, pode ler-se:

«O meu objectivo consiste em mostrar-vos sempre as conexaes
entre problemas de diferentes dreas, o que nfio acontece de forma
suficiente na generalidade dos manuais, e, mais especificamen-
te, sublinhar a relacio destes problemas com a matemética es-
colar.»

Esta é uma afirmaciio muito forte. Mas Felix Klein dé vérios
exemplos concretos no seu pequeno livto, tais como

«O problema da divisdo da circunferéncia em partes iguais estd
intimamente relacionado com a teoria dos niimeros, embora
seja raro que se estabeleca esta ligagio nas escolas.»

«No ensino escolar é abordada outra questio importante de
teoria dos nimeros: o calculo de 7, durante o estudo da qua-
dratura do circulo.»

Determinar «os nimeros pitagdricos» reduz-se a «analisar
o modo como a circunferéncia unitdria atravessa o conjun-
to denso dos pontos racionais, e em particular determinar
quais desses pontos contém.»

«0 aluno deve ser habituado, logo desde o inicio, 4 interpre-
tagfio geométrica e intuitiva no plano complexo.»

E por af adiante.

A recta multifacetada

Vejamos alguns exemplos de conexdes matemadticas no En-
sino Secundério. O Programa de Matemitica A sugere que:

«Se os estudantes estdo a explorar, por exemplo, um problema
de geometria poderdo estar a desenvolver a sua capacidade de
visualizar, de fazer conjecturas e de as justificar, mas também
poderfio estar a trabalhar simultaneamente com ndmeros, cal-
culando ou relacionando 4reas e volumes, a trabalhar com pro-
porgoes na semelhanca de figuras ou a trabalhar com expressGes
algébricas.»

y =-0,0037x + 0,5395

0 20 30 40 50 60 70 8 90 100

Figura 4

altura da agua

tempo

Figura 1

Com efeito, os problemas e os conceitos de Geometria sio
uma fonte excelente de trabalho tanto geométrico como al-
gébrico como de fungdes, tanto de ligagbes fora da Matema-
tica. Muitos conceitos de geometria podem ser ligados uns
a0s outros e a temas ndo matemdticos. Por exemplo, a pro-
porcionalidade comeca logo a ser discutida no 3° ciclo e tem
indmeras ligagBes com temas nio matemdticos. Para citar
apenas um, consideremos o Direito. No glossirio da Unisio
Europeia pode ler-se:

«Proporcionalidade (Principio da)

(...) o principio da proporcionalidade regula o exercicio das
competéncias exercidas pela Unido Europeia. Visa delimitar e
enquadrar a actuagfo das instituigdes da Unifo. Por forca desta
regra, a actuacgio das institui¢des deve limitar-se ao que € ne-
cessdrio para atingir os objectivos dos tratados. Por outras pala-
vras, a intensidade da ac¢io deve estar relacionada com a fina-
lidade prosseguida.»

Y
o

x =150

y =-x + 200

Figura 5
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Qutra definiciio:
«Principio da proporcionalidade: Modalidade indicadora de que a

severidade da sangiio deve corresponder a maior ou menor gra-
vidade da infracgio penal. Quanto mais grave o ilicito, mais se-
vera deve ser a pena. »

Mas a proporcionalidade nao sdo s6 nimeros ou relagdes
entre varidveis. Uma outra abordagem que se junta ¢ a da
representacio gréfica. E a prépria representagio gréfica jd
comega a mostrar as suas grandes potencialidades de explo-
racdo, abrindo caminho para, mais tarde, se estudarem as
funcdes em detalhe (figura 1).

Quando se estuda a equagio reduzida da recta, reapa-
rece a proporcionalidade, mas alarga-se 0 4mbito da repre-
senfacio matemdtica a rectas que ndo passam pela origem
(figura 2, 3 e 4).

e
L

Figura 6

¥ 4__
A7 1.4)
B(3.9:2.5) 3t
2--
79
1 Il %
-3 o2 3 4 i

Flgura 3

Quando se estudam as funcdes, faz todo o sentido reto-
mar a geometria das rectas que agora representam relagBes
funcionais, com novas interpretactes, mas totalmente com-
pativeis com todo o estudo anterior. Quando se chega ao es-
tudo estatistico da relagfio entre duas varidveis, aparece de
novo a equagio da recta.

As rectas mostram toda a sua importancia no estudo da
programagio linear, quando sdo as actrizes principais dos
problemas de optimizacio (figura 5).

Quando se estudam as taxas médias de variacio, desco-
bre-se que o declive é a taxa média de variacio da funcio
respectiva, em qualquer intervalo, e que esta taxa média de
variagdo € constante e coincide com o declive da recta. Fi-
nalmente, a recta faz a sua suprema aparicio quando se es-
tudam tangentes a curvas: o declive da recta tangente & afi-
nal a taxa de variagio da fungiio em estudo, no ponto de
tangéncia.

Cada vez que se estuda a rectaffungio linear/funcio
afim, tudo o que foi visto antes pode ser retomado e integra-
do no estudo que est4 a ser feito. O programa de Matemarica
A enfatiza exactamente este aspecto:

«Uma compreensdo mais profunda da Matematica s6 se verifi-
ca quando o estudante vé as conexdes, quando se apercebe que
se estd a falar da mesma coisa encarando-a de diferentes pon-
tos de vista.»

Geomefria e Funcdes

Outros problemas ou conceitos de Geometria podem ser o
ponto de partida de conexdes interessantes. Problemas de
dreas e volumes podem facilmente fornecer essa oportunida-
de. Consideremos por exemplo o cldssico problema da caixa.
Se pretendemos calcular o volume de uma caixa sem tampa
quando a quantidade de material (cartdo, metal, etc.) € fixa-
da a partida, entdo ndo sabemos quais as dimensdes exactas
da caixa, e aparecem vérias possibilidades (figura 6).
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Podemos usar um software de Geometria Dinimica e explo-
rar este problema, ficando com uma boa ideia das diferen-
tes possibilidades e obtendo valores aproximados dos valo-
res extremos. Mas podemos também recorrer & Algebra e ao
estudo das Funcdes. Se uma das dimensdes da base da caixa
for z e a outra y e a altura for igual a uma das dimensdes da
base, digamos z, entfio o volume serd dado em funcio de
e y por
V(z,y) =%y

Mas se a drea da superficie onde se vai recortar a caixa sem
tampa for um valor dado A, podemos dizer que

A=y’ +4ay

e assim o volume pode ser expresso em termos de uma s6
varidvel

V(y) = %(A - 7).

Podemos nio sé estudar esta fungiio quadratica como estu-
dar o desperdicio de material

Dly) = A (A~ ?)

Se a caixa tiver tampa, entdo o problema muda completa-
mente e as fungdes obtidas sio bastante diferentes. E se o
volume Vfor dado e se pretender obter uma caixa com o mi-
nimo de drea? Entio a fungio a estudar serd

ViV
() =y ey =7 +4o

que jd ndo é uma fungio polinomial.

E se o material disponivel ndo tiver forma rectangular
mas uma forma triangular? Simplifiquemos a situaciio e pro-
curemos apenas o rectingulo de drea méxima inscrito no tri-
angulo, suposto equildrero e de lado L (figura 7).

Como varia a drea do rectangulo em fun¢io do lado?
Designemos o comprimento do segmento AD por z. Entdo
a drea do rectingulo é dada por

A(z) = V3z(L — 22).

Figura 8

Nesta funciio aparece uma raiz quadrada de forma natural.
Se o tridngulo for rectingulo e pretendermos determinar o
maior valor da hipotenusa i de modo que a drea seja maxi-
ma com o perimetro P dado, em fungiio de um dos catetos
x, obtemos

P2 —2zP 4 217
_m_

Desta vez obtivemos uma funcio racional. Se no problema
da caixa sem tampa quisermos determinar as dimensdes dos
lados da caixa em funcio do volume V, a funcfio passa a ser

y(V) = VA -4V

e obtemos desta vez uma funcio com radicais.

h(z) =

Nomeros Complexos

Os nameros complexos sdo rambém uma excelente opor-
tunidade de trabalhar as conexdes. Este tema foi escolhi-
do para encerrar o programa de Matemdtica A do Ensino
Secundirio por, tal como assinalam os autores da brochura
«Trigonometria e Nimeros Complexos», os nimeros com-
plexos serem um dos temas de unificacio matemdtica por
exceléncia e contém oportunidade de, pelo menos, «quatro
conexdes principais (...): nimeros complexos e sistemas de
coordenadas, nimeros complexos como vectores, nimeros
complexos e transformagdes geométricas, geometria [ele-
mentar] e nimeros complexos». Remeto o leitor interessa-
do para essa brochura para mais detalhes. Irei apenas referir
um par de exemplos.

As operacdes algébricas com niimeros complexos podem
todas ser interpretadas em termos de transformagdes geomé-
tricas. Por exemplo: o conjugado de um nimero complexo
2 pode ser obtido a partir de uma reflexo de z em torno do
eixo das abcissas. Agora € fdcil ver geometricamente por-
que é que o conjugado do conjugado nos devolve o nimero
complexo original, obtendo-se uma visdo geométrica de um
problema que tem também uma viso algébrica.
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Outro exemplo: adicionar um nimero complexo signifi-
ca efectuar uma translagio. A figura 8 (tirada da pagina de
Internet de David Joyce) mostra como a adigfio com o ni-
mero complexo z corresponde  translacio segundo o vector
representado pelo nimero complexo 2.

Como todas as operagdes com nimeros complexos po-
dem ser interpretadas como transformacBes geométricas, a
resolugio de problemas de geometria pode ser transformada
num problema de transformagdes geométricas que pode ser
mais facil de resolver, e vice versa.

O vai-vem entre a 4lgebra dos nimeros complexos e a
geometria elementar é muito rico e impressionante: o orto-
centro de um tridngulo cujos vértices estio no circulo uni-
tério pode ser obtido como a soma dos complexos que repre-
sentam os vértices. Multiplicar por um nimero complexo de
médulo 1 € efectuar uma rotagio de 4ngulo igual ao argu-
mento do complexo, em torno da origem, no sentido con-
trdrio aos ponteiros do relégio. A recta que passa pelos ni-
meros complexos z e w € paralela a recta que passa pelos
ndmeros complexos u e v se e somente se

z—w
u—u

for um nimero real. Usando niimeros complexos é facil pro-
var que o segmento que une os pontos médios de dois lados
consecutivos de um trifingulo € paralelo ao terceiro lado e
tem metade do comptimento desse lado. E por af adiante.

Exames nacionais

Os exames nacionais sdo tanto mais bem feitos quanto con-
seguem abranger mais competéncias definidas no curricu-
lo. As conexdes entre diferentes temas sdo frequentes nos
exames nacionais do 12° ano de Matemtica desde 2000,
data dos primeiros exames nacionais do programa de 1995
(que entrou em vigor apenas em 1997). Por exemplo, num
exame de 2003, pede-se para determinar a drea do poligono
[ABEG] na figura 9.

F
X
A E B
Figura 10
A drea é dada por

2(1 +senz + cos )

e esta expressio € usada para determinar quando a drea atin-
ge determinados valores. Em 2002 pede-se para determinar
o perimetro do quadrildtero [CEAF] na figura 10.

O perimetro é dado por

2 2

o SERCR LR PR

tanxz  senx

e depois esta expressio € usada para estudar o modo como o
perimetro varia em fungio de z.

Infelizmente ndo existem estudos que nos permitam
concluir se as conexdes matemdticas sdo bem avaliadas com
este tipo de questdes e qual o grau de dificuldade que elas
apresentam para os alunos portugueses.

Conexoes no estudo PISA

As conexdes matemdticas sao uma das competéncias abran-
gidas pelo estudo internacional PISA que ¢ aplicado pela
OCDE de 3 em 3 anos a estudantes com 15 anos (que, em
Portugal, abrange sobretudo alunos do 9° e 10° anos de es-
colaridade). Af se define conexdo como:

«conexdes — requerem a reunido de ideias e de procedimentos
matemdticos para resolver problemas algo familiares e de reso-
lugdo directas

Na definicio da classe de competéncia 2 (intermédia) as co-
nexdes aparecem ligadas 2 resoluciio de problemas com a se-
guinte definicio:

«Conexdes e integragio para resolucio de problemas — Os
processos incluidos nesta classe de competéncias fazem cone-
xdes entre linhas de conteddos e dominios diferentes e inte-
gram informagfio de forma a resolver problemas simples. Embo-
ra os problemas sejam, supostamente, nfo rotineiros, requerem
graus de matematizacio relativamente diminutos.»
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Um dos exemplos de questdes nesta classe de competéncia

& dado pelo problema onde se pede um valor aproximado da

4rea de uma figura muito irregular (na circunstincia o con-
tinente Antérctida, ver figura 11).

No estudo do PISA este item foi desastroso para os alu-
nos portugueses pois 3/4 dos alunos nem sequer responde-
ram; dos que responderam, quase todos os alunos tiveram
dificuldades em escolher figuras geométricas que lhes per-
mitissem resolver adequadamente o problema, errando a es-
timativa por mais de 3 milhdes de km?; 56 2,5% dos alunos
portugueses responderam correctamernte.

Conclusdo

Tal como Felix Klein defendia, o trabalho das conexdes ma-
tematica faz com que «se torne mais fécil ... adquirir a ca-
pacidade que considero o verdadeiro objectivo dos estudos
académicos: a de retirar das grandes questdes cientificas que
nos sio oferecidas abundantes estimulos e orientacbes para
o exercicio da prépria actividade docente.» Para o estudan-
te, evidenciar miltiplas conexdes com outros temas, permi-
te que se consiga o «desenvolvimento das competéncias ma-
temdticas transversais, isto ¢, daquelas que atravessam todos
os temas e devem constituir os grandes objectivos de um
currfculo de Matemdtica» visto que uma compreensdo mais
completa dos temas mateméticos contemplados nos progra-
mas s6 € realmente possivel quando, através das conexdes,
os estudantes se apercebem que muitas vezes na realidade
estio a falar de um mesmo conceito, apenas sob um ponto
de vista diverso; assim os estudantes ficam realmente prepa-
rados para resolver os novos problemas com que se enfren-
tardo. Em conclusio, tal como refere o programa de Mate-
matica A,

«A Matemética nas suas conexdes com todos os ramos de sa-
ber é uma contribuiciio decisiva na criagio de condigdes para a
consciéncia da necessidade da educacio e da formagdo ao lon-

go da vida, com vista a enfrentar mudangas profissionais e as
incontorndveis adaptacdes s inovagdes cientificas e tecnold-
gicas.-»
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Este tipo de perspectiva, que sublinha inequivocamen-
te o cardcter do trabalho a desenvolver em matemética ou,
se preferirmos, a actividade de fazer matemdtica na esfera
da aula de matemdtica, pode ser complementada por uma
outra distingio proveniente da filosofia da Matemdtica. Ro-
land Fischer (1993), num artigo do livro intitulado Math
Worlds, teoriza a natureza dupla da matemadtica, olhando-a
como um meio e como um sistema. A Matemdtica constitui
um meio através do qual os individuos explicam e contro-
lam situagdes complexas presentes em ambientes naturais
ou artificiais e um mecanismo com o qual sdo capazes de co-
municar acerca das referidas situacdes. Ao mesmo tempo, a
Matematica constitui um sistema de conceitos, regras, pro-
cedimentos, algoritmos que os seres humanos interiorizam e
que se tornam parte intrinseca do modo de pensar dos in-
dividuos, formando a nossa forma de conceber 0 mundo e a
nossa relaciio com este, moldando as relagoes econémicas,
sustentando uma sociedade computorizada, tecnoldgica,
etc. Ao pensarmos na Matemdtica como um meio, salienta-
mos sobretudo o seu cardcter de ferramenta; ao tomarmos a
Matemdtica como um sistema, consideramos principalmen-
te 0 modo como a Matemdtica organiza e constréi modos
de pensar e de actuar, materializando relagdes, muitas ve-
zes de uma forma que nio é questionada mas simplesmente
assumida.

Actualmente, parece evidente que o papel primordial
atribuido 3 Matematica pela sociedade reside na sua ca-
pacidade de oferecer um meio poderoso para resolver pro-
blemas. Curiosamente, a énfase neste lado da Matemdtica
tem uma manifestaciio a que podemos chamar de modela-
¢io matemdtica, a qual, segundo Fischer, conduz ao nosso
afastamento para fora do mundo. Utilizamos a Matemati-
ca para explicar e controlar alguma coisa que existe algures,
desenvolvendo construces que colocamos de permeio en-
tre nés e aquilo que queremos explicar e controlar. O real
torna-se um objecto de estudo, a ser investigado e molda-
do; o individuo afasta-se desse objecto e a Matemarica ten-
de a funcionar tanto melhor quanto maior for essa distan-
cia. Exemplos paradigmiticos deste processo de afastamento
para fora do real encontram-se na economia. Uma possibili-
dade de matematizacio das relacbes econdmicas assenta em
alguns pressupostos fundamentais — um deles ¢ a divisdo
do mundo econémico em consumidores, produtores e mer-
cadorias. Vérios outros se podem ir adicionando, numa es-
pécie de axiomdtica ideal para abrir o espago & intervengéo
da Matematica: o consumidor visa maximizar a utilidade (o
que permite definir a fungfio procura), o produtor visa maxi-
mizar o lucro (o que permite definir a fungfio oferta), a ofer-
ta e a procura encontram-se no mercado (o tal que parece
anénimo mas que realmente nfo é) e teoricamente existird
um ponto de equilfbrio ideal que serd a condigio do «bem
estar social». Se, por um lado, reconhecemos a Matematica
a funcionar como um meio, sendo uma ferramenta para pre-
ver lucros, estabelecer precos, etc., por outro, observamos a
Matematica a funcionar como um sistema, introduzindo um
modo de pensar assente em regras como a da consisténcia
do «egofsmo individual» que desembocam numa axiomati-

ca para descrever a preferéncia ou escolha do individuo en-
tre duas mercadorias: uma relagio de ordem ndo reflexiva,
nao simétrica e transitiva.

Da resolugdo de problemas & aclividade matemalica

A integracio da resolugio de problemas no ensino da Ma-
temdtica ndo &, como todos sabemos, uma recomendacio
nova ou uma orientacfio curricular inédita no nosso pais.
José Manuel Matos (2008), num artigo publicado nas Ac-
tas do XII Simpésio da SEIEM, que se realizou em Badajoz,
sublinha bem como a resoluciio de problemas no ensino da
Matematica é um dos grandes factores identitérios da Edu-
caciio Matemstica em Portugal, a partir da década de 1980.
Todavia, o que vamos constatando, década apds década, € a
dificuldade em tornd-la efectiva, porventura porque a face
da Matemética como sistema continua a ser aquela que re-
cebe maior apreco no contexto da prética educativa, ape-
sar de muitos indicadores internos e externos denunciarem
a importancia de trabalhar a Matemdtica como meio. Com
efeito, os resultados dos alunos portugueses sdo particular-
mente fracos na resoluciio de problemas; reconhece-se essa
debilidade internamente e também quando sdo comparados
com alunos de outros pafses; sabe-se que os alunos portu-
gueses conseguem atingir um desempenho mais razodvel em
procedimentos e questdes rotineiras. A semelhanca do que
se 1é nas palavras de Boaler, os alunos portugueses mostram
dificuldade em relacionar informagdes e em raciocinar efi-
cazmente sobre contextos e situacdes multi-facetadas, que
envolvem virios tipos de dados e requerem raciocinio ana-
litico para lidar com os dados envolvidos. De facto, no teste
do PISA de 2003, relativo 4 resolugfio de problemas em dre-
as curriculares transversais, a média dos estudantes portu-
gueses situou-se no nivel 1 de desempenho, ou seja, 0 nivel
bésico de resolucdo de problemas. Neste nivel, os alunos ape-
nas conseguem resolver problemas simples (OECD, 2004).

Actualmente, sobrevém duas forgas convergentes no
sentido de tornar a resolucio de problemas numa parte in-
tegrante do curriculo de Matemética. Uma provém da in-
vestigacio em Educagio Matemdtica e a outra refere-se a
movimentos de reforma curricular que tém apontado ex-
plicitamente a resolugiio de problemas como forma de tra-
balhar a Matemdtica na sala de aula, tal como patenteia o
recente programa de Matemdtica do ensino basico. Na ver-
dade, como afirma Matos (2008), esta tltima forga tem so-
bressafdo mais, dado que a investigagio no campo da reso-
lugiio de problemas sofreu um notério abrandamento nos
dltimos dez anos. Ndo obstante, comegam a revelar-se si-
nais de uma nova vitalidade, em boa parte pelas conexdes
que esta drea de investigagdo vai criando com outras, como
a integracio das tecnologias no ensino da Matemitica, os
aspectos afectivos do ensino e da aprendizagem, as estraté-
gias diddcticas e os temas curriculares especificos e, ainda, a
inclusio da modelacio matemdtica na aprendizagem desta
disciplina.

Recentemente, -a investigagio tem vindo a apontar a
necessidade de considerar novas perspectivas tedricas que
rompam com um certo isolamento que o trabalho sobre a re-
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Figura 1. Um esquema da actividade matematica — a resolucdo de problemas

como um elemento de conexdo

solugdo de problemas foi acusando. Isto passa pela concep-
tualizagio da resoluciio de problemas como uma faceta da
pratica matemdtica que toca e se difunde noutros aspectos
da actividade matemadtica escolar. Lester e Kehle (2003) sio
claros proponentes desta visdo, ao sugerirem que se pense de
forma diferente sobre a resoluciio de problemas de Matemati-
ca. A ideia central € a de que a resoluciio de problemas dei-
xe de ser a unidade central — sob a qual podemos albergar
a compreensdo de conceitos, a metacognicio, a aprendiza-
gem de estratégias, as aplicacdes da Matematica, etc. — mas
que passe a constituir parte essencial de uma nova unidade a
que os autores chamam de actividade matemitica. Por acti-
vidade matemdtica deve entender-se uma mescla entre tare-
fa, pessoa, compreensio matemadrica, compreensio nio-ma-
tematica, aprendizagens novas, utilizagio de aprendizagens
prévias, uma imagem mais préxima daquilo «que acontece
em salas de aula activas» (Lester e Kehle, 2003, p. 517). As-
sim, um possivel esquema de actividade matemdtica seria
semelhante ao apresentado na figura 1.

Colocar o foco na actividade matemdtica, em vez de o
fixar na resolugio de problemas, sugere uma importancia
redobrada das conexdes matematicas. Mas, acima de tudo,
aproxima e integra processos como a interpretacio e a cons-
trugdo de significados, a utilizagio de represenitacdes, a ans-
lise de padrdes, a construgio de modelos e a exploracio e
aplicagdio de conceitos matematicos.

Modelo matematico

Conceitos e notacdes matemdticos:
representacdo de aspectos da
situagdo real e do problema

PROBLEMA

l‘l'lll--l.;‘}
Abstrair

Comparar
P

REPRESENTACAO

MATEMATICA

cilindros

Actividade matematica e conexdes

A ideia que se segue tenta ilustrar alguns dos elementos es-
senciais da actividade matemitica, integrando a resolucio
de problemas como uma das linhas de forga mas abrindo es-
pago a um conjunto de outros elementos cruciais para lidar
com uma situagio real':

O §r. Arlindo vende molhos de espargos, enrolados num
cordel com 20 em de comprimento, a 4 ewros cada molho.

O Sr. Eugénio envola os molhos de espargos num cordel com
25 cm de comprimento e vende cada molho a 5 euros.

Parece-te que ambos estdo a vender os espargos ao mesmo

preco?

Sobre os espargos que sdo vendidos pelos dois vendedores
nada se sabe; podem ser muito diferentes em qualidade, em
frescura, em tamanho, em origem, etc. Portanto, a pergun-
ta colocada remove-nos imediatamente de uma situacgio ge-
nufna de escolha entre produtos. Por outras palavras, uma
parte da interpretacio estd implicitamente a ser feita, mas
requer a consequente explicitaciio: tratar os espargos como
«objectos ideais», matematizdveis. Suponhamos que os es-
pargos sdo «aproximadamente» cilindros; suponhamos que
os cilindros sdo «suficientemente» iguais em altura e didme-
tro. Deste modo, chegamos a uma certa «representaciio» de
espargos (Figura 2).
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Figura 2. Espargos sdo
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Figura 3. Um molho de espargos € um cilindro

Ora, os espargos sdo atados em molho com um cordel.
Portanto, ficam todos juntos, encostados uns aos outros, e
esse molho pode ser «representado» por um novo cilindro
que circunscreve o conjunto dos espargos (Figura 3).

E surge o primeiro problema: Como se arrumam os espar-
gos (aproximadamente cilindros) dentro do molho? Como
se dispdem!

Os cilindros que encontramos por esse mundo fora sdo
tubos, lapis, cigarros (passe o exemplo pouco pedagdgico)...
Podemos observar como estes objectos se empilham ou se
arrumam em molhos. Uma primeira interpretagio para o
problema em andlise € a de que os cilindros se dispdem de
uma determinada forma porque é aquela que ocupa menos
espaco. E assim, chegamos a um problema de empacotamen-
to ou de empilhamento. E construimos um primeiro modelo
de empacotamento, como se vé na figura 5.

Comeca portanto a abrir-se um espago para uma certa
matematizacio. Todos os circulos tém o mesmo raio, orga-
nizam-se de modo a ficarem tangentes uns aos outros, as ca-
madas sucessivas tém uma estrutura hexagonal: 1 espargo,
6 espargos, 12 espargos... O cordel que rodeia os espargos
¢ «quase» uma circunferéncia, mas ndo coincide com uma
circunferéncia (figura 6).

Chegamos, entio, A representacio da linha que corres-
ponderi ao cordel. Trata-se de uma linha que é uma espécie
de hexdgono de «cantos arredondados».

Figura 6. 0 cordel ndo forma vma circunferéncia

Interessa obviamente estabelecer uma relagdo entre o
comprimentodalinhaeodidmetrodoscilindros. Algumageo-
metria e o reconhecimento de um padro triangular (tri-
angulos equildteros de lados iguais ao didmetro de cada ci-
lindro), leva-nos a concluir que a parte rectilinea do cordel
mede 6nd, sendo d o didmetro de cada cfrculo e n o nime-
ro de camadas em torno do circulo interior. A parte curva
do cordel mede exactamente um comprimento igual ao pe-
rimetro de um circulo (seis vezes um sexto do perfmetro).
(Ver figura 8).

E de volta aos molhos de espargos, sabemos quanto me-
dem os cordéis em cada caso (20 cm e 25 em). Como «se-
rio», afinal, os molhos de espargos de cada um dos vendedo-
res! Terfio ou ndo o mesmo nimero de espargos?

Um outro problema vem colocar-se: de que tamanho sdo
0s espargos «normais»? Como néo € de admirar, os espargos
passam por uma normalizagiio para serem comercializados.
Uma informacio rdpida obtida na Internet mostra como sdo
embalados, classificados e porventura congelados (Figura 9).
Percebe-se que existem vérios comprimentos (L) a conside-
rar e vdrios difmetros (D). Mas, ao que parece, um didmetro
entre 6 e 22 mm serd normal.

Passemos a definir a funcio que exprime o comprimen-
to do cordel & custa do didmetro médio do espargo (C(d)),

Figura 7. 0 cordel forma uma linha composta por segmentos de recta e
arcos de circunferéncia
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Figura 4. Prot@tipos de cilindros encostados uns aos outros

admitindo que as diferencas entre os didmetros, num mesmo
molho, nfo sdo relevantes.

C(d) = 6nd + nid =<(6n + n)d, sendo n o nimero de ca-
madas em torno do espargo interior.

Por outro lado, o nimero de espargos no molho é dado por
(usando a soma de uma progressio aritmética de razio 6):

N =3n?+3n + 1, sendo n o niimero de camadas em tor-
no do espargo interior.

Na medida em que estamos a lidar com funcdes que de-
pendem de n, podemos definir:

Pardmetro: didmetro da base do espargo.

Varidvel independente: nimero de camadas de espargos.

Varidveis dependentes: nimero de espargos por camada,
nimero de espargos no molho, comprimento do fio.

O recurso ao Excel permitird realizar simulagfes para ge-
rar molhos de espargos, atribuindo um valor ao difimetro da
base do espargo. Admitamos, para simplificar, que o Sr. Ar-
lindo e o Sr. Eugénio vendem espargos do lote médio (10 a
16 mm). Algumas experiéncias no Excel levam-nos aos re-
sultados descritos na tabela 1:

Uma conclusio possivel é a de que o Sr. Arlindo vende
molhos de 19 espargos, com um didmetro médio de 13 mm e
o Sr. Eugénio vende molhos de 19 espargos com um didme-
tro médio de 16 mm. Neste caso, a diferenca de precos justi-
ficar-se-4 pelo maior volume dos espargos vendidos pelo Sr.
Eugénio.

Ainda outra possibilidade serd o Sr. Eugénio vender mo-
lhos de 37 espargos de 11 mm de didmetro. O preco mais
elevado dos espargos serd devido ao maior nimero de uni-
dades nos molhos do Sr. Eugénio (tabela 2).

Figura 5. Cilindros empacotados

didmetro camada espargos/ total comp fio
(cm) camada nomolho (cm)
1,3 1 6 i 11,9
2 12 19 19,7 (Arlindo)
3 18 37 Z7.5
4 24 61 35,3
5 30 91 43,1
6 36 127 50,9
didmetro camada espargos/ total comp fio
(cm) camada no molho  (cm)
1,6 1 6 7 13,7
2 12 19 23,3 (Eugénio)
3 18 S 32,9
4 24 61 42,5
5 30 91 G |
6 36 127 61,7
Tabela 1
didmetro camada espargos/ total comp fio
(cm) camada no molho (cm)
1,1 1 6 1 10,7
2 12 19 17,3 (Eugénio)
3 18 37 23,9
4 24 61 30,5
5 30 91 Xl
6 36 127 43,7
Tabela 2

Espargos congelados (tamanho)
L: 11 cm D: 6-10 mm;

L:15cm D: 10-16 mm;
L:17cm D:16-22 mm

Figura 3. Dimenstes dos espargos
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Em qualquer das hipéteses, serd dificil avaliar se estdo
ou nio a vender os espargos ao mesmo prego. Aquilo que se
compra ao Sr. Atlindo ou ao Sr. Eugénio ¢ realmente dife-
rente. Poders passar a ver-se como uma questiio de utilida-
de, isto €, depende da preferéncia do consumidor (por espar-
gos mais finos ou mais grossos):

Mas se tepararmos na imagem seguinte (figura 10), sur-
ge outra possibilidade: a de que os molhos de espargos ndo
sejam regulares . E se os espargos dos dois vendedores sdo
iguais mas o Sr. Eugénio acrescenta ao molho regular mais
um ou dois espargos? E se nenhum dos molhos ¢ efectiva-
mente regular? Pessoalmente, prefiro comprar ao Sr. Eugé-
nio porque ele é mais simpdtico mas em tempos de crise a
simpatia nio € tudo.

0 papel das conexoes

E bastante frequente pensarmos nas conexdes matemadticas
em termos de relaches interessantes e significativas que se
podem estabelecer entre tépicos curriculares: as conexdes
entre geometria e fungdes, entre sequéncias e funges, entre
geometria e dlgebra, entre niimeros e dlgebra, entre probabi-
lidades e niimeros, etc., etc. Trata-se de uma possivel aborda-
gem ao conceito de conexdes matemdticas e configura, sem
divida, uma preocupaciio vélida. Importa, no entanto, per-
guntar se as conexdes Ndo sdo muito mais do que isto, se ndo
sio sobretudo uma caracteristica essencial da actividade ma-
temdtica, um elemento estruturante do fazer matemdtica e
do pensar matematicamente. Provavelmente, nenhum ver-
dadeiro problema é exclusivamente um problema de fungdes
ou de geometria ou de vectores ou de expressdes algébricas.
Paulo Abrantes, entusiasta e defensor da actividade mate-
mética genuina na aula de Matematica, deu-nos um precio-
s0 ensinamento sobre as conexdes matemdticas que alunos e
professores podem construir, trabalhar e explorar em torno
de uma situacio, no seu livro «A viagem de ida e volta».
Erq diferentes ocasides, jd argumentei que uma distin-
cfio entre problemas abertos e fechados ou situagbes aber-
tas e fechadas é francamente falivel, nfo tanto porque seja-
mos incapazes de distinguir entre um exercicio e uma tarefa
de investigagio ou outras eventuais modalidades, mas antes
porque o «fechado» € muitas vezes sinénimo de ndo se que-
rer abrir e de se ficar por ali. Desenvolver conexes mate-
maticas ¢, fundamentalmente, ndo querer ficar por ali e per-
ceber que as coisas se ligam, niio sdo uma colecgiio de ideias
separadas, «ndo sdo como ervilhas soltas dentro de um saco»
para usar as palavras de Vygotsky. Em certo sentido, as co-
nexdes matematicas sdo o verdadeiro curriculo, aquele que
nenhum documento oficial pode fielmente exprimir porque
corresponde a intimeros caminhos possiveis e a tantas ou-
tras formas de tratar a Matemadtica, os conceitos, as ideias,

Figura 10. Um molho com 8 espargos [mais 1 do que um molho regular]

as tarefas e as questes na sala de aula. Em todo o caso, a
actividade matematica como territério de conexdes implica
olhar para a Matemitica simultaneamente como um siste-
ma e como um meio.

Nofa
! Esta situagiio foi proposta como tarefa na acgfo de formagio
«Orientagiio e desenvolvimento de projectos educativos em
Matemética Il», da responsabilidade do DEFCUL e da DGIDC,
dinamizada pela formadoras Leonor Santos, Ana Maria Boavi-
da, Hélia Oliveira e Susana Carreira, em Fevereiro de 2008.
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Esfabelecendo conexoes com a vida real na pratica da avla de Matemalica

fita Borromeo Ferri

Resumo: No ensino e aprendizagem da Matemdtica é im-
portante que os alunos ndo vejam a Matemitica como uma
disciplina na qual s6 aprendem férmulas e calculos. Com
efeito, a Matemdtica e a prética matemdrica fazem parte do
mundo real em diversas profissGes. Muitas vezes os alunos,
desde o 1° ciclo até ao secunddrio, nio chegam a perce-
ber o papel que a matemdtica desempenha no mundo real.
Portanto, faz parte do papel do professor estabelecer cone-
xBes com a vida real na pritica da aula de Matemdtica, Nes-
te artigo pretendo dar um exemplo concreto para o 1° ci-
clo. Mostrarei que a matemitica pode ser relacionada com o
mundo real e que nio tem de ser muito complicado fazé-lo
no quotidiano escolar.

1. 0 resto do Mundo + Mafematica = Modelagd@o Matematica?!

Em primeiro lugar, gostaria de caracterizar o termo «mode-
lagio matemdtica». Na discussdo diddctica a modelacio ma-
temdtica significa, de uma forma pragmdtica, resolver pro-
blemas da vida real com a ajuda de modelos matematicos. O
que é que isto quer dizer, concretamente? A modelagio ma-
temdtica € um processo que liga o mundo real e a matemdtica
nos dois sentidos: da realidade para a maremdtica e — isto
¢ importante — no sentido contrdrio, da matemdtica para
a realidade. Este € o aspecto chave com o qual pretendo ca-
racterizar as «conexdes com o mundo real». Podemos falar
de conexdes com a realidade quando um problema de mode-
lago € apresentado na sala de aula de tal forma que os alu-
nos deixem as estruturas matemdticas internas para estabe-
lecerem conexdes com objectos reais e com as suas préprias
experiéncias, fazendo associagBes.
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Figura 1. Ciclo de Modelagdo [Borromeo Ferri, 2006)

Ilustro, em seguida, o processo de modelacio com o seguinte
ciclo da modelaciio (Borromeo Ferri, 2006) e também com
uma tarefa que foi trabalhada por alunos do 3° ano, sobre a
qual voltarei a falar.

Olhando para este processo de modelagiio «ideal», pare-
ce ser muito complicado para os alunos executd-lo — mas
ndo é. A situacdo real, tal como é designada no ciclo apre-
sentado (figura 1), pode ser expressa de formas muito dife-
rentes, por exemplo, com um texto escrito ou com uma ima-
gem, porque faz parte da realidade. Para alunos do 3° ano foi
criada, por mim e por alunos' universitdrios, uma imagem
especial de uma situagio da vida real. Chamédmos a este pro-
blema «O homem e a casa» porque as questdes a colocar aos
alunos seriam:

1. Que altura tem o homem na realidade?

2. Qual a altura da casa na realidade?

Uma proposta adicional seria: Pensa numa questéo relativa
a fotografia (figura 2) e procura responder-lhe.

Decidimos que o tema «humano»seria muito interessan-
te para alunos do 3° ano e que competéncias matemdticas,
como medir e estimar s3o0 importantes neste contexto. As-
sim, tentamos desenvolver uma tarefa-com-foto, que inclui
pessoas de diferentes alturas: uma crianca e um adulto (em
primeiro e segundo planos) um cdo e, claro, uma casa. Tra-
balhar com fotografias como tarefas nas aulas de matemati-
ca &, em geral, muito importante porque ajuda os alunos a
visualizar a situagfio de forma adequada. Relativamente ao
problema «O homenm e a casa» os alunos tém que trabalhar
explicitamente com a foto, o que significa que a fotogra-
fia ndo é apenas decorativa. Mais do que isso, a fotografia
tem um cardcter visual e os alunos véem as conexdes com a
realidade.

Os aspectos anteriormente descritos mostram o que sig-
nifica uma representagdo mental da situacdo, ou seja, o segun-
do passo no ciclo da modelagio. Os alunos tém que com-
preender a tarefa e o que tém de fazer com ela, mas eles
préprios criam as suas préprias associagdes no que respeita
aos elementos da realidade apresentados. A um nivel mui-
to inconsciente eles comegam a simplificar e a estruturar a
tarefa e constroem o chamado modelo redl, isto €, o terceiro
passo do ciclo. Nesta fase, os alunos poderiam realizar algu-
mas acgOes: estimar a altura do rapaz da fotografia e compa-
rd-la com a sua prépria altura. A conclusio do aluno pode-
ria ser uma altura de 150 cm. Além disso, os alunos podem
medir a altura do homem na fotografia, que € sensivelmente
6.9 cm ¢, claro, a altura do rapaz na fotografia que é cerca de
4.2 cm. O mesmo pode ser feito com a casa. Na fotografia,
a casa tem 8.7 cm de altura e 0 homem que estd de pé junto
3 casa mede cerca de 2.1 cm de altura. Ambos os dados po-
dem ser comparados e relacionados uns com os outros. Estas
acgbes e consideragdes sdo importantes na transi¢do para a
Matematica e, portanto, para a construgio do modelo mate-
matico. Um modelo? possivel poderia ser: primeiro calcular
a altura real do homem que estd mais a frente (x), o que leva
a medir a diferenga entre as alturas do homem e do rapaz:
6.9 — 4.2 = 2.7. O tamanho da cabega do rapaz é, aproxi-
madamente, 1 cm na fotografia e a altura da cabe¢a de uma
crianca na realidade é cerca de 17 cm. Portanto, o homem
da imagem é maior do que a crianca em 2 cabegas e meia,
pelo que altura do adulto pode ser calculada da seguinte for-
ma: x = 150 + 17 + 17 + 9. Agora a altura da casa (y) tem
de ser determinada em conex@o com o resultado obtido para
a altura do homem (x). A parede da casa tem o seu pon-
to mais alto a cerca de 8.7 cm e o segundo homem junto &
casa mede 2.1 cm na fotografia. Assim, o quociente pode ser
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Figura 2

calculado para saber quantas vezes o segundo homem cabe
na altura da parede da casa: 8.7:2.1 = 4.14 ...

A altura da casa é facilmente calculdvel multiplicando a
altura do homem em frente a casa (x) pelo quociente deter-
minado: 193 x 4.14.

E claro que os alunos tém que usar diferentes tipos de
competéncias matemdticas quando trabalham matematica-
mente: estimar, medir, calcular com nimeros decimais (na
Alemanha isto faz parte do curriculo do 5° ano), chegando a
resultados matemdticos que constituem o 5° passo do ciclo de
modelagio: x =193 cm = 1.93 m; y = 799.02 cm = 7.99 m.

Depois, os resultados obtidos tém de ser interpretados
para resultados reais. Isto significa dizer que a altura do ho-
mem € cerca de 1.90 m e que a casa mede cerca de 8 m de
altura, na realidade. Obter os resultados reais nio é o fim do
ciclo da modelagiio. Um passo importante é agora a valida-
¢do, isto porque a comparagio entre a matemdtica e a rea-
lidade é um aspecto central na modelaciio. Por exemplo, se
um resultado hipotético fosse 3.10 m para a altura do ho-
mem e se os alunos nfo tiverem oportunidade de reflectir
sobre isto, a modelacio nio faz sentido. Através da valida-
¢3o as conexdes com o mundo real podem ser estabeleci-
das explicitamente. Esta € uma parte fundamental do papel
do professor na implementacio da modelagdio na pritica da
sala de aula desde o inicio. Depois de ter descrito o ciclo de
modelacio e as suas etapas ao longo da tarefa «O homem e a
casa» volto & questdo que coloquei no infcio desta secgio: O
resto do Mundo + Matemadtica = Modelacio Matemstica?!

Se tivermos boas tarefas de modelagiio que apresentem
um problema ou uma situagio da realidade e se a marema-
tica for necessdria para resolver esse problema, entfio pode-
mos falar de modelacio matemitica. Mas isto nio é a his-
toria toda, porque os problemas de modelagio podem ser
de muitos tipos diferentes. Por isso existem alguns critérios,

que tornam claro que resolver tarefas de modelaciio ndo é o
mesmo que a bem conhecida resolucio de problemas. Nas
actividades de modelagdo matemdtica, os alunos aprendem
a percorrer todo o ciclo da modelacio. Este é um dos crité-
rios principais para uma boa tarefa de modelacio. Mas ha
outros aspectos que devem ser mencionados. Estes critérios
podem ser observados do 1° ciclo ao secunddrio e foram de-
senvolvidos por mim, pelos meus alunos universitarios e por
professores nas escolas, com base em muitas experiéncias
envolvendo a construcgio de tarefas de modelacio e a sua
implementagio na sala de aula:

1. Significado da tarefa de modelagéo

E necessdrio que os alunos possam lidar com a tarefa e
que nela encontrem sentido quando trabalharem sobre
ela.

2. Contexto realista adequado & idade

Cada pessoa tem a sua visdo da realidade e as suas pré-
prias experiéncias, 0 que se torna muito heterogéneo
numa turma. A vida quotidiana de uma crianca de 8
anos numa escola de 1° ciclo é muito diferente da de um
jovem de 18 anos do ensino secundirio. Por isso, h4 as-
pectos que tém de ser tidos em conta na escolha de uma
tarefa de modelagiio para que interesse a um determina-
do grupo etdrio.
3. Provocacdo de questies

A tarefa de modelagiio deve dar oportunidade aocs alu-
nos de colocar novas questes. Estas questdes podem re-
ferir-se tanto ao nivel matematico como ao nivel extra-
matemdtico da tarefa.

4. Estimulagdo de formas holisticas de aprendizagem
«Aprender com todos os sentidos» é também possivel
com tarefas de modelagfio, em particular, para aqueles

problemas complexos de modelacio, que sio geralmente
resolvidos fora da sala de aula.

5. Nivel de linguagem adequado

A tarefa de modelagio deve ser formulada de modo que
os alunos a possam compreender, tendo em conta o seu
nivel de ensino. Frases pouco claras impedem os alunos
de construir representagdes mentais de um dado contex-
to numa tarefa.

Também Maal} (2007) apontou algumas caracteristicas que
podem ser tidas como tipicas para as tarefas de modelacio.
Para esta autora as tarefas de modelaciio sdo:

e Abertas

¢ Complexas
® Realisticas

® Auténticas
®  Problemas

¢ Resoldveis através do processo de modelacio
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2. 30 minufos de modelacao matematica no 3° ano —
consideracdes didacticas e foco de observacdo

Mostrarei, seguidamente, como o problema «O homem e
a casa» pode ser implementado na pritica de sala de aula
e como a aula pode ser estruturada (tabela 1). Importa fri-
sar que esta turma de 3° ano ndo estava familiarizada com a
modelagio matemdtica, por isso um dos focos de observacio
foi sobre a forma como os alunos lidam com este problema e
como as relagdes com a realidade podem ser estabelecidas.

Na Alemanha uma aula tem normalmente a duracio de
45 minutos, mas depende da decisio da escola, pelo que sdo
comuns aulas de Matemitica com 90 minutos. Em parti-
cular, para a implementagio da modelagio matemitica na
pritica de sala de aula sdo recomendéveis os blocos de 90
minutos. O tempo nfo € apenas necessdrio para a resolugio
do problema mas também para apresentacio dos resultados,
para a validagdo e discussfio. Voltarei a estes aspectos mais
a frente quando descrever em detalhe os alunos do 3° ano a
trabalhar no problema.

Para além do problema «O homem e a casa» levimos
outros materiais para a sala de aula: flipcharts para apresen-
tacdo das solucBes, fitas e réguas, para os alunos usarem se
assim o desejassem.

Na tabela 1, pode ver-se a estrutura da aula com a distri-
buicio dos tempos e comentérios didacticos.

Enquanto os alunos trabalharam no problema de mode-
lagdo, nés tivemos virios focos de observacio:

1. Acgdes e reacgoes dos alunos no que respeita & sua pri-
meira experiéncia num problema de modelacio.

2. Formas como as conexdes com o mundo real apareceram
durante a discussgo.

3. Como foram usadas as competéncias matemdticas.

Como ¢ que o ciclo de modelagio foi percorrido pelos
alunos.

No que respeita as acgBes e reaccdes dos alunos no traba-
lho com o problema de modelacio tornou-se claro que to-
dos estavam muito motivados porque nunca tinham resol-
vido um problema destes anteriormente. No inicio todos os
grupos estavam um pouco atrapalhados relativamente a for-
ma como resolver este problema — nio foram fornecidos
quaisquer nimeros para as alturas do homem ou do rapaz
na foto.

A maioria dos alunos usou os materiais e fé-lo muito
bem. Um grupo mediu a altura da porta da sala de aula para
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Figura 3

ter uma ideia da altura do homem  frente na foto. Deste
modo, mostraram que sdo capazes de relacionar tamanhos
e de tirar conclusdes, dado que a porta da casa na foto € da
mesma altura da porta da sala de aula, na vida real. Portan-
to, os alunos fizeram conexdes com a vida real. Um exemplo
de uma conexdo da vida real, entre muitas outras, foi formu-
lado por Finn. Ele disse: «O homem da foto é da altura do
meu pai que mede 1.85 m». Além disso, alguns grupos esti-
maram a altura dos andares da casa na fotografia. Considera-
ram que o tecto de uma divisfio € um pouce mais alto que o
homem ou que a porta, que tinham medido anteriormente.
Assim, a altura da casa foi calculada por alguns grupos usan-
do a adigio como uma competéncia matemdtica: primeiro
piso + segundo piso + empena da casa. Qutros grupos usa-
ram a multiplicacio porque 0 homem da foto cabe trés vezes
na altura da casa. Qutros ainda usaram a divisdo e, por dl-
timo, um grupo usou fracches embora estas nfo sejam ensi-
nadas de forma sistemdtica antes do 5° ano, na Alemanha.
Uma série de competéncias matemdticas foram usadas pelos
alunos para resolver o problema.

Durante a resolugéio do problema tornou-se visivel que
alguns grupos ndo validaram os seus resultados matemdticos
€, portanto, nfdo passaram por todas as fases do ciclo de mo-
delaciio. Por exemplo, um grupo calculou a altura da casa
em 4.50 m. Entéo foi necessdria uma intervengio do pro-
fessor, bastando perguntar aos alunos se a casa pode ser re-
almente duas vezes mais alta do que o homem da fotografia.
Os alunos voltaram ao seu modelo real e modificaram o seu
modelo matematico, obtendo um resultado adequado para a
altura da casa.

A seguir ilustram-se e discutem-se os resultados de al-
guns grupos seleccionados.

Processo de modelacdo do grupo 3 (figura 3):
A: O homem mede 1.78

R: aporta mede 2.12 m e depois calculamos menos 23 cm e
depois obtivemos 1.78 m

A: A casa é 4 vezes mais alta que o homem
4x1.78=1.12
4 x 100 = 400
4 x 70 =280
4x8=312
400 + 280 + 32 =712
A alturada casa é 7.12 m.
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Consideragoes

. actividades dos
Fases Tempo  Actividades do professor/ intervencdes  alunos Objectivo
Introducio 0-15min Introducio do problema «O homem Os alunos colocam Os alunos tém o
e casa»; clarificagiio do problema com questdes sobre a primeiro contacto
os alunos e apresentacio de materiais tarefa, porque se com o problema
disponiveis, constituicio de grupos de 4 sentem confusos e devem ficar
alunos usando cartdes coloridos (desta sobre o formato da motivados para
maneira os alunos que habitualmente tarefa (nfo sdo dados  trabalhar com o
nio trabalham juntos podem ficar niimeros); os alunos grupo.
o misturados). j4 se encontram em
grupos de 4.
Trabalho 30min O professor vai acompanhando o Os alunos trabalham  Os alunos
de grupo no trabalho dos diferentes grupos; o professor  em grupo, usam os estabelecem
problema intervém adequadamente. materiais e escrevem  conexdes com a
as suas solugbes no realidade e usam as
flipchart. suas competéncias
matematicas;
competéncias
sociais também sdo
promovidas.
Em grande 5 min O professor pede aos alunos que se sentem  Os alunos podem estar  Os alunos devem ter
grupo de frente para o quadro. um pouco agitados uns minutos para se
depois do trabalho de  concentrarem.
grupo.
Apresentacio 25 min O professor pede aos grupos para Virios grupos pdem o Os alunos
apresentarem os seus resultados. seu flipchart no quadro  apresentam e
e explicam as suas comunicam as suas
Aos grupos que ndo estdo a apresentar solugdes. Os alunos solugdes.
sdo dadas «instrugbes de audigio». Isto seguem as instrugBes
significa que eles tém que estar atentos de audicio e
aos aspectos centrais das solugdes dos comparam as solugbes
OUfros grupos para as comparar Com as dos outros grupos com
suas (este € um método simples que gera  as do seu grupo para
uma atmosfera calma enquanto decorrem  posterior discussdo.
as apresentagoes).
Validagio e 15min O professor comega a discussdo com uma  Os alunos discutem Os alunos tém a
discussio intervengio do tipo: «Temos diferentes as solucdes e também  possibilidade de
solugdes. Qual estard certal» os processos de reflectir sobre os
resoluco. Clarificam  seus resultados
O professor serd aqui apenas um a autenticidade das matemadticos e de
moderador da discussdo. solugBes. como estes podem
ser ou néo realistas.
Sintese e 5 min O professor sintetiza os resultados da Os alunos déo feedback
feedback discussdo e deixa claro que os problemas  ao professor.
de modelagio nio conduzem a um
resultado tnico mas a virios resultados
que tém que ser confrontados com a 2
realidade. '
O professor pede aos alunos feedback sobre '
a aula e sobre o problema de modelacgio.
Tabela 1
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Qual a altura da casa mais o homem?
712 + 178

A crianca mede 94 cm

O cdo mede 77 cm

O homem mede 1.78

A casa mede 8.00 m.

Os alunos constataram que o homem em 2° plano na foto
¢ da altura da porta da casa. A partir daf, mediram a porta
da sala de aula (2.12m). Com base nesse valor a altura do
homem foi estimada. Para chegar 2 altura da casa, os alunos
pensaram quantas vezes a altura do homem em 2° plano na
foto caberia na altura da casa (4 vezes). Um dos rapazes do
grupo multiplicou por 4 a altura do homem (4 x 1.78).

Processo de modelagdo do grupo 1 (figura 4):
Ciéleulo:
A crianga 1.50
A crianga mede 3 quartos da altura do homem.
Portanto, homem mede 2.00 m.
A casa é 4 vezes mais alta que o homem

Portanto, a casa tem 8 m de altura.

Um aluno deste grupo mediu a sua prépria altura e assim ob-
teve a altura da crianca da foto. Considerando que a crianga
da foto mediria 3/4 da altura do homem, os alunos chegaram
a conclusdo de que 0 homem «real» mediria cerca de 2.00 m.
Os alunos aperceberam-se que os dois homens da foto deve-
riam ser da mesma altura. A altura da casa foi calculada com
base na ideia de que a casa serd quatro vezes mais alta do que
o homem que estd em 2° plano na foto.

Sintese dos resultados de todos os grupos:

Altura do homem  Altura da casa

Grupo 1 2.00 m 8.00 m
Grupo 2(a) 2.0l m 7.50 m
Grupo 2(b) 1.70m 450 m
Grupo 3 1.78 m 712 m
Grupo 4 212 m 749 m
Grupo 5 213 m 7.07m

Todos os resultados sdo mais ou menos realistas. Olhan-
do para a altura do homem podem ver-se resultados entre
1.70 m e 2.13 m. Devido ao facto de terem considerado a al-
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tura da porta da fotografia, os grupos 4 e 5 obtiveram os re-
sultados 2.12 e 2.13 m que ndo sdo muito vulgares na vida
real. Para a altura da casa foram encontrados valores realis-
tas pelos 5 grupos. O grupo 2(b) cometeu um erro no seu
modelo matemitico e por isso obteve um valor improvivel:
4,50 m. Este resultado foi criticamente discutido com o pro-
fessor durante a fase de validagio. Um aluno mencionou,
por exemplo, que a altura de 4.50 m ¢ irrealista porque um
jogador de basquetebol mede, por vezes, 2 m de altura. As-
sim, a fase de validaciio e de discussdo com os alunos é ex-
tremamente importante para lhes demonstrar que estas ta-
refas ndo tém apenas um resultado e, em particular, que o
resultado matemético tem que ser interpretado e validado
face a realidade.

Acima de tudo, este problema de modelagio foi muito
motivador para os alunos apesar de ser a primeira vez que
lidavam com uma tarefa aberta como esta. Mas ha um ou-
tro aspecto que foi importante. Os alunos revelaram, no seu
feedback, que utilizaram «eles proprios» a matemdtica —
eles aplicaram matemadtica. Outros alunos referiram que ad-
quiriram uma sensibilidade para as diferentes alturas na re-
alidade, em particular, para a altura de viérios edificios, uma
vez que poderdo usar figuras de referéncia, como pessoas,
para as calcular.

3. Estabelecendo conexaes com a vida real — uma possivel
nocdo para a prafica da sala de aula

Com um exemplo concreto mostrei como um problema
de modelacio, j4 no 3° ano, pode ser um ponto de parti-
da para o estabelecimento de conexdes com o mundo real
na prética da sala de aula. Do meu ponto de vista, é im-
portante comegar nos primeiros anos (ver também Blum &
Borromeo Ferri, 2009) com a modelacio matemstica e com
o recurso a tarefas que cumpram tanto quanto possivel os
critérios mencionados, de modo a que os alunos ganhem
sensibilidade para problemas abertos e resultados diferentes
(ver seccdo 1).
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Da minha experiéncia em muitos workshops e conversas
com professores, considero importante que os professores te-
nham muitos problemas de modelacio dispohiveis para im-
plementarem a modelaciio na sala de aula. Na Alemanha
existem j4 algumas colecgBes com problemas de modelacio
para o ensino bdsico e secunddrio. Contudo, a utilizagio
destas tarefas na aula de Matemdtica nem sempre aconte-
ce embora a modelaciio matematica seja uma das principais
competéncias presentes nos Principios Educativos Alemies.
A criagiio de problemas de modelacio nio deve ser dificil
para os professores e eu testemunho que os professores sa-
bem criar problemas de modelaciio.

Portanto, dar uma «receita» para estabelecer conexdes
com a vida real nfio é um procedimento adequado, mas serd
titil oferecer uma nocfio que envolve virias sugestdes:

Sugestio 1: Comece com problemas de modelagio nio de-
masiado complexos e pense em temas que poderio ser
interessantes para os seus alunos.

Sugestdo 2: O trabalho de grupo nas aulas de matemitica é
uma metodologia que usa com frequéncia? A modelacio
matemdtica é uma actividade de grupo e, simultanea-
mente, promove competéncias como a argumentagio e
a comunicac¢do. Pense como pode melhorar as activida-
des em grupo na aula para que os alunos trabalhem efi-
cazmente no problema e sejam capazes de apresentar os
seus resultados.

Sugestdo 3: No inicio da implementacio de problemas de
modelagio na aula procure discutir com os seus alunos
os resultados e pratique com eles a validaciio dos memos.
Mais tarde, os alunos fi-lo-do por si, sem a sua ajuda,
porque saberdo que tém de perguntar a si préprios: Serd
este resultado matemitico realista? Se eles fizerem isto,
estdo no bom caminho para compreenderem o que é a
modelagio matemdtica e, além disso, estabelecerem co-
nexdes com o mundo real.

Sugestdo 4: E sempre importante pensar numa perspectiva a
longo prazo. Estabelecer conexdes com o mundo real é
uma coisa, conservd-las € outra. Portanto, é necessirio

~ Matematica a espreifa
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implementar problemas de modelacio ndo como acon-
tecimentos especiais nas aulas de matemdtica mas fa-
zer deles actividades normais para si e para os seus alu-
nos. Ndo s6 as competéncias de modelagio melhorario
como as competéncias matemdticas também. Ao fazer
isto, pode dialogar com os seus alunos sobre o ciclo de
modelaciio, de forma a que eles pensem sobre os seus
processos a um meta-nivel. Isto j4 é possivel no final do
4° ano e daf em diante.

Penso que esta possivel nociio pode ser muito ttil e gostaria
de obter o seu feedback sobre a sua forma de estabelecer co-
nexdes com o mundo real na sua pratica de sala de aula.

Nofa
! Os meus agradecimentos a Eike Deutschmann, Jette Irle, Fran-
ziska Kirchner, Simon-Claudio Lemmel, Henrike Puskeppel e
Alice Schwennicke (futuros professores de Matematica, estu-
dantes da Universidade de Hamburgo).

O modelo apresentado é uma das formas possiveis de resolver a
tarefa.
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A ideia de que a Matemdtica estd presente em muitas situaches e em muitos
aspectos do que nos rodeia, inspirou esta pequena secgio que, nesta revista
temdtica sobre conexdes, estd «A espreita» nas paginas 63 e 90.

Gostarfamos que esta ideia fosse inspiradora para os nossos leitores
encontrarem e partilharem outras «matemdticas a espreita» que poderdo ser
‘pontos de partida de tarefas matematicas ou enriquecer uma aula pela sua

exploracio efou aprofundamento.
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- Estatistica avangada com diferentes gréaficos estatisticos
- FuncGes cartesianas, paramétricas e inequacdes

- Estudo do grafico muito intuitivo
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- Ligacéo ao analisador de dados
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- Estatistica avangada com diversos graficos estatisticos
- Regressoes estatistica

- Menu de fungdes com inequagées e estudo do gréfico

- Catélogo com todas as fungdes para
uma rapida busca

- Menu Financeiro

- Sistema de equacdes e resolugao de equacgtes
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Um olhar sobre a consfrucao de conexges matematicas

N0 esfudo das aucessoes

Helena Paradinha
Tamara Leuca

O matematico Hung-Hsi Wu, professor na Universidade da
Califérnia em Berkeley, na conferéncia realizada em Janeiro
de 2010 no departamento de educacio da FCUL, defendeu
a importancia de os alunos captarem a esséncia da Matema-
tica: «(...) a Matemadtica € uma tapecaria na qual os concei-
tos e as capacidades se interligam, formando um todo (... )»
(Wi, 2008, p. 5). Apés a conferéncia, a que ambas assisti-
mos, conversamos sobre as nossas motivacoes para explorar
o tema das conexdes em diferentes etapas do nesso percur-
so profissional. Partilhdmos a noessa experiéncia como alu-
nas que estuddmos em paises e décadas diferentes, e o facto
de termos identificado conexdes matemdticas tardiamente.
Enquanto professoras gostamos de poder proporcionar aos
nossos alunos experiéncias que relacionem representagoes
matematicas e respectivos processos, de modo a quebrar o
isolamento entre temas matematicos.

As orientagdes curriculares para o ensino — aprendiza-
gem da matemdtica no ensino secundario tém vindo a dar
maior énfase as conexoes. Neste artigo incidiremos sobre as
conexdes entre topicos matemdticos e entre diferentes re-
presentacoes matematicas.
Segundo as normas (NCTM, 2008), os alunos devem:
¢ Reconhecer e usar conexdes entre ideias matematicas;
s  Compreender a forma como as ideias matemadticas se in-
ter-relacionam e se constroem umas a partir das outras
para produzir um todo coerente;

Um dos aspectos que se alterou das Normas de 1991 para
2008 toi que, para todos os niveis de ensino, os quatro temas
transversais deram lugar a cinco, sendo as representagdes
0 quinte tema agora introduzido. Para além de valorizar as
miiltiplas representacoes de um conceito, esta decisao € fun-
damentada, sepundo Jones (1999), em trés argumentos:

— mover-se com flexibilidade entre diferentes representa-
¢Oes € uma base para criar conceitos e pensar matemati-
camente;

— a forma como 530 representadas as ideias matemdticas
pelos professores tem impacto na forma como a mare-
matica € aprendida;

— o3 alunos necessitam de pritica na construcio das suas
proprias representacoes para se tornarem bons resolve-
dores de problemas.

Referem ainda que: «grande parte do poder da matemdtica
advém da capacidade de observar e operar com objectos sob
diferentes perspectivas.» (NCTM, 2008, p. 423) e «Quando
os alunos conseguem aceder as representagoes matemdticas
e as idetas que elas expressam, ficam com um conjunto de
ferramentas que aumentam significativamente a sua capaci-
dade de pensar matematicamente.» (NCTM, 2008, p. 75)
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Investigadores em Educacio Matemdtica, defendem que
as multiplas representag@es sdo um suporte para a compre-
ensio de conceitos e relagies matemdticas. RepresentagGes
distintas focam, geralmente, aspectos diferentes de relagdes
ou conceitos complexos. Como tal, para os alunos conhece-
rem em profundidade um conceito matematico necessitam
de uma diversidade de representagdes que suportem a sua
compreensao.

Por outro lado, valorizar as diferentes representacdes
usadas pelos alunos pode revelar aspectos da compreen-
sdo dos conceitos que de outra forma néo emergiriam (As-
pinwall e Shaw, 2002).

‘No entanto, segundo Athanasios, Iliada e Nikos (2006),
a maioria dos alunos do ensino secundério e universitdrio
apresentam grande dificuldade para se moverem da forma
flexivel no conjunto das representages duma dada fungdo e
em seleccionar as representagies mais apropriadas para a re-
soluciio de problemas. Os resultados das investigagdes neste
dominio mostraram que a utilizacdo de software matemati-
co sugeriu pistas para ajudar os alunos a superar com sucesso
estas dificuldades.

Schultz (2000) refere-se as miltiplas representagBes
enunciando a representacio verbal, por tabela, por grafi-
co, algébrica e por matriz. Com base num estudo, em sala
de aula, este autor procura responder as seguintes questoes:
Qual das representactes promove melhor a compreensdo
conceptual? Que representaciio generaliza melhor os conte-
tdos matemiticos? Que representagio se aplica melhor para
encontrar solugdes aproximadas? Que representagdio se apli-
ca melhor para encontrar solugbes exactas! Que representa-
o é melhor para um tipo dado de tecnologia? Que repre-
sentaciio se adequa melhor ao nivel de aprendizagem e a0
conforto do estudante?

Nas indicactes metodolégicas do programa de Matemd-
tica A para o 11.° ano pode ler-se: «As sucessies aparecem
com uma forma de organizar possiveis resolucbes para situ-
acoes probleméticas que s3o apresentadas com base em as-
pectos da realidade (social) e em aspectos do estudo das di-
versas ciéncias (Matemarica incluida)» (Silva et al., 2002,
p. 8). No entanto, «A resolugiio de problemas permite che-
gar ao conceito de sucessdo, aceder & compreensio de pro-
priedades importantes de sucessdes particulares e especial-
mente tteis, bem como & necessidade de elaboragio de
representacdes formalizadas» (Silva et al., 2002, p. 8). A
procura de padrdes é uma actividade importante na cons-
trugio de conexdes matemadticas.

Figura 1. Parte da realizagdo da primeira questao da Tarefa 1 pelo grupo.

Sendo as sucesses reais fungoes de varidvel natural,
cujo contradominio estd contido em IR, as sequéncias in-
finitas de nimeros reais estudadas no ensino basico ndo sio
mais do que os contradominios das sucessoes reais. Tornan-
do-se cada vez mais conscientes das conexdes entre diversos
tépicos estudados no ensino bésico e diferentes dreas, 0s es-
tudantes desenvolvem a capacidade de aplicar os conheci-
mentos sobre as sequéncias no estudo das sucessdes, olhan-
do para a matemitica como um todo integrado.

No capitulo Sucessdes Reais, propusemos' as duas tur-
mas do 11° Ano do Curso Cientifico — Humanistico de
Ciéncias e Tecnologias um conjunto de tarefas que enfa-
tizam as conexdes entre varios tépicos da Matemdtica no
ensino — aprendizagem das sucessdes. De entre as tarefas
realizadas selecciondmos duas que envolvem conceitos de
geometria ou de dlgebra e mdltiplas representacdes (geomé-
trica, gréfica, analitica, verbal, pictérica) de forma a estudar:
o papel das conexdes na aprendizagem das sucessoes; as re-
presentactes utilizadas pelos alunos e as dificuldades mani-
festadas pelos alunos face as tarefas.

A Tarefa 1 permitiu aos alunos explorar o método des-
coberto por Arquimedes para chegar a um valor aproximado
de .

Um dos objectivos da tarefa foi a introdugio dos concei-
tos de sucessdo limitada, majorantes e minorantes.

Um dos grupos de trabalho, estabeleceu algumas rela-
ooes entre amplitudes de Angulos e medidas dos lados como
se pode observar na figura seguinte (Figura 1).

Estabelecendo conexdes com conceitos ja estudados ob-
serva-se que alguns alunos do grupo calculam o lado do qua-
drado aplicando o teorema de Pitdgoras, enquanto outros
aplicam conhecimentos de trigonometria. O grupo avanga
para o calculo da 4rea do pentdgono dividindo-o em tridn-
gulos e tenta classificar os triingulos quanto aos lados. A
seguir os alunos do grupo relacionam os dngulos, tentando
chegar a uma generalizacdo:

Filipe: Temos 360 a dividir por 5.

Carlos: Agora divide-se isso por dois. Isso dd 54. Este ngu-
lo aqui é 54.

Jodo: Ah, Ok. Mas porqué temos que relacionar?

Ana: Para chegar ao termo geral.

Filipe: Olhem, o cos45° = sin 45° que € v/2/2. Entéio te-
mos 4(cos 45°)(sin 45°).

’1 n
conaud = “L—:'-'&wq_:l s US

Educacdo e Matemdtica | nimero 110




Tarefa |
L. Observa a seguinte sequéncia de poligongs regulares inscritos numa circunferéncia de raio 1.

i

i \
S
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

e

a) Mostra que ao valor exacto da 4rea do triingulo equildtero é de 3 cos 30° sin 30°.

b) Calcula a drea exacta de cada poligono da figura e seguidamente para poligonos com 10, 12, 60, 100 e 180 lados. Re-
gista os valores numa tabela, apresentando também um valor aproximado arredondado #s décimas de milésimas na
dlrima coluna.

Valor exacto da drea | Valor aproximado da drea
3 3 cos 30° sin 30° 1.2990

c) A medida que o n cresce de que valor se aproxima a drea? Justifica a tua resposta.

2. Considera agora os poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia de raio igual a um, como mostra a figura.

N
s

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

3

a) Mostra que ao valor exacto da drea do tridngulo equildtero é de 2307

b) Calcula a drea exacta de cada poligono da figura e seguidamente para poligonos com 10, 12, 60, 100 e 180 lados. Re-
gista os valores numa tabela, apresentando também um — valor aproximado arredondado #s décimas de milésimas
na tltima coluna.

n Valor exacto da drea Valor aproximado da drea
& - 5.1962
tg 30° :

c) Para que valor se aproximam as dreas 4 medida que o n aumenta? De que forma as aproximagdes dos poligonos cir-
cunscritos diferem das aproximagGes obtidas no ponto 1 para os poligonos inscritos? Explica a tua resposta.

Adaptado de: National Council of Teachers of Mathematics (2008), hetp:/illuminations .ncem.org

#

Percebendo que deve haver uma relaciio entre ondmero de  Filipe: Eu acho que aqui vai dar 5 vezes qualquer coisa.
lados e a amplitude dos 4ngulos que os ajudard a elaborar o Pots el pitabm a6ho.
uma expressdo para todos os poligonos, continuam a pro- Carlos: Olh i vai dar 6(cos 60°)(si 60°
curar relagBes entre os dngulos e os lados para elaborar uma drios: Rhem aqui vai dar bieos (niadc),
expressio semelhante & do trigngulo: Ana: Aqui € 30°, ..., aqui € 45°. Aqui...
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Carlos: E 54°. Ana, percebes?

Ana: Nio estou a percebe_’n Esta expressdo € para o tridn-
gulo.

Carlos: Sim. Olha aqui é 30 = 60/2.
Depois 45 = 90/2.

Jodo: Mas ainda nio fizemos paran = 57

Carlos: Entdo, vamos ter 5(cos 54°)(sin 547).

Jodo: Entdo isto vai ser sempre vezes o ntimero de lados. Re-
parem numa coisa...aqui serd sempre a dividir por dois.

Carlos: Portanto vai ser

. 180° — 360°\ (180° — 360
n | cos 5 £ =

b2

Na segunda parte da primeira questdo, o grupo observa que
os valores aproximados das dreas tendem para 7. Concluem
assim que a sucessdo das dreas se aproxima de 7 de forma
crescente, nunca atingindo este valor. Os alunos tentam
substituir mais uns valores na expressio analitica elaborada,
para testar a conjectura estabelecida em relagdo as aproxi-
magdes ao valor de m. O grupo encontra a justificacio para
esta aproximacio, estabelecendo conexdes com a drea do
circulo de raio 1 e tenta relacionar esta aproximaciio com as
amplitudes dos dngulos dos poligonos:

Filipe: Tem alguma coisa com o .

Ana: Olham, isso aqui € o 7.

Filipe: Vai se aproximando-se do 7.

Carlos: Do m, é? Entiio as dreas estiio a aumentar.
Filipe: A drea esta a aumentar e nunca chega a .
Jodo: S6 quando chega ao infinito. E engracado.

Carlos: E, ndo é? Agora faz para 360, para ver se ainda se
aproxima mais!

Jodo: Pois, aproxima-se, porque a drea do circulo de raio um
ém.
Carlos: Pois, isso aqui aproxima-se cada vez mais de 90.

Quando for 907

Filipe: A medida que n cresce, o dngulo aproxima-se cada
vez mais de 90, entdo...

Carlos: A drea vai se aproximando cada vez mais de .

Na segunda questdo, verifica-se que o grupo tenta passar

logo para as expressdes das dreas exactas, baseando-se no

que fizeram na questio anterior. Dispondo de pouco tempo,

0 grupo avangou e escreveu a expressio para o termo geral:

Jodo: Aqui, em vez de multiplicar é dividir.

Ana: J4 sei, aqui serd 4 a dividir por tan 45°.

Carlos: Entéio o termo geral seréd
n

1§0°— 36021 -
—_—h
tan ( 5

Analisando o comportamento dos termos da sucessdo, veri-
fica-se o seguinte didlogo:

Filipe: Entdo, de que valor se aproximam as dreas!

Ana: Aproximam-se também do 7, mas decrescendo.

Estabelecendo relactes entre conceitos estudados, todos os
grupos chegaram & expressao geral.

Para a segunda questdo conjecturando e testando as
conjecturas, conseguiram completar rapidamente a tabela,
generalizando o valor exacto da drea para n lados, e chegar
ao termo geral.

Numa fase de discussio com toda a turma, pediu-se aos
alunos para mostrarem as estratégias elaboradas para chegar
a generalizacgio. Um dos grupos explicou a estratégia elabo-
rada para calcular a drea do quadrado ilustrada.

SoR9EY

[

#

s 44

Depois de analisada a monotonia de cada uma das sucessdes,
foram introduzidos os conceitos de majorantes e minorantes
duma sucessdo, com base nesta tarefa. Uma ilustragio mais
clara destas aproximacgées foi projectada no quadro (Figura 2)
com o apoio do software: http://matematicadinamica.com/
ficheiros/geometria.html (Oliveira, 2009).

A representacio grifica incluida neste programa foi ou-
tro beneficio para a compreensio por parte dos alunos, dos
conceitos de majorantes e minorantes das sucessdes.

As expressdes analiticas foram construidas para todos
os valores da varidvel natural n, sem considerar os primei-
ros dois termos. Assim, o termo geral obtido verificava-se
para n > 3. Na discussdo em grande grupo, levantando esta
questdo, os alunos perceberam que para que o termo geral
fosse vilido para todos os valores de n teria que ser alterada
a expressio, substituindo-se n porn + 2.

A Tarefa 2 tinha como objectivo a construcio de ex-
pressdes analiticas para as sucessdes apresentadas.

Tarefa 2

Indica um termo geral para cada uma das seguintes suces-
soes, considerando que se mantém a lei de formacio. Se for
possivel encontra vérios processos que te conduzam a outros
termos gerais.

V31 1
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Figura 2

Um dos grupos, apresentou o seguinte (Figura 3). Na passa-
gem da representaciio numérica da sucessio para a analitica,
os alunos relacionaram a ordem com o termo e introduziram
no termo geral da dltima sucessdo a varidvel natural, como
faziam no caso das funcdes. Evidencia-se neste discurso, o
estabelecimento de conexdes com as funges e a elaboracio
de algumas expressdes equivalentes:

Ana: O dltimo pode ser 0 x n ou ndo é!
Carlos: Também pode ser n — n!

Relativamente 4 primeira sucessdo que os alunos acharam
desafiante, ocorreu o seguinte didlogo.

Filipe: Tem qualquer coisa com raiz de trés. Tem qualquer
coisa a dividir por dois, ndo?

Ana: Nio sei!

Filipe: Zero a dividir por dois, zero. Menos um a dividir por

dois, menos um meio, menos dois a dividir por dois, me-
nos um.

Carlos: Eu vou escrever qualquer coisa sobre dois.
Filipe: O que é aquela coisa nfio sei.

A conexdo com as fungdes trigonométricas apoiou o grupo
na elaboragiio do raciocinio:

Ana: Olhem, pode ser co-seno ou seno. E tem de ser sem-
pre de 30. .

Carlos: Vou escrever: cos(30°) € igual a raiz de trés sobre
dois. E depois?

Numa outra turma na mesma tarefa o Afonso expds as ex-
pressdes trigonomeétricas,

Uy, = COS % e v, = cos(30°)

que traduziam a sequéncia. O Joaquim pediu para apresentar
a sua expressio afirmando que era diferente da do Afonso.
Assim, escreveu no quadro, v, = sin(90° — 30°n). Maria
imediatamente pediu a palavra e afirmou: «Mas é a mes-

Figura 3

ma coisal» e justificou a sua convicgio. Maria escreveu:
sina = cos(90° — a) e afirmou: «Trata-se de uma das rela-
¢Bes entre as razdes trigonométricas». Explicou a sua teoria
ajudando os colegas a reconheceram-na como tal.

Reflexdo sobre @ nossa experiéncia

Observou-se que os alunos durante a realizacio das tare-
fas passam por vdrias etapas, até chegarem A representacio
simbdlica. A variedade de representac@es e a ordem como
sdo utilizadas, depende do problema matematico em si e do
modo como é apresentada aos alunos. Nos problemas em
que os termos da sucessdo eram apresentados pela represen-
tacio geométrica, 0s alunos normalmente passavam des-
ta representacfio para a numérica e depois para a analitica.
Verificou-se em alguns casos que os alunos tentaram passar
logo da representacio geométrica para a simbélica. Se num
problema os termos da sucessdio eram apresentados através
de uma representaciio numérica, os alunos tinham tendén-
cia de passar para a representagio analitica, elaborando em
algumas tarefas uma diversidade de expressdes analiticas por
vezes equivalentes, outras vezes nio vilidas.

No estudo da monotonia da sucessdo, as representagBes
analitica e gréfica so as que os alunos aplicam mais vezes.
Para o estudo das sucessdes limitadas, os alunos recorrem
mais vezes As representacoes geométrica e grifica, As cone-
x0es entre estas representacdes permitiram em vdrias situa-
¢oes obterem muiltiplas perspectivas do problema, chegan-
do com maior facilidade &s solugdes do problema. Os alunos
que construiram estas conexdes conseguem compreender
com maior profundidade os conceitos matemdticos.

As representagdes geométricas facilitaram o estudo da
monotonia das sucessdes e permitiram descobrir novos tipos
de relagdes, como aconteceu na Tarefa 1.

A representaciio geométrica facilita a elaboracio dos
raciocinios, mas a mesma deverd ser utilizada em conexio
com outras representagies para conseguir gpneralizar uma
determinada situagfio problemadtica.
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A abordagem analitica das sucessdes contribuiu para
evidenciar a relaciio entre a ordem e o termo da sucessdo.
Esta representacfio, permitiu aos alunos chegarem as pro-
priedades abstractas das sucessdes. A abordagem analitica
permitiu aos alunos fazer, com rigor, o estudo da monotonia
duma sucessdo. As conexdes entre a representacio analitica
e grifica permitiram esclarecer as dividas em relagio 2 mo-
notonia. E importante mencionar que a expressio algébrica
sugerida na Tarefa 1, permitiu aos alunos estabelecerem co-
nexoes entre a representagdo geométrica e a representacio
analftica dos termos da sucesso. Os alunos compreenderam
a forma como as ideias matemdticas se inter-relacionam e
consteuiram um modelo matemdtico para as dreas dos po-
ligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunfe-
réncia de raio 1.

As maiores dificuldades apresentadas pelos alunos de-
vem-se 2 falta de integragio dos conceitos estudados, de
construciio de conexdes entre diversos tépicos matematicos
incluindo as vdrias representagtes. Outra dificuldade mani-
festada pelos alunos foi o de se moverem de uma represen-
tacdo para a outra. A construcio de conhecimento deve ser
feita estabelecendo conexdes entre representagdes, o que
ndo se verificou no caso do Jodo, aluno que se limitava
representagio numérica. O grupo tentou em virias etapas
ajudar o Jodo a superar as dificuldades, recorrendo s repre-
sentacdes verbal, geométrica ou grafica. Algumas dificulda-
des apresentadas pelos alunos foram superadas pela anlise
das conjecturas elaboradas, na discussdo em grupo, na turma
e também com o apoio do professor. A interac¢io entre os
alunos e as conexdes estabelecidas facilitaram a ultrapassa-
gem das dificuldades.

As dificuldades apresentadas pelos alunos na construgio
de conexdes sugerem a necessidade de implementar na sala
de aula tarefas de natureza diversificada que envolvem va-
rias representacdes e que possibilitam o estabelecimento de
conexdes entre elas, E importante também implementar ta-
refas que englobam vérios conceitos matematicos e conted-
dos estudados que permitem a integracio dos conceitos e
processos na construcio de conexdes.

Observdmos que cada aluno tem a sua prépria forma de
pensar e devemos valorizar os raciocinios de cada um, sem
ignorar as resolugdes menos comuns que, por vezes, sao as
mais importantes. As produgbes do aluno podem fornecer
informagiio importante sobre o seu raciocinio, as dificulda-
des que ele manifesta e ainda como pode ser ajudado para as
ultrapassar. Pensamos que as aprendizagens realizadas pelos
alunos serfio essenciais para os tornar mais confiantes ao en-
frentar novos problemas.

Ao reflectir sobre a experiéncia de sala de aula acima
descrita partilhamos interrogagtes e aspectos a que vamos
ficar mais atentas. Destacamos a forma de como podemos
desenvolver nos alunos as capacidades de:

— estabelecerem conexdes entre diferentes representacies;
— construirem as suas préprias representagdes;

— seleccionarem representagtes adequadas aos problemas
propostos.

Como professoras sentimo-nos gratificadas se agora (e futu-
ramente) mais alunos nos digam o que um explicitou: Pro-
fessora, finalmente agora j4 faz sentido... .

Nota

1 Trabalho desenvolvido no dmbito do Mestrado em Ensino da
Matemstica em 2010 da Universidade de Lisboa de Tamara
Leuca, nas turmas de Helena Paradinha, sob a orientaciio de:
Professora Doutora Leonor Santos e Professora Doutora Suza-
na Napoles.
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Padries e conexies matemdticds no Basing basico

{saheiVale

{eresafimentel

Infroducdo

Este artigo desenvolve-se no &mbito do projecto Matemdtica
e padrBes no ensino bdsico: perspectivas e experiéncias curricu-
lares de alunos e professores, que visava estudar o impacto de
uma intervencgio diddctica centrada no estudo de padrdes
quer ao nivel do desenvolvimento de conceitos numéricos,
algébricos e geométricos, quer ao nivel de processos ma-
temdticos transversais como a resolucio de problemas, ra-
ciocinio e argumentagiio, comunicagiio e conexdes. Como
resultado deste projecto identificaram-se grandes potencia-
lidades dos padrdes ao nivel do desenvolvimento curricu-
lar, em particular ao possibilitar uma variedade de conexdes
dentro e fora da matemitica.

Padrdes e Conexdes no curriculo

Entender a matemética como a ciéncia dos padrdes é uma
ideia que ndo é nova e tem sido defendida por vérios in-
vestigadores (e.g. Devlin, 1994; Orton, 1999; Sawyer, 1955;
Steen, 1988), tendo subjacente a nocdo de que, desde que se
identifique um padrio, haverd sempre possibilidade de fazer
matematica a partir desse padrio. Esta ligaciio entre padraes
e matemdtica pode ser facilmente desenvolvida na sala de
aula, através de algumas das tarefas que propomos, ficando os
estudantes com uma ideia mais precisa do que é a mateméti-
ca, mas também mais sensiveis ao mundo em que vivem.

O estudo dos padrdes tem tido um forte desenvolvimen-
to nos curriculos de matematica de vérios pafses devido as
suas potencialidades, podendo afirmar-se que, mais do que
um contetido a ensinar, fornece um contexto propicio para
que os alunos pensem matematicamente.

A procura de padrdes € inerente 3 mente humana (Ba-
ratta-Lorton, 2003). Na verdade, em qualquer interacciio a
nossa mente procura padrdes e estabelece relagdes quer es-
tejamos a fazer compras, a ler ou a fazer uma construcio com
cubos, independentemente do tipo de questdes que preten-
demos resolver.

Por seu lado, estabelecer conexdes € um processo cogni-
tivo que envolve criar activamente ligactes entré conceitos,
procedimentos, pessoas e experiéncias (Ewell, 1997). Com
efeito, sem conexdes os estudantes ficam limitados a recor-
dar um conjunto de factos, conceitos e procedimentos de for-
ma isolada. O estabelecimento de conex@es vai permitir-lhes
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construir novo conhecimento sobre os conhecimentos pre-
viamente adquiridos, mas de forma integrada. Por outro lado,
os estudantes obtém um conhecimento mais profundo e dura-
douro, assim como desenvolvem a curiosidade e a criativida-
de, quando se realcam as conexdes entre as ideias matemdticas
que estdo a ser trabalhadas e os conhecimentos matemiticos
j4 adquiridos, e também os da vida de todos os dias.

Muito do insucesso em matemadtica deve-se ao facto de
os alunos recorrerem apenas & memorizacio e nfo 4 compre-
ensdo. O primeiro passo para aprender a pensar matemati-
camente € aprender a descobrir padrées e a estabelecer co-
nexdes. A procura de padrdes deve constituir o niicleo das
aulas em todos os temas, j4 que eles surgem nas férmulas que
descobrimos, nas formas que investigamos, nas experiéncias
que fazemos.

Compete ao professor realcar esta dimensfo de padrdes
e conexdes de modo a tornar a matemdtica mais compreen-
sivel a todos. Esta finalidade s6 pode ser atingida com uma
cuidada seleccdo de tarefas que evidenciem o modo como os
padrdes permitem estabelecer conexdes entre vdrios temas
e diferentes formas de representagdo, e como podem pro-
porcionar situagdes interessantes para explorar matemdtica
dentro e fora do contexto escolar. Esta abordagem vai de en-
contro ao nosso entendimento de que a finalidade do ensino
da matemaética é preparar os estudantes para aprendizagens
futuras, para o mundo do trabalho e para que sejam cidadzos
criticos.

O Programa de Matemadtica do Ensino Basico (ME-
-DGIDC, 2007) salienta a importancia, para os estudantes
deste nivel, quer dos padrdes e regularidades quer das cone-
x0es. Em relaciio a estas refere-se por exemplo: «Os alunos
devem ser capazes de estabelecer conexdes entre diferentes
conceitos e relagdes matemdticas e também entre estes e si-
tuagdes nio matemadticas» (p. 6). Esta capacidade desdobra-
-se em trés aspectos fundamentais: estabelecer conexdes en-
tre ideias matemdticas, compreender as ideias matemadticas
inter-relacionadas como um todo e aplicar ideias matemati-
cas a contextos nio mateméticos. Esta formulagio estd em
consonéncia com as ideias expressas pelo NCTM (2000).

No primeiro aspecto é de realgar o reconhecimento e
uso de conexdes entre os diversos temas mateméticos como
o ndmero, a geometria e medida, a dlgebra e a organizacio e
tratamento de dados. S6 assim é possivel ultrapassar a ideia
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corrente de que a matemdtica é uma colecgio dispersa de
regras e procedimentos. Este aspecto interliga-se com o se-
gundo na medida em que a matemdtica s6 poderd ser apre-
ciada se for vista como um todo, em que contetidos e proces-
sos estio relacionados e as novas aprendizagens constituem
um aprofundamento ou uma nova visdo das anteriores mas
abrangem-nas duma forma coerente. O terceiro aspecto
apela & necessidade de reconhecer e aplicar a matemitica
em contextos exteriores, designadamente em fenémenos da
vida real ou em outras dreas curriculares.

No que diz respeito aos padrdes refere-se por exemplo:
«QOs alunos devem ser capazes de fazer matemdtica de modo
auténomo. Isto é, devem ser capazes de: (...) explorar regu-
laridades e investigar conjecturas matemdticas (p. 6).

No estabelecimento de conexdes os padrdes podem
constituir um pano de fundo de grandes potencialidades. De
facto, o trabalho com padrdes pode desenvolver-se em situa-
¢hes matemdticas e nio matemdticas e a procura de padroes
numa dada situacio mobiliza frequentemente vdrios concei-
tos e capacidades matemadticas, nomeadamente os ndmeros,
a forma, a 4lgebra e a prova (Orton, 1999). O uso de malti-
plas representagdes, tio importante para a descoberta e ge-
neralizagiio de padrdes, é tambhém um aspecto fundamental
na descoberta de conexdes e numa consequente aprendiza-
gem da matemdtica com compreensio. Procurar-se-d de se-
guida apresentar alguns exemplos de tarefas que ilustrem as
ideias referidas anteriormente.

1. Padrdes de repeticdo

Estes padr&es podem ser trabalhados desde o pré-escolar, e a
ideia predominante € a de que envolvem um trabalho mui-
to incipiente, desadequado para criangas mais velhas. No
entanto, os padrdes de repetigio podem ser explorados de
forma aprofundada incluindo tépicos como a multiplicacio,
muiltiplos e divisores, as relagdes numéricas e o raciocinio
proporcional, e sobretudo processos de generalizaciio, pro-
porcionando assim a entrada no dominio da dlgebra. Nes-
te aspecto, mais do que uma abordagem procedimental ou
mesmo ritmica, € muito importante levar o aluno a iden-
tificar o grupo de repeticio, pois sé assim poderd abordar
questdes sobre a globalidade abstraindo dos objectos con-
cretos. Deste modo podera analisar aspectos relativos a ter-
mos distantes, como por exemplo na questio: «Qual é 0 20°
elemento da sequéncia?» (Threlfall, 1999). Por outro lado,
pelo uso de mdltiplas representactes da mesma relaciio cria-
se uma sinergia entre o padrio visual e as rabelas de valores,
por exemplo, permitindo verificar a importincia que cada
um desempenha na expressio da generalizagio (Warren &
Cooper, 2008). Sdo ainda mobilizados processos como a co-
municaciio, a argumentagio e a justificagio. Na tarefa «O
colar da mde», um evento — o dia da mie — estd na origem
de um projecto de turma que envolve a elaboracio e a anali-
se de custos de uma prenda a oferecer por cada aluno.

i desenho do padréo. Apresenta-se um exemplo:

 De seguida hd uma votagdo de toda a turma para escolherem o

 do fecho, calcula-se o preco de cada colar.

Tarefa 1. 0 colar da mae
Cada grupo deve elaborar uma proposta de colar comegando por :
utilizar o material disponivel com imaginagdo e passar depois ao

olar de que mais gostam.

Mais tarde discute-se o niimero de pegas a utilizar para for-
ar um colar com dimensdes adequadas.

Por fim, conhecendo o preco unitdrio de cada pega, do fio e

Pode ainda fazer-se uma extens@o deste problema desafian-
do os alunos a seleccionar as pecas a utilizar no colar de modo a
mimizar o seu custo.

Depois de feita a votagio o professor deve trabalhar com
toda a turma no modelo de colar escolhido de modo a apro-
fundar alguns aspectos essenciais. Por exemplo, pode colo-
car as seguintes questdes iniciais:

Continua a sequéncia. Qual é o grupo de repeticio?

E também muito dtil construir uma tabela com os valores:

ode | Nede | Nede | Nde | Nerou
teberidos bolinhas | losangos | estrelas | de pegas

E colocar mais algumas questoes:

Considera sempre filas de grupos de repeticiio completos.
Numa sequéncia de 20 pecas em linha, quantas bolinhas hd?
E losangos?

Qual serd a forma da 36" peca da sequéncia?

Se num colar como este houvesse 15 losangos, quantas pecas ha-
wveria ao todo?

Que posicdo ocupa a 21° estrela a aparecer na fila?

Escreve frases que traduzam velagdes que descobriste entre os vd-
rios niimeros de pecas.

Realca-se a dltima questfo pela necessidade de verbalizaciio
pelos alunos do que véem, jd que vai permitir o estabeleci-
mento de relagdes estruturantes. Por exemplo, «o nimero
de bolinhas € igual ao ndmero de estrelas» ou «o nimero de
losangos é metade do ndmero de bolas» ou ainda «o nime-
ro total de pegas é directamente proporcional ao nimero de
grupos que se repetem». As tltimas questdes colocadas aci-
ma j4 envolvem processos complexos de generalizacio por
se tratar de niimeros maiores para os quais se torna incémo-
do o desenrolar da sequéncia.

Esta rarefa tem potencial para mobilizar e aplicar vdrios
conceitos e capacidades matemdticas simultaneamente. De
facto, inclui a construcio e exploracdo de padrdes, a orga-
nizacio e tratamento de dados, o estabelecimento de rela-
coes e, por fim, todo o trabalho com nimeros e operagdes
com vista & analise de custos. Esta situagio problemitica,
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partindo dum contexto ndo matemdtico, permite envolver
os alunos em actividade matemdtica significativa valorizan-
do o raciocinio. E também de realcar o deSenvolvimento
da capacidade de resolugio de problemas de modo flexi-
vel, de comunicagio, de trabalho cooperativo, da tomada
de decisdes e de atitudes de civismo e respeito pelas regras
democriticas.

2. Padres de crescimento

Nos padrdes de crescimento, cada termo muda de forma
previsfvel em relacfio ao anterior. Na anélise dessa mudan-
¢a podem ser utilizados vdrios modos de ver que conduzem
a outras tantas represengacdes numéricas efou algébricas. O
processo de generalizaciio é também condicionado por esse
modo de ver, relacionando cada termo com o(s) anterior(es)
ou com a ordem que ocupa na sequéncia. Esta distincio é
feita por Stacey (1989) usando as designactes generalizacio
préxima e distante, respectivamente. Sdo usadas por Radford
(2006) as designagtes equivalentes de generalizacdo aritméti-
ca e algébrica. A primeira, que utiliza o raciocinio recursivo,
¢ mais habitual, mesmo entre os professores, mas é mais po-
bre por ndo permitir descrever o que se passa com um termo
de qualquer ordem. Assim, deve ser feita esta aprendizagem,
tanto por professores como por alunos, do uso do raciocinio
funcional que permite relacionar qualquer termo com a res-
pectiva ordem, e que fornece de‘imediato uma descricio so-
bre o modo de conhecer qualquer termo da sequéncia. Esta
aprendizagem € facilitada por:

— tarefas prévias de contagens visuais, recorrendo a ar-
ranjos rectangulares, 3 simetria e as propriedades das
operacoes';

— Uso inicial de padrdes de crescimento figurativos, de
modo a poder rentabilizar a aprendizagem visual prévia
e facilitar a compreensio;

— Utilizagio de material manipuldvel na representacio
dos primeiros termos da sequéncia;

— Identificaciio clara do nimero de cada figura, por exem-
plo com a colocagio de cartdes numerados por baixo da
figura construida;

— Uso de uma tabela para organizaciio dos dados;

— Descri¢iio oral efou escrita, por parte de cada aluno, do
modo como vé cada figura, de modo a evitar apenas o
registo do niimero total de objectos em cada figura, que
conduziria a uma abordagem puramente numérica difi-
cultando o processo de generalizacio distante;

— Registo na tabela, para cada figura, niio (ou ndo apenas)
do niimero total de objectos mas antes da expressdo nu-
mérica cotrespondente ao modo como a figura é vista e
traduzindo a descrigio verbal efectuada anteriormente.

Neste trabalho ¢ evidente a ligacio entre conceitos e ca-
pacidades matematicas e o desafio colocado aos alunos de
desenvolverem a sua compreensio das conexdes entre t6-
picos e ideias que vio aflorando ou aprofundando. Por seu
lado, a utilizagio de padrdes figurativos incentiva as cone-

|

xBes entre os nimeros, a dlgebra e a geometria, suscitando
diferentes representacdes e a abordagem de tépicos como
caracteristicas de figuras bi e tridimensionais e conceitos
como perfmetro, drea e volume. Sdo vérios os investigado-
res que referem que o conhecimento matemdtico pode ser
desenvolvido através do estudo de problemas envolvendo
padrdes, e a dlgebra surge como 0 modo de representar e ge-
neralizar esse conhecimento (Blanton & Kaput, 2005; Ra-
dford, 2006; Usiskin, 1999). A tarefa escolhida — Rectan-
gulos — procura ilustrar este ponto de vista.

Tarefa 2. Recldngulos
Observa a seguinte sequéncia de rectangulos.

J

fig.1 fig.2 fig. 3

1. Para cada figura da sequéncia determina o perimetro,
considerando como unidade de comprimento o lado do
quadradinho.

Constrdi as duas figuras seguintes.

Organiza numa tabela os valores do perfmetro de cada um
dos rectangulos, traduzindo por meio de uma expressdo nu-
mérica o modo como os vés.

4. Qual serd o perfmetro do 18° rectangulo da sequéncia?

5. Tira uma conclusdo sobre 0o modo de calcular o perime-
tro de um rectangulo qualquer da sequéncia. Explica como
pensaste.

Os alunos podem utilizar palitos para construir algumas das
figuras. Nesta tarefa é explorado o perimetro mas também
podia ser invocada a drea, utilizando-se para isso fichas qua-
dradas. O modo de ver mais habitual é descrito como segue:
«Na 3* figura vejo no perimetro duas vezes 3 palitos na ho-
rizontal e duas vezes 4 palitos na vertical». Assim, a expres-
sdo numérica do perimetro da 3* figuraserd 3 + 3 + 4 + 4 ou
2 x 3 + 2 x 4, Mas também podia ser visto, por exemplo,
como o dobro de 3 + 4.

E possivel fazer a generalizacio para o perfmetro da 18* fi-
gurarepresentando-opelaexpressionumérica2 x 18+ 2 x 19,
A resposta A dltima questdio pode ser dada em linguagem
corrente: «O perimetro de qualquer figura da sequéncia é a
soma do dobro do nimero da figura com o dobro do niime-
ro seguinte»; ou, por meio do simbolismo algébrico, usando
a letra n para representar o nimero da figura: 2 X n + 2 x
x (n+ 1).

3. Problemas de padréo

As tarefas anteriores podem também constituir problemas,
mas utilizamos essa designa¢iio especialmente quando a es-
tratégia de descoberta de padrio se apresenta como uma fer-
ramenta poderosa de resolugiio, embora esse facto nio seja
explicitado e tenham de ser os préprios alunos a mobilizé-la
e a descobrir a sua utilidade. Nesse sentido, apresentam-se
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de seguida trés problemas estabelecendo conexdes dentro

da prépria matemdtica e ainda entre a matemdtica e a vida
. w
real, 0 jogo e a arte. :

Tarefa 3. 0 fapefe

A Inés tem em casa o tapete apresentado.

Um dia pés-se a olhar para ele e descobriu 0 modo como foi cons-
truido o desenho. Serds capaz de o fazer também?

Centra-te nos quadrados amarelos (azul claro) . A regidio forma-
da por estes quadrados que parte é da tapecaria?

Dd agora atengdo aos tridngulos.

Que relacdo existe entre o tridngulo amarelo (azul claro) e o tri-
angulo laranja (azul médio)?

De que cor sdo os tridngulos que em conjunto correspondem a
1/32 da tapegaria?

Que percentagem da tapegaria estd pintada em vermelho (azul
escuro)?

Esta tarefa parte de uma situacio real e, através da desco-
berta de padrdes, estabelece conexdes entre vdrios topicos
numéricos.

Um ohjecto real como um tapete pode ter uma explora-
cio matemidtica. O objectivo inicial é a descoberta do pa-
drio geométrico usado na construgio do desenho. A dia-
gonal visivel do quadrado que forma o tapete divide-o em
dois tridngulos com dois tipos de padrio diferente mas que
obedecem 4 mesma lei de formacio. O trabalho evolui de
seguida para conexdes com tépicos numéricos como as frac-
¢Bes, razdio, proporcio, poténcias, percentagem e drea, deso-
cultando relagBes eventualmente invisfveis a uma primei-
ra abordagem. Por exemplo, pedir ao aluno que identifique
a fracciio do quadrado original representada pelo quadrado
vermelho (azul escuro) ou indicar a drea do quadrado ver-
melho (azul escuro) tomando por unidade de 4rea o quadra-
do original sdo questdes equivalentes apesar de envolverem
conceitos diferentes.

Tarefa 4. 0 jogo de Euclides?

N* de jogadores: 2

 Material:

: — uma tabela dos 100

— canetas de acetato ou discos transhicidos

i Desenvolvimento:

Tirar a sorte quem é o 1° jogador i
O 17 jogador escolhe um nimero de 1 a 100 e marca esse |
nimero na tabela (com a caneta ou usando uma ficha
transparente).

O 2° jogador escolhe e marca qualquer outro niimero.
A vez, 0 jogador subtrai quaisquer dois niimeros marca-
dos de modo a encontrar uma diferenca que nfio tenha
sido ainda marcada.

Os jogadores jogardo alternadamente até ndo consegui-
rem marcar nenhum nimero da tabela.

O jogador que marcar o tltimo nimero possivel ganha.

Sendo um jogo, esta é uma tarefa muito desafiante e através
da qual os alunos podem desenvolver uma maior motiva-
Gio para o trabalho matematico. E por vezes surpreenden-
te e inesperada a ligacio do jogo com a matemadtica: o facto
de um simples jogo ter uma explicacio matemdtica e do seu
conhecimento implicar a possibilidade de ganhar propor-
ciona um bom meio de apreciar a matemdtica, a sua beleza e
sobretudo o seu poder. O jogo de Euclides é um jogo numé-
rico em que, com persisténcia e trabalho sistemdtico de in-
vestigacio, os alunos serdo capazes de descobrir padrdes na
estrutura numérica e estabelecer relagdes de modo flexivel
por forma a chegar a uma estratégia ganhadora.

A tabela, que no enunciado € indicada com 100 ndme-
ros, pode ser reduzida a uma tabela de 6 % 6, por exemplo, de
modo a facilitar e ndo tornar enfadonhos os vérios cdlculos a
realizar.

A conclusdo geral sobre o jogo é complexa, podendo
apresentar-se cOmo segue:

Sejam n e s os niimeros escolhidos, respectivamente,
pelo 1° e pelo 2° jogador.

Sejad = mdc (n, s).

Sejam = Max {n, s}

Entio o jogo acaba ao fim de m/d passos.’

A paridade de m/d é que determina qual o vencedor. Assim,
se 0 2° jogador souber jogar, o 1° ndo tem qualquer possibi-
lidade de ganhar: se o0 1° escolher um nidmero par, basta ao
2° escolher a sua metade para ter vitéria imediata; se o 1°
escolher um nimero fmpar, basta ao adversirio escolher o
dobro, se existir, para obter vitéria imediata, ou entfio o par
seguinte para garantir a vitéria ao fim dum ndmero de passos
igual a esse niimero par escolhido.

Contudo, podem ser tiradas pelos alunos conclusdes par-
ciais baseadas na particularizagiio com virios ndmeros resul-
tante de virios jogos. Para esse efeito € qtil a colocagio de
questdes como por exemplo:
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Guarda todas as tabelas dos 100 depois dos diferentes jogos
efectuados. Compara os padries de miimeros marcados em cada
um dos jogos. Podes explicar porque é que alguns jogos tém tdo
poucos niimeros marcados e outros tém tantos?

Se o primeiro jogador escolher o 26, que niimero devo eu es-
colher para ter a certeza de ganhar?

Se ew iniciar o jogo escolhendo wm miimero fmpar serd que

posso ganhar? Como?

i Tarefa 5. 0 friso de Siena
i Este friso, em mdrmore, pode observar-se na Catedral de
i Siena.

éNeste friso destaca-se uma flov, que dd sempre origem & ﬂor
i consecutiva através de uma rotagdo de 180°. Quais as sime- ;
trias desta figura, ou seja, as isometrias (translagdo, rotagdo, |

reflexdo, reflexdo deslizante) que mantém a figura globalmen-
te invariante?

Identifica 0 motivo minimo do friso. Descobre simetrias do
i friso, isto €, isometrias que o deixem globalmente invariante.
i Nota que o friso, matematicamente, é uma figura ilimitada, que
se prolonga indefinidamente para ambos os lados.

Faz wma sintese escrita das descobertas que realizaste. Podes
: usar papel vegetal efou recortar flores idénticas a dada.

Pode ainda fazer-se wuma extensdo deste problema desafian- ;
do os alunos a imaginar que as flores apareciam, ndo na po-

sicdo dada, mas rodadas de 90° como pode ver-se nas figuras

Situacio inicial

Flor superior

Flor inferior

Posiciio da flor depois da rotacdo de 90°.

Flor superior

Flor inferior

Nessas circunstdncias quais seriam as altevagdes em termos das
simetrias do friso?

Esta tarefa procura desvendar conexdes da matemdtica com
a arte através de um padrio geométrico. Alguns dos padrdes
abordados até agora permitem fazer conexdes com tdpicos
geométricos, como por exemplo o perimetro e a drea, ou
a classificagio de poligonos. No entanto, as regularidades
que estdo no seu cerne sdo numéricas, por consideracio da
medida da 4rea ou do perfmetro, por exemplo. Na tarefa
apresentada exploram-se regularidades geométricas, e, nes-
te campo, o termo padrio adquire um significado préprio,
especifico, diferente daquele que é entendido nos padrdes
numéricos. Aqui um padrio é caracterizado pela disposigio
de cépias de um motivo que se repete (Veloso, 1998). A ta-
refa apresentada envolve um friso, que é uma figura que se
mantém invariante por translagdes efectuadas numa s6 di-
recgio. Aproveita-se para investigar as simetrias de uma fi-
gura presente no friso, a flor, podendo concluir-se que pos-
sui 5 simetrias de reflexdo e outras tantas de rota¢io. Em
relaciio ao friso, as suas simetrias sdo de translagio, rotacio
(meia volta) reflexdo de eixo vertical e reflexdo deslizante.
Explora-se como extensfo o facto de uma eventual mudan-
¢a da posicdo da flor trazer consequéncias em termos das si-
metrias do friso. De facto, ja que a flor perde a simetria ver-
tical por efeito da rotagio de'90°, o friso mantém simetrias
de translagio e também de rotagio (meia volta) mas deixa,
em consequéncia, de ter simetrias de reflexdio vertical e de
reflexdo deslizante.
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Conclusao

Quando os estudantes entfam na escola possuem um forte
potencial que o professor deve rentabilizar se se pretende
que estes jovens, mais do que treinar um conjunto de técni-
cas matemaéticas, venham a gostar de matemdtica e a apre-
ciar a sua utilidade. Nesse sentido, o professor deve estar
atento e recorrer a diferentes caminhos que permitam ex-
plorar esse potencial em cada um dos seus alunos e com cada
uma das rarefas que utiliza, de modo a que aprendam mate-
mdtica com compreensdo.

As tarefas apresentadas como exemplo evidenciam a
procura de padrdes e permitem estabelecer conexdes entre
vérias dreas dentro e fora da matematica, levando os alunos
a compreender e relacionar virios aspectos da matemdrica.
Procurou-se mostrar que as tarefas de descoberta de padroes
numéricos conduzem & generalizacio cuja expressdo pode
ser explorada a diferentes niveis e utilizando diferentes re-
presentages. A aritmética generaliza-se permitindo fazer
emergir um tema que tradicionalmente era tratado de modo
muito formal e desprovido de sentido a 4lgebra. Por outro
lado, quis-se ainda evidenciar que a matematica estd presen-
te nas situagdes concretas do dia-a-dia, no jogo, e também
na arte. Estes e outros temas fornecem um contexto favord-
vel nfo s6 para motivar os alunos mas para realgar e apro-
fundar diferentes tépicos matematicos.

Notas

! Para uma descrigio mais pormenorizada consultar Vale et al.

(2009)

? Adaptado de
http://letsplaymath.net/2008/01/26/
euclids-game-on-a-hundred-chart/

3 Nio € possivel apresentar a demonstracio por falta de espago.
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As orientacBes curriculares presentes neste programa
trazem claramente novos desafios ao papel do professor.
Neste contexto, o trabalho colaborativo entre os professo-
res reveste-se de uma importancia crescente, ao contribuir
para gerar momentos de partilha e discussio, que permitam
responder a esses desafios.

O presente artigo ilustra uma experiéncia desenvolvi-
da em par pedagégico entre duas professoras, valorizando a
resolucio de problemas e as conexdes matemdticas e explo-
rando oportunidades de articulagio entre topicos matema-
ticos dos 2.° e 3.° ciclos.

Breve fundamentacao

Ensinar através da resolugio de problemas ajuda o aluno a
comunicar ideias, a investigar relacdes e a estabelecer cone-
xdes entre conceitos matemdticos, o que favorece o surgi-
mento de relagdes matemdticas significativas e um conheci-
mento mais profundo da Matematica. Vale (2000) defende
que o ensino da resolugdo de problemas deve incluir a possi-
bilidade de aprendizagem de conceitos e ideias matematicas.
A perspectiva é a de que estes surjam a partir de problemas
através dos quais possam ser compreendidos e explorados.

Neste tipo de abordagem, torna-se essencial dar atencdo
as tarefas seleccionadas, reflectir sobre as suas potencialida-
des e criar um ambiente de constante questionamento que
leve os alunos a clarificar os seus processos de pensamento,
a analisar os erros e a aprimorar as respostas (Lloyd, 1997).

Como se pode perceber, no programa de Matemdtica co-
loca-se em destaque a importincia de desenvolver a com-
preensio da Matemdtica, o significado dos conceitos, algo-
ritmos e procedimentos, o reconhecimento de regularidades
e a andlise de raciocinios ou estratégias matemdticas (Ser-
razina & Oliveira, 2010). E neste contexto que faz sentido
pensar em cadeias de tarefas, ricas e articuladas, ¢ em con-
siderar a ideia de trajectéria de aprendizagem como base de
organizacio do trabalho em sala de aula.

Tarefas mateméticas significativas devem, em geral, en-
corajar uma variedade de solugdes e abordagens, focar con-
ceitos mateméticos relevantes e requerer justificacio para
as solugBes apresentadas. Entre outros recursos a encarar,
o computador tera um lugar importante, ao incentivar a
curiosidade e encorajar os alunos a descobrir padres e re-
gularidades e a utilizar diferentes representacbes matemdti-
cas. Ao aluno estd a atribuir-se, indiscutivelmente, o papel
de participante activo na constru¢io do pensamento mate-
matico. E o cendrio da utilizagio de recursos tecnolégicos é,
como hd muito se sabe, um dos que poderd conduzir a situa-
gbes novas e imprevistas, o que vem reforcar a necessidade e
a pertinéncia do trabalho em par pedagégico (Santos, 2000;
Almiro, 2005).

Uma experiéncia em par pedagogico

A experiéncia que descrevemos foi desenvolvida numa tur-
ma do 6.° ano pela primeira autora (professora do 3.° ciclo)
e por Maria, professora do 2.° ciclo da mesma escola.

'

O trabalho em par pedagégico envolveu uma colabora-
G0 activa na preparacio das aulas, na seleccio e andlise das
tarefas, na utilizacio a dar ao computador, na discussao acer-
ca das conexdes matematicas possiveis e da articulagio ver-
tical entre os tépicos dos dois ciclos. Esta colaboragio pau-
tou-se pela existéncia de objectivos comuns relativamente
ao trabalho com os alunos e também de uma perspectiva
partilhada do curriculo e do processo de ensino e aprendiza-
gem da Matemdtica.

As duas professoras partilharam, ao longo de um ano
lectivo, a tarefa de selecciio de um vasto conjunto de pro-
blemas e a sua aplicacio em sala de aula.

No 2.° e no 3.° perfodo foram implementadas trés ca-
deias de problemas que previam o estabelecimento de cone-
xGes matemdticas e a articulagio entre tdpicos leccionados
no 2.° e 3.° ciclos, com recurso ao computador.

A primeira cadeia — Sequéncias numéricas, regularidades
¢ fungBes — era composta por quatro problemas: 1) Pegas
hexagonais; 2) Sélidos com cubos; 3) Sobram sempre cin-
co!; 4) Uma escada com cubos. A exploracio de cada pro-
blema englobou dois momentos distintos em sala de aula.
O primeiro consistiu na resolugiio do problema, individual-
mente, com papel e ldpis, seguida da apresentagdo do pro-
cesso de resolugdio e do confronto de ideias com toda a tur-
ma. O segundo, em grupos, ocorreu quando se realizou a
exploraciio adicional de cada problema na folha de calcu-
lo. Este foi o momento mais utilizado para abordar novos
conhecimentos matemdticos e introduzir conceitos tratados
no 3.° ciclo: representacio de pontos no plano cartesiano,
termo de uma sequéncia e ordem do termo, funcio, objecto
e imagem, varidvel independente e varidvel dependente, re-
presentacdo grafica e expressio analitica das funges linear,
afim e quadritica.

Apresentam-se, na pigina seguinte, os quatro problemas
propostos na 1.* cadeia.

Passamos a relatar alguns episédios de aulas que surgi-
ram no decurso da exploracio dos problemas com recurso a
folha de cilculo.

Na questdo 4 do problema 1 (pegas hexagonais), pre-
tendia-se que os alunos chegassem & expressdo analitica da
funcdo y = 3z e compreendessem o seu significado no con-
texto do problema. Para isso, passaram pela construgio de
uma tabela, representaram pontos no referencial cartesiano,
construfram o grifico e encontraram a expressao.

Episddio: A funcdo de proporcionalidade directa

Maria: Observem as coordenadas dos védrios pontos repre-
sentados no referencial. Podemos afirmar que existe uma
situaciio de proporcionalidade directa!

Grupo 4: Sim.

Maria: Porqué!

Grupo 4: Na tabela, os ndmeros das pegas sfo trés vezes os
ndmeros da figura.

Margarida: E por que serd que isso acontece?

Grupo 6: Porque cada figura precisa de mais trés pegas.
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3. Qual é a figum qnegmisn de 30 pegas hexagonais
para ser consiruida?

lu.\
PROBLEMA 1

A Beulriz constiuil a sepuinte sequéncia de Ggumas com ; s A .
1. & Beamriz decidiu constiolr uma vova sequéncia de

A PROBLEMA 2

O Carlos constuiu  wirios  solidos geomdtricos
stilizande somente cubos ¢ formou uma sequéneia, da
qual s¢ apresentam 08 Inés PrimeSiTos Tmwos:

3. Algum solide desta sequéncia tem 36 cubos no total?

4. Qual dos sélidos A. B on C ¢ equivalente ao solido
representado na 6.* fgura da sequéncia?

B3 pegas hexagonais que rerivon do sen be de
Dringuedos.

1.4 figurn 2 figurs 32 fiigum
1. De quantas pecas hexagonais 2 Beatrir necessita se

figuras utitizando 08 MesINas Pegas.

4.1 Deguantas pegas hexagonais a Beatriz necessita
s¢ qudser constrmira 1* figure da sequéncia? Ea

& figura?
quisar consmuir a 4° figum da sequéncia? E oo 107
S 4.2 Qual ¢ a figuea que necessita de 27 pecas para
gura? sey eonsmuida?
2. Desentia » 6* Ggua da ssquéncia
o
PROBLEMA 3

O Rodrigo tem quase uma centena de betlindes. Foi colocd-los em

caixas de 10 e sobraram-lhe 5! Tentou colocd-los em caixas de 15
sobraram-lhe novamente 5!
Quantos berlindes tem o Rodrigo?

to de Resol

20 de Probl

Margarida: E isso acontece sempre! Cada figura preci-
sa de mais trés pecas do que a figura anterior para ser
construida?

Alunos: Sim. [responderam a maioria dos alunos da turma]

Maria: Recordam-se de, na aula passada, quando resolvemos
as questdes 1, 2 e 3 deste problema, termos referido tra-

tar-se de uma situagfio de proporcionalidade directal?
Alunos: Sim.
Maria: O acréscimo, por figura, era sempre igual! E de quan-
tas pegas hexagonais!.
Alunos: Duas.
Margarida: Agora o acréscimo é de..
Alunos: Trés.

.7 [Pausa]

Margarida: Serd que o grifico que contém os pontos € uma
recta ou uma curva’

Grupo 2: Uma recta.
Margarida: Porqué!? ;
Grupo 2: Porque é de proporcionalidade directa.

Margarida: Vamos confirmar ento. Cliquem sobre um dos
pontos, pressionem o botfo do lado direito do rato ¢, em
seguida, seleccionem adicionar linha de tendéncia.

Hovembro

iz g g

20 sdlido

4 8 4

1.* solido 3% zolido

1. Quantos cubos $80 necessinios pata consnuir o 8%
solido da sequéncia?

2, Qual ¢ @ ordenm do solido na sequeéncia se necessita de
15 cubos para ser construido?

PROBLEMA 4

A Raquel pretende construir uma escada, empilhando cubos como
s& mostra na figura.
€  Se ela quiser que a altura da escada seja de 7 cubos, quantos cubos

ird precisar para construir essa escada? E se a altura for 11 cubos?

: SUB12
Edigaa 2007 2008 — Problema 12

. Sov dia Prol.

d suBL2
Edicio 2008 2009 - Problema 3 (Adaprade)

Os alunos foram seguindo as orientagdes dadas.

Margarida: Coloquem o cursor sobre a recta e pressionem
o botio do lado direito do rato. Seleccionem formatar
linha de tendéncia e, em seguida, mostrar equagio do
grifico.

A certa altura, visualizaram o grafico no ecri (figura 1). Se-
guidamente, Maria colocou uma nova questio a turma.
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Figura 1. Tabela, coordenadas. grifico e expressao analifica
da fungdo 4 = 3x.
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Niimero da figura  Nimero de pegas  Nimero de cubos

1 2 . 1
2 4 3
3 6 5
4 8 7
5 10 9
6 12 11

Figura 2. Tabela construida no quadro
[-]

Maria: Por que razéio aparece o trés na expressio da recta
y = 3z!
Grupo 1: Porque aumenta de trés em trés.

Maria: E se o niimero de pegas aumentasse quatro de cada
vez! Como € que aparecia a expressdo da rectal... g igual
a ... [Aguardou que algum aluno respondesse].

Grupo 4: Quatro.

Grupo 1: Nio, € 4z1.

Grupo 4: Porque é que niio pode ser sé 47

Grupo 1: Porque as figuras ndo tém todas quatro pecas.

Margarida: Isso mesmo.

Maria: Observem de novo o gréfico. A recta y = 3z contém
o ponto (0,0)?

Alunos: Sim.

Maria: Posso afirmar que o gréfico representa uma situagiio
de proporcionalidade directa?

Alunos: Sim.

Margarida: Porqué?

Grupo 7: Porque tem o zero.

Margarida: E o grifico € uma recta ou uma curva?

Grupo 5: E uma recta.

O segundo episédio ocorreu apés os alunos terem construi-
do na folha de cdlculo uma tabela de valores para responder
as questdes do problema 2 (sélidos com cubos).

Episadio: 0 conceifo de fundo afim

Margarida: Recordam-se do problema que resolvemos das
pecas hexagonais?

Alunos: Sim.

Margarida: O gréfico que obtivemos era uma recta ou uma
?
curval

Alunos: Uma recta.
Maria: E o que tinha essa rectd de especial?
Grupo 6: O zero.

Margarida: Passava na origem do referencial. E porqué, al-
guém sabe?

e doseidn [wedazia|

w e fe b

¥

Figura 3. Grafico da fungdo y = 8x - 1

Grupo 5: Porque era de proporcionalidade directa.

Margarida: E este problema que estamos a resolver, serd de
g P q
proporcionalidade directa?

Grupo 7: Nio.

Maria: Porqué!?

Grupo 2: No problema das pegas era sempre vezes dois ou
vezes trés.

Maria; E neste problema o que é que acontece?

Grupo 2: Nenhum niimero a multiplicar pela figura dd o nii-
mero de cubos.

Um grupo de alunos, apés consultar a resoluciio do proble-
ma das pecas hexagonais, nos seus apontamentos, afirmou:

Grupo 1: Professora, o niimero de cubos é igual ao do das pe-
¢as se tirarmos um.

Maria: Expliquem melhor a vossa ideia.
Aluno: Posso ir ao quadro explicar?
Maria: Sim.

O aluno dirigiu-se ao quadro e construiu uma tabela (figura
2). O didlogo gerou-se em seguida.

Aluno: O niimero de pegas é vezes dois o ntimero da figura e
o nimero de cubos é o niimero de pecas menos um.

Maria: Muito bem! E que niimeros sio estes? [Pausa] 2, 4,

6,8, 107
Alunos: Os pares.
Maria: Eestes? 1, 3,5,7,9, 117
Alunos: Os fmpares.

Margarida: Qual foi a expressio que apareceu na rec-
ta que representdmos no grafico do nimero de pecas
hexagonais?

Maria: Consultem os vossos apontamentos.
Grupo 4: y = 2z.
Maria: O grupo 1 afirmou que o niimero de cubos era igual

ao nimero de pecas menos um. Todos concordam? Ob-
servem a tabela!

Alunos: Sim.
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2 cubos 1 cube

o =
2—4 =4 cubos

1=1° cube

2 cubos

Figura 4. Esquema de contagem dos cubos por decomposicdo

L]

Maria: E a expressdo que obtivemos no problema das pegas
foi y = 2!

Alunos: Sim.

Maria: Alguém sabe qual poders ser a expressio que dd o
numero de cubos?

Grupo 5: O nimero de cubos € igual ao nimero de pegas
menos um.

Margarida: Exactamente. Logo a expressdo €...1

Maria: y igual a ...[Pausa]

Grupo 1: y =2z — L. ‘

Maria: Muito bem! E isso mesmo. Sinal de mais para o gru-
po 1!

A conclusdo obtida pelo grupo 1 foi confirmada com a vi-
sualizacio do grifico da fungiio y = 2z — 1 na tela branca
(figura 3).
Antes do final da aula, houve ainda oportunidade para
introduzir o conceito de funcio afim.
Maria: O gréfico representa uma situaciio de proporcionali-
dade directa?

Alunos: Nio.

Margarida: Muito bem. No entanto o gréfico é uma recta,
dizemos que representa uma fungio afim.

Grupo 3: Sempre que é uma recta € afim?

Margarida: Sim. Mas irdo aprofundar este assunto no oita-
VO ano.

Maria: Neste momento, apenas é importante que tomem
conhecimento que nem todos os grificos que sdo rectas
traduzem uma situaciio de proporcionalidade directa.

4 =2 cubos

A resolucio do problema 3 (sobram sempre 5!) constituiu
uma outra oportunidade para a comparagiio entre fungBes:
y =10z e y = 10z + 5. Os alunos representaram os grd-
ficos das duas fungbes na folha de célculo e ocorreu uma
discussdo interessante acerca do significado dos parimetros
presentes nas duas expressoes, tendo em conta o problema.

O dltimo episédio que apresentamos surgiu durante a
exploracdo do problema 4 (uma escada com cubos). Foi su-
gerido aos alunos um esquema de contagem dos cubos (figu-
ra 4). Com base no esquema, construiu-se, no quadro, uma
tabela (figura 5).

Seguidamente, os alunos ligaram os computadores e fize-
ram a tabela na folha de cilculo. Foi-lhes pedido que selec-
cionassem as duas primeiras colunas da tabela e criassem o
grifico da respectiva fungiio. O episédio desenrola-se a par-

tir daqui.
Episodio — 0 grafico de uma fungdo quadratica

Maria: O gréfico é uma recta ou uma curva!

Alunos: Uma recta.

Maria: Por que é que aparece y = x!

Alunos: Porque o niimero de degraus é igual & altura da
escada.

Margarida: Seleccionem agora os valores da primeira coluna
e os da terceira coluna e construam o gréfico.

As duas professoras circularam pela sala, auxiliando os alu-
nos, até que todos conseguiram construir o gréfico da fungio
y = &2 Maria colocou questdes:

Maria: O gréfico é uma recta?

Nimero de degraus 1 2 3 4 6 8 9 10 11
Altura das escadas 1 2 3 4 6 8 9 10 11
Nimero de cubos que restam 1 4 6 25 36 49 64 81 100 121
Total de cubos 2. 6 12 20 30 42 5 72 9 110 132

Figura 5. Tabela construida no quadro
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Alunos: Nio, é uma curva.

Maria: Por que serd que isto acontece!

Grupo 2: Porque ndo aparece .

Margarida: Nio aparece x, como?

Grupo 2: E um 2 com um 2 em cima.

Maria: Querem dizer que aparece x ao quadrado?
Grupo 2: Sim. Se fosse s6 x era uma recta.
Margarida: E y = x + 2 também era uma recta?
Grupo 3: Sim, sé que ndo passava no meio.

Maria: Quando o grafico de uma funcio € uma curva e a fun-
L. . 2 1 . 2
cio € do tipo ¥y = 2%, ela classifica-se como ... [Maria fez
um sinal a Margarida]

Margarida: Funciio quadritica.

Maria: Iro estudar este assunto quando chegarem ao nono
ano. [Pausa] Atencio turma! Qutra coisa nova que

aprenderam hoje é que nem todos os graficos de fungdes
sd0 rectas. [Pausa] Também podem aparecer curvas.

Conclusao

A exploracio adicional dos problemas, com recurso a folha
de calculo, possibilitou introduzir novos conceitos matema-
ticos, recorrer a vérias representacdes, estabelecer conexdes
entre tépicos matemdticos, formular e testar conjecturas,
bem como, generalizar. Contribuiu para que os alunos de-
senvolvessem o seu pensamento matemadtico, percebendo
que a Matemitica pode ser construida.

No decurso desta experiéncia o curriculo foi interpreta-
do e recriado pelas duas professoras, em torno de propésitos
comuns. Os préprios problemas possibilitaram estabelecer
varias conexdes matemadticas entre conceitos e articular t6-
picos abordados nos 2.° e 3.° ciclos. A exploracio dos pro-
blemas implicou analisar questdes, investigar diversas estra-
tégias de resolugio, bem como comunicar e discutir essas
estratégias. Note-se que, numa fase inicial, os alunos usaram
as suas concepcdes anteriores sobre como realizar a tarefa
mas, numa fase posterior, apds a reflexfio e a comparacio
dos diferentes processos deram passos cruciais para o desen-
volvimento de uma nova concepcio (Serrazina & Oliveira,
2010). Através do recurso ao computador, os alunos envol-
veram-se activamente na realizaciio das tarefas, experimen-
tando; explorando, investigando, escolhendo e decidindo,
revendo e avaliando os resultados alcangados.

O trabalho na resolugo dos problemas envolveu sem-
pre trés periodos de acgio: 1) abordagem inicial ou prepara-
Cio; 2) desenvolvimento; 3) revisdo global. Inicialmente, os
alunos tentaram resolver individualmente o problema, re-
correndo a processos distintos de resoluciio que foram apre-
sentados por escrito e oralmente; seguiu-se © momento da
discussdo colectiva que incidiu sobre os vdrios processos de
resolugiio utilizados; posteriormente, procedeu-se & valida-
¢do dos resultados, ao estabelecimento de generalizagtes e a
formulagio de novas questdes que foram aprofundadas com
recurso a folha de célculo.

Muitos dos conceitos matemdticos emergiram da ex-
ploracio dos proprios problemas, tendo sido possivel esta-
belecer uma variedade de conexdes matematicas, além de
numerosas ligagdes entre tépicos do 2.° e do 3.° ciclo do en-
sino bdsico.
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Problemas e Conexoes, com Tecnologia ‘
fidelina Precafado .
Nos «Principios e Normas para a Matemitica Escolar», do .
NCTM, refere-se para os anos 9-12, que «Quando os alu-
nos conseguem ver conexdes entre diversas dreas e contei-
S dos matemdticos, desenvolvem uma visdo da Matematica
il como um todo integrado». Neste artigo valorizo a resolugio
,_"m: de problemas ¢ a utilizacio de tecnologia porque penso que
oo s podem facilitar a observacao por parte dos alunos de cone-
st xoes entre diversas ideias e topicos matematicos e contribuir
. ™ para que observem esta visfo da Matemdtica como um todo
'._' integrado. Apresento trés problemas, abordados sobre mais
crd do que uma perspectiva e onde penso que a tecnologia de-
ool sempenha um papel significativo.
.
= - Problema 1: 0 Trigngulo rotafivo
L] Ldas
280 Este problema € apresentado em http://nrich.maths.org/266, il
ety sob a forma de uma aplicagio interactiva e com 0 seguinte
o -...-: enunciada: .
. Os circulos interiores sdo tangentes um ao outro e tangentes !
o — também ao circulo exterior, Se alterarmos o raio dos circu-
los interiores ou se mudarmos a posicio destes circulos, come
{ varia o perimetro do tridgngulo definido pelos centros dos trés |

circulos!?

1
. RN
Il-ﬁ‘. ™ "

Figura 1. Trigngulo rofafive
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Apresentei-o a alguns dos meus alunos , no final do 10°
ano, na forma: construir, com um programa de geometria
dindmica, os cfrculos nas condigdes apresentadas «circulos
imerioges tangentes um ao outro e tangentes também ao cir-
culo exterior». Estes alunos estavam habituados e manipula-
vam razoavelmente o Geogebra, por isso, 4 partida, pareceu-
-lhes fécil o que lhes estava a pedir. Na verdade nio foi as-
sim, depois de algum desespero, fui-lhes dando umas «dicas»
que os levaram a perceber que nos pontos de contacto os
circulos tém uma tangente comum, perpendicular tanto ao
raio do circulo exterior como ao circulo interior e que lhes
permitiu, depois, provar que o perimetro do tridngulo é igual
ao dobro do raio do circulo maior.

De facto, sendo R o raio do circulo maior, 71 e 73 0s
raios dos outros circulos, entfio o perimetro do tridngulo serd
(R—71)+ (R—r2)+ (r1 +7r2) = 2R. A partir daqui a
construcio torna-se facil. Tal como foi colocado, o desafio
revelou-se, para alguns alunos, interessante, talvez porque
menos habitual. Primeiro descobriram/provaram uma pro-
priedade para depois fazerem uma construgiio, um pouco ao
contrdrio do que acontece a maioria das vezes.

Qutra forma de abordar o problema, mais simples para a
generalidade dos alunos e mais compativel com o tempo que
em geral dispomos, serd fornecer-lhes a aplicacio, deix4-los
experimentar, sugerir por exemplo a construgio de uma ta-
bela com os raios de cada circulo e o perfmetro do tridngulo,
desafid-los a conjecturar e depois a provar que o perimetro
do tridngulo é 2R.

Em qualquer dos casos a tecnologia é parte do desafio
ou o facilitador da descoberta. O problema conecta conheci-
mentos para chegar a construciio dos circulos tangentes. Por
outro lado, a experiéncia, a conjectura e a prova articulam-
-se e fazem sentido. A prova de que «o perfmetro do tridn-
gulo definido pelos centros dos trés circulos é igual a 2 vezes
o raio do circulo maior» tornou-se indispensével para fazer
«a simplés construgiion».

Problema 2: A escada

Uma parede tem & frente uma zona com plantas, limitada por
um muro com 1 metro de largura e 1 metro de altura. Temos
uma escada com 3 metros. Em quantas posigoes diferentes serd
possivel colocar a escada a partir do chiio, encostando ao muro
e chegando 4 parede?

Uma abordagem do problema poders ser:

— Construir uma representagdo geométrica da situagio,
deslocar a escada e conjecturar.

— Provar o que foi conjecturado.
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Figura 2. A escada

Na figura 2 apresenta-se uma abordagem possivel . E uma si-
mulagio com a calculadora Ti-nspire, facilmente construi-
da pelos alunos ou em alternativa fornecida pelo professor e
que permite experimentar, deslocando o ponto P, e procu-
rando as possiveis posicdes da escada.

Nos dois slides da figura 3 apresenta-se parte da resolu-
¢do apresentada por dois alunos do 11° ano. Os alunos ex-
perimentaram e encontraram a resposta, com o Geogebra.
Depois resolveram o problema algebricamente e recorreram
a calculadora gréfica para encontrarem as rafzes da equacio

N
senf  cosf

Para o mesmo problema outros alunos recorreram a seme-
Ihanga dos tridngulos FDE ¢ FGB.
Fazendo C'G = z, estudaram a igualdade

2+ 1 iy

3 z+1

e determinaram os valores possiveis para © + 1.

Concluiram que s6 hd duas posiges possiveis, para 4n-
gulos da escada com o solo de aproximadamente 34° e 56°,
sendo esta tltima posi¢do a que permite uma altura maior,
de aproximadamente 2,5m.

Também neste problema o uso da tecnologia foi impor-
tante, ndo s6 para possibilitar a experimentacio, mas tam-
bém como meio auxiliar para encontrar as soluges aproxi-
madas .

Quando temos tempo para deixar que os alunos procu-
rem o caminho para a resolugio de um problema e nio os
encaminhamos demasiado, raramente todos resolvem da
mesma forma e a apresentacio 4 turma e/ou a discussdo per-
mite muitas vezes fazer conexdes entre ideias e entre temas
mateméticos diferentes jd estudados.




A escada pode ser colocada apenas em duas posicoes diferentes:

a o O
« fazendo um angulo com o chao de aproximadamente 33,83

=0

= fazendo um angulo com o chao de aproximadamente 56.1 [ s

Demonstracéo:

Figura 3. Resolugdo do problema da escada

Problema 3: Funcdes no friangulo isdsceles

ABC' é um tridngulo isésceles, com AB = AC = 5 cm. Seja
z a medida, em cm, da base do trifingulo ABC e a a amplitu-
de, em graus, do dngulo BAC. Quais sfo as caracterfsticas do
tridngulo de drea mdxima! Como varia a drea do tridngulo em
fungdo de z e em fungfo de @? Como varia o perimetro do tri-
dngulo em funcio de = e em fungio de a?

Este problema foi adaptado de http://illuminations.nctm.
org. E um problema simples, quer do ponto de vista do enun-
ciado quer do ponto de vista da construgfio/experimentacio
com geometria dindmica.

Se deixarmos que os alunos recolham e analisem os da-
dos relativos 4 base, Angulo, perimetro e drea e que depois
procurem as fungdes que modelam esses dados encontrare-
mos um conjunto diversificado de fungdes — polinomiais,
irracionais, trigonométricas. Para além disso, teremos opor-
tunidade de relacionar a construcio, a experiéncia, a reco-
lha e tratamento dos dados, a conjectura e a procura das
fungdes que modelam as diversas situaces (drea ou o pe-

0.5cm

m 1.3 |» *riangulo w

—y

Sem

BC=1.62cm
BAC=18.6°
p=11.6cm

a=3.99 cm®

Figura 4

A resolugao da equacgao

Permite-nos obter os dois angulos possiveis:

rimetro em fungio do dngulo ou da base). Podemos ainda
fazer o confronto entre estes modelos e os dados recolhi-
dos através da sobreposi¢io dos grificos das fungdes com as
nuvens de pontos e ainda usar derivadas para provar, por
exemplo, que o tridngulo de 4rea mdxima é mesmo o trifn-
gulo rectingulo.

Calculadoras e software de computador estio cada vez
mais préximos , comecamos a pensar que apenas Usamos o
«pequenino ecri» porque ndo sio permitidos computadores
nos exames.

Para este problema, deixo o que poderia ser uma explo-
racio com a calculadora ou software Ti-nspire:

1. Construir o triingulo ABC' e medir o lado BC, o 4ngulo
BAC, o perimetro (p) e a drea (a) do trifngulo. (fig. 4)

2. Criar uma folha de célculo e «Capturar» os dados das
varidveis BC, BAC, p e a, antes definidas. (fig. 5)

3. Criar folhas de estatistica e analisar os dados, nomea-
damente as nuvens de pontos que permitem relacionar
a drea e o perimetro respectivamente com a base BC e
com o angulo BAC.

42,5799 8,45772 13.6309
43,2893 8.57102 13.6885
43,7885 8,64999 13.729
44.5048 8.76212 13.7869
45, 8.83883 13.8268“
454913 ° 8.9143 13.8664
46.2132 9.02399 13.9244
46.4518 9.05994 S

1 3.9436%|

Figura §
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4. Traduzir a drea do tridngulo em funciio de = (medida de
BC) e confirmar que essa fungfio se ajusta i respectiva
nuvem de pontos. Fazer o mesmo para a drea em funciio
do dngulo BAC e para o perimetro em fun¢io do lado
ou do angulo. (Fig. 62 9)

Poderemos ainda pedir aos alunos que generalizem para o
tridngulo isésceles de base z, lados iguais /, e 4ngulo oposto
a base a.. Obteremos para a drea e perfmetro, em funcio de
x e de ¢, respectivamente:

iy, x2 =
5 e .
a(z) 5 T a(z) 7 sena;
+

plz) =2l+z e p($)226(1+5en%).

Em sintese, parece-me que a resolugio de problemas e a
oportunidade de usar ferramentas diversificadas nomeada-
mente as tecnoldgicas sdo importantes para que os alunos
estabelecam conexdes entre ideias e temas matemdticos.

| 1.3 |b Mriangulo w

perimetro

Figuras 7

2|13 | *iangulo w

Figuras 9

Para que isto acontega é também indispensdvel algum tem-
po, o tempo para trabalhar em sala de aula, o tempo para o
professor poder ajudar os alunos com as tais «dicas» e desa-
fios em vez de responder & velha pergunta «stora o que é que
é para fazer!» Mas, & preciso, também, menos alunos nas
turmas, pelo menos algumas vezes. Reivindiquemos o des-
dobramento (perdido) em Matematica!

Nota: Os problemas apresentados neste artigo foram traba-
lhados na escola e numa sessdo pritica do ProfMat 2009,
com a colega Teresa Moreira.
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S0

Figura 1. Exemplo de uma arvore gerada por um L-sistema

L-sisfemas

Em 1968, Aristid Lindenmayer (1925—-1989), um botanico
hiingaro, entio na Universidade de Utrecht, abordou com
uma perspectiva radicalmente inovadora a descriciio dos pa-
drdes de crescimento de certas populaces de algas e bacté-
rias. Iniciava-se nessa ocasido o estudo dos L-sistemas.

Do ponto de vista estritamente matemdtico, um L-siste-
ma ¢ simplesmente um triplo IL = (£, w, P) onde, X é um al-
fabeto, ou seja, um conjunto finito de simbolos; @ é uma pa-
lavra, ou seja, uma sequéncia finita de simbolos do alfabeto.
Esta palavra especial designa-se de axioma ou estado inicial
do L-sistema. (O conjunto de todas as palavras de um alfa-
beto X, denota-se por £".) Finalmente, P ¢ um conjunto de
regras produtivas.

De modo a tornar mais claro o papel de cada um destes
elementos, consideramos um primeiro exemplo. Seja entio
L =(X,@,D) o triplo onde ¥ = {A,B); @ = A e P consiste
nasregras A — AB e B — A.Qual é o papel de we P?Jd se
disse que w representa o «estado inicial do sistema». A par-
tir desse estado inicial esse mesmo sistema «evolui» através
da aplicacio das regras produtivas, cada uma delas descre-
vendo uma substituicio de stmbolos. No nosso caso, da apli-
cagdo -das regras resulta a substituicio simultdnea de qual-
quer «A», pela palavra «AB», e de qualquer «B» por «A». O
processo evolutivo que mencionamos é descrito na figura 2.

Continuamos a ilustar a potencialidade dos L-sistemas
através de um exemplo com cariz mais matemdtico: a sequén-
cia de Fibonacci. Considerando o alfabeto X = {A, B}, o axio-
ma A e as regras produtivas A — B e B — AB obtemos, ite-
rando a utilizacio dessas regras a partir do estado inicial 4, a
seguinte sequéncia de palavrgs (até & quinta iteragio):

Iteracio o: A
Ireraciio 1: B
Ireracio 2: AB
Iteracio 3: BAB

fy

AT BF2A SASB A% Bp %A

.. ; 1.. L] L]
A /B A\ A\ /B

Y

L
Ll
(]

L]

Figura 2

Iteracio 4:  ABBAB
[reracio 5: BABABBAB

Como se devia esperar o resultado € uma sequéncia de pala-
vras do alfabeto descrito. De que modo se relacionam estas
palavras com a sequéncia de Fibonacci? Essa relaciio € feita
através dos comprimentos dessas palavras. Registando es-
ses comprimentos ao longo das sucessivas iteragies obtemos:
1,1,2,3,5,8,..., a sequéncia de Fibonacci, precisamente.

Como este Gltimo exemplo ilustra, ndo sio as palavras
que resultam da iteragio de um L-sistema os objectos que,
em Gltima andlise, nos interessam. Na maior parte dos casos,
0 que nos interessa é algum tipo de informagiio que esté re-
lacionada com essas palavras. Ao processo de extraccio des-
sa informacio damos o nome de interpretacdo do L-sistema.

Os L-sistemas podem ser usados de forma mais «artisti-
ca». Para esse efeito, precisamos de os interpretar de modo
que descrevam contetido grifico (ou musical, ou outro mas,
como jd se referiu, destes ndo nos ocuparemos aqui).

Um terceiro exemplo ilustrard como podemos extrair
esse contetdo, David Hilbert (em 1891) concebeu uma
maneira de mergulhar a recta no plano de forma continua
(Giuseppe Peano fez o mesmo, um ano antes.). (Esta afir-
macio pode traduzir-se de modo mais rigoroso na existéncia
de uma bijecciio f: R — R? continua, i.e., satisfazendo a
propriedade: dado € > o, para obter d,(f(x), f(y)) < ¢, bas-
ta considerar d,(x,y) <0 para um certo 6 > o [que existe].
Dito de forma menos rigorosa, para obtermos valores sufi-
cientemente préximos da fungo, basta que consideremos
valores suficientemente proximos dos argumentos.) Aqui
d; e d, representam as fungdes «distincia» em R e R?, es-
pectivamente, que se definem através das relacdes:

di(x,y) =[x —yle,

d2((xf y)! (ul U)) == \} (I == ”)2 + (l" == 'U)z -
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Figura 3. As primeiras guatro iteracdes do L-sisfema que produz as aproximacoes da curva de Hilberf.
Desafia-se o leifor a escrever as palavras geradas pelo L-sistema nestas primeiras iteracies e a
verificar que correspondem. atraves da interpretagao® as figuras acima. [A farefa forna-se entediante
a curfo prazo:  por isso que os computadores e as linguagens de programacdo sdo inferessantes

nestas circunstancias.]

Se a fungiio inversa de f também fosse continua, entio a
recta e o plano seriam topologicamente equivalentes. De fac-
to, nenhuma bijeccdo # : R* — R pode ser continua. Deste
modo, o plano e a recta ndo sio topologicamente equivalen-
tes: um resultado conhecido como invaridncia dimensional.

Esta fungio, conhecida como curva de Hilbert pode ser
descrita através da interpretacio de um L-sistema: conside-
remos o alfabeto (L, R, F, +, —}, 0 axioma L e as regras produ-
tivas L - +RF —LFL—~FR+ e R — —-LF + RFR + FL-. Os
simbolos F, +, — serflo interpretados da seguinte forma: o sim-
bolo F corresponde a deslocarmo-nos em frente, uma distan-
cia fixa, desenhando ao mesmo tempo um segmento de recta
com correspondente comprimento; ao simbolo «#» corres-
ponde «rodar para a esquerda go®» e, ao stmbolo «—» corres-
ponde «rodar para a direita go®». Os restantes simbolos nio
sdo interpretados, o que significa que quando s encontramos
numa palavra, ndo lhes corresponde nenhuma accio. (Enfa-
tizamos aqui um aspecto importante: embora certos simbo-
los ndo sejam interpretados isso ndo significa que possamos
dispensd-los na descricio de um L-sistema; de facto, eles tém
um papel imprescindivel na formacio das palavras.) Iterando
este L-sistema obtemos a sequéncia de curvas descritas na fi-
gura 2, que sdo aproximagdes da curva de Hilbert.

Temos vindo a descrever a forma mais simples de um L-
sistema. Versbes mais sofisticadas (onde existe uma depen-
déncia do contexto) admitem regras que se modificam con-
soante o contexto em que as letras surgem'nas palavras, ao
longo das iteragdes. Por outro lado, a liberdade quase infi-
nita de produzir interpretagtes de L-sistemas, confere a es-
tas estruturas uma enorme potencialidade para gerar objec-
tos graficos abstractos. Objectos, como os que descrevemos
aqui, podem ser mais interessantes do ponto de vista mate-
matico (embora a versdo tridimensional da curva de Hilbert
[figura 3] possua um valor estético inegével), mas noutros
casos, como o da capa do niimero anterior da EeM, as ima-
gens geradas s3o esteticamente muito interessantes.

L
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Recursao—um «pincel» matematico

A recursdo € um processo fundamental na descricio de ob-
jectos matemdticos. Paralelamente pode ser explorado de
modo a produzir imagens fascinantes. Nio vamos aqui abor-
dar o conceito de forma metédica e rigorosa. Basta-nos a

Figura 3. Representacdo artistica de uma iteragdo da versdo
fridimensional da curva de Hilberf




52

- .

nogio de que iterar uma fungido f num ponto x (um caso
particular de recursio), corresponde a construir a sequéncia
infinita: {x, f(x), A{Ax), AAFx))), ...). Para simplificar a no-

tago, introduzimos a seguinte definicio
20 =x, £ ) = floo), £2(x) = fRR), F2(x) = AFA)), -

a luz da qual iterar uma fungio num ponto corresponde a
formar a sequéncia (infinita),

(FO@), F1(x), F20), FP(x), .0

(Se notarmos que as regras produtivas de um L-sistema, de-
terminam uma funcdo que transforma palavras em palavras,
facilmente nos convencemos que a iteracio de um L-siste-
ma nio € mais que a iteragio de uma funcio na palavra que
corresponde ao axioma desse mesmo L-sistema. )

Precisamente, utilizando este conceito, podemos descre-
ver imagens especialmente interessantes, impossiveis de ob-
[ET POT OULTOS Processos.

O corpo dos niimeros complexos (denotado por C) é
uma extensdo do corpo dos nimeros reais. A multiplicacio
e adigio complexas sio uma extensdo das suas congéneres
reais e, 0os nimeros complexos podem representar-se na for-
ma a + fi, onde @, § sdo nimeros reais e i ¢ um novo objec-
to (denominado unidade imagindria) cuja principal proprie-
dade ¢ descrita pela igualdade # = —1.

A representacio dos nimeros complexos que mencio-
namos antes permite-nos identificar cada niimero complexo
@ + pi com o ponto do plano de coordenadas (a, ), facto
este que pode ser explorado para definir imagens no plano.
[sso mesmo foi feito por Benoit Mandelbrot ao produzir a
primeira visualizacio de um objecto fractal. Para que pos-
samos descrever esse objecto temos que considerar os poli-
nomios de coeficientes complexos da forma plz)=z"+c¢
(onde ¢ € €). Quando iteramos estes polindmios no ponto
z = 0, obtemos a sequéncia infinita:
{p2(0), pilo), pi(0), pX(0), ) = (0,c,¢* + ¢, (c* +¢)* +¢,..).
A cada nimero complexo c=x+yi pode associar-se
um nimero real que se designa o seu médulo, que se de-
nota por |z] e que se calcula arravés da seguinte defini¢iio:
Jx + yi] = /22 + ¥2. Quando iteramos um polinémio p_(z)
em z =0, duas coisas podem acontecer: (1) ou existe um
nimero positivo k tal que para qualguer 1 se tem [pl'(0)] < k
ou; (2) [p(o)] = oo, ou seja, as iteradas possuem médulos
arbitrariamente grandes. Pode demonstrar-se que a condi-

Figura 4 Conjunto de Mandelbrot

¢ao (1) pode ser substituida por uma mais favoravel: (1°)
para qualquer i tem-se [p/'(0)] < 2.

A figura 4 € resultado da visualizagio deste processo.
Obtém-se da seguinte forma: depois de fixarmos um limite
para o nimero de iteracdes, digamos k iteragdes, os pon-
tos do plano que correspondem a nidmeros complexos ¢ € C
para os quais se tem pr(o}' < 2 sio coloridos com uma cor, e
0s que nio verificam esta propriedade sdo coloridos com ou-
tra cor.

A figura € assim uma aproximacio de um subconjunto
do plano conhecido como conjunto de Mandelbrot. Sio mui-
to conhecidas variagbes mais coloridas deste objecto onde,
as cores adicionais sdo atribuidas em funcio de uma nogao
designada por velocidade de divergéncia que, grosso modo, é
uma medida de quao ripido [p!'(o)| tende para infinito.

As caracteristicas de auto-semelhanca do conjunto de
Mandelbror tornam-no num objecto esteticamente atraen-
te. Mas, pode fazer-se melhor, e a igura 5 mostra uma varia-
¢ao tridimensional do conjunto de Mandelbrort, cujo valor
estético nos escusamos 4 comentar.

I\-l'{t.\', Como _‘_‘L‘I'u.'l';!!l:'.]]' O m u_fn cCoOmo se UE“EL_‘\,'C 0 con-

junto de Mandelbrot ao espago! Poderfamos pensar em re-
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- produzir todo o processo, passando do corpo C (que também

€ uma dlgebra normada de dimensdo 2 sobre R) para um corpo
K que, enquanto dlgebra normada sobre R fosse desta vez
de dimensio 3, fornecendo-nos assim informagio acerca de
pontos do espago. Acontece que ndo existem muitos tipos
de dlgebras normadas sobre R. Efectivamente, um resulta-
do de Hurwitz estabelece que as possiveis dimensoes de tais
dlgebras sdo 1, 2, 4 e 8. As duas primeiras dimensdes corres-
pondem a IR e C: os corpos dos niimeros reais e dos nimeros
complexos. As estruturas que correspondem as dimensoes 4
e 8 sdo constituidas por ndmeros hipercomplexos e corres-
pondem aos quaternides (IH) e aos octonides (0O). Temos:
R ¢ C c H c O, mas, na passagem de C para H a multipli-
cagio deixa de ser comutativa e, na passagem de [H para O
deixa de ser associativa.

Os quaternides podem representar-se como expressoes
formais do tipo @+ bi + ¢ + dk onde os a,b,¢,d sdo nime-
ros reais e i,j,k sdo unidades hiper-imagindrias. A adicio
de quaternides € a generalizacio 6bvia da adicio de name-
ros complexos. No caso da multiplicacio o procedimento é
semelhante ao caso complexo, uma vez que conhecamos o
modo como operar as unidades hiper-complexas, algo que se

Figura §

descreve na tabela seguinte que contém as famosas igualda-
des de Hamilton.

=k jk=i ki=j
ji=—k kji=—i ik=-j
f2=j2=k1=—1

Tal como os complexos se padem identificar com pontos do
plano, os quaternides podem identificar-se com pontos do
hiper-espaco de dimensdo 4. Por outro lado, a dlgebra sub-
jacente a esta estrutura permite que se considerem poling-
mios sobre 0s quaternides, em particular que se considerem
polinémios do tipo pw) = w* + ¢ (onde ¢ € H) que, sdo
precisamente os polinémios do tipo considerado na defini-
¢do original do conjunto de Mandelbrot. Isso permite-nos
definir uma versdo a quatro dimensdes do conjunto de Man-
delbrot considerando os pontos ¢ € H para os quais existe
k> o de modo que [p(0)| < k para todos os possiveis 11 € N.
(O médulo de um quaternizio € definido através de

la+bi+cj+dk= Va2 +b*+c2+d°.)

Esta construgdo, no entanto, gera um hiper-volume. A res-
pectiva visualizagiio s6 é possivel através de fatias tridimen-
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Figura 6 Um nimero complexo representado
no plana de Argand

Figura 6B Poténcias de um nimero complexo

sionais desse nl\jn'iu. A heura 5, mostra uma dessas fatias,
para uma versio quaternionica do comjunto de Julia.

Mas 0 que dizer de uma versio genuinamente tridimen-
sional (ndo obtida por via indirecta) do conjunto de Man-
delbrot? O facto ndo podermos impor sobre R® uma estru-
tura algébrica «semelhantes a € ndo ¢ razio para desistir
imediatamente. Em RY existe uma estrutura aditiva dada
“k'l:! |l‘|!|i|| .|\||‘_I.-|| ) \|L' VeClrores:

(x,y,2) +(a,b,c)=(x+a,y+b,z+c).
Existe igualmente uma norma, definida por
NG, v, 2] = +fx2 4+ 42 + 22
A estrutura aditiva e normada dos complexos pode ser «em-
bebida» na estrutura aditiva ¢ normada de IR? usando a
«identificagio» z = x+ yi — (x,1,0) que possui as proprie-

llil\]l“- sefuIntes:

Figura 7

Az +¢ 22) = fz) +p Az2);

LA = Iz].

O problema envolve a multiplicagio.

sem multiplicacao, nio podemos calcular quadrados ¢,
sem isso, 0s polindmios p (2) = 2% + ¢ sdo initeis neste con-
texto. Mas isto, em si mesmo, nio constitui obsticulo [rara
um maremiitico. Porque nao inrerpretar «quadrado de ...»
de forma conveniente, usando uma funcio @ : R? — R? con-
siderando, desta forma, os «polinémioss p (2) = ((z) + ¢!
Matematicamente nao hi nada de errado com esra opgao,
mas se  for uma translacgio, ie., do tipo 0(z) = z + k en-
o, a iteracio de p (z) no ponto o = (0,0, 0) resulta na
\\'i|i|L-'n'\].|

(o,k +c,2(k +c), 3(k +c¢), .)

que s6 produz uma iteragio limitada se k = —c, ou seja, num

tinico caso. Assim a imagem resultante seria um ponto de
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Figura 8 Versdo 30 do Conjunto de Mandelbrol

uma cor e o resto do espaco de outra—absolutamente desin-
teressante! Uma melhor escolha para 6 foi feita por Daniel
White ¢ Paul Nylander que, conceberam @ de modo a repro-
duzir em R? o «efeito geométrico» da dlgebra dos nimeros
complexos. Um niimero complexo z = x + yi pode ser iden-
tificado com o ponto (x, ¥) do plano (IR). Os pontos do pla-
no podem, por sua vez (com a excepgio de (o, 0)) ser descri-
tos na forma (rsen(a), reos(a)) = r{sen(w), cos{a)), um facto
que estd na base da representagiio trignométrica dos nime-
ros complexos (fgura 6a). O efeito de elevar um complexo z
a sua 1-ésima poténcia ¢ o seguinte: se z = r(sen(a), cos(a))
entdo =" = r(sen(na), cos(na)) (figura 6b).

Acontece que todo o ponto do espago possui uma repre-
sentacdo trignométrica semelhante a esta. Mais precisamen-
te, todo o ponto do espaco (excepto (0, 0, 0)) possui uma re-
presentacio do tipo r(sen(y’) cos(yp), sen(i)sen(qp), cos(1r))
(onde @, ¢ sio como na figura 7.

Estamos finalmente prontos para proceder a generaliza-
¢io anunciada. Muito naturalmente definimos:
0, (r(sen(yr) cos(), sen(y) sen(yp), cos(y))) =
= r"(sen(iyr) cos(iq?), sen(ny) sen(ig), cos(niy)).

O resultado é surpreendente! (Figura 8.)

Paradoxo e auto-referéncia

Temos descrito formas de acordo com as quais «artes pode
ser produzida usando conceitos matenyiticos. Sabe-se que
nogoes que foram em |‘1'imcirn Illf_:;il' (!N|1|t=r'.nl:1.\' ¢ experi-
mentadas pelos artistas, se tornaram objectos da sistema-
tizagio matemitica: a geometria projectiva ¢ um exemplo
extraido (3 pressa), entre outros igualmente fundamentais.
Talvez menos evidente € o facto de certas noghes constitui-
rem tema comum, para a Arte ¢ a Matemdtica. Mencionare-

mos dois exemplos: paradoxos € «auto-referéncia».
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Figura 9. Reng Magrifte — La
reproduction inferdife, 1937

Paradoxos

A Matemitica, como é do conhecimento geral existe, en-
quanto corpo do conhecimento, na mesma medida em que
consegue evitar o paradoxo. Isto significa apenas que o cor-
pus mathematicum deve ser livre de paradoxos, mas néo sig-
nifica que a respectiva praxis possa viver livre dele. De facto
a histétria revela que os grandes avancos da Matematica se
deram a partir de conceitos aparentemente paradoxais, ou
mesmo paradoxais quando formulados de forma ingénua.

A Matemitica actual encontra-se fundada na nogéo de
conjunto. Com isto deve entender-se que qualquer nogio
matemdrica, por mais elaborada e abstracta que seja pode,
em tltima instincia, ser descrita 4 custa da nocio de con-
junto. Georg Cantot, o fundador da teoria de conuntos defi-
niu a nogio de conjuntos de tal modo que seria sempre con-
cebivel, como conjunto, a colecciio de todos os objectos que
possuissem uma dada «propriedade»: o conjunto dos portu-
gueses que nao gostam de pagar impostos, por exemplo. Esta
concepcio, aparentemente «inofensiva» &, apesar de tudo,
paradoxal. Esta natureza exibe-se através do famoso Parado-
x0 de Russell. Considerando o conjunto A de todos os con-
juntos que ndo sdo elementos de si préprios temos, por um
lado que, se A € elemento de A entfio, uma vez que possui a
propriedade de ndo ser elemento de si préprio, resulta que A
nio ¢ élemento de A. Por outro lado, se A ndo é elemento
de A entiio, tendo em conta a propriedade que define os ele-
mentos de A, resulta imediatamente que A € elemento de A.
Acabdmos de verificar que A € elemento de A se e s6 se A
nio € elemento de A (uma situacdo evidentemente parado-
xal). Dos esforcos para contornar este paradoxo surgiu uma
das mais (sendo a mais) pujante das teorias matemdticas.

Esta «vitalidade» inerente & nogio de paradoxo nio es-
capou aos artistas. Apresentamos aqui dois exemplos, um
de René Magritte (figura g), outro de M. C. Escher (figura
10). O exemplo da autoria de Escher recorre a uma ilusio
de perspectiva de modo a descrever uma espécie de «mo-
vimento perpétuo». Nesse sentido, € de certa forma seme-

Figura 10. M. C. Escher — Waterfall. 1961

Figura 11. Robert Fludd — Parafuso de
Roua. 1618

lhante ao «Parafuso de dgua» descrito por Robert Fludd em
1618 (figura 11). Na gravura surge um mecanismo que su-
postamente deveria assegurar um tipo de movimento per-
pétuo. Este género de acgio viola as leis da Termodindmica
sendo também ele paradoxal, & luz da Fisica estabelecida.

Aute-referéncia

Um segundo «tema» comum a Matemadtica e & Arte € a
«auto-referéncia». No que respeita a primeira, os exemplos
mais paradigmaéticos serdo constituidos pelos famosos teore-
mas da incompletude de Godel. No caso da Arte, apesar de
muitos exemplos se poderem aqui descrever a exploracio
dessa nogio (com exemplos particularmente interessantes
no caso da Musica), no contexto deste artigo apresentamos
dois deles da autoria dos «suspeitos» do costume: Escher e
Magritte. No caso do «cachimbo de Magritte» (figura 12) o
tema € a separacio entre a referéncia e o referente. J4 na obra
de Escher o quadro exposto na galeria contém a propria rea-
lidade envolvente de que, por outro lado, ele préprio é par-
te (figura 13).

A auto-referéncia ocorre quando, numa linguagem (na-
tural ou formal), uma sentenca se refere a si prépria. Num
sentido mais lato quando um predicado se aplica a si préprio
(no caso da lingua natural, quando um adjectivo se aplica a
si préprio: um adjectivo autoldgico). (Por exemplo «comum»
é ele proprio um predicado comum.)

Nio € incomum ver associadas as nogtes de «auto-refe-
rénciar e «paradoxo»: 0 denominado Paradoxo de Grelling—
Nelson é obtido através da nocio de «adjectivo autoldgico».
(A situagio apresenta notdveis semelhancas com o parado-
xo de Russel, a que nos referimos anteriormente. )

Em rigor, o paradoxo obtém-se considerando a nogio
oposta: um adjectivo € heteroldgico se nio for autoldgico.
Deixamos ao cuidado do leitor verificar que «<heterolégi-
cor é heterolégico» se e s6 se «<heterolégico> é autoldgico»
(uma contradicio). (O paradoxo de Russel serd certamente
uma hoa inspiragio ...)
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Leci nest pas une fufee.

Figura 12. Reneé Magritte — Ceci n’est pas une pipe, 1968

Mas, existem utilizactes mais construtivas desta nogio,
tal como foi demonstrado pelos resultados de Kurt Godel.
De forma um tanto ou quanto simplista o «primeiro teo-
rema da incompletude» estabelece a existéncia de «verda-
des» que ndo podem ser demonstradas. Nao sendo este o
lugar para expor estes resultados fundamentais em detalhe
é possivel, ainda assim, exibir a sua esséncia através de um
«puzzle gddeliano» (descrito originalmente por Raimond
Smullyan).

Consideremos uma maquina M que, ao executar um cer-
to tipo de programaciio, produz uma lista de palavras (sequén-
cias finitas) usando sfmbolos do alfabeto =, I, N, ( & ). A m4-
quina trabalha indefinidamente pelo que (potencialmente)
produz uma lista infinita de palavras (W,, W, W,, ... W,,, ...)
(onde n € N). Diremos que uma palavra W ¢ imprimivel se,
mais tarde ou mais cedo surge na lista produzida pela m4-
quina, ou seja, se para certo 1 € IN se tem W = W,,. Neste
caso escrevemos - W. (Se W ndo for imprimivel escreve-
mos ¥ W.)

Introduzimos agora um tipo «especial» de palavras: as
sentencas. As sentengas sdo palavras dos tipos que se des-
crevem a seguir: [(W), ~I(W), PN(W) e ~PN(W), onde W é
uma palavra arbitréria. O que € interessante € que o funcio-
namento da maquina M, fornece uma forma de atribuir um
valor de verdade a cada sentenca: interpretando os simbolos
«=», «l», «N» como sendo «nfo», «<imprimivel» e «norma
de...», respectivamente, onde a norma de uma palavra W
€ a expressio W(W). (Os simbolos «(» e «)» ndo possuem
nenhuma interpretacio especial funcionam como os usuais
paréntesis, destinando-se apenas a facilitar a leitura.)

A luz desta interpretacgio, todas as sentencas podem ser
consideradas verdadeiras ou falsas. Escrevemos = § para in-
dicar que a sentenca S € verdadeira e b § para indicar que é
falsa, onde: (1) = I(W) se e s6 se a palavra W é imprimivel;
(2) = —I(W),se e s6 se a palavia W nfio ¢ imprimivel; (3)
= IN(W) se e 56 se a norma de W, ou seja, a palavra W(IW)

Figura 13. M. C. Escher — Print Gallery. 1956

€ imprimivel e, finalmente; (4) = ~IN(W) se e s6 se a nor-
ma de W nio é imprimivel.

Observe-se que as sentengas, a luz desta interpretaciio,
reflectem uma certa auto-referéncia da prépria maquina e,
admitindo agora que todas as palavras imprimiveis sdo ver-
dadeiras, reflecte até uma certa «auto-consciéncia».

Admitamos entdo que a nossa mdquina M é tal que se S
€ uma sentenga imprimivel entéo, € forcosamente verdadei-
13, i.e., se - § entdo = S. Coloca-se a questiio: serd a reci-
proca necessariamente verdadeira, i.e., sendo S verdadeira
serd ela imprimivel pela maquina?

A resposta é negativa!

Se considerarmos a sentenca S = —IN(—IN) temos duas
hipéteses: (1) $= S$, o que significa que a norma da palavra
—IN nio € imprimivel, ou seja, que a palavra ~IN(=IN) ndo
€ imprimivel. Neste caso ter-se-ia: =S e ¥ S.

A segunda alternativa é: (2) &= S, o que significa que a
norma de —IN € imprimivel, ou seja que =IN(=IN) é impri-
mivel, donde: S ¢ imprimivel. Como estamos a admitir que
a nossa mdquina s6 imprime palavras verdadeiras, S seria
entdo, ao mesmo tempo, verdadeira e falsa, o que é impos-
sivel. Assim, (2) ndo pode acontecer e, consequentemen-
te, acabamos de exibir uma sentenca verdadeira que néo é
imprimivel.

Esta € a esséncia do primeito teorema da incompletude
de Godel, «bastando» para isso substituir «imprimfvel» por
«demonstravel».

Estes resultados modificaram decisivamente o curso da
Matemdtica e até da Filosofia. Dir-se-4 até, sem exagero,
que modificaram definitivamente o pensamento humano.
Simultaneamente revelam que algo que poderia ser consi-
derado, & primeira vista, como uma idiossincrassia lingufsti-
ca, € afinal uma nogio matematicamente significativa (dito
de outra forma: «hd mais matemdtica em cada objecto ou
conceito que, aquela que € & primeira vista imagindvel»).

fintonio Fernandes
Instituto Superior TEcnico
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R imporfancia do frabalho de projecto para promover S
d compef@ncia mafemalica dos alunos

fina Paula Mesire e Susana Carreira



1. 0 Trabalho de Projecto

Um primeiro ponto a realgar sobre a temadtica do trabalho
de projecto prende-se com o facto de nfio encontramos uma
defini¢iio dnica para o descrever. Diversas formulagdes sio
propostas por investigadores e teéricos e, devido a sua com-
plexidade, torna-se particularmente dificil enquadrar esta
pedagogia numa teoria ou num movimento especifico. Im-
porta, contudo, compreender a sua origem, conceitos-cha-
ve, fases, objectivos e caracterfsticas.

A origem do frahalho de projecto

Os embrides da pedagogia do projecto aparecem expres-
sos pelo pensamento pragmdtico dos norte-americanos, nos
anos de 1915 a 1920 — Dewey (1916) e Kilpatrick (1918).
Boutinet (1990) menciona que estes pedagogos «procura-
ram opor A pedagogia tradicional, que se relevava demasia-
do dispendiosa em relagio aos ganhos obtidos, uma peda-
gogia progressista, ainda denominada de pedagogia aberta,
na qual o aluno se tornava actor da sua formagio, por inter-
médio de aprendizagens concretas e significativas para si»
(p. 193). Sob este designio, Dewey utilizava frequentemente
a expressdo learning by doing. Um pensamento como este é
corroborado por defensores da nova educacio; refira-se Frei-
net, Montessori, Decroly, Makarenko que «valorizavam a
liberdade da crianca, as suas necessidades de actividades,
numa palavra, a escola ligada & vida: sfio experiéncias que
o préprio aluno realiza num meio educativo apropriado que
sdo factores de aprendizagem (Boutinet, 1990, p. 193).

Mas foram as investigagdes levadas a cabo por William
Kilpatrick que vieram a ter uma importincia crucial na pe-
dagogia do trabalho de projecto. Este autor procurou siste-
matizar vérios aspectos importantes relativos ao processo de
ensino-aprendizagem intrinsecamente ligados ao conceito
de «projecto». Identificou trés elementos centrais: (i) uma
acgio, que é passivel de se realizar com empenhamento pes-
soal, (ii) a intencionalidade dessa ac¢io, que pressupde um
objectivo ou propésito, e por dltimo, (iii) a inser¢io num
contexto social.

Kilpatrick foi fortemente criticado por nfo referir expli-
citamente nos seus escritos a integracio da resolugio de pro-
blemas no trabalho de projecto, especialmente no contexto
educativo americano. Contudo, muitos defendem que a re-
solugdo de problemas estard sempre implicita no trabalho de
projecto e é indissocidvel deste. Paulo Abrantes ilustra este
pensamento na sua tese de doutoramento, advogando que:

«O objectivo de um projecto pode ser considerado um proble-
ma no sentido em que se estd perante uma situagio para a qual
se pretende encontrar uma resposta sendo necessario desenvol-
ver a estratégia para o fazer. Mesmo quando nfio estd a parti-
da (ainda) formulado como problema, um projecto gera neces-
sariamente problemas que correspondem a questdes colocadas
no inicio ou que surgem no desenvolvimento do, trabalho»
(Abrantes, 1994, p. 79-80).

No entender de Nunes e Ponte (2008), um projecto pode
ser dividido em cinco fases. A primeira, denominada de con-
cepedo do projecto, engloba a formulagio de um problema e a

defini¢iio de objectivos a atingir. Uma segunda fase centra-
se na planificagdo do trabalho, pressupde a definigio, distri-
buicio e orientagio de tarefas, culminando com a avaliacio
do trabalho realizado. A terceira fase € de intervengdo ou de-
senvolvimento, incluindo momentos de reflexdo e discussio
com vista & auto-regulagio do projecto. O processo de an4li-
se deverd ser sistemdtico, construindo-se e adaptando-se no-
vos materiais, reflectindo-se sobre os obstdculos e sucessos
obtidos. A quarta fase refere-se 2 finalizagdo e avaliagdo dos
produtos do projecto. A elaboracio de um relatério escrito
final com a recolha e andlise de dados e os resultados conse-
guidos é recomenddvel nesta fase. Por fim, a quinta fase diz
respeito a divulgacdo e disseminagdo de resultados. A divulga-
¢do do projecto a comunidade permite que as experiéncias
sejam apropriadas e se tornem num factor de melhoria de
acgdes futuras.

Caracteristicas fundamentais do frabalho de projecto
Nas palavras de Paulo Abrantes (1994), destacam-se alguns
elementos basilares na pedagogia do projecto: a actividade in-
tencional; a responsabilidade e a autonomia dos alunos; a auten-
ticidade do projecto; a complexidade e as actividades de resolucdo
de problemas; o cardcter faseado e prolongado do projecto.
Todas estas caracteristicas ndio devem ser entendidas
como tnicas e definitivas e, muito menos, como garan-
tias de resultados particulares. Por isso, Paulo Abrantes de-
fendeu o trabalho de projecto «como uma filosofia ou uma
perspectiva pedagdgica, tanto mais que o seu valor educativo
reside essencialmente no cardcter aberto, flexivel e contex-
tualizado das situagdes de aprendizagem» (Abrantes, 1994,
p. 85).

2. Relato de uma Experiéncia

A partir das suas vivéncias e das suas contribuigdes auténti-
cas, pretendeu-se conceber com os alunos uma histéria que
permitisse a exploracio de conteidos e conexdes matemiiti-
cas, envolvendo tarefas experimentais e seguindo uma me-
todologia de trabalho de projecto. Centrando-se o primeiro
capitulo da histéria no tema de Geometria, exploraram-se
dreas, perimetros e sequéncias e estabeleceram-se diversas
conexdes matematicas.

Apresentam-se de seguida algumas das tarefas desenvol-
vidas na sala de aula, ilustrando-se o trabalho realizado por
vérios alunos de uma turma.

Uma historia

O protagonista da histéria € um adolescente chamado Hen-
rique. Ao efectuar o percurso de carro até ao centro comer-
cial, Henrique encontra relagdes entre a Matemdtica e o
meio circundante. Através da janela, observa algo que lhe
desperta a atencio — um canical. Na escola e nas aulas de
Matemdtica ele andava a estudar as formas cilindricas. E gos-
tava de brincar com canas. Chegado ao shopping, reconhece
o tecto revestido com canas, isolamento habitualmente uti-
lizado nos tectos das antigas casas algarvias. Achou que seria
interessante cobrir o tecto do seu s6tdo daquela forma...
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Figura 1. Registo do Grupo A relative @ primeira farefa

0 problema das canas. . .

Como forma de introduzir a situaciio na sala de aula urili-
zou-se um PowerPoint com algumas imagens sugestivas de
canas, bambus e cilindros presentes no quotidiano de todos
nds. A seguir, foi apresentado o ponto de partida para o epi-
sédio da ida ao shopping.

Os alunos levaram canas para a aula e o tecto do sétio
comegou por ser o tampo de uma mesa da sala de aula, de
forma rectangular. Numa primeira fase, os alunos simularam
o preenchimento dessa superficie. A dada altura, a questéo
evoluiu para preencher a superficie, desperdicando o mini-
mo de canas possivel.

Em seguida, a turma foi dividida em grupos de traba-
lho, de quatro a cinco elementos, e colocaram-se duas situ-
acdes problemdticas. A primeira, de cardcter experimental,
propunha que, com o auxilio de materiais manipulativos,
se efectuassem diversos ensaios de forma a optimizar o pre-
enchimento de uma superficie. Os alunos receberam duas
placas de musgami, uma rectangular e outra quadrada e um
conjunto de 20 palhinhas. As placas simulariam a superficie
do tecto e as palhinhas representavam as canas. Embora esta
situagiio fosse semelhante a tratada no grupo-turma dava-se,

agora, a possibilidade de todos os alunos efectuarem ensaios
com os materiais disponiveis para resolver o problema. A
segunda tarefa subsequente apelava ao trabalho com medi-
das e valores reais e implicava a realizagdo de célculos. Da-
vam-se as dimensdes do tecto do sétdo, pedindo-se para en-
contrarem o menor nimero de canas possivel para forrar a
superficie.

Desenvolvimento do pensamento matematico

Muito prontamente, comegaram os ensaios de preenchi-
mento. A figura 1 ilustra uma das produg@es realizadas por
um dos grupos de trabalho.

Depois de algum trabalho de experimentacio, um dos
alunos apresentou uma proposta i turma: «Professora, a su-
perficie quadrangular é ficil de preencher pois as palhinhas
tém 20cm de comprimento e a placa é de 20cm por 20cm.»

E acrescentou: «O mais complicado serd agora preen-
cher a outra superficie, gastando o minimo de palhinhas
possivel.»

A actividade decorreu com a apresentaciio das diferen-
tes estratégias, o que contribuiu para discutir vdrias possibi-
lidades de resolucio.

Ao fim de algum rempo, um grupo apresentou a sua
proposta que consistia na melhor forma de optimizacdo
encontrada.

A3: Foi mais complicado, mas depois de algumas tentativas
compreendemos... Compreendemos que os bocadinhos
das palhinhas....

Professora: Bocadinhos, como assim?

A3: Sim, professora, o comprimento da palhinha é maior do
que o comprimento da placa. O comprimento da placa é
inferior ao da palhinha. Assim, se cortarmos este boca-
dinho ¢é possivel preencher os restantes espagos com os
excessos das palhinhas.

A turma concordou com a exposigiio deste grupo, consta-
tando que aquela era a maneira mais econdmica de usar as
pathinhas.

J4 na segunda tarefa, alguns grupos optaram por seguir
um plano de investigacio mais minucioso. Mediram uma
cana e anotaram as suas medidas. Com os dados, realizaram
esquemas e cdlculos complementados com explicacBes.
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A figura 2 mostra um desses planos de investigacio.
O grupo C procurou apresentar o seu plano, exemplifi-
cando todos os célculos efectuados:

Cl: Bem, professora.... Nés comegdmos por desenhar uma
cana. (Pega no giz e desenha no quadro uma cana). De-
pois colocdmos as medidas. Tinha de altura 1m e de lar-
gura 1,5cm... estdo a perceber!

Turma: Sim.

Desenhou no quadro as canas na vertical. Em seguida um
colega do grupo predispds-se a ajudar.

C2: Olhe professora, achdmos que com as canas na vertical
conseguirfamos colocar duas barras de canas, cada uma
contendo 200 canas, e na outra seriam apenas 100 ca-
nas. O que, somando tudo, daria um total de 500 canas.
Mas, depois, achdmos que seria ficil de mais para ficar
por ai. Foi entdo que o [aluno] Bl nos deu uma ideia.
Entdo, achdmos que, colocando as canas na horizontal,
poderfamos dispor 3 filas de canas completas sem ter que
cortd-las ao meio. E, ai... conseguimos fazer filas hori-
zontais de 166, portanto conseguimos fazer trés filas com
166 canas cada uma. O que nos deu um total de 498
canas. Comparando a estratégia A com a estratégia B,
conseguimos poupar cerca de 2 canas. Ndo é muito, mas
pelos menos sfio menas do que na situagiio anterior.

3. Conexdes Matematicas

S@o actualmente muito veementes as referéncias as cone-
x0es matemdticas no desenvolvimento de capacidades e
competéncias matemadticas.

Segundo o NCTM (2000), «pensar matematicamente
envolve a procura de conexdes, e o seu estabelecimento ci-
menta a compreensdo e os conhecimentos mateméticos. Se
ndo se estabelecerem conexdes, os alunos tém de aprender e
memorizar demasiados conceitos e desenvolver capacidades
de forma isolada. Através das conexdes, poderdo alargar a
sua compreensdo, baseando-se em conhecimentos prévios»

(p. 324).
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Figura 3. Registo do Grupo C relativo d segunda farefa

O problema das canas foi motivo para diversas exten-
soes, criando oportunidades de ligar conhecimentos geomé-
tricos e numéricos, mediante a exploragio de regularidades
e sequéncias.

Uma extensao para As Canas: 0 fecto do Henrique

Henrique decidiu pintar o tecto do seu s6téo, tal como se
pode ver pela figura acima. Dando-lhe um colorido agra-
ddvel, pintou as canas com 3 cores diferentes. A sequén-
cia de cores obedece # seguinte disposicio: 1 de cor azul,
2 de cor vermelha e 3 de verde. Quando termina uma fila
de canas, a préxima d4 continuidade a sequéncia, até ao
preenchimento de todo o tecto com as 3 cores.

Observa as imagens da sequéncia de cores utilizadas e

responde:

Seguindo a sequéncia apresentada, ao fim de quantas ca-
nas se repetird a cor verde (azul escuro), a cor vermelha
(azul médio) e a cor azul (azul claro)?

Imagina que o Henrique j4 pintou 50 canas de uma
zona do tecto. Qual serd a cor da cana nimero 50, man-
tendo a sequéncia escolhida: 1 azul (azul claro), 2 verme-
lhas (azul médio) e 3 verdes (azul escuro)?

Utilizando as 50 canas e mantendo a mesma sequéncia
de cores, que regularidades podes encontrar? Investiga.

A visualizacio da imagem permitia que os alunos, de uma
forma simples, descobrissem de quantas em quantas canas
era necessério repetir as cores verde (azul escuro), verme-
lha (azul médio) e azul (azul claro). Facilmente constataram
que as cores se repetiam da seguinte forma:

e azul (azul claro) — 1, 7, 13, 19, 21, ...
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Figura 4. Uma representacdo das seguéncias de canas pintadas. utilizando o Excel

e vermelha (azul médio) — 2, 3, 8,9, 14, 15, 20, 21, ...
® verde (azul escuro) — 4, 5, 6, 10, 11, 12, 16, 17, 18, ...

As trés sequéncias eram suficientemente diferentes para
permitirem muitas questdes. A situaciio revelou alguma
complexidade quando se tentou descobrir a cor da quin-
quagésima cana. Observaram-se algumas propriedades in-
teressantes: a sequéncia verde (azul escuro) é formada por
grupos de trés niimeros consecutivos, comegando no 4 e ob-
tendo-se o grypo seguinte pela adigio de 6 unidades ao gru-
po anterior; a sequéncia vermelha (azul médio) é formada
por grupos de dois nimeros consecutivos, comegando no 2
¢ obtendo-se o grupo seguinte pela adicio de 6 unidades ao
grupo anterior; a sequéncia azul (azul claro) comecaem 1 e
cada um dos seguintes é o resultado de adicionar 6 ao ante-
rior. Portanto, os ndmeros, isoladamente ou em «gIupos»,
ddo saltos de 6 em 6. Por isso, faz sentido dividir o 50 por
6, isto &, notar que 50 = 6 x 8 + 2. Ora isto significa que a
50 cana vai estar na sequéncia vermelha (azul médio), que
comega no 2. Se, por exemplo, pensdssemos na 100 cana,
a sua cor obter-se-ia, dividindo 100 por 6 e olhando para o
resto: 100 = 6 x 16 + 4. A cana nidmero 100 serd de cor ver-
de (azul escuro). E assim por diante (figura 4).

Aproveitando a tarefa da sequéncia de cores foi possi-
vel a exploracio de mais regularidades. Eis um dos exemplos
apresentados por um aluno (figura 5).

Por ter pensado em vérias filas de 10 canas, pelo modo
de organizacio dos dados e pelas descobertas feitas por este
aluno, justificou-se plenamente a sua apresentacio a turma.
Ao explicar o seu processo, deu a conhecer diversas regula-
ridades encontradas.

Este tipo de tarefas, por nfo serem fechadas e comple-
tamente definidas, e por apelarem 2 experimentaciio e des-
coberta, dd aos alunos maior liberdade, contribuindo para
que desenvolvam o seu pensamento matemdtico. Progres-
sivamente, aprendem, por exemplo, a organizar os dados, a
estabelecer relagdes e a encontrar resultados portadores de
coeréncia e relevincia matemadtica.

Segundo os pressupostos em que Abrantes, Serrazina e
Oliveira (1999) apoiam a‘sua perspectiva acerca da Mate-
matica na Educacio Bésica, «o reconhecimento de regula-
ridades em matemadtica, a investigacio de padres em se-

quéncias numéricas e a generalizagio através de regras que
os préprios alunos podem formular permitem que a aprendi-
zagem da dlgebra se processe de um modo gradual e ajudam
a desenvolver a capacidade de abstraccio. Esta capacidade
é essencial no desenvolvimento da competéncia matemdti-
ca.» (p. 49).

4. Refiexoes Finais

A visdo tendencialmente negativa manifestada por muitos
alunos no ensino bésico é fruto da deficiente compreenséo
dos conceitos matemdticos, constituindo, ndo raramente,
um bloqueio 4 aprendizagem. Transpor este bloqueio passa-
rd por considerar o ambiente e as experiéncias de aprendi-
zagem em sala de aula e a sua eventual extensdo para além
da aula de matemdtica. O tipo de experiéncias matemdticas
préprias do trabalho de projecto possibilitou um envolvi-
mento significativo dos alunos. Traduziu-se por um aumento
da autonomia dos alunos, j4 que a matemdtica ndo se apre-
sentava de forma espartilhada e alinhada com os conteddos,
mas decorria da necessidade de mobilizar aprendizagens no-
vas ou anteriores e era tratada no sentido de promover um
espirito critico e investigativo.

A implementacio desta pedagogia de trabalho levou
a que os alunos assumissem, com grande responsabilidade,
as tarefas propostas e favoreceu o seu crescimento em ter-
mos de desenvolvimento de competéncias matemdticas. Em
particular, foi visivel a evolugdo da sua capacidade de pro-
duzir pensamento matemdtico, de analisar o mundo real e
de interligd-lo com a matemdtica. O aumento gradual da
competéncia de resoluciio de problemas contribuiu para um
aumento da auto-confianca dos alunos e para um maior &-
-vontade ao enfrentarem situagdes problemdticas novas.

Esta abordagem experimental e realista permite que as
conexdes matemdticas surjam de uma forma natural e nio
forcada. A oportunidade de encontrar e aprofundar cone-
xOes matemadticas, integrando-as com situacdes e ideias pre-
sentes no quotidiano, permitiu aos alunos perceber que, na
realidade envolvente, muito se justifica e descreve por rela-
¢Bes e conceitos matemdticos. Entenderam que se podem
trabalhar diversos contetidos e tépicos a partir de uma dada
situacfio e que a sua abordagem nio tem de ser feita isolada-
mente e de forma compartimentada.
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Figura 5. A orpanizacdo dos dados em tabela por um dos alunos.
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Matematica d Espreita: A neometria da mdo e @ biomelria

Existem hoje diversos sistemas de verificacio de identida-
de baseados em aspectos biolégicos que sdo tnicos de pes-
soa para pessoa e razoavelmente permanentes. Um dos mais
simples baseia-se na geometria da mio. Um dispositivo 6p-
tico faz um scanner da mio do individuo e armazena um
conjunto de dados obtidos a partir da imagem: dngulos de
curvatura acentuada (pontas dos dedos e vales de unido das
bases dos dedos), comprimento dos dedos, largura dos dedos,
largura da palma, sdo alguns dos mdltiplos dados que permi-
tem gerar um biocédigo dorindividuo.

A Matemadtica tem o seu papel nesta forma de identi-
ficacio. Em Victoria, na Austrilia, estuda-se a hipétese de
usar leitores da geometria da m#o nas escolas para controlar
o acessd a entrada (figura 1). i

Medir a mio implica tornd-la «geométrica» como se
evidencia na figura 2. O comprimento de cada dedo é dado

Figura 1. Um leitor da.geomelria da mio
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pelo comprimento da mediana do tridingulo que é definido
pela ponta de um dedo e pelos dois pontos da base (os vales
entre os dedos). Por seu turno, a largura é dada pelo valor
médio dos segmentos perpendiculares & mediana, compre-
endidos entre o contorno, medidos desde a base até & ponta
do dedo.

Por seu turno, o Desenho também faz da mio um ele-
mento muito importante. Considera-se a mio como uma
das partes do corpo humano mais dificeis de desenhar. E a
geometria dd uma ajuda.

A palma da mio é um pentdgono! (figura 3)

Os dedos sdo definidos por segmentos de recta que con-
cotrem no ponto médio da base do pentdgono e seguem pro-
porcdes relativamente aceites, repare-se que a linha do po-
legar une o ponto médio da base do pentdgono ao segundo
vértice mais proximo e ndo esquecamos.

A f o
11kt r 11

Iy
{1 L |
1 //

S W

D

— 3 pgerae N d

Hovembro | Dezembro || 2010

63




64

Conexdes matemaicas e nacnuluuias?

Introducdo

As tecnologias digitais, como os computadores e as calcula-
doras gréficas, com a sua dinamicidade e interactividade, vie-
ram colocar em evidéncia as conexdes matemdticas, pelas
imagens visuais das ideias matemdticas que oferecem e pelas
diferent&s formas de representacio e facilidade de transigao
entre elas que proporcionam.

O trabalho que relaciona as diferentes janelas gréficas e
algébricas num Ambiente de Geometria Dindmica, a cons-
trucdo e exploracdo de modelos numa folha de célculo, a
recolha de dados reais através de sensores ou o desafio de
resolver um problema com uma linguagem de programacgdo,
podem ser pontos de partida para boas discussdes com os
alunos quando o professor quer evidenciar conexdes,

Como € sugerido por algumas orientagdes curriculares
internacionais, «a tecnologia permite ainda esbater algumas
das fronteiras artificiais existentes entre os diversos tdpicos
da dlgebra, da geometria e da andlise de dados, possibilitando
que os alunos utilizem as suas ideias sobre uma determinada
drea para melhor compreenderem uma outra drea da mate-
mdtica» (NCTM, 2007, p. 28).

Para esta seccio convidei cinco professores de Matemadtica:
Elisabete Mariano, Cldudia Lanca, Jodo Grécio, Teresa Marques
e Sandra Nobre. Todos aceitaram o desafio, contribuindo
com artigos que caracterizam diferentes experiéncias, refle-
x0es e investigacdes, conduzidas por eles na sala de aula de
Matemdtica, em diferentes niveis de ensino, salientando o pa-
pel que diferentes tecnologias digitais tém no desenvolvimen-
to de conexes matemdticas. Como ndo hd espaco nesta re-
vista temdtica para todos os testemunhos, incluimos apenas
dois deles, saindo os restantes na préxima revista, A todos os
autores agradeco a colaboracdo.

ReferBncias
NCTM (2007). Principios e Normas para a Matemdtica Escolar.
Lisboa: APM. (Trabalho original publicado em 2000).

fipresentacao

O artigo que segue € da respensabilidade da Claudia Langa,
professora do 3° ciclo da EB de Santa Clara de Evora, e en-
volve a recolha de dados reais através de sensores e a sua
madelagdo com o auxilio da calculadora gréfica, com vista ao
estudo da funco de proporcionalidade inversa numa turma
do 9° ano.

Os alunos sdo envolvidos em vdrias tarefas que passam
pela recolha de dados reais através de sensores ligados a cal-
culadoras grédficas, procurando que desenvolvam modelos

matemdticos e os comparem com a realidade, permitindo
estabelecer conexdes e usar a matemdtica para interpretar e
melhorar a compreensdo sobre os fendmenos,

Descricdo da experiéncia

Este artigo reporta-se a um trabalho de investigagdo desen-
volvido no dmbito do mestrado em Educagdo Matemdtica,
na Universidade de Evora, Foi realizado um estudo de caso
tomando como protagonistas um grupo de quatro alunos
de 9° ano de escolaridade de uma turma de uma escola do
Alentejo, sujertos a uma intervengao diddctica preparada com
o professor da turma. Esta interven¢do consistia numa se-
guéncia de tarefas de modelacdo («Pilhas em série», «Sob
Pressdoy, «Até onde vemos?h», «Descida de carrinhos pela
rampa», «Espelhos e reflexdes», e «Uma luz a distdncia») vo-
cacionada para fazer emergir a fun¢do de proporcionalidade
inversa como um modelo matemdtico necessdrio e pode-
roso. As tarefas foram variadas e corresponderam a auténti-
cas situagdes reais. Neste texto é dado destaque a uma das
questbes do estudo — Como € gue a tecnologia, calculadoras
grdficas e sensores, contribui para o desenvolvimento da activida-
de de modelacdo matemdtica pelos alunos? — e discute-se o
papel e as potencialidades dos sensores, interligadas com as
da calculadora grafica, na intervencdo diddctica realizada. Em
particular, apresentam-se os resultados do estudo que suge-
rem que os Sensores proporcionaram uma estreita conexd@o
entre o modelo matemdtico e o modelo real e a calculado-
ra permitiu que os modelos fossem tratados como objectos
concreto-abstractos, influenciando de forma determinante o
desenvolvimento da actividade dos alunos.

Alguns dos objectivos da proposta pedagdgica que evi-
denciam conexdes matemdticas foram os de levar os alu-
nos, nomeadamente, a; usarem dados e explorar que tipos
de funcdes melhor se ajustam ou modelam esses dados; re-
presentarem relagdes funcionais de vdrios modos e passar de
uns para outros; efectuarem uma interaccdo dindmica entre
o modelo e a situagdo real; e interpretarem, compreenderem
e reconhecerem utilidade na relagio entre a Matemdtica e a
realidade.

Neste estudo, a actividade de modelagio foi indissocidvel
da tecnologia. A calculadora gréfica permitiu aos alunos ve-
rem, identificarem e explorarem, em grupo: as relagdes nu-
méricas existentes entre os valores de uma varidvel e/ou de
duas varidveis; as relacdes entre os dados recolhidos através
das vdrias listas construidas (do produto, quociente, da mé-
dia, etc.); as vdrias e distintas representaces de uma relagio
funcional entre duas varidveis; os vdrios tipos de gréficos ge-
rados por diferentes realidades; e construirem, interpretarem,
explorarem, aperfeicoarem e ajustarem os modelos matema-
ticos propostos, através da manipulagio e interpretacio gra-
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“Sob Pressdo”

situagéio:

Quando um gds confido num recipiente & comprimido o volume e a presso variam.

Se exerceres pressdio sobre o émbolo de uma seringa tapando o orificio com o dedo

de modo a ndo deixar sair o ar, aumentas a press@io {em atmosferas - gim). Entdo e o

volume (em cmef confido na seringo dependerd dessa pressio exercida® O que Figura 1

acontece ao volume a medida que a press@ic aumenta?

ik Ao el thal
Volume v (em cm?) J ﬂ' -"’ 15 13
pXV ; s reEl
P f:mf’ 2 IRVLIER) v Figura 2
Distancia da fonte luminosa aos sensores dil;’l] O'S’IQ 1,632
q
intensidade da luzi [w.sr) T M At
2,54 :::?'ﬁ
a5 4145 Figura 3

fica destes com a situacio real modelada, a fim de validarem
o melhor. Além disso, teve um papel fundamental na constru-
¢do de vdrias e distintas representacbes matemdticas de uma
mesma realidade e de uma mesma funcio modeladora dessa
realidade, e desenvolveu a capacidade de os alunos passarem
de umas representacdes para outras. Os alunos efectuaram
bastantes traduces entre a tabela e o gréfico da situacio real
e entre o gréfico e a expressdo algébrica da funcio modela-
dora. A calculadora grdfica ajudou os alunos a confrontar o
grdfico da fun¢do modeladora com o da situaciio real, e a dar
um contexto a cada grdfico de cada fungZo modeladora. Em
vez de os grificos serem encarados, pelos alunos, como uma
«linha» passaram a estar interligados com fendmenos reais
que rodeiam o quatidiano do aluno.

No estudo realizado, a calculadora gréfica serviu de su-
porte para que os alunos conseguissem, de uma forma mais
simples, «visualizar» o comportamento do fendmeno real,
formular conjecturas sobre os dados recolhidos, validar ra-
ciocinios e resultados, argumentar as constantes interaccdes
entre os modelos e as suas respectivas situa¢Bes reais mo-
deladas, e experimentar os modelos matemdticos ao nivel
concreto, ou seja, permitir que aqueles objectos abstractos
— por serem representacdes de relages entre varidveis —
possam ser manipulados directamente.

J& no que diz respeito aos sensores, .nesta investigacio
foram usados para medirem com grande precisio, de forma
directa, as grandezas em estudo, possibilitando o estudo de

situagdes inacessiveis de outro modo, Recolheram com gran-
de precisdo de forma organizada os dados da situacio real
e introduziram-nos nas listas da calculadora gréfica. Note-se
que os sensores conseguem efectuar a recolha de dados com
grande precisdo, uma vez que os erros que cometem ao efec-
tuarem as medicbes sdo infimos.

No estudo realizado, de um modo geral, nas tarefas com
recurso a sensores, tanto na situacdo de proporcionalidade
directa (tarefa das «Pilhas em série»), como nas situacdes de
proporcionalidade inversa (tarefas «Sob pressdo» e «Uma luz
a distancia», figura 1), os valores calculados das respectivas
constantes de proporcionalidade eram muito precisos. No
primeiro caso, os resultados da divisio dos valores da varid-
vel dependente pelos valores da varidvel independente eram
idénticos ao valor 1,6, na unidade e primeira casa decimal, 56
se distinguindo a partir das centésimas, enquanto no segundo
caso, os resultados dos produtos entre os valores das varia-
veis alternavam, aumentando e diminuindo, de forma muito
préxima a volta de um determinado valor, respectivamente
de |7 (figura 2) e de 0,41 (figura 3), ou seja na primeira ta-
refa s6 se diferenciavam pelas casas decimais e na segunda, a
partir das milésimas.

Pelo rigor da recolha, os sensores, como instrumentos de
modelagdo, ac terem permitido que os dados recolhidos de
cada situagdo real se aproximassem bastante dos valores do
mundo real, contribuiram de forma decisiva para que os alu-
nos fizessem uma interpretacdo mais correcta, ficil e rdpida
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da situacio real em estudo. E de salientar, por exemplo, o fac-
to de que a utilizago dos dados recolhidos pelos sensores, ao
ter proporcionade um menor®desvio das constantes associa-
das aos modelos, levou a que os alunos se sentissem mais se-
guros a construir um modelo matemdtico e a desenvolverem
a sua actividade de modelagdo.

A andlise empirica dos dados obtidos neste estudo pare-
ce reforgar a ideia de que os sensores influenciaram o desen-
volvimento da actividade de modelaco dos alunos, uma vez
que ao filtrarem com grande precisdo as informagdes da rea-
lidade, permitem uma conex@o mais estreita entre o modelo
matemadtico, idealizado pelos alunos para a representagdo da
situacdoereal, e 0 modelo real, simplificado para sala de aula.

Referéncia

Langa, C. (2007). Potencialidades das tarefas de modelagdo matemdtica
com recurso a calculadoras grdficas e sensores na aprendizagem
matemdtica dos olunos (Dissertacdo apresentada para obten¢io
do grau de Mestre em Educacio e na Especialidade de Educacdo
Matemtica, Universidade de Evora),

Apresentacdo

A Teresa Marques, professora de Matemitica do 27 ciclo, na
EB 2,3 de Azeitdo, enviou-nos este artigo que integra trés pe-
quenas histdrias de aprendizagem da Matemdtica com alu-
nos do 5° ano, quando trabalham em projectos que visam a
resolucdo de problemas, com a linguagem de programacio
Scratch'.

Os alunos do 5° ano, perante uma ferramenta que per-
mite criar projectos animados — o Scratch, ddo largas & sua
imaginagdo e pdem em ac¢do um curriculo que vai para além
do estabelecido e que se traduz inicialmente por aprendiza-
gens informais, A professora envolve-os em desafios e € si-
multaneamente desafiada, alimenta e orienta a discussdo so-
bre temas e contelidos que surgem, entre a experimentacio
e 0 erro, dd atencao aos processos e constitui o elemento
mediador que ajuda a estabelecer as conexdes facilitadoras
da compreensio.

Descricdo da experiéncia

O trabalho de investigacdo e aperfeicoamento das linguagens
e ambientes de programagdo para jovens, desenvolvido no
Massachusetts Institute of Technology, produziu a ferramenta
Scratch inspirada nas linguagens LOGO e Squeak (Etoys), mas
pretendendo ser diferente de outros ambientes: mais sim-
ples, ambiente gréfico, mais ficil de utilizar e mais intuitivo,
Possibilita a criagio de histdrias interactivas, animagdes, jogos,
musicas e a partilha dessas criagdes na Internet. Foi concebi-
do com a inten¢do de ajudar os jovens (desde os oito anos,
ou menos desde que com mediacZo apropriada) a desenvol-
ver competéncias de aprendizagem para o século XX| (desta-
cando-se a competéncia transversal de resolucio de proble-
mas). Os seus criadores acreditam que, com o Scratch, podem
aprender-se nogdes matemdticas e informdticas importantes,

aprofundando simultaneamente o conhecimento e a com-
preensdo do processo de concepcao/criagio (design) e des-
pertando a sensibilidade critica para os vérios tipos de media
que nos rodeiam.

Quando em 2007 iniciel o trabalho com alunos (na sala
de aula e no Clube Scratch time) usando esta ferramenta (em
combinagdo com outras), estava longe de ter compreendido
todo o seu potencial. De surpresa em surpresa, os aconteci-
mentos imprevistos foram-sefvao-se sucedendo. As histdrias
em que o Scratch foi catalizador de reaccdes e conexdes
importantes, sempre ligado a accio do Professor, sdo tantas
que ndo é ficil seleccionar os momentos mais significativos.
Seguem-se, pois, apenas algumas Histdrias de ConexGes e
Reacgdes catalizadas pelo Scratch e pelo Professor (HCRSP).
Muito ficard de fora ... para ser contado um dial

HCRSP |. Ainda mal haviamos comecado a trabalhar
com o Scratch e eu balbuciado umas coisas sobre um certo
x e y que permitiam conhecer a posicdo dos objectos progra-
maveis no ecrd e colocd-los onde desejdssemos, o Fabio —
5.° ano, 9 anos — apareceu com um projecto feito em casa
(o primeiro da turma) em que combinou a Geometria —

Sdlidos (unidade em que estdvamos a trabalhar), a utilizacdo

do referencial cartesiano e... o som da sua voz! Eu nem havia
ainda percebido que se podia gravar directamente a voz no
Scratch e incluir esses elementos (ou outros) nos projectos.
Na aula de Matemitica, a turma entusiasmada... o Fbio ex-
plicando aos colegas tudo o que tinha feito, eu calada a beber
com eles e a adivinhar o que estaria para vir com um comego
daqueles... http://kids.sapo.pt/scratch/projects/bocas/ | 64 .

HCRSP 2a. £ que tal fazermos um projecto com aquele pro-
blema do Caracol que sobe de dia e desce de noite? Se fizerem
em Scratch o «filmey da histdria, conseguem chegar & solucéo. ..
Nzo podia prever o que se seguiu. E sé ficardo aqui regista-
dos dois momentos. A Sara (5.% ano, 10 anos) produziu um
bloco longo de programag@o que dava erro. Jd4 desesperava
quando a fui ajudar, Sarg, parte o bloco em porcoes mais peque-
nas... é o gue devemos fazer com os problemas, e vai analisan-
do cada segmento tentando descobrir em que local estd o erro.
Rapidamente encontrou um erro nos valores usados e corri-
giu-0.Uns meses mais tarde, durante a realizacdo de uma pro-
va global (a Sara era uma aluna com algumas dificuldades), ex-
clamou em voz alta: Oh professoral Estava aqui aflita mas vou
usar uma coisa que aprendi no Scratch! Mais tarde quis saber
do que se tratava. A professora disse para dividir o problema do
Scratch porque havia aqui um erro... aquilo do caracol... e eu
dividi o problema... lembrei-me de dividir também o problema da
drea da sala do capitulo que estava no teste... £ eu separei, di-
vidi o recténgulo, depois dividi o quadradinho, dividi ndo, calculei a
drea de cada um e depois juntei as duas dreas e deu logo a drea
certal

HCRSP 2b. Ainda as voltas com o problema do Caracol,
ao olhar para’a marcacdo das linhas no muro (simbolizando
0s passos) percebi que as distdncias ndo eram idénticas e per-
guntei & Bia e & Inés (5.° ano) como haviam feito, Com centi-
metrosl... Centimetros? Sim, usdmas a régua em cima do ecré!
Hummmmmm. .. e que tal pensar numa forma correcta de pro-
ceder que garanta realmente o mesmo valor para as distdncias?
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Figura 1

Desafiei-as a encontrar uma forma de corrigir a situacio. ..
Mas como? ... Digam-me Id, ao longo de que eixo é que se
distribuem as vossas linhas de marcagd@io? Do y. ... E o y ndo tem
valares marcados sobre ele tal como uma régua?... Al Pois tem.
... Entdo pensemn. Se aqui, por exemplo, forem —240 e tiverem
de subir 40 passos para a linha ficar a essa distdncia da primei-
ra, para onde a enviam?... Fica no —280, professora?... Olhem
novamente para o eixo ... (uma delas foi buscar ao caderno,
sem eu pedir a ficha de trabalho sobre referencial cartesia-
no)... aqui é zero, e aqui? (fui descendo) Ah, é —. E aqui? —2.
Entdo, quando descemos acontece o qué? L4 perceberam (sem
eu referir o termo valor absoluto) que o ndmero aumentava
o valor, embora fosse cada vez mais pequeninc (por serem
negativos). Entdo voltemos ao problema... —240... se eu subir
407 ... Ahl Fica no —200. Ok e depois? ... Se colocarmos a outra
linha a mesma disténcia? ... Entdo... Tira-se 40 e fica —160...
ndo é professora?... Ora bem, estes valores sdo exemplos: ago-
ra coloquem o rato para ver a posicéo da primeira linha, mante-
nham o x constante e vdo subindo, mantendo sempre a distdncia.
Avancaram, Passado algum tempo chamaram-me. Oh profes-
soral A gente fez tudo certinho e esta distdncia ndo ficou iguall
Veja a conta (vi... era um erro daqueles. ..). Meninas. .. 4 para
| 37 Ai professora, pois €... tem um erro. Jd perceberam que tém
de estar com atencdo a fazer os cdlculos? Qualquer distraccdo. ..
Continuaram. Passado algum tempo chamaram novamente:
Ai professora. .. e agora? Estamos no —17 e como é que ele anda
40 para cima? Para onde € que vai? Desafio dificil. Operar com
ndmeros relativos no 5.° ano é algo ainda um pouco fora do
alcance... enquanto estamos apenas nos niimeros negativos
(ou nos positivos) a coisa vai... cruzar o zero, passar de nega-
tivos a positivos. .. é algo diferente. Mais uma vez tomei cons-
ciéncia de como este desafio do Caracol tem permitido os
mais diversos tipos de situagdes problemdticas. Sem solucdes
formatadas ou definicBes, apenas levando-as a pensar como
seria possivel cruzar o zero gastando os |7 e passando aos
positivos, a Bia propés algo como: | 7 — 407 ... Néo. E go con-
trdrio... Ahl Tem de ser 40 — |7... Fazem a conta. Dd 23. Mas
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agora € nos positivos!. .. Entdo professora, agora fazemos mais. ..
Agora € sempre mais!.. Fazemos 40 mais 23?., Claro!

(...) tantas histérias mais como estas... e sempre o im-
previsto, 0 IMproviso, a surpresa, o professor como orquestra-
dor, ele préprio outra (possivel) enzima ajudando a facilitar as
reac¢Ges induzidas pelo trabalho com o Scratch. Catalizadores
que funcionam apenas se conectados: as tecnologias e o ele-
mento humano. E isto que o Scratch permite, especialmen-
te se combinado com outras ferramentas e com a mediacio
oportuna e adequada do Professor Acresce que, para de-
senvolver projectos em Scratch por si imaginados ou resul-
tando de desafios, os alunos precisam de outros recursos e
de aprofundar com rigor contelidos «cldssicos» (Matemdtica,
Lingua Portuguesa, outras linguas, qualquer tema... qualquer
assunto). Aprender assim faz mais sentido: o contetdo sur-
ge por necessidade. Depois € possivel trabalhar esse conteu-
do separadamente, de forma mais cléssica com exercicios de
consolida¢dio de procedimentos e conectando-o com outros
e com o trabalho do aluno, sempre... O referencial cartesia-
no € disso um bom exemplo. Nunca comeco por «ensind-los»
formalmente para trabalharem no Scratch, Elés aprendem, ao
programar, que o x e o y determinam a posicio de cada ob-
jecto. Muito antes de saberem o que isso significa ou como
funciona, usam-no com mestria e transportam os objectos
para onde desejam. 56 mais tarde trabalho na aula o conceito
e nem me tinha apercebido da importincia do que fazemos
(o referencial cartesiano é um conteddo de 7.° ano que an-
tecipo no 5.7) até hd alguns dias atrds, quando uma aluna de
uma turma com muitas dificuldades (que apenas conheci jd
no 6.° ano, mas que frequentava em peso o Clube Scratch time
uma vez por semana) me contou isto: Ontem a nossa profes-
sora de Matemdtica — 7.° ano — deu o referencial cartesiano e
ficou muito espantada porque a nossa turma é fraca mas nds do
Clube Scratch time sabiomos tude o que ela estava a ensinar!

Nota

' Sobre esta linguagem de programagio, ver nimeros anteriores
da Revista,
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Rveiro, ProfMat — Uma cerfa saudade. . . Uma imbafivel confianca. . .

Lembrar Aveiro, recordar o ProfMat 2010 (1, 2 e 3 de Se-
tembro), é mergulhar nas rafzes da nossa existéncia profis-
sional, revisitar experiéncias e projectos e ... respirar fundo,
com os olhos postos no futuro.

Proposta irrecusdvel.

Vamos a isso!

Dial

Uma espécie de saudade surgiu logo no primeiro momento.
Quando se evocou algo que integra o inestimdvel patrimé-
nio da cidade de Aveiro no que diz respeito ao movimento
associativo docente — a revista Labor, fundada em 1926 por
dois professores aveirenses, José Pereira Tavares e Alvaro
Sampaio. Um legado importante que serviu de abrigo e ban-
deira ao debate entre professores e aos movimentos pela re-
forma do ensino, nomeadamente da Matemdtica. Um passa-
do que conta, que pesa e que nos estimula. Aqueles, de nds,
que, ao longo de décadas, «nfo puderam ser contemporine-
os de si proprios»... Foi o Arsélio Martins quem nos trouxe
esta mensagem, sobre Aveiro, sobre a forga do associativis-
mo, sobre o nosso trabalho e a nossa luta. Ele, o presidente
cessante, 0 que nos deixa aquela espécie de saudade. .. do fu-
turo... Até sempre, Arsélio, ai em qualquer recanto da vida,
do trabalho, da luta!

O professor Jiilio Pedrosa falou-nos da importincia de
um mais estreito relacionamento das escolas com as fami-
lias e as comunidades locais e Jaime Carvalho e Silva, o pro-
fessor portugués, sécio da APM, que é secretdrio-geral do
ICMI, apresentou-nos uma perspectiva da dimensio inter-
nacional do ensino da Matemdrica.

Antes do sol se pbr, houve «espumante de honra», com
os ovos-moles que haveriam de nos «desafiar» todos os dias,
enquanto o Encontro durou...

A noite, no Rossio, houve misica ao vivo que rompeu o
frio e fez vibrar, e mesmo dancar, quem respondeu a chama-
da para ir ouvir mdsica tradicional de vérios pontos do glo-
bo, pelo grupo Osmavati. E, no fim, fogo-de-artificio, tam-
bém para a cidade ver. Bela surpresa!

Jorge Nuno Silva foi o nosso guia pela histéria e interpreta-
¢o dos jogos matemdticos ao longo de séculos de Histdria e
Henrique Guimarées revisitou a vida e obra de George Pé-
lya, quando se completam 25 anos sobre a sua morte. Uma
obra dedicada, em grande parte, a quem aprende e a quem
ensina Matemadtica e que nos deixa a inquietude da busca
permanente... «How to solve it»1...

Gary Martin trouxe-nos, dos EUA, noticias do dltimo
trabalho, realizado no &mbito do NCTM, que aponta a es-
colha do «raciocinando e dando sentido» («reasoning and
sense making») como enfoque para o préximo passo na bus-
ca de melhores resultados para a Educacio Matematica. E
pudemos observar vérios exemplos da possibilidade de ape-
lo transversal ao «reasoning and sense making» ao longo de
diversos contedidos curriculares. Cremos que é possivel en-
caixar aqui, também, um apelo a exploracio das «conexdes»
que sabemos téo valiosas do ponto de vista pedagdgico...

Uma vez mais, 0 Novo Programa de Matemitica para o
Ensino Bésico (NPMEB) foi tema forte no ProfMat. O em-
penho dos docentes na inovagio tem sido enorme e a von-
tade de que os resultados de facto se fagam sentir niio é me-
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nor. Houve debate em torno das linhas caracterizadoras do
Programa, relatos de experiéncias no terreno e algumas con-
clusdes possiveis quanto 2 avaliacio do primeiro ano de im-
plementaciio experimental. E o trabalho vai prosseguir...

Houve Assembleia-Geral, abriu a urna para as vota-
gBes... e fomos jantar, em Aradas. Optimo jantar o des-
te ProfMat. Escorreu pela noite dentro, com som de cava-
quinhos e cantares colectivos, com reencontros, conversas
quentes, lagos sélidos prometendo durar sempre mais um
ano...

Dia It

Em versdo portuguesa, a obra «Matemdtica Elementar do
Ponto de Vista Superior» estd agora acessivel a todos nds.
A riqueza e a actualidade do pensamento de Felix Klein fo-
ram-nos apresentadas por José Francisco Rodrigues, numa
conferéncia em que a andlise das perspectivas diddcticas de
Klein conduziu a grata evocaciio do grande pedagogo portu-
gués José Sebastido e Silva.

E foi também o tempo de dar voz ao Ensino Secundirio,
esse Secunddrio que até parece como que «abafado» pela
«turbuléncia» causada pelas novidades dos dltimos anos
no Ensino Bdsico... Houve comunicacdes sobre aborda-
gens inovadoras em sala de aula e um painel em que se fez
a histéria dos Programas agora em vigor e do processo que
envolveu a sua implementaciio e o balanco quanto aqui-
lo que se conquistou e, depois, se conservou ou se perdeu.
Sentiu-se a determinaciio com que os docentes do secun-
dério pretendem exigir para a disciplina de Matemdtica o
reconhecimento de que tem uma vertente experimental e
deve, portanto, recuperar uma aula desdobrada em turnos e

em salas (laboratérios) devidamente equipadas. Um tépico
a requerer acompanhamento no imediato, com reflexdo e
accao...

Depois da animada sessio «Fisica Viva» pela equipa da
Fébrica — Centro de Ciéncia Viva e Universidade de Avei-
1o, veio o quase encantamento pela simplicidade das coi-
sas belas da natureza e da vida que a Matemitica envol-
ve. Pela mio e pelo pensamento de Eduardo Veloso. Foi o
(re)descobrir das simetrias, em todas as suas potencialida-
des, na perspectiva da sua abordagem ao longo da educacio
bésica.

O ProfMat 2010 chegava ao fim.

E inevitavel a sensaciio de termos deixado escapar muitas
outras sessdes carregadas de interesse, muitas intervengdes
importantes, muitos outros bons momentos... O ProfMat é
também isso: um mundo de escolhas e de opces.

Antes do encerramento, pudemos ouvir «a tutela» re-
conhecer o valor do contributo da APM e agradecer-nos...
Nio somos de ficar & espera de agradecimentos, mas ... sabe
bem!

Aveiro, o céu claro, o sol, as boas instalagdes da Univer-
sidade que nos acolheu, o excelente e dedicado trabalho da
Comissio Organizadora, tudo isso recordaremos e transpor-
taremos para o futuro. Renovados caminhos a percorrer, a
mesma determinacdo, a mesma dedicaciio...

E a APM prosseguirs, forte!

fina Maria Brito Jorge
Maria Graziela Fonseca
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0 Problema do ProfMat 2010

O concurso apresentado aos'barticipante_s no ProfMat 2010
de Aveiro consistiu na resolugdo do problema

As Seis Bisbilhoteiras:

Naquela cidadezinha havia seis grandes amigas que gosta-
vam muito de partilhar todas as bisbilhotices entre si. Sempre
que uma ligava a outra, no final do telefonema as duas esta-
vam a par de tudo o que cada uma sabia previamente. Certo
dia, cada uma delas soube de um mexerico, daqueles que &
mesmo gpreciso» partithar.

Qual é o ndmero minimo de telefonemas que terdio de fazer
para que as seis fiquem a saber de todas as novas coscuvilhi-
ces? Se cada telefonema demorar cinco minutos, qual é o mi-
nimo de tempo necessdrio para que isto aconteca?

Recebemos 24 respostas. Nem todos conseguiram chegar ao
minimo de telefonemas, 8, nem ao tempo minimo, 15 minu-
tos. Uma boa parte das resolugGes opta por fazer um esque-
ma que se vai preenchendo ou completando de acordo com
as opgdes tomadas.Vamos seguir, com pequenas alteraces, a
proposta apresentada pela equipa Eduardo Veloso, Rita Bas-
tos, Ana Vieira & Inés Alegria.

Sejam A, B, C, D, E e F as seis pessoas (homens ou mulheres,
para evitar conflitos, como diz a Emilia Castro) e designemos
por |, 2,3,4,5 e 6 os respectivos mexericos. Vamos p&-los
numa tabela de dupla entrada onde, em cada célula, colocare-
mos o tempo necessdrio para a pessoa ficar a par do mexe-
rico. A situagdo inicial estd representada na tabela |,

Nos primeiros cinco minutos realizam-se trés telefonemas:
A-B, C-D e E-F ficando cada uma a conhecer dois mexeri-
cos (tabela 2).

O objectivo é preencher a tabela completamente, num
tempo minimo. Nos cinco minutos seguintes, realizam-se dois
telefonemas: A-F e B—C.A situacdo passa a ser a representada
na tabela 3. Nos cinco minutos seguintes, realizam-se mais trés
telefonemas: A-D, E-B e F—C, ficando todas as bisbilhoteiras a
conhecer todos os mexericos em |5 minutos (tabela 4).

Mexerico
| 2 3 4 5 6 Tabela 1
A 0
RIEE 0
g [c 0
[ 0
a [ E 0
F 0
Mexerico
| 2 3 4 5 6 Tabela 2
A 0 5
g B 5 0
g c 0 [ s
% D 5 | o
0 E 0 5
F 5 0
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Foram necessdrios 8 telefonemas e |5 minutos. £ facil
mostrar que ndo € possivel obter o mesmo resultado em me-
nos tempo porque:

— nos primeiros 5 minutos, cada bisbilhoteira conhece, no
médximo 2 mexericos,

— nos segundos 5 minutos, cada bisbilhoteira conhece, no
maximo 4 mexericos,

— nos terceiros 5 minutos, cada bisbilhoteira conhece, no
médximo 8 mexericos.

Finalmente, dois aspectos a salientar. Primeiro, a original e
bela forma como Iva & Nuno Angelino entregaram a reso-
lugio. Segundo, uma objeccfio levantada por Gisela Aradjo
e Sofia Coelho: com as actuais tecnologias, um telefonema em
conferéncia seria suficiente para, em 5 minutos, pér todas as
amigas do corrente de tudo. ..

Lista de participantes

Individuais: Alexandra Carneiro, Alice Birrios, Alice Pereira, Ana Sofia Caseiro, Aveli-
no Sousa, Catarina Ferreira, Cldudia Domingues, Daniel Castanho, Emilia Castro, Flo-
rinda Costa, Gisela Arajo, Irene Fernandes, lsabel Leite, lsabel Viana, José Artur, José
Fernandes, M de Fdtima Silva, M* da Graca Figueiredo, Ménica Fernandes, Ricardo
Alves e Sofia Coelho. Em equipa: Ana Sofia Oliveira, Fitima Coelho & Teresa Pinto:
Eduardo Veloso, Rita Bastos, Ana Vieira & Inés Alegriz; ha & Nuno Angelino.

Premiados e Prémios

Dada a dificuldade em seriar sete das resclucBes, os prémios do 2.° ac 8° foram

atribuidos por sorteio.

|# Eduardo Veloso, Rita Bastos, Ana Vieira & Inés Alegria (Unidade TI-Nspire,
oferta Texos Instruments)

Vad Catarina Ferreira (ClossPad Manager, oferta Casio + | livro ASA)

27 Sofia Margarida Coelho (Desafios 10, oferta Affontarmento + Ecografias do
Porto, oferta Areal)

4 Ricardo Mauricio Alves (Desafios 10, oferta Afrontamento + | livro ASA)

5 Ana Sofia Oliveira, Fitima Coelho & Teresa Pinta (3 fivros, oferta ASA)

&° Isabel Viana (2 fivros, oferta ASA)

7 José Artur (2 livros, oferta ASA)

8° Iva & Nuno Angeline (1 livro, oferta ASA)

Neta: Os prémios devem ser levantados até 30 de Julho de 2011. Por favor,
contactar a sede da APM em Lisboa.

Jose Paulo Viana
Esc. Sec. Veroilio Ferreira
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de pessoas. Neste sentido, um grupo de jovens de determi-
nada idade, um grupo de trabalhadores do mesmo oficio, um
grupo social ou um grupe étnico sio exemplos de grupos
culturais.

O modo como a cultura é explorada em sala‘de aula re-
vela-se crucial na obtenciio dos resultados esperados. Acon-
tece, por vezes, assistirmos & utilizacio de elementos cultu-
rais como uma estratégia para captar o interesse dos alunos,
uma forma de motivar e facilitar a aprendizagem dos alu-
nos que revelam dificuldades, ou até um meio para estimular
a atengdo de alunos mais distraidos. Esta abordagem, com
uma regularidade maior que o desejdvel, subvaloriza o po-
tencial de uma abordagem cultural por simplificar dema-
siado os contextos, ignorar a complexidade dos fenémenos
reais e as fortes relages que existem entre as experiéncias
prévias vivenciadas pelos alunos, os objectivos e as crencas
matemdticas (Boaler, 1993).

Aplicadas ao contexto educacional, as praticas etnoma-
temdticas ndo se esgotam na aprendizagem de préiticas ma-
temdticas caracteristicas do um grupo cultural especifico.
Alids, sob prejuizo de limitar a consciéncia e o crescimen-

to matemadticos dos alunos, tentando encerrd-los dentro dum

frasco na sua prépria cultura, tais praticas devem passar pelo
questionamento das necessidades reais dos alunos a nivel
local, mas perspectivando o mundo global em que vivemos.
Deste modo, podemos considerar duas dimensdes distintas
da matematica: a um nivel local a matematica cultural reple-
ta de significados, predominantemente contextualizada, e a
um nivel global, uma linguagem universal caracterizada por
um cardcter formal e predominantemente descontextualiza-
da, igualmente importante por permitir a comunicacfo en-
tre diferentes comunidades. Além destas duas dimensoes da
matematica, local e global, Moreira (2008) salienta igual-
mente a importincia da articulagio entre elas com vista a
um entendimento da Matemdtica.

Conexdes [etno)matemaficas

As actividades que as criangas, movidas pelos seus interes-
se e curiosidade, desenvolvem ao longo do dia, proporcio-
nam-lhes o desenvolvimento de capacidades matemadticas
e conhecimento informal que apresentam um forte poten-
cial para o estabelecimento de conexdes com a Mateméti-
ca trabalhada em contexto escolar (Boavida, A. M.; Paiva,
A. L; Vale, . & Pimentel, T.; 2008). Esta ideia do desen-
volvimento de uma matematizacdo espontdnea em contexto
extra-escolar é partilhada por outros educadores matemsti-
cos (e.g. Bishop, 2005; D’Ambrésio, 2001; Gerdes, 2007).
Segundo estes autores; quando é sujeito A matematizacdo
aprendida em contexto escolar, o aluno incompatibiliza-se
com o pensamento matemdtico desenvolvido informalmen-
te até entdo, criando um conflito psicolégico.

Numa tentativa de aproximar os saberes matemdticos
culturais com os saberes mateméticos como sio apresenta-
dos em contexto escolar, as conexdes matemadticas e a Et-
nomatemdtica podem complementar-se, na medida em que
as primeiras relacionam ideias matemdticas com situacdes
resultantes de experiéncias do dia-a-dia e a segunda procu-

ra explorar essas ideias para construir «caminhos» entre di-
ferentes representagtes de conhecimento matematico. Se-
gundo Begg (2001) as conexdes assim entendidas podem
ser estabelecidas: com o mundo quotidiano do aluno; com
o conhecimento prévio do aluno; com os contextos fami-
liares dentro e fora da escola; com outros tépicos matemd-
ticos; com outras disciplinas; com o passado e com o futuro.
No que respeita ao passado, serd necessirio compreender e
aceitar diferentes backgrounds dos alunos, contudo, a conju-
gacio desta informagdo com as oportunidades que cada um
anseia para o seu futuro e a forma como lida com essas ex-
pectativas no seu contexto social — foreground — sio de-
terminantes na predisposiciio e no envolvimento do aluno
no seu processo de aprendizagem (Alrg, Skovsmose & Va-
lero, 2009; Vithal & Skovsmose, 1997). Claro que, para se
fazerem conexdes com o background e com o foreground dos
alunos, a andlise cultural ndo poderd ser efectuada apenas
do ponto de vista matematico, devendo ser incentivado o
aprofundamento do conhecimento cultural local com base
em principios matemdticos. A compreensio e a interaccio
de ambos deverdo ser tidas em consideraciio nas decises pe-
dagégicas que tomamos.

Uma possivel abordagem efnomatemalica em contexto de sala
de dula

Para tornar reais as relagdes entre o mundo exterior e a sala
de aula, ou de forma mais abrangente, entre o mundo ex-
terior e a escola, uma possivel operacionalizagio de uma
abordagem etnomatemitica serd promover uma visdo inte-
gradora entre os conceitos, as praticas culturais matemati-
cas dos alunos e a matemdtica predominantemente formal
(Adams, 2004).

Com base nos pressupostos jd apresentados foi delineado
um projecto adequado aos alunos de uma turma de 7.° ano
de escolaridade de uma escola do barlavento algarvio.

O projecto foi desenvolvido em cinco fases: 1) procura
de significados locais; 2) emergéncia de praticas e conexdes
com préticas culturais distintas; 3) experiéncia matems-
tica cultural; 4) formalizacio matemdtica e 5) aprofunda-
mento de conhecimento cultural com base em principios
matematicos.

As primeiras duas fases caracterizaram-se pelo diagnésti-
co dos conhecimentos prévios e das expectativas dos alunos,
pela identificacio de préticas culturais significativas para os
alunos e pela criacio de contextos atractivos e estimulantes
para o trabalho de conceitos e desenvolvimento de capaci-
dades matematicas. Neste ambito foi elaborado um conjun-
to de 5 tarefas, contemplando conexdes entre as prdticas
culturais identificadas e os contetidos matematicos trabalha-
dos ao nivel do 7.” ano de escolaridade. A implementaciio
das primeiras quatro tarefas em sala de aula constituiu a 3.3
fase do projecto. Na 4.* fase foram formalizados os conceitos
de Geometria (trabalhados implicitamente durante a fase
anterior) a partir dos produtos escritos dos alunos. Final-
mente a implementagio da 5. tarefa, coincidente com a
5.* fase do projecto, voltou a focar os significados culturais,
desta feita, numa reflex@o em que os alunos foram confron-
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Figura 1: Inter-relacdo entre as fases do projecto

tados com praticas do seu quotidiano onde a utilizacio das
ferramentas matemadticas ao seu dispor lhes «facilitou» uma
tomada de decisdo.

O processo descrito permite uma leitura, numa légica de
ciclo, onde o ponto de partida e o final coincidem com o es-
tudo de significados locais. A figura 1 ilustra a inter-relacio
entre as referidas fases do projecto em causa.

A experiéncia: De onde sopra o vento?

A tarefa De onde sopra o vento? (figura 2) foi a primeira, do
conjunto de cinco tarefas, realizada pelos alunos. Decorreu
durante um bloco de 90 minutos, onde 45 minutos foram
de trabalho de campo e 45 minutos destinados a elabora-
¢lo do relatorio de grupo e preparacio das apresentages
dos grupos.

A discussdo da actividade desenvolvida pelos alunos
teve lugar no bloco seguinte, durante a apresentacio dos
trabalhos elaborados pelos diversos grupos de alunos, utili-
zando como base os procedimentos realizados pelos alunos
durante a saida de campo e registados posteriormente no
relatério.

A discussio incidiu em duas categorias distintas: por um
lado a caracterizacdo do procedimento escolhido do ponto
de vista matemdtico que permitiu valorizar o background dos
alunos com os objectivos de: i) averiguar a predisposicio dos
alunos reconhecerem matemdtica em praticas do quotidia-
no; ii) compreender se os alunos estabelecem conexdes en-

o O narde jods 200 LAR foo o s
2 v 4on00 o

i

Figura 3. Extracto do relatdrio apresentado pelo grupo

Qual a orientagio do vento no dia dehoje?

T i
TThT T

3. Paraque serve saber a orientacio do vento?

Figura 2: Tarefa Oe onde sopra o vento?

tre a matemadtica escolar e a vida na sociedade local e iii) re-
conhecer aprendizagens que os alunos tenham realizado no
dmbito da actividade; por outro lado foi focalizado também
o foreground dos alunos de acordo com as suas expectativas
face 2 utilizagio de capacidades matematicas transversais no
dia-a-dia, com base nos objectivos: i) perceber de que modo
as aprendizagens escolares influenciam as suas praticas; ii)
percepcionar se os alunos reconhecem matemitica fora do
contexto de sala de aula e iii) reconhecer se os alunos es-
tabelecem conex&es da matemdtica com situacoes da vida
real.

Desempenho geral dos alunos

A estratégia de apresentagio dos trabalhos a turma pro-
moveu discussio e comunicagio matemdtica oral entre os
alunos. O nivel de participagio dos alunos foi também in-
tensificado pela seguranga que revelaram quanto aos seus
conhecimentos empiricos do vento. A referéncia a experi-
éncia familiar esteve presente nestes trabalhos, nomeada-
mente no que diz respeito A pesca, actividade local para a
qual conhecer a orientacio do vento pode ser dtil na pre-
visdo de uma «boa pescaria». Tais saberes populares foram
transmitidos aos colegas com mais ou menos convicgio, de
acordo com o receio da aceitagiio dos colegas perante acti-

vidades pouco valorizadas socialmente entre os mais jovens
(figura 3).
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Figura 4. Exfracto do relatdrio apresentado pelo grupo A

A valorizacio gradual do contexto familiar dos alunos
da turma favoreceu a sua postura, que se foi tornando mais
espontanea, aceitando as diferengas entre colegas como algo
natural. Tal postura permitiu também uma relagio mais po-
sitiva em relacio ao erro no que respeita a participagio geral
dos alunos da turma nestes e noutros contextos.

As actividades do mundo quotidiano dos alunos, assim
como as suas experiéncias prévias foram também integradas
no desenvolvimento da tarefa. A familiaridade dos alunos
com desportos onde a orientaciio do vento assume um pa-
pel preponderante é uma realidade tao vincada neste grupo,
que alguns alunos consultam regularmente sites de Internet
onde consta a previsio da orientaciio do vento. A andlise e
interpretacio da informaciio desses sites foi, mais tarde, de-
signada por «nomes» compreensiveis por todos, como foi o
caso das setas que passaram a vectores!

O foreground cultural deste grupo de alunos [grupo Al le-
vou-os a relacionarem a Matemdtica com as suas préticas did-
rias e a reconhecerem a utilizacio de conhecimentos mate-
méticos a nivel global, embora as ferramentas matemadticas
disponiveis ndo lhes tenham permitido concretizar as co-
nexdes entre a Matemética e o funcionamento dos satéli-
tes (figura 4).

Durante as apresentagdes foi ainda evidente a utiliza-
o de sistemas de referéncia de orientagdo locais a partir
do ambiente escolar, nomeadamente a partir da bandeira da
escola (figura 5), contudo, outros grupos tiveram a necessi-
dade de utilizar um sistema de referéncias de orientagio que
fosse compreendido por todos (figura 6), utilizando para tal
os pontos cardeais estudados previamente na disciplina de
Geografia. '

A equivaléncia da informagio transmitida pelos grupos
A e B gerou uma discussio dos conceitos matematicos de di-
recciio e sentido:

Anténio: Orientdmo-nos pela bandeira ¢ pelos moinhos e
sabemos que o sol nasce em este e se pde em oeste. Vi-
mos que a bandeira estava virada para este. Logo o vento
sopra de oeste para este.

Qo)
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Figura 5. Extracfo do relatirio apresentado pelo grupo B

Professora: No exemplo deste grupo [referindo-se & estraté-
oia apresentada pelo grupo Bl, o que define entdo a di-
reccio do vento!

Rodrigo: De costas para a escola.
Professora: E o sentido!?
Rodrigo: Da direita para a esquerda.

No final da discussio os alunos conclufram que, apesar de
terem utilizado termos de linguagem distintos, identificar a
orientacio do vento «de oeste para este» € exactamente o
mesmo que «estar de costas para a fachada principal da es-
cola e o vento soprar da direita para a esquerda», embora a
tltima s6 seja compreensivel «para quem conhece esta esco-
la». Esta negociacio de significados enriqueceu o foreground
cultural dos alunos que, numa primeira abordagem, limita-
ram a sua analise a referéncias locais, abrindo-lhes perspec-
tivas globais a partir do seu conhecimento local.

Nas conexdes com outras disciplinas, a relagdo mais evi-
dente foi com a disciplina de Geografia, em particular na
utilizacio da rosa-dos-ventos, contudo, outros grupos asso-
ciaram o vento as forcas estudadas em Ciéncias Fisico-Qui-
micas, atribuindo-lhes as mesmas caracteristicas que os vec-
tores (figura 7).

Algumas consideracoes

O exemplo apresentado evidencia a sensibilizagdo dos alu-
nos para o estabelecimento de conexdes com o seu mundo
quotidiano e conhecimento prévio, o que cria potenciali-
dades para a apropriagio e para a atribuigio de significa-
do a conceitos matemdticos, como foi o caso do conceito
de vector e das caracterfsticas nele envolvidas. Em tarefas
posteriores verificou-se ainda que os alunos, ao reconhece-
rem a orientacio do vento, recorreram espontaneamente
a utilizacio de vectores para a sua representacio, arriscan-
do mesmo a soma intuitiva geométrica de vectores no estu-
do da trajectéria de um barco sujeito a determinadas forgas,
aprofundando assim o seu conhecimento cultural com base
em principios matematicos. As conexdes com outras disci-
plinas foram igualmente estabelecidas pelos alunos, como
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Figura 6. Exfracto do relatiirio apresentado pelo grupo A

foi salientado nos trabalhos desenvolvidos para apresenta-
¢io A turma. Destacam-se ainda as potencialidades que as
conexdes estabelecidas com contextos familiares exteriores
& escola relevaram no desenvolvimento de um ambiente de
aprendizagem assinalado pela aceitaciio de diferentes vivén-
cias dos alunos em contexto extra-escolar. De facto, a parti-
lha gerada na discussdo dos trabalhos foi muito rica e parti-
cipada pela turma, por um lado, pela necessidade de mostrar
a equivaléncia de resolugdes distintas e, por outro, pela ne-
cessidade dos alunos transmitirem seguranca aos colegas em
relagio aos seus conhecimentos, porque afinal «até sabem
umas coisas...». A utilizacfio do background cultural na par-
tilha de ideias matemdticas e nfio matematicas revelou-se
um elemento catalisador de um ambiente confortivel para
os alunos levando-os assim a arriscar mais na comunicacio
oral. A interacgfio entre alunos gerou ainda potencial influ-
éncia no foreground cultural dos alunos pela expectativa e
curiosidade causadas pela partilha de informagdes culturais
dos outros grupos.

Para além de incentivar os alunos a estabelecerem co-
nexdes mateméticas dentro e fora da Matematica, a explo-
racio da matemdtica cultural em contexto de sala de aula,
aponta, numa primeira andlise, para o desenvolvimento de
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Figura 7. Exfracto do relaldirio apresentado pelo grupo 0

capacidades matemadticas transversais', nomeadamente do
raciocinio matemitico dos alunos aplicado a um contexto
ndo matemdtico e da comunicacio matemitica oral dos alu-
nos revelada na apresentacdo do trabalho 4 turma e na argu-
mentacio utilizada durante a discussdo em grande grupo.

A implementagio de uma abordagem etnomatemadtica
surgiu ndo como um novo contetido ou contexto, mas antes
como uma valorizagio do reconhecimento matemdtico do
ambiente social e cultural que, por sua vez, permitiu estabe-
lecer conexdes matemdticas em sala de aula, revestidas de
maior significado por parte dos alunos. Alis, estas conside-
ragoes reforgam os resultados dos estudos de Adam, Alangui
& Barton (2003), Bishop (2005), Boaler (1993) e Zaslavky
(2002), para os quais a integraciio de aspectos culturais nos
curriculos contribui para um entendimento da Matemética
como parte do quotidiano, incentiva a predisposicio para
estabelecer conexdes com significado e, consequentemente,
desenvolve a compreensio da Matematica que desmistifica
a visdo desta Ciéncia como o somatério de conhecimento
compartimentado por temas ou tépicos matematicos.

Ao planificar o seu trabalho, o professor deve assim ter
consciéncia da necessidade de promover o estabelecimento
de relagBes e fazer uma gestiio do curriculo agindo na inte-

Figura 8. Alunos durante a apresentacdo de um trabalho ao grupo furma

Novembro | Dezembro || 2010

75



| 76

racfio entre o background e foreground dos seus alunos. Nes-
te sentido, serd necessdrio, por um lado, que alunos e profes-
sores estejam cientes da existéncia de matematica implicita
nos conhecimentos adquiridos pelos alunos no seu contexto
cultural e, por outro, sensibilizar os professores para o papel
que a matemdtica cultural pode desempenhar no desenvol-
vimento de capacidades matemdticas transversais, nomea-
damente no estabelecimento de conexdes e na sua relagfio
com a matemdtica formal. Assim encarada, a Etnomatema-
tica surge como um desafio mundial, potencializada pela
acgiio dos cidadaos de cada pafs ou regido na sua drea de
actuaciio, em geral, e pela ac¢io dos educadores no campo
educacional, em particular.

Nofa .

1 Neste estudo, capacidades matemdticas transversais referem-se
a resoluciio de problemas, ao raciocinio matemdtico e a comu-
nicagiio matemdtica entendidas tal como no Programa de Ma-
temdtica do Ensino Basico de 2007.
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Enchendo um octaedro. . .

A tarefa que se apresenta foi adaptada de uma desenvolvida
por professores da Esc. Sec. Braamcamp Freire em 2000, que
no Ano Mundial da Matemdtica produziram diversas acti-
vidades envolvendo o octaedro.

Para os professores € sempre um desafio construir tarefas
onde sejam os alunos a estabelecer conexdes. Depardmo-
nos, de entre outras, com as seguintes questoes:

e Qual o papel de um software de Geometria Dindmica
no apoio ao estabelecimento de conexdes na exploragio
das tarefas?

e De que modo as tarefas propostas estimulam os alunos a
estabelecerem conexdes mateméticas!

Esta tarefa foi pensada de forma a permitir que os alunos es-
tabelegam conjecturas a partir de graficos e construam cone-
xBes entre diferentes representacdes de fungbes, promoven-
do assim uma visdo mais integrada da Matemdtica. Partindo
da analise de figuras, os alunos analisam a variaco do peri-

Begg, A. (2001). Etnhomathematics: why, and what else? [Versdo
electrénical. ZDM — The International Jowrnal on Mathematics
Education. 33(3), 71-74.

Bishop, A. (2003). Aproximacién sociocultural a la educacién ma-
temadtica. Colombia: Universidad del Valle.

Boaler, ]. (1993, Junho). The role of contexts in the mathemarics
classroom: do they make mathematics more «real» 1. For the Le-
arming of Mathematics, 13(2), 12-17.

Boavida, A. M.; Paiva, A. L.; Vale, |. & Pimentel, T. (2008). A ex-
periéncia matemdtica no Ensino Bdsico. Lisboa: ME-DGIDC.

D'Ambrosio, U. (2001, Fevereiro). What is ethnomathematics,
and how can it help children in schools? [Versio electrénical.

Teaching Children Mathematics 7(6)

D’Ambrosio, U. (2008, Abril). Ethnomathematics: Perspectives
[Versdo electrénical. News NAGEm, 2(2), 2.

Gerdes, P. (2007). Etmomatemdtica — Reflextes sobre a diversidade
cultural. Ribeirdo: Edigies Hiamus.

Moreira, D. (2008). Educacio matemdtica para a sociedade mul-
ticultural. In P. Palhares (coord.). Etnomatemdtica — Um
olhar sobre a diversidade cultwral e a aprendizagem da Matemdtica
(pp. 47-65). Ribeirdo: Edighes Himus.

Vithal, R. & Skovsmose, Q. (1997). The end of innocence: a cri-
tique of ethnomathematics. Educational Studies in Mathematics,
34 (2), 131-157.

Zaslavky, C. (2002, Fevereiro). Exploring world cultures in math
class. [Versdo electrénical. Educational Leadership, 66-69.

Joana Lafas
EBI/JI de Rljezur

metro e da drea de poligonos e ainda do volume de liquido
num octaedro.

A implementaciio da tarefa revelou-nos que as surpre-
sas dos alunos deram origem a aprendizagens significativas e
que a argumentaciio teve por base as conjecturas estabeleci-
das por eles. Estas surpresas criaram expectativas e motiva-
(Bes para a experimentacio, pois o resultado era inesperado.
«Este pode ser o detonador para nutrir a necessidade dos es-
tudantes para reflectir sobre o seu conhecimento e conjectu-
ras, originando oportunidades para uma aprendizagem signi-
ficativa.» (Arcavi, 2000, p.26)

Esta tarefa estd disponivel no sitio da APM nas Activida-
des e Recursos onde se pode encontrar também o ficheiro de
apoio (em GSP), extensdes e sugestdes metodolégicas.

Referéncias bibliogrdficas:

Arcavi, A. Hadas N. (2000) El computador como medio de
aprendizage: Ejemplo de un enfoque, International Journal of
Computers for Mathematical Learning, 5, 25-45

Helena Paradinha, Josefa Costa. Maria da Conceigdo Mesguita
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Um octaedro regular estd apoiado num dos vértices, de modo que uma diagonal espacial fica na vertical. SupSe que o vamos
enchendo de um liquido colorido até ficar cheio.

-]
o

BIYRNG|OL) ap ene e oled sieliajol)

altura do
liquido

k=]

Na figura podes observar os poligonos definidos na superficie do liquido quando varia a altura do liquido.
I. Pretende-se estudar, em funciio de h (altura do liquido), as seguintes funcdes:

— P, perimetro dos os poligonos definidos na superficie do liquido;

— A, drea dos poligonos definidos na superficie do liquide;

— V,volume do liquido no octaedro.

Sem efectuares quaisquer cdlculos, escolhe dos gréficos em baixo, qual o que representa cada uma das funcées referidas an-
teriormente. Explica o teu raciocinio.

A B @
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2. Qual o poligono formado pelos vért‘rces"_do.:"octa.e'dglp O,P Q e R? Indica outros poligonos iguais a este, definidos por vér-
tices deste octaedro. '

Mareriais para @ aula e Matematica

. Que tipo de poligonos se formam na superficie de liquido, 4 medida que se vai enchendo o octaedro de liquido?

3
4, Supde que a aresta do octaedro € [0 cm.
4.1. Mostra que a altura de liquido varia entre zero e 10v2.
42. Para que valores de h a drea do poligono é médxima? _
43. Haverd poligonos iguais para diferentes alturas do liquido? Que relaciio existird entre essas alturas?
5. Exprime AC, em fungdo de fi (altura do liquido).
6. Mostra que a drea A do poligono [ABCD], em funcdo de h (altura do liquido), é definida por A(h) = 2h?, para 0 < h < 5y2.
7. No gréfico da funcdo A, drea dos poligonos definidos na superficie do liquido, da questdo |. regista os valores das abcissas

dos extremos da funcdo.
8. Define um modelo matematico para a fungo A, para 5y2 <h< 10yZ.

9. Calcula as taxas de variagio média da funcdo A, nos intervalos [0, 1] e [5, 6]. Interpreta os valores obtidos.

L3
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Conexdes matematicas

braca Cebola

Infroducao

| Neste artigo procura-se discutir e reflectir sobre aspectos re-
lacionados com as conexdes matemdticas, tendo subjacente
| e fazendo a sua interligacio com o Programa de Matemitica
do Ensino Bésico (PMEB) e o Programa de Formacio Con-
tinua em Matemdtica para Professores dos 1.7 e 2.° Ciclos
" do Ensino Bésico (PFCM).
|£ Como é referido em Boavida, Paiva, Cebola, Vale e Pi-
mentel (2008), o estabelecimento de conextes matemati-
| cas pode surgir, a0 longo do ensino e aprendizagem formal,
| como um processo que tem por objectivo primordial a liga-
| cio da Matemdrica as outras dreas curriculares, & realidade
| do mundo que nos rodeia e também a relacio entre os dife-
rentes topicos matemdticos. Quando resolvemos problemas
| cujo contexto faz apelo & vida real estamos a realcar as co-
| nexdes matemdticas com a realidade. Quando combinamos
as outras dreas curriculares com a Matemadtica enaltecemos
ndo sé a Matemdrica mas também as dreas envolvidas.
Também Bamberger e Oberdorf (2007) realcam a im-
0| portiincia de os alunos, desde o pré-escolar até ao 12.° ano
! de escolaridade, reconhecerem e urilizarem relactes entre os
, E diferentes conceitos matemdticos e perceberem que a cons-
i truciio de alguns conceitos matemaricos é realizada em fun-
| ¢o de outros — conexdes dentro da prépria Matematica,
| reforgando o que ji era mencionado nos Principios e Normas
| para a Matemdtica Escolar (NCTM, 2000).
' O PMEB destaca o desenvolvimento de trés capacida-
des transversais a toda a aprendizagem da Matematica
W solucio de problemas, raciocinio matemdtico e comunica-
¢do matemdtica. No entanto, o Programa assume, tamhém,
. e importdncia das conexdes ao referir, explicitamente, que ;
| «valoriza também outras capacidades como as de represen-
M tagio e de estabelecimento de conexdes dentro e fora da =
Matemética». (Ponte, et al., Programa de Matemdtica do
6} Ensino Basico, 2007) 3
Escolheram-se duas situagtes de sala de aula do 1.° ano, -

R

re-

w-',_."i"‘f de acordo com o PMEB, onde se realga o papel do professor S ; - SR R
e o trabalho dos alunos em termos das suas producBes escri- e = B L ————, E
‘4 tas a partir das tarefas propostas, e com as quais se eviden- L0 e~ T e _ i
< cia o estabelecimento de conexdes matemdticas em algumas =L e = e,

das vertentes anteriormente mencionadas. Todos os epis6- — -
dios de sala de aula fizeram parte de sessdes de acompanha- © i
mento do PFCM e, como tal, foram objecto de discussdo an- : S

5 s J ¢tk
tes e depois da sua concretizacio. Por fim, reflecte-se sobrea =
7 | importincia das conextes matemdticas na sala de aula e da
© sua pertinéncia, em termos globais, no ensino e naaprendi- =~
g

zagem da Matemitica do ensino bésico.
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Uma histdria e muifos caminhos

Numa aula do 1.° ano, nosinicio do 2.° perfodo, a profes-
sora tem o propésito de explorar com os alunos uma tarefa
que se enquadra no tema Geometria, topico Orientacdo espa-
cial e, mais especificamente, nos subtépicos Posicdo e loca-
lizacdo e Pontos de referéncia e itinerdrios, do PMEB. Come-
ca a aula recordando com os alunos a histéria — Todos no
sofd — contada no dia anterior, que deu origem a um painel
ilustrado por todos e que se encontra afixado numa das pa-
redes da sala.

Para ela é importante sensibilizar os alunos a encarar a
Matemitica como uma linguagem que pode traduzir ideias
sobre o mundo que nos rodeia. A dificuldade, muitas vezes,
sentida por eles na tradugio do real e da linguagem comum
para a linguagem simbélica da Matematica levou-a a esco-
lher a tarefa Percurso até ao sofd. Esta tem como principal
pressuposto ndo s6 a interligagio das diferentes linguagens
mas também o efectuar contagens.

A professora apresenta um quadro quadriculado «gigan-
te» e distribui a ficha da tarefa (figura 1) aos alunos, que sdo

convidados a, livremente, indicarem o percurso que os ami--

gos tém que percorret, ndo para sair do sofd, como refere a
histéria, mas para 14 chegar. Em didlogo com eles introduz as
regras de registo, através de um cédigo de setas: para cima,
N, para baixo, V, para a direita, 2, e paraa esquerda, €.

Os alunos estdo agora atarefados a assinalar os seus per-
cursos — e hd-os para todos os gostos. De seguida, a profes-
sora solicita-lhes que contem os passos indicados. Ha quinze
alunos com percursos de 11 passos, um aluno com um per-
curso de 13 passos e um outro com um de 15 passos.

A professora aproveita estes resultados para, com a ajuda
oral dos alunos, representar no quadro um grafico de barras
(figura 2). Todos percebem bem, antes do registo concluido,
que a barra a que corresponderdo os 11 passos vai ser a mais
alta e as outras duas irdo ter a mesma altura.

Na discussdo que se estabelece em torno dos diferentes
percursos construidos, os alunos chegam a conclusio que hi
uns mais longos e outros mais curtos, que um percurso mais
longo é mais demorado de percorrer e um mais curto € mais
rapido (no 1.° ano a apreensdo deste tipo de vocabulario é

Todos no sofd

O gato tigrado
salta do sofd.
Sio sete os amigos

Estio dez amigos todos
num sofd.

Mas estdo apertados que
ndo cabem l4.

O burro, aos coices,
salta do sofd.
Séo quatro os amigos

MNome: Date: __/__J/

24 Todss = Sofi

PERCURSO ATE AQ SOFA

Acabaste de ouvir a tua professora contar a histdria ..

Agora tens uma missio: qjuda os 10 amiges a chegar até ae sofd,

e

I

£ f;. EE DARTIDA

Figura 1

importante), que nem todos os percursos de 11 passos sdo
iguais, uns vao por um lado, outros por outro.

Posteriormente, um aluno indica oralmente o seu per-
curso — cinco para cima, dois para a direita, um para cima,
trés para a direita, um para baixo, um para a direita — e duas
colegas registam-no no quadro, uma no quadro quadricula-
do e a outra unicamente através das setas. Todos estdo com
atencfio para ver se ndo héd enganos e, no final, contam o nid-
mero total de passos:

PRPDIND DN D>V (13 passos)
A professora faz também um registo no quadro

521321V

onde os nimeros surgem ja como resultado da contagem por
grupos e nio da contagem um a um.

O grande elefante
salta do sofd.

J4 s6 um amigo
ainda 14 est4.

O rato guloso
salta do sofd.
Sio nove amigos

que ainda 14 estdo.

O coelho manso
salta do sofa.
S0 oito amigos

que ainda 14 estdo.

que ainda 14 estfo.

O pato marreco
salta do sofd.

Sio seis os amigos
que ainda l4 estao.

O porco, roncando,
salta do sof4.

Sio cinco os amigos
que ainda 14 estéo.

que ainda 14 estdo.

A vaca leiteira
salta do sof4.

SAo trés os amigos
que ainda 14 estdo.

A alta girafa
salta do sofd.
Sao dois os amigos
que ainda l4 estdo.
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N.® de alunos —

Figura 2. 0 registo em forma de grafico

A aula prossegue com um outro desafio construir um
percurso mais longo do que o maior indicado até ao mo-
mento (15 passos). Os alunos esforgam-se por construir per-
cursos compridos, contando os passos: 21, 25, 26, 27, 33, 35,
..., 61 — este foi o maior percurso que apareceu na turma.
Renata indica a vermelho o seu menor percurso (11 passos)
e a azul o seu maior percurso (61 passos) (figura 3).

Em seguida, os alunos identificam estes niimeros na rec-
ta colada na parede e falam sobre eles: «26 é mais 1 do que
25%», «27 € mais 1 do que 26», «33 é mais 6 que 27», ...

Quando no final, a professora pergunta «O que apren-
deram hoje?» uma das respostas que surge é: «Percursos.
(...) Quando venho para a escola com a minha mie fago
um percurso. Quando venho com a minha avé fago outro
percurso!»

Sem diivida que este episédio de sala de aula ilustra
como se interligou a Literatura Infantil e a Matemdtica. A
histéria foi o mote de partida para todo um trabalho ligado
a Matemidtica. A escolha de uma histéria que os alunos ja
conheciam e que ja tinham explorado de uma outra forma
motivou-os ao ponto de, perante a apresentaciio do quadro
quadriculado, imediatamente dizerem que «O quadro € para
saber o caminho dos animais até ao sofd». A relacio da Ma-
temdtica com a realidade surge aqui nfio sob a forma de re-
solugdio de um problema, mas de uma transposicio do que
tinha sido aprendido na aula para a vida do dia a dia — o
conhecimento adquirido pode servir precisamente para esta
ligacfio, para que tenha sentido para os alunos.

PERCURSO ATE AO SOFA

de ouvir a fua profe confar a histdria .

Agora tens uma misso: qjuda os 10 amigos a chegar até ao sofd.

Figura 3. 05 percursos de Renala

QO estabelecimento de conexdes dentro da prépria Ma-
temdtica é evidente, o tema era a Geometria contudo, um
outro tema, Niimeros e operagdes, surgiu naturalmente. Du-
rante a aula foi feito todo um trabalho em volta ndo s6 dos
percursos, onde as questdes da lateralidade sdo fundamen-
tais, mas também dos nimeros, através das variadissimas
contagens e da maneira como se relacionam uns com os ou-
tros. Também o tema Organizacdo e tratamento de dados foi
trabalhado, através do registo da informacio, em forma de
grafico de barras, na grelha, e na utilizacio de cédigos de se-
tas e de nimeros e setas.

Esta aula terminou, mas a tarefa, ampliada com novas
questdes, tem potencialidades para permitir aprofundar ou-
tros subtépicos que néo foram ainda tratados. Concretizan-
do, podem, por exemplo, atribuir-se nomes s colunas e as
linhas para termos um referencial que possibilita a identifi-
cacio correcta de determinados pontos da grelha e, a partir
daf, distinguirem-se deslocagBes diferentes.

Vamos as compras!

As criangas, nesta faixa etdria (1.° ano), gostam imenso de
sentir que podem imitar os adultos em algumas das suas fun-
gdes, por exemplo, ir as compras. O dinheiro € algo que as
fascina e se lhes dermos a possibilidade de ir as compras,
nem que seja a fingir, elas entusiasmam-se, sentem-se res-
ponsdveis e podem, sem qualquer tipo de pressio, praticar
o célculo mental.
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Comprar brinquedos

L.

Figura 8. 0s bringuedos que Se podem comprar

Na tarefa?, apresentada em meados de Abril, hd um pai-
nel de brinquedos disponiveis para comprar (figura 8) e a
cada aluno sio, inicialmente, distribuidas duas notas (falsas)
de 5€.

Todos os alunos sio convidados pela professora a esco-
lher um peluche que gostariam de comprar, ou melhor, que
poderiam comprar com o dinheiro que lhes foi dado. A pri-
meira parte da aula é recheada de didlogos do género:

Prof.®: Que brinquedo podes comprar com duas notas de
cinco euros!

Aluno: O urso. (5€) Dou uma nota de cinco euros e fico
com a outra.

Aluno: O elefante. (10€)

Prof.“: Que dinheiro dds ao dono da loja?
Aluno: Dez euros.

Prof.*: Recebes troco?

Aluno: Nio.

Prof.*: Com que dinheiro ficas?

Aluno: Com nada.

Aluno: O esquilo. (14€)

Prof.*: Tens dinheiro para comprar o esquilo?!
Aluno: Nio.

Prof.*: Quanto falta?

Aluno: Quatro euros.

Terminada esta abordagem oral das compras, do dinheiro

gasto, do troco recebido e do dinheiro com que ficam, a pro-
fessora distribui uma folha de registo onde os alunos trans-

Matemdtica
b o
12 compra
o | g Qual o troco? b= ool
o L]
bringueda?

FPcompra
S e e T e
£ r
o ‘i{— e ermreia| G
para comprar o ficaram?

— , i

LY
awN

Figura 9. Uma compra

crevem os valores relacionados com a conversa que tiveram

(figura 9).

Prof.: Com o dinheiro que vocés tém serd que podem com-
prar mais do que um brinquedo?

Alunos: O urso. (5€) Podemos comprar dois ursos.
Prof.® + Alunos: 5€ + 5€ = 10€.

Prof.*: H4 mais possibilidades?

Aluno: Nio. Néo temos dinheiro que chegue.

Prof.®: Se quisermos comprar um urso (5€) e uma ovelha
(6€), quanto dinheiro falta? Quanto custa o urso mais
a ovelha?

Aluno: 11€. Falta um euro.
Nesta altura a professora enceta novo didlogo com os alu-

nos, com o propésito de lhes fazer sentir que se tivessem
mais dinheiro podiam fazer compras diferentes.

Prof.“: Com que quantia ficaram!?

Alunos: 15€.

Prof.*: Que brinquedos podem comprar?

Alunos: Todos.

Prof.*: Que brinquedos queres comprar?

Aluno: A ovelha e a coelha.

Prof.” : Quanto gastas!

Aluno: 6 mais 7 ... 13.

Agora os alunos juntam-se dois a dois e a professora distri-

bui mais uma nota de 5€ a cada um e diz-lhes para compra-
rem dois brinquedos. Mais uma vez, o didlogo € elucidativo
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Figura 10. 0 registo

sobre as compras que podem efectuar. Para ajudar no cilcu-
lo sio distribufdas as réguas e com elas os alunos justificam
oralmente os seus calculos.

No final da aula, como sdmula, reforcam-se as ideias e o
entusiasmo mantém-se, por vontade deles talvez niio fosse
necessdrio ir ao intervalo!

Prof.”: O que é que aprendemos hoje?

Aluno: Aprendemos a ir as compras.

Prof.*: No fazde conta ...

Aluno: S6 podemos comprar se tivermos mais dinheiro ou

o dinheiro certo.

Aluno: Aprendemos a pagar.

Aluno: Aprendemos a destrocar.

Prof.?: O que é o troco?
Aluno: E o dinheiro que damos a mais. ..

Numa outra aula, com outra professora, outros alunos e a

‘mesma tarefa, surgem também vérios didlogos semelhantes

mas o registo escrito dos cdlculos efectuados € j4 uma cons-
tante. Por exemplo, um aluno diz que quer comprar o cio
(12€) e o esquilo (14€), regista no quadro os seus célculos
e conclui que ndo tem dinheiro suficiente, gastava 26€ mas
s6 tem 15€.

12+ 14 =26
10+2 10+4

20 6

N

26

Apds esta fase das compras a professora pergunta aos alunos
«Afinal, com os 15€, quantos pares de brinquedos podemos
comprar!»

Os alunos escolhem, orientados pela professora, um
brinquedo e com ele vio fazendo pares, de tal forma que o
valor total dos seus gastos no ultrapasse os 15€. Aparecem
registos escritos como o da figura 10, onde sempre que um
par surge repetido € riscado da lista. No final, tém-se os doze
pares de brinquedos que solucionam a questdo.

Os exemplos apresentados ilustraram o trabalho destes
alunos com o sistema monetdrio em vigor e a maneira como
eles interiorizaram a importancia do dinheiro. Quer sob a
forma oral, quer sob a forma escrita, parece haver todo um
dominio do cdleulo que aqui foi reforcado com os euros, ou
seja, numa contextualizacio tio real quanto o possivel.

Uma forma mais organizada de registar a informaciio re-
sultante da questdo lancada pela professora poderia ser atra-
vés de uma tabela de dupla entrada (tabela 1), com a lis-
tagem, em linha e em coluna, de todos os brinquedos e do
respectivo preco e onde em cada célula aparecesse o preco
dos dois brinquedos escolhidos.

Urso | Ovelha | Coelha | Gato | Rinoceronte | Elefante | Girafa | Cao Esquilo

5€ |. 6€ 7€ 8€ 9€ 10€ 11€ | 12€ | 13€

Urso5€| 106 | 11€ 126 | 13€ 14€ 15€ | 166 | 17€ | 18€
Ovelha6€| #€ | 126 | 13¢ | 14 15€ 16€ 17€ | 18¢ | 19€
Coclha7€| +2€ | 183€¢ | 14 | 15¢ 16€ 17€ 18€ | 19¢ | 20€
Gato 8€| 13€ | 14€ 15€ | 16€ 17€ 18€ 19€ | 20€ | 21€
Rinoceronte 9€ | 46 | 456 166 | 17€ 18€ 19€ 20€ | 21€ | 22¢
Elefante 10€| 45€ | 16€ 17€ | 18€ 19€ 20€ 21€ | 226 | 23€
Girafa 11€[ 16€ | 17€ 186 | 19€ 20€ 21€ 2€ | 236 | 24¢
Cio12€| 17€¢ | 18¢ 19¢ | 20€ 21€ 22€ 23€ | 24€ | 25€
Esquilo 13€| 18€ | 19€ 206 | 21€ 22€ 23€ 24€ | 25€ | 26€

Tabela 1
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Para além de possibilitar o estabelecimento de conexdes
com o tema Organizacdo e Tratamento de Dados, de acordo
[} L
com o PMEB, o preenchimento e a descoberta de regula-
ridades na tabela sdo momentos interessantes do ponto de
vista da aprendizagem associada ao tépico Regularidades do
tema Niimeros e operacdes.

e  Os alunos podem descobrir que hd uma regularidade na
sequéncia numérica, quer dos valores das linhas quer
das colunas. Se comegarem por preencher uma linha ou
uma coluna, percebem que os nimeros de coluna para
coluna, ou de linha para linha, aumentam em um e o seu
processo de colocaciio na rabela torna-se bastante rdpi-
do, quase automadtico. ’

e Como s6 tém 15€ para gastar os alunos podem facilmen-
te perceber que apenas os valores assinalados a verde in-
teressam para a resposta. No entanto, a professora pode
aproveitar os restantes valores para fazer apelo, mais uma
vez, ao cdlculo mental — Se quisermos comprar o elefan-
te ¢ o rinoceronte, quanto dinheiro nos faltal; Se quisermos
gastar exactamente 20€, quantas possibilidades temos de es-
colher os brinquedos?... Algumas das respostas surgem da
observacio directa da rabela.

s Rapidamente os alunos identificam a existéncia de va-
lores duplicados aos quais viio corresponder os mesmos
pares de brinquedos (por exemplo, ovelha e urso ou urso
e ovelha). Se riscarem os valores que correspondem a
pares de brinquedos repetidos, ficam apenas com os doze
pares que respondem & questdo langada pela professora.

e Com a ajuda da professora, os alunos podem ainda ana-
lisar a tabela e encontrar algumas particularidades. Os
valores que se encontram em posigbes simétricas rela-
tivamente a uma das suas diagonais (da esquerda para a
direita, de cima para baixo) repetem-se, o que pode tor-
nar supérfluo o preenchimento da totalidade da tabela.
Se olharmos para a outra diagonal, os valores das linhas
que The sio paralelas, surpreendentemente, repetem-se.

Numa futura sessdo seria interessante colocar estes alu-
nos num contexto real de uma loja, dar-lhes dinheiro e ver
como se desenvencilham, que tipo de produtos compram e
como resolvem os seus problemas monetdrios. A Matema-
tica procura, desta forma, um contexto real para dar senti-
do ao trabalho com os nimeros e as operagdes e, ao fim e ao
cabo, para ela prépria ter sentido para os alunos.

Em jeito de conclusdo

Com os episédios de sala de aula apresentados pretendeu-se
evidenciar que o estabelecimento de conexdes matemdticas
pode surgir no 1.° ciclo do ensino bsico, logo desde o 1.°
ano, relacionando diferentes temas da Matemdtica, a Mate-
mética com outras dreas curriculares e ainda a Matemdtica
com a realidade.

E importante que os alunos sintam que 0s conceitos
mateméticos se encontram interligados e nfo isolados. Por
exemplo, € possivel estudar os niimeros relacionando-os

com conceitos geométricos, com situacoes do mundo que
nos rodeia e até com outras dreas curriculares.

Para tal, o papel do professor € primordial quer na selec-
Gio das tarefas quer na condugio da aula, principalmente,
no momento de discussio dos trabalhos realizados pelos alu-
nos e no momento de sintese. A minha experiéncia profis-
sional permite-me defender que numa aula bem estruturada
e orientada para o trabalho sobre os conceitos matemdticos
¢ mais provivel que aconteca uma aprendizagem matemati-
ca significativa, uma vez que também € mais provével haver
um maior empenho e uma maior motivagdo, por parte dos
alunos.

Por fim, pode referir-se que o PFCM proporcionou aos
professores envolvidos nestas aulas uma discussdo prévia do
trabalho a desenvolver e uma reflexfio baseada na andlise
critica e construtiva sobre a realidade da sala de aula, pers-
pectivando ndo s6 a melhoria da prdtica de cada um mas
também, e sempre, a partilha de experiéncias com os restan-
tes professores do grupo de formagio.

llofas

| Adaptada de Brocardo, J., Delgado, C. & Mendes, E (2010)
Niimeros e Operagdes. 1.” Ano. Ministério da Educacio.
DGIDC.

2 Adaptada de Equipa do projecto Desenvolvendo o Sentido do
Numera: Perspectivas e Exigéncias Curriculares. (2005). De-
senvolvendo o Sentido do Niimero. Materiais para o educador e
para o professor do 1.” ciclo. Lisboa: Associagio de Professores
de Matemdrica.
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Um caminho sempre a par
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A construcdo do conhecimento fisico e do conhecimento
matemalico

Independentemente de questdes de notagio e das diferengas
no modo como os fisicos e mateméticos olham para as situa-
¢bes, houve sempre uma interpenetracdo clara entre a fisica
¢ a matematica que gerou a evolugio destes dois dominios
do conhecimento humano. Embora os biélogos tenham j
demonstrado que nfo existe uma correspondéncia passo a
passo entre o desenvolvimento da espécie (filogenia) e o de-
senvolvimento do individuo (ontogenia), sabe-se que existe
uma relacdio clara entre a forma como um individuo se de-
senvolve e a forma como a espécie se desenvolveu. Também
se sabe que, como foi primeiramente vislumbrado por Jean
Piaget (1929, 1963), o desenvolvimento intelectual estd
claramente relacionado com a evolugiio biolégica do indi-
viduo (Sprinthall e Sprinthall, 1993). O desenvolvimento
intelectual é necessariamente lento e essencialmente quali-
tativo: a evoluciio da inteligéncia envolve o gradual apare-
cimento de diferentes fases, distinguidas pela construgio de
esquemas conceptuais qualitativamente diferentes. Embo-
ra Piaget compreenda a existéncia de processos dependen-
tes do individuo, nas fases de desenvolvimento cognitivo,
nio considera essas diferengas individuais nem o mundo das
emocdes. Nio estava interessado em diferencas individuais,
uma vez que O seu interesse era claramente epistemoldgi-
co. Para muitos, esta é a maior falha da sua teoria (Lawson,
1991) e um aspecto que ndo pode ser descurado por nenhum
professor.

Respeitando as diferencas de desenvolvimento indivi-
duais, a aprendizagem da matemética e da fisica deve assen-
tar numa progressao semelhante & que foi realizada no de-
senvolvimento destes dominios do saber.

E desenvolveram-se sempre a par. A fisica suporta-se na
matematica e a matemética encontra o sentido da sua exis-
téncia na andlise fisica de fenémenos e processos, seja atra-
vés da elegancia dos métodos analiticos, seja pelo poder dos
métodos de modelagio numérica.

As primeiras operagOes matemdticas desenvolveram-se
no sentido de acelerar o modo de contabilizar ganhos e per-
das ou de contabilizar a quantidade de unidades numa dada
quantidade de conjuntos de igual dimens&o. Depois foi ne-
cessdrio aprender a medir 4dreas e volumes. E as situacdes fo-
ram crescendo em complexidade. O mesmo deve acontecer
com a aprendizagem dos alunos. Reparem que ndo falo em
ensino. Nio ¢ possivel construir um prédio sem alicerces,
do mesmo modo que ndo seria possivel a Euler criar a sua
matematica no século VI a.C.. De igual modo, um profes-
sor pode convencer-se que se ensinar bem célculo tensorial
a alunos eles aprenderfio, mas tal s6 acontecerd se as funda-
¢Des necessdrias estiverem todas presentes na estrutura cog-
nitiva dos alunos, ou seja, quando eles estiverem preparados
para aprender. !

Obviamente que, tendo que conseguir a aprendizagem,
em 12 anos, por parte dos alunos, da matemética e da fisi-
ca fundamentais para poder possuir um pensamento fisico
e matemético, nio se poderd deixar que os alunos tenham

que tropegar na necessidade de aprender, pois demorou a0
homem actual cerca de 10000 anos para chegar ao presente
estado do conhecimento por esta via. De igual modo, € ne-
cessério proceder a alguns saltos, ndo perdendo tempo nos
erros de percurso cometidos pela espécie humana, como,
por exemplo, no desenvolvimento do modelo geocéntrico,
sem, no entanto, deixar de os apresentar sumariamente aos
alunos.

E necessario comecar pelas fundagdes e construir. E é
preciso confrontar os alunos com problemas concretos que
«forcem» a sua aprendizagem. A qualidade das aprendiza-
gens serd tanto maior quanto mais motivados estiverem os
alunos, por sentirem que os contetdos a ser estudados estdo
relacionados com a sua vivéncia pessoal.

Para muitos investigadores em educacio (Gowin, 1981,
Moreira e Buchweitz, 1993, Novak e Gowin, 1999, Mint-
zes et al., 2000, ete.), uma boa aprendizagem exige a parti-
cipacio activa dos alunos, a fim de construir o seu proprio
conhecimento. Na verdade, como o estudante, ainda que
muito influenciado por factores sociais (Vygotsky, 1998), €
o resultado da sua prépria aprendizagem, esta constitui um
processo individual e profundamente ligado 4 idiossincrasia
do individuo (Gowin, 1981, p. 124 e 125), pelo que é neces-
séria a sua participacio activa em todos os processos (Papert
e Harel, 1991).

Acredita-se actualmente que uma boa aprendizagem
exige igualmente a criagio de um ambiente de aprendiza-
gem no qual os alunos interagem com objectos e ideias e
negoceiam significados entre si e com os professores, para
o que alguns autores chamam um ambiente construtivis-
ta da aprendizagem (Cunningham, Duffy e Knuth, 1993,
Jonassen, 1994, Savery & Duffy, 1996, Gongalves, 2004).
Ao professor caberd um papel de facilitador da dinémica de
aprendizagem do aluno, o inverso do que acontecia na peda-
gogia passiva tradicional em que o professor era visto como
um veiculo de transmissio de conhecimentos. A aprendi-
zagem deverd surgir da necessidade, mas essa necessidade
tem que ser incentivada usando exemplos motivadores do
quotidiano.

0 curriculo dos alunos e a concertacao dos programas

No currfculo dos alunos, a coordenagio dos contetidos de
matemdtica e de fisica estd, no essencial, bem conseguida,
embora a concretizaciio da sua leccionagio nem sempre seja
conseguida.

Os alunos iniciam formalmente a aprendizagem da fisi-
ca no 7° ano de escolaridade embora de um modo informal
esse Processo comece muito antes. Na altura em que ini-
ciam a sua aprendizagem formal, existem alguns pré-requi-
sitos matematicos de base que sdo fundamentais, como as
operacGes com poténcias de base 10, o trabalho com equa-
¢des do primeiro grau, o trabalho com equacbes literais e 0s
conceitos de proporcionalidade directa e inversa.

Até ao final do 3° ciclo do ensino bésico, tornam-se ne-
cessdrios conhecimentos sobre equagdes da recta, de propor-
cionalidade quadratica e andlise gréfica de rectas. Pode-se
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dizer que até este nivel de ensino, sempre que os contetidos
matemdticos que constituem pré-requisitos para o ensino da
fisica, foram sempre leccionados previamente, tal como no
inicio do ensino secundério.

No ensino secunddrio, a utilizagio da trigonometria e
das propriedades dos tridngulos rectingulos encontra-se
quase omnipresente no ensino da fisica, tendo aplicactes
frequentes nas definigdes paramétricas de vectores que tém
mais do que uma dimenso espacial. Muitas vezes, porque
um ou dois dos componentes de um vector niio possui qual-
quer contribui¢io para a andlise de um sistema e das alte-
ragbes por ele sofridas, basta aos fisicos, trabalhar com a
componente do sistema na dimensdo referida. Qutras ve-
zes, possuindo-se apenas a medida do vector e a sua orien-
tagio relativamente a um dos eixos do referencial (ou siste-
ma de eixos de referéncia) € necessério obter a sua descriciio
cartesiana.

E frequente a utilizacgio da decomposicio do vector nos
seus componentes, em particular, quando se pretende obter

uma resultante da acgio simultanea de vérios componentes

da mesma grandeza, como ocorre, por exemplo, no caso do
calculo das resultantes forgas que actuam sobre um corpo (a
soma vectorial). Para qualquer um vector forca, F, de medi-
da Fque descreva, no plano zy, um angulo «, relativamente
a0 eixo dos zz, pode escrever-se o vector forca em funcio
dos seus componentes como sendo

F = F.cos(a).i + F.sin(a).j(N) 3)

A utilizagio do cfrculo trigonométrico tem as mais diversas
aplicacdes, em particular na andlise de fenémenos periddi-
cos oscilatérios, seja nos cursos cientifico-humanisticos, seja
nos cursos profissionais. Na realidade, muitos fenémenos
periédicos estudados pela fisica podem ser definidos como
fungdes sinusoidais do tempo. No entanto, os méximo e mi-
nimo das equagbes fisicas sio definidas pela amplitude da
grandeza em estudo e ndo com +1 e —1, respectivamente,
como sai das fungdes seno e co-seno. Por exemplo, quando
se analisa a variagio da corrente alternada num determi-
nado ponto de um circuito eléctrico em fungiio do tempo
(uma fungio sinusoidal), a fase ¢ da corrente é definida em
funcdo do angulo num circulo andlogo ao trigonométrico de
raio igual ao valor da intensidade méxima, Imax, onde pode
ser projectado o valor da intensidade de corrente, I. Esse
circulo recebe o nome de diagrama fasorial da corrente al-
ternada (Albuquerque, 2007).

A funcio que define a intensidade da corrente em cada
instante vem, assim, )

I(t) = I max.sin(p) = I max.sin(pg +wt)(4)  (4)

sendo g a fase inicial e w = 27 /P, em que P ¢ o periodo,
ou seja, o intervalo de tempo entre dois instantes sucessivos
em que a onda se encontra na mesma fase .

Existem muitos exemplos de fenémenos leccionados no
ensino secundario que podem ser analisados da perspectiva
da sua periodicidade, como no caso anterior, nomeadamen-
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Figura 1. Representacdo da intensidade de corrente de uma correnfe alternada em

fungdo do fempo vendo-se @ projeccdo no diagrama fasorial.

te osciladores harménicos movimentando-se em movimen-
to harménico simples, o préprio movimento circular em
torno de um circulo de raio R, em que o vector posicio, 7,
em cada instante pode ser definido (considerando a origem
dos angulos #; no eixo dos zz) como

7= R.cos(fy +wt).i + R.sin(6g + wt).j(m)  (5)

O célculo diferencial usando derivadas é necessério apenas
na Fisica do 12° Ano, pelo que a leccionaciio do conceito
de derivada pela definigio e de algumas regras de deriva-
¢do no 11° Ano de Matemdtica se encontra perfeitamente
adequado. Existem, no entanto, algumas escolas onde a lec-
cionagio desse contetido ¢ deixada para o 12° Ano, o que
cria, aos professores de fisica que leccionam a disciplina nes-
se ano, o constrangimento adicional de ter que ensinar as
derivadas na disciplina de Fisica. Felizmente essas situagoes
sd0 a excep¢ao e ndo a regra.

No final do ensino secundério, para a definicsio de gran-
dezas envolvidas nos principais principios de conservacio, ¢
necessario também recorrer a operagBes vectoriais.

Por exemplo, segundo o principio de conservaciio da
energia, uma das formas de alterar a energia de um sistema
€ através da realizagio de trabalho (por ele ou sobre ele). O
trabalho ¢ a medida da energia transferida para/de um siste-
ma quando uma forga actua sobre ele, enquanto ele se des-
loca, sendo a soma da energia fornecida/retirada pela com-
ponente da forga que actua na direcciio do deslocamento em
cada instante e que se calcula através da equaciio 6 (Serway
et al., 2004; Tipler, 2004), onde se encontra patente o pro-
duto interno (produto escalar) de vectores

W:/ﬁ.ds:' (6)

.

Embora, no ensino secundirio, se utilizem normalmente
apenas movimentos de corpos actuados por forgas constan-
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tes e deslocamentos na mesma direcgiio (A7") que permitem
a simplificagiio da expressdg para

W =F-AF=|F|||AF] - cosa (7

em que o € 0 angulo entre a forga e o deslocamento, no 12°
Ano de Fisica é j4 comum os docentes utilizarem o conceito
de produto escalar com os alunos. Normalmente, nessa altu-
ra os alunos possuem jd o conhecimento matematico neces-
sario para a realizacio deste tipo de operacBes.

Também o produto externo (produto vectorial) de vee-
tores ¢ utilizado, em fisica, na definico de diversas grande-
zas; no entanto, neste caso, o conceito ndo € leccionado no
ensino secundirio na disciplina de Matemdtica.

Embora, num esforgo de concertagdo entre os autores
dos programas, a utilizagio de grandezas associadas 2 dind-
mica de rotaciio tenha safdo dos programas do ensino secun-
dario, o produto externo de vectores continua a ser utilizado
na definicio da for¢a magnética que actua uma carga num
campo magnético que é dada (Serway et al., 2004; Tipler,
2004) por g

—

Fo,=q-TxB (8)

A necessidade de utilizaciio do produto externo é muitas ve-
zes minimizada no ensino Fisica, através da selec¢iio de situa-
CBes em que os exercicios possam ser resolvidos apenas utili-
zando a intensidade do vector forca magnética

| Fmll = - 18]l % | B|| - sinex )

definindo-se, depois o sentido do vector pela regra da mdo
direita, pela regra do parafuso ou pela regra do saca-rolhas.
No entanto, esta no & a forma mais adequada de resolver o
problema, havendo muitos professores de fisica que optam
por ensinar o produto vectorial de vectores, jé que este t6pi-
co ndo é leccionado, no ensino secundario, na disciplina de
matemética. Esta é uma situagio que deveria ser corrigida
na elaboracio dos programas.

Apesar de nos actuais curriculos parecer ter havido uma
maior tentativa de concertagdo entre os autores dos progra-
mas de matematica e de fisica, existem ainda algumas ques-
tdes por resolver no que diz respeito aos curriculos.

Mas também a concertacio entre docentes dos dois gru-
pos disciplinares deveria estar mais presente na pratica da
didéctica das duas disciplinas, conjugando os contetidos das
duas disciplinas para a utilizagio nos problemas colocados
aos alunos. O facto de trabalharem os contetidos em ambas
as disciplinas, mantendo a visao fisica na matemdtica e a vi-
sio matemdtica na fisica, decerto contribuiria (e afirmo por
experiéncia prépria que contribui) para produzir aprendiza-
gens mais significativas, pois.em cada disciplina estar-se-ia a
valorizar aquilo que o aluno sabe da outra. Citando Ausubel
(1968): «O factor mais importante que influencia a apren-
dizagem do aluno é o que ele sabe. Averigiiem aquilo que ele
sabe e ensinem em conformidade.»

A preocupacio de concertar esforgos deve ser aliada a
uma preocupaco em levar os alunos a resolver problemas
em que as duas disciplinas estejam envolvidas. No final, isto
contribuiria para que os alunos estivessem constantemen-
te imersos nos processos de pensamento que definem es-
tas duas dreas do conhecimento e como diria Geary (1995,
p- 33 apud Mathews, 1997, p. 9) «Se quiser que alguém que
saiba alguma coisa, ensine-lhe ... se quiser alguém que saiba
alguma coisa e mantenha um conhecimento por um longo
periodo de tempo, entio deixe-a praticar».

Uma vez que ¢ ao aluno que cabe aprender, e ¢ ele que
deve ser o foco do ensino, ao professor cabe a tarefa de apre-
sentar situacdes probleméticas concretas que impliquem a
descoberta dos conceitos e o ajudar a atalhar, cabendo-lhe
ainda a dificil (para ndo dizer quase impossivel) tarefa de
«corrigir» concepgdes «erradas», que o estudante cria du-
rante as suas interpretacdes ao longo da aprendizagem, pois
«0 conhecimento é adquirido, ndo por internalizacio de
algo exterior, mas, pelo contrario, € algo construido a par-
tir de dentro» (Oshorne e Freiberg, 1985, p.82, apud Ma-
thews, 1997, p. 9). Neste tipo de ensino, o aluno tem res-
ponsabilidade pelo que ¢ ensinado e pelo que ¢ aprendido,
tendo que ser claro o compromisso com o desenvolvimento
psicolégico individual dos alunos, apesar da importancia do
desenvolvimento potencial numa perspectiva vygotskiana.
Os alunos terdo de ser motivados a descobrir por si proprios
(Martin, Sexton, Wagner e Gerlovich, citado por Toh et al.,
2003, p. 197). De uma perspectiva psicolégica, € preciso pa-
rar de olhar para a mente do aluno como um vazio que deve
ser preenchido pelo professor. Em vez disso, € necessdrio va-
lorizar as suas concepgdes e trabalhar sobre elas. A apren-
dizagem do aluno, bem como os conteddos indirectos que
utiliza na aprendizagem tém um papel crucial na construcio
dos seus conhecimentos.

f necessidade de normalizacdo no ensino das duas disciplinas

Até ao século XVI, os homens de saber eram filésofos na
verdadeira acepcio da palavra, ou seja eram individuos que
tocavam todos os dominios do saber e que quando tinham
uma problema fisico para resolver, que requeria uma nova
matemética, parte do seu trabalho de investigacio passava
precisamente por obter as regras matematicas que lhes per-
mitissem simplificar os seus cdlculos. A partir do século XVI
comecaram a surgir investigadores que cada vez mais assu-
miam interesses meramente fisicos ou sobretudo matemati-
cos e que, por auséncia de uma comunicagio formal, gera-
ram algumas diferengas no modo de tratamento das questes
matemdticas na fisica e na matemadtica.

Um exemplo claro disso, embora também houvesse in-
teresses nacionalistas envolvidos, ocorreu quando Isaac
Newton teve a necessidade de demonstrar que, tal como
havia proposto Johannes Kepler, as érbitas dos planetas em
torno do Sol eram elipticas. A matemdtica existente & época
ndo permitia a defini¢io das equagdes do movimento numa
6rbita elfptica, o que levou a que Isaac Newton desenvol-
vesse uma matemdtica equivalente ao célculo diferencial
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(Fauvel, 1990; Struik, 1987; Boyer, 1959). Criou para este
fim o chamado método das fluxies (em inglés, fluxions)
(Struik, 1987), que sdo, no essencial, as nossas derivadas,
sendo o caso particular das derivadas em relagio ao tempo.

Consideremos por exemplo, a posigdo de um corpo. Os
fluxides &, 4 e 2 medem a variagdo das coordenadas espa-
ciais por intervalo de tempo. Considerando o vector posi-
Gio, 7, num referencial métrico cartesiano e ortonormado
(com versores 7, §, &), como sendo uma consequéncia das
suas coordenadas espaciais, pode dizer-se que a variagio de
posicao por intervalo de tempo, que recebe o nome de velo-
cidade, ¢ dada por

F= &0+ 9.5 + 2.k(m) (10)

Obviamente, foi necessario desenvolver depois a operacio
inversa, que permitia a definiio de posigdes dada a sua de-
rivada e uma posigio, o que levou Newton ao desenvolvi-
mento do conceito de integraciio.

E provével que muitas partes dos Principia (Newton,
1990), tenham sido deduzidas por Newton através do mé-
todo dos fluxides, embora depois tenham sido convertidas ao
método geométrico, por este ser mais compreensfvel para a
comunidade cientifica da época.

Nessa mesma época, o alemao Gottfried Wilhelm von
Leibnitz desenvolvia, por via paralela, a notagio que ainda
hoje ¢ utilizada em matematica para o cilculo diferencial
e integral. Note-se que as duas notagbes sdo equivalentes
tendo-se

5, ar
Nao obstante a formalizagdo introduzida por Leibnitz, é ain-
da comum, para a maioria dos fisicos, por simplicidade de
notagdo, a utilizacio da simbologia dos fluxiges para as deri-
vadas temporais de grandezas.

SituagSes similares ocorrem em diversos conteddos es-
pecificos, embora a normalizacio tenda a eliminar as discre-
pancias entre as duas dreas. Como exemplos, vou apenas ci-
tar dois casos particulares.

O primeiro refere-se 4 medida de um vector: enquanto
em matemdtico a representacio da medida de um vector, @,
¢ feita apenas pela sua norma, ||@], em fisica pode ser repre-
sentada pela norma, pelo médulo, |, ou apenas por a, sen-
do neste caso dificil a sua distincio do valor da sua compo-
nente no caso de vectores unidimensionais (Costa & Rosa,
1996). Tal como no caso dos fluxides, o uso das diferentes
notagdes, quer por docentes, quer por alguns autores de ma-
nuais escolares, tem apenas por base uma diminuicio dos
caracteres usados na escrita.

O segundo exemplo de discrepancia era o que tradicio-
nalmente ocorria quando se falava de inclinagfio. Para os
matemdticos os conceitos de declive e de inclinacio sdo
coincidentes; no entanto, para alguns fisicos, e como se
pode encontrar nalguns manuais escolares, embora o con-
ceito de declive grifico seja, obviamente, igual ao da ma-

Figura 2. Medigd@o da distancia para deferminacdo do desnivel de uma
estrada pelo metodo tradicional. 0 dngule cx & determinado usando um
reodolito.

temdtica, o mesmo ndo acontece com o de inclinagfo, por
exemplo de um plano inclinado. Enquanto na matematica
a inclinagdio ¢ dada pela tangente do angulo « na base da
subida, até recentemente, para a generalidade dos fisicos, a
inclinagiio era dada pela fungio seno do mesmo. Assim, na
matematica, o 4ngulo o = 45° representa um declive igual
a 1 e também uma inclinagfio de 100% (tan at); na fisica, o
mesmo éngulo representa um declive igual a 1, mas uma in-
clinacdo de 70,7% (sin a).

A razdlo justificativa deste facto prendia-se com o modo
como era feita a medigio: com um teodolito media-se o 4n-
gulo de inclinaggio e com uma fita ou uma roda de mediciio
media-se a distAncia entre dois pontos num plano inclina-
do. A partir dai era definida a inclinacio como sendo a razio
entre a altura que era subida (cateto oposto) e a distancia
percorrida na trajectéria (hipotenusa) que &, deste modo,
dada pelo seno do 4ngulo de inclinacdio, a (figura 2). Ob-
viamente que com o crescente aumento de imagens de sa-
télite o que se passa a medir sdo distAncias horizontais, cada
vez 530 mais os fisicos e engenheiros que comecam a utilizar
a funcdo tangente.

Mas, como se pode ver dos dois exemplos anteriores, os
docentes de fisica e de matemdtica devem ter uma preocu-
pagdo na normalizagio e devem trabalhar conjuntamente
nesse sentido.

Reflexao final

Como se disse, tem havido uma clara melhoria na concer-
tagdo dos programas de matemética e de fisica, embora exis-
tam ainda algumas arestas a ser limadas no futuro.

O grande 6bice encontra-se agora no estabelecimento
de pontes interdisciplinares na pratica quotidiana da ac-
tividade lectiva. E preciso colocar énfase na resolugio de
problemas que permitam aos alunos um cimentar dos seus
conhecimentos sobre as duas disciplinas. A resolugiio de
verdadeiros problemas ¢ morosa e nio pode esperar-se que
seja feita no dia do teste: requer outro tipo de trabalho.

No entanto, a resolugio de problemas ¢ a melhor for-
ma de cimentar conhecimentos de uma forma significativa.
O trabalho herciileo de ser professor estd na concepcio de
problemas que, de facto, facam a diferenca, pois é necesséd-
rio fazé-los a cada ano pois no ano seguinte os problemas do
ano anterior jd sdo conhecidos e deixam de o ser.
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Mas, mais do que a informagiio transmitida, € o traba-
Tho desenvolvido de modo a levar os alunos a querer vencer
o desafio da sua resoluciio que serd o grande contributo do
professor para as aprendizagens significativas dos. seus alu-
nos. O resto ... depende de pequenas células cinzentas.
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Matemdlica & Espreita; A temperatura calculada por um grilo

Os bislogos observaram que a temperatura influencia o me-
tabolismo dos animais, acelerando-o. Por exemplo, o canto
de grilos de uma determinada espécie estd relacionado com
a temperatura ambiente de um modo linear. Quanto maior a
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grilo e usar um relégio. Por comodidade, regista-se o nime-
ro de vezes que o grilo canta a cada perfodo de 15 segundos.
Procura-se uma média dos virios valores obtidos e, a partir
dat, basta ter em conta a tal relagio linear para se ficar a co-
nhecer a temperatura ambiente.

Os grilos parecem saber qual é. Poderd ser um bom desa-
fio para um dia de verdo!




SIEM @ beira Ria

Nelia Amado
Rosa Tomas Ferreira

Nos dias 4 e 5 de Setembro de 2010 realizou-se em Aveiro o
XXI Semindrio de Investigacio em Educacio Matemdtica.
Ao contririo do que era habitual, o semindrio decorreu nos
dias seguintes ao ProfMat.

O ndmero de inscritos rondou os 150, incluindo parti-
cipantes portugueses, espanh6is e brasileiros, que se distri-
bufram por 6 simpésios, com os seguintes temas: Conheci-
mento e préticas profissionais de professores de Matemdtica;
Comunicagio matematica; Resolugiio de problemas e racio-
cinio matemdtico; Formagfio e desenvolvimento profissio-
nal de professores; Aprendizagem da Matemitica; e Ques-
tdes histéricas e culturais no ensino-aprendizagem da
Matemitica.

No primeiro dia, ap6s a tradicional sessdo de abertura,
Gary Martin, da Universidade de Auburn (EUA), apresen-
tou a Conferéncia Plengria intirulada Reasoning and sense
making as the focus for mathematics education: What the resear-
ch tells us. Com base no documento recentemente publicado
pelo National Council of Teachers of Mathematics, Focus in
high school mathematics: Reasoning and sense-making (2009),
Mattin debrugou-se na énfase que os Estados Unidos da
América estdo a dar ao raciocinio matemdtico, em parti-
cular ao raciocinio algébrico, e & necessidade de os alunos
darem sentido e significado aos conceitos, stmbolos e proce-
dimentos algébricos com que lidam na matemética escolar.
Martin referiu-se a vérios estudos relacionados como desen-
volvimento do raciocinio e do sense-making como consti-
tuindo os pilares fundamentais da publicacio referida e en-

fatizou a relagio matua que existe entre estas duas nogoes:
se, por um lado, o raciocinio deve assentar na compreensio
conseguida através da atribuicio de significado a uma dada
situagdo, a procura de uma razdo por que uma dada situacio
€ verdadeira contribui para a prépria compreensio dessa si-
tuacdo. Ainda na parte da manhi, teve lugar a primeira ses-
sao de comunicagdes nos vdrios simpdsios tematicos.

Na parte da tarde, Susana Carreira, da Universidade do
Algarve, trouxe de volta o tema da Resolugio de Problemas
no ensino e aprendizagem da Matemitica, dando uma pa-
norimica da investigacio actual nesta drea, focando-se em
trés revistas internacionais de referéncia: ZDM — The In-
ternational Journal of Mathematics Education, Educational Stu-
dies in Mathematics e International Journal of Computers for
Mathematical Learning. Com o titulo Fisionomias da resolu-
¢do de problemas no ensino da Matemdtica: A «cldssicas , a «da
tecnologia» e a «da modelagdo», esta investigadora proporcio-
nou-nos uma imagem das varias facetas que a Resolucio de
Problemas tem vindo a assumir e de como se tem ramifica-
do pelas muiltiplas ligagdes com outros domnios, designada-
mente a utilizacdo das tecnologias e a énfase em activida-
des de modelagdo matemdtica. Susana Carreira evidenciou
avitalidade deste tema na investigaciio actual, contrastando
com um anterior «apagamento» a que a Resolucio de Pro-
blemas tinha sido remetida. '

Seguidamente, decorreu o Espaco GTI no 4mbito do
qual foi apresentada a nova publicagiio deste grupo de tra-
balho da APM, O Professor ¢ o Programa de Matemdtica do

.
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Ensino Bdsico, pelas vozes de Cléudia Nunes, Sandra Nobre
e Anabela Gaio. Este livro foi descrito como um importante
instrumento de trabalho no momento da generalizagdo des-
te Programa. Os trabalhos de sdbado terminaram com mais
uma sessio de comunicagdes em paralelo, no ambito dos 6
simpésios ja descritos.

Para concluir o dia, a organizagio do XX1 SIEM brindou-
nos com um cocktail ao ar livre, 2 beira da lindissima Ria de
Aveiro, animado com miisica ao vivo. Este foi um momento
de convivio e de troca de ideias entre os participantes: fa-
lou-se dos vérios projectos que se vao desenvolvendo pelo
pais e, claro, das restricdes orgamentais; foram-se fazendo
planos para novos encontros nacionais e internacionais. Se-
guiu-se um jantar de grande qualidade gastronémica onde,
entre virias iguarias, ndo faltaram os tradicionais ovos-moles
que foram repetidos e repetidos a pedido de vérios aprecia-
dores. Para rematar gloriosamente, 0s mais persistentes ndo
perderam o «evento-surpresa» da noite: um sarau dirigido
pelo «Maestro» José Duarte com a pianista Rosa Anténia
Ferreira e um coro de fas de musica tradicional portugue-
sa. Passou-se um seriio muito agradével, além de divertido,
e que rapidamente ganhou popularidade no Facebook gracas
as novas tecnologias portéteis!

O domingo comegou com a Conferéncia Plendria de Te-
resa Neto, investigadora da Universidade de Aveiro, subor-
dinada ao tema O desenvolvimento do raciocinio dedutivo ao
nivel do ensino secunddrio: recurso a geometrias planas. Tendo
como preocupagio de base o desenvolvimento do raciocinio
dos alunos (ao nivel do ensino secundario), a investigadora
debrugou-se sobre uma experiéncia de ensino que contem-
plou a abordagem de modelos de geometria plana distin-
tos da geometria Euclideana e o papel da demonstragdo na
aprendizagem da Matemdrica.

O XXI SIEM contemplou um espago dedicado a exibi-
¢iio de trabalhos em poster, em que os participantes puderam
interagir com os autores dos posters, trocando ideias ou cla-
rificando aspectos do seu interesse. Em simulténeo, esteve
patente a exposi¢ao A procura dos padrdes resultante de um
projecto de investigacio financiado pela FCT e coordenado
por Isabel Vale, da ESE de Viana do Castelo. Apés o inter-
valo, decorreu ainda a Gltima ronda de comunicagGes orga-
nizadas por simpésios.

O programa de trabalhos terminou com o painel plend-
tio em torno das Metas de Aprendizagem, moderado por Ana
Paula Canavarro, da Universidade de Evora, e que contou
com a presenca de Lurdes Serrazina (ESE de Lisboa), Jaime
Carvalho e Silva (Universidade de Coimbra) e Margarida
Abreu (Agrupamento de Escolas de Tondela). As expectati-
vas em torno deste painel eram bastante elevadas dada a ac-
tualidade do tema e, como tal, foi bastante participado pelos
presentes. Foram colocadas multiplas questdes, evidencian-
do alguma polémica em torno deste projecto transdiscipli-
nar do Ministério da Educacio.

Em jeito de balango, deixamos algumas reflexdes. O
SIEM tem constituido um férum muito importante para
investigadores, jovens investigadores e professores, e tem
procurado, desde sempre, proporcionar um espago de inter-
cambio entre a investigacio e a prética na comunidade de
Educacio Matemdtica em Portugal. Actualmente, mercé da
evolucio e do desenvolvimento que a investigagdo tem vi-
vido, entre nds, os padrdes de natureza cientifica impOem-
se cada vez com maior intensidade. Neste sentido, apre-
sentar, debater e criticar trabalhos de investigagao, neste
semindrio, tem de harmonizar um trabalho sério e constru-
tivo de revisdo pelos pares com o empenhamento activo de
todos os participantes no decurso das diversas actividades
que compdem o semindrio, em particular os simpésios de
comunicagoes.

Uma outra questdo a ponderar € a da opcéo pela orga-
nizacio das comunicagBes em simpdsios, uma vez que pode
contribuir para um certo isolamento em termos de temti-
cas e de perspectivas, ndo conferindo a diversidade de tra-
balhos de investigacio em Educagio Matematica no nosso
pafs a importincia que ela tem. Este aspecto da organizagio
do SIEM seré talvez ainda mais relevante quando existem
oportunidades para a realizagio de encontros temiticos de
investigacio em Educacio Matemdtica em Portugal.

NElia Amado
Faculdade de Cigncias e Tecnologia, Universidade do Algarve

Rosa Tomas Ferreira
Faculdade de Cigncias. Universidade do Porto
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Possiveis conexdes no NPMEB, uma experiﬁntia em sala de aula

No passado dia 3 de Setembro, em Aveiro,
durante a Sessdo Especial «Conexdes na
revista Educacio & Matemdticay, foram
apresentadas por dois autores de progra-
mas — Jaime Carvalho e Silva, do Ensino
Secunddrio e Jodo Pedro da Ponte do En-
sino Bdsico — formas de_se trabalharem
as conexdes nos curriculos. Ao assistir &
sessdo veio-me a memdria uma aula de
7. ano, j& com o Novo Programa, que en-
volveu um pouco de Histéria. ..

O desafio surgiu apés a inscricio de
trés professoras (incluindo eu prépria) da
mesma escola numa acgio de formacio
realizada no Instituto de Educacio. Apesar
de dispormos de um significativo conjunto
de tarefas apresentadas pela DGIDC, que-
riamos fazer diferente. ,.

O tema que ndo se adivinhava ficil,
era as EquacBes, tendo 4 sido trabalhado
com os alunos o tema Sequéncias,

Partimos de uma actividade proposta
pela Educagio Matemdtica n° 27 com o
titulo Egfpcios, Hindus, tentativas e aritméti-
ca, que introduzia os alunos na resolucio
de problemas numeéricos. Esta actividade,
depois de adaptada, deu origem a outra
COM O Mesmo Nome mas com um objec-
tivo final diferente. ..

Tarefa 1 — Egipcios, Hindus, fentalivas e
arifmeica

Materiais para a sala de aula

Educagdo e Matemdtica, n.° 27, 1993

I. Os Enipcios e so problemas de fenfativas

Os antigos egipcios tinham uma estraté-
gia (caminho) especial para encontrar res-
postas para certo tipo de ndmeros, a que
chamavam de enigmdticos. E um método
de procurar a resposta por tentativas até
encontrar o nimero enigmdtico.

Trata-se de um método ainda hoje uti-
lizado para a resolucio de problemas em
matemdtica. Em grande parte dos casos
acaba-se mesmo por descobrir uma regra
geral para resolver problemas de um mes-
mo tipo, a partir de umas quantas tentati-
vas efectuadas.”

. Repara no seguinte exemplo apresen-
tado por um matemdtico egipcio:

Pontos de vista. reaccoes e ideias

]

Y

«O triplo de um ndmero adicionado
a0 proprio ndmero dd como resulta-
do 24. Qual é esse nimero?»

O nosso amigo egipcio comegou por
experimentar o nimero 2, ou seja, fa-
zer uma tentativa para verificar se se-
ria o 2 o ndmero enigmdtico.

A gue condlusdo terd chegado? Se o
nimero enigmdtico ndo for o 2, tenta
tu descobri-lo.

Tenta, agora, resolver um novo enig-
ma, usando novamente o «método
das tentativas»:

«Se a0 séxtuplo de um ndmero sub-
trairmos o dobro desse nimero ob-
temos como resultado 512. Qual € o
nimeroh»

II. 05 Hindus e os problemas numéricos

Os antigos hindus adoravam problemas
numéricos. Um  matemdtico chamado
Aryabhata, que viveu na India, durante o
século VI depois de Cristo apreciava pro-
blemas deste tipo:

«5e a um certo nimero adicionarmos 4, o
resultado for dividido por 2, 0 novo resulta-
do multiplicado por 5 e ainda ao novo re-
sultado subtrairmos 6, encontramos como
resposta o ndmero 29. Qual era o ndme-
ro inicial?y

Poderds experimentar vdrios ndmeros, por
aproximagdes sucessivas, até encontrares
uma resposta. Contudo, Aryabhata desco-
briu outro caminho para procurar imedia-
tamente o nimero desejado. Ficou, entio,
conhecido por método de inversio,

Que caminho serd? Por que razio

terd ficado conhecido por método de
inversio?

E

Depois de fazeres algumas tentativas e
com a ajuda de um esquema do pro-
blema apresentado, procura descobrir,
com os colegas do teu grupo, o méto-
do de Aryabhata, isto é,0 método que
Ihe permite chegar ao nimero preten-
dido directamente sem usar o méto-
do de tentativas.

7 ;ﬂ\plica, agora, o método encontrado a

novos problemas do mesma género:
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2.1. Se dividirmos um ntimero por 6,
multiplicarmos o resultado por 5 e
adicionarmos 8 a0 novo resultado ob-
temos como resuftado 23. Qual € o
ndmero inicial?

22, Se a um nlmero adicionarmos
10, ao resultado adicionarmos 3, divi-
dirmos o novo resultado por 4, mul-
tiplicarmos o resultado obtido por 7
e finamente subtrairmos 2, obtemos
como resultado 40. Qual é o nimero
inicial?

3. Verificado o método e o seu funcio-
namento para dois novos exemplos
faz, com o teu grupo de trabalho, um
pequeno relatdrio explicando, através
de um esquema e palavras vossas, o
método de inversio do matematico
Aryabhata.

Ill. Dos problemas num&ricos 3 equagdes
Muitos dos problemas numéricos, como
os dos egipcios e os dos Hindus, podem
ser traduzidos por expressdes matemati-
cas a que chamamos equacdes.

Uma equagdo € uma igualdade entre duas
expressGes onde aparece pelo menos um
valor desconhecido (incégnita), que se re-
presenta por uma letra mindscula.

l. Escreve equagBes que traduzam os
problemas anteriormente apresenta-
dosem | e ll.

2. As equagdes, hoje em dia, continuam
a ser Uteis na resolucio de problemas
do dia -a dia. Tenta traduzir por uma
equagdo o seguinte problema;

«Uma estante custa 3 vezes o preco
de uma cadeira. Qual é o preco da es-
fante se as duas mercadorias juntas
custam 64 eurosh»

3. Consegues resolver o problema ante-
rior pelo método da inversio? Explica
porqué.

A actividade apresentada foi aplicada nas
nossas trés turmas e tinha como objectivo
principal levar os alunos ao conceito e até
mesmo a necessidade formal de Equacdo.




Pontos de vista. reaccies e ideias _ . .

A tarefa iniciou-se com a exploragao
dos «problemas numéricos egipqos» e
com a discussdo sobre a forma como estes
os resolviam — método das tentativas.

Ultrapassados os primeiros receios da
nossa parte, o método das tentativas foi
facilmente compreendido pelos alunos e
quiseram logo p&-lo em pritica, Foi af que
surgiram as primeiras dificuldades — al-
guns grupos apesar da discussdo que se
gerou entre eles, interpretaram errada-
mente o enunciado. Na questio Il, por

exemplo, um grugo raciocinou da seguin-

te forma:
a}s| q]wg_
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Na questdo 1.2, outro grupo, curiosamen-
te, iniciou a actividade traduzindo o pro-
blema por uma equagdol E depois atribuf-
ram valores a x:
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Seguiam-se os hindus com © seu «méto-
do da inversio». O relatar deste método,
na questiio |1.2, pretendia ser uma aborda-
gem facilitadora, & posteriori, da compre-
ensdo dos principios de equivaléncia das
equacoes.

Mais uma vez surgiram diferentes re-
solucBes. Houve erros de escrita mas ra-
ciocinios certos:

Alguns dos alunos, surpreenderam-
nos, traduzinde o problema na forma
algébrica:

4f n..l\\t_r.*,
= AR dede e Whapes Tae
LY Ew ‘_‘ut,‘r__,s
X 4 - 4. 385~
WX S ixe - -ftg
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E surpresa ainda maior, um grupo de alu-
nos, resumiu o método (questdo II.3) uti-
lizando as expressdes numéricas. Poucas
palavras mas correcto... )
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Ou correcto e com myitas palavras. ..
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Na dftima parte da tarefa foram apre-
sentados aos alunos, problemas numéri-
cos cuja resolucdo se torna muitc moro-
sa pelo método egipcio e impossivel pelo
método da inversdo. ..

Muitos dos alunos, apés referéncia das
professoras a escrita utilizada nas Sequén-
cias, conseguiram concluir com sucesso a
dltima questdo, chegando a formalizagio
do problema por uma equacdo embora

. prage O OEB
X X3 Ppace. Ao (Al
(L FOX3ze4a

interpretando erradamente o enunciado:
Foi muito importante a discussdo realiza-
da com toda a turma acerca dos métodos
iniciais e da sua diferenca para as equa-
cBes bem como a persistente clarificagdo
da diferenca entre termo geral de uma se-
quéncia e uma equacdo. Toda a discussao
permitiu que os alunos chegassem por
eles & definicio de equacdo. A resolucio
de equagdes foi um passo que apenas foi
dado nas aulas seguintes mas, a linguagem
formal e o conceito de equacdo estavam
estabelecidos.
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O facto de o tema ser introduzido in-
formalmente permitiu uma conversa acer-
ca da evolucio dos processos matemdti-
cos (cientfficos), acerca da relevdncia do
papel das antigas civilizacdes no sistema
numérico e na resolugio de problemas
numeéricos, estabelecendo uma conexao
com a Histéria da Matemdtica. A tarefa foi
apropriada pela generalidade dos alunos
(mesmo os mais fracos!) e permitiu a in-
troducio do conceito de equagdo de uma
forma natural e produtiva para as aulas
seguintes.

Olhando para trés, o balanco mais po-
sitivo foi definitivamente o nosso traba-
lho em equipa que permitiu analisar; tro-
car ideias, partilhar pontos de vista, discutir
e melhorar até a exaustdo a planificacio,
com consequéncias directas no processo
de ensino-aprendizagem.,

Teresa Moreira
Escola Secunddria de Camies

A Redaccdo reserva-se o direifo de editar os fextos recebidos de forma a fornar possivel @ sua inclusao na

Revista.
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fiS conexdes na

Este artigo assenta numa andlise das provas de afericio des-
de 2000 a 2009 e dos respectivos relatérios nac ionais, quan-
do existem. Nos anos em falta procurou-se seguir uma ansli-
se idéntica a existente nos relatérios de 2001 a 2004.

fivaliacdo aferida

A avaliagio aferida era uma das modalidades de avaliacio, a
par da avaliagio formativa, da avaliagio sumativa e da ava-
liagdio especializada contemplada no Despacho Normativo
n.” 98-A/92, onde se afirmava que esta avaliagio se destina-
va «a medir o grau de cumprimento dos objectivos curricu-
lares minimos, visando o controlo da qualidade do sistema
de ensino, a tomada de decisdes para o seu aperfeicoamento
e, ainda, a confianca social no sistema escolars (art. 41.°).
No entanto, a avaliacio aferida nio foi logo implementada
e este Despacho foi, posteriormente, revogado pelo Despa-
cho Normativo n.* 30/2001 que apenas incide na avaliacio
formativa e sumativa. No mesmo ano ¢ ainda publicado o
Decreto-Lein.® 6/2001 que aprova a reorganizaciio curricu-
lar do ensino basico e contempla a realizacio de provas na-
cionais de aferi¢éio que constituem «urm dos instrumentos de
avaliaciio do desenvolvimento do curriculo nacional e des-
tinam-se a fornecer informacio relevante aos professores,
as instituicdes da administraciio educativa, nio produzin-
do efeitos na progressio escolar do aluno» (art. 17.°). Tém
constituido, simulraneamente, um instrumento de diagnés-
tico da aprendizagem dos alunos e um instrumento regula-
dor da pratica lectiva dos professores (Rocha, 2002).

Em Maio de 2000, realizaram-se, pela primeira vez, pro-
vas de aferigio, por todos os alunos matriculados no 4.° ano
de escolaridade, em Lingua Portuguesa e Matematica. No
ano seguinte, foram aplicadas novas provas de aferi¢io, nas
mesmas disciplinas, aos alunos no 4.° ano mas também aos
alunos matriculados no 6.° ano e, em 2002, o universo de
aplicacio foi alargado aos alunos do 9° ano de escolaridade.
Desde af até 2 actualidade tém-se realizado todos os anos,
nas mesmas disciplinas e anos de escolaridade, a excepgio
do 9.°ano em que deixaram de se realizar em 2005, quando
foi instituida a realizacio de um exame nacional do 3.° ciclo
do Ensino Bdsico.

Conexoes

O Currfculo Nacional do Ensino Basico (ME, 2000) refere
que a exploragio de conexdes deve ser considerada como
um aspecto transversal da aprendizagem da matemdrica,
visto tratar-se de uma componente essencial da formacio
matematica.

Nos primeiros anos de escolaridade, a curiosidade na-
tural das criancas e o seu interesse em explorar o mundo
que as rodeia deve ser aproveitado, nia escola, com a criaciio
de contextos de aprendizagem que vao ao encontro dessa
curiosidade e interesse e que estimulem a aprendizagem da
Matemitica de forma integrada. Ver a matemdtica como um
todo «realga a necessidade de estudar e pensar nas conexdes
existentes no seio desta disciplina» (NCTM, 2007).
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Distribui¢io dos itens por dreas temdticas e tipos de competéncia

b5 Tipos de Competéncia

c s Conhecer
A Temit 5

o LG conceitos/ Raciocinio Comunicacio Resolugio de

) problemas
procedimentos

. v 1,4, 6,10, 12, 4,6,10, 13,
Niimeros e Calculo 13,1619 ¢ 21 1619 6,10,12e13 6,10e 13
Grandezas e Medida 8,9,14,17e 18 8,9el7 8 8el7

2, 7 (fhig. 2) e (fig. 3), 5.l 15,

Forn:a e Espaco 15022 20622 15 22
Oganizgio 313l 31,32635 33

e Recolha de Dados

Quadro 1

Para além das conexdes entre ideias matemdticas, os
contextos exteriores & Matemitica, sejam do quotidiano dos
alunos ou de outras dreas curriculares proporcionam o reco-
nhecimento, pelos alunos, da aplicabilidade da Matemati-
ca, da sua utilizacio para representar e interpretar o mundo
real.

Comecando por este tipo de conexdes, muitas vezes de-
signada por conexdes Matemitica-Realidade, ao pensarmos
na sua concretizagio na sala de aula surgem-nos os projectos
e os problemas de modelagiio como sendo o tipo de tarefas
mais eficaz para estas conexdes. Além disso, com o uso da
tecnologia neste tipo de tarefas, surgem também as cone-
x0es entre representagbes grificas, geométricas, numéricas ¢
algébricas.

Este ndio serd o tipo de conexdes (Matematica-Realida-
de) que, pela natureza das tarefas referidas, se espere encon-
trar numa prova de afericiio ou num exame, com as caracte-
risticas das nossas: duracdo limitada e tendo o papel e ldpis
como Gnicos recursos. Sdo o tipo de conexdes que o profes-
sor, nomeadamente o dos primeiros anos que é generalista
ou professor de dreas temdticas, pode (e deve) privilegiar
ao longo do ano lectivo, porque além de ver a matemati-
ca como um todo, é o curriculo que surge como «um todo».
Nio censideramos que o facto de aparecer numa questéo,
por exemplo, uma lata de sumo para estimar a sua capacida-
de, seja um problema da vida real.

Assim a andlise que se segue, aproveita, por um lado, a
categorizacio dos itens feita nos relatérios nacionais que nos
permite identificar trés tipos de conexdes: a) conexdes en-
tre ideias/temas matemdticos; b) conexdes a nivel de com-
peténcias (conhecimento de conceitos e procedimentos,
resolucio de problemas, raciocinio e comunicagio); ¢) co-
nexdes entre temas e competéncias (envolvem mais que um
tema e mais do que uma competéncia) e, por outro lado,
procura ainda identificar conexdes a nivel de processos ma-
tem4ticos como a representacio, conexdes com outras dreas
disciplinares e com o quotidiano dos alunos.

Aindlise das provas de afericao

Convém analisar, nos relatérios nacionais, como tem sido
feita a distribuicio dos itens, que tem sofrido alguma va-
riacio. O que se tem mantido ¢ uma distribuigio por temas
matemiticos e pelo tipo de competéncias que avalia.

Em 2000 e 2001, a distribuigio, para o 4.° ano de escola-
ridade foi feita por quatro grandes temas: Nimeros e Calcu-
lo; Forma e Espaco; Grandezas e Medida; Organizagdo e Re-
colha de Dados (o universo era apenas os alunos do 4.° ano
de escolaridade). Assim os trés primeiros temas correspon-
diam aos temas do préprio programa nacional, sendo que o
quarto tema ndo estava contemplado.

As categorias definidas para o 6.° ano foram diferentes,
provavelmente para corresponderem 2 organizagio do pro-
grama deste ciclo de ensino e comegaram por ser, em 2001:
Nimeros e Cilculo; Geometria; Estatistica.

A partir de 2003 e até ao dltimo relatério referente as
provas de 2009 as dreas temdticas passaram a ser: Nimeros e
Cilculo, Geometria e Medida, Estatistica e Probabilidades,
Algebra e Fungdes (no 4.° ano); Nimeros e Célculo, Geo-
metria, Estatistica e Probabilidades, Algebra e Funcdes (no
6.° ano).

Entre as competéncias foram consideradas quatro cate-
gorias: conhecimento de conceitos e procedimentos; racio-
cfnio; comunicacio e resolugiio de problemas.

As categorias de competéncias nfo variaram nos anos
seguintes, mas de 2001 a 2004, os relatérios inclufam, para
além do quadro em que cada item estd inserido no tema
e competéncia predominante, um quadro de distribuicio
dos itens por todos os temas e competéncias envolvidas na
sua resolugiio. Como é referido nesses relatdrios «este novo
quadro permite tornar mais visfvel a existéncia de possi-
veis conexdes matemdticas, consideradas como uma com-
ponente essencial da formagio matemdrica» (ME/DGIDC,
2004:94).Veja-se a titulo de exemplo, o quadro desta dis-
tribuiciio relativo a prova do 4.° ano de 2001 (ME/DEB,
2002:25). (Quadro 1)
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2001 2002

4.°/25 6.°24 4.°425
Conexoes entre ideias/
temas matematicos
Conexdes entre 11 10 8
competéncias
Conexdes entre temas 2 5 1
e competéncias
Total 13 15 9

52% 63% 36%

Quadro 2. Provas de 2001 a 2004

Da leitura do quadro, o que nfio é possivel analisar sio as
possiveis conexdes entre os temas matematicos e outras dre-
as do curriculo efou da vida quotidiana.

Nio foi possivel encontrar relatério sobre as provas de
2005 € os relatérios de 2006 e 2007 apresentam uma estru-
tura e organizagio muito diferente apenas com dados que
dizem respeito a distribuigiio percentual de respostas correc-
tas segundo o dominio temdtico, em que sdo consideradas as
quatro categorias definidas em relatérios anteriores.

Nos relatérios de 2008 e 2009 a organizaciio e estrutura
volta a ser alterada, retomando alguns aspectos dos relaté-
rios de 2001 a 2004, como seja a andlise dos itens da prova
por drea temdtica e referindo a competéncia que estd a ser
avaliada, mantendo as quatro categorias de competéncias ja
anteriormente definidas. Nestes quadros, cada item est4 in-
serido apenas no tema e competéncia dominante, nio dan-
do visibilidade as possiveis conexdes. A andlise feita nestes
relatérios baseia-se na Teoria de Resposta aos Itens (TRI)
ou (Item Response Theory) que pretende encontrar solugdes
a que a Teoria Cldssica dos Testes (TCT) niio consegue dar
resposta, nomeadamente, a de proporcionar medigdes que
ndo dependam do instrumento de avaliagio utilizado para
as obter e conceber instrumentos de medida cujas proprie-
dades ndo dependam dos objectos medidos (www.gave.pt:
projecto IRT).

Conexdes matemalicas
Face ao acima referido optou-se por fazer uma-anslise da
existéncia de itens, nas provas, que possibilitam o estabe-
lecimento de conexdes matematicas, por trés periodos de
tempo diferentes, correspondendo 2 variabilidade dos res-
pectivos relatérios.

Nos anos em que os relatérios nacionais ndo contempla-
ram o quadro que evidencia as conexdes, procurou-se, com
a informago disponivel, construir quadros idénticos, como
o quadro 2. '

2003 2004
Sl T T R T
1 1 1
10 10 11 8 10
1 4 3 5 4
11 14 15 14 15
4%  58%  65% 4%  65%

Da leitura do quadro verifica-se que o niimero de ques-
tdes, em cada prova, que exploram as conexdes sio em ni-
mero superior a 8 e inferior a 16. Em cada ano, nas provas
do 6.° ano, a percentagem de itens que exploram conexdes
¢ ligeiramente superior & percentagem do 4.° ano. Conside-
rando o nimero total de itens, teremos em termos percen-
tuais, um nidmero de itens entre 36% e 65%, um intervalo
com demasiada amplitude. Se excluirmos o ano de 2002, a
amplitude diminui e a percentagem de itens situa-se & volta
dos 50%, o que nos parece razodvel. No entanto ha um de-
sequilibrio entre o tipo de conexdes, sendo muito mais ele-
vada a percentagem de itens que exploram conexdes entre
os tipos de competéncias avaliadas, do que entre 4reas tema-
ticas ou entre temas e competéncias.

Escolheu-se, para exemplificar, o item 10 da prova do 4.°
ano de 2001, de todos o mais rico (figura 1).

10. O Pedro tem oito periquitos. Todos os dias d4 a cada dois
dos seus periquitos 3 folhas de alface.
Quantas folhas de alface tem de dar, por dia, aos seus oilo
periguitos?

Resposta:

Explica como encontraste a resposta. Para o fazeres, podes
usar desenhos, palavras ou contas.
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15. Na apresentagéo da festa da Escola, a professora da Flora
organizou uma fila com os seus 20 alunos.
A professora pds:
e as criangas que tinham camisola branca, de 3 em 3

s e osrapazes, de 2em 2.

Na figura, a Flora esta no inicio da fila que a professora
organizou.

Quantos rapazes & que tinham camisola branca?

Conhecer & usar

nimeros & operagies,
tabelas @ graficas,
conceitos de média, de
simetria, de amplitude, de
perimstro @ dreg @

} \ Wis;::::;z:a Aigetra e fungies

Resolugio de Comunicagio

1 Raciocinio
probiamas ullizagio da Enguagem
Compreensao global dos i atl icho de
dades e rlagan entra | proporcional @
aspacial

ideias matemaficas a
axplicitagio de
astralégias de

sles, escolha de uma
estratégia aproprada de

| . raconhecimento de rasolucan @ validagho do pensamento matemétios
Explica como chegaste & tua resposta. Tasez anzed resuitado
Podes fazé-lo utilizando palavras, esquemas ou calculos. - RN i e || ST S R -
Figura 2 Figura 3
2005 2006 2007 2008 2009
49173 | 6320 | 4025 6°/24 4°[25  6.°[25 4°5 6224 42027 6.°/29

Conexdes entre ideias/ 2 1 0 0 0 2 0 1 0 0

temas matemarticos

Conexdes entre 6 8 11 11 1 8 10 10 8 8

competéncias

Conexdes entre temas 2 2 1 1 1 2 2 1 1 0

e competéncias

Total 10 11 12 12 8 12 12 12 9 8

44% 41% 48% 50% 32% 48% 48% 50% 33% 28%

guadro 3. Provas de 2005, 2006 e 2007

Embora diga respeito ao tema Nimeros e célculo (porque
ndio foi considerada a drea de Algebra e fungdes) e a com-
peténcia matemdtica predominante seja a Resolugio de
Problemas, promove as conexdes porque a sua exploracio
permite mltiplas abordagens que se complementam. Em
qualquer problema a compreensdo do seu enunciado é fun-
damental e neste problema essa compreensdo envolve o uso
do raciocinio algébrico e proporcional ¢ 2 estratégia de re-
solugiio passard pela organizagio dos dados e a utilizacdio de
procedimentos de célculo.

Outro bom exemplo ¢ o item 15 da prova do 6. ano de
2003 (figura 2).

Tratando-se de um item que, fundamentalmente, pre-
tende avaliar a competéncia de resolugiio de problemas na
drea temdtica Algebra e Fungbes, promove as conexoes.
Desde logo a nivel do raciocinio logico e proporcional e da
comunicacfio, na interpretacao da figura que apoia o enun-
ciado e interpretagio da regra para construir a fila que per-
mitiria um nivel de resolucdio através de um esquema/de-
senho (da fila) ou da organizagdo dos multiplos de 2 e dos
muiltiplos de 3, como estd evidenciado no esquema apresen-
tado no respectivo relatério nacional (figura 3).

puadro 4. Pravas de 2008 e 2009

A partir de 2005, a percentagem de itens que exploram
as conexdes ndo ultrapassa os 50%, sendo ligeiramente infe-
rior & percentagem de anos anteriores, baixando significati-
vamente em 2009. E mantém-se o desequilibrio entre o tipo
de conexdes, sendo muito mais elevada a percentagem de
itens que exploram conexdes entre 0s tipos de competén-
cias avaliadas, do que entre dreas temdticas ou entre temas e
competéncias.

Conexdes a nivel da representacdo

A representagio que o aluno utiliza para resolver um pro-
blema revela o seu nivel de compreensdo do mesmo, bem
como a abordagem utilizada para o resolver. Daf que a uti-
lizacio de diversas representagdes que surjam na resolugiio
de um problema seja importante porque, geralmente, repre-
sentacdes distintas focam aspectos diferentes da compreen-
s5i0 do problema ou dos conceitos envolvidos. E esta possi-
bilidade de diversificar o conjunto de representagdes leva os
alunos a compreender que hé representagdes mais podero-
sas do que outras ou que sdo mais facilitadoras da resolugio
do problema ou da descoberta de relagSes importantes en-
tre os dados.
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24.  Utiliza os nimeros indicados a seguir para completares, na
noticia, os espagos assinalados por um trago, de forma a que
as frases fagam sentido.

60 246 1995 2007
Em , depois de ter feito saltos
a corda em ______ segundos, ou seja, num

minuts, um professor de Educacdo Fisica
portugués conseguiu inscrever, pela segunda
vez, o seu nome no livro dos recordes.

A primeira vez tinha sido no ano de

Figura 4

Todas as provas tém mais do que um item em que é pe-
dido ao aluno que explique como obteve as respostas, es-
timulando o uso de diferentes representagdes: desenhos,
esquemas, escrita simbdlica ou ndo. E em todas as provas
existe pelo menos um item, em que é pedido que os alunos
passem de uma representagfio para outra, nomeadamente,
dados organizados em tabela, para o respectivo grifico ou
vice-versa.

Conexdes com outras dreas disciplinares

Uma das conexdes que uma prova escrita do tipo que temos
pode explorar ¢ com a Lingua Portuguesa. Pode ser conse-
guida através, por exemplo, de uma histéria da literarura
infantil com informacio matemdtica necessaria 3 interpre-
tagdo da mesma, levando os alunos a ver o papel que a Ma-
temdtica desempenha na histéria. E outra via ¢ a utilizagio
de textos ou excertos dos mesmos, que podem ser noticias
de jornais, folhetos informativos, ..., ricos do ponto de vis-
ta matemdtico e de uma abordagem interdisciplinar. Neste
caso, tendo em conta o tema da noticia, normalmente ha-
verd conexdes com o Estudo do Meio (alimentaciio, higie-
ne, questdes climdticas, questdes ambientais, ...) efou com
a educagio para a cidadania.

A utilizagio de didlogos nos enunciados dos problemas
tem estado presente em todas as provas mas foi em 2002, na
prova do 4.° ano, que essa presenga foi maior, em trés itens
e igual niimero na prova do 6.° ano de 2001, tendo vindo a
diminuir e, na generalidade das outras provas surge apenas
um ou nenhum item (2003, 4.° ano; 2007, 4.° ¢ 6.° anos)

A utilizacio de textos com lacunas para serem completa-
dos com dados numéricos (figura 4) surge, pela primeira vez,
na prova do 4.° ano de 2005 e, posteriormente, s6 na prova
de 2008. (item 24). Este tipo de itens também promove as
conexdes, porque avalia o estabelecimento dé relagdes en-
tre numeros, identifica o seu sentido numa situagio do quo-
tidiano e surgem diferentes sentidos do némero (o nime-

o como medida de comprimento, como medida de tempo,
. B
Nas provas do 6.° ano, este tipo de textos s surge em
2008, através do item 4.3 onde o texto serd completado com
informagZo apresentada num grafico.
Nio se encontram, na provas, os tais excertos de textos
da literatura infantil ou de noticias de jornaisfrevistas, como
acima foi referido.

Conexdes com o quotidiano

Este tipo de conexdes foi analisada a nivel dos contextos das
questdes propostas. Um dos contextos muito frequente quer
nas provas do 4.° quer nas provas do 6.° ano é a utilizacdo de
plantas de edificios ou de salas e tabelas de pregos.

Outros contextos encontrados: a) calenddrios, b) hora-
rios escolares, de transportes, de espectsculos, de museus, de
campos de férias, .. , c) instrumentos de medicdo como re-
légios, balancas, cronémetros de velocidade e d) sinais de
trinsito.

O total de questdes (nio de itens) das provas oscila en-
tre 19 e 23. Destes situam-se entre seis e oito as questdes
com os contextos referidos.

Desempenho dos alunos nos ifens que estabelecem as conexdes

E comum a todos os relatérios a referéncia de que «o de-
sempenho dos alunos € mais elevado nos itens que avaliam
o conhecimento de conceitos e procedimentos e vai decres-
cendo nos itens que avaliam o raciocin i0, a comunicacio e a
resolugdio de problemas, em qualquer das quatro dreas temd-
ticas consideradas» (Relat6rio 2000, 2001, 2003(1.° ciclo) ,
Relatério 2009; 1.° ciclo, p.23; 2.°ciclo, p-8 p.13, p.18). Nas
provas de 2004 e nas de 2003 (2.° ciclo), os itens que avalia-
vam o raciocinio tiveram resultados idénticos aos itens que
avaliavam o conhecimento de conceitos ¢ procedimentos.
Como a quase totalidade dos itens que promovem as cone-
xGes, se situam a nivel das conexdes entre competéncias,
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18. O Anidnio estd a colocar fatias de pdo num tabuleiro, em filas, o

como mostra a figura sequipte.

O interior do tabuleiro € um rectdngulo com 42 cm de

& comprimento e 33 cm de largura. As fatias sdo todas do mesmo
tamanho e a sua base tem a forma de um quadrado com 5 cm de
lado. No final, todas as filas vao ter o mesmo nimero de fatias
inteiras.

Qual & o nimero maximo de fatias inteiras de péo que o
Antonio vai conseguir colocar no tabuleiro, sem as
sobrepor?

Mostra coma chegaste a tua resposta.

Resposia.

Figura 5

pode-se inferir que nos itens que promovem as conexoes, 0
desempenho dos alunos fica aquém do desejavel.

A titulo de exemplo, o item 18 da prova do 6.” ano de
2009, que estabelece virias conexdes, desde logo entre te-
mas (Nimeros e cilculo e Medida, envolvendo conceito de
4rea e de divisio como medida) e entre competéncias (reso-
lugio de problemas e conhecimento de conceitos e proce-
dimentos), foi o item com piores niveis de desempenho, em
que a percentagem de respostas correctas foi inferior a 32%
(figura 5)

Olhamos com preocupacio este decréscimo de itens que
promovem as conexdes. Face as dificuldades que os nossos
alunos ainda mostram neste tipo de itens (exemplificada
acima) a tnica atitude construtiva é a persisténcia. Caso
contrério, este pode ser um sinal para os professores descu-
rarem o trabalho com este tipo de tarefas, mais exigente mas
necessdrio a uma aprendizagem da matemdtica com com-
preensio e ao desenvolvimento da capacidade de apreciar o
papel da matemdtica em diversos contextos/situagdes.

Nofas finais

A presenca das conexdes matemdticas nas provas de aferi-
o, com as excepgdes de 2002 e 2009, parece-nos equili-
brada mas seria desejdvel que esse equilibrio se verificasse a
nivel do tipo de conexdes que explora. Nesta andlise, onde
se definiram trés categorias de conexdes matemadticas, veri-
ficou-se que nio existe equilibrio na distribuigio dos itens
por essas categorias.

A utilizacio de noticias, de informagdo disponivel acer-
ca de temas das outras dreas disciplinares, ricas do ponto de
vista matemadtico, ou seja, onde os conceitos efou processos
mateméticos sio necessdrios na interpretacio das mesmas,
seriam também de considerar como contexto para algumas
questoes.

Por dltimo, o modelo de relatérios utilizado de 2001 a
2004 parece-nos mais adequado para este tipo de andlise.

A pesquisa feita para este artigo que evidenciou os factos
referidos sobre a presenca das conexdes nas provas de aferi-
Cio e a variabilidade no tipo de conexdes, permitiu percep-
cionar que, nalgumas provas, outros factores, como a per-
centagem de itens por dreas temdticas também tém alguma
variabilidade. Seria interessante analisar, com mais profun-
didade, estes e outros factores dos itens das provas que tém
sofrido alguma variabilidade.

A presenca das conexdes matemdticas no trabalho a ni-
vel da sala de aula é inquestiondvel porque, como € referido
no Programa de Matemética do Ensino Bésico, este ano ge-
neralizado para alguns anos de escolaridade, «a exploracio
de conexdes entre ideias mateméticas, e entre ideias refe-
rentes a outros campos do conhecimento ou a situagdes pro-
ximas do dia-a-dia do aluno, constitui uma orientacio me-
todolégica importante» (ME, 2007:9). Logo, a sua presenca
nas provas de aferigio também o serd.
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Modalidades de associado, precos de guotds e de assinaturas das févistas'

A Associagio de Professores de Matemdtica (APM) ¢ uma instituigio de utilidade piiblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemdtica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais ¢ contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matemdtica, promovendo actividades de dinamizagio pedagégica, formacdo, investigacio e intervencio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matemdtica ¢ outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacio e utilizagiio pretendemos alargar cada vez mais.

s

Modalidades de associado e seus direitos

Publicaces periddicas

Todos os associados tém direito aos cinco nimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagdo. Os @-sécios 56 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicacdes no nosso portal, todos os ou-
tros terdo direito também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de prego especial na
assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicdo de mareriais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicacdes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Dutros direitos dos associados individuals

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM niut Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituigBes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagio, AssociagBes da Federagio Iberoamericana das Sociedades de Educaciio Matemética, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagfio através dos grupos de trabalho, dos nicleos regionais ou por
outras formas ¢ a divulgar o seu trabalho através da APM.,

fissaciados instifucionis
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Preco da quafa anual em 2011

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-séeio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efectuar a sua inscrigdio, ou da sua escola, como sécio da APM, faca download da ficha no endereco http: //www.apm.pt

Rssinafuras das revistas para 2011

Educagdo e Matemdtica
(inclui actas ProfMat) Quadrante
ki . 12,00€
Sécio individual
Estrangeiro 15.00€
Portugal 23,00€ |
Instituigdes - 42,006
Estrangeiro 27.00€
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