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aspectos da teoria da recursio.
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Editorial
Dificuldades ou desafios?

L.eonor Santos

o

O que se aprende, o que se ensina e os modos como se ensi-
na evoluem com o tempo. Decorrem de construgbes sociais
moldadas pela heranga cultural e pelo conhecimento que se
vai construindo. Hoje, como no passado, hd sempre aqueles
que querem, a todo o custo e contra toda a evidéncia, que
o mundo pare, pare no seu tempo de referéncia. Mas, feliz-
mente, a historia nunca lhes dd razdo! Vivemos, assim, na
actualidade, um novo periodo de desenvolvimento curricu-
lar no que respeita ao ensino e aprendizagem da Matemdtica
no Ensino Bisico.

As novas orientagdes curriculares expressas no Novo
Programa de Matemitica para o Ensino Bésico tém vindo
a ser objecto de andlise. Gostaria aqui apenas de destacar
a importincia que hoje se reafirma de se desenvolver uma
aprendizagem com compreensio. Por outras palavras, da ne-
cessidade de niio s6 se saber, mas ser-se capaz de mobilizar
esse conhecimento na resolugiio de novas situagdes. Assim,
sio definidas capacidades especificas associadas a cada té-
pico matemitico, bem como capacidades transversais a to-
dos eles. Estas orientagdes, naturalmente, implicam novas
formas de trabalhar dos professores. Exigem o recurso a di-
versos tipos de tarefas, de forma a constituirem-se experién-
cias de aprendizagem adequadas aos fins a que se destinam,
um ambiente de aprendizagem onde se valorizam, apés um
trabalho desenvolvido pelos alunos, momentos de discussio
bem explorados pelos professores de forma a clarificar e dar
significado ao que foi trabalhado, e sinteses das principais
ideias e conceitos em presenca. O papel do professor deverd
ser moldado pela intencionalidade de promover, no decur-
so dos contextos de aprendizagem criados, uma intervengio
avaliativa reguladora e propiciadora de aprendizagem.

O ano lectivo 2010/2011 é um ano marcante! Nele se
generaliza, em todas as escolas do pafs, este novo programa
de Matemitica, a iniciar-se nos 1.%, 3.%, 5.° e 7.° anos de
escolaridade. Mas, ao contrdrio do que acontece habitual-
mente no nosso pafs, mais de 400 agrupamentos de escolas
ou escolas ndo agrupadas j4 anteciparam em um ano esta ge-
neralizaciio. Existe, ainda, um conhecimento j4 construido
no ambito da experimentagiio deste programa, iniciado hd
dois anos em 40 turmas, concluida para os 1.° e 2.° ciclos, e

em fase de conclusiio no 3.° ciclo de escolaridade. Esta va-
riedade de situagdes, de vivéncias distintas, poderd, se os
professores de Matemadtica assim o entenderem, constituir
um contexto muito favordvel para aqueles que apenas agora
comegam efectivamente a fazer a sua gestdio curricular por
este Novo programa.

E de relembrar que embora apenas este ano lectivo acon-
teca a generalizacio do novo programa, o trabalho com os
professores de Matemitica do Ensino Bésico em torno das
suas orientagdes comegou j4 uns anos antes. Este € o caso do
acompanhamento feito pelos professores acompanhantes do
Plano da Matemitica I e, posteriormente, do Plano da Ma-
temdtica I e da primeira fase de generalizacio do Novo Pro-
grama, junto dos respectivos coordenadores dos agrupamen-
tos de escolas ou escolas ndo agrupadas. Associadas a estas
medidas, as instituigdes escolares puderam contar com algu-
mas condigdes que geriram de acordo com a forma que en-
contraram mais adequada as suas especificidades. Do mesmo
modo, hd a referir o trabalho desenvolvido, ao longo dos dl-
timos anos, no dmbito do Programa de Formacio Continua
para Professores de Matematica dos 1.° e 2.° ciclos. J4 a for-
macio dirigida ao 3.° ciclo foi menos abrangente, cobrindo
um nimero mais reduzido de professores.

Embora a realidade aqui descrita seja claramente mais
facilitadora para uma mudanga de préticas quando compa-
rada com anteriores momentos de renovacio curricular, nfo
tenhamos dividas que muitas serfio as situagdes que os pro-
fessores de Matematica do Ensino Bdsico terdo de enfrentar,
diferentes do que era o seu habitual no trabalho com os seus
alunos. A questdo que aqui vos deixo é se devemos entender
estas situacdes como dificuldades ou antes como desafios a
enfrentar. Ndo é apenas uma questio de terminologia, mas
antes de atitude face 3 inova¢iio. Quem as entender como
desafios estard, certamente, mais disponivel para aproveitar
este momento para o seu préprio desenvolvimento profis-
sional. Ganharfio estes professores e, consequentemente, 0s
seus alunos.

Leanor Sanfos
Instituto de Educacdo, Universidade de Lisboa
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0 Professor eo Programa de Matematica do Ensino Basico
Edicaio APM, 2010 | PVP: 12,00€ Sécio: 8,50€

Sido diversos os desafios que sdo colocados A escola e aos professores,
6160 de Trabathio de tvestigacin quer na sua capacidade de acompanhar as constantes mudancas da
sociedade, quer ao nivel do desenvolvimento curricular, como o que
presentemente ocorre associado a generalizagio do novo Programa de
Matemdtica do Ensino Bdsico (PMEB), publicado em 2007. Assim, este
livro, que intituldmos O Professor e 0 Programa de Matemdtica do Ensino
Bdsico, inclui uma colecciio de experiéncias realizadas por professores e
formadores dos diferentes niveis de ensino (do 1.° ciclo do ensino b4-
sico ao ensino superior). Mais importante do que cada experiéncia em
e— : - si mesma ¢ perceber de que forma ela pode contribuir em termos do co-
] ' _ nhecimento para a profissdo, e que mais valia traz para a vida das esco-
las, em particular para o grupo de professores de Matematica.

Ao divulgar estas experiéncias, procuramos contribuir para uma
melhor compreensdo das questdes associadas as mudancas curriculares
preconizadas pelo PMEB, nomeadamente como interpretar e concreti-
zar na prética as indicagdes desse programa, como delinear e percorrer
0$ percursos necessdrios, como caracterizar os papéis que o professor
pode assumir e como conceber estratégias para concretizar ao longo do
ano uma grande variedade de objectivos curriculares.

AR TP IR AL S SRRl 1 30 : . Roenda Uia-3-0ia com a Maremalica 2010/2011
Ediggo APM, 2010 | PVP: 7,50€ Sécio: 5,00€

Prulg Afuess

Xaviere a
Magia Matematica .

Xavier e @ Magia Matemalica

Autor: Paulo Afonso
Edicao APM, 2010
PVP: 10,00€ Sécio: 7,00€

«Assim, temos todos — professores,
alunos ou simples entusiastas da ma-
gia — oportunidade de nos intrigar, en-
cantar, aprender e, quem sabe, comegar
também a ser como o Paulo: Magos da
Matemadtica.»

José Paulo Viana, in Prefdcio




Enfrevista

Jaime Carvatho e smﬁ%ﬁm;mﬁ IEHI (2010

Jaime Carvalno e Silva, Professor Associado do Deparfamento de Matemalica da Universidade de Coimbra, iniciou
funcdes em Janeiro de 2010 como secrefdrio-geral da Comissao Infernacional de Instrucdo Matematica [ICMI). Esta
Comissao foi criada no Quarta Congresso Internacional de Matematicos realizado em Roma em 1308. Talvez a iniciativa
que mais se desfaca seja a organizacao, de 4 em 4 anos, do Congresso Internacional de Educagdo Matematica [ICMES],

- furante o gual se realiza a Assembleia Geral da ICMI, onde acfualmente sao eleifos os membros da direccdo.

£ @ primeira vez que esta prestigiada organizacao, que desenvolve a Sua acgdo através de encontros internacionais
e publicacoes cujos objectivos sdo a promogao da reflexao, colaboracdo, frocas de experigncias e disseminacdo
de ideias e informacdes da teoria e pralica da educacdo matematica contempordnea, @ dirigida por um matematico
portugugs. Socio activo da ARM, onde infegra grupos de frabalho, como o 6T do Secundario o orupo T3, muito fem
confributdo para a discussdo de ideias no seu seio.

f Educacdo e Marematica [EM) pediu a Jaime Carvalho e Silva [JCS] que nos falasse desta Sua experiéncia, numa
enfrevisfa via mail conduzida por Manuela Pires e Isabel Aocha. Rgradecemos-Ihe a sua disponibilidade, com a certeza
de que o confagiard os professores de Matemaica e que ndo Serao necessarios mais

para outros porfugueses assumirem papdis na ICMI, com ganhos para @ Educagdo Matematica em Portugal, pois

Setembro | Outubro || 2010 3



A Comissdo Executiva da ICHI para

EM: Jaime, o que significa para ti ser secretdrio-geral de tdo
prestigiada Comissao? O que faz o secretdrio-geral?

Como eu fiz parte durante 3 anos da Comissiio Execu-
tiva da ICMI, j4 estava a par de muitas actividades da ICMI
e nio foi um grande choque passar a desempenhar as fun-
coes de secretdrio-geral. Estar 6 anos na direcciio da [CM] é
para mim uma grande honra pois nenhum portugués tinha
af estado em 100 anos, mas também mostra que os portu-
gueses podem ir até onde quiserem, a sua formagdo ndo é
inferior & dos demais. Claro que passar de membro da Co-
missdo Executiva a secretdrio-geral significa essencialmente
uma coisa: mais trabalho! O secretdrio-geral organiza todas
as tarefas bésicas da ICMI, edita o Boletim da [CMI, gera a
pagina internet da ICMI, faz parte ex-officio de todas as co-
missdes da [CMI e representa a [CMI quando o Presidente
ndo esta presente.

EM: Estds hd meio ano no exercicio de fungdes. Como tém
sido as vivéncias face as expectativas e ao projecto que ti-
nhas quando te candidataste?

Devo dizer que nio me candidatei, nem agora nem
quando entrei na Comissdo Executiva. H4 uma Comissao
de Nomeacio (conjunta da Unido Matemdrtica Interna-
cional e da ICMI), que faz contactos prévios com as pesso-
as, tanto para ter a certeza que hd candidatos disponiveis,
como para garantir uma distribuicio internacional equili-
brada. Todos os paises podem propor candidatos a eleicio
e a Comissdo de Nomeacio pode adicionar outros nomes.
E para a Comissio Executiva tem obrigatoriamente de en-
contrar 7 candidatos para apenas 5 lugares. Por outro lado,
a Assembleia Geral da ICMI pode considerar outros candi-
datos alternativos. Este ¢ um processo muito longo que vai
ja comecar de novo em Setembro préximo para as eleicoes
de 2012, altura em que serd eleita a direc¢io da ICMI para
o perfodo 2013-2016.

o friénio 2010-2018

Em face deste modo de eleicio ndo hd «programa eleito-
ral». Por isso as expectativas eram essencialmente de ir ter
mais trabalho, mas também de estar mais directamente en-
volvido nas actividades da ICMI, nomeadamente o congres-
so ICME, os estudos ICMI e os projectos da ICMI (como
o projecto KLEIN). Anuncia-se uma possivel colabora-
cio com a UNESCO, aparece a possibilidade do projecto
KLEIN incluir uma forte colaboraciio na drea da lingua por-
tuguesa a comegar com Portugal e o Brasil, etc. Tem sido um
periodo muito carregado, mas também muito enriquecedor.

EM: E j4 nos podes dar mais ideias dessa possibilidade de
colaboracio no 4mbito do projecto Klein? Até mesmo ex-
plicando o que é o projecto Klein que pode néo ser do co-
nhecimento de todos.

O Projecto Klein inspira-se na obra de Felix Klein
(um grande matemdtico aleméo dos fins do séc XIX, princi-
pios do séc. XX, talvez mais conhecido por causa da garrafa
de Klein e do programa de Erlangen que modificou a visdo
que temos da Geometria). Klein, o primeiro presidente da
ICMI, muito preocupado com o ensino e a formacio de pro-
fessores de Matemdtica (por causa do que observou sobre o
desconhecimento da Matemitica Aplicada e do fosso entre
o secunddrio e o superiot, entre outros) enveredou por uma
intervencio activa na formacio de professores. Deu virios
cursos na Universidade de Gottingen e dessas aulas nasce-
ram os livros da série «Matemdtica Elementar de um ponto
de vista superior» que a SPM comecou agora a traduzir para
lingua portuguesa. Em particular Klein critica o facto de a
formacgio superior dos professores nio ter nada a ver com o
que era suposto ensinarem, criando-se o que chamou «dupla
descontinuidade»:

O jovem estudante universitdrio sentia-se, logo de inicio, con-
frontado com problemas que ndo tinham qualquer relacio, por
pequena que fosse, com os temas que tinha tratado na escola.

Educagho e Matematica | nimero 109



Naturalmente, esquecia estes rdpida e completamente. Quan-
do, depois de ter acabado o curso, se tornava um professor, per-
cebia que se esperava que ele ensinasse a matemdtica tradi-
cional & antiga maneira; e, como era incapaZ, sem ajuda, de
descobrir qualquer ligagiio entre esta tarefa e a sua matematica
universitiria, recafa rapidamente no modo habitual de ensinar,
e dos seus estudos universitdrios restava apenas uma mais ou
menos agraddvel memdria, que ndo tinha qualquer influéncia
Nno seu ensino.

Os livros escritos por Klein (em 1908) sdo muito inspirado-
res pois acabam por retratar uma situagiio que em larga me-
dida se mantém por todo o mundo. Os livros de Klein niio
tiveram grande difusdo fora da Alemanha (o terceiro volu-
me nunca foi traduzide sequer para inglés), mas talvez fos-
se preciso actualizar um empreendimento como o de Klein
pois a Matemética modificou-se muito em 100 anos (bas-
ta pensar no desenvolvimento da matemdtica discreta e da
computacio e no desenvolvimento das ferramentas automa-
ticas de célculo). Assim, a ICMI quer desenvolver um livro
de 300 pdginas (a ser publicado em 10 linguas diferentes
pelo menos), um DVD e uma pdgina Wiki, com o fim de
disponibilizar conhecimentos, que sejam um estimulo para
o0 ensino, tal como Klein propos:

Deste modo espero tornar fdcil para vés adquirir aquela capa-
cidade que considero como o verdadeiro objectivo dos vossos
estudos académicos: a capacidade de retirar (em larga medida),
do amplo corpo de conhecimentos que a universidade coloca
diante de vos, um estimulo vivo para o vosso ensino.

A cooperacio Portugal-Brasil ainda estd no seu inicio, mas
a ideia é alargar tanto quanto possivel este empreendimento
a lingua portuguesa, ndo sé traduzindo todos os documentos
internacionais para lingua portuguesa (de modo a que pos-
sam ter a maior divulgacio possivel), como produzindo do-
cumentos suplementares ou chamando a atengio para bons
documentos ja produzidos em lingua portuguesa (eventual-
mente reeditando documentos esgotados).

EM: Os estudos da ICMI, permitem-te, com certeza, ter
uma visio aprofundada dos curriculos de Matematica dos
vérios pafses. Comparativamente com os nossos, basico e se-
cundirio, quais as analogias e diferengas que destacas?

E dificil ter uma visio aprofundada de tantos curricu-
los diferentes em tantas partes do mundo. Ainda por cima
a situacio internacional é muito diferente de pafs para pais
(e nos estados federais tomo os EUA, Canad4d, Alemanha
ou Austrilia hd grandes diferencas de estado para estado).
Tentando apanhar uma visdo geral muito sumdria: o ensi-
no bidsico tem normalmente 6 anos e o ensino secunddrio 6
anos (podendo ser dividido em médio e secunddrio ou em
secunddrio inferior e secunddrio superior), mas ha obvia-
mente muitas excepgdes: desde os Estados Unidos em que
todas as disciplinas no secundério sfo opcionais até ao Ca-
nadd em que os curriculos sdo tnicos até ao 8° ano, sofrem
uma diversificacio no 9° ano e uma segunda diversificagiio
no 11° ano. No Japfo, pelo contrdrio, hd um curriculo co-
mum até ao 10° ano e depois h4 apenas duas vias nos dois
altimos anos. Muitos pafses tém ensino secunddrio até ao
13° ano (Alemanha, Inglaterra, Itdlia, por exemplo). Mui-

tos tém exames nacionais no fim do secunddrio, outros nio.
Os estudos internacionais provam que os paises com me-
Thor desempenho nesses estudos ndo tém um conjunto fixo
de «boas» caracteristicas, pois cada uma dessas caracterfs-
ticas também aparece associada a pafses com desempenho
menos bom.

Conhecer a situagiio internacional é contudo muito per-
tinente, pois surge um turbilhdo de boas ideias que funcio-
nam (sob certas condiges) e outras que ndo funcionam de
todo (sob outras condigdes). 86 para dar um exemplo: em
Portugal muita gente reclama com a existéncia de exames
nacionais que, com a pressdo de entrada em cursos como
Medicina ou Arquitectura, induz uma pressdo tremenda so-
bre o ensino secunddrio. Uns dizem que os exames sdo ne-
cessdrios pois € indispensdvel que os alunos aprendam um
minimo para entrar no superior = errado = nos EUA ou
nalguns estados da Austrdlia nfio hd exames no final do Se-
cundirio = como fazem entdo as Universidades? Criam cur-
sos de complemento («remedial courses» nos EUA, «brid-
ging courses» na Austrilia) para garantir esse nivel minimo.
QOutros dizem que se 0s exames se processarem apenas no
ensino superior, os exames j4 ndo exercem pressdo sobre o
secundério = errado = em Espanha ou na India a pressio
existe na mesma, para os alunos o que conta é o «tal exa-
me» com a agravante de a exigéneia de «cumprimento do
programa» variar e estar dispersa pelos diferentes centros de
exame.

EM: No ensino bésico, o professor generalista lecciona até
que nivel de ensino?

A situaciio é muito varidvel. Falando dos bons exem-
plos: o professor generalista pode leccionar os primeiros 4, 5
ou 6 anos, mas hd na escola ou no agrupamento professores
especialistas de Matemdtica que trabalham com, e ajudam,
os seus colegas.

EM: Quantas horas curriculares sdo atribuidas & Matemari-
ca e quem faz a gestdo dessas horas!

Também relativamente a esta questdo a situagdo ¢é va-
ridvel. As horas podem ser menos ainda que em Portugal
mas em muitos paises € maior com diversificagdes: mais ho-
ras para os alunos com mais dificuldades (Bélgica e Finlan-
dia, por exemplo), mais horas para disciplinas de Matems4-
tica complementares e opcionais (Franga, Austrilia, ...),
diferentes disciplinas com diferente carga hordria conforme
as opgoes dos estudantes, etc. Por vezes, como em Franga,
as horas da disciplina sfo divididas por horas para matéria
nova, para exercicios e para revisdes por imposigio legal,
noutros as aulas sdo preparadas minuciosamente por cada
grupo de professores (na China, cada professor gasta em mé-
dia 4 horas para preparar cada hora de aula).

EM: Relativamente ao curriculo do ensino secundario ha
alguma orienta¢io que aconselhe alguma mudanga?

No caso do ensino secunddrio o nosso curriculo é
olhado com bastante simpatia, sendo mesmo muito elogia-
da a orientaciio da disciplina de Matemdtica Aplicada as Ci-
éncias Sociais. Pessoalmente (mas sou suspeito...) nio vejo
necessidade de grandes mudancas curriculares, apenas acho

.
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que todos os alunos deviam ter alguma Matemsrtica (qué in-
clua Estatistica) no secunddrio; as 4 disciplinas essencial-
mente diferentes actualmente existentes sio mais do que su-
ficientes para todos os alunos, basta que passem de opcionais
a obrigatérias (mas esse é um problema com que muitos ou-
tros paises se debatem...) e que a disciplina de «Matemdtica
Aplicada as Artes» substitua a de Matemdtica B no caso dos
alunos de Artes. Seria bom ainda ter uma disciplina opcio-
nal como «Tépicos de Matemdtica Contemporénea» no 12°
ano mas se a Area de Projecto do 12° ano for bem aprovei-
tada ja serd muito bom.

EM: Na generaliza¢io de novos programas montaram-se
em Portugal dispositivos de acompanhamento. Todos eles
visam, em Jltima instdncia, a melhoria das aprendizagens
dos alunos em Matemdtica. Parece-te que fazem parte do
conjunto de boas ideias que funcionam? Que medidas pro-
poes e que recomendacdes fazes para se melhorarem as
aprendizagens?

A ideia de ter professores que recebem formagio espe-
cial e que depois replicam essa formacio aos restantes profes-
sores visitando todas as restantes escolas nfio é nova (em Isra-
el chamam a esses professores os «leaders») mas nem sempre
é fécil de implementar de modo a chegar a todos os professo-
res; em paises como o Brasil, a extensfio territorial € tio gran-
de que o investimento ¢ feito sobretudo no ensino a distan-
cia para conseguir chegar a todos os professores (foi lancado
recentemente o programa PROFMAT de formagio continua
que pretende oferecer um Mestrado Profissional em regime
semi-presencial dirigido aos professores de Matemdtica da Fs-
cola Bdsica). Parece ser uma das ideias que resulta e portanto
deveri ser continuada e melhorada. Em termos gerais, hd um
grande consenso: a qualidade do sistema educativo depende
em grande medida da qualidade dos professores e a forma-
¢do continua € essencial para manter e melhorar essa quali-
dade. Mas ainda nos falta muito para atingir um dinamismo
de grande nivel e qualidade: a dindmica a nivel de escolas é
muito insatisfatéria (a colaboragfio activa de professores do

Sistema de duas equacdes

Esta tarefa foi trabalhada pelos alunos do 8.° ano das turmas
piloto do programa de Matemitica do ensino bésico e rela-
ciona-se com o artigo que publico nesta revista. Ea quinta
tarefa de uma sequéncia sobre Fungdes e Equacdes, da auto-
ria dos professores experimentadores, que brevemente esta-
rd disponivel digitalmente nos materiais da DGIDC. Neste
documento aparecerd também versio da tarefa para ser rea-
lizada com o apoio do Geogebra.
Com esta tarefa os alunos resolvem sistemas utilizando
-0 método grifico e sé em tarefas seguintes aprendem o mé-
todo de substituicio. Pretende-se que os alunos interpretem
geometricamente sistemas de duas equagdes e déem signi-
ficado 2s suas solucBes. Trata-se de uma opcio importante,

.

mesmo grupo disciplinar ainda € a excepgiio e nfo a regra)
falhando redondamente a coordenaciio entre ciclos. Também
se deveria investir muito mais no acompanhamento a alunos
com dificuldades (o mais cedo possivel no sistema educativo)
e no estimulo dos alunos mais interessados pela Matematica.

EM: E evidente o teu entusiasmo pelo projecto Klein. Que
recomendagfes farias no que diz respeito 3 formacio de
professores?

A primeira recomendacio que faria estd nos préprios
objectivos da ICMI: € essencial a colaboracio de matema-
ticos, educadores matemdricos e professores. Em Portugal e
noutros Paises tem havido dificuldades na colaboragio efi-
caz e completa dos dois primeiros grupos. O falecido Miguel
de Guzmdn, ex-presidente da ICMI, j4 hd muito lamenta-
va «la escision profunda que tiene lugar en muchos lugares
del mundo entre las personas de la comunidad matemdtica
que tienen su actividad centrada en la educacién y aquellas
otras en las que su ocupacién principal es la promocién de la
investigacidn matemdtica, ya sea en su vertiente m4s tedri-
ca como en la mds aplicada.» que prejudica a «salud de una
sana comprensién del quehacer matemdtico y de la educa-
cién matematica».

A segunda recomendagfio tem a ver com o reforgo da Di-
déctica da Matemdtica na formacdo inicial e na formacio
continua de professores; as questes pedagdgicas e diddcticas
precisam de ser muito mais estudadas em Portugal e precisa-
mos de incentivar muito mais publicagdes dirigidas a ques-
tdes praticas da sala de aula ou préximas da sala de aula. Pre-
cisamos de muitos mais livros como o «Geometria — Temas
actuais» do Eduardo Veloso e muitas mais publicacies sobre
avaliaciio (desde a pritica de testes em duas fases até as pro-
vas de aferigio e aos exames nacionais passando por estudos
internacionais como o PISA e o TIMSS). Espero que o im-
pacto do Projecto Klein em Portugal permita colocar muitas
destas questdes na agenda politica e levar os responsdveis a
tomar mais medidas consequentes (que pena o efémero des-
dobramento nas aulas de Matemdtica ndo ter vingado!).

pois como referem Ponte, Branco, e Matos, em Algebra no
ensino bdsico disponivel em http://area.dgidc.min-edu.
pt/materiais_NPMEB/algebra@®3.htm, «Esta interpretacio
da representagiio grifica de um sistema de equacdes é funda-
mental para uma efectiva compreensio tanto da nogio de
sistema de equagdes como da natureza da respectiva solu-
¢io» (Ponte et. al, 2009).

Na exploracio da tarefa em sala de aula, no final do
item um é recomenddvel organizar com os alunos uma dis-
cussfio em grande grupo para clarificar o significado geomé-
trico das solugBes de um sistema, bem como fazer uma pri-
meira alusdo A existéncia de sistemas impossiveis e sistemas
indeterminados.

Paula Teixeira
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Sistema de duas equacoes

I. Cada uma das equagdes que se segue tem duas incégnitas.

y=3x+4 e y=-2x-|

O par ordenado (1,7} é solucdo da equacdo y = 3x + 4 porque 7 = 3 X | + 4,
O par ordenado (4, —9) € solugdo da equagdo y = —2x — | porque -9 = -2 x 4 — |,

[.1. Preenche as tabelas com vdrias solucdes de cada uma das equacdes.

y=3x+4 y=-2x— |
X y x.y) X y (x.y)
| 7
4 -9

I.2. Representa no mesmo referencial cartesiano os pontos (x, y) que encontraste.

I.3. H4 alguma solugdo comum as duas equacdes?

I.4. No mesmo referencial cartesiano, representa as rectas que correspondem a cada uma das equagoes.
1.5. Qual o ponto comum as rectas representadas? Que representa esse ponto para as equaces!?

2. Resolve graficamente cada um dos seguintes sistemas de equacdes:

x+y=8 y=2x+3 23 2y—-3x=12
Bl {y=2—x 2% {X+y=—9 T ly= 15x+ |

3.1. Num referencial, traca a rectay = 2x + |.

3.2. Traca outra recta de modo que o sistema constituido pelas equagbes dessas rectas seja um sistema
impossivel.

3.3. Que alteracdes deverds fazer a segunda recta tracada para encontrar um novo sistema possivel e

~ indeterminado? i

3.4. Procede de modo andlogo de forma a obteres um sistema possivel e determinado e explica como
pensaste.
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0 significado do Sucesso .

Actualidades

Educacfio Na Finlandia, s6 trés por cento dos estabelecimentos tém mais de 600 alunos

Ao contrario de Portugal, 1a fora aposta-se
no regresso a escolas mais pequenas

Em Nova lorque, a taxa de sucesso entre os alunos que foram transferidos para escolas mais

pequenas € superior 3 dos que permanecem nos velhos estabelecimentos

i v

Clara Viana

@ A criacio d¢ grandes agripamen:
‘tos escolares quie i comegar & fooer
forma em Pormgal no pricimn ano
leetive estd em queds moutros prises,
U i viveram a experiénci e tive-
pequena dimansio € apontada como
v chas sarcas geniticars de win iste-
ma de ensineo gue se tem distinguids
pelos seus resultadis de exceléncia,

Em Portuygl, para i, os ovos agr-
pamenos, que juntam visas escolas
sob uma mesmi direcgio, terdo wm
chimensio madia de 1700 alunos, in-
dlicut o secretirio de Estado da Edu-
cagio, Joio Trocado da Mata, O ni-
mero limite frcade foi de tris mil es
tudantes,

Erm Nova lorgue, o mayer’ Michael
Bloombeng tem vinda a fuser preci-
samente o oposto. Desde 2002 foram
fechades ou estio em processo de
encerramento 81 estabelecimentos.
Entre estes fiyruram mais de 20 das
grandes eseolas pablicns secumdiries
da cidsde, que foram substituidas por
2080 novas unkdades. Nas primeiras
eheggavam a coabitar mais de trés mil
alunos. Nas novas escolas, o mimeno

Filha — Oh mae! jd viste isto aM, 0A.e o P
passaram de ano. Na minha turma pas-
saram todos!

Mae — E entdo?

Filha — Entdor! Entdo a minha DT fartou-
se de dizer que para passar € preciso
ter positiva a Portugués e a Matemdtica
e eles tiveram negativa a Portugués e a
Matemdtica e mais uma data de disci-
plinas e passaram!

Nas dltimas semanas e no que se refere a
educacdo temos lido na imprensa: sobre
mega agrupamentos, que alguns alegam
contribuirem para o sucesso escolar, sobre
abandono escolar, e sobre os 149 alunos
do 8% ano, com |5 anos ou mais, a guem
fol dada a possibilidade de fazer exames
de conclusdo do ensino bdsico e para os
qudis o insucesso foi de 100% (http://
publico.pt/1447502).

Estas noticias tém-me feito reflec-
tir sobre aquele didlogo entre mae e fi-
lha que prosseguiu com a indignacdo da
filha questionando porque € que a mae
insistia para ela estudar, se ela sem estudar
até tinha 4 e 5 e os colegas com 2 tran-+

da imversio da tendéncia registada
na iltima década no Reino Unido, O
rimero de escolas com mais de dots
mil estudantes quase quadruplicou o
cercade 55 por cento das seaumdinias
tém mais de 900 alunos,

Com esa dimensio, a fungio dos
docentes passon [requentemente o
s mais a de "apagar fogos” do que
# de ensinar, constata-se pum docu-
mento elaboradn pela organizacio de
professores Teack First.

Aumentar permite poupar

Um estudo elaborado i wns anos
pelo EPPECentre, die Londres, com
brase mas experifncias dos paises da
I, conchiia que oz alunos tenderm

- asentic-se mencs mothvados nas es-

wondas malores e gue o8 Professores se
sentem mesios fdizes com nambiente
vivito nestas,

Ao s dos resuliades obitidos
em Neowa lotouee, o que respeita is
esvalas secundirias concluin s, em

partidn, que os resubtados des

contra|
arlusas tencden aser melbores em es

In Piiblico, 19 de Julho de 2010

sitavam de ano na mesma. E com alguma
dificuldade da mae em fazer valer os seus
argumentos!

Aceitando os argumentos, e as evidén-
cias, de que as repeti¢des de ano basea-
das em mais do mesmo pouco adiantam,
parece ser o investimento em planos de
recuperacdo, tdo individualizados quanto
possivel, a solucdo. No entanto os planos
de recuperacdo individualizados parecem
estar a transformar-se em mais carga bu-
rocrética para os professores do que em
recuperagao para os alunos.

Serd esta maior individualizacio de
percursos e solugBes vidveis numa ldgica
de mega agrupamentos? Serdo os mega
agrupamentos a trazer a solugdo?! Temo
que muito pelo contrdrio. Porque ndo
aprendemos com as experiéncias de ou-
tros! A Finldndia, tida como um dos paises
com resuttados de exceléncia, aposta nas
escolas de pequenas dimensdes, Nova lor-
que e o Reino Unido fazem marcha atrds
e apostam na reducéc do ndmero de alu-
nos por escola. Um dos fortes argumen-
tos aqui apresentados para a reducdo da
dimensdo da escola é a humanizacio da

.
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mesma e a maior qualidade do exercicio
da docéncia: «Com esta dimensio [refe-
rindo-se a escolas com mais de 900 alu-
nos], a fungdo dos docentes passou fre-
quentemente a ser mais a de apagar fogos
do que a de ensinar».

Teoricamente uma gestdo centralizada,
numa direccdo para mais escolas, incorre
em poupancas, Serdo estas poupangas re-
ais e lucrativas quando pensamos na ges-
tdo pedagdgica de recursos e soluges?

SolugBes que permitam aos alunos
que de alguma forma t&m lacunas nas suas
aprendizagens recuperar as suas dificulda-
des e continuar a progredir passam, a meu
ver, por solugdes locais de investimento
de recursos humanos e responsabilidade
e responsabilizagio dos envolvidos. Have-
rd capacidade para encontrar estas solu-
¢Bes a um nivel macro, ou mega?!

Preocupa-me e incomoda-me que se
generalizem afirmagdes que correspon-
dem a crencas e atitudes do tipo: «Oh,
stora, ndo se rale, no pedagdgico a gente
passamos & mesmay a juntar s da meni-
na com boas notas que ndo v& razdo para
estudar!

fina Luisa Paiva
Esc. Sec. Padre Antanio Vieira
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dhicacan e Matemdtica n.° 105 foi dedicada ao
ima de Matemdtica para o Ensino Bisico
Nela € dado um destaque especial ap progra-
izagens matematicas dos alunos evidenciadas
tagao do programa iniciada no ano lective

_ 140 turmas. A§ experiéncias relatadas tinham
um ano ddvida ¢ nelas eram visiveis o entusiasmo e agatis-
facio dos 101"@ :

Para asprc }iesaurea das Lurmmplinro COMmo eul qut* tui EX’QE'

sores telatores.

5 (JUe podem ser partllhudm 1.§’n1 como refuren»
bes favordveis de apoio e a formac@o que conti-

sufiptir ao longa de 20092010 (ver na Educacao &

¢ 0. 185, & entrevista da Joana Brocardo).
: d{_)L?j]’ng;s de trabalho com este programa sinto
_ L&_[];.uttn; conteados matemdticos ndo serem «no-
abordadoes sob uma nova perspectiva ¢ isso exigiu
Gras de trabalho intenso para me apropriar das suas
© orientagoes principais. Creio que, se nio tivesse feito

esse trabalho, dificil
decisdes informadasi

Se no inicio do
de aprendizagem fol'uma talefa mtatwamente _f{iml,-_ o1 .p_la_-.-
nificagio dos vérightpicos, quér no 7.° ano, quer no 8.
ano, foi colocando desde infc 5 NE

exemplificar:

05 nimeros infeifos e 0s nimeros g
As propostas de percursos
na pagina da DGIDC refi
teitos no 7.7 ano, com g
nimeros reais no 9.7

com racionais!Esta ¢

tem sido colocada. Ora, 2
nédo negativos € nio inteir _'du.Ldoq no l C].Cld =
sao trabalhados dura al Slderavd no 2 CL-
clo. Por isso, sitm, no .

que apareciam nameros tag)

5
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ros. Qutra questio que se levantou foi perceber a importan-
cia que os niimeros racionais e’as formas de os representar
tém neste programa.

Os nimeros racionais comegam a ser trabalhados nos dois pri-
meiros anos com uma abordagem intuitiva (...} recorrendo a
modelos e a representacio em forma de fracgio (...). E nos 3.°
e 4.° anos que o estudo destes nimeros vai ser aprofundado,
(...) introduzindo nimeros (racionais) representados na for-
ma decimal (usualmente designados por nimeros decimais)

(..)(p.14).

A forma como se define niimero racional ndo € tnica e daf
decorrem consequéncias a que nio pude ficar alheia. Que
definigfio é preferivel? Qual levanta menos problemas? Qual
delas permire um trabalho no tempo, e ao longo dos anos,
mais coerente com a extensio do conceito de nimero, ou
em termos histéricos, ou em termos didécticos, ...7

Na seguinte definiciio, observa-se que Sebastido e Silva
faz referéncia a um conjunto de nimeros, os fracciondrios,
que ndo merecem qualquer referéncia no PMATEB.

Os niimeros inteiros e os nimeros fracciondrios tém a designa-
¢io comum de ndmeros racionais.

(...) se a nio é maltiplo de b, o quociente a/b &, por definicdo,
um ntmero fracciondrio. (Silva, p. 50)

Sera interessante ou desejdvel definir os racionais a par-
tir daqui? A unifio de conjuntos disjuntos poderd vir a re-
velar-se uma mais-valia no estudo dos conjuntos numéri-
cos? Ou, pelo contrério, acrescenta dificuldades ou termos
desnecessdrios?

Contudo,

(...) O quociente de inteiros a/b (com b # 0), define 0s nime-
ros racionais (Apostol, p. 26)

foi a definicio trabalhada, sem a introduggio de novos con-
juntos numéricos, algo que me parece facilitar a ligacio com
as vérias representagdes dos nimeros racionais. Penso, no
entanto, que vale a pena continuar a reflectir sobre a defini-
Ao mais favordvel para uma compreensdo completa do con-
junto dos racionais.

fis representacoes

As representacdes e a sua importincia tinham aparecido na
minha vida de professora a propdsito do programa do ensi-
no secunddrio e ligadas as vérias formas de representar uma
fungiio. No inicio deste processo de experimentacio do pro-
grama de Matemdtica, eu l_i que as diversas representagdes
sio um dos objectivos gerais do ensino da Matemadtica:

Os alunos devem ser capazes de lidar com ideias matemadticas
em diversas representagdes. (...)

ler e interpretar representaces simbélicas, pictéricas, tabelas
e grificos (...) traduzir informagio apresentada numa forma de
representaciio para outra (...) elaborar e usar representagBes
para registar, organizar e comunicar ideias matemdticas; usar re-
presentacdes para modelar, interpretar e analisar situagbes ma-
temdticas e nio matemdticas.(...).Os alunos devem conhecer e
compreender os diferentes tipos de representagdes, ser capazes

.

de as utilizar em diferentes situagBes e de seleccionar a repre-
sentacio mais adequada a situacio. (p. 4)

Para além destas capacidades [transversais], (...) este programa
valoriza também outras capacidades como as de representagio
e de estabelecimento de conexdes dentro e fora da Matemiti-

ca(...) (p.8).

Porém, uma coisa é ler e outra bem diferente ¢ apoderar-
-me do que estd subjacente & ideia da representacio em
Matematica. Foi @ medida que a leccionagio dos vérios te-
mas se foi desenrolando que me apercebi do papel das re-
presentacdes e tomei consciéncia da transversalidade desta
capacidade a todos os temas. Passei a encontrar esta palavra
todas as vezes que abria o programa para consulta. Portanto,
s6 no segundo ano de trabalho tomava consciéncia do ni-
mero substancial de vezes que a representacio ¢ referida no
programa. Sé no segundo ano as vérias representagdes dos
nimeros racionais ganharam clareza.

A gestdo curricular

A unidade de trabalho dos professores experimentadores
nunca foi a tarefa pensada para uma aula, mas sempre a pla-
nificacio de cada um dos tépicos. Mais a frente tentarei ilus-
trar a importancia desta forma de trabalho com exemplos
retirados da planificacio de um tépico. Parece-me que s6 as-
sim é possivel prever o que pode acontecer e tentar anteci-
par dificuldades dos alunos.

Antes de iniciar a planificagio de qualquer unidade foi ne-
cessério escolher um percurso de aprendizagem. Nao bas-
ta olhar para os dois exemplos de percursos de aprendiza-
gem disponibilizados na pagina da DGIDC e escolher um
deles. Por exemplo, os professores que no 3.° ciclo leccio-
nam as turmas piloto optaram, no 7.” ano, por seguir o per-
curso B sem qualquer alteragio, mas o mesmo jd nio acon-
teceu no 8.° ano. Fago um balango particularmente positivo
das opcdes tomadas na planificagio do 8.° ano, na forma
como se ligatam os vérios temas de Algebra. Iniciou-se o
ano com o tépico Semelhangas que ndo tinha sido lecciona-
do no 7.° ano, seguiram-se os Niimeros racionais e depois as
Isometrias. Trabalhdmos depois numa tnica unidade Fungdes
e Equagdes: equacdes do 1.° grau a uma incégnita (com de-
nominadores), funcGes linear e afim e sistemas de duas equa-
¢oes a duas incdgnitas. Esta sequéncia tem causado alguma
surpresa quando ¢ apresentada a outros professores: (i) em
ambas as propostas de percurso de aprendizagem para o 8.°
ano a ordem é Funcdes, seguindo-se as Equacies que inclui
os sistemas de equacdes; (ii) separdmos as equacdes dos sis-
temas de equacdes; (iii) alterando a ordem proposta dos per-
cursos, nio se optando por ligar os sistemas s equagdes lite-
rais e optando-se por uma forma pouco habitual.

Apesar do balango da unidade Fungdes e Equagdes ser
positivo, ndo deixou de levantar dificuldade a introducgio
de alguns conceitos que vio continuar a ser trabalhados no
9.° ano, e que partilho de seguida, iluscrando com exemplos
muito concretos. Sublinho que as tarefas pertencem & mes-
ma unidade e que as alteracdes de termos que se vio efectu-
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ando de tarefa para tarefa podem parecer pormenores, mas
constituem situacdes de grande complexidade para os alu-
nos. A sequéncia de quadros que se seguem tem também
como fim alertar para o facto de ser fundamental uma boa
planificagiio da unidade, dado que, cada uma destas tarefas
tratada isoladamente, nfo nos alerta para a complexidade
do tema.

Debrucemo-nos sobre algumas questdes que constam da
sequéncia Fungbes e EquagGes:

Resolve a equacio

x
4
(retirado da Tarefa 1 — Equacdes com denominadores)

T
2= +2—-=20
6+

Nesta equaciio a & chamamos incégnita. O termo 2% é mui-
tas vezes confundido com o numeral misto 2> e torna-se
fundamental a distingio entre o significado da escrita quan-
do o contexto é aritmético e o seu significado quando o con-
texto € a dlgebra

1. Cada uma das trés funcdes seguintes estd definida por
um dos seguintes processos:
A funcio f através duma expressdo algébrica,
fle)=22 1 1(.)

(...) Uma fungfio com uma expressio algébrica do tipo
y = ka (ou f(x) = ka), k # 0, tem o nome de fungdo
de proporcionalidade divecta ou fungdo linear.
2 é um objecto (...)

(retirado da Tarefa 3 — Fungdes lineares)

Na tarefa 1, ao @ chama-se incégnita e agora, na tarefa 3,
ao z passa a chamar-se varidvel ou objecto. Alguns alunos
continuam a identificar as expressdes do tipo y = kz como
sendo equagdes nas quais querem determinar o valor da in-
cognita; outros alunos aceitam o termo varidvel, mas nunca
o termo objecto.

1. Considera as seguintes funcdes do tipo y = kz + b,
com k=3 (...)
(retirado da Tarefa 4 — Funcdo afim)

Na expressdo y = kz + b para além do & aparece agora um
k e um b aos quais se optou por ndo chamar parimetro por se
considerar que era mais um termo ligado a letras que apare-
ciam na igualdade e que poderia confundir os alunos.

1. Cada uma das equagbes que se segue tem duas
incégnitas.
y=3z+4 e y=—2z—1

O par ordenado (1,7) € solucio da equacio ¢ = 3z + 4
porque 7 =3 x 1 +4.
Oparordenado (4,—9) ésolugiodaequagioy = —2z — 1
porque —9 = —2 x 4 — 1.

(retirado da Tarefa 5 — Sistemas de duas equagdes)

Expressoes do tipo y = 3z + 4 apareciam na tarefa anterior
e ax e ay chamdvamos varidveis e aqui dizemos que sdo
duas incégnitas. Aparentemente, trata-se de um pormenor
sem grande importincia mas, 2 medida que os alunos traba-
lham e colocam questdes ou fazem afirmagdes, € notério que
ndo sabem quando se aplica uma designacio ou outra, se &
indiferente um ou outro uso e qual a razio de ser da mudan-
ca dos termos aplicados.

O termo Algebra nio ¢ referido no programa de 1991 e
ndo se falava na altura do pensamento algébrico. O facto de
a Algebra ser valorizada neste programa e de ser alvo de uma
maior atengfio faz com que tomemos consciéncia da com-
plexidade dos conceitos envolvidos e isso acarreta uma me-
lhor compreensio das dificuldades evidenciadas nos alunos.

A brochura Algebra no Ensino Bdsico, disponibilizada na
pédgina da DGIDC, aborda as questdes ligadas ao conceito
de incégnita, varidvel, parimetro, equacio e funcio e a sua
leitura foi uma ajuda importante na clarificacio sobre as op-
¢des a tomar na forma de abordar estes conceitos.

0 trabalho colaborativo

As capacidades transversais referidas no PMATEB constam
também, implicita ou explicitamente das restantes disci-
plinas da drea das ciéncias exactas (o raciocinio, a comu-
nicagiio, a resolugiio de problemas, as representacdes, as
conexdes, etc.). Também o tratamento da informacio, cor-
responde a um dominio fundamental do trabalho a realizar
com os alunos. Em todos os testemunhos dados, o trabalho
colaborativo entre os professores de Matematica é muito va-
lorizado. De facto nio é possivel deixar de fazer essa referén-
cia sempre que se falar destes dois anos de trabalho e é natu-
ral que dessa alusdo nascam outras igualmente importantes
na nossa vida profissional. Serd interessante aproveitar essa
experiéncia positiva de trabalho em equipa para em con-
junto com os professores dos conselhos de turma, nomeada-
mente com os professores das ciéncias exactas, se trabalhar
em colaboracio no sentido de desenvolver nos alunos a ca-
pacidade de leitura de textos informativos em contextos di-
versos e de mobilizagio dos elementos disponiveis nos tex-
tos em cada uma das dreas disciplinares. Os alunos ganham
se a disciplina de Matemdtica for também entendida e va-
lorizada pelos outros professores e o trabalho colaborativo,
tal como j4 se faz entre professores de Matemdtica, pode ser
uma via.
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fAvaliar para aprender

Relatos de experigncias de sala de aula do pré-escolar ao ensino secundario

«f avaliacao fem sido um segredo bem guardado ao longo do fempo. Feifa por quem sabe sobre guem estd a
aprender. Confudo, a avaliacdo formaliva obriga @ inferrogar esfas praficas. Se esfa & entendida como um meio
de ajuda & aprendizagem, como & possivel fazé-lo sem ouvir os alunos?» [p. 81]

Ha alguns meses atrds foi publicado um livro colectivo, orga-
nizado por Leonor Santos, que apresenta uma abordagem a
temdtica da avaliagdo reguladora das aprendizagens, para to-
dos os niveis educativos, da educacio pré-escolar ao ensino
secunddrio. O livro surge no dmbito de um projecto em cur-
so — o Projecto AREA, Avaliagdo Reguladora do Ensino e
Aprendizagem e tem como objectivo principal «partilhar al-
gumas experiéncias entretanto desenvolvidas e reflectidas no
ambito da equipa do projecto, sustentadas num referencial
tedrico orientador do nosso trabalho» (p. 5). Salientarfamos
duas das caracteristicas mais interessantes do livro, caracte-
risticas que na nossa perspectiva marcam claramente a sua
identidade: a primeira € a abrangéncia de ciclos de ensino aos
quais o livro se reporta e a segunda € o facto do trabalho re-
latado ter sido desenvolvido, analisado e discutido colabora-
tivamente no seio de uma equipa que integra professores de
todos esses niveis de ensino e investigadores. A natureza co-
laborativa do trabalho serviu de estrutura de apoio 4 decisdo
e a reflexdo dos professores e investigadores e a abrangéncia
dos niveis dos alunos permitiu uma andlise mais profunda e
holistica das problematicas e a identificacdo de caracteristicas
e indicadores gerais e transversais as praticas de avaliagdo re-
guladora no universo etdrio dos alunos envolvidos.

O livro estd estruturado em cinco capftulos nucleares e
apresenta uma organizagdo inovadora, uma vez que assenta
em narrativas de experiéncias desenvolvidas com os alunos.
Cada umna destas narrativas € agrupada num dmbito temdtico,
abarcando dimensdes como os instrumentos de avaliacao, a
negociacao de critérios de avaliacdo, o papel do erro na ava-
liacio reguladora, auto-avaliagdo e a co-avaliacdo. Sdo estas
dimensdes que estruturam o livro e dio coesdo as narrativas
apresentadas. Para além disso, cada uma das dimensdes € dis-
cutida teoricamente, sendo fdcil ao leitor perceber a concep-
tualizagdo a luz da qual € feita a discussdo e andlise de cada
um dos episddios apresentado.

Na introducdo do livro, os autores analisam e discutemn
a nog¢do de avaliacBo reguladora, assumindo claramente essa
modalidade de avaliagio como objecto de estudo no traba-
lho que apresentam, uma avaliagdo que serve fundamental-
mente para contribuir para a aprendizagem, «o seu objecti-

vo € acima de tudo ajudar a compreender o funcionamento
cognitivo do aluno face a uma dada situacdo proposta para
se poder intervir de forma adequada» (p. |2). Esta andlise é
feita a partir do conceito de avaliagao formativa, actualmente
ainda muito marcada, como referem os autores, pela teoria
behaviorista. Perspectivam, por isso, uma avaliacdo formativa
de natureza reguladora em que, numa légica construtivista da
aprendizagem, «o aluno passa a desempenhar um papel cen-
tral» (p. 1 1), isto ndo significa, como defendem, que o papel
do professor se torne menos importante, antes pelo contra-
rio, uma vez que o professor deixa de se assumir como pe-
rito e decisor e passa a ser interveniente e proponente (em
didlogo com os alunos), tomando decisdes dificeis e exigentes
em fungdo da especificidade da diversidade de contextos de
aprendizagem que selecciona.

Os autores defendem a natureza predominantemente in-
teractiva da avaliagdo reguladora e, nesse sentido, defendem
préticas de avalia¢do, desenvolvidas no dia-a-dia da sala de
aula, em gue, por um lado, o professor intencionalmente se
preocupa em recolher informacao, interpretar essa informa-
¢do e agir em conformidade e, por outro, organiza contextos
estruturados em que o aluno é chamado a desenvolver pra-
ticas de auto-regulagdo. Dal que todas as experiéncias narra-
das tenham decorrido em contextos habituais de sala de aula
e ndo com turmas «especiais», previamente seleccionadas,
constituindo um testemunho da possibilidade de integracdo
curricular da avaliacdo reguladora, sem escamotear os cons-
trangimentos encontrados. No entanto, os autores destacam,
nas consideracGes finais que esses constrangimentos nao sao
agueles, muitas vezes pensados pelos professores de que «os
alunos ndo sao ainda capazes, so ainda muitoe novos, ndo tém
ainda o amadurecimento necessdrio para darem resposta a
certas solicitacdes» (p.|09). Pelo contrdrio, ao «dar voz aos
alunos», as experiéncias desenvolvidas mostraram que «os
alunos sdo capazes de reflectir sobre o que fizeram e como
fizeram, sdo capazes de serem auténomos, enfim sdo capazes
de aprenderl» (p.109).

Este livro é um livro sobre a avaliacdo como ferramen-
ta para a aprendizagem, que parte da sala de aula e desafia
quem o |é& a problematizar aquilo que faz na sala de aula. Mas
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a tarefa ndo é fécil porque mexe com as nossas concepgdes
(dos professores, dos alunos, dos encarregados de educacao)
em relagdo ao que € e para que serve a avaliacdo e lanca
desafios relacionados com as diferentes prdticas reguladoras
que € preciso compreender, desenvolver e aperfeicoar cons-
tantemente. Neste sentido é necessdrio ser paciente, perse-
verante e critico. Fica o desafio para que nos deixemos pro-
vocar por esta leitura.

Nicleo de Investigacdo e Desenvolvimento em Educacdo/’
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José Pavlo Viana

Paralelas e Poligonos

Temos duas rectas paralelas segundo uma certa direccdo A, mais trés
rectas segundo outra direccdo B e ainda quatro rectas segundo uma

terceira direccao C.

No médximo, quantos tridngulos se podem obter?

E quantos paralelogramos?

E quantos trapézios que ndo sejam paralelogramos?

(Respostas até 3| de Dezembro para zepaulo@armail pt)

f hora dos hiscoifos

O problema proposto no ndmero 105 de Educagdo e Mate-
madtica foi o seguinte:

Fomos fazer uma caminhada pela serra do Gerés, Depois de
atravessarmos a sempre emocionante Fenda da Calceddnia,
sentdmo-nos a recuperar forcas e abrimos o pacote de biscoi-
tos que tinhamos levado.

A Ana tirou um biscoito e a décima parte dos que sobravam.
A Begtriz tirou dois biscoitos e a décima parte dos restantes.
O Carlos tirou trés e a décima parte dos que sobejavam.

E assim sucessivamente até chegar a minha vez, ficando eu
com os que ainda estavam no saco.

Curiosamente, acabdmos por comer todos a mesma quanti-
dade de biscoitos.

Quantas pessoas tinha o grupo e quantos biscoitos comeu
cada um?

Recebemos |8 respostas: Afonso Garcia (Torres Novas),
Alberto Canelas (Queluz), Alice Martins (Torres Novas),
Catarina Ferreira (Lamego), Edgar Martins (Queluz), Francis-
co Matos Branco (Ovar), Graga Braga da Cruz (Ovar), Hugo
Silva (Amadora), lica Crug, Jodo S4, Jorge Filipe (Lisboa), José
Paulo Coelho (Moura), Leonel Vieira (Braga), Maria Correia
de Almeida, Marta Gameiro (Torres Novas), Pedrosa Santos
(Caldas da Rainha) Ricardo Portugal (Castelo Branco) e Vya-
cheslav Kostyuk,

Quase todos seguiram estratégias muito parecidas embora,
como veremos a seguir, tenham aparecido mais dois proces-
sos diferentes.

Comecemos pela mais comum.

Seja B = ndmero total de biscoitos.

A Ana tirou
B-1 9+ B
1+ 10 ou T
deixando 14
9+B 9B—-9
B - e = —— hiscoitos,

10 10

/

s
e

i e

2 N

A Beatriz tirou
9B -9 5
94 10 ~° 9B+1T1
10 T 100

Como a Ana e a Beatriz comeram a mesma quantidade,
vem:

biscoitos.

9B—-9 9B +1T71
0 100
oul0B —-90=98B+ 171 ou B = 81.
Havia entdo 81 biscoitos.
Podemos agora descobrir quantos comeu cada um e
quantos eram os amigos.

A Ana tirou
81 -1 .. .
1+ 0 =1+ 8 = 9 biscoitos. Ficaram 72 no saco.
A Beatriz tirou
70 I )
2+ 0 =2+ 7 =9 biscoitos. Ficaram 63 no saco.

E assim sucessivamente até ao nono amigo, que encontra o
saco com 9 biscoitos e os tira todos.

A Graca Braga da Cruz seguiu um engenhoso processo,
partindo do fim para o principio.

O Jodo 5S4 ndo usou equagdes (!) e escreveu o seguinte:

Se aAna tirou um biscoito e um décimo dos restantes, entdo o
numero inicial de biscoitos era | + «multiplo de dezy, ou seja,
um ndmero terminado em |.

Como a Beatriz tirou 2 + «a décima parte dos restantesy,
o nimero de biscoitos que tinha & sua disposicdo terming-
va em 2.

Do mesmo medo, o Carlos tinha diante de si um nimero de
biscoitos que terminava em 3. E assim sucessivamente,

Isto quer dizer que cada um ou comeu 9 biscoitos ou um nu-
mero que dcaba em 9.

Vamos testar a hipdtese 9.

Neste caso, a Ana comeu | + 8 (que é a décima parte de
80). O numero inicial de biscoitos era 81,

Como 81 é mditiplo de 9, este nimero serve e entdo cada
um comeu 9 biscoitos e eram 9 pessoas.
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Nimeros decimais' versus fraccaes®

Nos programas de Matematicasanteriores ao de 2007, em-
bora surgissem algumas referéncias & importincia do cdlculo
néo algoritmico, a verdade € que todo o 1.7 ciclo era pers-
pectivado considerando a introdugio rdpida dos algoritmos
tradicionais das operagdes aritméticas e o seu uso repetido
na resolucio de exercicios e problemas. Sendo o foco domi-
nante o cdlculo algoritmico, era expectdvel que para além
dos niimeros naturais, s6 se incluissem os nimeros represen-
tados na forma decimal, uma vez que quando se introduzem
estes nimeros se generaliza a estrutura decimal do sistema
de numeragfio e se usam as mesmas regras de cdlculo. Além
disso, com os decimais percorre-se um caminho semelhante
(paralelo até) ao dos narurais, em direccio ao algoritmo de
cada uma das operagOes aritméricas, a partir das regras jd de-
finidas para estes ndmeros.

Numa perspectiva diddctica em que rapidamente se co-
mecava a trabalhar com base nas «unidadess, «dezenas> ou
«centenass, era relativamente facil fazer a transiciio para as
«décimas», «centésimas> ou <milésimas>. Para os alunos que
aprendiam a ter de representar os nimeros ¢ os calculos
usando uma «grelha tipo CDUs, a introduciio dos decimais
era mais uma oportunidade de continuar a usar 0 mesmo
tipo de representacio.

c|p|u u | 4 |
4 |51 1 .| 4|

Os algoritmos usados para adicionar, subtrait, multiplicar e
dividir niimeros decimais sio os mesmos que os usados para
os nimeros naturais. Numa perspectiva de grande valori-
zacio dos algoritmos tradicionais, importava «insistit> no
seu uso, alterando o conjunto numérico mas persistindo no
mesmo tipo de estrutura numérica.

s [

T 2 3|8 1 T 2 3([53 1
1 0 3|2 3 1 0 3(2, 3
1 @ 00 1 0

No programa actual, o foco do trabalho em torno dos Nu-
meros e Operagdes ndo € o cdlculo algoritmico. Por isso,
os niimeros.racionais na sua representacio fracciondria po-
dem ser introduzidos antes dos decimais’. Embora prevendo,
como é natural, uma abordagem «intuitiva a partir de situ-
acbes de partilha e de divisdo da unidade em partes iguais,
recorrendo a modelos e A representacio em forma de fraccio
nos casos mais simples» (Ponte et al., 2007, p. 15), conside-
ra-se que se deve trabalhar com estes ndmeros que, do ponto
de vista histérico, surgiram muito antes dos decimais, atri-
buindo-lhes sentido a partir de contextos significativos.

Perspectivar o desenvolvimento de sentido de nimero

Uma das caracteristicas que destaco como muito positiva
no PMEB € o facto de nele se considerar que o trabalho em
torno do tema Nimeros e Operagdes deve ser perspectivado
em termos de desenvolvimento do sentido de ndmero. Do

meu ponto de vista, importa perceber bem o significado des-
ta diferenca basilar relativamente a programas anteriores e
analisar algumas das suas consequéncias a partir de um olhar
sobre trés aspectos que dizem respeito aos racionais.

Um primeiro, diz respeito & valorizacio do célculo, con-
siderando os seus diferentes tipos e ndo apenas o algoritmi-
co. Contrariamente ao que muitos poderiio pensar, traba-
lhar o sentido de nimero envolve ser exigente em termos de
célculo e na escolha do tipo que melhor se adequa ao cédlcu-
lo a efectuar. Ndo podemos pensar, por exemplo, que <tudo
vai bems se os alunos:

e usarem o algoritmo para calcular 23,5 + 12,5 0u 6: 15;

® nio souberem calcular automaticamente 12 x 0,6 ou
1,25 x 100;

e recorrerem A calculadora para calcular 123,6 — 103,5 ou

0,75 x 24.

Um segundo aspecto diz respeito a valorizacio da constru-
¢io do sentido que os nimeros podem progressivamente ir
assumindo para os alunos. Seja qual for o conjunto numéri-
co de que falemos, as criangas comegam por dar sentido ao
que sdo e podem representar 0s NUMEros que pertencem a
esse conjunto. Seja a proposito de nimeros naturais, frac-
ciondrios ou decimais a aprendizagem decorre seguindo um
processo de colocar e retirar rétulos (labelled e unlabelled no
original, Galen et al., 2009). Inicialmente, os nimeros es-
tdo directamente ligados a objectos: 5 pegas de Lego, trés
quartos de uma pizza, a mesa tem | metro e 5 centimetros
de comprimento. Quando comega a lidar com os nimeros
naturais, uma crianca pode saber que 5 pegas de Lego mais
4 pecas de Lego sdo 9 pecas de Lego, mas ndo saber quanto
é 5 + 4. Os niimeros 5 e 4 sdo ainda rétulos que liga as pe-
¢as de Lego. S6 depois de passar por numerosas experiéncias
em que lida com os niimeros como rétulos de cubos, ldpis,
berlindes, etc., ¢ que consegue comegar a retirar os rétulos
¢ a pensar em 5 e 4 sem estarem relacionados com objectos
concretos, dando-lhes o estatuto de objectos em si mesmos.
Nesta altura a crianca vé 5 e 4 como nimeros e sabe que 5
mais 4 € igual a 9. O mesmo se passa com os racionais. A
crianga sabe que trés quartos de pizza mais um quarto de pi-
zza é uma pizza. S6 depois de muitas experiéncias usando
fracgdes como rétulos é que comeca a poder (e a ser vanta-
joso em termos da sua aprendizagem) retird-los e a compre-
ender que o rétulo nfio é importante para o sentido que atri-
bue a %, a %4 e aos cdlculos associados. Nesta altura percebe,
por exemplo, que % + % = 1 ouque 1 — %4 = %.

Este processo de rotular e retirar rétulos evidencia que
as criangas nfo conseguem compreender um trabalho nu-
mérico que passe, rapidamente, do exemplo para a definicio
e para a manipulacio abstracta dos niimeros e das operagdes
entre eles. A figura 1 ilustra um tipo de proposta muito co-
mum em alguns manuais: mesmo numa fase inicial em que
ndo pode ser compreendido o que & um sistema de numera-
¢io de posicio, ilustra-se a representaciio dos nimeros num
dbaco e propdem-se exercicios cujo resultado é sempre o nii-
mero que se estd a «dar.
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3+2+1=
2+2+12=
4+1+1=
3+1+1+1=

Figura 1. Representac@o de 6 no dbaco e exercicios cujo
resultado & sempre 6

Este processo tamhém significa que a ordem de introdugio
dos vérios conjuntos numéricos deve ser cuidadosamente
pensada de acordo com a complexidade dos contextos que
permitem rotular e a complexidade da representacio que se
introduz. Muitos contextos ligados a representagfio na forma
de fraccio — partilha equitativa de objectos e relagio par-
te-todo a partir da divisdo de uma unidade em partes iguais
— sdo inicialmente mais acessfveis aos alunos do que os as-
sociados & representaciio decimal. Estes tltimos envolvem o
uso de unidades de medida padronizadas que sdo demasiado
abstractas para poderem ser introduzidas logo no inicio do
1.° ciclo. A tnica excepcio, em termos de contexto facili-
tador da introdugio dos decimais, ¢ o uso do dinheiro. No
entanto, para além de implicar que as criangas estejam sem-
pre a colocar rétulos no mesmo tipo de contexto, o dinhei-
ro € um contexto pobre para essa rotulagdo uma vez que faz
mais apelo ao uso de nimeros naturais do que de niimeros
decimais.

Finalmente, um terceiro aspecto, diz respeito a aten-
Giio dada a construgdio de relagdes numéricas. Trabalhar de
acordo com uma perspectiva de desenvolvimento de senti-
do do nimero implica incluir explicitamente a exploragio
de propriedades e relagbes numéricas ciclicamente revisita-
das. Esta exploracio intencional de propriedades e relagGes
numéricas estd muito relacionada com o planeamento cui-
dadoso de modos de trabalhar o cilculo mental, tanto com
ndmeros inteiros, cOmo com NUMEeres racionais.

Por exemplo, saber usar o conceito de dobro de um ni-
mero vai muito além de saber calcular o dobro de um niime-
ro natural. Envolve conseguir mobilizar este conceito para
calcular 2410 — 1205; 1- 0,5 ou metade de 50%. Também,
conhecer as propriedades das operagdes vai muito além da
sua énumeracio e representacio simbélica. Implica conse-
guir identificar situagdes em que elas facilitam o cdlculo e
ser capaz de as usar de forma flexivel e produtiva. Por isso é
que nenhum aluno deve usar uma calculadora para determi-

Figura 2. Eva e Raguel mostram que 1/2 = 2/4 e 3/4 = 6/8

nar 12 %13 ou 12,5 x 24. Deveri ser quase imediato pensar
que 12 x 13 ¢é igual a 130 + 26, ou seja, 156. Para calcular
12,5 % 24 pode usar a propriedade associativa (no caso par-
ticular da relacio dobro-metade) obtendo 25 x 12 =50 % 6
=100 x 3 = 300.

Trés principios para frabalhar 0 nimeros racionais

Para além de compreender possiveis razdes que fundamen-
tam determinadas opgdes de cardcter curricular, importa ao
professor reflectir sobre os modos de as concretizar ao ni-
vel da sua prética. Nos pontos seguintes proponho trés prin-
cipios que considero importantes para orientar a acgio do
professor no que se refere ao trabalho com os racionais.

Principio 1. Usar contexfos e modelos apropriados

O PMEB chama a atenciio para a importancia de usar dife-
rentes contextos que permitam aprofundar a compreensdo
dos nimeros racionais e as destrezas de cdlculo. Fraccdes,
decimais e percentagens sdo representagbes de nimeros que
s6 ganham sentido quando percebemos como sdo utilizadas
em diferentes contextos.

Um contexto que tem bastantes potencialidades para
trabalhar aspectos relacionados com as fracgdes € o de do-
bragens a partir de uma folha ou tira de papel*. Na figura 2
ilustra-se o modo como Eva e Raquel, duas alunas a iniciar
o estudo das fraccdes, concluiram que % = % e % = % tendo
como base dobragens feitas em folhas de papel.

No quadro, para explicar como pensaram, Eva e Raquel
colocam lado a lado duas folhas, afixadas no canto superior
esquerdo do quadro (figura2). A primeira estd dobrada em
quatro partes iguais e a segunda em 8. Registam e explicam
que uma parte da folha dobrada em quatro ¢ igual a duas
partes da folha que estd dobrada em 8, ou seja, %4 = %.

Para mostrar que % = % recorrem a um processo idénti-
co, mas usam outra forma de dobrar a folha em 4 e 8 partes
iguais: as duas folhas estdo colocadas no canto inferior direi-

.
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Figura 3. Eva e Raguel comparam <metades> e <quartos> de uma mesma
foiha de papel

to da imagem e foram dobradas ao meio pelo lado maior, em
cada dobragem (figura 2) e pintam de vermelho 3 das quatro
partes e de preto 6 das oito partes iguais.

Este mesmo contexto permitiu também determinar e
comecar a comparar <metades: e «quartos» de uma mesma
folha de papel. Como se mostra na figura 3, os alunos com-
param formas diferentes de dobrar uma folha ao meio e em
quatro partes iguais. Na primeira, dobram sempre a folha a
partir do lado menor; na segunda dobram sempre a partir do
lado que, em cada dobragem, fica maior.

Nas explicages que estas alunas e os seus colegas de
turma iam dando, era visivel que estavam, como é de es-
perar, numa fase de «colocar etiquetass, relacionando as
fracgiies com as partes de papel dobradas e pintadas. Perce-
biam que % é igual % a porque olhavam para as duas folhas,
uma dobrada em 2 partes iguais e outra em 4, e <viam> que
uma das tiras da primeira folha cobria 0 mesmo espago que
duas das tiras da segunda. O mesmo se passava na compara-
ciio das metades e quartos com as folhas dobradas de forma
diferente.

O que torna este contexto um bom exemplo é (i) ter
significado e ser entusiasmante para os alunos que gostam
sempre de dobrar, pintar e cortar e (ii) permitir lidar a um
nivel informal com ideias que progressivamente vio sendo
formalizadas.

Figura 5. Representacdo de gue num depdsito com 40 litros restam
3/4 de combusitvel
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Figura 4. Mostrador do depdsito de combushivel de um aufomivel

Um outro contexto diferente mas com as mesmas po-
tencialidades é o mostrador do depésito de gasolina de um
automével (figura 4). Numa primeira fase, os alunos per-
cebem como é que funciona o ponteiro e como € que ele
pode indicar que o depdsito estd cheio ou tem um quarto de
gasolina’.

Mais tarde, ja no 2.° ciclo, este mesmo contexto pode
proporcionar exploragdes mais complexas que permitem re-
lacionar diferentes representacdes dos niimeros. Percebem,
por exemplo, que % de um depdsito ndo representa sempre
a mesma quantidade de combustivel e que o «todo> é impor-
tante para saber o que representa uma das suas partes.

Este contexto é também apropriado para apoiar a cons-
truciio de dois modelos — a barra rectangular e a recta dupla
— que, neste caso, explicitam a relagio de proporcionalida-
de entre ditros> e dracctes do depdsito>. Na figura 5 ilustra-
se a representacio desta relagio considerando que o depési-
to tem 40 litros de capacidade méxima.

Qutros contextos, baseados na exploraciio de situagbes
relacionadas com as imagens que surgem no ecrd do com-
putador quando se imprimem ou gravam documentos, per-
mitem também apoiar o uso da barra rectangular e da recta,
associando percentagens a fracgdes (figura 6).

A estreita relacio entre alguns contextos e modelos nao
é simples de perceber e nem sempre € interpretada correcta-

Figura 6. Frogresso de gravacdo de documenfo

Progresso

66 de 98: 67%
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Figura 7. Reldgio de ponteiros

mente. Pelo facto de se propor um contexto tendo em men-
te um certo modelo, isso nfo significa que os alunos o in-
terpretem como se tinha previsto. No entanto, € bastante
provdvel que esse contexto influencie de alguma forma o
modo como modelam a situagio.

Vejamos mais trés tipos de exemplos de contextos e de
modelos que lhes podem ser associados.

O relégio de ponteiros pode servir de contexto para vi-
rias tarefas (figura 7).

Este modelo permite relacionar os minutos com fracgoes
da hora e facilitar a compreensio da adi¢iio e subtrac¢iio de
fracgdes. Os alunos podem perceber que intervalos de 10
minutos sio % da hora, intervalos de 15 minutos sio % da
hora, intervalos de 5 minutos sdo Y2 da hora, etc. Podem
também pensar em %5 + %4 como sendo 20 mais 15 minutos.
O total é 35 minutos ou seja, 7 intervalos de 5 minutos ou
%2 da hora.

Tarefas que exploram contextos de divisdo de pizzas ou
tartes (figura 8) apoiam a estruturacio do modelo circular

(figura 9).

Figura 9. Representac@o de resultade obtido por duas listas

‘Lista.B

Figura 8. Pizza repartida em partes iguais

Este modelo pode ser muito expressivo para represen-
tar partes da unidade e as relagBes entre essas partes, o que
explica porque € que ele é muito usado para expressar, por
exemplo, resultados de eleigdes.

Contextos tais como receitas de bolos, pregos de dife-
rentes quantidades do mesmo artigo ou percentagens de
uma determinada quantia, podem facilitar o uso de tabelas
de proporcionalidade (figura 10).

Existem também vdrios applets® que permitem trabalhar
os nimeros racionais, relacionando fracgbes, percentagens,
nidmeros naturais e nimeros decimais a partir da manipula-
¢io do modelo circular e da barra rectangular. Note-se, no
entanto, que a sua exploraciio deve ser cuidadosamente pla-
neada e pensada pois é fundamental que estes modelos fa-
cam sentido para os alunos, e isto sé acontece depois de te-
rem tido oportunidades, a partir da explorac¢iio de contextos
significativos, de os irem descobrindo por si s6s.

Figura 10. Tabelas de proporcionalidade

1 kg 100 g 25¢ 125 g
20 euros

100% 50% 25% 75%

532 266

.
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4, Observa a embalagem de bolas de 2 cores.

20

Completa a etiqueta de modo que ela
represente, relativamente ao total de bolas,
a parte de bolas brancas e a parte de bolas
amarelas.

— Bolas brancas
-

-0
\ — Bolas amarelas

Quantas bolas brancas e amarelas poderad ter uma embalagem que
tem a sequinte etiqueta:

1
= Bolas brancas

Restantes bolas amarelas

Figura 11. Tarefa sobre as embalagens com bolas de duas cores

Principio 2. Desenvolver gradualmente as «grandes» ideias subjacentes
805 NOmeros racionais

No PMEB identifica-se a preocupaciio de ter em conta os
sentidos das operacdes e os diferentes significados das frac-
¢oes. Em relagiio a estas dltimas, refere-se ser necessario tra-
balhar com fracgdes com significado de partilha, parte-todo,
quociente, operador e medida.

Considero que esta indicaciio é importante para chamar
a atencio de que se devem propor situaces que abranjam,
de acordo com uma evolugdo adequada, os virios sentidos e
significados. Por exemplo, da mesma forma que ndo se po-
dem propor contextos relacionados com a operacio subtrac-
¢io que envolvam apenas o sentido «retirar» e nfo incluam
o sentido «completar», também nio se podem apresentar
situagdes com fracgBes que s6 envolvem o significado parte-
todo, como tendia muitas vezes a acontecer. Esta indicagio
também é muito relevante porque se pretende que os alunos
adquiram um conhecimento aprofundado e completo dos
nimeros e operagdes aritméticas. No entanto, ndo podem
ser confundidas com tépicos a ensinar.

Quando pensamos nos ndmeros racionais e na sua
aprendizagem, que ideias globais é fundamental destacar? O
que poderdo ser marcos importantes ao nivel da evolugio da
sua aprendizagem numa perspectiva de desenvolvimento do
sentido do nimero!?

Fosnot e Dolk (2002) apresentam uma resposta bastante
interessante e que pode ser produtiva ao nivel de planear a
aprendizagem dos nimeros racionais. Estes autores identifi-
cam sete «grandes: ideias a desenvolver: relagio parte-todo,
equivaléncia versus congruéncia, relacionar a multiplicacio
e a divisio com as fracgdes, o todo importa, relagdes de rela-
qoes, decimais e percentagens — representagdes equivalen-
tes, e valor de posigio.

105 = Q baloo frambas
10-%.;'-8 wmwjﬂs

J+dz1o

Rm&%j%womo;%%‘;ww

Figura 12. Resposta de Francisco e Guskavo

A relagiio parte-todo estd no centro da compreensio
do que é uma fracgio e envolve perceber que as partes sio
equivalentes entre si e também o sdo em relagio ao todo.
Explorar situacbes como a de dobrar uma tira de papel em
partes iguais permite realcar, desde muito cedo, a divisio
da unidade em partes iguais e a relaciio que a fracciio pode
representar.

A compreensio desta ideia pode ser aprofundada na ex-
ploragio de questdes idénticas A segunda questio da tarefa
da embalagem com bolas de duas cores” (figura 11).

Neste caso estava em causa perceber que a fracgio ¥ re-
presenta uma relacio que pode ter diferentes todos, sendo
0 5 0 mais rapidamente identificado. No entanto, tal como
Francisco e Gustavo identificaram a possibilidade de o todo
poder ser também 10 (figura 12), os alunos podem comecar
a perceber que o todo pode assumir outros valores

Uma ideia igualmente muito importante ¢ a de que as
partes de um mesmo todo nio precisam de ser congruentes.
[lustrei anteriormente como Eva e Raquel comecaram a li-
dar com esta ideia ao comparar metades e quartos de folhas
iguais, mas dobradas de forma diferente.

Relacionar as fracgdes com a multiplicacio e a divisdo ¢
também uma ideia que deve ser desenvolvida. Os contextos
de partilha equitativa, como o de repartir trés pizzas por qua-
tro pessoas, permitem trabalhar desde cedo esta ideia e inte-
grar os sentidos de partilha e de medida. Trés pizzas reparti-
das por quatro pessoas (divisdo por partilha) origina trés em
quatro partes de uma pizza (divisio por medida). Também
relacionam a divisdo e a multiplicagio ao verificarem, por
exemplo, que trés vezes um quarto de cada pizza é igual a trés
quartos de uma pizza.

Uma ideia que estd constantemente presente ao com-
parar e operar com fraccdes € a de que as fracgGes represen-
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Figura 13. Composicde de um sumo de frufa

tam relacdes em que o todo importa. Vimos na tarefa com
dobragens de uma folha de papel como Eva e Raquel usam
esta ideia para comparar <metades> e «quartos> de uma mes-
ma folha de papel. Embora de uma forma ainda informal,
transformam as fracgBes iniciais em fracgBes equivalentes e
que tém o mesmo todo.

Quando comparam, adicionam e subtraem fracgdes, os
alunos devem referir-se a um mesmo todo. Quando multi-
plicam ou dividem devem ter em conta relacBes de relagtes,
outra das grandes ideias identificadas por Fosnot e Dolk
(2002). Para calcular ¥ de ¥ importa tomar um terco de um
todo que é metade e indicar qual a relagio que traduz o que
foi feito, tendo em conta o todo um (e nfio a metade). Esta
mudanga de todo, embora nfo sendo facil, pode ser traba-
lhada com significado a partir da exploraciio de problemas
de partilha equitativa com sandes ou pizzas®.

Fazendo a ponte entre fracgbes e decimais e percenta-
gens, os nimeros decimais podem ser representados numa
fraccio cujo denominador é uma poténcia de 10 e as per-
centagens representam relacdes relativamente a um todo
igual a 100. Assim, é importante perceber que as «grandes»
ideias relativas as fracches sdo igualmente vilidas para os de-
cimais e percentagens, aspecto também destacado por Fos-
not e Dolk (2002). Para tal, é necessdrio proporcionar ex-
periéncias em que estas diferentes formas de representacio
sejam relacionadas, como acontece ao analisar a composi-
¢io de sumos (figura 13).

Em contrapartida, uma ideia importante para compre-
ender os niimeros decimais, o valor de posiciio, ndo é co-
mum s fracgdes e percentagens. Esta dltima grande ideia,
«unifica> niimeros inteiros e decimais tanto do ponto de vis-
ta conceptual, como do ponto de vista do cdlculo, como j4
referi anteriormente.

Figura 14. JusfificagOes de gue 1/2 + 1/3 = 2/5 [Fosnol & Dolk, 2002, p. 138]

Principio 3. Construir significados e relacoes

Compreender os vdrios conjuntos numéricos e ser capaz de
efectuar cdlculos usando os niimeros nas suas diferentes re-
presentagdes, é um objectivo de aprendizagem da Matemd-
tica muito relevante. Para o atingir, os alunos percorrem um
longo caminho que vai das primeiras aprendizagens numéri-
cas, 6 com niimeros naturais, até a fase em que completam
o estudo dos nimeros racionais. Este caminho € suportado
pelo estabelecimento de uma teia de relages entre os con-
juntos numéricos e as operagies neles definidas, mantendo
sempre uma perspectiva clara sobre o que € significativo em
cada fase.

Um aspecto a ter em conta neste caminho prende-se
com a «desestabilizacio> provocada pelos movos» ndme-
10s e que tem como consequéncia, numa fase inicial, pro-
longamentos incorrectos de regras de cdleulo, como por
exemplo:

e pensar que 1,23 é maior que 1,3

® pensarque Y2 + % =%

Este tipo de erros ilustra como é importante atender sempre
ao significado das novas representagbes numéricas e das re-
lactes entre elas. A andlise dos erros a partir de contextos
em que os niimeros e as suas relagdes tém significado, cons-
titui uma tarefa que pode ser interessante discutir com os
alunos, uma vez que exige o pensar sobre os conceitos nu-
méricos envolvidos.

Na figura 14 ilustra-se como os alunos conseguem pensar
no que representa cada frac¢do e usar diferentes argumentos
para justificar que ¥ + %4 = %. .

Um segundo aspecto a ter em conta prende-se com a im-
portincia de estabelecer relacdes e significados. Saber ope-
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1. A Ana convidou 4 amigas para irem
almogar a um pequeno restaurante no dia ALMOCO po:
dos seus anos. Todas decidiram escolher o i‘i’m&‘éﬁ“ 2 3.095.
prato do dia. MNo entanto, estavam
indecisas sobre come encomendar as
doses pois consideram que uma dose da
para duas pessoas. Que diferentes
possibilidades teriam de o fazer? Qual das
possibilidades é mais econdmica?

e

Figura 15. Problema das ementas

rar com os naturais, fracciondrios ou decimais ¢ importante.
Mas é-o porque isso é necessdrio para resolver problemas de
forma flexivel, percebendo relagbes entre as vérias represen-
tagtes dos nimeros e seleccionando estratégias adequadas.
Concretizo esta ideia procurando perspectivar o caminho
a percorrer por José e Leandra. Numa das primeiras tarefas
em que trabalharam com nidmeros representados na forma
de fracgio, resolveram o problema das ementas (Mendes et
al., 2010, p. 103), pensado para ser introduzido no 3.° ano
(figura 15).

Ao explicar no quadro como pensaram (figura 16), José
e Leandra registam nas duas primeiras linhas as relagdes es-
tabelecidas no enunciado. Depois, indicam duas possibili-
dades de encomendar o prato do dia que correspondem &
mais e menos cara, respectivamente. Analisando os registos
que efectuaram percebemos que parecem muito expeditos
na realizagio de cdlculos e que parecem ter desenvolvido
uma forma de representar como pensam usando os simbolos
matemadticos. Com Y2 x 5 = 5 pessoas parecem querer dizer
tenho 5 vezes meia dose para 5 pessoas. O célculo que fazem
em seguida mostra que certamente pensaram assim. Nesta
fase da aprendizagem é melhor o professor pedir para expli-
citarem o que pensam e nfo corrigir de imediato esta repre-
sentacfo, uma vez que os alunos nfo tém ainda os conheci-
mentos suficientes para perceber o que <estd mals.

Mais tarde, apés a exploracio de virias tarefas que in-
cidem sobre estes contetidos, os alunos devem comecar a
compreender que este registo ndo estd correcto. Nessa al-
tura, devem ser capazes de perceber relacdes entre diferen-
tes representagbes numéricas, percebendo que Y2 X 5 ndo
representa o mesmo que 5,50 X 5 pois 2 de uma dose nio

.

Figura 16. Resolucdo de JosEé e Leandra

é 0 mesmo que o pre¢o de meia dose. %4 x 5 pode represen-
tar metade de 5 doses ou de 5 pessoas (o que tendo em con-
ta o contexto ndo faz sentido) e ndo o prego de cinco meias
doses.

Imaginemos agora que José e Leandra estdo no final do
2.° ciclo. Deverio ter tido oportunidade de aprofundar as-
pectos centrais relativos aos nimeros racionais que lhe per-
mitam relacionar, com sentido, as suas virias representagtes
e ser capazes de manipuld-las adequadamente na resolugio
de problemas. E fundamental que compreendam, por exem-
plo, que:

® o preco de 0,764 kg de laranjas a 1,40 euros por quilo é
aproximadamente % de 1,40 euros;

® ter um desconto de 25% corresponde a pagar % do preco
inicial;

® ¢ mais barato comprar um frasco de compota que pesa
400 gramas e custa 3,80 euros do que um frasco com 300
gramas da mesma compota mas que custa 3 euros;

® numas eleigbes em que 40 em cada 100 portugueses vo-
tou, houve maior percentagem de abstencio do que nas
elei¢Bes anteriores, em que votaram 5 em cada 9 portu-
gueses.

Globalmente, José e Leandra deverdo ter tido oportunida-
de de explorar problemas matematicos ricos, lidando e re-
lacionando as diferentes formas de representar os niimeros
racionais. Por dltimo, a partir de um processo sucessivo de
retirar rétulos, deverdio saber comparar e representar niime-
ros racionais na recta numérica, assim como calcular o valor
de expressdes numéricas em situacdes sem contexto, estabe-
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lecendo relagBes entre os niimeros nas suas vdrias represen-
tagdes e usando o tipo de cdlculo que melhor se adequa aos
nimeros envolvidos e sufis representagdes.

Reflexdo final

Trabalhar com fracgdes, decimais e percentagens envolve
saber operar formalmente com estas diferentes formas de re-
presentagiio dos niimeros. Este objectivo deve ser atingido
depois de um longo processo de aprendizagem cuidadosa-
mente planeado e baseado em sucessivos ciclos de colocar
e retirar rétulos, tal como foi referido anteriormente. Saber
operar com os objectos mateméticos abstractos é um impor-
tante objectivo do PMEB que ndo pode ser relegado para
segundo plano nem pode ser ssubstituido> pelo uso da cal-
culadora. Esta pode e deve ser usada para ajudar a pensar,
aumentando a compreensio sobre os nidmeros e as opera-
¢oes. Deve ser utilizada para efectuar cdlculos em situagoes
em que este aspecto nfio € central. Ndo pode, no entanto,
recorrer-se A calculadora como argumento para prescindir
de um trabalho aprofundado em torno do desenvolvimen-
to das capacidades de cilculo mental e escrito, objectivos
de aprendizagem fundamentais e claramente destacados no
PMEB.

O ditado popular que diz «nem oito nem oitenta» pode
resumir bem o que referi anteriormente. Importa néo passar

de:

e um excessivo peso do cdlculo formal, para uma situacio
em que ele ndo é contemplado;

® uma situagiio em que nfo se pode usar a calculadora para
uma em que ela € usada indiscriminadamente;

e um uso reduzido ou mesmo inexistente de materiais ma-
nipuldveis para um uso indiscriminado de qualquer tipo
de material. .

Conseguir este equilibrio ndo é facil. No entanto, h4 indi-
cios claros de que <as coisass estdo a mudar no bom sentido.
Existemn cada vez mais materiais com qualidade de apoio ao
trabalho do professor, a introdugio do PMEB criou em algu-
mas escolas dindmicas de trabalho bastante interessantes, o
Programa de Formagio Continua em Matemdtica para pro-
fessores do 1.° e 2.° ciclos jd abrangeu um nimero signifi-
cativo de professores. Por isso, termino este artigb com uma
ténica positiva, destacando que, embora haja ainda muito
por fazer no 4mbito de uma concretizagio efectiva das ideias
prescritas no PMEB relativamente aos racionais, estamos no
bom caminho. Precisamos ¢ de continuar!

Nofas
! A partir daqui usa-se o termo nimero decimal ou apenas deci-
mal no sentido de niimero racional na sua representagdio deci-
mal.

=

Usa-se o termo fraccio no sentido de niimero racional na sua
representaciio na forma de fraccio.

3 No programa de 1991 a introdugio no 1.° ciclo de nimeros ra-
cionais nio representados na forma decimal estava limitada ao
uso de operadores como «metade» ou «terga parte», nio cons-
tituindo, de facto, uma verdadeira inclusdo dos nimeros racio-
nais representados na forma de fracgiio.

+ No site da DGIDC estfio disponiveis vérias tarefas que envol-
vem dobragens de papel. Neste artigo usam-se exemplos de ex-
ploracfio de uma delas e que estd incluida em Mendes, Brocar-
do, Delgado, & Gongalves (2010).

Tarefa destinada ao 3.° ano e incluida em Mendes et al.

(2010).

Como os Fractions model I, Il e IIl, disponiveis no site do
NCTM.

T Tarefa incluida em Mendes et al. (2010).

8 No artigo de Boavida, Silva e Fonseca (2009) da revista Edu-
cacdo e Matemdtica n.® 102 podem ver-se exemplos do modo
como esta «grande: ideia pode surgir no contexto de uma par-
tilha equitativa de sandes.
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Possibilidades, muito mais do que descobrir um exemplo®

Cristina Loureiro
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No texto anterior foi aflorada a ideia de construir
um quadrildtero s6 com 2 angulos rectos opostos.
Este tipo de desafio inscreve-se no raciocinio ma-
temdtico de descoberta de um exemplo. Uma acti-
vidade desta natureza nio termina com a satisfaggo
pela descoberta de um exemplar. E necessario que
seja natural a atitude de ir & procura de mais exem-
plos e de querer compreender por que razdo mate-
midtica sdo eles possiveis. E assim que se poderfio
obter mais, todos se o nimero de possibilidades for
finito, tantos quantos se queiram, no caso de exis-
tirem em ntmero infinito. Deste modo, descobrir
um exemplo serd sempre ampliar o conhecimento
matemadtico.

Os quadrildteros apresentados no texto referido
sdo exemplos de quadrildteros apenas com 2 angu-
los rectos opostos. Foi deixado ao leitor a tarefa de
garantir se os Angulos em causa eram ou nio rectos.
Haverd uma técnica rdpida para ter a certeza se um
fngulo, na estrutura quadriculada do geoplano, é ou
nio recto!

Se os produtos cruzados dos pares das diferengas
entre pontos (ver as figuras), tomadas pela mesma
ordem, sdo iguais, o dngulo € recto. Se os produtos
sdo diferentes, o ngulo ndo é recto. Esta técnica 56
deve ser aplicada a 4ngulos que a vista desarmada
parecem rectos ou quase rectos.

Com esta técnica é muito facil descobrir mais
exemplos de quadrildteros s6 com 2 dngulos rectos
opostos em qualquer rede ponteada quadriculada,
isto €, numa rede que tem subjacente uma estrutura
ortogonal isométrica. Fica por provar que esta téc-
nica € vilida e porque é que ela funciona.

Descobrir um exemplo é um dos tépicos do ra-
ciocinio matemdtico no novo Programa de Mate-
madtica para o Ensino Bdsico.

lota

! Este artigo € o segundo de uma série de textos cur-
tos sobre ideias matemdticas importantes. Cada ar-
tigo serd a discussdo de uma ideia com base numa
experiéncia ou num episédio de sala de aula.

Crisfina Loureiro
ESE de Lisboa
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Novo Programa de Mafematica

Inovacao de pralicas e aprendizagens

Paula Pessoa

Que balanco das aprendizagens matemalicas dos alunos?

Naos tleimos dois anes, muito se tem falado do Nove Progra-
mu de Matematica do Ensino Basico. O mesmo sutge como
sendo um reajustamente do anterior Programa. Todavia,
quem, come eu, teve o privilégio de embarcar na aventi-
ra da sua experimentacio, facilmeénte se aperceben de que
se trata de um doecumenta inovador de priticas e aprendiza-
gens. Neste artigo, dou o meu singelo testemunho enquan-
to professora experimentadora deste Programa, durante dois
anos lectivos, numa turma (3% ¢ 42 anos) da Escola Bésica
de Gavian,

Com o viveneiar desta experiéncia, impde-Se 0 compro-
metimento com @ processo de reformulacio das concepcoes
do que € ensinar ¢ aprender Matematiea e a responsabilida-
de pelo desenvolvimento de uma atitude positiva face ao
Nove Programa pots, durante a sua experimentacio, con-
frontei-me com intdmeras evidéncias de que proporciona aos
alunos aprendizagens de maior qualidade. As orientacGes/
indicactes metodologicas, por ele preconizadas, conduzem
a alteragBes estruturais profundas no processo de engino e
aprendizacem da Matemdtica. Apontam;, inequivocamente,
para uma redefinicao dos papéis desempenhades pelo alu-
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o ~ Floura 1. Identificar simetrias e modelar a translacao

no e pelo professor: o primeiro assumindo uma participagio
mais activa na construciio do saber; o segundo constituin-
do-se como organizador e dinamizador da aprendizagem. A
valorizacio de vérios modos de trabalho, a natureza das ta-
refas/ situagdes de aprendizagem, de cariz mais exploraté-
rio e investigativo, e a &énfase colocada no desenvolvimento
das capacidades transversais possibilitam o entrecruzar de
dimensdes importantes das aprendizagens matemdticas e a
criacio de dinfmicas comunicacionais assentes na discusso
e reflexfio sobre a actividade desenvolvida.

Ha uma expressdo que traduz de forma clara o que de-
corre do trabalho desenvolvido com este Programa: Mate-
mdtica com compreensdo. De uma postura acritica na realiza-
¢io de procedimentos, evoluiu-se para uma pritica onde o
fazer anda a par da justificacio e argumentacio, ganhando
por isso significado. Os progressos evidenciados nas apren-
dizagens realizadas pelos alunos, abrangem os mais variados
temas/topicos e capacidades, nomeadamente ao nivel do
desenvolvimento do sentido de niimero e do célculo men-
tal, do pensamento algébrico e geométrico, da literacia es-
tatfstica, da capacidade de comunicar as suas ideias e pro-
cedimentos, na justificacio de raciocinios e na resolucio de
problemas, em que os alunos revelam maior facilidade na
aprecia¢do da plausibilidade dos resultados obtidos, na sua
formulagio e na reflexdo sobre a adequagio e eficdcia das es-
tratégias utilizadas.

Face a este cendrio compreensivo de conceitos e proce-
dimentos matemdticos importantes, uma nova visao da Ma-
temdtica vai adquirindo forma e, com ela, a consciencializa-
¢do das formas de trabalho que favorecem a sua apropriacio
pelos alunos. A construgio colaborativa dos saberes, a partir
das interacgdes dos alunos entre si e com o professor, promo-
veu a organizaciio e clarificagio do pensamento matemitico
dos alunos que, agora, revelam mais seguranca e confianga
nas suas capacidades pessoais.

A postura critica e reflexiva em situacSes mateméticas
diversas e o dominio de processos, ideias e conceitos ma-
temadticos, por parte dos alunos, vieram reforcar a premissa
de que o &xito na aprendizagem da Matemitica estd inti-
mamente relacionado com o tipo de tarefasfexperiéncias de

.

aprendizagem que lhes sdo propostas e com o modo como o
professor acompanha a realizagio das mesmas, respondendo
a dividas que possam comprometer o seu desenvolvimen-
to, incentivando-os a prosseguir e a ultrapassar dificuldades
(sem interferir com o seu raciocinio), promovendo o con-
fronto de estratégias e a argumentagio.

O desenvolvimento do sentido de nimero, do cdlculo
mental, da abordagem aos algoritmos e aos nimeros racio-
nais, no dmbito dos Niimeros e Operacdes; a valorizacio das
capacidades transversais e do tema Organizacdo e Tratamen-
to de Dados e, na Geometria, o desenvolvimento do sentido
espacial, sfo algumas das alteragBes mais marcantes relati-
vamente ao trabalho que foi desenvolvido.

Frisas — Um exemplo de aprendizagens no dominio da
Geometria

Uma alteracio significativa em relagio ao Programa ante-
rior € o estudo, logo no 1.° ciclo, de diversas transformacdes
geométricas, tio importantes na formag¢io matemadtica dos
alunos.

A ideia de simetria, neste ciclo de ensino, tem-se res-
tringido A reflexdo de eixo vertical e, em alguns casos, de
eixo horizontal. E fundamental que os professores tenham
uma ideia clara do conceito de simetria e que saibam que
actividades devem propor aos alunos, que lhes permitam de-
senvolver o conhecimento matemdtico de transformacdes
geométricas como as isometrias, abordando também a refle-
xdo deslizante, a translaciio e a rotacio.

Neste dmbito, os alunos do 4° ano da turma piloto da
EB de Gavido tiveram a oportunidade de se envolver em
actividades ricas e produtivas, das quais destaco a explo-
ragio/construgio de frisos, dado que os mesmos constitui-
ram uma importante fonte de exploragio de simetrias, pos-
sibilitando o estudo de isometrias de forma motivadora e
esclarecedora.

Neste trabalho, os alunos identificaram simetrias de
translaciio, reflexfio, reflexfio deslizante e rotagio (meia-vol-
ta), investigaram os efeitos destas transformagBes e descre-
veram-nos, tendo sido gradualmente integrado o vocabuli-
rio préprio do tema.
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Figura 2A. Translacdo

BT =

Figura 20. Simetria de rofacdo [meia-volta]

N

Figura 208 Translagdo e reflexdo de eixo verfical

Numa fase inicial da aula, apresentaram-se frisos de pa-
pel aos alunos e pediu-se que identificassem simetrias. Fa-
cilmente se referitam & reflexio de eixo horizontal e ver-
tical, mas nio fizeram qualquer referéncia a simetria de
translacio.

A professora recorreu a um dos frisos e, com uma figura
igual, sobrepde a inicial e «desliza», segundo o vector AB,
mostrando que a figura, no seu conjunto, é transformada
nela prépria, modelando, assim, a translaciio (figura 1).

Posteriormente, construfram-se, com toda a turma, di-
ferentes frisos, tendo em conta algumas das simetrias possi-
veis, modelando as rotaces, translagtes e reflexdes (figuras
2A e 2B) e verificando a existéncia de simetrias de reflexio,
através de dobragens (figura 2C). Os alunos compreende-
ram que na simetria de translagiio se verifica um desloca-
mento segundo uma dada direc¢iio, um dado sentido e um
dado comprimento e utilizaram a régua para efectuarem o
deslocamento com maior rigor (figura 2B). E de referir que a
utilizagio de papel transparente facilitou a compreensio dos
conceitos envolvidos (figura 2C).

Na construgiio do friso com simetria de rotacio de meia-
volta, com o papel transparente, decalcou-se a configuracio
e «rodou-se» em torno de um centro. Foi uma forma de mo-
delar a rotaciio, bastante compreensiva para os alunos (Figu-

ra 2D).

.
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Flgura 8. Consfruindo um friso

vl

Figura 30 Rolacdo de meia-volta [posicionamento da configuracao
enfre dois centros de rofacao conseculivos]

Apbs este trabalho, os alunos, em pequenos grupos,
construfram os seus préprios frisos, tendo em conta as si-
metrias anteriormente exploradas. Houve o cuidado de que
as configuragdes/motivos utilizados (feitos em material Eva)
ndo contivessem qualquer simetria para além da identidade.
Mais uma vez verificaram a reflexdo através das dobragens
(figura 3B). Na construcio do friso com simetria de trans-
laciio e rotacio de meia-volta, os alunos desenharam uma
recta no centro do friso e escolheram dois pontos J e C. Por
translagBes sucessivas, foram obtendo os transformados de J.
O ponto ] e os seus transformados foram tomados para cen-
tros de rotagoes de amplitude 180°. Posicionaram a sua con-
figuragio entre dois centros de rotagio consecutivos (figura
3C). Obtiveram os transformados da sua configuracio pelas
duas rotacdes de centro nesses pontos e de amplitude180°.
Utilizando, sucessivamente, o mesmo processo com as c6-
pias da sua configuracfio, obtiveram um friso com rotacio de
amplitude 180° — rotacfio de meia-volta (figura 3D).

.

Floura 208, Verificando a existéncia de simetria de reflexdo de eixo
vertical

~m

Figura 50 Rotacdo de meia-volfa [obtendo os transformados
da configuragho]

Decalcaram a sua configuragio e as cépias obtidas por
translacdo (na parte superior do friso) e «rodaram» em tor-
no de um centro, para verificarem se havia sobreposicio das
duas figuras (figuras 4B e 4C). Verificaram, ainda, que ob-
tinham a figura original tomando como centro de rotacio
qualquer ponto obtido por translaces sucessivas de um pon-
to inicial, mesmo efectuando a rotaciio no sentido inverso.

Os frisos construidos pelos alunos foram apresentados a
toda a turma e colocados no quadro, junto dos modelos cor-
respondentes (figura 5).

Esta tarefa permitiu a abordagem a diferentes tipos de si-
metria, a aprendizagem de conceitos geométricos de forma
dinéimica e o aprofundamento da sua compreensdo.

O conceito de simetria foi também a base para activi-
dades de justificagdo/argumentacio. A comunicagiio entre
professor e aluno — oral ou escrita — é muito importante
para que o aluno explicite os raciocinios matemdticos en-
volvidos nas experiéncias geométricas realizadas.
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Figura 4A. Rotagao de meia-volta
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Figura 48. Modelando @ Rofacdo de mela-volta [fixando um cenfro de Figura 4C. Refacdo de meia-volta [sobreposicdo perfeita aos 180°)

simelria de rofagdo)

[
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Flgura 5. Frisos [(modelos e construgdes dos alunos]
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Flguro 54 Translacdo gufa Translacdo/Reflexdo de eixo verfical

nura bC. Translacdo/AReflexdo de eixo horizonkal i Translagao/Refiexdo Deslizante

Translacdo/Rotacdo [meia-volral

.
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Que desafios para os professores?

O exemplo apresentado ¢ revelador de que o Novo Progra-
ma integra ideias/conceitos relevantes e enfatiza processos e
capacidades que promovem a aprendizagem compreensiva
da Matemdtica, numa perspectiva clara de articulaciio que
conduz os alunos, de forma gradual, para niveis crescentes
de entendimento conceptual.

Mas ¢ preciso termos plena consciéncia de que a concre-
tizagdo dos principios veiculados por este documento requer
o compromisso dos diferentes agentes educativos, assumin-
do os professores, neste processo, um papel fulcral, j& que a
sua ac¢do determina, em grande parte, a forma como os alu-
nos aprendem matemdtica.

A ténica colocada no desenvolvimento das capacida-
des transversais, a exigéncia de uma seleccfio mais criteriosa
das experiéncias de aprendizagem a proporcionar aos alunos
e de estratégias pedagdgicas e de avaliacio a adoptar, bem
como um maior aprofundamento na abordagem de alguns
tépicos vem colocar ao professor um enorme desafio no pro-
cesso de planificacio/gestdo da aula, para mim, um dos as-
pectos mais complexos na leccionagio do Novo Programa e
que mais ddvidas suscita:

Como estabelecer uma sequéncia de tarefas coerente, na
abordagem de cada tépico?

Quais as tarefas mais significativas para introduzir de-
terminados conceitos, capazes de envolver e desafiar os
alunos?

Como organizar e orientar o trabalho dos alunos?

Que perguntas colocar para fazer emergir aspectos estra-
tégicos do pensamento matemético dos alunos, no sentido
de tentar perceber as suas dificuldades e conduzi-los a niveis
mais elevados de entendimento conceptual?

Que conexdes com outras dreas ¢ dentro da prépria Ma-
temadtica se podem estabelecer?

Sdo tomadas de decisio que exigem do professor um co-
nhecimento matemdtico e pedagégico sélido, a vivéncia de
uma pratica reflexiva e investigativa e uma disponibilida-
de para a mudanga. Torna-se imperativo questionar concep-
gbes do que é ensinar e aprender Matemdtica e tornarmo-
nos aprendentes da nossa prética, envidando esforgos no
sentido do seu aperfeigoarpento o que, indubitavelmente,
se reflectird na extensio e qualidade das aprendizagens dos
alunos.

Neste dominio, a formacdo contfnua, em contexto de
sala de aula, abrangendo os diferentes temas e capacida-
des transversais, assume um papel fundamental. No entan-
to, outros meios se revestem de particular importéncia, no-
meadamente o estabelecimento de dindmicas colaborativas
entre pares que potenciem a apropriagio das orientagbes
curriculares e das linhas orientadoras do Programa, a selec-
¢dofcriagio de tarefas e a mobilizagio de estratégias pedagé-
gicas eficazes.

E de salientar, também, os excelentes materiais de apoio
produzidos durante o perfodo de experimentacio que reme-
tem para o desenvolvimento de experiéncias de aprendiza-
gem, consentineas com o Programa, numa perspectiva de
optimizagdo dos processos mateméticos efou hébitos de pen-
samento matematico fundamentais. Para além disso, apre-
sentam sugestdes para a sua exploracio e possiveis caminhos
a seguir pelos alunos, dando maior seguranca ao professor
para lidar com novos conceitos, técnicas e processos e en-
volver os alunos em actividades ricas e produtivas.

Acredito que, nesta altura, os leitores se questionario,
com toda a legitimidade, sobre o tempo para investigar/pes-
quisar/articular/reflectir... Nio tenho resposta, pois tanto se
exige ao professor na escola de hoje, tanto e tdo dispar, que
praticamente ndo lhe resta tempo para ser artifice da sua
prépria arte; reflectir sobre a sua prética e sobre a compreen-
sdo matemdtica dos alunos.

Caberd ao Ministério da Educacio intervir neste domi-
nio, criando condigbes para que nas escolas seja dado esse
tempo aos docentes. Enquanto isso, algo se vai fazendo,
muito para além do hordrio, pela grande forca do querer e
do acreditar que € este o caminho para o sucesso dos nossos
alunos.

Em Setembro, a generalizagiio do Programa serd uma re-
alidade e a tarefa que espera os professores ¢ ambiciosa, mas
exequivel. Tem dois anos de provas dadas!

Os alunos das turmas piloto valorizam a Matemética, re-
velam confianga e flexibilidade em lidar com ela, envolvem-
se activamente na sua aprendizagem, comunicando de for-
ma critica e reflexiva as suas ideias, processos e resultados.

Os alunos estdo a aprender mais e melhor, facto que nos
leva a afirmar com toda a convicgio de que o Novo Progra-
ma veio imprimir uma dindmica de desenvolvimento quali-
tativo do ensino e aprendizagem da matematica.

Paula Pessoa
Escola Bisica de Gavido

[l
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Formularios on-line com Google Docs

Uma ferramenta para a construcdo de insfrumentos de recolha e fratamento de dados

Muitas vezes queremos criar um instrumento de recolha de
dados, como um questiondrio, que nos permita recolher in-
formacdo rapidamente, quer com os nossos alunos numa aula
de Matemdtica ou mesmo outra disciplina, quer na sequén-
cia de uma sessdo de formagdo que organizdmos e sobre a
qual querem@s recolher a opinido dos participantes com o
propésito de avaliacdo. Para o efeito, usamos normalmente o
processador de texto ou a folha de calculo, que apds gran-
des esforgos de formatagdo nos develve um produto mais ou
menos bem conseguido. Depois imprime-se, distribui-se para
preenchimento, recolhe-se, organizam-se os dados, normal-
mente numa folha de cdlculo, e apresentam-se sob a forma
de tabelas e gréficos.

Jd imaginou criar tudo isso com um aspecto mais profis-
sional e on-line e o seu preenchimento, organizacdo e apre-
sentacdo serem também realizados on-line e de forma auto-
mdtica, sem requerer a sua intervencao directal

O Google Docs € um servigo da Google que nas permi-
te, entre outras funcionalidades, resolver de forma simples e
rdpida a situagdo. Mas o que € e onde acedemos ao Google
Docs?

Comece por colocar num motor de busca, Google Docs
ou aceda ao endereco http://www.google.com/google-
d-s/hpp/hpp_pt-PT_pt.html. Deve ter uma conta de cor
reio electrénico gmail ou entio comecgar por criar uma conta
Goaogle, seguindo os passos indicados a partir do site acima.

CGoi lgle docs Unsaved spreadsheet @ private 1o oaly ma

File Edit View Inset Format Form  Tools  Help

S B A 8 % 123 e B ome Av By O E. 2[5 2.
Farmula _: = =— — =_ —
A B L o E
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]
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8
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]
12
13
14
15
18
17
18
19
0.
21
‘ o ] ——r -
Sheetl =
Figura 1

I

0 que € o Google Docs?

Trata-se de um site na Internet onde, entre outras coisas,
pode:

* criar documentos de raiz ou carregar ficheiros jd existen-
tes (por exemplo, em formatos doc, xis ou ppt);

* partilhar e colaborar em tempo real com colegas seus, os
quais pode designar quem sio, em torno de um docu-
mento ou de uma apresentacdo que podem estar a ver e
a alterar em simultdneo;

* aceder aos servicos e aos seus ficheiros em qualquer lu-
gar, com acesso a Internet;

* publicar os trabalhos como pdginas Web (sem qualquer
conhecimento de programacio), controlando quem as
pode ver,

Dado o interesse particular para este artigo na criacio de um
questiondrio, vou-me centrar apenas neste aspecto,

Como criar um formulario [questiondrio] no Google Docs?

No respectivo site do Google Docs, inicie o seu trabalho indi-
cando o mail e a password e depois escolha Creat New e se-
leccione Spreadsheet. Abre-se uma janela (figura 1) que reco-
nhece ser da folha de cilculo.

11 help people f£ill this out.

or info that Wi

Question Title

Help Text

Question Type Text -

&@_} [Z] make s a required question

Figura 2
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Avaliacdo da Accao "Tecnologias na
Aprendizagem da Matematica”

Este Instrumento pretende avaliar aspectos relevantes do trabalho com a tecnologia |

* Required |
Atecnologia com que trabalhou ¢ adequada ao ensino da Matematica? |

(posiic ala

Muito pouca @ & © & @ Muito adequada

Atecnologia que utilizou é boa ...
fescolha uma das apces)

@ paravisualizar canceitos

ara damonstrar

Figura 3

Agora, para criar o formuldrio, seleccione, no menu, Form
— Creat a Form. Abre-se uma nova janela onde pode atribuir
um nome ao questiondric, inserir um pequeno texto explica-
tivo do que pretende, redigir as questées (Question title) e es-
colher o tipo de questdo (por exemplo, escolha mdltipla, cai-
xa de verificacdo (ou checkbox), escolha de hipdteses de uma
lista ou escala ordenada (ver figura 2). Tenha em conta que a
escolha do tipo de questdo € importante porque pode con-
dicionar as respostas, assim como o tratamento da informa-
¢ao. Por exemplo, enquanto as opgdes da escolha mdltipla ou
da escolha de uma lista s3o alternativas, a caixa de verificacio
j& o ndo é, porque admite que se escolha mais do que uma
Opgdo para a mesma questdo. Também uma questdo do tipo
Text permite recolher informacio de forma mais aberta que
poderd ser posteriormente analisada e categorizada.

Tendo em conta o objectivo que se pretende, o formuld-
rio pode exigir que algumas das questdes sejam de preenchi-
mento obrigatdrio, activando a caixa (Making this a required
question). Para adicionar sucessivas questdes ao formuldrio,
escolha Add item e o tipo da questdo e quando tiver incluido
todas as perguntas faca um clique em DONE e o seu questio-
ndrio fica pronto, :

Grave (em Save) e em seguida pode atribuir um aspecto
mais.profissional ac seu questiondrio em Theme, que por de-
feito estd em Plain. Por exemplo, para o formuldrio criado, es-
colhi o modelo Blueprints que fica com o aspecto da figura 3.

Summary See complete responses

A ia com que é ao ensino d 2
:i 1= Muito pouco 1
2 0
3 1
W 4 2
.I 5- Mulic adequada 2
ul e
1. 2 8 & 'p
Huito Muito
paucs adequada
Atecnologla que utilizou & boa ...
E para visualizar conceitos
para demonstrar
rtos cerdries [3f—. — = Rt
. pemeies il para simutar diferemiss cendrios
para oulros fins

A visushizar cor

Figura 4

Pode agora visualizar como surge o seu guestiondrio
numa pdgina Web e testar o seu preenchimento, seguindo o
fink indicado no final do formuldrio (ver informagio no rec-
tangulo preto na figura 3 — You can view the published form
here http://spreadsheets.google.com/viewform?....).

Agora pode indicar uma lista de enderegos de correio
electrénico para onde o formuldrio serd enviado (em E-mail
this form) ou simplesmente indicar o endereco (site) onde estd
publicado e pode ser preenchido on-line pelos destinatérios.

Como se organizam e divulgam os resulfados dos formuldrios
preenchidos?

Apés os formuldrios preenchidos, para ver as respostas aceda
a See responses e af pode optar por spreadsheet ou summary.
Na primeira op¢io visualiza a informagio organizada na folha
de cdlculo, em que cada linha corresponde a um registo (um
respondente) e cada coluna a uma questio (um campo de
informacdo — varidvel). Na 2* opcio, a informacio j4 vem re-
sumida e organizada sob a forma de uma tabela de dados e
grdfico (barras/colunas, circular ou de linhas), por cada ques-
td3o (ver figura 4).

Se quiser incluir a informagdo organizada obtida no seu
site pessoal, no seu blogue de turma ou no site da escola, vd a
More actions e escolha Embed. Copie essa instrucio que apa-
rece entre tags (< e =) e inclua-a no respectivo site.

José Duarfe

.
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CASIO

AS calculadoras para o ensino secundario

CASIO fx-0860GI x-9860GI SD

fx-9750GH
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Modelo FX-9860ClI (SD) Modelo PX-8780Cl - ideal para MA.C.S.
- Luz no visor - Estatistica avangada com diversos gréaficos estatisticos
- Input e Output de expressdes em formato natural - Regressoes estatistica

(como no livro de texto) - Menu de fungdes com inequacbes e estudo do grafico
- Menu por icones - facil utilizacédo - Catalogo com todas as fungées para
- Estatistica avangada ¢om diferentes gréficos estatisticos uma rapida busca
- Fungdes cartesianas, paramétricas e inequacdes - Menu Financeiro
- Estudo do gréafico muito intuitivo - Sistema de equagdes e resolucdo de equagdes
- Cabo USB incluido polinomiais
- Possibilidade de ligagéo directa ao videoprojector
- Ligagao ao analisador de dados E MUITO, MUITO MAIS !

- Folha de calculo incluida
- Geometria

Os nossos contactos:




Um problema cldssico de combinatéria, supoe que hd n pes-
soas numa sala e todas as pessoas se cumprimentam, apertan-
do a mdo, wma tinica vex entre elas. Pretende-se saber quantos
apertos de mdo foram dados.

Iremos apresentar alguns métodos de resolucdo deste
problema, de uma forma progressiva, isto €, comegaremos
com a resolugiio que pensamos ser a mais intuitiva e tentare-
mos, progressivamente, melhorar as formas de apresentacao
das resolucoes. Faremos, ainda, uma abordagem deste pro-
blema de combinatéria sob o ponto de vista geométrico.

E importante que o leitor, antes de ler o artigo, tente ele
préprio encontrar uma maneira de resolver este problema.

Matodo 1

A primeira abordagem ao problema e, provavelmente, a que
mais naturalmente ocorre, é a simulagio da situacao. Este
método poderd ser eficaz, caso o niimero de pessoas na sala,
n, seja pequeno. Mas, e se o niimero de pessoas for elevado?
Por exemplo, 50 ou 100 pessoas! Quantos apertos de mao
ocorreriam! Como nos poderfamos organizar, mesmo atra-
vés da simulacio no papel, para garantir que cada pessoa
deu apenas um aperto de méo? Pensemos na situacio para
(]
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2 apertos

@ @ aee @

3 apertos

19 apertos

Figura 1

Organizando, por exemplo, as pessoas numa fila, facil-
mente percebemos que a primeira pessoa d4 19 apertos de
mao — cumprimenta todas as pessoas da fila excepto ela
prépria (Figura 1).

J4 a segunda pessoa da fila dara 18 apertos, pois além de
ndo se cumprimentar a si prépria, j4 cumprimentou a pri-
meira pessoa (Figura 2):

Seguindo a mesma légica, a terceira pessoa iria dar 17
apertos, pois além de nfo se cumprimentar a si prépria, ja
havia cumprimentado as duas pessoas anteriores. Ora, se
aplicarmos este raciocinio s 20 pessoas, chegamos facil-
mente a conclusio que o ndmero de apertos total ¢ dado
pela soma:

19 +18+174+16+..+4+3+24+1=190

Estamos agora em condigGes de calcular o nimero de aper-
tos para qualquer valor de n, ou seja, para um niimero qual-
quer de pessoas. O niimero total de apertos serd dado pela
soma dos primeiros niimeros naturais consecutivos até ao
nimero de pessoas menos uma. Mas caso estivessem, 100,
200, 500... pessoas na sala, calcular o nimero de apertos po-
dia tornar-se moroso e mesmo penoso de calcular!

O ideal seria tentar encontrar uma férmula que permi-
tisse calcular o niimero de apertos para um qualquer niime-
ro de pessoas, de uma forma tdpida (estamos a pensar no
método de Gauss para o cilculo dos primeiros n nimeros
naturais consecutivos! ou na férmula geral das progressdes
aritméticas’).

Para j4, analisemos outros métodos de resoluciio e ten-
taremos depois, e de uma forma natural, chegar & expressio
que nos permite generalizar para qualquer valor de n.

Método 2

Comecemos por pensar no problema para os casos mais sim-
ples, ¢ organizemo-los numa tabela (Tabela 1). Quantos
apertos dardo duas pessoas! E trés pessoas? E quatro? Existird
alguma relacio entre o niimero de apertos com o nimero de
pessoas envolvidas?

© © © © - ©

2 apertos

18 apertos

Figura 2

Efectivamente percebe-se que o nimero de apertos se-
guinte pode ser obtido & custa do niimero de apertos ante-
rior com o respectivo nimero de pessoas (Tabela 2).

No entanto, o nosso pequeno problema, dentro do nosso
problema, continua por solucionar. Como proceder quando
estd envolvido um grande nimero de pessoas? Seguramente
que este também ndo € o método mais adequado para resol-
Ver esta questio.

Método 3

Se nos centrarmos apenas Na sequéncia do nimero de aper-
tos, podemo-nos aperceber do padrio que estd subjacente
— o niimero de apertos seguinte é obtido somando sempre
niimeros naturais consecutivos. E, por isso, ficil determinar
o niimero de apertos (Esquema 1).

Conseguiremos, com este método, resolver o proble-
ma para valores considerdveis de n! Nao...! Este método
€ recursivo, visto precisarmos sempre de conhecer quantos
apertos foram dados no caso anterior para determinar o ni-
mero de apertos seguinte. No entanto, nio deixa de ser um
método de resolucio interessante onde se analisa o padrdo
que surge na sequéncia dos apertos de méo.

Matodo 4

Podemos abordar o problema usando um modelo para
os apertos de mdo. Representemos por A, B, C, D, E,...
as pessoas sendo n o seu respectivo nimero. Cada aper-
to ird ser representado por um par de letras, por exemplo,
A +— B significa que A cumprimentou B. Obviamente,
que B +— A nfo precisa de ser representado. Assim, te-
mos (Esquema 2).

Repare-se na relagio entre «n» e a parcela maior de cada
soma. Este nimero é sempre inferior em uma unidade, como
tal, podemos inferir que, para n = 20, o ntmero de apertos
seria 19+ 18 + 17+ 16 + ... +2 + 1 = 190. Este método
é prético? E, apenas, mais um método que nos permite per-
ceber 0 comportamento do niimero dos apertos de mio para
um determinado nimero de pessoas. Mas caimos outra vez
numa soma de niimeros naturais consecutivos.
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N? de .pessoas N° de apertos

N° de pessoas N° de apertos 3 i 3
2 1 aperto 4 i"‘ 6
+

3 3 apertos 5 t 10
4 6 apertos 6 ﬁ 15
5 10 apertos 7 21
6 15 apertos
7 =21 apertos . 19 il?l
20 190
Tabela 1 Tabela 2

Todas estas resolugdesfabordagens, ndo nos permitem,  resultado seria a soma dos 34 primeiros ndmeros naturais.
responder, de forma imediata (entenda-se, com apenas uma  Mas serd que haverd alguma maneira de saber o nimero de
operagio), o ndmero de apertos que seriam dados se estives-  apertos com uma simples operaciio?
sem envolvidas, por exemplo, 35 pessoas. Saberfamos que o

h=] A—B
n=2 =1 aperto 0+2 . AP B C
n=3 —3  apertos 543 A<C
n= —6  apertos 2 + 1 = 3
2 +4
n=5 —10 apertos - .
@+ s
n=6 —l15 apertos n=4 A<B B C CeD ;
n=7 21 apertos i el Bl i
E 2 +7 A<D I
=8 —28 apertos orh 3 3 7 o 1 = 6
n=9 —36 apertos 5
2+
n=10 —45 apertos oo n=5 A~B B=C C=D D« E
+
n=11 —55 apertos A=C B~D C—E |
w+11 AeD B<E l
n=12 —66 apertos
w+12 A«E
n=13 —78 apertos el 4 o 3 " 7 4 1 x 10
n=14 —91 apertos "
2+
n=15 —105 apertos 5 n=6 A« B B« C CsD D«E E—F
02+
: + 14, )
n=17 —136 apertos A« D BoE CoF
2+17 A—E B« F
n=18 —153 apertos
2+18 A B
n=19 —171 apertos Giih 5 % 4 4 B 1 2 + 1 - 15
n=20 —190 apertos
Esquemal Esguema 2

Setembro | Outubro || 2010 37



38

N° de pessoas N° de apertos
2 1" @ X '::
3 X,

N? de pessoas N? de apertos

2
z\j : = 1 aperto
2
3 x2
3 < = 3 apertos
2
4x3
4< = 6 apertos
2
5xd
S<i = 10 apertos
2

:
6 Sl = 15 apertos
2
7% 6
(i i W apertos

2

3 L
4 6 [3]x(2)
5 10 x{(2)
6 15 ®x(3)
7 21 [7]x(3)
8 28 [7]x4)
2 36 ORO!
10 45 @x{5)
11 55 x{5)
12 66 x{6)
13 78 3)x{6)
14 91 O
15 105 x{(T)
16 120 x{(8)
17 136 @)= (8;
18 153 @D x(9)
19 171 x{9)
20 190 x 10
Tabela 3
Metodo 5

Analisemos, agora, a coluna do nimero de apertos da se-
guinte tabela e a respectiva coluna do padrdo que se forma
(Tabela 3).

Um interessante padrio é formado recorrendo a uma
simples multiplicaciio. Relacionando os seus factores com
o numero de pessoas, podemos facilmente calcular o ndme-
ro de apertos. Repare-se que quando o nimero de pessoas é
impar o multiplicando vai ser esse mesmo nimero e 0 mul-
tiplicador ¢ a parte inteira da metade desse nimero; quan-
do o nidmero de pessoas € par o multiplicando é o nimero
impar que lhe antecede e o multiplicador é a sua metade.
Por exemplo, o nimero de apertos dados por 35 pessoas:
35 x 17 = 595; ou para 100 pessoas: 99 x 50 = 4950; ou
para 231 pessoas: 231 x 115 = 26565.

Este método permite-nos, assim, determinar o ndmero
de apertos para um qualquer nimero de pessoas.

Méfodo 6

Podemos tentar chegar a uma férmula, de forma simples,
que nos permita calcular o ndmero de apertos de mio, para
qualquer niimero de pessoas. Analisemos, novamente, a ta-
bela 1 apresentada no método 2.

.

Tabela 4

Serd que se consegue relacionar o nimero de pessoas
(primeira coluna) com o ntimero de apertos (segunda colu-
na)? Efectivamente, o niimero de apertos de médo pode ser
obtido pelo produto entre o nimero de pessoas envolvidas
e pelo nimero de pessoas do caso anterior, dividido por 2
(Tabela 4).

Como tal, podemos chegar facilmente a férmula: o nd-
mero de apertos ¢ dado por

(maimero de pessoas) x (niimero de pessoas — 1)
2

QOu entdo,
nx{n—1
ponxlo=l)

onde T'representa o nimero total de apertos e n o nimero
de pessoas.

Ora, chegdmos precisamente e de uma forma simples,
a férmula de Gauss para o cilculo dos primeiros 1 nimeros
naturais consecutivos.
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35 | 36 | 37 | 3-8 | 3-9

1 o 12 | 13 | 14 | 15 16 | 17 | 1-8 | 1-9
2 2-1 [ 23 | 24 | 25 | 26 | 2-7 | 28 | 29
3 3-1 3-2 X 3-4
4 || 41 | 42 | 43| x | 45| 46 | 47 | 48 | 49
5 51 | 5-2 | 53 | 54 | x | 56| 57 | 5-8 | 59
6 || 61|62 |63 |64|65]| x |67/ 68] 60
7 -1 | 72 | 73| 74 |75 |16 | x | -8 | 79
8 8-1 | 82 | 83 | 84 | 85 |86 |87 | x | 89
9 || 9-1 [ 92|93 |94 |95 |96 |97 |9os]| x

Tabela §

Mefodo 7

Uma outra maneira de obter uma férmula (que serd, natu-
ralmente, equivalente 4 do método 6), é usar uma tabela de
dupla entrada. Suponhamos o caso para 9 pessoas. Na linha
e coluna 1, listamos as pessoas, representadas de «1 a 9». No
corpo da tabela 5 estfio representados os apertos.

Repare-se que a diagonal principal representa as pessoas
que se cumprimentam a elas préprias, por isso, estes apertos
ndo sio contados. Também se pode reparar que a tabela é
simétrica relativamente a esta diagonal, o que significa que
em metade da tabela estdo representados os mesmos apertos
que na outra metade, como tal, também estes ndo devem ser
contados. Sendo assim, para 9 pessoas envolvidas, a tabela
tem 81 entradas, mas como nio é contada a diagonal (9 en-

tradas) e s6 sdo contadas metade das entradas, temos que:
81 -9
———— = 36 apertos.
2

Generalizando, para n pessoas, temos no total n? entradas
na tabela, s quais teremos que subtrair n da diagonal prin-
cipal e das quais sé metade serfio contabilizadas, ou seja

.”2 — T

2 ]

que € equivalente & férmula encontrada no método 6.

Méatodo B

Como foi referido no inicio deste artigo, este é um problema
de combinatéria e o que estd implicito é saber de quantas
maneiras se podem combinar (apertar a mo) duas pessoas
de um grupo de n, pelo que, a forma mais eficiente e rdpida
para o resolver € aplicar a férmula das combinagdes:

nl
n!
o =
27 9l(n—2)!
No entanto, ao aplicar este método, pensamos que se perde
a abordagem interessante que o problema pode ter embora

a sua aplicagiio envolva jd um pensamento mais elaborado
que o dos métodos anteriores.

.
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n=3 n=4
A F
B E
c D
n=06 n=7
Méfodo 9

Fagamos, agora, uma abordagem ao problema, sob um pon-
to de vista geométrico. Construamos uma circunferéncia e,
sobre ela, pontos equidistantes (apenas por questio de es-
tética!) que nos representam as pessoas. De cada ponto ird
partir n — 1 segmentos para os restantes pontos, que sao os
apertos de mio que cada pessoa d4. Para cada concretizagio
de n, obtém-se um poligono (exceptuando, obviamente,
0 caso n = 2), com as respectivas diagonais (para n > 3)
(ver Figura 3 na pdgina seguinte). O problema tornou-se, as-
sim, geométrico, cuja resposta é dada pelo niimero de lados
do poligono adicionado das respectivas diagonais.

Para n = 20 obtém-se esta harmoniosa imagem (Figura
4)3. Como facilmente se percebe, s6 é exequivel fazer uma
contagem de diagonais para poligonos com um pequeno ni-
mero de lados. E quase impossivel, por exemplo, contd-las
num poligeno com 20 lados (ver Figura 4 na pdgina seguin-
te). Como tal, hd que tentar encontrar uma expressio geral
que nos permita, através do poligono, chegar ao nidmero to-
tal de apertos. Imaginemos 20 pessoas, em que todas se irdo
cumprimentar ¢ escolhamds uma. Esta pessoa dard 19 aper-
tos. Como sio 20 pessoas, no total haverd 20 x 19 = 280
apertos. Contudo, cada aperto envolve duas pessoas, logo,
280 € o dobro do niimero efectivo de apertos que se ird dar,
que é
20 % 19

190 =
p)

n=8 Figura 3

Fazendo uma generalizacio para n pessoas, teremos que o
nimero de apertos € dado por

(n—1)xn
2

que €, precisamente, a expressio obtida no método 6.

Uma outra abordagem semelhante mas menos trivial,
seria encontrar uma expressio para o nimero de diagonais
e adicionar-lhe o niimero de lados do poligono. Pensemos,
por exemplo, no hexdgono. Se cada vérrice representar uma
pessoa, a diagonal do hexdgono vai representar o aperto que
essa pessoa dd a outra pessoa, que ndo € ela prapria nem as
que lhe estdo adjacentes. Assim, a pessoa A cumprimen-
ta (6 — 3) = 3 pessoas. Logo, como temos 6 vértices, terfa-
mos 6 x 3 = 18 diagonais. No entanto, se as formos contar
realmente, sé temos metade, visto que, cada diagonal une
exactamente dois vértices e, para cada vértice, contdmos a
mesma diagonal duas vezes, ou seja, significa que fazemos a
contagem de 4 +— C (A cumprimenta C), mas nio faze-
mos a contagem de C' +— A. Podemos construir uma ta-
bela que nos sintetize a situagio para poligonos com n lados
(Tabela 6).

Como tal, chegamos 2 expressio:

(n%)xn’ n >3,
que nos dd o ndmero de diagonais de um n-dgono. Assim
para o hexdgono (6 pessoas) temos

(6—3)x6
2

= 9 diagonais
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n= 20 Figura 4

que adicionadas ao nimero de lados do hexdgono, perfaz o
nimero total de apertos para as 6 pessoas, 15. De um modo
geral, a expressdo do nimero de apertos é dada por:

(n—3)xn

5 +n , n>2

Como seria de esperar esta expressio ¢, também ela, equiva-
lente A ja apresentada no método 6:
g# , n> 2
O que estd em mente quando nos deparamos com uma si-
tuacio problemdtica é encontrar uma possivel (re)solucio.
Provavelmente, numa primeira abordagem tenta-se chegar
a solugdo, nfio havendo especial preocupagdo com a forma
de a obter. Porém, essa resolugfio poderd nio ser a mais cla-
ra nem a mais elegante. Os caminhos tortuosos que inicial-
mente se percorrem numa primeira abordagem, para en-
contrar a solugiio, podem eventualmente ser optimizados
se tentarmos pensar no problema sob pontos de vista di-
ferentes. Mesmo que jd tenhamos encontrado uma resolu-
¢io que nos satisfaga podemos estar interessados em desco-
brir outras, nem que seja com o intuito de confirmar o(s)

resultado(s) por outros métodos.

Até mesmo problemas com um enunciado bastante sim-
ples, como o que foi apresentado, pode proporcionar varia-
dos e interessantes métodos de resoluciio!

O autor agradece as sugestdes dadas pelos revisores da APM
que contribuiram para o melhoria deste artigo.

N° de o
: : N total % .
N° de lados diagonais que wpodneds N*? «efectivo»
sai de cada ; . de diagonais
; diagonais
vértice
4 4—-38=1 1xd=4 442 =2
5 5h—3=2 2x5=10 10+-2=5
6 6—-3=7: 3x6=18 18+2=9
7 7—3=4 dx7=28 | 28=2=14
8 8—3=5 5x8=40 | 40+-2=20
mn n— 3 (n = 3) X n W
Tabela 6
Notas
, mx (;.:.—1)‘ n>9,

¢ Soma dos primeiros n termos de uma progressiio aritmética:
(1 +un) xn

3 ;
Por forma a ndo sobrecarregar a imagem omitiram-se as letras
nos vértices do poligono.

T
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A arfe de al

Manuela Ribeiro

Curvas hd muitas, simples, belas, ricas de propriedades e curado desde tenra idade e ser desfrutado sem qualquer ne-
aplicages, tais como as conicas, as cicl6ides, as epicicléides,  cessidade de compreensao dos fundamentos matematicos
as hipociel6ides, ..., que oferecem um vasto campo de estu-  subjacentes, mas que pode servir de pretexto para falar de
do passivel de abordagem desde um nivel muito elementar.  geometria com os alunos.

Esse campo tem-se mantido praticamente inexplora- Bonitas figuras podem ser obtidas marcando pontos
do, no Ensino Basico o programa apenas aborda a circunfe-  igualmente espagados ao longo de linhas rectas ou & volta
1éncia, no entanto, por exemplo, experiéncias como a sim-  de circunferéncias, depois resta uni-los ordenadamente com
ples dobragem de uma folha de papel vegeral, o corte deum  agulha e linha,
cone por um plane podem conduczir & abordagem das céni- A um nivel mais avangado a arte de alinhavar curvas
cas'. Nesta nota iremos apresentar outra maneira possivel de  pode ser encarada como uma actividade essencialmente ma-
abordar o estudo das curvas. tenritica que nos leva a procurar resposta para perguntas tais

A arte de alinhavar curvas (em inglés, Curve Stitching)  como: porque razio surge uma pardbola a0 unir convenien-
€ em primeiro lugar um trabalho manual que pode ser exe-  temente pontos igualmente espacados em cada um dos lados
de um angulo?
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Figura 1

Alinhavar curvas fendo como base um anguio

Processo para alinhavar uma pardbola

Para iniciar o trabalho basta reunir: uma folha de cartolina

A4, um ldpis, uma régua, uma agulha e linha, e em seguida;

1. Na folha de cartolina tracar um angulo de vértice O
(hg. 2).

2. Sobre cada um dos lados do 4ngulo marcar, a partir de O,
o mesmo nimero de segmentos iguais, por exemplo 10.

NB: Os segmentos de recta tracados deverdo ser iguais
em cada uma das semirectas, niio necessariamente iguais
nas duas semirectas,

Sejam Pe () os pontos extremos.

3. Numerar os pontosde PaOedeOa@,1allelaa
11a, respectivamente.

4. Com a agulha perfurar a cartolina em cada um dos pon-
tos marcados.

5. Por dltimo enfiar a linha na agulha e unir os pontos mar-
cados na ordem seguinte

l-la-2a-2-3-3a-4a—4-5—-5a.......

Num nivel muito elementar podera ser dada a cartolina j4
perfurada.

No lado da frente cada dois pontos com o mesmo nidme-
ro sdo unidos por um alinhavo, que na figura 2 esté repre-
sentado por um segmento, e esses alinhavos envolvem uma
curva, uma pargbola.

De facto estd perante uma verdadeira pardbola. Veja a
demonstragiio na pégina seguinte.

Figura 2

Sugestaes de trabalho com os alunos
Levar os alunos a reflectir sobre aquilo que véem:

e umafamilia de linhas esticadas (rectas) convenientemen-
te dispostas que envolvem uma curva, uma pardbola;

¢  cada uma das rectas é tangente  curva, tem em comum
com a curva apenas um ponto, o ponto de tangéncia;

® que essa curva € aberta mas que hd curvas fechadas. Pe-
dir para desenharem uma curva fechada;

® que essa curva € simétrica (tem uma simetria de refle-
xd0) mas que hd curvas ndo simétricas. Pedir para colo-
carem a mira de modo que a curva coincida com a sua
imagem.

Aproveitar ainda para ver que:

® uma curva deste tipo pode ser obtida: dobrando conve-
nientemente uma folha de papel vegetal, cortando con-
venientemente um cone, uma antena parabélica, um fa-
rol de automével;

® aconcavidade da curva varia com a abertura do angulo.

E deixar no ar a interrogagiio do que acontece se em vez de
alinhavarmos os lados de um 4ngulo alinhavarmos duas rec-
tas paralelas, ou outras configuragies propostas aos alunos.

Como vé é muito mais simples alinhavar uma pardbola
do que explicar por palavras como fazé-lo e mais ainda do
que justifici-lo. Depois de ter alinhavado uma verd que nio
ha necessidade de numerar os pontos e estars em condigdes
de alinhavar paribolas entre diferentes pares de linhas em
figuras mais complicadas. Na figura 1 encontra alguns exem-
plos, deixe os seus alunos construir dois ou trés A sua esco-
lha e em seguida convide-os a deixarem-se levar pela sua
imaginacio.
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Para a construciio de qualquer modelo, uma boa alter-
nativa ao uso de régua e ldpis ¢ ao uso de agulha ¢ linha, ¢
o uso do Sketchpad ou qualquer outro software de geometria
dindmica.

Demonstragio:
Se a curva for uma pardbola, no referencial que tem por eixo
dos x o eixo de simetria e por eixo dos ¥ a tangente no vér-
tice, a equagio da pardbola é do tipo
y* = 2pz
em que p (pardmetro da pardbola) é a distAncia entre o foco
e a directriz.
Consideremos o foco F com coordenadas (a,0).
Entdo a directriz € a recta de equacio r = —a e p = 2a.
Logo a equagiio da pardbola é
y? = dax
OP e OQ) sdo tangentes A curva, assim como toda a recta
ABcom A€ OP e B € 0Q tal que AP e OB tenham o
mesmo nimero de divisdes, isto &, tal que
OA OP
BQ  0Q

Serd que qualquer recta tangente 4 pardbola de equacio
y? = 4azx intersecta OP ¢ OQ em pontos A e B, respecti-
vamente, tais que (QA/OP) = (BQ/0Q)!

¢ Consideremos uma tangente & paribola num ponto R
de abcissa, para facilidade de cdlculo, ar?.

Ordenada de R = y tal que 3> = 4a x ar?
y = 2ar

logo R(ar?, 2ar).
Equaciio da tangente 2 pardbola no ponto R

y — 2ar = m(z — ar?)
em que m = Declive da tangente a curva de equagio
y = 2y/ax no ponto de abcissa ar? = Derivada da fun-
¢io y = 2y/ax no ponto de abcissa ar® = 1/r.

1
Yy — 2ar = ;(J& —ar?)

ry =&+ ar?
® Determinemos agora os pontos A e B, intersecciio
da tangente A pardbola no ponto R com OP e OQ,
respectivamente.
P = (ap®,2ap) p>0
Q = (ag®,2aq) ¢ <0
Tangente 2 pardbola no ponto P py = z + ap?
Tangente 2 pardbola no ponto Q qy = = + ag®

py = = + ap?
'.r';t,,-:::!:—i-oz'rg

{ T = apr '
y=alr+p)
A = (apr,a(p+r))
B = (agr,a(q+r))

@)

Figura 3

® Determinemos ainda o ponto O intersec¢io das tangen-
tes & pardbola nos pontos Pe Q.

O = (apg,alp + q))
® Poriltimovejamossearelacio (OA/OP) = (BQ/0Q)

se verifica.

OA = (ap(r — q),alr — g))
OP = (ap(p —q),alp —q))
BQ = (ap(g —1),alg — 1))

O_é = (ap(g — p), alg — p))

4
OA r—gq
op P4
.

BQ q-r
0Q 9P

logo a relagio verifica-se.

Nofas
' Ver As conicas sob matltiplas perspectivas em EM 95.
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da Matemitica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matematica, promovendo actividades de dinamizagdo pedagdgica, formacio, investigaciio e intervenciio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matemdtica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgagiio e utilizaciio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direifos

Publicacaes periddicas

Todos os associadds tém direito aos cinco nimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagdo. Os @-s6cios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicaces no nosso portal, todos os ou-
tros terdo direito também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os associados poderio usufruir de preco especial na
assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisicio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicio de materiais. exposicies ou oufros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicagtes, exposigdes ou outros do Centro de Recursos.

Dutros direifos dos associados individuais

Os associados individuais terfio ainda acesso aos contetdos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras institui¢des com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagiio, Associagbes da Federagio Iberoamericana das Sociedades de Educagio Matemitica, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou por
outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

flssociados insfifucionais
Os associados institucionais terfio ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Preco da quota anual em 2010

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-sécio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efectuar a sua inscricio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no endereco http://www.apm.pt

Rssir

1afuras das revistas para 2010

Educagdo e Matemdtica
(inclui actas ProfMat) Quadrante
Portugal _ 12.00€
Sécio individual
Estrangeiro 15.00€
Portugal 23,00 €
Instituigbes 42.00€
Estrangeiro 27.00€
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