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Formacao precisa-se: Um investimenfo E!]I]“I]llﬂ[ll] por parfe de fodos

fina Paula Canavarro

Este ano lectivo fica marcado pelo inicio da generalizacio
do novo programa de Matemidtica do ensino bésico. O dis-
positivo que a DGIDE preparou para apoiar este processo
inclui o investimento na formagdo de professores. Um in-
vestimento reconhecido por todos como importante, pois
esta ideia de que um novo programa precisa de nova forma-
¢io € algo do senso comum sempre que existem processos de
renovacdo curricular. Mas também ¢ do senso comum que
um novo programa nio tem assim tantas diferengas relativa-
mente ao anterior, que os temas sio mais ou menos os mes-
mos, ¢ que os manuais hio-de ajudar a resolver o problema
de ensinar 0s novos contetidos. E até parece que a necessida-
de de formacio, que ao principio € vista como uma exigén-
cia, se esbate com o passar do tempo.

Mas acontece que este noyo programa exige realmente
um investimento significativo na clarifica¢io e aprofunda-
mento do conhecimento do professor. Por um lado, existem
mesmo novos tépicos mateméticos com que a maioria dos
professores nunca lidou. Por outro lado, existem tépicos re-
lativamente aos quais existem concep¢fes erréneas muito
enraizadas e generalizadas que € urgente esclarecer.

Por exemplo, no 1° ciclo, ndo podemos deixar de repa-
rar no que em alguns lugares se passa com a abordagem ao
cilculo. O novo programa pede que o cdlculo mental seja
desenvolvido de forma continuada e que sustente as pos-
teriores aprendizagens de processos de cdlculo mais formal,
como os algoritmos. E em muitas escolas pode ohservar-se
que a preocupagio com o cdlculo mental se tornou uma rea-
lidade. No entanto, existem salas de aula onde os alunos tra-
balham as decomposigdes dos nidmeros e os factos bésicos e,
em simultineo, «pdem em pé contas” como 5+2 ou 12+8».

Um outro exemplo bastante ilustrativo tem a ver com a
simetria. O novo programa vem «repor» 0s conceitos de sime-
tria e de transformactes'geométricas, ampliando a sua abor-
dagem em relaciio ao anterior. No entanto, apesar de muitos
professores comegarem a estar sensibilizados para que existem
diversas simetrias, em muitas escolas continua-se a perpetuar
o erro de identificar a isometria reflexdo com a simetria e a
dizer que as duas miios sdo simétricas uma da outra.

Também o tema de organizacio e tratamento de dados
tem provado nfo ser tdo simples como em geral se parece
pensar. O novo programa propde uma abordagem mais sofis-
ticada em que as representagdes grificas jogam especial pa-
pel. No entanto, muitos professores revelam davidas na es-
colha do gréifico mais adequado a cada situagio e na prépria
identificacio das caracterfsticas essenciais de cada grifico,
mesmo para graficos simples como o pictograma.

E o desfile de exemplos poderia continuar. Poderia con-
tinuar relativamente a conhecimento matematico e relati-
vamente a conhecimento diddctico, e em particular em re-
lagdo a como utilizar os recursos tecnolégicos actualmente
disponiveis para ampliar e melhorar a qualidade das apren-
dizagens matemdticas dos alunos. O novo programa convi-
da a maltiplas utilizagbes do computador, mas em muitos lu-
gares os Magalhdes desapareceram das escolas e os quadros
interactivos estdo a reflectir slides de Powerpoint de aulas
expositivas.

Precisamos de mais formagio para poder proporcionar
aprendizagens matemdticas mais rigorosas e pertinentes aos
nossos alunos, balizadas pelas orientagdes do novo progra-
ma. Participar em ac¢bes de formagiio formais de qualidade
¢ certamente uma ajuda importante, e esperemos que o Mi-
nistério da Educacio e outras entidades idéneas a proporcio-
nem de forma continuada e responsdvel.

Mas «andar» na formacdo ndo chega — e pode, arris-
co, até nem ser o mais relevante. E necessario que cada um
de nés incorpore o espirito da formagio, o espirito de reco-
nhecer que precisamos de aprender mais, de querer apren-
der mais e de querer melhorar as priticas de ensino. Isto
implica um investimento pessoal, uma mobilizacio positiva
para identificar as lacunas e fragilidades e procurar supera-
las, para estudar a sério por recursos adequados — e actual-
mente existem muitos disponiveis e em portugués, em papel
e em versdes digitais, sobre assuntos muito diversos e com
relevincia curricular. Mais dificil pode ser selecciond-los.

Mas é também necessdrio que o espirito da formacfo
seja assumido colectivamente, que a melhoria das préticas
de ensino seja encarada como um desafio pelos grupos de
professores nas escolas — e que seja apoiada por quem diri-
ge os agrupamentos. Trocar ideias e materiais, reunir regu-
larmente para aprofundar um assunto, levar a cabo ciclos
de estudos, desenvolver projectos — sdo algumas possiveis
modalidades de aprender em conjunto com os colegas, que
muitos j4 praticam na sua vida profissional — em cendrios
com mais ou menos condighes — e que proporcionam, para
além da aquisiciio de conhecimentos importantes, experién-
cias gratificantes. Que consigamos todos mobilizar-nos para
este empreendimento e ampliar os nossos conhecimentos
profissionais de modo a proporcionar aos alunos as aprendi-
zagens matemdticas que eles merecem.

fina Paula Canavarro
Universidade de Evora
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0 conceio de funcao — uma abordagem

Rui Feifeira
Marilia Pires




Figura 1

Figura 2

0 problema”

Sendo ambas as turmas maioritariamente constituidas por
alunos do sexo masculino, um tépico que gera entusiasmo
€ o futebol. Exemplos baseados no mundo futebolistico pro-
vocam sempre uma elevada adesio ao trabalho da maioria
dos alunos. Tentando tirar partido desta realidade, propu-
semos, no infcio das aulas dedicadas ao estabelecimento do
conceito de fungio, o seguinte problema:

Uma associacio de estudantes de uma escola pretende organi-
zar um campeonato de futebol. Cada equipa joga apenas uma
vez com cada uma das outras equipas. Quantos jogos se irfio re-
alizar, no total, se se inscreverem 5 equipas? (adaptado de Pires
e Kravchenko, 2007).

Comegamos com um exemplo em que o nimero de equipas
¢é pequeno para permitir que a maioria dos alunos se mante-
nha motivado na procura de uma soluciio. Com efeito, como
neste problema, o ndmero de jogos aumenta de uma forma
bastante rdpida a medida que o niimero de equipas aumenta,
um ndmero maior de equipas poderia levar 4 desmotivagio
dos alunos por serem incapazes de fazer os cdlculos.

A resposta a este problema aparece naturalmente mo-
delando a situagio através de um grafo completo e da apli-
cagio do Lema dos apertos de mio. Ora os alunos nio co-
nhecem sequer o conceito de grafo, pelo que nio seria de
esperar que seguissem esse caminho.

A figura 1 é uma representaciio do grafo que modela a
situaciio descrita no problema proposto, em que se represen-
tam as equipas por vértices e os jogos entre equipas por ares-
tas. Como cada equipa joga com todas as outras apenas uma
vez, em cada vértice incidem 4 arestas, correspondentes aos
quatro jogos que cada equipa faz. Em linguagem de grafos di-
riamos que todos os vértices tém grau 4.

Esta propriedade pode desempenhar um papel impor-
tante na determinacfio do nimero de jogos. Para descobrir
esse nimero podemos contar directamente no grafo o ni-
mero de arestas ou, como h4 5 vértices de grau 4 e quando se
somam os graus temos cada aresta contabilizada duas vezes,
basta fazer (5 x 4)/2 = 10 jogos.

E de salientar que o grafo que modela esta situacio pode
modelar muitas outras, como por exemplo, o nimero de
abragos que ddo 5 amigos ou o niimero de telefonemas que
estes fazem entre si.

Voltando ao problema proposto, verifica-se que estamos
perante uma relagfio univoca entre duas varidveis: nimero
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Figura 3

de equipas e nimero de jogos a realizar. O objectivo prin-
cipal da introducio deste problema como seria de esperar,
€ que os alunos concluam que a relagio entre o ndmero de
equipas e o nimero de jogos é univoca sendo, portanto, uma
funciio e, a partir daf, explorar as diferentes formas de repre-
sentar uma funcéo (diagrama sagital e tabela), o objectivo
secunddrio € o de introduzir e distinguir convenientemente
a nogio de varidvel dependente e independente.

Turma 1

Quando apresentdmos o problema nesta turma fez-se um
enorme e constrangedor siléncio. De repente um dos alu-
nos, que nem € dos melhores, exclamou: Jd sei 20 jogos!
De seguida, outros nimeros foram sendo lancados, 25,
12, 10...10, 10. Antes que a situagdo se descontrolasse, es-
colhemos dois alunos para explicarem o seu raciocinio a tur-
ma. Acompanhemos os didlogos:
Aluno 1: A minha equipa nfio pode jogar contra ela prépria,
faz 4 jogos. Com as outras d4 20. 5 x 4 = 20.
Aluna 2: Nio, nfo é assim.
A aluna desenhou a figura 2 no quadro da sala.
Professor: O que representam as linhas e as letras?

Aluna 2: As letras sdo as equipas. As linhas quer dizer que
[aponta para o quadro] este joga com este.

Professor: Como € que sabes quantos jogos se irdo realizar?

Aluna 2: Conto. [aponta para as linhas que acabara de de-
senhar]

Uma outra aluna pede para intervir e apresenta o seguinte
esquema de contagem (figura 3)

Aluna 3: Agora conto. 4 + 3 + 2 + 1 = 10 jogos [a aluna
exemplificou no quadro como devia contar o nimero
de jogos].

Ambas as alunas chegaram 2 mesma conclusio usando pro-
cessos de contagem diferentes. A primeira aluna, sem disso
ter consciéncia, modelou a situagio através de um grafo, o
que Ihe facilitou a contagem do nimero de jogos. A segun-
da aluna utilizou uma técnica de contagem bastante seme-
Ihante 4 que se usa em probabilidades ao nivel do 12.° ano
de escolaridade. O aluno 1 ndo desarmou e continuava a
afirmar que a resposta dele deveria estar certa, mas peran-
te as evidéncias aceitou a resposta das colegas embora nao
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percebendo porque ndo chegava ao resultado certo. Nesta
altura pedimos ao aluno para nfo desesperar e, antes de lhe
explicarmos porque a sua resposta estava errada alterdmos
os dados do problema: E se forem 6 equipas a inscreverem-
se? Ou 8 equipas?

Novamente um pouco de siléncio. A turma divide-se no
processo de resolugio, uns quantos alunos seguem o esque-
ma da aluna 2, outros o esquema da aluna 3. O mesmo aluno
que apresentara o ndmero 20 como solugfio volta a intervir:
30 jogos no primeiro caso e 42 jogos no segundo caso.

Aluno 4: «T4» mal. Sdo 15 jogos e 21 jogos. Fiz o desenho
edil5ell.

Este aluno usou a mesma estratégia que a aluna 2 tinha usa-
do no caso de 5 equipas (figura 4) embora tenha modifica-
do a disposicio espacial das equipas. Note-se que para faci-
litar a contagem de jogos o aluno usou cores diferentes para
cada equipa. Quanto questionado sobre o porqué desta mo-
dificagdo disse que assim, desta forma, era mais facil contar
as linhas (jogos). Entretanto, o aluno 1, nfo desiste e volta
a carga.

Aluno 1: E sempre metade do que disse. Assim é facil. Mul-
tiplico e divido por 2... d4 sempre certo.

Professor: Multiplicas o qué?

Alune 1: Nimero de jogos vezes nimero de jogos menos
um. 6 x 5 = 30. Metade de 30 d4 15. «Td» certo.

De uma forma, nfo muito dificil, alguns elementos da tur-
ma chegaram 2 conclusio de qual seria o ndmero de jogos,
modelando a situaciio através de um grafo. Conseguiram in-
ferir e generalizar o nimero de jogos para qualquer nimero
de equipas, obtendo a expressio que déd o nimero de jogos
para um nimero

n{n—1)

3 VneN.-

Embhora nfio tivéssemos formalizado e explicitado a expres-
sdo que nos fornece o nimero de jogos, o aluno 1 verbali-
zou-a de uma forma bastante aceitdvel para a faixa etdria em
questdo. Interessava mostrar agora porque razio o aluno 1
falhou no inicio. Este aluno estava a considerar que A jogar
com B e B jogar A eram jogos diferentes e, portanto, dupli-
cou o nimeto de jogos. Dito de outra forma, o aluno ndo
percebeu que a relacio «jogar com» € simétrica, o que fazia

com que estivesse a contar duas vezes o mesmo jogo quando
estes jogos sdo na realidade um s6.

Turma 2

Como jd esperdvamos que nesta turma fosse mais dificil res-
ponder ao problema inicial reduzimos de 5 para 4 o niimero
de equipas. O nosso intuito era facilitar o trabalho caso fos-
se necessirio conduzir a turma para a solugdo. Inicialmen-
te esta turma reagiu da mesma forma que a turma anterior.
Uma chuva de nimeros completamente dispares foram sen-
do atirados como resposta ao problema. Uma vez que os alu-
nos ndo conseguiam determinar correctamente o nUmMero
de jogos, nem pareciam motivados para parar e pensar, de-
senhdmos os «esquemas» da figura 5 para facilitar a compre-
ensdo do problema.

Identificimos os pontos com o nimero de equipas e as li-
nhas com o nimero de jogos. Neste ponto os alunos co-
megaram a demonstrar alguma compreensio e encontraram
sem grandes dificuldades o nimero de jogos para 2, 3, 4 ou
5 equipas. Ao lado colocdmos uma tabela que resumia a si-
tuacio anterior.

N.? equipas 2 3 4 5
N.? jogos 1 3 6 10

Conviddmos entdo os alunos a descobrirem o ndmero de jo-
gos no caso de haver 6 equipas inscritas. A turma dividiu-se
em dois resultados: 14 jogos ou 30 jogos. Intrigados com a
origem do valor 14 pedimos ao grupo que tinha chegado a
esse resultado que explicasse como o tinha obtido. Tratava-
se de uma tentativa errada de encontrar uma regularidade
na sequéncia. O valor 30 j4 era por nés esperado. Convida-
mos entdo os alunos que tinham obtido 30 jogos a testarem
a sua ideia no caso de 5 equipas inscritas. Finalmente um
dos alunos concluiu que o nidmero de jogos era metade da-
quilo que tinham previsto, e que 0 mesmo se verificava em
todos os casos considerados. Finalmente a turma tinha che-
gado aonde pretendiamos.

Nesta abordagem revelou-se fundamental comegar com
um nimero bastante pequeno de equipas inscritas para que
os alunos entendessem realmente o cerne do problema, e,
em seguida, ir aumentando gradualmente o nimero de equi-
pas, para que assim lhes fosse mais ficil inferir uma expres-
sdo analitica para a resposta ao problema.

Maio | Junho || 2010
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0 conceifo de funcdo

Depois das 2 turmas terem chegado a0 mesmo ponto in-
troduzimos os conceitos de varidvel independente e depen-
dente. Uma das vantagens nesta abordagem € que os alunos
aceitam muito facilmente, confirmando empiricamente,
que o ndmero de jogos depende sempre do niimero de equi-
pas inscritas, como mostra a tltima tabela. Uma vez aceite
este facto, foi ficil verificar que para cada nimero de equi-
pas existe um e um s6 namero de jogos. Esta foi a altura ide-
al para definir formalmente o conceito de funcio, dominio,
contradominio, objecto e imagem de uma fungio, recorren-
do sempre ao problema que tinhamos resolvido.

De seguida representdmos a funcfio sob a forma de um
diagrama sagital, definindo A como conjunto partida e B
como o conjunto chegada da relacio, que neste caso, ird
coincidir com o contradominio da fungio (figura 6).

Enfatizimos ainda que o diagrama sagital e uma tabela
sd0 apenas diferentes formas de representar uma mesma fun-
¢do. Neste ponto, um dos alunos teve a seguinte afirmacio
curiosa:

Professor, isso é como ver as repeticdes de um [mesmo] golo
com cAmaras diferentes!

Algumas conclusdes

Esta abordagem ao conceito de funciio ofereceu uma opor-
tunidade aos alunos de criarem as suas préprias representa-
¢oes sobre o conceito de funcio, nio ficando presos as re-
presentagdes do professor, embora na turma 2 o trabalho dos
alunos tivesse que ser orientado nesse sentido. Na turma 1,
depardmo-nos com uma diversidade de resolugdes que nio
esperdvamos encontrar. De salientar o facto curioso de na
turma 1, os grafos terem sido uma das formas naturais de
modelar a situaciio. Os grafos também surgiram, na turma
2, como facilitadores e intermedidrios na resolugio do pro-
blema proposto, pese embora o facto de esta abordagem ter
aparecido sob orienta¢io do professor. Apesar da abordagem
ter sido sugerida pelo professor, a turma reagiu bastante bem
aos estimulos e continuou o trabalho a partir daf.

Abrimos aqui uns parénteses para lembrar a oportuni-
dade de introduzir conceitos elémentares de grafos nos con-
tetdos do 3° ciclo do ensino basico, como temos vindo a
defender noutras oportunidades. De facto, embora sem for-

v

malizar os conceitos relacionados com teoria de grafos, esta
pode fornecer estimulos para o desenvolvimento do traba-
lho dentro da sala de aula. Pode ainda permitir a modelacio
matematica de situacdes da vida real, sem que haja necessi-
dade de proceder a simplificactes que fazem com que a re-
alidade se perca, dando origem a problemas que se podem
resolver com o auxilio de algoritmos bastante intuitivos. A
introdugiio de temas de teoria de grafos abriria a possibi-
lidade de desenvolver aprendizagens realmente significati-
vas — que é um dos pontos centrais do actual curriculo do
3.° Ciclo — do ponto de vista dos alunos, uma vez que tem
potencial para resolver problemas praticos e reais ligando a
Matemitica & experiéncia pessoal do aluno (Feiteira e Pires,
2007).

A forma como a turma 1 obteve a generalizacio do re-
sultado para qualquer ndmero de equipas também foi bas-
tante interessante. Por via do didlogo entre os alunos e
efectuando uma anadlise, nio muito sofisticada, nem exaus-
tiva, os alunos inferiram a expressio analitica que modela a
questdo.

Sendo o futebol uma tematica que faz parte da vida dos
alunos, teve um papel fundamental, como factor de motiva-
Gio, para que os alunos se empenhassem na procura de uma
soluciio.

Assim, vemos como um problema simples serviu de pon-
to de partida aos alunos, mais ou menos orientados pelo pro-
fessor, para chegarem ao conceito de fungio como relagio
univoca entre duas varidveis uma dependente (o niimero de
jogos) e outra independente (o nimero de equipas), permi-
tindo ainda apresentar as diferentes formas de representar
uma fung¢io.
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«Em Matemalica ndo entendemos coisas . . . Habifuamo-nos a elas!»

Antdnio M. Fernandes

iy
mente de algo diffcil de aceitar. ]ohn von Neumann

. Propositum

nao ’rm simplesmente um matemdtico di dos mais impor-
O titulo deste artigo traduz o pensamento de John von  tantes. Para além disso, reflectiu actiy: amente sobre os
Neumann (brilhante matematico e fisico) e foi, alias, fundamentos da matematica e, contribuit 1 de forma sig-

tema da sec¢io «Pense Nisto» da revista Educacao e nificativa para o seu estudo. Esse facto, por si s6 deve-

Matematica, no seu numero 101. Trata-se evidente- tia fazer-nos encarar aquela afitinacao de modo serio.
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Figura 1.[a)

Vivem-se tempos nos quais a atitude analitica merece
pouco mais que desprezo e, fascinada pelo poderio informé-
tico que entretanto alcangou, a Humanidade segue simulan-
do em detrimento de seguir pensando.

Em ocasides como estas, mais que em quaisquer outras, a
forca de uma afirmacio como a de von Neumann, joga cla-
ramente contra si mesma.

Mas, ainda que academicamente, existe possibilidade de
von Neumann estar certo e, nesse caso, ndo sendo possivel
uma compreensio absoluta do «universo matematico» é im-
portante conhecer entre que limites essa compreensio ocor-
re € em que graul.

Esta é uma tarefa niio apenas da Filosofia da Matemati-
ca, mas também da Filosofia da Educacio Matemadtica. Sim,
da Filosofia, ... ndo confundir com «burocracia».

Deixarei este empreendimento para aqueles que pos-
suem a competéncia necessdria, ocupando-me aqui, exclusi-
vamente, de expor factos que, em minha opinifo, fornecem
alguma evidéncia favordvel a correcgio da afirmacio de que
von Neumann estd certo.

Vere

Nio possuindo os meios necessdrios ao cilculo generalizado
de dreas, os gregos desenvolveram um processo engenhoso
que lhes permitia comparar dreas sem proceder ao seu cil-
culo explicito. Esta era precisamente a grande virtude deste
sistema: permitir falar de dreas iguais, maiores ou menores,
na auséncia de uma nogfo geral de «drea».

O conceito fundamental envolvido no processo a que
nos referimos é modernamente designado de congruéncia por
disseccdo. Duas «figuras» planas F e F} sdo congruentes por
dissec¢io se é possivel decompor uma delas num nimero fi-
nito de «sub-figuras» e rearranjd-las de modo a obter a outra.
Embora se trate de uma ideia conceptualmente rica, adivi-
nha-se que a sua aplicabilidade prética se limitasse aos casos
em que se encontrassem envolvidas «figuras simpless.

Restrinjamo-nos entfio ao caso particular dos poligonos,
aproveitando para definir mais rigorosamente esta nociio de
congruéncia por disseccdo. Dois poligonos Py e P dizem-se

A b
I
H
i
B F
Figura 1.[b]

congruentes por disseccio (escreve-se P; ~ ) se for pos-
sivel decompor um dos poligonos num niimero finito de
«pegas» poligonais de modo que, transformando cada uma
dessas pegas por meio de isometrias é possivel obter o segun-
do poligono. Uma vez que as isometrias preservam as dreas
das figuras poligonais, resulta daqui que, se P} ~ P; entio
P, e P tém a mesma drea.

A questdo que se levanta € entdo: poderemos tomar esta
nogio de congruéncia por disseccio como uma «definicio»
de «possuir a mesma 4rea» ! A resposta a esta questio nio se-
ria dada pelos gregos.

No caso dos poligonos a resposta ¢é afirmativa. O resulta-
do conhecido, como Tearema de Wallace-Bolyai-Gerwien, foi
estabelecido no infcio do Séc. XIX: dois poligonos sdo equiva-
lentes por dissecgéo se e s6 se tém a mesma dreq.

Este facto pode ser estabelecido de forma surpreenden-
temente simples e elementar. Comegamos por observar que,
se € possivel decompor um poligono P; em «sub-poligonos»
e rearranjd-los para obter um poligono Ps, o inverso é tam-
bém possivel (basta considerar as isometrias inversas para
obter P, a partir de P3). Como consequéncia deste fac-
to reconhece-se que, se dois poligonos sdo conguentes por
dissecgio com um terceiro entdo, sio congruentes por dis-
secco entre si. Importa ainda observar que, para cada 4rea
dada, existe (a menos de uma isometria) um tinico quadrado
com essa drea. Assim, constatamos que, para estabelecer o
resultado de Wallace-Bolyai-Gerwien basta estabelecer que
cada poligono é congruente por dissec¢iio com um quadra-
do com a mesma 4rea. Finalmente, como cada poligono ¢é
trianguldvel (ou seja, pode ser decomposto num nimero fi-
nito de tridngulos) basta-nos mostrar que cada tridngulo é
congrunte por disseccio com um quadrado da mesma drea e
que, podemos sempre rearranjar um ndmero finito de qua-
drados num tinico quadrado cuja drea é a soma das dreas dos
quadrados originais.

A figura 1.(a) ilustra como um tridngulo ABC é con-
gruente por disseccio com um rectingulo ABEK. Obser-
ve-se que os triingulos AJF e JIC sio congruentes (eles
sdo semelhantes pois tém os trés dngulos iguais e, além dis-
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so, o comprimento do lado IC' de um dos tridngulo ¢ igual
ao comprimento do lado F\J do outro). Assim, AFJK &
um rectingulo. De modo andlogo se pode demonstrar que
G BEH é um rectiangulo. Uma vez que ABEK se obtém do
tridggulo original rodando duas pegas triangulares, o triingu-
lo inicial e o recténgufo final tém a mesma 4rea.

Se atentarmos agora na figura 1.(bh), ela ilustra 0 modo
como um rectingulo é congruente por disseccio com um
quadrado. Considerando o rectingulo inicial ABCD com
AB =a e BC = b, desenha-se o quadrado BFEG com
lado de comprimento vab. E claro que o quadrado tem a
mesma drea do rectingulo, restando-nos mostrar que o qua-
drado se pode obter do rectingulo por disecciio. Basta de-
monstrar que os tridingulos AIG e FCH sio congruentes, 0
mesmo se passando com os triingulos ICD e GHE. Consi-
deramos o primeiro par, uma vez que as consideragbes para o
segundo sfo do mesmo tipo. Temos que:

HF _a+AG
FC b

Atendendo a que FC = b — v ab obtém-se, depois de subs-
tituir na igualdade anterior e depois de eliminar denomina-
dores, a seguinte igualdade:

b(HF — AG) = ab— Vabla+ AG) =0

porque a + AG = v/ab. Daqui resulta imediatamente que
HF = AG. Como os tridngulos AIG ¢ FCH sao clara-
mente semelhantes, da igualdade anterior podemos concluir
que sdo congruentes, como se pretendia.

[De facto, a construgio anterior requer que no rectingu-
lo de partida, o respectivo comprimento nfo exceda quatro
vezes a largura (porqué!). Mas, dado um rectdngulo arbitra-
rio, ele é sempre congruente por dissec¢do com um outro sa-
tisfazendo esta condigiio (como?).]

Finalmente, resta-nos mostrar que tendo obtido um ni-
mero finito de quadrados, os podemos reagrupar num dnico
quadrado usando apenas isometrias. Uma vez que o proces-
so pode ser iterado, no essencial, temos apenas que mostrar
como € que isso pode ser feito no caso de dois quadrados. O
método ¢ adaptado de uma das intimeras demonstragdes do
teorema de Pitdgoras. Considere-se a figura 1.(c) onde se
exibe esquematicamente uma demonstracio do Teorema de
Pitdgoras que utiliza, precisamente, o método de disseccio.
Deixam-se os detalhes ao cuidado do leitor.

Uma questdo que naturalmente surge na nossa mente é
a seguinte: pode tudo isto generalizar-se ao caso tridimen-
sional (adaptando, evidentemente, a nogiio de «congruén-
cia por dissecciio» de modo a que as «pecas» nas quais se di-
vide um dos poliedros sejam agora elas préprias poliedros)?

A T B c

Figura 1.[c]

QOu seja, serd verdade que considerando poliedros em vez de
poligonos, se tem que dois quaisquer poliedros com igual vo-
lume sfio congruentes por disseccio?

Aparentemente nada obsta a uma tal possibilidade. A
priori, nfio existem diferengas entre as nogdes de «poligo-
no» e de «poliedro» nem entre «plano» e «espago» que o
paregam justificar.

O problema atraiu David Hilbert que incluiu, na sua fa-
mosa Lista de Problemas, a quest@o de saber se um tetraedro
é congruente por disseccio com um cubo de igual volume
(terceiro problema de Hilbert).

Surpreendentemente, a resposta ao terceiro problema de
Hilbert é negativa. A resposta foi dada, ainda em 1900, por
Dehn que demonstrou a impossibilidade de um tetraedro e
um cubo serem congruentes por disseccio. A semelhanca
das demonstracdes de impossibilidade de resolugiio de cer-
tos problemas cldssicos usando régua e compasso, obtidas
como um sub-produto das investigagbes de Abel e Galois no
dominio da 4lgebra, a demonstragio de Dehn constitui um
testemunho adicional deste tipo de interacgio envolvendo
dlgebra e geometria.

Daremos uma ideia geral da demonstracgio mas, co-
mecaremos com algumas consideracdes preliminares. Se

A={zy,...,z,} é um conjunto finito de nimeros re-
ais, denotamos por V(A) o conjunto de todas as somas
11 + -+ ¢y, €M que 08 NUmeros ¢, ..., g, S0 to-

dos rdcionais. Uma funcfio f : V(A) — R ¢é aditiva se satis-
faz as duas condicdes seguintes:

1. flz+y)= f(z)+ f(y), para quaisquer =,y € V(A);
2. f(gz) = qf(z) para quaisquer g € Q e z € R.

Em cada poliedro, cada aresta resulta da intersecgiio de duas
faces, por sua vez incluidas em planos bem determinados, es-
ses planos determinam um angulo que se designa de dngulo
diedral do poliedro na aresta referida.

Considerando agora um poliedro P, suponhamos que A
¢ um conjunto de nimeros reais que inclui os ngulos die-
drais de P que sdo, digamos, a4,...,a, bem como o nid-
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mero 7. Se f : V(A) — R é uma fungiio aditiva verificando
f(m) = 0 entdo, o invariante de Dehn de Pem f, denota-se
por d#(P) e éonimero, §¢(P) =l f(ai) + -+ L fak),
onde cada I; € o comprimento da aresta correspondente ao
dngulo a;. (Existe uma forma de definir este invariante mais
«universalmente», evitando a referéncia as diferentes fun-
¢Oes aditivas f como acima. Isso passaria por considerar o
invariarte como um elemento do produto tensorial de certos
espacos vectoriais. Este &, contudo, o género de detalhe que
tentaremos evitar aqui.)

O teorema de Dehn-Hadwiger estabelece entio que, da-
dos dois poliedros Pe @, se A é um conjunto de niimeros re-
ais contendo os dngulos diedrais de Pe (), assim como o ni-
meromese, f: V(A) — R é uma funcio aditiva que satifaz
f(m) = 0 de tal modo que os invariantes de Dehn §¢(P) e
d¢(Q) sHo diferentes entfo, Pe @ ndo sdo congruentes por
dissecgio.

A demonstragio deste resultado usa de forma essen-
cial uma caracterfstica fundamental dos invariantes de
Dehn designadamente, se P se pode decompor num nd-
mero finito de poliedros P = Py + Py + -+ P entio
d¢(P)=0¢(P1)+ -+ d5(Px). Por outro lado, as isome-
trias do espago n#o alteram os invariantes de Dehn, sendo
por isso fécil concluir que no caso de se ter d7(P) # d7(Q)
nfo se pode ter P ~ @.

Podemos agora verificar que se T'e C' sdo, respectiva-
mente um tetraedro regular e um cubo, com o mesmo volu-
me entdo, podemos definir uma funciio aditiva f para a qual
se tem 07 (1) # 04(Q).

Os ngulos diedrais do cubo sio todos iguais a 7/2 en-
quanto que os dngulos diedrais de um tetraedro regular sio
todos de a = arceos(1/3) a2 70.53°.

Consideremos entiio A = {a, /2, 7}. Observe-se que
V(A) =v({a,7}) uma vez que V(A) = V({a,n})

g+ q2(7/2) + gam = qua + (g2 /2 + g3)

sendo go/2 + g3 um ndmero racional. Tendo isto em
conta, definimos a funcio f:V(A4) - R através de
flgro + gam) = g1. (Pode mostrar-se que esta funcio estd
bem definida e ¢ aditiva.) Sem perda de generalidade vamos
imaginar que a aresta do cubo C mede uma unidade e va-
mos denotar por [ o comprimento das arestas do tetraedro
que tem também volume igual a uma unidade. Calculemos
os invariantes de Dehn para € e T nesta funcio f que aca-
bdmos de definir. Tem-se que

54(C) = 12 x f(n/2) = 12 x %f(ﬂ') =/,

No que diz respeito ao tetraedro temos:

84(T) = 6Lf(c) = 6l £ 0.

8
y
7

7 7 i
74

N

Figura 2. A @rea colorida representa o erro comelido

Aplicando directamente o teorema de Dehn-Hadwiger con-
cluimos que um tetraedro e um cubo de volume igual nio
sdo congruentes por dissecco.

A titulo de curiosidade refira-se que o teorema de Dehn-
Hadwiger tem uma versdo forte, o denominado teorema de
Dehn-Sydler que estabelece essencialmente que a igualdade
dos invariantes de Dehn de dois poliedros de igual volume
é uma condicfio necessdria e suficiente para que sejam con-
gruentes por disseccio.

De qualquer forma nio deixa de ser surpreendente que
uma nogio que parecia tdo préxima de caracterizar a ideia
de «drea», no caso do plano, possa falhar idéntico propésito
no caso do espago, de forma tdo estrondosa.

A matemdrica actual é fundada num dominio conheci-
do como teoria de conjuntos. Este processo que temos dis-
cutido ao longo do artigo, em que se encontram envolvidos
processos de decomposicio de certos conjuntos particulares
do plano ou do espaco, pode ser generalizado.

Uma dessas possibilidades passa por ndo ser tdo res-
tritivo nas «pegas» que intervém na decomposi¢io. Dois
conjuntos (arbitrdrios) de pontos do espaco, A e B di-
zem-se equidecomponiveis se A e B sio reunides de con-

juntos Aq,..., A, e By,...,B,, respectivamente, onde
os Ay, ..., A, sio disjuntos dois-a-dois, o mesmo suceden-
docomos By,...,B, eparacada i =1,...,n existe uma

isometria do espago G tal que B; = G(4;) ou seja, B; éa
transformada de A; pela isometria G;).

Usando esta nova nogio o terceiro problema de Hil-
bert passa a ter uma solugio positiva. De facto, um tetrae-
dro e um cubo de igual volume sdo equidecomponiveis. Mas
ndo devemos «cantar vitéria» demasiado cedo. Afinal, esta
generalizaciio tem também ela consequéncias imprevistas
que se traduzem no enunciado da denominada forma for-
te do paradoxo de Banach-Tarski — Se A e B sao dois con-
juntos limitados de pontos do espago, com interior nio va-
zio (este € o caso de quaisquer poliedros) entdo A e B sdo
equidecomponiveis.
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Figura 3. Apds refinar a cobertura e eliminando os rectdangulos
coloridos com @ cor mais escura. o effo cometido & menor

A consequéncia deste resultado é tudo menos intuitiva:
podemos decompor um berlinde num niimero finito de pegas e,
usando apenas isometrias, rearranjar essas pegas de modo a ob-
ter uma esfera do tamanho do Sel.

QO resultado anterior requer, de modo essencial, a utili-
zagio do denominado axioma da escolha na respectiva de-
monstracio. Trata-se da asser¢io segundo a qual dada uma
familia A" de conjuntos nfo vazios, existe uma funcio (dita
«de escolha») com dominio a familia X e tal que para cada
X € X setem f(x) é um elemento de X (por isso se diz que
f «escolhe» um elemento de cada X € X').

O axioma da escolha afirma algo que generaliza uma si-
tuaciio evidente no caso finito e, a priori € dificil antever
consequéncias to contra-intuitivas como aquelas anterior-
mente observadas, designadamente a impossibilidade de ob-
ter uma nocio geral de medida que, estenda naturalmente
os casos conhecidos envolvendo comprimentos, dreas e vo-
lumes. Por outro lado as vantagens que decorrem deste axio-
ma no que diz respeito ao modo como «organiza» o universo
de conjuntos sdo de tal ordem, que prescindir deste axioma
ndo parece ser, actualmente, uma verdadeira opcio.

O que vimos aqui € que uma abordagem a nogio de me-
dida, usando uma perspectiva geométrica ou mesmo uma sua
variagfio conjuntista ndo sdo possiveis em geral, ou quando
a generalidade parece ser suficiente, a caracterizagio encon-
trada parece ser totalmente insatisfatéria.

Mesmo outro tipo de generalizacdes, sendo tteis, ndo
deixam de desafiar a nossa compreensdo. Uma delas € a de-
nominada medidade Lebesgue. lustraremos a construgio no
caso do plano. (As necessdrias adaptagdes para o caso da
recta real ou do espago sdo evidentes.) Considerando um
conjunto arbitrdrio (limitado) de pontos do plano A, dire-
mos que uma familia C de rectdngulos é uma cobertura de
A se 0s rectangulos em C s6 se intersectam, eventualmente,
nas suas fronteiras e, a uniio de todos os rectdngulos em C
contém o conjunto A (figura 2).

#d

7
7
0

Figura 4. Aproximacdo por «defeifo»

Se C é finito, a soma das dreas dos seus elementos forne-
ce imediatamente uma aproximagio (por execesso) daquilo
que intuitivamente identificamos como a «drea de A» e que
denotamos por m(C). No caso em que C contém infinitos
rectdngulos podemos ainda assim definir o valor m(C) como
sendo o supremo do conjunto,

{m(F) | F C Ce F éfmito}.

(O supremo de um conjunto X é o menor valor a que satisfaz
x < a para qualquer z € X.)

Deste modo, e em qualquer caso, m(C) é uma estimari-
va por execesso do que entendemos como sendo a «drea de
A»,

Se m(C) é uma estimativa por excessso, ¢ € realmente
excessiva, entio subdividindo os rectingulos em C e elimi-
nando os novos rectingulos que ndo contém pontos de A,
obtemos uma nova cobertura de A, que denominamos C’
para a qual se tem m(C") < m(C), ou seja, para a qual o erro
cometido na avaliacio da drea € menor (figura 3).

Estas consideractes sugerem que se considere definir
como a medida exterior de 4, o menor valor (em rigor o in-
fimo) entre os m(C) onde C varia entre todas as possiveis
coberturas de A. Pode mostrar-se que esse valor existe sem-
pre. Denotamo-lo por p*(A).

Claro estd, que aproximar a drea de A, por defeito, con-
siderando familias de rectingulos cuja unifio estd contida
em A (ao invés de conter A [figura 4]) origina uma constru-
¢io igualmente natural (desta vez devendo nés escolher o
maior [em rigor o supremo] dos valores m(€), onde £ varia
entre estas novas familias de rectingulos). Esse valor existe
sempre e iremos designd-lo de medida interior de A, denotan-
do-o por p.(A).

Como se disse, ambas as aproximagdes a drea de A pa-
recem naturais, pelo menos, nenhuma é mais natural que
a outra. De facto, parece até muito razodvel esperar que

p(A) = pe(A).
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Todas estas consideragdes se adaptam de modo imediato
a recta real (substituindo o papel dos rectdngulos pelo dos
intervalos). Neste contexto, denotamos por 9(x) a familia
de todos os X C IR para os quais se tem p*(X) = . (X).
Se X € M(p) dizemos que X é mensurdvel e, em lugar de
escrevermos p*(X) ou p.(X) escrevemos simplesmente
p(X), que se denomina a medida de X.

Permitird esta construcio fornecer uma medida para
qualquer subconjunto de R? A sua naturalidade, elegan-
cia e até simetria, sugerem que sim. Ao proprio Lebesgue
néo passaria pela cabeca que assim nio fosse. Sé isso justifi-
ca a sua reacGio extremamente negativa quando, em 1905,
Giuseppi Vitali estabeleceu a existéncia de conjuntos que
ndo sdo mensurdveis. Lebesgue falou entdo da natureza in-
trinsecamente contraditdria do axioma da escolha (uma vez
que este axioma tem um papel decisivo na demonstracio de

Vitali).

Conclusio

A verdade é que Lebesgue estava errado, nio existindo nada
de particularmente contraditério no axioma da escolha.
(Godel demonstraria trés décadas mais tarde a consisténcia
do axioma da escolha relativamente aos restantes axiomas
da teoria de conjuntos.) No que diz respeito 4 nociio de me-
dida, nfo h4 nela nada que impega uma total generalizacio
a todos os subconjuntos de . Foi demonstrado por Solo-
vay, que na auséncia do axioma da escolha é consistente ad-
mitir que todos os conjuntos de reais sio mensurdveis.

O que h4 aqui de estranho, se assim se pode dizer, é que
ndo é possivel generalizar estes dois tipos de nociio em si-
multiineo, por mais naturais que essas generalizagbes possam
parecer.

Assim, um entendimento pleno, num sentido quase me-
taffsico, destes conceitos, ou pelo menos do modo como in-
teragem, parece dificil de alcangar.

.

Qutros exemplos poderiam ser acrescentados, talvez o
mais notdvel seja a extraordindria incapacidade da matema-
tica para descrever as propriedades dos ntimeros reais, afinal
de contas, de descrever uma estrutura fundamental da pré-
pria Matemdtica.

Ao contrério da estrutura dos niimeros reais, a estrutura
da aritmética € razoavelmente bem conhecida. Nio obstan-
te a nogio de nimero ter nascido com a prépria matemdtica
(certamente numa concepgio rudimentar) a verdade é que
s6 milénios passados, um outro Giuseppe, mais precisamen-
te Giuseppe Peano, isolou um sistema axiomatico capaz de
caracterizar essa estrutura de modo satisfatdrio. Este foi o
tempo que demorou o entendimento razodvel de uma das
mais simples estruturas matemdticas.

A Matemdtica nfio € um empreendimento terminado.
Mas ndo € o facto de ainda existirem teoremas por estabe-
lecer que dificulta essencialmente o seu entendimento. Pre-
cisamente porque muitos aspectos nfo podem ser decididos,
a Matemitica terd que permanentemente incorporar novos
e poderosos axiomas que estabelecam essas decisdes. Neste
ponto a convicgio serd de pouco valor. Esta ndo é necessa-
riamente uma fraqueza ja que, parafraseando Nietzsche: «As
convicgdes sdo inimigas mais perigosas da verdade do que as
mentiras.»

fintdnio M. Fernandes
Dep. Matematica
15T
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Peticdio do Movimento Escola Piiblica
chegou esta semana ao Parlamento.

E promete alimentar uma discussao
que parece estar para durar

Graga Barbosa Ribelro
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De acordo com a noticia publicada pelo
jornal Pdblico de | | de Junho de 2010 foi
entregue na Assembleia da Republica uma
peticdo, assinada por |8 mil pessoas, que
pede uma reducgdo de alunos por turma
— um ndmero méaximo de 19 alunos no
|° ciclo e 22 nos restantes ciclos de esco-
laridade, em vez dos actuais mdximos —
24 e 28 alunos respectivamente.

Segundo a noticia «N3o existem es-
tudos que permitam determinar se, tendo
em vista o sucesso escolar, existe um nu-
mero ideal de alunos por turma. Mas esta
incerteza cientffica sé torna ainda mais in-
flamado o debate em torno da questao».
E inquestiondvel que este assunto mexe
com os cidadaos, pois quatro dias depois
de ter sido lancada, a peticdo J4 tinha reu-
nido as assinaturas necessdrias para obri-
gar os deputados a debater o assunto. Esta
peticdo vem trazer a debate mais uma vez
a discussdo sobre as condicBes de funcio-
namento das turmas, que passa ndao so
pelo seu ndmero de alunos, como tam-
bém pela possibilidade de existirem des-
dobramentos a algumas disciplinas, asses-
sorias ou pares pedagdgicos.

Mas a alternativa a uma lei que pre-
tende normalizar nimeros em situacdes
muito diversas e em escolas com carac-

terfsticas muito diferentes, serd outra lei
que também impord nimeros! Nao ten-
dem estas leis a acentuar as diferencas que
existern, gerando outras! Porque ndo per
mitir ds escolas que, de uma forma auté-
noma, decidam sobre a forma como cons-
tituem as turmas, tendo em conta o seu
projecto educativo, as caracteristicas dos
seus alunos, e os recursos humanos e fisi-
cos existentes?

Discutiro nimero de alunos porturma
para melhorar as condi¢des de aprendiza-
gem, também passa por garantir a opor-
tunidade dos alunos trabalharem com sof-
tware adequado, calculadoras, sensores,
materiais manipuldveis, realizando tarefas
de exploragdo e investigacdo onde preci-
sam de ser apoiados nos diversos cami-
nhos que a investigacdo tomard... Como
fazer trabalho experimental em turmas de
26 ou 28 alunos? Nao seria melhor ser a
escola a decidir sobre desdobramentos e
assessorias para garantir esse trabalho?

Este caminho ndo estd livre de obstd-
culos. Nas escolas muitas vezes instalam-
-se rotinas e interesses corporativos, que
ndo tém em atencdo as reais necessida-
des dos aluncs, Mas como consolidar a ca-
pacidade democrdtica de tomar decisdes?
Sé vemos um caminho, tomando decisdes,
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Mais de metade das turn

nas tem até 2

Portugal tem menos alunos por turma que a mécha
dos paises da OCDE
Tuwrmas em Portugal Ricio de aluncs por professor

Mals de
Halunos

im! um #EE iR

1 profassor para 7 alunce
Pcido
" i
1 professor para 7 aluncs
mﬁ fifis i

prafeaser para 11 aluros

Sl
' wii
1 professor para 8 alunca
T o
1 professor par 8 aliunes

Defendem especialistas

Flexibilidade e

autonomia

também podem ser solucao

@ Se  falta de consenso entre os
grupas parlamentares ndo permitic
satisfazer a pretensiio do Movimen-
o Escola Pablica, a solugio podera
[passar por uma proposta alternativi:
a efiminagio do niimero minimo de
alunos por turma e a atribulgdo de
attonomla s direcoies das escolas.
para as dimensionarem de forma
mals 0w menos flexivel e de acordo
com critérios a definir.

“Eu, que sou defensor convicre
de turmas mais pequenas, tenho
nogio de gque ma escola que dirljo
seria impossive] coneretlzar, a curto
prazo, essa medlda, por falta de salas
de aula dispenivels. Mas ha escolas
onde, devido a desertificagio, as sa-
las sobram - por gue nae comegar
por ai?", desafia Pedro Armijo, da
Associagio Nacional de Dirigentes
Escolares.

A mesma fdela é defendida por
Carlos Cela, investigador da Univer-
shdade Nova, que adverte gque se o
Governo nido avangar desde J com
a diminuigio do Hmite de alunos por
turma, deverd, “pele menos, dar au-
tomomila &8 escolas para que possam
farer a experiéncia”. “A questio do
financiamento é recorrente, mas hi
sempre solugdes, ¢ uma questio de

querer”, defende o professor, que
acredita que “as aularquias, as en-
presas e ouiras instituiches locais
poderio até estar interessadas em
colaborar no combate ao insucesso
escolar da sua comunidade, através
da contratag@e do nimero de pro-
fessores necessirio” a um projecto
daguele género.

Estas propostas estdo na linha da
estratégla defendida pela investiga-
dora e professora eniversitiria Dulce
Gongalves. Com muita experiéncia
de investigayio na irea das dificubda-
des de aprendizagem, defende que,
naligumas circunstincias, “as urmas
até poderiam ter mais de 28 alunos”.
0} importante era as escolas terem
autonomia e poderem ¢ saberem
wsd-la para aumentarem ou diming:
irem o namero de alunos consoante
atipo de discipling, de matéria e de
aprendizagem®. “Por exemplo, uma
turmi base de *X' alunos poderia di
vidir-se na aula de Lingua Portuguesa
em dois grupos, para rabaliar dreas
especificas e diferentes consoanie as
necessidades distintas dos elementos
dos dols gropos; e, no dia seguinte,
JUTLAT-5€ 3 CRUETA TLFI, Pard umma au-
la tipo conferéncia ou semindria”,
exemplifica, G.B.R.

avaliando-as e corrigindo erros. Se se con-
tinuar a impor normativos muito prescriti-
vos, a responsabilidade ndo pode ser ver-
dadeiramente assumida pela escola.
Segundo a noticia, esta autonomia &

defendida por entrevistados que afirmam
existir solugdes para as questdes finan-
ceiras através de projectos abertos a co-
munidade ou que as escolas pudessem
«aumentar ou diminuir o n® de alunos
consoante o tipo de disciplina, de matéria
e de aprendizagem».

Parece-nos mais eficaz uma lei onde
se fagam recomendagBes, mas que dei-
xe as escolas a possibilidade de tomar
decisBes.

Nio serd de ir por af?

Manuela Pires
Cristina Tudella
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As expressdes numéricas assumem no 2.°
ciclo do ensino bdsico uma parte impor-
tante do programa de Matematica. Con-
tudo, ndo constam, certamente, da lista de
preferéncias dos alunos, que se debatem
com prioridades de operagbes, parénte-
ses e outras complicacdes, além de pro-
postas de trabalho com interesse duvido-
so. Neste artigo, tentarei apresentar uma
revisdo deste tema, uma abordagem dife-
rente mas igualmente possivel, quicd mais
motivadora e significativa para as criancas.

Esta problemdtica das expressées nu-
méricas ndo € recente. Jd desde os meus
tempos de escola preparatdria que pen-
sava em algumas das questBes sobre as
quais aqui me debruco. Mais tarde, duran-
te a minha formacdo na Escola Superior
de Educagio de Lisboa, tive um grupo de
professores que me sensibilizou para este
e outros assuntos. Actualmente, estando
ao servico do ensino, tenho a possibilida-
de de fazer experiéncias e de partilhd-las
com outros profissionais, nomeadamente
através deste artigo,

Figura 1

Quantos quadrados pequenos existern na
figura? Quantos quadrados tém uma bola?
E duas bolas? Quantas bolas existem na
figura? Quantas bolas hd em cada linha?

Expressdes numericas: uma abordagem diferente

Ponfos de vista. reaccoes e ideias . . .

Imaginemos uma aula de Matemadtica
em que o professor apresenta o seguinte
problema:

A dona Filomena foi comprar | litro de leite
que custava | euro, uma dizia de ovos por
2,50 euros e um pacote de farinha por | Y
euros, tudo para fazer um bolo para o seu neto
Felisberto. Quanto pagou a dona Filomena pela
despesa? E quanto recebeu de troco, sabendo
que entregou uma nota de 20 euros @ em-
pregada?

Um dos seus alunos, bastante inteligente
por sinal, ndo resiste a pensar:

Quem € a dona Filomena? E quem é o Felisber-
tol? O que é que me interessa que ela vd fazer
um bolo? Por que & que ela ndo pagou a des-
pesa com cartdo Multibanco?

Estas sdo apenas algumas perguntas que
este e outros alunos poderiam, justa e se-
cretamente, colocar a si préprios quando
confrontados, na quinta ou sexta aula de
expressdes numéricas, com mais uma acti-
vidade aborrecida, enfadonha e repetitiva.

SEPUEE TE
oo % . k.
% 5 % ow ®
oo X o4 ®
X o. K . Ko

x o K, x .

Quantas estrelas existem na figura?
Quantas sdo as estrelas grandes! E médias?
Quantas sdo as estrelas pequenas! Quantas
estrelas ndo sdo grandes nem pequenas?

)
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O professor ndo sabe dos sentimen-
tos que estd a despertar nos seus alu-
nos, porgue se soubesse iria rever a sua
metodologia de trabalho. Ou. .. talvez nio.
Poderia sempre optar por propor algo di-
ferente, desta vez mais semelhante a um
exercicio do tipo:

Resolve a seguinte expressdo numérica:
25 =15+ R0+ |.5+-105

Contudo, mais uma vez, a escolha talvez
ndo tenha sido a melhor. Onde estd o in-
teresse em transformar as criangas em
mdquinas de calcular, apenas efectuando
operagdes desprovidas de contexto e de
sentido!

O problema da dona Filomena e o
exercicio da expressdo nUMéErica propos-
tos pelo nosso professor ficticio sdo, de
facto, as sugestGes mais vulgarmente apre-
sentadas pelos manuais escolares, interca-
ladas por uma ou outra actividade mais
lidica efou investigativa.

Quantos coelhos estdo na figura? Quantos
sdo os coelhos pequenos? Quantos coelhos
estdo virados para a direital Quantos
coelhos estdo virados para a esquerda?




No programa do 2.° ciclo de Matema-
tica, por seu lado, ndo vem definido ne-
nhum objectivo do tipo «resclver expres-
sdes numéricas». Em vez disso, é possivel
encontrar, relativamente ao tema Numero
e Cdlculo, objectivos como «resolver pro-
blemas e jogos numéricos ligados a vida
real e aos interesses dos alunos (...) visan-
do um melhor conhecimento dos ndme-
ros, usando as operagdes estudadas e co-
nhecimentos de geometria», bem como
«utilizar propriedades das operacdes para
simplificar o cdlculo mental ou escrito» e
«descrever e discutir estratégias de reso-
lucdo de problemas».

Actividades como as que recentemen-
te realizei com alunos de 2.° e também
|.° ciclos do ensino bésico e que apresen-
to neste artigo (figuras | a 4) fazem, por
tanto, todo o sentido. Os alunos ndo tém
necessidade de decorar regras, papaguear
propriedades ou resolver & risca expres-
sdes enormissimas. Em vez disso, embre-
nham-se em desafios matemdticos com
utilidade e significado que permitem o re-
curso a diferentes estratégias e o desen-
volvimento do raciocinio, sem esquecer
o tema que aqui importa; as expressdes
numericas.

Figura 4

Quantos circulos hd na figural Quantos cir
culos sdo castanhos! Quantos desses circu-
los sao castanho-claro? E quantos sdo casta-
nho-escuro! Quantos circulos sdo brancos!

O desafio consiste em, evitando fazer
contagens com os dedos ou do tipo de
um em um, descobrir, desenvolver e uti-
lizar métodos que permitam, o mais rdpi-
da e correctamente possivel, responder as
questdes que sdo colocadas sobre as vd-
rias imagens.

QO interessante é observar a forma
quase automdtica com que os alunos aca-
bam por escrever as suas proprias expres-
sdes numéricas e explorar em plendrio as
diferentes formas de resolucdo a que cada
um deles recorreu, estando elas ou ndo
correctas.

Estas tarefas podem ser realizadas em
pequenos grupos e requerem apenas a
utilizacGo de papel e ldpis, pelo que pen-
so que sdo de facil execugdo e vado ao en-
contro dos gostos dos alunos que, tantas
vezes, se sentem desanimados por traba-
Iharem sempre da mesma forma e com os
mesmos materiais: quadro, livro, fichas.

De facto, constata-se tristemente que,
ao longo de anos e anos no ensino, hd ten-
déncia para os professores deixarem de
investir na criacio de novas actividades, o
que se compreende se tivermos em conta
que geralmente eles se fecham na sua sala
de aula e que raramente hd uma partilha,
um reconhecimento, uma premiacdo até.

Alids, parece-me que o facto de os
professores serem t3o pouco reconheci-
dos (também) contribui de forma decisiva
para todo este ciclo. Sé se ouve a palavra
«professores» associada a violéncia, con-
cursos ou desemprego, dando-se mais im-
portancia a cantores, actores ou jogadores
de futebol.

Convém ainda realcar que estas acti-
vidades foram levadas a cabo num atelié
temdtico com um grupo de alunos bastan-
te heterogéneo (do 2.° ao 5.° ano de es-
colaridade) e nenhuma crianga ficou para
trds. Todos, ao seu ritmo, conseguiram
cumprir os objectivos. Os alunos mais no-
vos tiveram oportunidade de desenvolver
algumas capacidades. Os mais velhos, por
sua vez, puderam mobilizar e tirar provei-
to dos seus conhecimentos,

Hé portanto que dar importancia a
educa¢do e tentar inovar no ensino para
que a Matemdtica alcance (finalmente) su-
cesso. Deixard de haver alunos que até se
«safamy» nos testes mas que ndo perce-
bem o que estdo a fazer, pois limitam-se
a reproduzir aquilo que véem o professor
executar nas aulas.

Por isso, criatividade a funcionar, se faz
favor!

Bruno Magina
Instrutor no Mathnasium de S. Jodo do Estoril
Professor no Colégio da Bafureira da Parede

B Redacgdo reserva-se o direifo de edifar os rextos recebidos de forma @ fornar possivel & sua inclusds na

Revisfa.
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Grafos Planares com ZomeSystem

Este ano lectivo, foi o primeiro em que
estou a leccionar a disciplina de Matemd-
tica Aplicada as Ciéncias Sociais de |1°
ano, abordando assim pela primeira vez a
temdtica dos Grafos.

Tratando-se de uma turma do Curso
de Ciéncias Sociais e Humanas, tradicio-
nalmente constituidas por alunos que que-
rem «fugir» & Matemitica, fiquel surpreen-
dido pelo relativo bgm desempenho dos
alunos, nesta primeira parte do ano lec-
tivo, aquando da realizagdo quer dos va-
rios trabalhos, quer do Teste Sumativo
feito sobre esta unidade temadtica. Penso
que isto se deva ao facto dos contetdos
matemdticos serem explorados a partir
de situacdes que eles vivenciam no dia-a-
dia, tornando assim as aprendizagens mais
significativas.

Os bons desempenhos deram-me um
incentivo extra a propor a estes alunos
uma pequena actividade de investigacdo
sobre um tema que, apesar.de ndo fazer
parte do programa, lhes chama a atengdo
para o facto dos Grafos ndo se utilizarem
apenas na tradicional representacio de
mapas de vias de comunicacao.

Figura 1: construgdo de sdlidos

Figura 2: fotos retiradas na sala de aula

Esta actividade de investigagao sobre
Grafos Planares, consistiu no estudo da re-
lacdo existente entre os Grafos Planares e
os Sdlidos Platdnicos. O desenvolvimen-
to desta investigagdo, teve como base um
guido organizado em duas partes distin-
tas. Desta forma, numa primeira parte do
guido distribuido aos alunos, eles tiveram
um breve contacto com os dois conceitos
atrds referidos. Numa segunda parte, os
alunos tinham de:

(i) construir os sélidos pedidos, com o
ZomeSystem (Fig. |);

(ii) investigar; usando a sombra projectada
do sdlido, o grafo planar associado a
cada sdlido platonico (Fig. 2).

F de referir que os alunos apreciaram esta
abordagem do conceito de planaridade,
tornando-se assim evidente a mais valia
desta estratégia em oposicao a uma tra-
dicional exploracdo feita no quadro, pro-
jectando um acetato ou eventualmente
apresentando vdrios grafos planares numa
ficha de trabalho. Julgo que para este facto,
muito contribuiu a presenca de dois «con-
dimentos» essenciais;

* o facto de ser uma actividade de
2rupo;

* aexisténcia de motivacdo elevada, ori-
ginada por uma exploracdo com um
diferente material didactico (recente-
mente adquirido através do PAM).

Em virtude da agraddvel experiéncia que
se vivenciou nesta aula, deixo aqui alguns
comentdrios de alunos:

«Sobre a aula passada, acho que trabalhd-
mos bem e gue foi um bom método de
compreensio da matéria através de mate-
riais manipuldveis.»

«Na minha opinido, a aula passada foi muito
dindmica e criativa, devia de haver mais au-
las assim.»

«Gostei da aula passada, pois com a utiliza-
¢do de materiais manipuldveis conseguimos
expressar melhor os nossos raciocinios, e
ao ser uma aula prdtica o interesse & maior
pela matéria. Deviamos fazer mais vezes au-
las préticash»

Nota: nem todos os conjuntos ZomeSystem,
permitem a construcdo de solidos plato-
nicos

Carlos Rosmaninho
fgrupamento de Escolas de Arraiolos




i emancipacdo da Algebra relativamente & Geomelria
HSDECFUE ia BVDIUEED da Matemaica

Manuel Joaquim Saraiva
Alina Reis

Introducdo

Neste artigo comeca por apresentar-se uma perspectiva so-
bre a natureza da Matemdtica, centrada nas ideias de Ben-
to de Jesus Caraca, encarando-a como uma actividade hu-
mana. Seguidamente apresenta-se o exemplo da libertacio
da Algebra relativamente 3 Geometria, realcando o papel
fundamental que tiveram, quer a criagio dos simbolos ma-
terndticos, quer o seu uso. Por fum, tecem-se alguns comen-
tarios finais.

A Matematica como uma construcdo humana

Para 0 homem civilizado de hoje, € segundo Caraca (1998),
o nuimero natural € um ser puramente aritmético, desligado
das coisas reais e independente delas — é uma pura con-
quista do seu pensamento. Com esta atitude, o homem de
hoje, esquecido da humilde origem histérica do nimero, e
elevando-se (ou julgando elevar-se) acima da realidade ime-
diata, concentra-se nas suas possibilidades de pensamento e

procura tirar delas o maior rendimento. O homem tem ten-
déncia a generalizar e a estender o seu pensamento, seja qual
for o caminho pelo qual essas aquisicdes se obtém, e a procu-
rar o maior rendimento possivel dessas generalizagdes pela
exploracio metddica de todas as suas consequéncias. Caraga
tem uma intencionalidade clara em realgar a contextualiza-
¢do do conhecimento matemdtico, nomeadamente quanto
a sua génese. E neste sentido que faz a seguinte referéncia a
sucessao dos nlimeros naturais:

O homem de hoje, afastado da origem histérica do niimero,
pensard gque naquela sucessio se passa dum ndmero para o se-
guinte juntando-lhe uma unidade; por meio desta operagio
mental elementar — juntar uma unidade — passa-se do 1 para
o 2, do 2 para o 3 e vai-se tdo longe quanto se quiser; se se der
um nimero 7, por maior que seja, pode-se sempre efectuar so-
bre ele a mesma operacio mental ¢ obter um ndmero maior,
n + 1, logo, nao ha um nimero inteiro maior do que todos os

outros. (p. 10)
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Desta forma, pouco importa que o homem de hoje a certa

altura esteja jd a construir, com a sua operagiio mental ele-

mentar, nimeros tio grandes que nfio consiga encontrar co-
lecgBes cujos elementos sejam contados por esses mesmos
niimeros — ele tira a ideia dos primeiros nimeros e da ope-
racio elementar de passagem de um ao seguinte e depois vai
tirar todas as consequéncias dessa ideia e dessa operagio. O
seu pensamento aceita a possibilidade de repeticio ilimita-
da do acto mental (a base do conceito de infinito) — juntar
uma unidade — o que, para Caraga, exige o abandono de
certas evidéncias da vida de todos os dias.

Trata-se da defesa de que toda a teoria matemsdtica é
uma construcio progressiva feita i custa de conceitos — os
seres de que trata a teoria — e de afirmagdes feitas sobre es-
ses conceitos. Segundo Caraga, tal constru¢io é dominada
por, entre outros, «um principio geral de compatibilidade
l6gica dos seres e das afirmagdes, principio esse que €, na
Matemitica, a expressdo de um outro mais geral que domi-
na toda a construciio cientifica — o principio do acordo da
razdo consigo propria» (p. 50). No desenvolvimento da Ma-
temdtica encontramos a cada passo, conjugados, estes dois
motivos de progredir, dois gumes da mesma arma — activi-
dade racional e actividade experimental; teoria e experién-
cia; pensamento e acgio. Ou seja, «hd a necessidade de ca-
minhar, tacteando, entre o que a intuiciio nos dd a partir da
realidade e o que a razio nos permite com os instrumentos
que forja» (p. 196).

A teoria das séries é, para Caraga, um bom exemplo da
criagio de conceitos, independentemente da sua ordenaciio
légica, onde, «para a necessidade de obtencio de resultados
se criam instrumentos precisos e a preocupacio de rigor e de
ordenaciio surgem posteriormente» (p. 262) — é assim que
a ciéncia se faz e é por isso que ela nos apresenta tantos mo-
mentos de verdade e erro, numa convivéncia paredes-meias
dos triunfos mais luminosos com os fracassos mais retum-
bantes. Caraca afirma, ainda, que:

Verdade e erro ndo podem tomar-se em absoluto, mas tém sig-
nificado apenas quando apostos contra o seu contexto. De épo-
ca para época, este varia e varia consequentemente o significa-
do da verdade e do erro. Aquilo que hoje arrepiaria qualquer
estudantezinho de Matemdticas Gerais duma Universidade foi
outrora ouro de lei para os melhores matemadticos; nisso s6 vejo
uma prova do cardcter histérico e nio absoluto da verdade; uma
prova de que a Ciéncia é feita pelos homens para os homens,
sujeitos a todas as suas limitagdes. (p. 262)

Concordantes com esta perspectiva, Davis & Hersh (1995)
afirmam que se recuarmos no tempo, aquilo que hoje é con-
siderado um objecto matemdtico simples, como um circu-
lo, poderé outrora ter transportado o impacto psicolégico
de toda uma estrutura e ter até exercido influéncia sobre a
metodologia cientifica (por exemplo, na astronomia). Estes
autores recorrem ao exemplo do conceito de funcio, onde
procuram real¢ar a contextualizacio do conhecimento ma-
temdtico [Para Dirichlet, uma fungio y(x) é determinada
se tivermos qualquer regra que dé um valor definido y para
qualquer x num determinado conjunto de pontos — nfo
é necessirio que y tenha a mesma regra em relacio a z em

todo o intervalo; na verdade, nem é necessdrio que possa re-
presentar-se essa relacio em termos de operagbes matema-
ticas; nfio interessa se pensamos nela (correspondéncia) de
modo que partes diferentes sejam dadas por leis diferentes
ou se ela (correspondéncia) n#io respeita nenhuma lei espe-
cifica; se uma fungfio é especificada em apenas uma parte de
um intervalo, 0 modo como se define o seu prolongamento
ao resto do intervalo é inteiramente arbitrdrio]. Para Davis
& Hersh, com a definicio dada por Dirichlet, a Anélise ul-
trapassa, € muito, a Geometria. Enquanto o conceito res-
trito de fungio, utilizado no século XVIII, nio era adequa-
do para descrever algumas curvas facilmente desenhdveis, o
conceito de funcio atbitriria do século XIX inclui criaturas
impossiveis de desenhar ou visualizar.

H4, assim, e para aqueles autores, uma perspectiva cla-
ra de que aquilo que se produz, se pratica e se cria em cada
dado momento é parte de uma corrente de consciéncia que
progride com o tempo. Para Davis & Hersh (1995) o que ia
na cabega de Arquimedes era diferente do que ia na cabega
de Newton e isto, por sua vez, era diferente do que ia na de
Gauss. Ndo € uma questio de «mais», de Gauss saber mais
do que Newton, que, por sua vez, sabia mais do que Arqui-
medes. E fundamentalmente uma questdo de «diferente». O
estado actual do conhecimento tece uma rede de motiva-
¢Oes e aspiragdes diferentes, de interpretagoes e potencia-
lidades diferentes. Esta é, também, a perspectiva de Ernest
(1991), para quem a Matemdtica duma dada época nfio s6 é
condicionada pelos respectivos parfimetros sociais, culturais
e econdémicos, como segue um processo de validagfo essen-
cialmente social.

Do ponto de vista do utilizador, € possivel, e s vezes até
é conveniente, identificar a Matemdtica com a sua apresen-
tacio axiomadtica encontrada nos livros de estudo. Porém, e
para Davis & Hersh (1995), do ponto de vista do produtor,
a apresentacdo axiomdtica € secunddria; € apenas um aper-
feicoamento que € construido depois de o trabalho prin-
cipal — o processo de descoberta matemética — ter sido
completado.

Estes autores baseiam-se nas ideias de Lakatos (1976),
que aplicou a sua andlise epistemolégica ndo & Matemdti-
ca Formalizada mas & Matemadtica Informal, ao processo de
desenvolvimento e descoberta que, evidentemente, é a Ma-
temdtica conhecida dos matemdticos e estudantes de Ma-
temdtica. Na realidade, a Matemdtica formalizada, 3 qual
a maior parte da filosofia recente é dedicada, é praticamen-
te impossivel de encontrar onde quer que procuremos, fora
dos textos e revistas de légica simbélica (Hersh & Davis,
1995).

A Matemdtica Informal &, para Lakatos, uma ciéncia
na defini¢io de Popper, que se desenvolve por um proces-
so sucessivo de critica e aperfeicoamento das teorias e pelo
avanco de novas teorias em competicio (e ndo pelo mode-
lo dedutivo da Matemdtica Formal). Aquele autor procu-
ra mostrar que a Matemadtica Informal, quase empfrica, nio
se desenvolve através do crescimento monétono do niime-
ro de teoremas inquestiondveis estabelecidos, mas através
do melhoramento incessante de palpites por especulacio e
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critica, através da légica das demonstracdes e refutacdes. E
neste sentido que Davis & Hersh (1995) afirmam que exis-
tem dois factos conhecidos acerca da natureza da Matems-
tica. O primeiro é o de que a Matemitica é uma invenciio
humana — os matemadticos sabem-no, porque s3o eles que
a inventam. O segundo relaciona-se com as coisas que os
matemdticos trazem ao mundo (figuras geométricas; fungdes
aritméticas e operadores algébricos; ...) serem misteriosas
para os seus criadores — tém propriedades que os matemdti-
cos descobrem através de um grande esforgo e engenho; tém
outras propriedades que os matemdticos tentam descobrir
em vio; tém outras propriedades ainda de que os matemari-
COS$ nem suspeitam. ‘

Assim, podem tomar-se como ponto de partida, e a par-
tir da experiéncia matemdtica, que a Matemdrica: i) € uma
criacio nossa; é acerca de ideias nas nossas mentes; e ii) é
uma realidade objectiva, no sentido em que os objectos ma-
temdticos tém propriedades bem definidas, que podemos ou
ndo conseguir descobrir. Desta forma, a Matemadtica é uma
realidade objectiva, que nio é fisica nem subjectiva. E uma
realidade ideal (ou seja, nio fisica) que é objectiva (inde-
pendente da consciéncia de qualquer pessoa em particular).
A Matemdtica ndo € o estudo de uma realidade ideal, pree-
xistente e intemporal, nem é um jogo, tipo xadrez, com sim-
bolos e férmulas inventadas. A Matemética é a parte dos es-
tudos humanos que ¢ capaz de alcancar um
consenso, como o da ciéncia, que € capaz de estabelecer re-
sultados reprodutiveis; a existéncia da Matemdtica é um fac-
to, ndo uma questdo; este facto ndo é nem mais nem menos
do que a existéncia de modos de raciocinio e argumentos
acerca de ideias, que sdo aliciantes e conclusivas, que «ndo
sdo controversas uma vez compreendidas».

Para Davis & Hersh, a Matemadtica debruca-se, assim,
sobre um determinado assunto e as suas afirmacdes tém sig-
nificado. No entanto, este significado deve ser encontrado
no conhecimento partilhado pelos seres humanos, e nio
numa realidade externa, niio humana. Neste aspecto, a Ma-
temdtica trabalha com significados humanos e ¢ inteligivel
apenas no contexto da cultura — a Matemdtica é um estu-
do humanistico; é uma das humanidades. O que distingue a
Matemdtica das outras humanidades € a sua qualidade de ser
como uma ciéncia. As suas conclusdes sio bem definidas, tal
como as concluses da ciéncia natural. Nio sdo simples pro-
dutos de opinido e ndo estio sujeitas a um desacordo perma-
nente como as ideias de um critico literdrio.

Como matemdticos, Davis & Hersh sabem que inven-
tam objectos ideais e tentam, depois, descobrir factos acerca
deles. Aceitam a Matemdtica tal como ela é: falivel, corri-
givel e com significado. Os autores deste texto concordam
com esta perspectiva. A Matemdtica é uma actividade hu-
mana, sendo a sua descri¢iio 16gicoformal apenas uma fic-
¢fo; a verdadeira Matemdtica é encontrada na pratica dos
matemdticos. '

Da Geomelria & Algebra

O termo «dlgebra» deriva da designagio do tratado de
Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (780-850), denomina-

do por Hibab Al-jabr w-al mugabalah (Struik, 1992). Tal
tratado tornou-se conhecido no Ocidente através de tradu-
¢oes latinas e fez com que a palavra Al-jabr se tornasse si-
nénima de toda a ciéncia da «dlgebrar, que, de facto, até
meados do século XIX, nfio era mais do que a ciéncia das
equacoes.

Nogueira, J., Ndpoles, S., Monteiro, A., Rodrigues, ]. &
Carreira, M. (2004) enfatizam o facto de neste tratado de
al-Khwarizmi terem sido resolvidos seis tipos de equagBes
polinomiais, axz? = bz, ez’ =c¢, bx =¢, az® + bz =c,
az® 4+ ¢ = bx ¢ b + ¢ = ax®. Na realidade é surpreenden-
te a quantidade de casos estudados por al-Khwarizmi, visto
que, nos dias de hoje, aqueles seis casos resumem-se apenas
a dois: a equaciio linear e a equacio polinomial de segundo
grau. Nogueira et al justificam o estudo de tantos casos com
o facto de os Arabes, nesse periodo, ndo aceitarem nem o
zero nem os nimeros negativos. Para eles, e até ao século VI
d.C., o conceito de zero nilo existia — era apenas um indi-
cador de posicio nos vérios sistemas de numeracio adopta-
dos pelos Babilénios, Greco-romanos e Indianos. E apenas
a partir do século XV que o uso de zero se generalizou no
Ocidente. Em relaco aos nimeros negativos, até ao século
XIX, foram vérios os matemdticos que os rejeitaram: Micha-
el Stifel (1487-1567) refere-se aos nimeros negativos como
sendo disparates desprovidos de sentido, designando-os por ni-
meros ficticios; Descartes (1556-1650) designa-os por ni-
meros falsos; Lazare Carnot (1753-1823) ignora-os e Bus-
set (francés do século XIX) considera-os como sendo raiz da
aberragdo do raciocinio humano. O pensamento que inquieta-
va a comunidade matemadtica, em relagio aos nimeros ne-
gativos, é descrito em Nogueira et al. da seguinte forma:

Para obter uma quantidade negativa isolada seria necessdrio
cortar uma quantidade concreta ao zero, retirar algo do nada:
isso é uma operagiio impossivel. Assim sendo, como € possivel
conceber uma quantidade negativa isolada? (p. 30)

Foram necessdrios séculos de desenvolvimento para que al-
guns conceitos fossem aceites pela comunidade matemadri-
ca. QOu seja, al-Khwarizmi, ao nfo aceitar nem o zero nem
os niimeros negativos, encontra-se enquadrado com os seus
contemporineos e com muitos dos seus sucessores — € um
matemdrico do século IX. Além destes conceitos, al-Khwa-
rizmi também rejeitou o uso de uma simbologia — embora
j4 existente na altura mas ndo na forma como a usamos hoje.
Criada por Diofanto, a primeira simbologia passou pela con-
tinua utilizagio de abreviaturas. Em Nogueira et al é referido
que Diofanto desenvolveu uma notago simbélica, excessi-
vamente avangada para a época, e por isso pouco consen-
tAnea com a mentalidade reinante, ainda dominada pela
Geometria de Euclides. Ele seria (re)descoberto no século
XV, quando os matemidticos se aperceberam das vantagens
do uso das abreviaturas co.(cosa = ), ce.(census = z2) e
cu.(cubo = *) nas equacoes.

Para Struik (1992), o tratado Al-jabr possui uma dis-
cussdo sobre equacBes lineares e quadrdticas sem qualquer
formalismo algébrico e onde muito do raciocinio é geomé-
trico. O facto de al-Khwarizmi ndo ter usado qualquer sim-
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Flgura 1. Resolug@o geomerrica para deferminar uma das raizes da equacdo polinomial do 2° grau x*+20=9x.

bologia no seu tratado estd de acordo com a forma como os
matemdticos encaravam a resoluciio de questdes matemdti-
cas. Como é referido em Nogueira et al, al-Khwarizmi defen-
dia que um problema nio podia ser considerado soluciona-
do enquanto nfo se demonstrasse que a resposta encontrada
era vilida, sendo tal objectivo realizado geometricamente,
seguindo a tradigio euclidiana: é necessario demonstrar ge-
ometricamente a verdade dos mesmos problemas que foram
explicados por nimeros.

Nesta época havia uma grande submissdo da Matemdti-
ca & Geometria. Tudo indica que era através dela que se va-
lidavam os resultados matemdticos obtidos: se ndo se con-
seguisse explicar geometricamente, os resultados ndo eram
considerados.

Até ao século XIX, a Geometria Euclidiana era a drea do
conhecimento mais firme e de maior confianca. Ao assen-
tar em cinco axiomas, era considerada como sendo o estudo
das propriedades do espago. Estas propriedades tinham uma
existéncia absoluta e independente, eram objectivas e eram
o exemplo supremo de propriedades do universo que eram
exactas, eternas e que podiam ser conhecidas com toda a
certeza pela mente humana. E neste sentido que se fala no
mito de Euclides presente até ao século XIX: a convicgio
de que os livros de Euclides contém a verdade acerca do
universo, que so claros e indubitdveis, e apresentam uma
linguagem e um raciocinio essencialmente geométricos. Por
exemplo, a expressdo /A era introduzida como sendo o
lado de um quadrado de drea A e o produto ab como sendo a
drea de um rectdngulo de lados a e b. Desta forma, matemd-
ticos como al-Khwarizmi tinham um raciocinio fortemente
geométrico. Por exemplo, os 4rabes do século IX seguiam
o método de complementar quadrados para a resoluciio de
equagdes polinomiais do segundo grau. Em Nogueira et al,
com o recurso a alguma linguagem simbdélica dos dias de
hoje, € ilustrado o raciocinio destes matemadticos através da
resolugdo de um caso particular:

A equagio 2 + 20 = 9z possui de forma imediata duas raizes
reais positivas: a soma de duas quantidades positivas tem de ser
igual a uma quantidade positiva. A primeira construcio geomé-
trica, para a determinagfo de uma das raizes da equaciio consi-
derada, corresponde 4 figura 1. Os autores comegam por referir
que a raiz terd de ser menor que nove unidades pois se @ > 9
entio x? > 9z, pelo que #? + 20 = 92 ndo poderia ter uma raiz

positiva (p. 136)

Como 2% + 20 = 9z, o rectAngulo de vértices XYWZ tem drea
igual a 20. Decomponha-se este rectingulo em dois rectdngu-
los A e B de forma que o rectingulo B tenha de lados z e 9/2.
Coloque-se em cima do rectingulo B um rectingulo igual a A
depois de o rodar 90°. Como A tem lados = e 9/2 — z, a medi-
da do segmento YT ¢ igual a 9/2 — 2 ¢ XTUV € um quadrado
de lado 9/2 e, portanto, com drea igual a 81/4. Entio a drea do
rectAngulo tracejado obliquamente € igual a 81/4 — 20 = 1/4.
Como a medida do segmento RU também igual a 1/2, entido
9/2—x=1/2¢, finalmente, z = 9/2 — 1/2 = 4.

Como determinar a outra raiz! E perfeitamente legftimo dizer
que o raciocinio anterior leva a concluir que (9/2 — z)? e 1/4
sdo iguais 4 drea do quadrado tracejado obliquamente, pelo que
9/2 —x = +1/2, e assim, =4 ou x = 5.

Porém, ¢é devido ao uso de uma notaciio e ao considerarem-
se nimeros negativos que foi possivel a determinacio das
duas raizes, apenas com a construgio da figura 1. Davis &
Hersh referem que a representacio simbdlica de ideias ma-
temdticas tem sempre como consequéncia a altera¢io dessas
ideias; um ganho em precisido e um prejuizo em fidelidade ou
em aplicabilidade 2 situacfio inicial.

Desta forma, a ndo utilizacio de uma notacio, a nio-
aceitacdo do zero e dos nimeros negativos e ainda o facto
de os resultados terem de ser confirmados geometricamente,
conduz a que seja necessdria a construcio de uma figura di-
ferente — Figura 2 — para a determinacio da segunda raiz
da equacio #? + 20 = 9z, ou seja, x = 5. Para a sua cons-
trugio, Nogueira et al. comegam por considerar que:
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Figura 2. Resolucdo geomEtrica para deferminar @ oufra raiz da equacdo polinomial do 2° grau x*+20=9x%.

A equagio admite uma raiz maior do que 9/2 e constroem no-
vamente um rectingulo com lados iguais a 9 e x, decompon-
do-o em trés partes (um quadrado de lado = e os rectingulos
A e B). Colocam um rectangulo igual a A adjacente a um dos
lados maiores do rectingulo inicial, como se ilustra na Figura
2. Como 22 + 20 = 9z, o rectingulo B (com vértices XYZW)
tem drea igual a 20,

Observe-se que o comprimento do segmento XT & igual a 9,/2.
Como os segmentos TU ¢ UR tém o mesmo comprimento, os
rectingulos de vértices YTUV e SURW tém a mesma drea.
Entfio a drea do quadrado de vértices TURX € igual 4 drea do
rectngulo B mais a drea do quadrado de vértices ZVUS. Final-
mente a drea deste ltimo ¢ igual a 81/4 — 20, pelo que a me-
dida do segmento ZS & igual a 1/2, tendo-se . — 9/2 = 1/2 e,
assim, r = b.

Em Nogueira et al. sio apresentados mais dois exemplos
concretos da resolucio de equagdes polinomiais do segun-
do grau através do método de completar quadrados. O ob-
jectivo dos autores é o de ilustrar que, para cada equagiio é
necessdrio recorrer a figuras diferentes e que a inexisténcia
de uma simbologia apropriada era o principal obstdculo para
o desenvolvimento de uma maior aptiddo na resolugio de
questdes matemdticas. Isto &, era a falta de simbolos que nao
permitia a ultrapassagem das dificuldades algébricas existen-
tes. De facto, a criaciio e o uso sistemético de uma simbolo-
gia aparecem associados & emancipacdo da Algebra relativa-
mente 4 Geometria.

O primeiro matemético que procurou libertar a Algebra
da influéncia da Geometria foi Abu-Kamil ibs Aslam (830~
-930), um dos sucessores e contemporaneo de al-Khwariz-
mi. Segundo Nogueira et al, Abu-Kamil foi o autor de Hitab
fi al-jabr wa’lmugabala, um livro dividido em trés partes,
baseado tdo de perto nos escritos de al-Khwarizmi que che-
ga ao ponto de, nos seus 69 exemplos numéricos, incorpo-
rar quase metade dos que haviam sido referidos por este ul-

timo, apenas com alteragdes de pormenor. Mas niio se infira
daqui que os textos de Abu-Kamil foram uma cépia dos de
al-Khwarizmi; na realidade, ao afastar-se da heranca do seu
predecessor, Abu-Kamil procurou libertar os seus exemplos
da influéncia da Geometria,

Poucos anos apés Abu-Kamil surge Al-Karaji (953-
—1019) que, para Nogueira et al. aparece como sendo o ma-
temdtico que emancipou a Algebra da sua heranca geométri-
ca e fomentou a pritica das actuais operagdes aritméticas.
De facto, segundo estes autores, Al-Karaji foi o primei-
ro matemdtico a referir a incégnita = e a definir o produ-
to das poténcias de (e dos seus inversos) de uma maneira
recursiva.

Nogueira et al. referem também o papel de Cardano
(1501-1557) no processo de resolugio de equagBes ciibicas
e que este, ao longo do seu livro, ndo seguiu uma linha bem
definida, hesitando entre a Geometria e a Algebra — sem-
pre que possivel, Cardano opta pelo estudo geométrico dos
problemas, seguindo a tradicio da velha escola euclidiana;
no entanto, dd-se conta que o estudo algébrico, mais abs-
tracto, funciona bem em muitas situagdes: a resolucio da
equacio qurtica é disso um exemplo, assim como outras em
que os nidmeros negativos e as suas rafzes quadradas desem-
penham papel de relevo.

Assim, no processo de emancipagdo da Algebra encon-
tram-se mateméticos que parecem divididos quanto ao pa-
pel e & importincia dos resultados puramente algébricos.
Nogueira et al. afirmam que Cardano ao nfo conseguir tra-
duzir em termos geométricos a resolugio de uma questdo
matemdtica, remata escrevendo que € assim que evolui a
subtileza aritmética, obtendo-se no final resultados que pa-
recem ser tdo refinados como indteis. Por sua vez, aqueles
autores afirmam que Rafael Bombelli (1526-1573) foi o dl-
timo dos matemdticos italianos renascentistas que ao salien-
tar com clareza a existéncia de problemas que nfio requerem
(ou muitas vezes nem sequer possibilitam) tradugiio geomé-

Maio | Junho || 2010

el




oo

trica, proporcionou um desenvolvimento sem precedentes
na Matemdtica, passando a ser enfatizado, cada vez mais, o
raciocinio dedutivo e a encararem-se os niimeros como uma
ferramenta de cdlculo.

O trabalho de Descartes (1596-1650) no desenvolvi-
mento da Algebra formal, e para Boyer (1996), é muito im-
portante — num ponto essencial ele rompeu com a tradi-
cio grega, pois em vez de considerar 2 e 2%, por exemplo,
como drea e volume, ele interpretou-0s como segmentos.

Desta forma, a Algebra desenvolveu-se ao longo do tem-
po e 4 medida que os matemdticos partiram na natural des-
coberta de propriedades sobre os objectos ideais — que fo-
ram tentando representé-los por simbolos — os quais sio
enfatizados por Struik, quando se lhes dirige destacando que
novos resultados foram muitas vezes possiveis, devido so-
mente a um novo modo de escrever. Como exemplo de tudo
isto, Davis & Hersh referem o facto de no século XIX a no-
taco leibnistziana, para as derivadas, ter permitido o de-
senvolvimento da Algebra abstracta. Para eles, a notagio
leibnistziana Df, D?f apresenta um nimero inteiro como
indicacio da ordem das diferentes diferenciagBes, o que su-
gere a possibilidade de uma interpretaciio dtil de D® f para
assumir valores negativos ou fraccionais & (o que ndo se pas-

sava com a notagio newtoniana para as derivadas, f, f,
etc.). Todo o cileulo operacional procede desta extensio.

Inicialmente a Algebra foi sinénimo de «ciéncia das
equagdes» e, segundo Struik, ao contririo da Geometria, até
meados do século XIX, revelou a sua origem oriental pela
auséncia de um fundamento axiomdtico — facto este que
ilustra a secundariedade axiomdtica na construgiio matema-
tica. Porém, segundo Boyer, embora tenha sido no século
XIX que se d4 o processo gradual de generalizagiio na Alge-
bra, é apenas no século XX que foi desenvolvida toda a teo-
ria dos anéis que caracteriza a designada Algebra moderna.

Assim, e posteriormente a resolugio de problemas cujo
contetdo e solucdes envolviam questdes com significado ge-
ométrico, a Matemdtica foi evoluindo gradualmente e foi
alcancando um patamar mais abstracto onde os simbolos
mateméticos ganharam o seu relevo e significado. De dificil
representaciio no papel, ganhou importancia a linguagem
simbélica que a Matemdtica envolve e, com ela, o desenvol-
vimento de uma nova drea: Algebra.

Conclusido

A Matemdtica trabalha com significados humanos e é inte-
ligivel apenas no contexto da cultura. As necessidades in-
ternas da Matemdtica criam pressdes para que se procurem
explicacdes, pois somos curiosos e queremos compreender
as coisas.

A Geometria Euclidiana, ao nio conseguir explicar cer-
tos factos, viu desenvolver a Algebra. Criaram-se novos se-
res matemdticos, novos sinais e simbolos, e foi possivel ir
dando resposta a questdes em aberto as quais a Geometria
niio conseguia responder, bem como, ao surgimento de no-
vas questdes. A todos os simbolos e a todas as relages entre
objectos ‘algébricos criados sdo dados significados. Hd um
avango no conhecimento e na capacidade de explicar situa-
¢oes até af inexplicdveis.

O limite do pensamento matemdtico € o infinito.

Bibliografia
Boyer, C. (1996). Histéria da Matemdtica. Brasil: Editora Edgard
Blucher Ltda.

Caraca, B, (1998). Conceitos fundamentais da Matemdtica. Lisboa:
Gradiva.

Davis, P. & Hersh R. (1993). A experiéncia matemdrica. Lisboa:
Gradiva.

Nogueira, |., Ndpoles, S., Monteiro, A., Rodrigues, ]. & Carreira,
M. (2004). Contar e fazer contas — Uma introdugdo & Teoria dos
Nrimeros. Lisboa: Gradiva.

Struik, D. (1992). Histdria concisa das matemdticas. Lishoa: Gra-
diva.

Manuel Joaguim Saraiva

Departamento de Matematica da UBI e CIEFCUL
Alina Reis

Escola E. B.n° 2 de Elvas

Educacdo e Matemdtica | nimero 108



Invesligacdes matematicas com a

José Paulo Viana
- 3 m
S AN
o 7 >

POEE
]
[
(a

pediydno) axdsN-iL

Todos nés sabemos (quer dizer, quase todos...) que a cal-
culadora grifica pode ser um poderoso instrumento, quer
para o professor que ensina Matematica, quer para os alunos
aprenderem e fazerem Matemdtica.

O aparecimento da unidade portdtil TI-Nspire, que ¢é
muito mais que uma calculadora grafica, veio alargar muitis-
simo o leque de possibilidades. Desta forma, aumenta con-
sideravelmente o niimero de problemas significativos que
podem ser propostos aos alunos e que os obrigam a experi-
mentar, a investigar, a elaborar conjecturas, a testd-las e, se
necessdrio, a reelabori-las.

Vamos entdo resolver aqui dois problemas que poderio
ser propostos aos alunos no 11° ou no 12% anos. Os proble-
mas aparentam ser quase iguais mas, como veremos, tém de-
senvolvimentos muito diferentes.

Um frigngulo a partir da hipérbole
Temos o grifico da funcio f(z) = e
Por um ponto de abcissa a tragcamos a tangente ao grafico

de f. A tangente intersecta os eixos coordenados nos pon-
tos A e B.
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Figura 1

Consideremos o tridngulo BOA, em que O € a origem
do referencial (figura 1).
Como varia a drea do tridngulo em funcio de a?
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Aesolucdo na maguing

Vamos comegar por resolver o problema na unidade porttil
com o sistema operativo 2.0 mas, no essencial, tudo se pas-
sard de forma muito parecida com os anteriores sistemas. As
principais diferencas em relacio ao que aqui apresentamos
viio ser os niimeros que indicam as opgdes dos menus.

Com a tecla (@) vai ao ecrd inicial e escolhe 1:Novo
para criar um novo documento (figura 2).

Cria uma pdgina de 2:Grdficos e Geometria.

Faz o grifico da funcio fl(z) = 1/z.

Para uma melhor visualizagio, pde o cursor numa zona
livre, carrega em (3 até a mdo fechar e «agarra» a folha. De-
pois, arrasta-a de modo a que a origem do referencial fique
perto do canto inferior esquerdo.

Traca uma tangente ao grafico num ponto qualquer.
Para isso, vai a @9 7:Pontos e Rectas, 7: Tangente, desloca o
cursor para a curva e, quando aparecer a mensagem grdfico
f1 faz e, novamente, em Ponto sobre um objecto, faz .
Digita P para nomear o ponto criado (figura 3).

Para obter as coordenadas do ponto vai a 1:Acgdes,
7:Coordenadas e Equagdes, desloca o cursor para o ponto, faz
&, desloca as coordenadas para onde aches conveniente e
faz &. '

Temos agora de construir os pontos de intersecgiio da
tangente com 0s eixos. !

Vai a @ 7:Pontos e Rectas, 3:Ponto(s) de intersecgdo,
desloca o cursor para o eixo Ox, faz ¢&, depois para a tan-
gente, faz & e, quando aparece o ponto faz (F)(®) para que
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o ponto fique etiquetado com a letra «A». Repete para o
eixo Oy, chamando «B» ao ponto (figura 4).

Define o tridngulo BOA em @ 9:Formas, 2:Triangulo.
Desloca o cursor para os pontos A, O e B, fazendo & em
cada um deles.

Faz para o cursor ficar livre e pde-no sobre um dos
lados do tridngulo. Quando aparecer a mensagem «tridngu-
lo» faz 3:Awributos e muda a espessura da linha para
média (figura 5).

Falta obter a drea do trifingulo. Vai a @) 8:Medicdes, 2:
Area, desloca o cursor para o trifingulo e faz G.

Sem fazer mais nada, arrasta o texto com o valor da drea
para uma zona livre e faz .

Estdi terminada a construgdo. Podemos passar 2
investigacao.

Lembremos que queremos descobrir que relacio existe
entre a abcissa do ponto P e a drea do trifingulo. No exem-
plo da construgio que fizemos temos a =1,6 e drea = 2.

E agora que tudo se torna mais interessante: ndo temos
de fazer mais construciio nenhuma. Basta fazermos (=) para
o cursor ficar livre e pd-lo em cima do ponto P (figura 6).

Agarramos o ponto P carregando em (®) e arrastamo-lo.
A maéquina ird manter a construcdo e actualizard automati-
camente todas as varidveis (que neste caso sdo as coordena-
das de P e drea do trifingulo).

Vemos que, em todas as posiges que escolhermos para
P, a drea do trifingulo ndo se altera. Ou seja, a drea do trian-
gulo BOA ¢ independente da abcissa de P.
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Bem, na realidade, nfo temos a prova que este resulta-
do seja sempre verdadeiro. Neste momento, trata-se apenas
de uma conjectura baseada na observagiio de uma grande
quanttdade de tridngulos diferentes, todos eles com a mes-
ma drea. E aqui que temos de propor aos nossos alunos que
déem o passo seguinte: provar que esta propriedade se veri-
fica sempre.

Demonsiracao

Para um ponto genérico P, as suas coordenadas sdo (a, 1/a)
O declive da tangente ¢ igual & derivada de f nesse pon-

to. Como

1
f’(ﬁ) = T
vem
i
o= _5.
A equacio da tangente € do tipo
1
y=——x+b
a?

Substituindo as coordenadas de P na equacio, descobrlrnos
o valor de b e obtemos:

y=-—z+

1 2
a? a

Fazendo a intersecciio com os eixos, obtemos as coordena-

dasde A e B: A (2a,0) e B (0, 2/a).

fl(z) = 22

/B

Figura 8

> 1 2
Area do tridngulo = i x 20X ==2
a

Estd demonstrado.

Prolongamentos
Como quase sempre, vale a pena pensar: E se...?
E se a funciio fosse

Nio é preciso repetir todo o processo. Basta ir 4 médquina e
alterar a fungio f1 no ecrd onde estdvamos: pomos o cursor
sobre a etiqueta da fungio, clicamos para seleccionar o nu-
merador e alteramo-lo para 2 (figura 7).

Depois € 56 deslocar o ponto P e ver o que acontece a
area, Agora, podemos ir mais longe ainda:

E se a fungdo fosse
fla) = %1
Ja sabemos as dreas para k igual a 1 e a 2. Experimentamos
na méaquina mais alguns valores de & e logo descobriremos a
relaciio que ele tem com a drea.

Um tri@ngulo @ partir da parabola

Temos o grafico da fungio f(z) = 22 (figura 8).

Por um ponto de abcissa ¢ > 0 tragamos a tangente ao
grifico de f. A tangente intersecta os eixos coordenados nos
pontos A e B.

Consideremos o triingulo BOA, em que O ¢ a origem
do referencial.

Como varia a drea do trigngulo em funcio de a!?
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Resolugdo na maguina

A] Construir a figura
Para continuar a usar a maquina, temos duas alternativas:

1% hipétese — Ir a (@) 1:Nowe e criar um novo documen-
to. A mdquina pergunta se desejamos gravar o documento
anterior. Podemos dizer que sim e dar-lhe um nome. Ele fica
guardado e poderemos consultd-lo mais tarde.

2% hipdtese — Continuar no mesmo documento, crian-
do um novo problema. Para isso, carregar na tecla «doc» 4:
Inserir 1:Problema (ou, estando a usar o teclado antigo, fa-
zer () &4 Inserir 1:Problema). Tudo o que fizermos agora é
independente do que estava no problema anterior e pode-
MOos portanto usar 0s Mesmos nomes para as fungdes, pon-
tos, etc.

A construgio da figura é muito parecida com a do pro-
blema anterior, pelo que podemos omitir os pormenores.

Desta vez, a drea ndo é constante. Basta pensar que,
quando P se aproxima de O, a drea tende para 0. E, se agar-
rarmos o ponto P e o deslocarmos, confirmamos isso.

Temos entdo de registar numa tabela os diferentes valo-
res que escolhermos para a abcissa de P e as correspondentes
dreas do tridngulo. Poderfamos fazer isso numa folha de pa-
pel mas é muito mais fécil usar a maquina para fazer a reco-

lha de dados (figura 9).

B) Definir variaveis
Coloca o cursor sobre a abcissa do ponto de tangéncia e

"

biss areatri F 2
=capture('a, 1) =capture(area, 1)
2.25 2.84766
-
B1 |=2.84765625 G
Figura 11
d(11]21]22]r *Naoguardado w b ] x|
areatri i
=capture(area, 1)
225 284766
= 0s 0.03125
I o5
15| osamrs|
- 2

T<]3]

Figura 12

aguarda que o cursor mude para %i. Selecciona este valor
pressionando em ¢& ou em (3). Acciona a tecla &, escolhe
1:Guardar Var, dd-lhe o nome de a (de abcissa) digitando
a tecla (&) e faz . Repara que a abcissa do ponto aparece
agora a negrito (figura 10).

Repete o processo para a 4rea do tridngulo, dando o
nome de area 4 nova varidvel.

] Criacio da folha de calculo

Faz «doc»(+page) 4:Adicionar Listas e folha de cdlculo
para acrescentar a nova pagina (estando a usar o teclado an-
tigo, fazer (e1) &4 :Inserir 6:Listas e folha de cdlculo).

Coloca o cursor na célula Al. Pressiona 3 vezes a para
seleccionar a coluna toda. Para alterar a largura da coluna
vai a 1:Acgbes, 2:Redimensionar, 1:Largura da coluna,
pressiona vérias vezes em p e faz . Desloca o cursor para a
direita e repete o processo para a coluna B.

Coloca o cursor no topo da coluna A (junto da letra A),
escreve abcissa e faz (fAgura 11).

Vai para o topo da coluna B e escreve areatri.

0] Capfura das varidveis

Coloca o cursor na casa com fundo cinzento, imediatamen-
te acima de Al. Pressiona @) 3:Dados, 2:Captura de dados,
1:Captura Automdtica de dados. Substitui var por a, digitan-
do ®. Se a mdquina perguntar se a é uma varidvel (como
neste caso) ou se é o nome de uma coluna, selecciona a op-
¢iio Referéncia de varidvel e pressiona (.
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Repete este procedimento na coluna B, mas substituin-
do agora var por area.

Repara que j foram capturados os valores correspon-
dentes a abcissa do ponto e & drea do trifingulo actualmente
existentes (figura 12).

E] Recolha de dados
Faz 4 @ para voltar 4 pagina do gréfico.

Desloca o cursor para cima da abcissa do ponto de tan-
géncia. Quando aparecer a mio (com a indicago Ligado=a)
faz duas vezes, apaga o valor da abcissa com (&), escreve
0,5 e faz @ (figura 10).

Repete este processo vérias vezes para obteres novos va-
lores da abcissa espagados de 0,5 e até 3 ou 4.

Faz p @ para voltar & pigina da folha de cdlculo e
verifica que a recolha de dados foi efectuada.

F] Nuvem de pontos .

Olhando simplesmente para os dados, ndo é facil ver a re-
lacio entre as duas varidveis. Vamos por isso fazer uma nu-
vem de pontos.

Faz (&) «doc»(+page) 5:Adicionar Dados e estatistica para
acrescentar a nova pagina (estando a usar o teclado antigo,
fazer ()@ 4:Inserir 7:Dados e Estatfstica).

Desloca o cursor para baixo do eixo horizontal e quando
aparecer a mensagem «clicar pava adicionar varidvel» faz Gp.
Aparece a lista das varidveis existentes. Escolhe abcissa e faz

G (figura 13).

2223 *Nioguardado w bi] x |
12(x) := stat.RegEqnl(x)
3.04
=
1]
i ]
s 1.54
0.0
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Figura 15
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c1 [=2a1) [€]»

Figura 16

Repete o processo deslocando o cursor para a esquerda
do eixo vertical e escolhe a varidvel areatri.

6) Procura da correlacdo

Os pontos do gréfico obtido parecem estar sobre uma pardbo-
la. Vamos por isso pedir uma correlaciio quadritica. Pressio-
namos 4:Analisar, 6:Regressdo, 4:Mostrar Quadrdtica.

A funciio obtida parece adaptar-se bem 4 nuvem de pon-
tos (figura 14). Mas serd mesmo esta a relacio procurada? £
0 que vamos verificar.

Pressionamos @) 4:Analisar, 4: Tracar fungdo. Aparece
uma caixa com {2(x):=. Teclamos e abre-se uma caixa,
onde seleccionamos a equacio da regressio (stat.regeqn) (fi-
gura 15). Acrescentamos (x) e fazemos ¢&. Cridmos assim
em f2 a funciio de regressdo obtida.

Com { @ passamos para a folha de cédlculo e na cé-
lula C1 escrevemos =f2(al) &. Deslocamos o cursor para
C1 e pressionamos @y 2:Copiar.

Pomos o cursor em C2, pressionamos (8) até o contor-
no da célula aparecer a tracejado grosso e vamos carregando
em w até A célula de C correspondente 2 dltima linha pre-
enchida na coluna A. Fazemos &, as células seleccionadas
ficam a cinzento e depois @ 3:Colar. Comparamos 0s
valores das colunas B e C e verificamos que nfo sdo iguais
(figura 16). .

Conclusido: a correlaciio procurada nfio é uma quadrati-
ca. Alids, se tivéssemos olhado com atencio para o grifico,
viamos que a curva ndo passava na origem.

.
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Investiguemos entfo se se trata de uma cdbica.

Com (&) p m passamos ao grifico estatistico e, pres-
sionando @) 4: Analisar, 6:Regressdo, 5:Mostrar Ciibica, pe-
dimos a regressdo cibica. Deslocando com o cursor a ex-
pressio da funcio de correlagiio, reparemos que todos os
coeficientes, excepto o de 3° grau, sio praticamente nulos.
O grifico parece ajustar-se perfeitamente 4 nuvem de pon-
tos. Confirmemos (figura 17).

Passamos para a pagina anterior com (1) ¢ @. A mdqui-
na actualizou automaticamente a fungio f2 e portanto a co-
luna C tem agora os valores obtidos a partir da nova fungio
de correlacio (se os valores ndo se tiverem actualizado, fazer
1:Acgdes, 5:Recalcular).

Verificamos assim que os valores das colunas B e C séo
idénticos (figura 18).

Conclusio: drea = 0,25 a’.

Demonstracdo
Estd descoberta a relacio entre as duas varidveis. Temos
«quase a certeza» que € aquela. Mas nfio nos sentimos satis-
feitos se ndo a provarmos. O processo € muito parecido com
o do problema anterior.

O declive da tangente no ponto genérico P(a, a?) é
f'la) = 2a.

A equacio da tangente é y = 2az — a?.

As coordenadas dos pontos sdo A(0, a/2) e B( —a?, 0).

A drea do trifingulo é

1 5

xaxa—
2 "9 e

.
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ke gareatri g !T’
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- 025 025
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2 2 29
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Figura 18

Prolongamentos

E se a fungio fosse f(z) = 2227

Basta ir & mdquina e substituir a expressdo de f1. Depois,
ir 4 pagina de dados e apagd-los: seleccionar cada coluna
(deslocando o cursor até ao cimo) e fazer =9 3:Dados, 4:
Apagar dados. A seguir, ir ao grafico, escolher novamente di-
versos valores para a abcissa de P e... continuar.

E se a fungdo fosse f(z) = 322!

E se a fungio fosse f(z) = kz?!

Nota: Estas duas actividades fazem parte do curso Investiga-
¢des Matemdticas com a TI-Nspire, do grupo de trabalho T?,
da APM.

José Paulo Viana
Escola Secunddria de Vergilio Ferreira [Lisboa)
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Encontro de Invesfigacdo em Educacao Mafemafica 2010

Realizou-se nos dias 17 e 18 de Abril, no hotel Costa da Ca-
parica, no concelho de Almada, o Encontro de Investigacio
em Educagiio Matemadtica 2010. Este encontro vem na se-
quéncia dos dezanove encontros realizados pela Secciio de
Educagio Matemdrica da Sociedade Portuguesa de Ciéncias
da Educagiio, que nesta edicio assumiu a sua emancipacio
e criou uma nova sociedade, a Sociedade Portuguesa de In-
vestigagio em Educagiio Matemdtica (SPIEM).

O tema do Encontro foi a Comunicacio no Ensino e
Aprendizagem da Matematica e organizou-se em torno de
3 conferéncias plendrias e 4 grupos de discussdo. Duas das
conferéncias plendrias foram proferidas por convidadas es-
trangeiras: On the comunication of proof, por Joanna Mamo-
na-Downs da Universidade de Patras, Grécia e Community
of learners with Technologies, por Ornella Robutti da Univer-
sidade de Turim, Itdlia. A terceira conferéncia, O processo
de demonstrar na aula de Matemdtica: Um olhar sobre a comu-
nicagdo emergente, foi proferida por Margarida Rodrigues da
ESE de Lisboa.

Na conferéncia da abertura dos trabalhos, Joanna Ma-
mona-Downs questionou-se sobre o papel da apresentagio
formal da demonstragio e a forma como este pode promo-
ver a comunicagio quando fazemos matemdtica. No final
do dia Margarida Rodrigues voltou a retomar o processo de
demonstrar integrado na aula de Matematica, analisando as
vertentes da compreensio, da validagio do conhecimento

matemdtico, da comunicaciio matemdtica e a relagio entre
a construgio da demonstragdo e a pritica social desenvol-
vida na aula. Antes do final dos trabalhos Ornella Robutti
mostrou-nos de que forma uma comunidade de aprendizes
pode beneficiar do uso da tecnologia, quer a comunicacio
seja presencial ou 2 distdncia.

Os grupos de discussdo reuniram durante os dois dias
tendo sido dedicado um espago no segundo dia para uma
sintese dos trabalhos. Nos 4 grupos foram apresentadas 18
comunicagdes e 2 posters. A metodologia adoptada levou a
que a apresentaciio dos posters estivesse integrada nos pro-
prios grupos de discussio.

Um primeiro grupo foi dedicado 2 Comunicagdo na Aula
de Matemdtica, dinamizado por Conceicio Costa e Isolina
Oliveira, e contou com 5 comunicac@es e 1 poster. Nestas
comunicagdes esteve em evidéncia o trabalho colaborativo
em matemitica, o desenvolvimento de tarefas de natureza
exploratéria, a comunicaciio envolvendo alunos com neces-
sidades educativas especiais e o papel dos gestos na comuni-
cacio. Um segundo grupo sobre Comunicacdio em Materiais
Escritos e Manuais, dinamizado por Datlinda Moreira e Ma-
nuel Vara Pires, contou com 3 comunicactes e um poster.
Nestas comunicagdes esteve em destaque as conexdes en-
tre a matemdtica e as outras ciéncias através de propostas
diddcticas, a andlise de manuais escolares e o papel dos re-
latérios escritos. Um terceiro grupo sobre A Comunicagdo

.
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e 0 Professor de Matemdtica, dinamizado por Helena Marti-
nho e Lurdes Serrazina, contou com 5 comunicactes. Nes-
tas comunicacdes esteve em destaque a explicagiio e nego-
ciacfo de significados, o papel dos alunos na comunicagio
matemadtica e na regulagiio das aprendizagens e as concep-
¢Oes e priticas comunicativas dos professores e futuros pro-
fessores. O quarto*grupo sobre A Comunicagdo Representa-
cdes e Tecnologia, dinamizado por Anténio Domingos, Jaime
Carvalho e Silva ¢ Manuel Saraiva, contou com 5 comu-
nicagdes. Nestas comunicacdes foi evidenciado o papel das
tecnologias na comunicagio e resolugio de problemas, des-
tacando-se o papel da folha de cdlculo e a Telescola como
metodologia de ensino. Foi também destacado o papel das
representagdes, quer em actividades de investigagiio quer na
representaciio dos niimeros racionais.

No final do primeiro dia de trabalhos reuniu a Assem-
bleia, por iniciativa da Comissdo Promotora da criacio da
nova associagio, que aprovou os estatutos desta nova So-

Um trid@ngulo a partir da hipérbole

ciedade e nomeou a sua Comissdo Executiva que é compos-
ta pelos seguintes elementos: Ana Paula Canavarro, Anté-
nio Domingos, Darlinda Moreira, Jodo Pedro da Ponte, José
Manuel Matos, Leonor Santos e Lurdes Serrazina. Esta Co-
missdo ficou mandatada para prosseguir os trimites legais
necessdrios a criagio da Sociedade Portuguesa de Investiga-
cdo em Educacio Matemdtica (SPIEM).

O balango de mais este Encontro revela-se bastante po-
sitivo, tendo contribuido efectivamente para um avango
no conhecimento em vdrias 4reas da Educacio Matemti-
ca, nomeadamente no papel que a comunicacio pode de-
sempenhar nos mais diversos niveis. Fica aqui um agrade-
cimento especial aos colegas que se dispuseram a rever os
textos das comunicacdes, melhorando significativamente a
sua qualidade.

Antdnio Domingos
FCT/UNL

A tarefa «Um trifingulo a partir da hipérbole» é uma das actividades exploradas no
artigo «Investigagdes matemdticas com a TI-Nspire», de José Paulo Viana, publica-
do nesta revista. A tarefa destina-se a alunos dos 11°/12° anos de escolaridade e in-
clui um guia de resolugio tendo como pressuposto a utilizacio de tecnologia gréfica.
Se pensar utilizd-la na sala de aula, sugerimos uma leitura prévia ao artigo referido.
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Um trigngulo a partir da niuérﬁnle

Temos o gréfico da fungio
)=
{x ="
Por um ponto de abcissa a tracamos a tangente ao gréfico de f.
A tangente intersecta os eixos coordenados nos pontos A e B.

Consideremos o tridngulo BOA, em que O € a origem do
referencial.

|. Como varia a drea do tridngulo em fungdo de a?

Guia de resolugio

De preferéncia com a tua unidade portdtil TI-Nspire, segue os
seguintes passos:

Faz o gréfico da funcao.

Traca a tangente ao gréfico num ponto qualquer P e pede as coordenadas desse ponto.
Faz a interseccdo da tangente com os eixos coordenados.

Define o tridngulo BOA e pede a drea do tridngulo.

Faz variar o ponto de tangéncia e observa o que acontece a drea do tridngulo.

U s N —

2. Faz uma conjectura sobre a influéncia que a abcissa a do ponto de tangéncia P tem sobre a drea do tridngulo
BOA.

3. Considera o ponto P de abcissa 4.
Determina a equacdo da tangente ao grdfico no ponto P
Quais sdo as coordenadas dos pontos A e B, intersec¢des da tangente com os eixos!
Calcula a drea do triangulo BOA.
A tua conjectura confirmou-se?

4. Prova analiticamente a tua conjectura.
Para isso, considera um ponto genérico P de abcissa a e segue as mesmas etapas da questio 3.
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Cristing Lourgiro

No seu livro «Cartas a uma jovem matemética», lan Stewart
faz o elogio da impossibilidade em Matemdtica. Afirma que
«a matemdtica goza de um privilégio que nenhuma outra
forma de vida tem. Na matemdtica, podemos demonstrar
que algo é impossivel.» Acrescenta ainda que «uma de-
monstracio matemdtica de impossibilidade é uma garantia
virtualmente inquebravel» (p. 93). Sabemos como esta fas-
cinante possibilidade faz parte da matemdtica, mas muitas
vezes esquecemo-nos de que, por isso mesmo, ela deve estar
presente na construcio do raciocinio matemdtico na esco-
la. Nos ultimos anos confrontei-me com algumas impossibi-
lidades maremdticas no ensino bdsico que me interessaram
duplamente. Por um lado foi a necessidade de demonstrar
a impossibilidade. Por outro o fascinio que elas produzem
nos alunos. »

Construir um quadrilatero com 3 anoulos rectos

A tarefa proposta aos alunos foi: Num geoplano de 5 por 5,
construir quadrildteros com pelo menos um dngulo recto. Pintar
a vermelho os angulos rectos, a verde os agudos e a amarelo os
obtusos.

Ao organizar os exemplares descobertos em classes se-
gundo o nimero de éngulos rectos, rapidamente reconhe-
cemos que falta um quadrildtero com 3 dngulos rectos. Nin-

guém consegue construir um quadrildtero assim. Serd mesmo
impossivel?

A demonstraciio de que este quadrildtero ndo pode exis-
tir, na geometria euclidiana, tem por base a ideia de que ao
tentar obter o terceiro Angulo recto necessariamente o quar-
to dngulo também tem que ser recto (fig 1). Uma verifica-
ciio manual pode ser feita com recurso a um geoplano como
ilustra a figura 2.

Consfruir um quadrilatero 52 com 2 @ngulos rectos opostos

O que é também interessante quando nos familiarizamos
com a existéncia da impossibilidade é que ficamos mais sen-
sfveis a esta hipitese e somos tentados a recorrer a ela fre-
quentemente. Por exemplo, tenho notado que muitos pro-
fessores pensam que € impossivel construir um quadrildtero
s6 com 2 angulos rectos opostos. Nio s6 ndo € impossivel,
fig. 3, como estes quadrildteros tém um papel muito impor-
tante na geometria.

Nos exemplos apresentados na fig. 3, hd dois exemplares
congruentes ¢ um que estd incorrecto. Nio ¢ dificil confir-
mar, mas para isso € necessdrio ter alguma destreza em iden-
tificar &ngulos rectos quando os seus lados ndo coincidem
com a malha quadriculada do geoplano.

Educacdo e Matematica | nimero 108




Figura 1
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Procurar um exemplo de existéncia é um tipo de accio  Nola

fundamental no raciocinio geométrico. Assim como ¢ pré-
prio da geometria, no caso de nfo se obter nenhum exem-
plo, procurar uma explicacio para essa inexisténcia. O ra-
ciocinio geométrico consolida-se a partir das relacoes que se
vao estabelecendo na procura de objectos geométricos com
determinadas condictes. A geometria elementar pode ser
fértil neste tipo de situagdes desde que se tenha o cuidado
de criar condigdes para isso.

Este artigo € o primeiro de uma série de textos curtos sobre
ideias matemdticas importantes. Cada artigo serd a discus-
580 de uma ideia com base numa experiéncia ou num episé-
dio de sala de aula.

Referéncias Bibliograficas
Stewart, lan. (2006). Cartas a uma jovem matemdtica. Lishoa: Re-
légio d” Agua.
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Existem algumas medidas, mais ou menos. evidentes,
para a resoluciio do problema temporal que tem sido assi-
nalado. Vamos tentar dizer algumas que podem existir, co-
locando evidentemente a énfase nas que podem ser geridas
e organizadas pelos préprios professores nas suas escolas e
comunidades.

1. Aumento da carga hordria dedicada & Matemadtica. Ndo
temos competéncia para legislar nesse sentido e temos
a consciéncia que isso iria muito provavelmente mexer
directamente com o espaco curricular de outras discipli-
nas.

2. Dimiruicio de tdpicos programdticos. Deve ser reflecti-
do com algum cuidado, evitando o desvirtuar das linhas
fortes do programa, sem introduzir incoeréncias.

3. Apostar numa gestio mais racional do programa privi-
legiando conexdes e o tratamento integrado de tépicos
dentro do mesmo tema, ou em temas diferentes. Este é o
meio que estd mais ao alcance dos professores. Tem sen-
tido se as decisbes forem tomadas em conjunto e colabo-
rativamente, evitando actuagdes individuais e nfo con-
certadas.

Em relagio & medida 2., existem alguns tépicos que apare-
cem um pouco isoladamente e que podem ser considerados
para um menor investimento ou até um eventual desapare-
cimento do programa:

* A determinagio do mmc e do mdc, através da decom-
posicio em factores primos, nfio parece fundamental,
a ponto de ser obrigatério a aplicacio de regras, tanto
mais que existem outras formas de os calcular, como por
exemplo o cdlculo mental.

® Porque falamos, no 2° ciclo, em dngulos verticalmente
opostos e alternos internos? Nio existe uma contextua-
lizagfio forte que a isso obrigue.

® Por que razdo se voltou a dar importincia s regras na
multiplicaciio e divisdo de poténcias, com a mesma base
ou 0 mesmo expoente!

e Falar de 4ngulos complementares e suplementares, sem
falar de angulos adjacentes, parece ser destinado a intro-
duzir uma obrigaciio de decorar definigdes, sem uma real
necessidade.

Veriamos com bons olhos que as ilagbes que se tiraram da
experimentagio e da prdtica ja conseguida pudesse informar
alteragBes a aplicar, no sentido de tornar exequivel a pratica
concordante com o programa.

Niio sendo um ponto forte do programa a mencfio a pos-
siveis conexdes a estabelecer entre os temas matemdticos, e
na busca de um aproveitamento mais racional do tempo dis-
ponivel, é importante identificar as oportunidades de exis-
tir um tratamento mais integrado e integrante, evitando a

.

apresentacio de perspectivas diferentes do mesmo tépico.
Por exemplo, a mengio das expressdes numéricas nos temas
«Ntimeros e operagdes» e «Algebra» pode apontar para uma
sobrevalorizacio do conhecimento de regras para o cdlculo
mecanico de expressdes longas, quando o que importa € que
elas sejam utilizadas para representar uma dada situagdo, es-
clarecendo-a. Do mesmo modo, o conceito de percentagem
é multifacetado e pode ajudar a estabelecer associagdes e
conexdes entre temas. Alids, como aspecto mais geral, fard
sentido compartimentar o estudo da Algebra, ou pelo con-
trdrio este é um tema que € transversal e vai sendo traba-
lhado nos vérios temas? Néo deve ser por acaso que € neste
tema que h4 mais repetigdes de contetddos com outros tépi-
cos. As propriedades das operagdes sdo mais um exemplo.

A par com estas recomendacdes, existem preocupagoes
que a nosso ver terdo de ser consideradas para ser possivel
um efectivo e harmonioso tratamento do programa.

Hai conceitos a trabalhar neste programa e que merecem
aprofundamento tedrico, por serem «novos» neste nivel de
ensino ou por estarem a ser considerados numa metodologia
que ndo tem tradicdo. Estdo neste caso o conceito de sime-
tria e as transformagdes geométricas prescritas para estudo
neste ciclo e os diferentes sentidos das operagdes mencio-
nados, assim como a compreensdo de algoritmos da divi-
sd0, nomeadamente o que € tradicionalmente considerado.
E também importante o investimento no calculo mental,
enfatizando técnicas que o facilitam.

Também serd importante que, apesar de ndo estar mui-
to explicito no programa, se trabalhe a ordem de grandeza
dos niimeros e a sua leitura ndo de forma isolada, mas inte-
grada, por exemplo, em célculos de poténcias ou sequéncias
numeéricas.

Um documento deste tipo pode dar sempre azo a inter-
pretagdes muito diferentes por parte dos professores, no en-
tanto, é muito importante que se torne ainda mais visivel
a mudanga que se pretende ao nivel das metodologias, das
capacidades transversais a desenvolver e da forma como se
orienta o trabalho dos alunos. Nesta linha, serd absoluta-
mente necessario que os professores tenham momentos para
trabalharem em conjunto, pelo que os 6rgdos de gestdo das
escolas devem atribuir tempo para isso no hordrio dos pro-
fessores, enquanto sentem fazer parte de uma comunidade
em que ¢ possivel o didlogo e a entreajuda, apontando para
uma riqueza de recursos e para a sua acessibilidade.

Para um programa que apresenta um evidente aperfeico-
amento em relacio ao que veio substituir, serd uma pena que
se desperdice uma oportunidade de realizar as potencialida-
des que ele encerra. Para que isso aconteca, além de ser ne-
cessdrio que os professores o trabalhem, os responsdveis ins-
titucionais devem levar em conta o que pode facilmente ser
retirado da experimentacio e propor alteragdes que obviem
aos estrangulamentos que entretanto forem detectados.
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Incursao pelo Geomefer Sketchpad com alunos do 1° Ciclo do £B.

Fernando Bravo

As orientagdes curriculares para o ensino da Matemitica,
quer em Portugal quer noutros pafses, enfatizam a capaci-
dade que os computadores tém de desenvolver o racioci-
no das criangas. Por isso consideram indispensavel a utili-
zagio, na sala de aula, da tecnologia, nomeadamente dos
computadores,

O Curriculo Nacional para o Ensino Basico — Com-
peténcias Essenciais (M. E., 2001) — refere, por sua vez,
que o professor deve abordar os conteddos da drea do sa-
ber com base em situages e problemas e organizar o ensino
apoiando-se em materiais e recursos diversificados, dando
atengo preferencial a situagdes do quotidiano. Também o
Ministério da Educaciio no seu relatério sobre os resultados
das provas de afericio para os 4°, 6° e 9° anos (M.E. 2006)
salienta que continua a verificar-se que € nas questdes que
envolvem as competéncias de comunicagio, raciocinio e re-
solucdo de problemas onde os alunos revelam maiores difi-
culdades. Assim os alunos devem adquirir a sensibilidade
para a geometria e devem ser capazes de reconhecer ideias
geométricas quando observam e quando comunicam as suas
«descobertas». Estas duas competéncias podem ser atingidas
com o uso de diversos recursos, nomeadamente com softwa-
re de geometria dindmica.

Embora a opinidio de um aluno sobre o ensino da
geometria,

Fazemos geometria, por exemplo, quando jd acabamos o que ti-
nhamos que fazer e ainda € cedo para sairmos (aluno do 4° ano
de escolaridade)

ndo permita fazer generalizagBes, vdrios autores, tais como
Abrantes, Serrazina, Oliveira, Loureiro e Nunes (1999),
Veloso (1988) e Lehrer e Chazan (1998), consideram que
h4 uma tendéncia para encarar a geometria como tendo um
papel secunddrio no ensino/aprendizagem da Matematica.

Para Douek e Pichat (2002), na tltima década, o desen-
volvimento das capacidades argumentativas dos alunos mais
novos tornou-se um assunto da maior preocupagfio para os
educadores matemdticos por diferentes razdes: (a) a neces-
sidade de uma aproximacio, desde muito cedo, a compe-
téncias que séo relevantes no processo de justificagiio, (b) a
exploraciio do potencial da interacciio social no desenvolvi-
mento tanto do conhecimento matemdtico como das com-
peténcias matemdticas, (¢) a importdncia das competéncias
de argumentacio ao nivel do curriculo, direccionadas para
o aumento da autonomia intelectual dos alunos.

Os autores sustentam ainda que as capacidades de argu-
mentagio ndo podem ser desenvolvidas a ndo ser num am-
biente multidisciplinar, com a utilizacio de uma gestio in-
teractiva da aproximagfio A escrita e as discussdes sobre os
textos produzidos, que reflictam a situagfio trabalhada pelos
alunos, de modo a que estes obtenham imediato feedback.
A utilizagio de ambientes de geometria dindmica vem per-
mitir que os alunos sejam confrontados com situagdes que
podem estimular as suas capacidades de argumentacio e dar
uma outra relevincia ao estudo da geometria.*

Segundo Markopoulos e Potari (1996) os alunos, par-
tindo de considerages visuais das formas geométricas, de-

.
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senvolvem relacdes entre as figuras e as suas propriedades e
constroem relagdes hierdrquicas entre diferentes classes de
figuras. O pensamento envolvido nesta construciio néo foi
s6 resultado ou conjugacio de um nimero de atributos cri-
ticos que cotrrespondem 2 figura, mas foi, pelo contrdrio, in-
separdvel dos modelos intuitivos e dinfimicos desenvolvidos
pelas criangas, que, ao basearem-se neles, usaram o racioci-
nio para integrar aspectos perceptivos, imagindrios e factu-
ais, para justificar as suas opgdes.

Por outro lado, o estudo de padrdes e regularidades
estd intimamente ligado com a compreensio da génese da
Matemitica. Segundo Mason (2002), as regularidades de-
vem ser teatadas mesmo nos anos de escolaridade mais bai-
x0s, como forma de introdugiio & generalizacdo e A justifica-
¢do; € o que o autor apelida de «discipline of noticing», e
que considera fundamental para a aquisicio de conceitos,
tal como o conceito de propriedade. Esta capacidade con-
siste na aptiddo para reparar nos pormenores relevantes, nas
regularidades indispensdveis para a resolugio de um deter-
minado problema.

E dificil o desenvolyimento de competéncias de anli-
se e construgio de padrdes (Garrick e Orton, 1999), mas
o desenvolvimento do raciocinio e da capacidade de argu-
mentaciio estd dependente de a crianca fazer experiéncias,
procurar regularidades e depois comunicar aos outros as suas
descobertas.

O estudo das formas no espago e das relacdes espaciais
oferece s criangas e aos jovens, no dizer de Abrantes et al.
(1999), uma das melhores oportunidades para relacionar a
matemdtica com o mundo real. As primeiras experiéncias
das criangas sdo geométricas e espaciais, ao tentarem com-
preender o mundo que as rodeia, ao distinguirem um objec-
to de outro e ao descobrirem o grau de proximidade de um
dado objecto.

O recurso a software de geometria dindmica d4 ao aluno
a possibilidade de fazer construgBes no ecrd de um compu-
tador, tendo em conta as propriedades das figuras geométri-
cas, e de manipular essas construcdes, mantendo as referidas
propriedades.

Estes ambientes informadticos permitem um maior leque
de accdes e o trabalho com objectos mais complexos relati-
vamente 2 utilizacio das ferramentas cldssicas (papel, l4pis,
régua e compasso) e, fundamentalmente, permitem que os
alunos contactem com um grande ntimero de situagdes em
tempo real e se apercebam do dominio de validade das pro-
priedades estudadas. Trabalhar com estes ambientes ajuda
os alunos a dar sentido ao processo da justificacio. A sua
aprendizagem decorre por etapas e a formulagio de conjec-
turas e a sua validacio com a anélise de exemplos e contra-
exemplos, € facilitada pelo vai e vem continuo facultado pe-
las ferramentas.

Os ambientes de geometria dindmica permitem a reali-
zagfo de actividades centradas na resolugio de problemas
e que solicitam dos alunos um certo ndmero de competén-
cias que eles jd possuem ou que poderio desenvolver com
a sua utilizacio. Também possibilita a reflexdo no seu pré-

prio processo de pensamento quando resolvem tarefas nes-
tes ambientes.

Aplicaco

Tomando em linha de conta o que foi referido, desenvol-
vi um estudo com criancas do 4° ano de escolaridade, to-
das com 9 anos, em que foram utilizadas diversas tarefas,
construidas ou adaptadas, que necessitavam da aplicacio de
uma ambiente de geometria dindmica (AGD): o Geometer's
Scketchpad (GSP).

As rarefas focavam aspectos como a «descoberta» de re-
lagdes e propriedades das figuras peométricas e das isome-
trias, nomeadamente das reflexdes.

Os alunos foram iniciados na utilizagio de algumas fer-
ramentas bdsicas da aplicacio. Foram-lhes apresentadas al-
gumas tarefas preparatérias com o fim de observar as suas
reacgdes tanto a aplicagdo informdtica, como ao tipo de
questdes que lhes iriam ser colocadas. A implementaciio das
tarefas propostas decorreu em dois dias da semana durante
dois meses.

Para cada tarefa e para cada grupo foi feita a gravacio
dudio das discussdes e das conclusdes obtidas no final de
cada tarefa realizada. Para além disto, os alunos tinham 2
sua disposi¢io um caderno de notas onde escreviam as suas
concluses relativamente aos procedimentos a efectuar pe-
rante a tarefa a resolver e as suas conclusdes.

Algumas Tarefas
Apresentam-se em seguidas algumas das vadrias tarefas
utilizadas.

1. Triangulo(s]

Com esta tarefa pretendia-se que os alunos construfssem e
manipulassem um trifingulo, a partir de um dos lados, depois
de um vértice, ampliando-o, reduzindo-o e fazendo-o rodar,
e tentassem responder se o «produto final» das suas mani-
pulagBes, era ainda um trifingulo e se seria, ou nfio o mes-
mo tridngulo.

Houve respostas curiosas. Para alguns alunos, o facto de
se dizer «o mesmo tridngulo» implicava uma de duas coi-
sas: Para uns, «o mesmo» parecia querer dizer unicidade, ou
seja, se lhes fossem apresentados dois tridngulos geometri-
camente iguais e na mesma posicio, eles diziam que eram
tridngulos diferentes na medida em que ndo eram o mesmo
(haveria dois desenhos de tridingulos), mas tinham a mesma
forma, eram iguais. Quando deformavam um dos tridngu-
los consideravam que se tratava de tridngulos diferentes do
original. Qutros alunos, na mesma situacio, diziam que era
o mesmo trifingulo a mudar de forma, quando ampliavam,
rodavam e deformavam o trifingulo inicial. Esta observacio
dos alunos revela a sua no preocupacio com a dimensio.

Também foi interessante observar que para alguns alu-
nos, o facto de marcarem trés pontos quase alinhados e de-
pois tragarem os lados do trigingulo, nio lhes colocava qual-
quer problema de identificacgio da figura como se o segmento
de recta visivel fosse um trifingulo perpendicular ao campo
visual do observador.
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B
A

Medidas dos lados Medidas dos angulos
AB=330cm ° msZABC =90,00°
BC =330cm ms BCD = 90,00°
CD=330cm m/lCDA = 90,00°
DA=330cm msDAB = 90,00°
Finll'ﬂ 1

¢. Quadrado e suas propriedades

Comecei por pedir aos alunos que dissessem o que era para
eles um quadrado. Sem excepgio, todos disseram que era
uma figura que tinha os lados todos iguais.

Depois pedi que manipulassem um quadrado dindmico e
que fossem observando as alteragdes que iam ocorrendo (fi-
gura 1).

S6 apés manipularem e verificarem que a amplitude dos
angulos se mantinha ¢é que alguns alunos disseram que o
quadrado tinha todos os dngulos iguais e rectos.

3. Comparacao Quadrado-Losango

Nesta tarefa, comecei por perguntar aos alunos qual destas
duas figuras era um quadrado. Identificaram imediatamente
a figura ABCD e tiveram dividas sobre a HEFG, parecendo-
lhes que também seria um quadrado (figura 2).

Apds manipularem as figuras, imediatamente referiram,
correctamente, que s6 uma € que era quadrado, pois a outra
deixava de ter os 4ngulos rectos. Instados a referir o nome
da figura «deformdvel», todos disseram que era um losango.
Pedi-lhes seguidamente que dissessem quando é que um lo-
sango poderia ser um quadrado. Depois de manipularem e
observarem as alteragtes ocorridas responderam que isso s6
acontecia quando os 4ngulos fossem rectos. Perguntei, em
seguida, se era possivel transformar o quadrado num losango
e a resposta foi de que tal era impossivel, porque o quadrado
tinha sempre os dngulos rectos e no losango isso nem sem-
pre acontecia.

Esta sucessdo de respostas € esclarecedora da evolucio
que se operou no conceito de quadrado que estes alunos ti-
nham. Primeiro, os 4ngulos serem ou ndo rectos, parecia fa-
zer pouca diferenca, uma vez que, para os alunos, dizer que
o quadrado tinha os lados iguais parecia bastar. Apés terem
manipulado e tentado deformar as figuras a questio da igual-
dade dos éngulos do quadrado passou a ser uma proprieda-
de importante, uma vez que a referiram como fundamental
para distinguir o quadrado e o losango.

B
o) H F
A
D
G
Medidas dos angulos Medidas dos angulos
ms ABC = 90° mLFHG = 144°
ms BCD = 90° miHGF = 36°
msDAB = 90° miGFE = 144°
msCDA = 90° m/iFEH = 36°
Medidas dos lados Medidas dos lados
mAD =3 cm mHE =4cm
mBC =3cm mHG =4 cm
mCD =3cm mGF =4cm
mAB =3cm mEF =4cm
Figura 2

4. RooBooGoo

Nesta tarefa, os alunos deveriam arrastar os pontos que lhes
apareciam no ecrd e tentar descrever, as figuras feitas com os
rastos dos dois pontos. O que estava em causa eram algumas
transformag@es geométricas, tais como meias-voltas e refle-
xoes, sendo quie os eixos das diferentes reflexdes ndo eram
visiveis (figura 3).

Numa primeira fase, os alunos pareceram nfo se aperce-
ber de que esta tarefa ndo era um jogo e foram muito parcos
em justificagdes s perguntas: «Onde é que o Roo consegue
apanhar o Gool», «Faz o Roo desenhar uma linha horizon-
tal. O que acontece ao Goo?»; «Faz o Roo desenhar uma cir-
cunferéncia. O que acontece ao Gool»

Apbs terem «gasto» algum tempo a responder as diver-
sas perguntas, a maior parte dos alunos comegou a fornecer
mais detalhes quanto & sua percepcio do comportamento
dos pontos. Para eles os pontos j4 nio sé «faziam o mes-
mo», como passaram a descrever os ngulos «ao contrario».
Quando solicitados a desenhar com um dos pontos uma fi-
gura que o outro ponto copiasse do mesmo modo, um grupo
escolheu o quadrado (porque tinha tudo igual) e outro esco-
lheu a circunferéncia (porque néo tinha angulos).
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Arrasta o Roo a tua vontade. O que é que acontece ao Goo?

]

L Rob

Apagar linhas Um Goo diferente

1. Onde é que o Roo consegue apanhar o Goo?
2. Faz com que o Roo desenhe uma linha horizontal.
O que & que acontece ao Goo?

3. Faz o Roo desenhar um circulo. O gque é que acontece ao Goo?
(] F

Figura 3

Na dltima questfio «Serd que o Roo e Boo conseguem fa-
zer juntos um coraciio) trés dos grupos foram bem sucedidos,
fazendo com que os pontos comegassem o seu movimento
juntos (no eixo de simetria) e um desses grupos chegou mes-
mo a justificar deste modo a sua op¢io.

Conclusoes

Ap6s a andlise dos dados recolhidos foi possivel concluir
que:
(1) Relativamente a aprendizagem da geometria:

a) Ao longo das tarefas, as concepgdes destes alunos sobre
a matemadtica e a geometria parecem ter-se alterando,
devido a utilizagio do AGD. Tal convicgio é apoiada
em dois factos: Os alunos inclufram as tarefas de geome-
tria que realizaram nos desenhos que fizeram, relativa-
mente & matemdtica, quando este pedido lhes foi feito
pela segunda vez e, segundo a professora, passaram a in-
tegrar gestos indicando movimento, quando davam jus-
tificagGes orais na sala de aula.

b) Os alunos manifestaram diversas competéncias. Iden-
tificaram conceitos, reconheceram formas geométricas
simples, descreveram e identificaram figuras geométricas
e suas propriedades, assim como construiram figuras ge-
ométricas simples. Apenas pontualmente apresentaram
argumentos com base na visualizacio e no raciocinio es-
pacial. Tal facto, apesar de ter sido esporddico, resultou
indubitavelmente da utiliza¢io do AGD. Esta presun-
¢do baseia-se em vdrias situagBes observadas e também
no que uma das alunas disse, referindo-se ao GSP, quan-
do questionada na entrevista final: «para ver se entende-
mos mais coisas».

¢) Inicialmente foram detectadas nos alunos, diversas difi-
culdades. Algumas, tais como a aquisicio incorrecta de
conceitos e a nio aplicagio de conceitos previamente
adquiridos, foram-se atenuando sensivelmente com o
decorrer das tarefas e, inclusivamente, os alunos conse-
guiram superar as dificuldades com que certos casos limi-
te os confrontaram. Isto deveu-se também 2 utilizacio

do AGD.

d) A utilizagio do AGD possibilitou também situacdes
curiosas de aprendizagem, das quais destaco a percep-
¢io a 2 ou 3 dimensdes de transformagdes de imagens a
2 dimensdes. Este tipo de percepcio visual pode vir a ser
atil para os alunos, facilitando a aprendizagem de novos
conceitos, tal como sustentam Abrantes (1999) e Perry
e Dockett (2002).

e) A utilizacio do AGD parece ter possibilitado que os alu-
NOS COMECassem a «reparar» mais Nos pormenores, nos
invariantes das figuras, apesar desta «conquista» ter sido
muito incipiente.

(II)Relativamente ao ensino da geometria, a utilizacio de um
AGD em sala de aula implica aspectos, como os que a
seguir se referem, que ndo resultaram directamente do
estudo, mas que nele estiveram sempre implicitos. As-
sim, € necessdrio que o professor consiga:

a) Criar ambientes de sala de aula propicios & experimen-
tacdo, ao questionamento, discussio e reflexdo.

b) Aprofundar os seus conhecimentos matematicos (geo-
métricos), tecnolégicos e didédcticos.

c) Investigar para recolher, adaptar e criar tarefas ricas de
contetdo.

d) Criar formas de avaliagio adequadas que permitam inte-
grar este tipo de tarefas, de modo a que a avaliaciio esteja
alinhada com o tipo de ensino praticado.

e) Discutir com os seus pares sobre o ensino e aprendiza-
gem da matemdtica, de modo a trocar experiéncias, ou-
vir opinides e reflectir sobre o seu trabalho.

Por fim, a utilizagio de um AGD coloca o professor peran-
te uma dificuldade significativa, que se prende com o modo
com devera colocar as questdes aos seus alunos. Estas terfo
de alcancar o ténue equilibrio entre o serem sugestivas e
directivas.

Consideracdes finais

Perante o exposto considero que as tarefas foram um instru-
mento muito ttil para a construgio, por parte dos alunos,
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de um pensamento matemdtico mais profundo e consisten-
te, na medida em que, tal como diz Mason (129?), nio sé o
«como», mas também «o porqué» estiveram sempre presen-
tes ao longo do processo de resolucio das tarefas. Este segun-
do «ingrediente» do pensamento matemadtico foi elevado a
uma dimensdo diferente e mais rica, pelo facto de os alunos
poderem participar na construgio e na movimentacio das
figuras, focando a sua aten¢io nas suas propriedades, realca-
das pela caracterfstica dindmica da aplicacio.

E de salientar um facto, entre virios a que tive oportuni-
dade de assistir, e que foi a resposta dada de forma natural &
questdo «porque € que temos de marcar dois pontos antes de
tracarmos uma rectal»’. Foi imediatamente perceptivel aos
alunos quando usaram o GSP que o primeiro ponto servia
para «marcar» a recta e o segundo servia para a «segurar».
Esta resposta foi dada enquanto os alunos faziam oscilar a
recta por eles préprios construida. A justificagio que deram
foi-lhes «sugerida pela construcio», porque puderam ver o
movimento da figura enquanto a manipulavam. As justifi-
cagoes dadas ndo foram fruto da construcio e da observagio
de um ou dois casos pontuais, como o seriam se os alunos
estivessem a utilizar, nas suas «investigagdes», apenas mate-
rial manipuldvel concreto ou papel e lapis. Pelo contririo e
porque o GSP, pela sua génese, permitiu analisar muitos ca-
sos, promoveu, por parte dos alunos do estudo, mais do que
qualquer outro material manipulavel, a visualizaciio e o sen-
timento de que néo bastava uma justificacio pontual caso a
caso. As justificagdes tornavam-se necessdrias para englo-
bar todos os casos que eram percepcionados, & medida que
a figura mudava continuamente. E o que Perry e Dockett
(2002) chamam pensamento espacial. Os alunos eram mo-
tivados a fazer, & sua maneira, generalizacdes, que sdo impor-
tantes para o ensino-aprendizagem da matemdtica.

Em conclusfo, considero que um AGD, como o GSP, é
uma aplicagio 1til, interessante e «provocadora das apren-
dizagens». Ao proporcionar ao utilizador, com relativa fa-
cilidade, a possibilidade do movimento «continuo», pro-
voca-o a experimentar e a tentar descobrir as razdes, tanto
da construgio, como do comportamento das figuras que ele
préprio constréi e manipula, contribuindo assim para o de-
senvolvimento de uma visio diferente e mais rica da geo-
metria. A sua utilizagio com criangas de um nivel de esco-
laridade inicial, apesar de poder fazer surgir problemas de
diversa ordem, permite que estes alunos contactem, desde
cedo, com novas exigéncias tanto ac nivel do pensamen-
to légico, como ao nivel da justificacio. Assim, considero
fundamental que esta aplicagio informatica seja explorada,
pelo menos, com alunos do 4° ano de escolaridade, de modo
continuado e procurando diversificar as tarefas para que os
beneficios decorrentes desta utilizagio possam ser mais con-
sistentes, significativos e duradouros.

Nofa
' Nas tarefas introdutérias pedi a muitos dos alunos da turma que
desenhassem uma «recta» paralela & borda do quadro. Quase
todos o faziam «a olho» sem preocupacio de medir distancias e
marcar pontos. Quando o faziam nfo sabiam explicar as razdes
porque o tinham feito.
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Jose Paulo Viana

Amesadejogn -

Em cima da mesa estavam dois baralhos de 52 cartas cada um.

Cada um dos jogadores retirou para si algumas cartas, ficando as restantes no meio da mesa. Depois e simuttaneamente:

— aAna deu metade das suas cartas a Beatriz,

—  a Beatriz entregou um terco das suas ao Carlos,

— o Carlos deu um quarto das que tinha ac Diogo,
— o Diogo passou um guinto do seu monte a Ana.

Feito isto, verfficaram que todos ficaram com igual nimero de cartas. Quantas cartas sobraram no meio da mesa?

Tridngulos coloridos

O problema proposto no nimero |05 de Educacdo e Mate-
mdtica foi o seguinte:

O professor disse aos alunos para desenharem um triéngulo
equildtero ABC e para escolherem um ponto qualquer E no
seu interior, Depois pediu-lhes que unissem esse ponto com
cada um dos vértices e que, também a partir de E, tracas-
sem os segmentos perpendiculares a cada um dos lados do
tridngulo,

C

O tridngulo inicial ficou assim dividido em seis tridngulos mais
pequenos que foram depois pintados alternadamente de ver-
melho e de amarelo. A Catarina garante que a drea total dos
tridngulos vermelthos € igual & dos amarelos mas a Diana
afirma que isse vai depender da posicdo do ponto E. Quem
tem razdo?

Recebemas nove respostas: Alice Barrios (Catujal), Ana Leiria
(Covilhd), Edgar Martins (Queluz), Eduardo Veloso (Cascais),
Francisco Matos Branco (Ovar), Graca Braga da Cruz (Ovar),
Leonel Vieira (Braga), Pedrosa Santos (Caldas da Rainha) e
Rita Bastos (Lisboa).

Houve quem usasse programas da geometria dindmica
para verificar que as dreas sdo iguais, houve quem recorresse
a geometria analitica para o provar, mas as resolucdes mais in-
teressantes, puramente geométricas, sdo do Leonel e da Rita.
Eis como eles fizeram,

Pelo ponto E tracamos paralelas aos lados do trigngulo.

.

(Respostas até 30 de Setembro para zepaulo@armail pt)

N E K

O triangulo inicial fica dividido em |2 tridngulos, congruentes
dois a dois.Vejamos porqué.

Os tridngulos EJB e EKB tém a mesma drea porque EB
€ a diagonal do paralelogramo EBK e a diagonal de um
paralelogramo divide-o em duas partes congruentes,

Os tridngulos ENF e EKF tém a mesma drea porque o tri-
angulo ENK € equildtero (todos os seus dngulos medem 60°)
e a altura EF divide-o em duas partes iguais.

E assim sucessivamente.

Conclusio: quem tem razio € a Catarina,

Pirdmide mulfiplicativa

O problema proposto no niimero |06 de Educacio e Mate-
madtica foi o seguinte;

A Catarina desenhou uma pirdmide de quatro andares for-
mada por rectdngulos iguais. Em cada recténgulo da linha in-
ferior escreveu um numero inteiro até | 0. Depois, preencheu
a pirdmide com nimeros de acordo com a seguinte regra: o
ndmero de cada rectdngulo € igual ao produto dos nimeros
que estdo nos dois rectdngulo em que ele se apoia.

| 1355T224| |
| | | |

L A | B | ¢ | b ]
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No topo da pirdmide apareceu o numero 3 556 224.
Que ndmeros pés a Catarina na linha inferior?

Recebemos catorze respostas: Afonso Garcia (Torres No-
vas), Alberto Canelas (Queluz), Alice Bérrios (Catujal), Alice
Martins (Torres Novas), Carlos Lopes (Abrantes), Carmin-

Podemos jd concluir que B (ou C) tem de ser 7. Seja B=7.
Como 3 aparece quatro vezes, terd de estar uma vez
como factor de A e outra de C.
Nao esquecendo que os nimeros iniciais sio inferiores a
dez, o 2, que aparece sete vezes, estard uma vez como factor
de C, outra em A e elevado ao cubo em D.

da Marques (Fafe), Catarina Ferreira (Lamego), Edgar Martins
(Queluz), Francisco Matos Branco (Ovar), Graca Braga da
Cruz (Ovar), Jodo S&, Leonel Vieira (Braga), Pedrosa Santos
(Caldas da Rainha) e Rafael Félix (Bombarral).

As estratégias seguidas foram muito parecidas.

Sejam A, B, C e D os ndmeros da linha inferion

Na linha acima estao os nimeros AB, BC e'CD.

Na linha seguinte teremos AB*C e BCD,

Portanto, o nimero superior serd AB*CD,

res primos, temos:

3556224 = 27 x 31 x 73 = AB*CD.

Conclusdo, A=6,B=7C=6D =8,

3556224 ]

| 1764 | 2016 |
| 4@ | 4 T 48 ]

8 | 7" & | ® ]

Note-se que A e D podem trocar entre si, bem como B e
Decompondo o nimero no topo da pirdmide em facto-  C.

Nimero Tematico da Educacao e Matematica de 2010

Na revista Educagdo e Matemdtica n°® 107 publicimos uma pe-
quena nota anunciando as Conexfes Matemdticas como tema
para o ndmero temdtico da revista, este ano. Frisdimos nessa al-
tura que, quer nos documentos dedicados ao ensino da Matem4-
tica, quer nos programas curriculares, se fazem varias referéncias
e recomendagbes para o trabalho em sala de aula contemplado
o estabelecimento de conexdes matemadticas nas suas diferentes
dimensdes. Destacamos agora, com excertos, algumas dessas refe-
réncias nos programas do ensino bésico e do ensino secundério.

No programa de Matemdtica A (M.E., 2001), na definicio
de Objectivos e Competéncias gerais pode ler-se: «A Matemi-
tica nas suas conexdes com todos os ramos de saber é uma con-
tribuigio decisiva na criacio de condicdes para a consciéncia
da necessidade da educacio e da formagio ao longo da vida,
com vista a enfrentar mudancas profissionais e as incontorna-
veis adaptagbes s inovagBes cientificas e tecnolégicas.» Esta
ideia é depois espelhada nas indicaces metodolégicas «Parte-
se, quando possivel, de problemas e situagBes experimentais para
que, com o apoio na intui¢io, o estudante aceda gradualmente a
formalizacio dos conceitos. Séo identificadas situagdes para es-
tabelecer conexdes entre os diversos temas de forma a propor-
cionar uma oportunidade de relacionar os vérios conceitos, pro-
movendo uma visdo integrada da Matemadtica.» No programa,
¢ também dado um destaque especial as Aplicacdes e Modela-
¢io Matemdtica, considerada como capacidade transversal a de-
senvolver nos alunos. Referéncias idénticas sdo encontradas nos
programas de Matemdtica B, Matemdtica Aplicada as Ciéncias
Sociais do ensino regular e recorrente.

Também no Novo Programa de Matemdtica do Ensino Bdsi-
co (M.E., 2008), é definido como um objectivo geral: «Os alu-
nos devem ser capazes de estabelecer conexdes entre diferentes
conceitos e relaghes matemdticas e também entre estes e situa-
¢Oes ndo matemdticas. Isto €, devem ser capazes de: identificar
e usar conexdes entre ideias matemadticas; compreender como as
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ideias matemdticas se inter-relacionam, constituindo um todo;
reconhecer e aplicar ideias matemdticas em contextos nio ma-
temdticos, construindo modelos matematicos simples. Os alunos
devem reconhecer a Matemdtica como um todo integrado, esta-
belecendo conexdes entre aquilo que j4 aprenderam e aquilo que
estdo a aprender em cada momento, mas também ser capazes de
a usar em contextos nao matemdticos. O estabelecimento de co-
nexdes € essencial para uma aprendizagem da Matemdtica com
compreensédo e para o desenvolvimento da capacidade de a utili-
zar e apreciar.»

Estas ideias sdo reforcadas nas orientacSes metodoldgicas:
«Para além destas capacidades [Resolucio de problemas, racio-
cinio matemdtico e Comunicacio matematical, sobre as quais
directa ou indirectamente se tém debrucado numerosas experi-
éncias curriculares em Portugal, este programa valoriza também
outras capacidades como as de representacio e de estabeleci-
mento de conexdes dentro e fora da Matemdtica, contempladas
quer no trabalho com as capacidades transversais apresentadas
neste ponto, quer no trabalho com os diversos temas matemati-
cos. A exploraciio de conexdes entre ideias matemdticas, e entre
ideias matemdticas e ideias referentes a outros campos do conhe-
cimento ou a situagbes proximas do dia-a-dia do aluno, consti-
tui também uma orientagiio metodolégica importante. Os alu-
nos tém de compreender como os conhecimentos mateméticos
se relacionam entre si, ser capazes de usar a linguagem numérica
e algébrica na resolucio de problemas geométricos, nos mais di-
VErsos Contextos.»

Estas e outras referéncias s Conexdes Matemdticas nos do-
cumentos que orientam o trabalho dos professores em sala de
aula tém com toda a certeza incentivado e inspirado experién-
cias de ensino e aprendizagem que tém na sua esséncia o esta-
belecimento de conexdes matemdticas. Vimos assim reforcar o
convite aos nossos leitores para que partilhem reflexdes, ideias
ou experiéncias sobre este tema.
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fnfonio Ribeiro

Uma das vertentes a desenvolver nas Sessdes Conjuntas do
Programa de Formag¢iio em Matemdtica para professores do
1° e do 2° Ciclos do Ensino Bésico ¢, em paralelo com ou-
tras, a vertente do conhecimento matemdtico. Trata-se de
uma vertente de formacio importante no contexto deste
programa mas que, muitas vezes, ou por falta de oportunida-
de ou porque tal se considera injustificado — o que serd mais
frequente em formagtes destinadas a professores do 2° Ciclo
do EB — é um pouco mais esquecida. Neste texto procura-
-se descrever um episédio em que essa vertente foi explora-
da fazendo-se referéncia ao respectivo contexto, aparente-
mente, ndo muito favordvel.

Era hdbito, nas Sessdes Conjuntas do Programa de For-
magio jd referido, prepararem-se tarefas para propor aos
alunos. Estas propostas partiam, sobretudo, da parte do for-
mador mas os formandos eram encorajados a fazer as suas
préprias propostas. Numa dessa sessdes, logo no inicio, duas
das professoras, da mesma escola, e que frequentavam o Pro-
grama apresentaram uma proposta de tarefa destinada a alu-
nos do 6° ano de escolaridade de uma escola do distrito de
Viseu (figura 1).

A ideia subjacente era propor aos alunos que descobris-
sem qual dos «caminhos (o castanho ou o preto) era o mais
longo». Dados os conteddos que aqueles alunos, naquela al-
tura do ano, estavam a estudar, entendeu-se que seria um
bom desafio. Antes de mais porque vinha de encontro aos
objectivos do programa e, depois disso, também porque se
entendeu que a proposta, se feita em determinadas condi-
¢bes, poderia contribuir para o desenvolvimento de atitudes
e de processos matemdticos de elevado nivel. Assim, apro-
veitou-se a proposta feita e procurou-se elaborar um roteiro
onde se identificassem e referissem os temas e os contetidos

que poderiam ser abordados com aquela tarefa, os processos
matemdticos e as atitudes subjacentes a sua resolucio bem
como, o modo como deveria ser apresentada aos alunos,
qual o papel que o professor deveria desempenhar durante a
actividade dos alunos e, finalmente, como deveria ser feita
a apresentacio e a discussdo de resultados no final da aula.
Pretendia-se, com isso, promover a reflexdo dos professores
em torno daquela tarefa e ndo pareceu oportuno (nem ne-
cessdrio) aprofundar o conhecimento matemdtico sobre os
contetidos mateméticos envolvidos.

A proposta, trabalhada em grupos de 4 ou 5 alunos, re-
sultou num excelente ambiente de trabalho. Com efeito,
tanto as professora envolvidas como o formador considera-
ram que, entre outras, se criaram excelentes oportunidades
para que os alunos i) pensassem; ii) experimentassem es-
tratégias de resolucdo diversificadas; iii) verificassem o po-
der da argumentaciio e iv) interagissem entre si e com os
professores presentes. Enquanto que alguns alunos tenta-
ram (aparentemente sem SUCESSO) TeCOTTer a0 COMpAsso, Ou-
tros utilizaram fios de linha para contornar «os percursos»
e posteriormente comparar, outros contaram o nimero de
quadriculas que cada percurso atravessava, outros tentaram
verificar quantas «circunferéncias completas» se poderiam
construir com todos aqueles arcos de circunferéncia e ou-
tros, ainda, ensaiaram alguns cdlculos no sentido de deter-
minar a medida exacta do comprimento de cada percurso.

Na apresenta¢fio e discussdo de resultados ficou claro
que todos os alunos tinham chegado & mesma conclusio
mas foram identificadas e analisadas algumas das dificulda-
des sentidas pelos alunos bem como todas as estratégias se-
guidas para chegar as conclusdes.
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Figura 1. Descobrir o caminho mais longo.

Na Sessdo Conjunta que se seguiu a esta aula e, j4 num
contexto de andlise e de reflexfio sobre o que se tinha pas-
sado, alguém referiu que a estratégia seguida por alguns alu-
nos, designadamente, contar as quadriculas atravessadas por
cada um dos percursos nfio tinha sentido uma vez que, na
opinifio desses professores, em causa ndo estavam medidas
de superficie mas sim medidas de comprimento. Levantou-
-se, entdo, a seguinte questdo: «Nio tem mesmol».

Sabia-se que os alunos ndo seriam capazes de responder
a esta questdo mas 0 nosso objectivo foi o de promover algu-
ma discussdo e reflexdo sobre o conhecimento matemadrico e
rever alguns conceitos de trigonometria.

Nessa sessdo foi defendido que o comprimento de arco
de circunferéncia em cada quadricula nfdo era sempre igual,
razdo pela qual nfo se poderia utilizar uma estratégia basea-
da na contagem dos quadrados atravessados. Para o demons-
trar (figura 2), uma das professoras presentes apresentou o
seguinte raciocinio:

1. Se tragarmos o segmento [OC], o tridngulo [OBC] é rec-

tAngulo em B.

2. A medida do cateto [OB] é o dobro da medida do outro
cateto [CB].

3. Resulta daf que a amplitude do 4ngulo formadoem C'é o
dobro da amplitude do dngulo formado em O. Ou seja, a
amplitude do dngulo formado em O é igual a 30° e a do
angulo formado em C'é igual a 60°.

4. O'arco de circunferéncia contido no trifingulo [OBC]
deveria medir 30° porque corresponde ao 4ngulo ao cen-

tro BOC.

5. Uma vez que o arco de circunferéncia contido na qua-
dricula [ABCD)] é maior do que o arco de circunferéncia
contido no tridngulo [COB], a amplitude do arco conti-
do fia quadricula [ABCD] é superior a 30°.

Esta conclusdo foi aceite por todos e a justificagio pareceu,
na altura, razodvel. Afirmdmos que havia um lapso naque-

Figura 2

le raciocinio. Porque a hora j4 estava adiantada e, também,
porque estes professores tinham tido formagio em Cabri no
dmbito do programa que frequentava, resolvemos pedir-lhes
para pensarem, posteriormente, na questio porque seria re-
tomada mais tarde.

Na semana seguinte retomou-se a questdo que haviamos
colocado. Com efeito todos os professores tinham ji con-
cluido, com recurso 2 aplicagio, que a amplitude o dngulo
formado em O ndo era 30° e que a amplitude do Angulo for-
mado em B também ndo era 60°. Se tinha sido facil medir
as amplitudes dos dngulos, 0 mesmo nio teria acontecido
com a medi¢cio dos comprimentos dos arcos. Assim, para
alguns, persistia a divida quanto ao comprimento dos ar-
cos que atravessavam os quadrados e, para outros, comega-
va a ser evidente que, evitado o erro de raciocinio que tinha
sido cometido, talvez a conclusdo pudesse ter sido diferente
da inicial. Foi-lhes dito, ali mesmo, como medir arcos com
recurso ao Cabri. Fez-se uma construgo e fizeram-se as res-
pectivas medigdes. De facto os comprimentos dos arcos de
circunferéncia eram todos iguais! Restava-nos, agora, verifi-
car onde € que se havia cometido o erro e ndo foi dificil per-
ceber que, afinal, a amplitude do 4ngulo formado em C nio
era o dobro da amplitude do angulo formado em O! (Era fal-
sa a conclusdo tirada em 3).

Esta situagfio prestou-se a uma revisdo das principais
funcbes trigonométricas e, ainda, para concluir que afinal,
com um processo geométrico simples se pode dividir uma
circunferéncia em 12 partes iguais.

Tratou-se, tal como se referiu no inicio, de uma situa-
¢do que conduziu os formandos a revisdo de um conjunto
de contetidos cientificos conhecidos mas que, entretanto,
tinham sido esquecidos e que foi induzida por uma tarefa
aparentemente simples envolta numa questio também ela
muito simples.

Antdnio Ribeiro
ESE/IP de Visew
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0 propdsito, sentido e utilidade das farefas

com tecnologia no trabalho algébrico

Muitas vezes sentimos que os alunos tém dificuldades quan-
do ddo os seus primeiros passos na Algebra, nomeadamen-
te na apropriacdo do conceito de varidvel e na falta de senti-
do que atribuem a representagdo simbdlica algébrica, quando
trabalham com expressdes com varidveis e equacdes. Parece
existir um fosso entre o trabalho que realizaram ao nivel da
Aritmética e as novas exigéncias na introducio a Algebra e
procurar razdes que facilitem a transicdo entre esses dois do-
minios, tem sido objecto da atengdo de vérios investigadores
e preocupacdo central de vérios projectos.

Um artigo de Janet Ainley, Liz Bills e Kirsty Wilson de
2005/, sobre o projecto Purposeful Algebraic Activity, destaca
o papel que tém o sentido e a utilidade em tarefas desenha-
das para utilizar a folha de cdlculo, de modo a fazer sentir a
necessidade da representagdo simbdlica algébrica pelos alu-
nos. O que procuro fazer, em seguida, € descrever e destacar
as ideias principais, que emergem a partir de uma das tare-
fas desenvolvida com alunos de || a |2 anos na iniciacio a
Algebra. s

Uma tarefa que surge frequentemente, no Reino Unido,

COMO recurso para o ensino da Algebra nos primeiros anos
do ensino secunddrio, € a que se apresenta na figura |.
Este exemplo, incluido na seccio Equacdes, férmulas e identi-
dades, do livro que serve de apoio ao curriculo das escolas se-
cunddrias, € dirigido ao |® ano (idades compreendidas entre os
I'l & 12 anos). A tarefa parece bastante limitada porque, em-
bora o texto se refira a ndmeros, ndo existe qualquer ndmero
no exemplo dado, mas um contexto puramente algébrico e
nio ¢ feita qualquer ponte com exemplos de jogos numéri-
cos semelhantes jd explorados anteriormente na brochura. A
pergunta que os autores colocam € a de saber qual o bene-
ficio de escrever a expressdo final <tdo simples quanto possi-
veb,m + 2n + p e no que esta se distinguede m +n+n +p,
num contexto que nao é significativo para os alunos.

No dmbito do projecto Purposeful Algebraic Activity, em-
bora se critique esta limitacdo da tarefa, reconhece-se que a
estrutura da pirdmide tem potencialidades para desenvolver
a actividade algébrica, pelo que se propde conceber uma ta-
refa semelhante, com base num jogo designado por Jogo das
Feiras (FairGround), usando a folha de cdlculo, sugerindo que
«o arranjo espacial das células fornece uma metéfora visual
para a estrutura aditiva repetitiva do problema matemdtico»

The number in each cellis —°_I
the result of adding the L_ ek
numbers in the two cells nen W avp

beneath it. |

Wiite an expression for the number in the top cell,
Wiite your expression as simply as possible.

Figura 1

(p. 19). E se a piramide € usada para actividades numéricas,
quando se pretende elaborar tarefas com um propdsito e
sentido, entdo um conjunto de questdes a colocar inicialmen-
te deve passar por ver as implicagdes de mudar nimeros da
base, nas linhas acima e no total.

O jogo tem jogadores (os alunos) e um vendedor, que
anima a <barraca da feira. A tarefa é fornecida aos alunos
numa folha de trabalho, e tem por objectivo, a partir de quais-
quer cinco ndmeros, colocados numa ordem qualquer, na co-
luna & esquerda, conseguir obter, na célula mais a direita, o
maior total possivel ou um valor que seja superior a um outro,
fixado pelo vendedor (ver figura 2). Ganha quem consegue
ultrapassar o valor fixado ou quem atinge o médximo.

A tarefa tem vdrias fases e comeca pela construcio, pe-
los alunos, do modelo na folha de cdlculo e sua exploracio,
trocando as posicdes dos nimeros na | coluna, de modo a
obterem o mdximo na dltima. Apds um jogador ter ganho, o
vendedor indica outro conjunto de ndmeros, mas os alunos
sdo agora desafiados a encontrar um método para obter o
mdximo para qualquer conjunto de ndmeros. O desafio final
€ encontrar uma forma do vendedor calcular o total madximo,
a partir de qualquer conjunto de nimeros dados, ou seja, os
alunos poderem tomar o papel do vendedor.

Uma vez que a folha de cdlculo torna as férmulas invisi-
veis para os alunos, as primeiras experiéncias destes sio com
numeros, © que passa por trocar as posi¢es dos nimeros ini-
ciais e observar os efeitos nas outras células, facto que reforca
a nogdo de referéncia de célula numa férmula, como uma va-
ridvel, ou seja, podendo representar qualquer nimero que I3
se pode colocar. Face a estratégias de alunos que se centram
apenas na procura do valor mdximo, em tentativas sucessivas,
as intervencdes do professor levam-nos a pensar em como o

There is a game at the school fair. Players are
given five numbers to enter into column A in
any order they wish. The stallholder sets a
target number. If the number that appears on
the right (column E) is the same as or higher
than the target number then the player wins|

o T B e i T S |
1] 4

2| 2 3

3] 1 3 E]

4] 3 4 7 16

5 | ] 3] 12 19 35|
Figura 2
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obter, procurando que eles se centrem na observacio da es-
trutura aritmética da folha de célculo, subjacente d matriz de
ndmeros considerada. i

As férmulas da folha de cdlculo tornam a estrutura itera-
tiva de coluna para coluna muito clara, mas nio estdo visiveis
para os alunos quando eles trabalham (figura 3).

A fase final € fazer sentir a necessidade de introduzir a
notagdo simbdlica algébrica com o propdsito de fornecer ao
vendedor um método expedito para calcular rapidamente o
total, dade qualquer novo conjunte de cinco ndmeros, tarefa
que este tem de desempenhar, logo que um jogador ganha,
para o jogo prosseguir, € sem que possa usar a folha de célcu-
lo para experimentas e validar valores. Uma vez que o efeito
acumulado da estrutura aritmética numa Unica férmula € in-
visivel, porque os cdlculos intermédios nas sucessivas colunas
vdo sendo realizados recursivamente a partir da coluna ante-
rior, o professor sugere que o trabalho seja realizado com [4-
pis e papel.

Um exemplo curioso, € o de um aluno que trabalha com
exemplos numeéricos genéricos. A partir dos ndmeros 3, 5, 4,
6, 10, colocados na |* coluna, por esta ordem, ele regista em
papel nacélulafina,l 3+5+5+4+5+4+4+6+5+4+
+4+6+4+6+ 6+ |0.Ainda sem sentir a necessidade de
agrupar termos e simplificar a expressao, o aluno manifesta
agrado por ter mostrade que o ndmero 4, que estd na posi-
¢do central, € o mais usado, enquanto os nimeros dos extre-
mos (o 10 e o 3) sdo os menos usados.

L1 A R - M TR R il |
__i 1

2 i4 =A1+42

3 |2 =AZ+A3  |=B2+B3

4 i3 =A3+A4  |=B3+B4  [=C3+C4

515 =AA+AS  [=B4+B5 [=Ca+C5  [=D4a+D5 |
Figura 3
Mais um Scrafch Day

illl : . -‘.-- % y - : j

No dia 22 de Maio de 2010 realizaram-se por todo o mundo
eventos de celebracdo dos trés anos de disponibilizagio na
Internet do ambiente gréfico de programacio Scratch, com
aplicacdo em contextos educativos e também de lazer, desen-
volvido pelo Massachusetts Institute of Technology — MIT.

O Scratch Day € um acontecimento mundial, onde pes-
soas de todas as idades se encontram para conhecer outros
Scratchers, partilhar projectos e experiéncias e aprender mais
sobre o Scratch.

Embora este e alguns outros alunos tenham preferido
usar éxemplos numéricos para ilustrar o método geral, uma
das alunas, desafiada a encontrar a estratégia para seis nime-
ros, optou por trabalhar algebricamente, iniciando com a, b, ¢,
d,e,fe colocando na célula final 10c + 10d + a + 5e + 5b +f
escrevendo o comentdrio: «c e d aparecem mais frequente-
mente, pelo que € onde os maiores niimeros devem ser co-
locados» (p.23). Segundo os autores, foi este desafio com seis
ndmeros que permitiu ajudar os alunos a apreciar a utilidade
da representacdo simbdlica algébrica.

Este artigo comeca por colocar em evidéncia o papel do
propdsito e sentido da tarefa, a par das questdes que o pro-
fessor coloca, quando ajuda a focar a atencdo e o trabalho
dos alunos em aspectos considerados importantes, tendo em
conta a estrutura do jogo, as férmulas da folha de cdlculo e a
notacdio simbdlica algébrica. Qutro aspecto importante, con-
siste em fazer evoluir os alunos das suas tentativas em encon-
trarem o mdximo do total, para uma estratégia explicativa
do seu porqué, um propdsito que vai tornando a estrutura
subjacente ao intervalo de nimeros da folha de célculo pro-
gressivamente mais visivel e simultaneamente trazendo sig-
nificado e utilidade a representacdo simbdlica algébrica, no-
meadamente aos conceitos de varidvel e de expressdo com
varidveis,

Nofa

| Ainley, ], Bills, L. & Wilson, K. (2005). Purposeful task design and
the emergence of transparency. In Chick, H. L. & Vincent, |, L
(Eds.). Proceedings of the 29th Conference of the Interational Group
for the Psychology of Mathematics Education, Vol. 2, pp. 17-24.
Melbourne: PME.

Juse Duarte

Uma das celebragGes deste dia, em Portugal, foi concre-
tizada num evento gratuito, aberto a todos: formandos do
Programa de Formagdo Continua em Matemética, para pro-
fessores do 1% e 2° Ciclos, alunos e professores da Escola
Superior de Educacde do Instituto Politécnico de Setdbal,
professores e educadores interessados, das 9 h as | 3h 30min,
nesta mesma instituicdo. Com os adultos vieram criancas. . . fi-
Ihos, netos, alunos... Entre os monitores contavam-se mais
criangas do gue adultos — alunos da Escola EB 2,3 de Azeitao
que frequentam o Clube Scratch time (5°, 6° e 7.° anos). Foi
uma manhd especial que ficard na memdria dos cerca de 90
participantes no encontro.

Para saber mais pode aceder: Pégina do evento: http: //
scratchday2010.wordpress.com/; Blogs do Clube Scratch
time: http://scratchtime.blogs.sapo.pt/ € http://waw.
clubescratchtime.blogspot.com/;Pdgina do Scratch SAPO:
http://kids.sapo.pt/scratch/

Teresa Martinho Marques,
Programa de Formacdo Confinua em Mafematica,
para professores do 1° e 2° Ciclos da ESE de Setibal
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Literacia Matematica — uma procura dE contributos para furmﬁr tidadﬁns Mais criticos e infervenientes

Esta reflexdo foi realizada para a apresentacdo do livro 20 anos de temas na FeM do qual o texto com o
mesmo nome faz parte. Foi organizada com base num conjunto de questdes que podem ajudar a pensar
sobre um dos maiores desafios que actualmente as escolas enfrentam, que é o de como preparar melhor
os alunos para a sua vida futura depois de deixar a escola.

* O que deve oferecer a escola, e neste caso a Matemdtica, aos futuros cidaddos?

* Serd que o entendimento de literacia matemdtica é Unico e universal?

*  Um matemadtico e um educador matemdtico terdo o mesmo entendimento deste conceito?

+ Como € que os professores de Matemdtica perspectivam esta preocupacio nas suas praticas?

»  Como € que a formagdo de professores integra esta discussdo nas vivéncias dos futuros professores?

O artigo em referéncia tentou responder a algumas destas questdes procurando e organizando ideias sobre
literacia matemdtica.

Literacia matemdtica e saber matemdtico bésico :: Dimensdes para a literacia matemdtica = A literacia matemdtica
e o0s estudos do PISA A literacia matemdtica dos estudantes portugueses :; Aspectos afectivos e interventivos
da literacia matemdtica : Os professores e a literacia matematica.

Esta reflexdo termina com duas ideias fortes, uma fotografia de jovens alunos do 4° ano a trabalhar em
matemdtica com o recurso a actividades interactivas e a divida sobre o que jd sabemos dos contributos
que a matemdtica pode dar para formar cidaddos mais criticos e intervenientes,

Pense nisto!

Cristina Loureiro
ESE de Lishoa

e
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APM — 2010

Modalidades de associada, precos de uuurasﬁa tle assinafuras das revfstas

A Associagio de Professores de Matemitica (APM) é uma instituicio de utilidade pdblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemdtica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhotia e renovaciio do
ensino da Matematica, promovendo actividades de dinamizagio pedagégica, formacio, investigaciio e intervenciio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matemtica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgagio e utilizagio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de assaciado e seus direifos

Fublicacdes periddicas <

Todos os associados tém direito aos cinco ntimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagao. Os @-sécios s6 poderdo aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicacdes no nosso portal, todos os ou-
tros terdo direito também a receber pelo correio as edigdes impressas. Todos os associados poderio usufruir de preco especial na
assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisigio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicdo de materiais, exposicdes ou oufros recursos _
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicagdes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituigdes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educacgio, Associagtes da Federagio Iberoamericana das Sociedades de Educacio Matemética, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associago através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou por
outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM,

Rssociados instifucionais
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das actas do ProfMar,

Preco da quola anval em 2010

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante sfvencimento 35,00€ Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-sécio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efectuar a sua inscri¢fio, ou da sua escola, como sécio da APM, faca download da ficha no endereco http: //www. apm. pt

fissinafuras das revistas para 2010

Educacio e Matemdtica
(inclui actas ProfMat) Quadrante
Portugal - 12.00€
Sécio individual :
Estrangeiro 15.00 €
Portugal 23.00€
Instituigtes : 42.00€
Estrangeiro 27,00 €
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