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Editorial
0 outro lado da Lua

Fernando Nunes

o

A Educacdio e Matemdtica, no seu niimero temdtico de 2009,
elegeu o novo programa de Matemdtica para o ensino bdsi-
co, como assunto a ser discutido, explicado e reportado. Se-
ria dificil escolher um tema melhor, mais actual e importan-
te para os professores de Matemdtica, dada a relevincia que
um texto programético apresenta, nomeadamente quando é
uma proposta nova que terd necessariamente de ser clarifi-
cada, e os desafios que decorrem dessa proposta teriio de ser
identificados, analisados e reflectidos. Foi o que aconteceu
nas paginas da revista. Os autores defenderam os seus pon-
tos de vista e justificaram algumas das opgBes que tomaram,
outros professores comentaram o programa, debrucaram-se
sobre aspectos particulares analisando a filosofia subjacente,
a coeréncia existente, as implicagGes emergentes, tanto no
realcar de aspectos essenciais, como na possivel actuagio
de quem vai ter a responsabilidade de gerir e aplicar o novo
programa. Muitas vezes as observagdes estdo colocadas na
forma de interrogaciio, e nio de afirmacfio, para assinalar
facetas e temas que devem ser considerados e aprofundados
em discussio.

A par dos artigos de indole mais teérica, o niimero temd-
tico oferece ao leitor um conjunto de informagdes sobre as
medidas institucionais existentes para auxiliar os professo-
res na empresa da passagem do programa 2 prética, a narra-
¢io comentada de episédios de sala de aula, no contexto do
novo programa, e as conclusdes de um questiondrio realiza-
do no ProfMat2009, sobre o entdo conhecimento dos pro-
fessores acerca do programa.

Temos também oportunidade de saber o que pensam
professores experimentadores sobre o programa, as poten-
cialidades e as dificuldades sentidas no decurso da sua acti-
vidade. No trabalho com o novo programa vieram juntar-se
neste ano lectivo os professores que em mais de quatrocen-
tos agrupamentos comegaram a trabalhar nele com os seus
alunos, com os seus colegas de agrupamento ou escola e,
eventualmente, com outros professores, nomeadamente for-
madores. A par desta quantidade de intervenientes direc-
tos, existe um universo amplo de questdes que necessitam

de discussdo e reflexdo. Uma leitura rdpida das piginas desta
revista temdtica permite avangar jd com algumas questdes
ligadas &s percebidas potencialidades que o programa ofere-
ce ou 3s dificuldades relativas i sua gestdo. Parece ser fulcral
a cooperacio entre os professores e, nesse sentido, a criacio
de espagos na escola que a possibilite serd essencial. O tra-
balho integrado no desenvolvimento das capacidades trans-
versais, a identificacio de conexdes, com outras disciplinas
ou dentro do préprio programa, a adequagfio do programa
ao tempo dedicado & Matematica, a sua gestdo por grupos
de anos de escolaridade, a relagio que poder4 ser estabeleci-
da com o Curriculo Nacional do Ensino Bésico, a clarifica-
¢io de conceitos, de terminologia e de propostas diferentes
do que era tradicional em programas anteriores, ou a forma
de gerir o problema relativo aos alunos que iniciam os no-
vos programas em anos diferentes do 1° ano de escolarida-
de, sdo apenas alguns dos aspectos que podem ser discuti-
dos e reflectidos, em contextos colaborativos ou em accdes
individualizadas.

As oportunidades de melhorar o ensino e aprendizagem
que o programa oferece devem ser aproveitadas e rentabi-
lizadas, enquanto as dificuldades que levanta terfio de ser
enfrentadas, de forma a serem minimizadas. Para que isso
aconteca a um nivel alargado, seria da maior importincia
que quem teve a oportunidade de trabalhar com o novo pro-
grama de Matemitica para o ensino bésico pudesse expres-
sar as suas opinides e elas fossem levadas em conta, pelos
que tém a responsabilidade de decidir as medidas institucio-
nais e organizar a sua articulacfio, no sentido da criagiio de
condigdes que facilitem uma empresa que é complexa e ndo
vai ser realizada num curto espago de tempo. De facto, uma
efectiva e harmoniosa entrada em vigor do novo programa,
nas aulas de Matemadtica do ensino bdsico em Portugal, mui-
to questionavelmente serd possivel sem a participaciio e o
empenho dos professores.

Fernando Hunes
EB 2.3 de Fitares
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Qual & o maior produto?

fina Caseiro

Certo dia ao preparar uma das minhas aulas deparei-me com
um desafio que me pareceu extremamente interessante, nao
sO para mim como para propor aos meus alunos.

O desafio designava-se «Tenta-estima-tenta» e consis-
tia em pedir que em cada alfnea da questio 1 se descobrisse
como distribuir 5 algarismos dados num esquema de multi-
plicacio _ _ _ % _ _, de modo a obter-s¢ o maior e o menor
produto. Na questdo 2 era pedido que se referisse como dis-
tribuir 5 algarismos dados de modo a obter o maior e o me-
nor quociente ¢ com 6 algarismos dados a maior e a menor
soma e a maior e a menor diferenca.

Ao longo de todo o texto vai ser necessario utilizar va-
rias vezes a expressio «maior (ou menor) nidmero represen-
tado pelo algarismo» que irei substituir por maior (ou me-
nor) algarismo.

No caso da divisdo pareceu-me evidente que para obrer
o maior quociente teria de colocar os algarismos do maior
para o menor pela seguinte ordem: 5° 4° 3° 2° : 1°, ou seja,
se pretendo obter o maior quociente possivel torna-se ne-
cessdrio ter o maior nimero possivel a dividir pelo menor
dos algarismos; no caso de pretender obter 0 menor quo-
ciente, tenho de ter 0 menor nimero possivel a dividir pelo
maior nimero que se consiga formar, tendo de se dispor os
algarismos do seguinte modo: 1° 2° 3% : 57 4°.

No que diz respeito a adigiio pareceu-me evidente que
para obter a maior soma teria de ter as maiores parcelas que
fosse possivel formar. Na situacio de cinco algarismos, para
formar duas parcelas: uma com trés algarismos e outra com
dois, o procedimento é colocar o maior algarismo na posi-

¢io de maior valor (centenas), os dois seguintes indiferente-
mente na posicio das dezenas dos dois nimeros e, finalmen-
te, os dois algarismos menores indiferentemente na posigio
das unidades. Exemplo:

5412 541 532 Hadd:
ol {502 +41 +412
5173 5743 51723 573

Deste modo se chega & conclusdio que ndo existe apenas uma
hipétese de resposta certa, mas sim varias (no exemplo apre-
sentado, quatro), Com o mesmo raciocinio se verifica que
para se ter a menor soma se tem de utilizar as menores par-
celas que se consigam formar e, do mesmo modo, serd indi-
ferente em termos de resultado trocar entre si os algarismos
em posicoes do mesmo valor em ambas as parcelas.

Na subtraccio, para obter a maior diferenca tornou-se
evidente que teria de colocar o maior niimero que conse-
guisse formar como aditivo e 0 menor nimero que se pu-
desse formar como subtractivo. Por outro lado, para obter a
menor diferenga é necessdrio formar os dois nimeros o mais
préximo possivel um do outro, ou seja, formar como aditive
o menor nimero possivel e como subtractivo o maior nime-
o possivel.

Verificando todas as situaghes apresentadas o grande de-
safio que desperta real interesse prende-se com a descober-
ta do maior e do menor produto e, como tal, a ordem pela
qual os algarismos devem ser colocados para se obter tais
resultados.
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Comecando por pensar que se tem de colocar os maiores
algarismos disponiveis nas posi¢des de maior valor, na, pri-

meira situagio em que os algarismos eram 1, 2, 3, 4 e 5, te-
ria que se colocar o 5 na dnica casa das centenas, 0 3 e 0 4
nas duas casas das dezenas (nfio se sabendo com que ordem,
isto €, se 0 3 no primeiro factor e o 4 no segundo factor ou
vice-versa) e o 1 e 0 2 nas duas casas sobrantes, isto é, nas
unidades.

Seguindo este pensamento cheguei ao produto:

531x42=22302

Nio estando confiante de que este seria realmente o maior
produto que se consegue obter continuei a tentar, deixando
de seguir a constatagdo acima referida que me tinha pareci-
do 6bvia, até que cheguei a

431x52=22412

Ao olhar novamente para os factores continuou a nfio me
parecer muito ébvio o maior algarismo nfio estar na dni-
ca posi¢do das centenas (a posigio com maior valor nesta
multiplicaciio).

Ap6s um olhar mais atento pensei que talvez nfo fosse
tdo absurdo aquilo que via, pois mais vale ter 0 431 a repe-
tir-se 52 vezes do que o 531 a repetir-se apenas 42 vezes, uma
vez que entre 0 531 e 0 431 temos uma diferenga de 100 e
entre 0 52 e 0 42 temos uma diferenga de 10, ou seja, de dez
vezes 0 outro factor.

Tal constatagiio parece levar-nos a pensar que s6 acon-
tece com algarismos consecutivos, pois se trabalhar com ou-
tros algarismos a diferenca entre os factores das duas situa-
gdes jd iria ser superior o que talvez fizesse com que jd néo
fosse vantajosa essa troca.

Experimentei, entfo, com os algarismos dados na alinea
B: 2, 4,5, 6 e 9. Depois de muito testar verifiquei que para
obter o maior produto teria de colocar os algarismos segun-
do a mesma ordem estabelecida anteriormente (na alinea A
do desafio), ou seja, cheguei a:

652x94

Depois de chegar a este produto, experimentei com outros
algarismos (mas sempre apenas com 5 algarismos) tendo
chegado 4 conclusdo que a ordem de distribuigio dos alga-
rismos se mantém constante, sendo os algarismos apresen-
tados por ordem crescente, ou seja, 0 1° 0 menor e 0 5° 0
maior:

4030 10 XSO 20

Para perceber se esta regra se mantinha constante utilizan-
do outro nimero de algarismos fui experimentando vdrias
situacdes que foram desde os dois factores com o mesmo ni-
mero de algarismos até aos dois factores com uma diferenca
de quatro algarismos. No quadro sintese seguinte, onde sis-
tematizo todas as experiéncias feitas, cada quadrado repre-

senta uma posi¢iio dos algarismos nos numerais, em dois fac-
tores dispostos segundo o algoritmo tradicional. As linhas
que unem os quadrados significam a ordenacdo do posicio-
namento dos algarismos do maior (mais & esquerda) para o
menor (mais & direita). Por exemplo, na terceira situacio
analisada estamos perante um produto de um factor com
trés algarismos por um outro de dois algarismos. O esquema
de colocacio dos algarismos do maior para o menor mostra
que o maior dos cinco algarismos em presenga deve ficar na
ordem das dezenas do segundo factor; o seguinte em valor
deve ser o algarismo das centenas do primeiro factor, seguin-
do-se as dezenas no primeiro factor, as unidades no segundo
factor e, finalmente, o de menor valor na ordem das unida-
des do primeiro factor (Quadro 1).

Por uma questio de arrumagao, o factor com maior nd-
mero de algarismos aparece sempre como o primeiro factor.

Conforme fui preenchendo o quadro reparei que no caso
de existir diferenga entre o niimero de algarismos dos facto-
res 0 maior algarismo deverd ser colocado no factor com me-
nor nimero de algarismos enquanto que o menor algarismo
deve-se colocar no factor com maior nimero de algarismos.

Observando cada um desses esquemas da esquerda para
a direita verifica-se que a colocacio dos algarismos se inicia
com um U invertido e inclinado e, posteriormente, com os
algarismos dos dois factores intercalados até sé existirem al-
garismos do primeiro factor que ficaram sem cotrespondente
no segundo factor e, por isso, se mantém todos ligados entre
si por ordem.

Ao analisar novamente os resultados obtidos verifica-
-se que quando os dois factores tém igual nimero de algaris-
mos a regra de colocagiio dos algarismos é a de que o factor
que contém o menor algarismo também contém o maior, ao
contrdrio do que acontece quando existe diferenga entre o
nimero de algarismos dos factores.

Para mim foi bastante interessante chegar a esta regu-
laridade pois nunca me tinha ocorrido que existisse sempre
uma determinada ordem para colocar os algarismos, inde-
pendentemente da sua quantidade, de modo a obter o maior
produto possivel.

Mas qual a explicagio matemdtica para esta regularida-
de se manter! Porque é que o maior algarismo tem de ficar
no factor com menor nimero de algarismos? Nio faria mais
sentido ser ao contrdrio, isto €, colocar o maior algarismo no
maior factor! Matematicamente ¢ possivel provar todas es-
tas constatagoes!?

Para tentar responder a estas questdes explorei mais por-
menorizadamente, que operagdes ocorriam em cada um dos
casos e qual a mais vantajosa para a nossa situagio-proble-
ma, ou seja, qual a que daria o maior produto.

Comecei por pensar no desafio que me tinha sido colo-
cado inicialmente, ou seja, um factor com trés algarismos e
o outro com dois. Como me é pedido o maior produto, sei
que os factores tém de comecar com os maiores algarismos,
embora ainda ndo saiba com que ordem colocé-los.

Considerando os algarismos ordenados do menor para o
maior como: a, b, ¢, d, e e, temos as seguintes possibilidades
de colocagiio dos algarismos, tendo em consideragio que o
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N° algarismos 1°

N° algarismos 2°

Diferenca entre o

Esquema de colocaciio dos algarismos (o percurso é

factor factor .| n° de algarismos do | iniciado com o algarismo maior (quadrado a rosa)
1° e do 2° factor e segue por ordem decrescente até ao algarismo
menor (quadrado cinzento))
AR
4 3 1
4 2 2
5 3 2
5 2 3
6 3 3
6 2 4
7 3 4

Quadra 1. Esquema de colocacdo dos algarismos em produtos de dois factores
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a (algarismo de menor valor absoluto) s6 podera ficar numa
posicio, enquanto que o d e o e podem ficar em duas posi-
¢Oes distintas (trocando entre st), assim como o b e o ¢t

A dba B eba
P ec X de
cdchca cechca

edebea dedbda

2 dca D eca
X eb b db
bd be ba be be ba

@ ed ec ea . dedcda

O niimero obtido que vai ficar na posigio com maior valor
relativo (o resultante do produto ed ou de (igual)) é igual
em todas as hipdteses, portanto néo € este que ird influen-
ciar no resultado final.

Observando a posicdo relativa seguinte, verifica-se que
jd existe uma diferenga:

° — be + de

e B=C—bd+ec

Como e é o maior algarismo convém té-lo sempre a multi-
plicar pelo maior algarismo possivel, por isso, hd vantagem
nas hipéteses B e C, tal como se pode verificar no esquema
acima apresentado. Vejamos alguns exemplos numéricos:

J E——=t—

Como ¢é possivel verificar estas duas situagdes diferem ape-
nas nas zonas assinaladas:

a b ¢ d e a b ¢ d e

Se repararmos, na primeira situagiio o C fica em vantagem
comparativamente com o B enquanto que na segunda situ-
agio apresentada ¢é o C que fica em desvantagem. Mas qual
serd a situacio com maior interferéncia no resultado final?
A primeira porque se estd a trabalhar numa posi¢io supe-
rior, ou seja, nas dezenas.

Neste caso, e verificando todas as hipdteses, chega-se a
conclusdo que a possibilidade mais vantajosa para se obter o
maior produto € a C, ou seja:

dea
x eb

(tal como estava referido anteriormente no quadro 1)

Mas serd que esta regularidade se mantém quando a diferen-
ca entre o niimero de algarismos de cada factor € outra? Pen-
semos num produto com um factor com quatro algarismos e
outro com dois algarismos, ou seja, onde a diferenca entre o
ntmero de algarismos dos factores ¢ de 2.

Neste caso, e seguindo 0 mesmo raciocinio, os maiores
algarismos tém de ser colocados nas posigdes com maior va-
lor de cada factor e assim continuamente.

Considerando os algarismos ordenados do menor para o
maior como: a, b, ¢, d, e e f, temos as seguintes possibilida-
des de colocagiio dos algarismos:

2x5+3x4=22 A echa B fdba

1 2 3 4 5 X {:d x ec

o — 2x4+3x5=123 de de db da cfcdchbea

fe fc fb fa efedebea

4 !_l:'_l 2x9+3x8=42 C edba D fcha
-2 3 8, 9 % fc X ed
e 2x8+3x9=43 cecdcbea df dedb da

fe fd fb fa efecebea

Pensando que b e ¢ se mantém constantes nos factores, o
que influeneia o produto é a distribuicio de d e de e, que
apenas podem ficar um a multiplicar por b e o outro por c.
Como os algarismos se encontram ordenados ¢é fécil per-
ceber que o mais rentdvel ¢ ter o e a multiplicar pelo maior
algarismo possivel, neste caso o c.
Sendo assim, as hipdteses A e D jd se encontram exclu-

Tal como no primeiro caso estudado, o nimero obtido que
vai ficar na posicio com maior valor (o resultante do produ-
to ef ou fe (igual)) é igual em todas as hipéteses, portanto
nio é este que ird influenciar no resultado final.

No que diz respeito & posicio seguinte, verifica-se que jd
existe uma diferenga:

idas. Resta-nos saber entre as hipéteses B e C qual a mais e

vantajosa.

e B=C —df+ce

eba dca
X dc X eb _ e f
ce ch bd be ba el
de db ed ec ea
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Tal como jd vimos anteriormente é vantajoso ter o maior al-
garismo (f) a multiplicar pelo maior algarismo restante pos-
sivel, neste caso entre c e d é preferivel multiplicé-lo por d
e isso s6 se verifica nas hipdteses B e C, ficando as restantes
duas ja excluidas.

fdba C edba
x ec b fc
cfed cecdcheca

ef ed fefd b fa

Como é possivel verificar estas duas situacdes diferem ape-
nas nas zonas assinaladas, mas como ja vimos anteriormente
0 que nos interessa verificar € sempre a diferencga entre as hi-
poteses que se encontrem na posigio com maior valor possi-
vel. Deste modo, serd a seguinte diferenca:

Neste caso, e verificando todas as hipéteses, chega-se i con-
clusdao que a possibilidade mais vantajosa para se obter o
maior produto é a C, ou seja, aquela que apresenta, neste
altimo caso, o b a multiplicar pelo maior dos algarismos (f)
uma vez que na hipétese B este aparece a multiplicar pelo
segundo maior algarismo (e), logo, indo dar um produto me-
nor do que o primeiro. Deste modo, a situacio mais vanta-
josaéaC:

edba

% fe

cecdchca

fe fd fb fa

(tal como estava referido anteriormente no quadro 1)

Daqui se verifica que o nimero de algarismos do maior fac-
tor ndo altera a posiciio anteriormente estudada. Resta-nos,
entio, saber se isso se altera quando os dois factores tém
igual nimero de algarismos.

Neste caso, e seguindo o mesmo raciocinio, os maiores
algarismos tém de ser colocados nas posicdes com maior va-
lor de cada factor e assim continuamente.

Considerando os algarismos ordenados do menor para o
maior como: a, b, ¢, d, e e f, temos as seguintes possibilida-
des de colocacio dos algarismos:

A eca B fca
‘ X fdb X edb
be bc ba bf be ba
de dc da df dec da
fe fc fa efecea
G eba D fda
% fch P " ech
be bd ba bf bd ba
cecd da tfedca
fe fd fa efed ea

]

Tal comé nos restantes casos estudados, o nimero obtido
que vai ficar na posicio com maior valor ¢ igual em todas
as hipéteses, portanto nfio € este que ird influenciar no re-
sultado final.

No que diz respeito & posiciio seguinte, verifica-se que ja
existe uma diferenga:
e ) —de + cf

e B=C—df+ce

Tal como ji vimos anteriormente é vantajoso ter o maior al-
garismo (f) a multiplicar pelo maior algarismo restante pos-
sivel, neste caso entre ¢ e d é preferivel multiplica-lo por d
e isso sd se verifica nas hipéteses B e C, ficando as restantes
duas ja excluidas.

fca C eba
X edb X fcb
-~ ba be bd ba

df de da cecdda

fefd fa

ef ec

Como é possivel verificar estas duas situagdes diferem ape-
nas nas zonas assinaladas, mas como jd vimos anteriormente
o que nos interessa verificar é sempre a diferen¢a entre as hi-
péteses que se encontrem na posicio com maior valor possi-
vel. Deste modo, serd a seguinte diferenca:

a b ¢ d e f
. E——

Neste caso, e verificando todas as hipéreses, chega-se & con-
clusdio que a possibilidade mais vantajosa para se obter o
maior produto é a B, ou seja, aquela que apresenta, neste
tltimo caso, o b a multiplicar pelo maior dos algarismos (f)
uma vez que na hipétese C este aparece a multiplicar pelo
segundo maior algarismo (e}, logo, indo dar um produto me-
nor do que o primeiro. Deste modo, a situacio mais vanta-
josa é a B:

fca
X edb
bf be ba

df de da

efecea

(tal como estava referido anteriormente no quadro sintese)

E assim se comprova que realmente existe uma tinica ma-
neira de colocar os algarismos de modo a obter o maior pro-
duto possivel entre dois factores, independentemente do
nimero de algarismos dos dois factores e da diferenca entre
esse nlmero. :

nné (aseiro. ESE de Lishoa
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Nofas para o Ensino da Geomelria Grupo de Trahalho de Geometria da APM

Que resposta dar d Carolina?

Edvardo Veloso

Os colegas que gerem o Pergunta Agora — um servigo de
consultério matemético online oferecido pela APM a pro-
fessores e alunos —, pediram-me para responder 2 seguin-
te pergunta da Carolina, uma aluna do terceiro ciclo (12
anos):

Porque é que o baricentro divide uma mediana em duas partes em
que uma é o dobro da outra?

Tenho sempre prazer em tentar responder a este tipo de per-
guntas, pois aprende-se sempre qualquer coisa e é estimu-
lante ver alunos (e colegas) curiosos em perceber a razdo
das coisas e nio apenas como se faz isto ou aquilo. Mas ndo é
fcil escolher a resposta adequada, pois desconhece-se em
geral um conjunto de factores importante: conhecimentos
anteriores de quem pergunta, maturidade do aluno ou alu-
na que faz a pergunta, motivacdes para fazer uma pergunta
especifica, etc.

Duas respostas

Pensei numa resposta a dar, redigi uma primeira versio
e enviei para critica aos colegas do Grupo de Trabalho de
Geometria da APM e a outros colegas que sei que gostam
destas coisas. Ea Resposta & Catarina — versdo A (ver caixa).
Como nio gostava muito desta minha primeira resposta, por
razbes que explicarei mais 2 frente, fui fazer uma pesquisa na
Web. Encontrei, ao consultar os arquivos do Ask Dr. Math,
um servico semelhante do Math Forum, que nos inspirou
— a mim, a2 Alexandra Pinheiro e ao Fernando Nunes —,
no saudoso grupo de trabalho da Internet, a criar o Pergunta
Agora, uma resposta que, por razdes que também darei a se-
guir, me pareceu melhor estruturada, e resolvi seguir essa
estrutura e redigir uma segunda versio (Resposta & Carolina
— versdo B, ver caixa). Acabei por enviar esta versdo como
resposta do Pergunta Agora, pois me parecia definitivamen-
te melhor que a primeira que tinha imaginado. Enviei tam-
bém para criticas aos mesmos colegas a quem tinha enviado
a versdo A. Da Carolina nfo tive qualquer reacgio. Algum
tempo depois, discutimos as duas respostas numa reunido do
GTG. Mais do que relatar o que discutimos — sem chegar
naturalmente a qualquer concluso definitva —, esta nota
destina-se a suscitar a reflexiio dos nossos leitores sobre esta

questdo: se um dos vossos alunos vos fizesse aquela pergunta,
qual vos parece a melhor resposta? Porqué? Que conheci-
mentos anteriores dos vossos alunos poderiam ser tteis para
facilitar essa escolha? Que lacunas tem, a este respeito, o
ensino da geometria? Como poderia ser melhorado? Parece-
nos que uma tal reflexdo pode ter utilidade para o nosso de-
senvolvimento profissional sobretudo se tiverem a paciéncia
e generosidade de enviar para a revista resultados dessa re-
flexdo, embota infelizmente isso ndo seja muito habitual nos
leitores da Educacdo e Matemdtica (que até tem uma secgio
dedicada e essas reacgdes...).

Estrutura e fundamento das duas respostas

Sabemos queI depois do disparate que se fazia antigamen-
te de obrigar os alunos a decorar, na maior parte dos casos
sem perceber, as demonstracdes de muitas proposigdes dos
Elementos de Euclides, passou-se para o extremo oposto em
que praticamente, salvo alguns pequenos argumentos isola-
dos, os alunos passam ao lado da demonstracio, que deveria
ser uma base fundamental do estudo da matemitica, em par-
ticular da geometria. Mas, precisamente, o que a Carolina
estd a perguntar é como se demonstra que «o baricentro di-
vide uma mediana em duas partes em que uma é o dobro da ou-
tra». Portanto, se queremos responder & Carolina, teremos
que incluir, obviamente, demonstragdes na resposta a dar.
Além disso, para quem acredita que o principal objectivo
do ensino da Matemdtica no ensino bdsico e secundério é a
progressiva compreensdo da natureza da matemdtica como
ciéncia, deve tudo fazer para que os alunos possam ir intuin-
do, a partir de alguma pratica — como por exemplo do que
¢ explicado nestas respostas — que para demonstrar alguma
afirmaciio temos que partir de outras que admitimos como ver-
dadeiras. Por outras palavras (que nfo sdo empregues, evi-
dentemente, no didlogo com os alunos) a verdade em mate-
mdtica é relativa. -

Como se vé pelo modo como estd formulada a pergunta
da Carolina, estamos a admitir que aceita como verdadei-
ro o facto de que existe um ponto, o baricentro, que per-
tence as medianas de um tridngulo e que o que se pretende
demonstrar é que esse ponto divide cada mediana em duas
partes, na propor¢io de um para dois.
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Resposta a Carolina: Versao A

1.0 que & uma mediana?

Mediana é o segmento que num tridngulo une um vértice com o ponto
médio do lado oposto. Assim, o segmento C'D é uma mediana do trifn-
gulo ABC (fig. 1). Como todo o tridngulo tem trés vértices, tem sempre
trés medianas (fig. 2).

2. 0 que & o baricentro?

Repara que no tridngulo ABC as trés medianas encontram-se num
mesmo ponto, a que chamei G. Isso ndo acontece por acaso. As media-
nas de qualquer triingulo encontram-se sempre num mesmo ponto. Vé
na figura 3 quatro exemplos de trifingulos diferentes e nota que as me-
dianas se cruzam sempre NO MesmMo Ponto.

Mas como ha infinitos tridngulos, quatro exemplos ndo chegam
para termos a certeza que a afirmacio «as medianas de um trifingulo en-
contram-se sempre num mesmo ponto» € verdade, ou seja é um teore-
ma da matemética. E preciso demonstrar essa afirmagio, o que estd ja
feito em muitos livros... Mas se vamos demonstrar tudo nesta resposta
s6 escrevendo um novo livro! Portanto vamos acreditar nesses livros e
aceitar que realmente ¢ sempre assim:

As medianas de wm tridngulo encontram-se sempre num mesmo ponto.

(Se quiseres saber a demonstra¢iio, escreve outra vez ao Pergunta Agora,
que eu respondo-te!)

Pois bem, chama-se baricentro de um trifingulo ao ponto de encon-
tro das suas medianas.

3. Agora, que ja sabemos o que sdo medianas de um trifingulo e o que
é o baricentro, posso tentar responder A tua pergunta, que vou repetir
aqui:

Porque é que o baricentro divide uma mediana em duas partes em que uma é o

dobro da outra?

Vamos desenhar de novo o tridingulo ABC com que comegimos, mas
agora apenas com uma das medianas (C'D) desenhada e com o ponto G
assinalado. Vamos ainda tragar os segmentos que unem os pontos mé-
dios D, E, F (fig. 4). Além disso vou assinalar alguns ngulos.

Repara que o tridngulo £FD é mais pequeno mas tem a mesma for-
ma que o tridngulo A BC' de que partimos (costumamos dizer que sdo se-
melhantes). Vou fazer algumas afirmactes que sdo verdadeiras, mas que,
pela mesma razio anterior ndo vamos demonstrar (algumas julga-se que
foram demonstradas pelo matematico grego Tales ha 2600 anos!):

e o5 lados do trifingulo ABC sdo paralelos aos lados do trifingulo
EFD (ABa EF, BCa FDe DEaCA) e tém o dobro do compri-

mento;

e psAngulos assinalados com o mesmo niimero de tracinhos sio iguais:
por exemplo, o dngulo EDF'é igual ao dngulo BCA.

Para vermos melhor a situagio, vamos imaginar que o triingulo EFD
era uma pega de pldstico e o roddvamos 180° (meia-volta) em torno do
ponto G. Obterfamos um novo tridngulo E'F'D’, igual a EFD mas
noutra posicao (fig. 5). Percebe-se ainda melhor agora que o tridngu-
lo ABC' é uma ampliacdo do tridingulo E'F'D’. Uma ampliagio para
o dobro, pois sabemos que o lado AB de ABC' tem um comprimento
igual ao dobro do lade EF de EFD. Tudo aumenta para o dobro!
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Por exemplo, o segmento G D' transforma-se em GC. e
portanto o comptimento de GC' é o dobro do comprimento
de GD' (que é igual a GD).

Mas isto responde exactamente & tua pergunta!.

Carolina (ou alguma outra pessoa que leia esta resposta),
esta tua pergunta é um pouco avangada, julgo, para o 7°
ano. Mas é muito interessante e ainda bem que a envias-
te. A resposta, como vés, é longa, pois tem que se apoiar
em conhecimentos anteriores. Por esta razio, esta resposta
deve ser lida devagar, e se ndo perceberes alguma destas ex-
plicacBes faz outra pergunta, pois teremos muito gosto em
te responder.




Resposta d Carolin: Versdo B

L]

1. Vejamos primeiro o que é a mediana de um tridngulo

Mediana é um segmento que num tridngulo une um vértice com o ponto médio do lado
oposto. Assim, o segmento AD é uma mediana do tridngulo ABC (fig. 1). Como todo o tri-
dngulo tem trés vértices, tem sempre trés medianas.

£. Consideremos o tridngulo ABC e duas das suas medianas, AD e BE (fg. 2). Seja G
o ponto de interseccio das duas medianas. Vamos ver que, sendo assim, é verdadeira a
seguinte afirmacdo:

O segmento AG tem um comprimento igual ao dobro do comprimento do segmento G D.

Para isso. construimos o ponte médio do lado A B do tridngulo, e tracamos paralelas & me-
diana BE passando pelos pontos D e F. Sejam X e Y os pontos de intersecgio dessas para-
lelas com AC (fig. 3).

¢

A A

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Sabemos que', como as rectas FY e BE sio paralelas, a razdo entre os segmentos AY e YE
(ou seja o quociente dos seus comprimentos) € igual 4 razdo entre AF e FIB. Mas sendo F é
o ponto médio de AB, AF e FB so iguais, logo AY é também igual a YE.

Da mesma forma podiamos ver que EX e XC'sio iguais, e como £ € o ponto médio de
AC, os quatro segmentos AY, YE. EX e XC sao iguais. E entdo, como AF é o dobro de
EX, também AG € o dobro de GD.

3
Utilizdmos as medianas AD e BE para chegar a este resultado, mas podfamos ter escolhido
AD e CF. Terfamos chegado ao mesmo resultado? Certamente que sim, pois suponhamos
que neste caso a interseccio de AD com BE era um ponto G’ (fig. 4). Por uma demonstra-
¢do semelhante & anterior, chegarfamos & conclusio que AG’ era o dobro de G'D. Sendo
assim, G tem que coincidir com G”.

Ou seja:

As medianas de um tridngulo encontram-se num tinico ponto.

A esse ponto costuma chamar-se baricentro. E como vimos, o baricentro divide cada uma das
meédianas em duas partes, sendo uma o dobro da outra,

Nofa

1. Nao hd a certeza, mas julga-se que demonstragdo foi feita pelo gedmetra grego Tales ha 2600 anos!
Podes ver uma demonstragao (em inglés!) no site heep:/falephQ.clarkic.eduf/~djoycefjavalelements/
baokVI{propVI12 heml '

Carolina, se tiveres algumas dividas sobre esta resposta, diz as tuas dividas ao Pergunta
Agora, pois teremos muito gosto em te responder.
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Na versdo A, portanto, parti desta admissdo e assim, de-
pois de recordar a definigio de mediana, salientei qual era o
nosso ponto de partida: que as trés medianas, ém qualquer tri-
angulo, se encontravam sempre num mesmo ponto. Insisti
que admitfamos esse facto como verdadeiro, que era um te-
orema que estava demonstrado «em muitos livros...» e que
ndo famos ali demonstrar. Na realidade, estava a pensar no
teorema de Ceva, pois a partir dele é imediato que as media-
nas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto.

Teorema de Ceva'

Seja ABC um tridngulo e K, L e M trés pontos respectiva-
mente sobre as rectas A%, BC'e CA (fig. 1). Consideremos os
segmentos orientados AK, KB, BL, LC, CM e MA. Entdo,
as rectas AL, BM e C'K encontram-se num mesmo ponto se
€ 56 se

A D 088 g (1)
KB LC MA

Ora, se s pontos K, L, e M sio os pontos médios dos lados, é
imediato que a igualdade (1) se verifica e dai que as medianas
de qualquer trifingulo se encontram num mesmo ponto.

C

M

K
B

Mas o teorema de Ceva nio tem uma demonstragiio aces-
sivel aos alunos do ensino bdsico, e o préprio enunciado é
tudo menos evidente. Foram estas constataches que me le-
varam a abandonar a ideia de dar esta resposta & Carolina e
a procurar outra via para a demonstracio.

Ainda relativamente 2 versio A, a opgio de obter a ima-
gem do trifingulo medial por uma meia-volta com centro no
baricentro deveu-se 4 minha hesitacio em utilizar homote-
tias de razdio negativa, pois desconheco se sdo correntemen-
te utilizadas no ensino, actualmente. Pareceu-me que por
meio desta meia-volta poderia depois recorrer directamente
a uma simples ampliaciio e que isso tornaria mais provivel a
compreensio da demonstracio por parte da Carolina. Mas
ndo tenho a certeza se terd sido uma boa opgio.

Quanto A versdo B, o ponto de partida utilizado é ficil de
aceitar sem demonstragio. Quando o aprendi pela primeira
vez — nos anos quarenta do século passado —, esse resul-
tado era conhecido como teorema de Tales?, e enunciado
(mais ou menos) da seguinte forma:

Os segmentos determinados em duas rectas obliquas por um fei-
xe de rectas paralelas sdo directamente proporcionais, ou seja,
se as'rectas a, b, ¢, ... sdo paralelas e intersectam as rectas r
esnospontos Ae A', Be B/, C'e (', ..., respectivamen-
te, entao tem-se

AB BC AC

A'B' T BICT T OACT T

Pareceu-me assim que este ponto de partida seria muito mais
aceitdvel que o da versdo A. No entanto, nesta versio existe
um inconveniente: ndo € assumido de principio que as me-
dianas de um tridngulo se encontram num mesmo ponto, e
assim a resposta que estd a ser dada ndo corresponde inteira-
mente 4 pergunta da Carolina, pois esta refere-se explicita-
mente ao baricentro, considerado certamente como ponto
de encontro das trés medianas. Ora, o resultado de que tal
ponto existe, na versdo B, apenas € obtido mais tarde, e ndo
quando se inicia a resposta.

Moral desta nofa

Verdadeiramente, apenas o professor ou professora da
Carolina, supostamente ciente dos conhecimentos e matu-
ridade matemadtica da Carolina, pode imaginar uma respos-
ta adequada 4 sua pergunta. Desejavelmente, o didlogo com
a Carolina deveria continuar, pois o mais provivel é que
novas ddvidas lhe tenham surgido, a partir da resposta que
foi dada.

Que pensa de tudo isto, leitor? Quer propor uma respos-
ta alternativa que poderia ter sido dada a Catarina?

Nofas

1. Os irmios Ceva, Giovanni (1647-1734) e Tommaso (1648—
1737), foram dois matemadrticos italianos. Giovanni ficou céle-
bre por este teorema, que serve de ponto de partida para a de-
monsragio de diversos teoremas da geometria elementar.

2. Nos Elementos de Euclides, trata-se da proposiciio n® 2 do livro
VI:

Se uma recta r € paralela ao lado AB de um tridngulo ¢ inter-
secta os outros dois lados AC e BC nos pontos D e E respec-
tivamente, entdo AD estd para C'D como BE estd para CE. E
reciprocamente (fig. 2).

c

Eduardo Yeloso
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i Mafemaica Recreativa e o esfabelecimento de Conexdes Maremaficas

Paulo Afonso

Infroducdo

A experiéncia tem-me feito ver que quando os alunos, de-
sisnadamente os do ensino hdsico, sdo desafiados com ac-
tividades associadas 2 matematica recreativa, evidenciam
comportamentos muito diferentes de quando sdo confron-
tados com tarefas ditas da matemadtica formal ou da mate-
madtica convencional, pois mostram-se mais entusiastas e in-
teressados pela resolucdo das tarefas.

Ainda que concorde com Balbuena e Coba (1992),
quando referem que nao € ficil definir matemadtica recreati-
va de forma consensual, tentatei clarificar o que quero dizer
quando me refiro a esta perspectiva, bem como & matemd-
tica formal. Sobre este tltimo caso, refiro-me 4 matemstica
prescrita nos curricula, que depois é implementada ao nivel
da sala de aula, muitas vezes enfatizando uma «tendéncia
para o algebrismo drido e enfadonho» (Tahan, 2003, p. 6).

Por norma, as actividades propostas segundo esta com-
ponente da matemdtica tém como principal finalidade as

aprendizagens matemdticas enunciadas nas planificages a
curto e a médio prazo, elaboradas pelos professores, e exi-
gem que na sua resolucio os alunos dominem os respectivos
contetidos matemdticos. Além disto, por se tratar de uma
matematica escolar, as tarefas propostas nao podem ser dis-
sociadas da componente da avaliagio, isto ¢, o facto de o
professor ter que avaliar aprendizagens e o facto de o aluno
saber que tem que ser avaliado sobre as matérias que traba-
lha em sala de aula, podera estar na base da existéncia desse
tal cendrio referenciado por Tahan (2003).

J4 a matematica recreativa costuma ser associada nio a
contextos formais de ensino-aprendizagem nem de avalia-
¢do, mas, sim, a contextos de lazer, ludicidade, ocupacio de
tempos livres, exercitagdo e desenvolvimento do raciocinio
l6gico, etc. Contudo, a fronteira entre estas duas perspec-
tivas ndo é muito evidente, pois muitos livros de texto ja
costumam apresentar tarefas vulgarmente associadas a esta

L
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perspectiva, servindo essencialmente como motivacio ini-
cial para os contetdos matemdticos a explorar em sala de
aula (Balbuena e Coba, 1992). ®

Comparando as tarefas associadas & componente da ma-
temdtica recreativa com as que costumam ser associadas a
matemdtica dita formal, aquelas parecem ndo exigir o do-
minio de grandes conhecimentos matematicos para se con-
seguir uma correcta resolucio, e podem ser resolvidas, nio
ao ritmo imposto pelo professor, mas, sim, ao ritmo impos-
to por cada um que as queira resolver. Por norma apelam 2
intuigio, a perspicdcia, ao pensamento criativo, a persistén-
cia, a proposi¢io de conjecturas e  utilizacio da estraté-
gia da tentativa e erra, Além disto, incutem 3 matemdtica
um cariz enigmético e mégico, atributos indispensaveis para
contagiar positivamente os resolvedores para esta ciéncia.

Em sintese, concordo com a visdo apresentada por Espi-
noza, Gonzélez e Monge (2002), quando referem que a ma-
tematica recreativa é:

«[...] todo aquel conjunto de actividades, juegos, y pasatiempos
matemdticos que regularmente se plantean mds como «curiosi-
dades» que como conocimiento matemdtico verdadero, y que,
dicho sea de paso, pocas veces se les encuentra en los libros de
texto radicionales de esta asignatura en cualquier nivel educa-
tivos (p. 2).

Relevancia das conexdes matematicas

Como referi num outro momento (Afonso, 2006), o tema
das conexdes matemiticas ¢ explicitamente assinalado pelo
documento americano Standards do Nartional Council of
Teachers of Mathematics, traduzido para lingua portugue-
sa pela APM e IIE em 1991. Para cada conjunto de ciclos
de escolaridade (K—4, 5-8 e 9-12), esta associagio de pro-
fessores encara este tema como sendo uma das mais de dez
normas bdsicas consideradas para o ensino e aprendizagem
da matemdtica. A sua justificaciio assenta no pressuposto de
que se o ensino-aprendizagem da matemdtica enfatizar a in-
ter-relagio das ideias matematicas, leva a que os alunos ndo
aprendam somente matemdtica, mas aprendam, também, a
reconhecer o seu sentido ttil (NCTM, 2000). Assim, na
matemdtica dever-se-iam estabelecer ligagBes entre os as-
pectos conceptual e processual, bem como entre os diferen-
tes tépicos programaticos a considerar, para além da ligacio
da matemdtica a outras dreas do currfculo ou a vdrios aspec-
tos da vida quotidiana dos alunos (House e Coxford, 1995;
Afonso, 2008b).

Esta associagio americana salienta que «sd um vasto
contacto com tépicos integrados poderd- proporcionar uma
melhor retencio dos conceitos e destrezas ensinados» (APM
e lIE, 1991, p. 42). Trata-se, pois, de uma visdo contrdria a
concepciio da matemdtica como sendo um mero somatério
de matérias avulsas, planeadas para serem ensinadas em mo-
mentos perfeitamente delimitados no tempo e sem ligacio
entre si.

Mais recentemente, o reajustamento do Programa de
Matematica para o ensino bésico, produzido por Ponte et al.
(2007), refere vdrias vezes o tema das conexdes matemati-

cas como sendo uma orientacio metodoldgica importante
ao servico dos docentes.

Como verdadeiros agentes do curriculo, os professores
deveriam fazer um esforgo para nfio ficarem reféns da estru-
turagio segmentada do programa veiculado pelos manuais
escolares adoptados. Aos professores caberd, pois, a funcio
de envolver os alunos na resolugiio de tarefas que impliquem
o estabelecer de relacdes entre os conceitos e os procedi-
mentos matematicos (APM e 1IE, 1994; NCTM, 2000). No
cumprimento dessa fun¢io, as actividades de recreacio ma-
temdtica poderdo ser um palco privilegiado para se motiva-
rem os alunos para a matemdtica, ajudando-os a perceber
o sentido estético desta ciéncia e levando-os a constatar o
quio dtil ela € para o seu dia-a-dia,

Assim, os exemplos seguintes pretendem evidenciar
como actividades aparentemente associadas 2 recreacio
matemdtica podem contribuir para, em contexto de sala de
aula, potenciar verdadeiras aprendizagens matematicas aos
alunos. Iniciarei um percurso a partir do nimero 111 e co-
nectid-lo-ei a outros nimeros «mdgicos», que por sua vez nos
levardo a viajar por determinados contetidos matematicos,
como seja a adi¢io de niimeros inteiros, os nimeros pares
e fmpares, os nimeros primos, os padrdes numéricos e as
capicuas.

Propriedades magicas do nimero 111

Cada soma seguinte — 111 — resulta da adicdo de seis parce-
las. O total das trinta e seis parcelas envolvidas nestas seis adi-
coes utilizam os trinta e seis nimeros naturais apends uma vez,
ndo havendo, portanto, nenhum nitmero que se repita. Distribua
esses niimeros pelos espacos correspondentes, de modo que cada
soma fique correcta (adaptado de Balbuena e Coba, 1992,
p. 30):

111 111 111 111 111 111

Perante esta tarefa, e apds alguma perseveranga, intuicio e
até mesmo devido a um eventual golpe de sorte, os resolve-
dores poderiam sugerir mdltiplas respostas, como sejam as

seguintes:
a)
1 5 9 13 17 21
25 29 33 2 6 10
14 18 22 26 30 34
36 32 28 24 20 16
12 8 4 35 31 27
23 19 15 11 o7 3

111 111 111 111 111 111
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b)

1 3 Zirg 9 11
13 15 17 19 21 23
25 27 28 31 33 35
36 34 32 30 28 26
24 27 20 18 16 14
12 10 8 6 4 2

111 111 111 111 111 111

Como podemos verificar, a resolugiio da tarefa ou quebra-
cabecas anterior ndo implica o dominio de grandes co-
nhecimentos de matemdtica. Ainda que pouco provivel,
o simples recurso A estratégia de resoluciio da tentativa e
erro pode gerar a resposta correcta. Contudo, a mesma ta-
refa pode ser resolvida através de uma estratégia matemati-
camente mais estruturada. Um raciocinio possivel é tentar
averiguar se a soma 111 é divisivel por seis (nimero de par-
celas). Como o resultado é 18,5 pode-se concluir que cada
par de parcelas terd que originar a soma 37. Logo, por cada
soma 111 somente hé que se encontrar trés pares de parce-
las cujas somas sejam 37. Assim, uma possivel resoluciio po-
deria ser a seguinte:

36 33 30 27 24 21
1 4 7 10 13 16
35 32 29 26 23 20
2 5 8 11 14 17
34 31 28 25 22 19
3 6 9 12 15 18

111 111 111 111 111 111

Esta tarefa poderia servir de motivagio para se abordar, de
uma forma simplificada, isto é, sem a duplicaciio da sequén-
cia de nimeros envolvida, o episddio de sala de aula relacio-
nado com o tema da soma de Gauss. De facto, ter seis vezes
asoma 111, isto é, ter o valor 666, é 0 mesmo que encontrar
dezoito pares de somas cujo valor é sempre trinta e sete:

1+36 | 2+35 | 3+34 | 4+33 | 5+32 | 6+31
7+30|.8+429 | 9428 |10+27|11+26|12+25
13424 (14+23|15+22|16+21|17+20|18+19

Conectando o valor 111 com deferminadas somas magicas

Por baixo do niimero 111 escrever duas parcelas formadas por
trés alsarismos, se possivel diferentes. Quais as duas novas par-
celas, contendo trés algarismos cada, a adicionar a estas trés an-
teriores para que a soma seja 21097,

Na resolugio deste desafio torna-se importante comparar
o valor da primeira parcela ~— 111 com o valor da soma
— 2109. Note-se que a diferenca entre ambos os valores é

1998, Logo, as outras quatro parcelas, quando adicionadas,
deverdio perfazer o valor 1998. Por outro lado podemos ve-
rificar que o valor 1998 também pode ser lido como sendo
dois mil menos dois. Esta constatagiio é muito importante,
pois permite que se pense a resolugio do desafio anterior da
seguinte forma: a quarta parcela deverd ser formada por trés
algarismos de modo a permitir a soma 999 quando adicio-
nada com a segunda parcela. Isto é, estas duas parcelas ori-
ginam uma soma intermédia de mil menos um (999). Por
sua vez, a quinta parcela também deverd ser formada por
trés algarismos de modo a permitir a soma 999 quando adi-
cionada com a terceira parcela. Logo, surge uma nova soma
intermédia de mil menos um. Assim, comparando a soma fi-
nal — 2109 com a primeira parcela — 111, a diferenca en-
tre ambos os valores é de 1998, ou seja dois mil menos duas
unidades. Exemplifiquemos:

111
235
iF 518
2109

Esta tarefa pode ser muito interessante em contexto de sala
de aula, pois o professor pode envolver virios alunos numa
mesma situagio. Assim, pode comecar por pedir a um aluno
para escrever no quadro um ndmero formado por trés alga-
rismos diferentes, por exemplo, 824.

De seguida, o professor pode passar por esse aluno e en-
tregar-lhe um bilhete contendo o valor 3821, sem que o alu-
no veja, para ser apenas divulgado no final da tarefa. Em
continuacio pode pedir a outro aluno que escreva por baixo
do nimero j4 escrito no quadro, um novo nimero formado
por trés algarismos, preferencialmente diferentes entre si e
diferentes dos que ja foram usados no ndmero anterior, por
exemplo, 357. De seguida pede a outros dois alunos para es-
creverem, cada um, um novo nimero formado por trés alga-
rismos, por exemplo, 615 e 273.

Finalmente serd o professor a completar a operagio de
adicdio, criando o ambiente de magia necessdrio para que
ele tenha que escrever as trés parcelas que faltam, que serdo:
642, 384 e 726. Ora, efectuando a adigio destas sete parce-
las, obtém o esperado valor 3821:

824

357

615

273

642

384

+ 716
3821
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Ap6s o professor pedir ao aluno para revelar o valor que
contém no bilhete que lhe entregou, deverd desafiar os alu-
nos na procura da justificagio matemadtica para esta magia
verificada. Espera-se que sejam capazes de ver que o valor fi-
nal é maior em trés mil menos trés unidades do que o valor
da primeira parcela.

Conectando o valor 111 aos valores 1001, 111111, 37037 e
142857

Se ao niimero 111 acrescentarmos novamente este nimero ob-
tém-se um outro, formado por seis digitos — [11111. Qual a
ordem de grandeza deste novo niimero quando comparado com o
inicial, formado pelos trés uns? Servird de ajuda se se pedir para
se multiplicar o valor inicial por sete, depois, o resultado obtido
por 11 e, por fim, o novo produto obtido por 137

Perante esta tarefa, € possivel que a maioria dos resolvedo-
res refira apenas que:

111 x7=777;777 x 11 = 8547; 8547 x 13 = 111111
ou 111 x 7 x 11 x 13 = 111111. Contudo seria deseji-
vel responderem que o 111111 é 1001 vezes maior do
que o 111. Esta relacio pode ser confirmada pela seguinte
multiplicagiio:

7x11x13=1001
Logo, 111 x 7 x 11 x 13 =111 x 1001 = 111111.

Este exemplo, para além de poder servir como motiva-
¢do para o estudo do tema dos niimeros primos (quer o sete,
COmMO O Onze ou o treze A0 NUMEros primos consecutivos),
poderia ser conectado a uma outra situagio envolvendo
uma certa magia matematica:

Escrever em seis cartdes os seis primeiros niimeros naturais, con-
forme a figura seguinte:

| 2 3 4

wn
(o]

Depois, no verso de cada cartdo deve-se dar continuidade & se-
quéncia numérica, iniciando no iiltimo cartdo agora escrito e ter-
minando no primeiro.

Fazer uma situacdo semelhante, escrevendo em seis novos
cartdes os primeiros seis niimeros pares, conforme a figura:

2 4 6 8 10 12

Depais, no verso de cada cartdo devem-se escrever os primeiros
seis niimeros fmpares, iniciando no 1iltimo cartdo agora escrito e
terminando no primeivo. Comparar os dois conjuntos de seis car-
tdes e tirar conclusdes.

Em contexto de sala de aula o professor poders colocar no
estojo de um aluno um papel escrito com o valor 1001, sem
que o-aluno o veja. Apés lancar esta tarefa i turma, dividin-
do-a ao meio, isto &, metade trabalha com os nimeros natu-
rais e a outra metade trabalha com os niimeros pares e impa-

res, o professor pode pedir para cada aluno escolher o cartio
que preferir e, apés adicionar ambos os valores desse cartio,
deve multiplicar a soma obtida pelo sete e pelo onze. Como
todos os resultados coincidirio com o valor 1001, o profes-
sor deve solicitar ao aluno que retire o papel existente no
seu estojo e leia para a turma o valor ai escrito (esta situacio
terd maior impacto junto dos alunos se o professor conseguir
colocar o valor 1001 no estojo do aluno ou em outro local
sem que ninguém se aperceba). Face a esta magia matemsti-
ca o professor deve desafiar os alunos a serem eles préprios a
descobrir a causa desta coincidéncia.

De facto, esta tarefa estd conectada com a anterior, por-
que a soma dos dois valores existentes em cada cartfio, inde-
pendentemente do conjunto a que pertencam, é sempre tre-
ze. Ora, este valor a multiplicar por sete e depois pelo onze,
origina, como se viu acima, o valor 1001. A magia matema-
tica pode voltar a ser usada no novo exemplo seguinte:

Multiplicar o miimero 37037 pelo niimero preferido, de um a
nove, que é o niimero secreto. O resultado agora obtido deve ser
mudtiplicado por trés. Qual foi o valor final? Tem alguma relacdo
com o niimero inicial secreto?

Esta tarefa revela-se muito enigmidtica, pois o resolvedor
terd vontade em saber o porqué de funcionar com qualquer
ntimero secreto, do um ao nove:

37037 x 1 = 37037
37037 x3=111111

37037 x 3 =111111
111111 x 3 = 333333

37037 x 5 = 185185
185185 x 3 = 555555

37037 x 7 =1259259
259259 x 3 = 777777

37037 x 9 = 333333
333333 x 3 = 999999

37037 x 2 =174074
74074 x 3 = 222222

37037 x 4 = 148148
148148 x 3 = 444444

37037 x 6 = 222222
222222 % 3 = 666666

37037 x 8 = 296296
296296 x 3 = 888888

Uma vez mais, a magia reside no facto de o valor 37037 ori-
ginar o 111111 apds ser multiplicado pelo valor 3. Logo,
multiplicando o 111111 pelo nimero secreto sé pode origi-
nar as sucessivas réplicas desse nimero secreto.

Este exemplo, transportado para o ambiente de sala de
aula, poderd levar o professor a questionar os alunos sobre se
haver4 outros digitos inteiros, do 2 a 9, que dividam exacta-
mente o ndmero 111111, Espera-se que identifiquem o divi-
sor sete, pois 111111 /7 = 15873.

De seguida poderia sugerir-se aos alunos para serem eles
os dinamizadores de uma situagio semelhante a anterior,
que vise adivinhar o nimero secreto do colega a partir do
valor inicial 15873. Seria interessante que os alunos solici-
tassem a multiplicacio deste valor por um determinado ni-
mero secreto, do um a nove, e depois pedissem para o pro-
duto obtido ser multiplicado pelo valor 7, com o intuito de
adivinharem o valor secreto usado pelo colega.
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De facto:

15873 x 1 = 15873
15873 x 7=111111

15873 x 2 = 31746
31746 x 7=222222

15873 x 3 = 47619
47619 x 7 =333333

15873 x 4 = 63492
63492 x T = 444444

15873 x 5 = 79365
79365 x 7=555555

15873 x 6 = 95238
95138 x T = 666666

15873 x 7 = 111111
111111 x 7=777777

15873 x 8 = 126984
126984 x 7 = 888888

15873 x 9 = 142857
142857 x 7 = 999999

Tirando partido, ainda do nimero 111111, sabe-se que mul-
tiplicado por nove origina este valor 999999. Este nime-
ro, dividido por sete origina outro ndmero mégico, que é
o seguinte: 142857. Curiosamente, ao converter-se a frac-
ciio 1/7 em nimero decimal, volta a obter-se este valor:

0,(142857).

Mudtiplicar o niimero 142857 por cada digito do um ao nove e

verificar se existe alguma regularidade matemdtica nos nove pro-
dutos obtidos.

Em contexto de sala de aula, a magia deste ndmero leva a
que os produtos obtidos merecam ser alvo de reflexio, pois
sdo todos formados pelos mesmos algarismos de onde se par-
tiu, dispostos da mesma maneira (142857), iniciando, ape-
nas, num algarismo diferente. Exceptuam-se os casos em que
se multiplica por sete, por oito e por nove. Note-se que no
caso de o niimero ser multiplicado por oito ou por nove, o
valor excedente, existente & esquerda dos seis mimeros ob-
tidos deve ser adicionado ao respectivo valor obtido, de seis
digitos, voltando a originar o nimero 142857:

142857 x 1 = 142857
142857 x 3 = 4128571
142857 x 5 = 714185
142857 x 7 = 999999
142857 x 9 = 1285713

142857 x 2 = 285714
142857 x 4 = 571428
142857 x 6 = 857142
142857 x 8 = 1142856

Como refere Barry (1995), é facil o professor saber por quan-

escrever no quadro aquele nimero de seis algarismos. De-
pois pede-lhe que o multiplique pelo nimero que sair no
lancamento de um dado. Enquanto os alunos efectuam a
multiplicacio, o professor rasga a coroa no sitio certo, de
modo a que ao mostrar a tira de cartolina, aparega o resul-
tado dessa operaciio aritmética. Veja-se o seguinte exemplo:
Se o nimero multiplicado pelo 142857 for o 3, o produto fi-
nal serd 428571, pelo que o professor deverd cortar a coroa a
seguir ao nimero 1:

@ (4 2857 1]

Conectando o 111111 com o fema das capicuas e dos padroes
numericos

Qual o produto do 111111 por si préprio? E qual o produto
de L1111 por si préprio? E qual o produto de 1111 por si pro-
prio? E qual o produto de 111 por si préprio? Hd algo de comum
nos vdrios resultados obtidos? Se assim for, qual o produto de
11111111 por si préprio?

Esta simples tarefa de recreacio matemitica, envolvendo o
conceito de poténcia, pode, em contexto de sala de aula, le-
var a que os alunos concluam a existéncia de algo comum
a todos os produtos obtidos, que é o facto de serem capi-
cuas. Além disto, facilmente descobririio que estdo perante
um padriio ou regularidade numérica, pois o valor central
de cada capicua coincide com o nimero de uns envolvidos
em cada factor respectivo. Logo, para o caso de a multipli-
cacdio envolver oito uns em cada factor, o resultado obtido
serd novamente uma capicua, tendo o valor oito como va-
lor central:

T11111 x 111111 = 12345654321
11111 x 11111 = 123454321
1111 = 1111 = 1234321
111 % 111 = 12321

11111111 x 11111111 = 123456787654321

Esta tarefa permite, pois, que o professor a possa conectar
com o fascinante tema dos padrdes numéricos, levando os
alunos a detectar a lei de formacio de determinadas regula-
ridades, dando-lhes continuidade. Eis possiveis exemplos a

to foi multiplicado o niimero 142857. Basta pedir ao resolve-
dor o algarismo das unidades do produto obtido. Se se tratar
do sete, sabera que o ntmero foi multiplicado por um (pois,
1 x 7=17). Se for o quatro, saberd que multiplicou o nimero
por dois (pois, 2 x 7 = 14), e assim sucessivamente.

Qutra possivel exploragio mégica, proposta por Mar-
tin (2006), é o professor levar para a sala de aula virias co-
roas numéricas (tiras de cartolina), formadas pelo nimero
142857. Como os algarismos estio dispostos em circulo, os
alunos ndo se apercebem que se trata do niimero 142857,
pois apenas serd dito que se trata de uma coroa numérica. O
professor coloca a coroa na cabeca e pede a um aluno para

serem usados (recolhidos de Santos, 1997):

Dar continuidade aos seguintes padres:

111111 =6 + 12345 % 9
11111 =5+ 1234 %9
1111 =4+ 123 %9

111 =3+12x%x9

(Quanto serd

10 + 123456789 x 97

111111 x 24 = 2666664
11111 x 32 = 355552
11111 x 13 = 144443

11111 x 21 = 233331

Quanto serd
111111111 x 727
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Note-se que no padrio da esquerda, o nimero de uns em
cada linha é exactamente igual ao valor da parcela que se
adiciona ao produto envelvido nessa linha. *

No padrdo da direita, os dois digitos de um dos facto-
res surgem nas extremidades do produto respectivo. Além
disto, o algarismo que se repete em cada produto resulta da
soma desses dois digitos. A sua quantidade ¢ igual ao ni-
mero de uns envolvidos na respectiva multiplicacio menos
uma unidade.

Ap6s a andlise de cada um destes padrdes fica sempre
a diivida relativamente & pergunta que se deve colocar, no
sentido de ser a mais interessante para proporcionar o senti-
do de indagagio empenhada dos alunos. No primeiro caso,
como alternativa & pergunta colocada, seria interessante
analisar o desempenho dos alunos face ao seguinte desafio:
«Dar continuidade ao padrio para o caso do produto obtido
ser 1111111111». Por sua vez, para o outro padrio, um desa-
fio alternativo 4 pergunta colocada seria: «Dar continuidade
ao padrio, de modo a descobrir os dois factores que originam
o produto 7999999992,

Estes sfo apenas alguns exemplos, muito associados a re-
creaciio matemdtica, mas que podem servir de base para que
o0s alunos entendam a matemdtica como a ciéncia dos pa-

drdes (Devlin, 2002).

Conclusdo

Muitos poderiam ser os exemplos a acrescentar a esta refle-
xd0, como seja a conexdo ao tema das poténcias (Afonso,
2008a) ou inclusivamente ao fascinante e enigmdtico tridn-
gulo de Pascal (Pappas, 1995 e Ensensberger, 1998), entre
outros. Estou em crer que se os mltiplos problemas, quebra-
cabecas, enigmas, ou jogos existentes em variadissimas pu-
blicagdes, nfio necessariamente escolares ou académicas, fo-
rem bem aproveitados pedagogicamente para a sala de aula
de matemdtica, contribuirdo decisivamente para aumentar
a motivagio dos alunos para com esta disciplina e favorece-
rdo o desenvolvimento do seu raciocinio légico.

O que a experiéncia também me diz é que quando os
alunos gostam da magia matemdtica incutida em aulas onde
a recreacio matemdtica existe, isso leva a que se sejam eles
préprios a contar, com entusiasmo, aos colegas e aos fami-
liares os episédios matemdticos ocorridos nessas aulas. Este
aspecto contribui necessariamente para o desenvolvimento
da comunicagio matemdtica.

Nio queria terminar esta reflexfio sem, contudo, referir
que a matemdtica recreativa transportada para a sala de aula
nio deveria ficar apenas pela fun¢io de motivagio inicial
para‘os conteiidos matemdticos a abordar. Além dessa im-
portante funcio, também deveria ser criado o ambiente de
indagacio e pesquisa acerca do porqué da magia matemdti-
ca ocorrer. E na procura e na compreensio das causas que se
aprecia com mais paixdo a beleza desta ciéncia!
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Escolha um nimero natural qualquer. Se esse nimero for
par divida-o por 2. Se o nimero escolhido for impar, mul-
tiplique-o por 3 some-lhe 1 e, de seguida, divida o resulta-
do anterior por 2. Obtido um niimero através deste proces-
s0 repita-o virias vezes. Descobriu alguma invulgaridade? A
sucessdo de nimeros criada atinge inevitavelmente o ni-
mero 1. )

Segundo alguns autores este problema teve origem, nos
anos 30, do século passado, na Universidade de Hambur-
go, onde Lothar Collatz preparava o seu doutoramento. O
problema foi ganhando alguma dimensio; mas apenas como
uma pequena curiosidade matemadtica, até que, na década
de 50, Hasse o discutiu intensamente no meio académico.
O problema ganhou outra dimensdo, e na década de 60, os
melhores matemdricos de Yale e de Los Alamos trabalha-
ram intensamente neste problema, mas sem o conseguir
demonstrar.

Mas o que torna realmente interessante este problema?
Comecemos por formalizar matematicamente o mesmo.
Seja C: N — N tal que

3400 ¢ @024 B

35
loge 1067 P TR0 1934 9104

46t 53 diso W7 &k
244 h80 526

|22 238 =J

n+1 .

———, n é impar
C(n) = ) 2 .

— T ¢ par

5 P

Vejamos como partindo desta fungio podemos obter uma
sucessdo de valores. Comecemos por escolher, por exemplo,
o ndmero 5 e vamos repetir virias vezes o processo. Como 5
¢é impar, 0 niimero seguinte serd 8, o seguinte 4, o seguinte 2,
o seguinte 1, e a partir daqui iremos entrar no ciclo 1, 2, 1,
2, ... Curiosamente se o leitor escolher inicialmente outro
ntimero natural qualquer, ird atingir sempre o ciclo anterior.
Seja C?(n) = C(C(n)) e C3(n) = C(C(C(n))), entdo di-
zemos que a sucessio C¥(n)pen que é obtida por iteragio
pela fungio C, € a 6rbita de n. A conjectura principal, que
deu origem a todo o problema, afirma que: comegando num
ndmero natural qualquer, a sucessio C*(n)yey atingird, a
partir de uma certa ordem, o valor de 1, sendo que depois de
tal acontecer, o valor das iteragtes oscilard entre 1 e 2.
Além desta existem vdrias conjecturas associadas a este
problema, sendo que a conjectura principal apenas tem sido
comprovada experimentalmente. A este propésito o inves-
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tigador portugués Tomds Oliveira testou todos os nimeros
inteiros' até 20 x 2°% =~ 5,8 x 10'® e nfo encontrou um
nimero que nio atingisse 1, ofl que equivalentemente, ndo
atingisse o ciclo 1, 2, 1,2 ...

Para melhor compreender o comportamento das érbitas,
de qualquer nimero natural, podemos pensar num digrafo
ou grafo dirigido (Figura 1), onde os vértices correspondem
aos nimeros naturais e os arcos correspondem ao valor que
cada iteracfio vai assumindo.

Neste digrafo?, vé-se claramente as érbitas de virios ni-
meros. Se escolhermos, por exemplo, 113, vemos que a 6rbi-
ta assume os seguintes valores 113, 170, 85, 128, 64, 32, 16,
8, 4, 2, 1, Podemos notar ainda que as iteragdes tém com-
portamentos bastante distintos, pois existem 6rbitas bastan-
te curtas e outras mais longas . A titulo de exemplo a 6r-
bita de 27 leva 70 iteragdes’ até atingir finalmente 1. Qutras
consideragdes se poderiam fazer para melhor entender este
problema mas este ndo € o espago préprio, nem o objectivo
do presente trabalho.

i preparacao

Apesar de ser um problema que se enuncia facilmente, nio
€ um problema fécil de colocar a uma turma do 8.° ano de
escolaridade. De qualquer forma, a turma em questiio, esta-
va, naquele momento, a trabalhar a unidade tematica de se-
quéncias e j4 conseguiam determinar os termos de uma de-
terminada sequéncia através do seu termo geral, completar
sequéncias numéricas ou geométricas, e posteriormente, foi
feito um trabalho que encaminhasse os alunos para o estudo
de progressdes aritméticas. Vejamos, um exemplo, de como
os alunos abordaram um problema que pode ser modelado
através de uma progressdo aritmética.

Uma sala de cinema tem 8 filas paralelas de cadeivas. A primeira
fila tem 10 cadeiras, e todas as outras filas tém mais 4 cadeirvas
em relagdo a fila anterior, Quantas cadeiras tem a tiltima fila da
sala de cinema?

Apresentamos nas figuras 2 e 3 algumas das resolugdes dos
alunos.

Sem o saberem, para darem uma resposta @ questdo an-
terior, em qualquer das resolugdes apresentadas, os alunos
utilizaram implicitamente um processo recutsivo, pois o nd-
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Figura 2

mero de cadeiras da fila da frente corresponde 4 soma do ni-
mero de cadeiras da fila anterior com quatro. Portanto, para
dar a resposta final, basta actualizar o niimero de cadeiras
por fila. De facto, este problema pode ser modelado pela su-
cessdio, definida por recorréncia:

a; =10
apil1 =0n+4,n=>2

Comecamos por onde?

A abordagem ao problema 3z + 1 dividiu-se em duas fa-
ses: numa primeira fase, os alunos deveriam compreender
o enunciado do problema e deviam tentar calcular correc-
tamente alguns termos; numa segunda fase, era minha in-
tencio que os alunos conclufssem (experimentalmente) que
todas as sequéncias terminavam em 1 ou no ciclo 1,2 inde-
pendentemente do valor inicial.

De seguida apresentamos o problema tal como foi colo-
cado aos alunos.

Considera uma sequéncia em que a lei de formacdo de cada um
dos termos é:

e Se o termo anterior for par, divide-o por 2;

® Se o termo anterior for impar, multiplica-o por 3, soma-lthe
1 e, depois divide esse niimero por 2.
Descobre como se comporta esta sequéncia.

O problema com este pequeno enunciado colocava-se a dois
niveis distintos: primeiro, os alunos debatiam-se com uma
lei geral bastante diferente daquilo a que estavam habitu-
ados; segundo, os alunos necessitavam de compreender o
enunciado para ndo se enganarem a calcular os termos da
sequéncia, pois corriam o risco de ndo efectuarem as opera-
¢oes pela ordem correcta. Para garantir que todos os alunos
da turma estariam em igualdade de circunstincias, come-
gou-se por analisar em grande grupo o enunciado.

A primeira dificuldade, que niio havia previsto inicial-
mente, mas que agora, fazendo uma retrospectiva, fazia todo
o sentido prever, acabava de aparecer: comecamos por onde,
professor? De facto, em todos os exercicios e problemas de
sequéncias antes colocados era sempre fornecido o primeiro
termo da sequéncia.
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Aluno 1: Professor, qual é o primeiro nimero?

Aluna 2: Comegamos por qual, professor!

Professor: Escolham vocés um nimero qualquer, mas esco-
lham um niimero pequeno, ok!

Aluno 3: Um qualquer? E isso pode-se fazer?

Aluno 1: Esta é diferente, professor. As outras tinham sem-
pre uma regra ...

Professor: Esta tem duas regras. Quando obténs um nime-
ro par fazes isto [apontei para o primeiro ponto da lei de
formagio]. Quando obténs um nidmero impar fazes isto
[apontei para o segundo ponto da lei de formacio].

Aluna 4: Escolho 6, professor. Pode ser!

Passada esta fase onde a turma, enquanto grupo, tentava

perceber o que fazer, visto que a regra de formagio geral era

bastante diferente daquilo a que estavam habituados. Esta-

va na‘altura de, em grande grupo, comegarmos a calcular al-

guns termos da sequéncia.

Professor: 6 ¢ par. Entdo fazemos o qué!?

Aluna 4: Divido por 2. D4 3. Agora divido outra vez!

Aluna 2: Nio. 3 ndo ¢é par. Tens que usar a debaixo. [alu-
no refere-se ao segundo ponto da lei de formacio geral].

Aluno 3: D4 um nimero decimal ... 9,5 ndo € par, nem fm-
par.

Professor: Como é que fizeste!?

Aluno 3: 3 vezes 3 dd 9 mais um e meio dd 9,5.

Nesta altura tornava-se claro que o aluno em questio — e
este aluno ndo foi o tUnico a cometer este erro — ndo ti-
nha percebido que primeiro deveria somar 9 com 1 e, s
depois dividir o resultado por 2. Para conseguirem calcular
os termos da sequéncia era fundamental que os alunos res-
peitassem a prioridade das operagdes. Depois de esclarecida
esta questdo a turma estava pronta para continuar a calcular
mais alguns termos, para que desta forma, a turma se sentisse
suficientemente confortivel para que de uma forma, mais ou
menos, auténoma, comegassem a estudar o comportamento
desta sequéncia numérica.

Nesta fase inicial, em que os alunos, aos pares, calcu-
lavam alguns termos, alguns iam reparando em algumas
curiosidades.

Aluno 6: Professor, a mim deu-me sempre 1,2,1 ... Conti-
?
nuo?

Aluno 5: Nio ... vai dar sempre a mesma coisa. E sempre
assim?

Este grupo tinha redescoberto o primeiro ciclo que esta se-
quéncia assume. Esta &, de facto, uma das outras conjecturas
a que j4 tinhamos feito referéncia anteriormente, pois este €
o tnico ciclo conhecido até ao momento. Nesta altura um
dos alunos, a propésito dos calculos da Figura 4, referiu ain-
da que «era engracado» que quando os termos «caem» no 8
todos os outros termos se repetiam. Seria este um caso Gni-
co? Pedimos entfio que continuassem a calcular mais alguns
termos para ver se este padriio se repetia noutros casos.

Como alguns alunos estavam a comegar a ficar bastan-
te curiosos sobre o comportamento da sequéncia dividi a
turma em grupos de 4 elementos, isto para aumentar a ve-
locidade dos cilculos a efectuar e para aumentar o nime-
ro de sequéncias a estudar. Metade destes grupos comecou
por estudar o comportamento desta sequéncia para os ni-
meros pares, enquanto que a outra metade estudava o com-
portamento da sequéncia para os nimeros impares. Depois
de calcularem alguns termos da sequéncia, cada grupo foi
convidado a tentar colocar por palavras aquilo que estavam
a observar.

Independentemente, os diferentes grupos comegavam a
retirar as suas primeiras conclusdes. A titulo de exemplo,
na Figura 5, o grupo destacava dois pontos interessantes: i)
quando a sequéncia assume o nimero 3 todos os outros ter-
mos se repetem, assumindo sucessivamente 5, 8, 4, 2, 1; ii)
todos as sequéncias que estudaram terminavam em 1. Curio-
samente, este dltimo aspecto, que é o mais interessante do
ponto de vista matemdtico, ndo foi o aspecto mais interes-
sante que este grupo decidiu destacar. Neste ponto, € justo
afirmar que, como todos os grupos estavam a chegar & mes-
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ma conclusdo, isto é, que todas as sequéncias terminavam
em 1, 2 e depois repetiam sempre estes mesmos nUmMeros,
decidi que os grupos, assim que nos seus cdlculos, atingissem
o ntimerg 1 podiam comegar a estudar a sequéncia para ou-
tro valor inicial.

Para que toda a turma tivesse conhecimento de todas as
trajectorias calculadas, comecei por pedir, que cada um dos
grupos, dissessem em voz alta os termos das sequéncias pelas
quais tinham ficado responsdveis.

Como ilustra a Figura 6, coloquei no quadro todas as tra-
jectérias para os nimeros {mpares, sendo que, de seguida, os
alunos deveriam ler em voz alta as suas conclusdes ou con-
jecturas. No entanto, quando estava no quadro a escrever a
trajectéria do niimero 9, um dos alunos interrompeu.

Aluno 3: Do 20 para frente repete tudo, ndo €, professor!

Aluno 6: Nio ... é a partir do 11! Todos os outros repetem

.

Professor: Esperem. Vamos acabar, falta apenas o 11.
Aluno 5: 11, 17, ...

Aluno 6: J4 sei. Para. 11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 8, 3, 4, 2,1
[os dois alunos diziam em simultineo os diferentes ter-
mos que a sequéncia ia assumindo].

O aluno 6, nio conhecia a partida, o comportamento da se-
quéncia para o valor inicial de 11, isto porque tinha calcu-
lado apenas as trajectérias de alguns nimeros pares. Pensa-
mos que este aluno ao observar o que estava a ser escrito no
quadro e, tendo presente as conjecturas que tinha construi-
do para os nimeros pares (Figura 5), facilmente as adaptou
para o caso do valor inicial ser um nimero fmpar.

A turma, enquanto grande grupo, tinha conseguido ver-
balizar o que vemos no digrafo da Figura 1, quando as itera-
bes atingem um determinado valor € facil de prever quais
os valores que as seguintes iteragdes irfio assumir. Se consi-
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derarmos apenas o trabalho efectuado em pequenos grupos,
todos eles, independentemente, conseguiram formalizar a
conjectura principal associada a este problema. Mas, talvez,
o mais interessante, desta aula, ainda estivesse para aconte-
cer. Depois de toda a turma ter discutido este problema para
cerca de 10 valores iniciais diferentes, expliquei que este
ainda era um problema em aberto e, portanto, ainda nio re-
solvido. Informei ainda®que a conjectura, que eles tinham
acabado de testar, tinha sido verificada para todos os nime-
ros naturais inferiores a, aproximadamente, 1015,

Aluno 1: Que grande nimero ... Nao sei dizer ...
Professor: Quantos zeros tem este nimero depois do 17
Aluno 2: Muitos ...

Aluno 1: dezoito, professor. E mesmo muito grande. Td em
... notacio cientifica, nfio ¢, professor!

Os alunos ficaram um pouco espantados com a ordem de
grandeza deste niimero, pois este é muito superior, aqueles
ndmeros com os quais estio habituados a trabalhar. Fica-
ram ainda mais espantados quando afirmei que para além
daquele ndmero, aproximadamente, 10'®, nfio havia certe-
zas e, POr iS50 Mesmo, estdvamos perante uma conjectura e
nfo um resultado matemdtico demonstrado e aceite. Um
dos alunos referiu que pensava que em matemadrtica isso era
impossivel. Outros indagavam-se sobre a razio pela qual ndo
se estudavam todos os nimeros.

Aluno 6: E porque é que nio estudam todos os ndmeros?

Aluno 1: Porque sdo infinitos, nio € professor!

Este aluno, que tinha estado bastante activo, desde o inicio
da aula, tinha tocado, num ponto fundamental. Informal-
mente a resposta que deu o aluno 1 estd correctissima. A ni-
vel computacional torna-se muito complicado estudar todas
as trajectdrias, pois esta abordagem consome muito tempo e
memdria aos computadores 3 medida que a ordem de gran-
deza dos ndmeros vai aumentando e, simultaneamente, o
espaco de memdria disponivel vai diminuindo. Mas o aluno
6 ainda nfo estava satisfeito com a resposta que recebeu.

Aluno 6: E porque é que nao dividem os niimeros todos!
Uns ficam com uns € outros com outros’

Curiosamente esta ideia, a de investigar uma certa proprie-
dade usando uma rede de computadores, que valeu alguns
comentdrios jocosos por parte da turma, jd foi implemen-
tada, com sucesso, na procura dos primos de Mersenne?, na
década de 90. Este projecto deu ainda a oportunidade a que
pessoas, que ndo fossem cientistas de participar numa des-
coberta cientifica.

Consideracoes finais

Durante toda a actividade os alunos mantiveram-se bas-
tante empenhados e foram revelando bastante curiosidade
acerca de todos os cdlculos que iam fazendo e do compor-
tamento que cada sequéncia ia assumindo. A curiosidade
foi, de facto, um factor determinante para que os alunos se
mantivessem empenhados, pois os cdleulos ao fim de algum
tempo passam a ser rotineiros e pouco interessantes. Todos
os grupos, independentemente, fizeram referéncia a conjec-
tura principal, o que aconteceria sempre, eventualmente, se
os alunos controlassem o processo de cilculo de cada itera-
¢io. Foi interessante verificar que, grande parte dos alunos,
conseguiu perceber que os valores que as diferentes sequén-
cias iam assumindo eram afinal previsiveis. Sem usarem uma
linguagem muito matemdtica conseguiram replicar o que a
Figura 1 ilustra. Esta actividade foi ainda uma oportunida-
de para que os alunos vejam a Matemadtica nido como uma
ciéncia fechada e acabada, mas sim, o oposto, é uma cién-
cia aberta a todas as contribuiges ¢ estd longe de se poder
considerar acabada.

Notas
b Resultado obrido em Janeiro de 2009.

Para sermos mais rigorosos este digrafo representa apenas parte
de todas as drbitas possiveis.

Em www.numbertheory.org/php/collatz.heml estd disponivel uma
calculadora de trajectdrias para este problema.

WL mersenne. org
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A hora dos biscoifos

Fomos fazer uma caminhada pela serra do Gerés.

José Paulo Viana

Depois de atravessarmos a sempre emocionante Fenda da Calceddnia, sentdmo-nos a recuperar forgas e abrimos o pacote

de biscoitos que tinhamos levado.

A Ana tirou um biscoito e a décima parte dos que sobravam.

A Beatriz tirou dois biscoitos e a décima parte dos restantes.
O Carlos tirou trés e a décima parte dos que sobejavam.

E assim sucesgivamente até chegar a minha vez, ficando eu com os que ainda estavam no saco.
Curiosamente, acabdmos por comer todos a mesma quantidade de biscoitos.
Quantas pessoas tinha o grupo e quantos biscoitos comeu cada um!?

Nota

Devido a uma gralha na data limite de entrega das respostas
ao problema «Tridngulos coloridos» da Educacdo e Matemdi-
tca n® 105, a sua resolucio sé serd apresentada no proximo
nuimero da revista.

Problemas com d@ngulos que variam

A tarefa problemas com dngulos que variam foi adaptada a
partir da proposta inclufda na pagina 91 da brochura de Ge-
ometria 11° ano de escolaridade (Loureiro et al., 1998), que
apoiou o programa ajustado de 11° ano, em 1998. As ve-
zes procuramos a tarefa ideal para concretizar com 0s nos-
sos alunos e nio a encontramos. Também, eu jd tinha vis-
to esta tarefa, mas nunca a tinha usado. Este ano lectivo,
2009/2010, foi diferente, e resolvi implementar esta tarefa
em sala de aula com alunos do 1'1° ano, Matemdtica A, em
Trigonometria.

Os alunos envolveram-se, activamente, no cdlculo das
4reas, quer recorrendo ao papel e ldpis, quer recorrendo ao
programa Geogebra. Néo havia limites a exploracdo, com

(Respostas até 27 de Junho para zepaulo@armail pt)

ou sem a tecnologia que estd disponivel em todas as aulas.
Apenas, foi pedida a redaccio de um pequeno relatério que
abordasse os tépicos definidos pelos pontos de 1 a 8, da ta-
refa. A actividade desenvolvida a pares permitiu, aos alu-
nos, 0 primeiro contacto com as fungdes trigonométricas,
e relembrarem algumas relacdes entre os elementos de uma
figura. Discutimos a definigio de losango e a de quadrado,
marcdmos pontos num referencial do plano, tragimos gréfi-
cos, conjecturdmos, testamos e conclufmos. De certo que foi
uma tarefa enriquecedora para todos.

Paulo Dias
Escola Secundaria da Moita
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Problemas com dngulos que variam

Observa os quatro losangos seguintes.

20°

Considera que a unidade de comprimento € o lado dos losangos da figura.
|. Determina a drea de cada um deles.

2. Completa a tabela, e assinala, num referencial xoy, 0s pontos ()

X Y
angulo drea do losango
28,61°
70,1 1°

90°
132,58°

o'

3. Descreve a variacio da drea do losango, como fungdo de um dos seus angulos.

4. Indica o valor de que se aproxima a drea, quando o angulo € quase nulo.
E se fosse quase raso!

5. Qual é o losango que tem maior drea?
6. Quantos angulos diferentes ddo origem & mesma dreal Explica porqué.
7. E existem losangos diferentes com a mesma drea’

8. Experimenta com outros losangos e comprova as tuas conjecturas.. ..
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Notacdes geomelricas em debate

Foi com satisfacio que o Grupo de Tra-
balho de Geometria (GTG) recebeu a
noticia de que & Educagdo e Matemdtica
chegara uma reacgdo a Nota publicada no
nudmero 103, com o titulo NotagBes: bas-
ta de confusdes!. Também a referéncia, por
parte de José Avelino Carmo, a outras
Notas, é estimulante para o grupo que
v&, assim, manifestado o interesse por es-
tes assuntos e alargada a discussdo, como
sempre tem pretendido.

Posto isto, consideramos que & de
continuar este debate também nas pagi-
nas da revista, razdo pela qual nos atreve-
mos a pegar nalgumas afirmagdes e pro-
vocacdes lancadas pelo nosso leitor.

Sobre as nofacoes

E nossa opinido que, no primeiro artigo
referido, publicado no ndmero 42 da re-
vista, ndo se fazia uma proposta comple-
1a e consequente de notacdes a usar em
geometria mas tentava-se, sobretudo, sa-
lientar a mistura de tradicdes (da Mate-
matica Moderna) existente, Ao contrdrio
do afirmado por José Avelino Carmo, o
GTG acredita que as poucas sugestoes
feitas na aftura ndo foram consolidadas e
que, actualmente, persistem muitos dos
problemas descritos. A nossa mudanca de
opinido tem sido encarada, internamente,
como uma evolugio, e fruto de vdrias dis-
cussdes, e ndo como uma maoda.

Se é certo que ndo advogamos sem-
pre a economia, no exemplo dado pare-
ce-nos que esta ndo fica obrigatoriamente
comprometida por poderse, nos cdlcu-
los, definir que & = comp(BC) e passar
a escreverse 2 + 4% = 5%, A ideia fun-
damental € que o aluno, quando escreve,
saiba a que se refere e que distinga, por
exemplo, o segmento do seu comprimen-
to. E embora a notagio BC seja vulgar-
mente aceite entre os professores do en-
sino bdsico e secunddrio, a verdade € que
num dos poucos livros de geometria eucli-
diana em portugués, de Franco de Olivei-
ra!, ela nem sequer é usada, a semelhanca
do que sucede com vérios outros autores,
sobretudo ingleses.

Sobre as definicdes

Na nossa forma de entender a natureza
e organizacio da geometria, um tridngu-
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lo equildtero pode ou ndo ser isdsceles,
dependendo da definicdo. Se adoptar
mos classificacdes hierdrquicas e inclu-
sivas, como defendemos que se adopte
na maioria das situacdes que trabalha-
mos com 0s nossos alunos, um tridngulo
equildtero é isésceles. Na realidade, mes-
mo a definiciio de tridingulo ndo € Unica
porque umas vezes estamos a considerar
o interior e outras vezes nao. Ainda que,
em Portugal, tenhamos palavras diferen-
tes para designar circunferéncia e circu-
lo, o mesmo & ndo sucede no caso dos
poligonos e, em inglés, usa-se a palavra cir-
cle para designar ambos e circumference €
normalmente o termo usado para o peri-
metro de uma curva fechada.

Aceitando a fisura 4 (p. 26, E&M 106)
como um quadrilitero (o quadrildtero
PRQ@S), em que os lados se cruzam, tém
de ser repensadas coisas bdsicas como a
amplitude dos angulos (vamos conside-
rar a sua orientacdo para a soma algébrica
dos quatro dngulos ser 3607, a semelhanca
do que sucede com os quadrildteros com
que se trabalha usualmente?) e até mes-
mo como determinar a drea nestes casos
(pode suceder que a drea deste poligono
seja menor que a soma das dreas dos dois
tridngulos que parecem estar definidos na
figura?), aspectos que tém sido alvo de re-
flexdo no GTG sem que tenham sido estu-
dados até ao fim. Nestes assuntos, 0 GTG
tem encontrado inspiracdo para muitas
das suas ideias no trabalho de Coxeter, li-
teratura que recomendamos vivamente.
Por exemplo, em Geometry Revisited”, nas
paginas 51 a 53, os autores tecem algumas
consideracdes scbre a extensdo do con-
cetto de drea de um quadrildtero, quando
se amplia o conjunto dos quadrildteros, in-
cluinde os ndo convexos e os cruzados.

Em jeito de conclusdo, ndo podemos
deixar de referir que o que o GTG pre-
tende, acima de tudo, é encontrar suges-
toes para um uso o mais significativo pos-
sivel das nota¢@es, e nunca impor qualquer
uniformidade ou substituir um dogma por
outro. Queremos, apenas, simplificar e fa-
zer com que os alunos se preocupem
principalmente com a geometria, e com
s raciocinios geométricos acima de tudo,
e ndo com as notacdes para exprimi-los.
E defendemo-lo em sala de aula, nos tex-
tos de apoio para alunos, e em quaisquer
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enunciados, incluindo os de provas ou
exames, onde as questdes ndo deveriam
em caso algum depender do entendimen-
to das notacdes usadas mas sim estarem
escritas de modo a ndo subsistirem duvi-
das sobre o que estd ser questionado.

Nofas
' Dliveira,A). Franco de, 1995. Geomnetria Eu-
clideana. Lisboa: Universidade Aberta,

2 Coxeter, HS.M. e Greitzer, S.L. 1967. Geo-
metry Revisited. USA: The Mathematical As-
sociation of America.

Sania Figueirinhas
Grupo de Trabalho de Geomefria

Em Matematica ndo se avalia 5o 0
produfo final . . .

O mundo actual, e a realidade em que nds
€ as nossas criangas e jovens vivemos, estd
em constante evolugdo, poderemos até
dizer, que nos encontramos numa aluci-
nante revolucdo de ideias, de pensamen-
tos, de recursos, e de aquisicdo de infor-
macdo. A Matemdtica, mais propriamente
o ensino da Matemdtica, ndo € excepgdo.
Novas prdticas educativas surgem. Novas
estratégias, instrumentos e recursos estdo
ao nosso dispor para acompanhar essas
novas vivéncias, e criarmos nos nossos alu-
nos diferentes formas de aprendizagens e
de aquisicic de conhecimentos e desen-
volvimento de competéncias.

Uma das minhas grandes inquieta-
cBes no que diz respeito a prdtica en-
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quanto docente, prende-se com a prdtica
avaliativa. Certamente que a todos & su-
cedeu, a mim confesso que muitas vezes,
surgirem situacdes na prdtica de sala de
aula, que nos fizeram questionar: E agora
como avalio?

A luz do Novo Programa de Matemd-
tica do Ensino Bisico (NPMEB), e dos Pro-
gramas das «diferentes Matemdticas» do
ensino secundario, %ssim como das pré-
ticas educativas correntes ndo devemos,
nem podemos, restringir a avaliagdo dos
nossos alunos apenas ao produto final do
trabalho por si produzido.

Se efectuarmos uma andlise dos pro-
gramas da disciplina da Matematica, nos
diferentes anos de escolaridade, no que
se refere as préticas educativas, as formas
de avaliar e aos instrumentos de avaliagao
passiveis e indicados para serem utilizados,
verificamos que sdo imensas as possibilida-
des existentes. Assumindo que a avaliagdo
¢ parte integrante do processo de apren-
dizagem, ela deverd ser compativel com
as préticas pedagdgicas implementadas. A
avaliaciio terd assim de acontecer ao lon-
go de toda a aprendizagem, tornando-se
geradora de situagdes que a favorecam.

Uma ideia muito importante fica re-
tida. O que se pretende ¢ que a avalia-
cio em Matemdtica ndo se restrinja a ava-
liar s& o fim, mas também o meio, ou seja,
o processo de aprendizagem, o qual deve
permitir que o aluno seja um elemento ac-
tivo, reflexivo e responsdvel da sua apren-
dizagem. A avaliacio deve constituir uma
parte integrante do processo de ensino
e aprendizagem. Deve ser vista como um
processo continuo, dindmica e, por vezes
informal. Isto significa que, para além dos
momentos e tarefas de avaliacio formal,
a realizacdo das taréfas do dia-a-dia nos
devem permitir; a nds professores, a reco-
lha de informacdo para avaliar o desem-
penho dos alunos e ajustar a nossa préti-
ca de ensino. Sendo diversos os objectivos
curriculares a avaliar e sendo também di-
versa a forma como os nossos alunocs po-
dem evidenciar os seus conhecimentos,
capacidades e atitudes, torna-se evidente
o uso de uma maior diversidade de for-
mas e instrumentos de avaliacdo, possibili-
tando-nos, assim, uma maior clareza e ob-
jectividade no processo de avaliagao.

A andlise dos programas curriculares,
nomeadamente o Novo Programa de Ma-
temdtica do Ensino Bésico (em inicic de
implementagio), os textos subordinados
3 utilizacio de diferentes instrumentos de
avaliacdio no que se refere as préticas de
investigacdo em Matemdtica, assim como a
diversidade de tarefas e recursos ao nos-
so dispor; enriquecem-nos a galeria de co-
nhecimentos para aplicar na nossa prati-
ca lectiva, Possibilita-nos a dinamizacdo de
sessBes de trabalho nas nossas escolas,
com os nossos alunos, para implementar
e testar diferentes formas de trabalhar a
Matemdtica, de Ihes expor as actividades e,
nio menos importante, de avaliar as mes-
mas. As situacdes de avaliacdo devem ser
geradoras de oportunidades para os alu-
nos aprenderem e melhorarem o seu tra-
balho, e fornecerem informagao ao pro-
fessor, sobre a evolugdo e preferéncias
dos alunos, ajudando-o a melhor preparar
e executar o seu trabalho.

O trabalho colaborative e de equi-
pa entre docentes &, também, muito im-
portante e extremamente enriquecedor a
aplicacio de algumas préticas. Uma mes-
ma actividade pode, por exemplo, ser tra-
balhada em conjunto e aplicada em niveis
diferentes de ensino, em contextos dife-
renciados na sala de aula, indo ao encon-
tro das competéncias de cada aluno. Ao
optar, por exemplo, por dinamizar uma ac-
tividade de investigagio, esta pode ser tra-
balhada de forma diferenciada pelos alu-
nos, atribuindo-lhes tarefas diferentes. £
certo que deve existir uma escolha cuida-
dosa, e criteriosa, das tarefas a desenvolver,
analisados e seleccionados os instrumen-
tos de registo de avaliagdo/classificacdo
do trabalho a aplicar e os calenddrios de
aplicacdio, assim como o material de su-
porte para apresentacdo das tarefas e ela-
boracio de puiBes descritivos das tarefas
e indicacBes sobre os recursos a utilizar
De relevincia extrema €, também, a dis-
cussio e acordo dos critérios de avaliagdo
do trabalho com os alunos na sala de aula.
Este acordo efectuado previamente com

~ 0s alunos tem muitas vezes resultados po-

sitivos, pois eles sabem muito bem o que
devem e ndo devem fazer. A negociacdo
da aplicacio de critérios para os avaliar faz
com que no final ambas as partes tenham
uma ac¢ao concerfada.
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Para diferentes propdsitos, diferen-
tes tarefas, diferentes instrumentos de re-
colha de dados para a avaliagio podem
ser utilizados. Tabelas de descritores, gre-
lha de registo de observacgdo directa, re-
gisto de correcgio de exercicios por fe-
edback, fichas de diagndstico, fichas de
avaliacio formativa, relatérios escritos, ela-
boracio e apresentacio de trabalhos. To-
dos sdo importantes, pois permitem ave-
riguar de modos diferentes os saberes e
conhecimentos apreendidos pelos nos-
sos alunos, Quanto & natureza das tarefas
sucede o mesmo. Diferentes tarefas, dife-
rentes recursos, permitem aos alunos di-
ferentes formas de expressio. As tarefas
de cariz mais prdtico sdo mais receptivas
para a maioria dos alunos, porém nem to-
dos se conseguem expressar igualmente
nas diferentes tarefas. Para alguns, os rela-
tdrios escritos sdo mais féceis, para outros
a pesquisa na internet, para outros, ainda, a
construcdo de modelos. No fundo o que
¢ importante é que se faculte aos alunos
diversas formas de expressio matemdti-
ca para que seja também mais facilitadora
a sua aquisicdo de conhecimentos, desen-
volvimento de capacidades, e incremento
de competéncias, assim como para nds a
avaliacio do seu saber matemdtico.

No meu entender, temos de envolver
os alunos, os encarregados de educagdo
e também os professores de Matemdti-
ca mals resistentes ds novas préticas pe-
dagdgicas, porque também os hd. Temos
de resistir ds pressdes externas que mui-
tas vezes fazem com que a nossa atengao
seja deslocada de uma avaliagdo verdadei-
ramente ao servi¢o da aprendizagem, para
aquela que serve outro tipo de interesses.
H4 que procurar desenvolver um ensino
coerente com © que se entende por sa-
ber matemdtica, em vez de um ensino ao
servico da preparagio de qualquer prova
externa, Para tal, tem de existir um traba-
lho colaborativo entre professores, com a
correspondente partilha de objectivos, in-
teresses e responsabilidades, e negociado
com alunos e encarregados de educacdo.
S6 assim conseguiremos levar a bom ter-
mo tio exigente tarefa que € a de ensinar
Matemdtica, e mais drdua ainda a de ava-
liar Matematica.

finabela Oliveira
Escola Basica 2, 3 de Pinhal de Frades
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Manuel Joaduim Eartai".f :

Uma crianga quando entra para a escola ja leva consigo al-
guma experiéncia em generalizar e em abstrair a partir de
casos particulares — o que ¢ a esséncia da Algebra. O ex-
pressar a generalidade ¢ inteiramente natural, causa prazer
e faz parte do «fazer sentido» do ser humano. Porém, a Al-
gebra também fornece uma linguagem simbélica dentro da
qual se expressam as generalidades conjecturadas.

A aprendizagem da Algebra envolve saber trabalhar
com os simbolos, mas de forma significativa — um proces-
so que ndo € ficil nem € linear. Recordem-se, por exem-
plo, as dificuldades reveladas por muitos alunos quando ten-
tam dar sentido a uma expressdo algébrica, ou a uma letra
nessa expressao, ou quando atribuem significados concre-
tos as letras, ao transitarem da linguagem natural para a al-
gébrica, ou quando tentam escrever simbolicamente uma
generalizagdo.

O pensamento e a linguagem algébricos permitem ao
aluno expressar-se matematicamente, comunicar as suas ge-
neralizacBes, e estabelecer conexdes e formulactes matema-

* ticas. Ao professor de Matemdtica € confiada a missdo de

criar e adaptar tarefas variadas que promovam nos alunos a
formulagdo de conjecturas, o estabelecimento de estratégias

de resoluciio, a argumentacio e a comunicacio matemsiti-
cas, fazendo face a situagdes improvisadas. E, sob este ponto
de vista, inserir na aula de Matemdtica tarefas que permitam
aos alunos explorar e investigar pode facilitar o desenvolvi-
mento de raciocinios e a aprendizagem de processos mate-
miticos, nomeadamente os algébricos.

Neste artigo apresentamos alguns resultados de um estu-
do efectuado com alunos do 7° ano de escolaridade, no uso
das letras, quando investigam e resolvem tarefas matemd-
ticas envolvendo generalizacdes’. Faremos uma andlise das
dificuldades que manifestaram e terminaremos com uma re-
flexdo orientada para o processo de ensino e aprendizagem
da Algebra relativa ao desenvolvimento da escrita simboli-
ca de uma generalizacio.

Da arifméfica d oeneralizacdo simbalica

A experiéncia mostra que muitos alunos tém grandes difi-
culdades nos nimeros e suas operagdes. Outros conseguem
um nivel de desempenho razodvel neste campo, mas depa-
ram-se depois com grandes dificuldades na resolucio de pro-
blemas envolvendo equactes e construgiio de generalizagdes
simbdlicas, onde a interpretacio que é feita dos simbolos
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QO Jodo marcou a sua festa de aniversdrio para sibado as 15 horas. Convidou um
grupo de amigos, mas nao sabemos quantos irfo a festa. Sabemos que, quando os «

amigos se encontrarem, todos se cumprimentario entre si.

a) O Jodo, por ser o aniversariante, € o primeiro a chegar, portanto ainda ndo
tem cumprimentos a fazer. Mas, passados alguns instantes chegam ao mesmo
tempo, vindos de locais diferentes, dois amigos do Jofo. Quantos cumpri-

d)

e)

mentos ha!

Passado algum tempo, chega o terceiro amigo do Jodo 4 festa. Quantos cum-
primentos vai ele fazer? E quantos cumprimentos ja houve no total!

Passado algum tempo, chega mais um amigo & festa. Quantos cumprimentos

vai ele fazer! E quantos cumprimentos ji houve no total?

Imagina que houve no total 15 cumprimentos. Quantos amigos, afinal, foram

a festa do Jodo? - &

Consegues encontrar um processo que nos indique o ndmero total de cum-
primentos dependendo do nimero de amigos que foi a festa? Explica-o.

I

(Tarefa proposta e discutida na aula de Matemdtica, 16/01/2008).

Figura 1

matemadricos é, muitas vezes, desprovida de sentido. Estas
dificuldades devem-se, em grande parte, 3 mudanca de signi-
ficado dos simbolos dum contexto aritmético para um con-
texto algébrico (Usiskin, 1988), a (in)compreenséo dos sim-
bolos em expressdes aritméticas e algébricas e ao respectivo
estabelecimento de conexdes entre eles (Schoenfeld, 2005).
Um aluno ensinado para responder apenas a questdes que
impliquem a aplicacio de um algoritmo, por exemplo, tem
sérias dificuldades quando confrontado com questdes que
impliquem a compreensio e exploracio de um conceito.

A Algebra pode ser vista sob varias vertentes, tendo em
conta o uso que se faz das letras, usualmente designadas por
varidvel: stmbolo da vida colectiva de um conjunto, que se
nutre da vida individual de cada um dos seus membros (Ca-
raca, 1998). As letras sdo simbolos usados em wvirios con-
textos. Kiichemann (1981) identifica vérias interpretagoes
distintas das letras numa expressio algébrica, das quais desta-
camos trés: letra como incdgnita — quando a letra assume um
valor desconhecido que pode ser determinado, como ocor-
re com a incégnita  na equacio x + b = 7; letra como nit-
mero generalizado — quando a letra pode ser substituida por
varios valores, como acontece a n na sucessao dos ndmeros
naturais pares representada pelo termo geral w,, = 2n; e le-
tra como varidvel — quando a letra representa um conjunto
de valores, como, por exemplo, A = {1,3,5,7}. Os simbo-
los permitem agrupar e compactar ideias, transformando-as
em informagéo ficil de entender e manipular (Linchevski,
& Stard, 1991). Porém, a simboliza¢io centrada na mani-
pulagio simbélica pode levar ao descurar a compreensio do
contetdo implicito nos simbolos (Davis & Hersh, 1995) e
pode condicionar a sua aprendizagem. No processo de ensi-
no e aprendizagem dos Niimeros e da Algebra devem estar
contempladas, a par e de modo harmonioso, a linguagem
matemdtica e a sua compreensao.

Para Rojano (2002), o processo de generalizagio de um
padrio requer a passagem por quatro fases: 1%) construgiio
mental da regra geradora dos termos desse padrio — é um
processo mental que ocorre, por exemplo, quando o aluno
¢ capaz de obter qualquer termo de uma sequéncia sem ter
necessidade de calcular consecutivamente todos os termos
da sequéncia até chegar ao termo daquela ordem; 27) es-
crita da regra em linguagem corrente — ¢ a obtengio da
regra mental, com recurso a linguagem natural, ou numé-
rica; 37) traducio da regra em simbologia algébrica — ob-
tencio da férmula que corresponde 4 generalizacio simbé-
lica; e 4%) manipulacio da generalizacio — através do seu
uso na resolugio de problemas que envolvam a sequéncia
em causa. Trata-se de um ciclo que deve ser visto de modo
flexivel, mas que contém os momentos principais que cons-
tituem um processo de generalizagiio. As quatro fases cru-
zam-se € apresentam-se muito ligadas, podendo aparecer por
outra ordem que nio a indicada em cima. O importante é
relevar a construgio mental da regra geradora, a sua comu-
nicaciio em linguagem natural e em simbologia algébrica e a
sua manipulacio.

Dificuldades dos alunos em generalizar

Consideremos, como exemplo, a seguinte situagio proposta
numa aula de Matemdtica do 7° ano de escolaridade, no ini-
cio do estudo do tema Niimeros e Célculo’ (figura 1).
Quando confrontados com a situa¢iio, os alunos esta-
beleceram uma correspondéncia entre cada dois amigos e,
em seguida, contaram essas correspondéncias, no exemplo
que se segue estd representada a situacio para cinco amigos,
contando com o Jodo (figura 2). '
Seguidamente, os alunos construiram uma tabela, como
a seguir se apresenta, o que lhes permitiu testar valores de
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modo a construirem cada novo termo, recorrendo ao termo
anterior — realcando aspectos numéricos, estratégicos e in-
tuitivos, que promoveram a compreensio do processo de ge-
neralizacio da sequéncia em causa (figura 3).

Como forma de estender a tarefa, a professora propds o
estabelecimento da generalizacio sem uso recursivo, em re-
lacao a qual os alunos manifestaram algumas dificuldades. E,
nesse caso, apos a exploragio da situacio, para valores con-
cretos de amigos, a professora sugeriu a construgio de uma
tabela onde se destacaram alguns valores, com circunferén-
cias, trifingulos e quadrados a circundar valores especificos,
como se apresenta na figura 4.

Cumpaimanies

Para a exploraciio visual da tabela e consequente cons-
trugiio intuitiva da generalizagio da situacio, a professora
promoveu uma discussdo como a seguinte:

Professora: O que € que acontece aos valores que estdo no
interior das circunferéncias? Podemos obter o walor I da
direita 2 custa dos valores da esquerda?

Manuel: Eu ja descobri uma coisa, acho eu!
Professora: Diz 14, Manuel.

Manuel: 3 x4 é 12. E 12 + 2 € 6. Acontece 0 mesmo para
os valores que estdo dentro dos tridngulos. E para os ou-
tros valores também € igual.

Professora: Muito bem. E se tivermos um nimero muito
grande de amigos, como € que podemos pensat?

Manuel: Da mesma maneira. Por exemplo se houver
1000 amigos. Para saber o niimero de cumprimentos €
999 % 1000. E depois dividimos por dois.

Professora: E se tivermos um ntimero qualquer de amigos?

Anténio; Entdo é esse nimero qualquer vezes o niimero an-
tes desse e depois dividimos por dois.

(Aula 16/01/2008)

Com a ajuda da professora, os alunos generalizaram a situa-
cao até 1000 amigos e verbalizaram uma forma de calcular
o ntimero de cumprimentos. A questdo da professora acerca
do que acontece para um nimero muito grande de amigos,
tao grande quanto queiramos que seja, 0 Anténio respondeu
que o processo era 0 mesmo, que se multiplicava o nimero
pelo que estava antes dele e que depois se dividia por dois.
Contudo, a maioria dos alunos nfio conseguiu sozinho escre-
Ver uma expressio para representar a generalizagiio pedida.
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A generalizaciio ocorreu a partir da seguinte discussdo:

Professora: Como é que raciocindmos para 1000 amigos? Po-
demos raciocinar da mesma maneira para n amigos!

Rosa: Eu acho que jd sei. E n vezes o nimero que estd antes
queé n—1.

Professora: Entdo usando a letra n o que é que resulta des-
se raciocinio?

Rosa: Com n amigos temos de fazer na mesma

(n—1)xn+2.

Professora (registando no quadro): Muito bem. Entio se fo-

rem 72 amigos A festa vai haver

(n—1)xmn

2 cumprimentos.

Nelson: Professora, faga 14 no quadro com 11 amigos, por
exemplo, para ver como é!

Professora: Entdo se forem 11 amigos 4 festa, vamos aplicar
a expressio com 1 e obtemos

(I1-1)x11 _10x11 _ 110 _ .
= = —— = 55 cumprimentos.
2 2 -
Antdnio: Pois! E funciona! Vou experimentar para muitos
amigos! :

(Aula 16/01/2008)

Torna-se evidente a dificuldade dos alunos na generalizacio
para um ndmero muito grande de amigos e na construcio de
uma expressio simbélica que a traduza. '

Na sexta aula deste tema, os alunos jd conseguiram ge-
neralizar com mais facilidade mas continuaram a evidenciar
dificuldades em escrever uma expressdo simbélica da gene-
ralizacfio feita, como € evidente nas resolugfes que a seguir

se apresentam, referentes  tarefa A torre dos impares (aula
30/01/2008)(figura 5).

Era pedido aos alunos o valor da soma dos ndmeros de
cada linha do tridngulo, por ordem descendente. Apresen-
tamos, como exemplo, as respostas da Isa e da Rosa a esta
questio (figura 6 e 7).

A semelhanca das resolucdes da Isa e da Rosa, a maioria
dos alunos determinou alguns termos da sequéncia e verba-
lizou correctamente a regra de construgio, mas revelou al-
guma dificuldade em escrever simbolicamente a expressio
algébrica que traduzia a generalizagio da situacio.

Em geral, os alunos consideraram essencialmente casos
concretos. Foi necessdria a intervengiio da professora para
que o0s alunos dessem o passo para a generalizacio e para
a construcio da expressio algébrica generalizada. Porém,
houve uma evolugio positiva no que refere & capacidade
da argumentaciio matemdtica. O excerto de entrevista que
apresentamos a seguir, relativo a tarefa A festa das irmas gé-
meas (andloga a tarefa O Aniversdrio do Jodo) e realizada no
fim das aulas da unidade didéctica Nimeros e Algebra, é
exemplo disso. A aluna verbaliza correctamente a regra de
generalizacio da sequéncia, sem o apoio da professora:

Rosa: Eu consigo saber sempre o niimero de cumprimentos,
mas tenho de saber o niimero de cumprimentos anterior,
tenho de saber sempre o que vem antes. Sabendo este
nimero de cumprimentos, soma-se este valor ao ntimero
de amigos e d4 sempre o nimero de cumprimentos que
queremos saber.

(Entrevista 28/05/2008, grupo A)

No final do estudo, a generalizagio ja € feita com mais fre-
quéncia, no entanto a escrita da expressdo simbdlica conti-
nua a surgir apenas com o auxflio da professora. Os alunos,
em geral, conseguem construir mentalmente uma regra ge-
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radora dos termos do padrio, alguns deles verbalizam-na, no
entanto ndo conseguem expressd-la simbolicamente — tal-
vez resulte da interpretagiio que déo as letras.

Dificuldade dos alunos em dar significado ds lefras

O uso e a atribuigiio de significado aos stmbolos nem sempre
€ um processo facil para muitos alunos. Neste estudo, os alu-
nos manifestaram dificuldades em dar sentido a n, enquanto
nimero generalizado, tal como sugere a seguinte discussio,
ainda referente a tarefa O aniversdrio do Jodo:

Professora: E se tivermos um nimero qualquer de amigos?

Antdnio: Entdo € esse nimero qualquer vezes o niimero an-
tes desse e depois dividimos por dois.

Professora: Entdo, simplificando, se dissermos que esse nii-
mero qualquer € n, como podemos determinar o niime-
ro de cumprimentos!

Manuel: O nimero de cumprimentos ¢ outro niimero qual-
quer, por exemplo .

Professora: Assim, continuamos sem saber nada. Eu digo que
foram n amigos a festa. Tu dizes que houve y cumpri-
mentos. Conseguimos alguma informaciio?

Nelson: E com n também nio sabemos nada, porque tinha-
mos de saber quantos amigos sdo n.

Professora: Como € que raciocindmos para 1000 amigos? Po-
demos raciocinar da mesma maneira para n amigos!

Anténio: Mesmo sem sabermos quanto é n?

Rosa: Eu acho que j4 sei. E n vezes o ndmero que estd antes,
que é n—1.

Antdnio: Entdo e podemos multiplicar niimeros sem saber-
mos quanto valem? E depois como é que sabemos o re-
sultado?

Rosa: O resultado depende de quantos amigos sdo n.

(Aula 16/01/2008)

Para a maioria dos alunos, nos momentos em que a letra n
assumiu o papel de varidvel independente (como o ntime-
ro de amigos), eles tiveram, em geral, muita dificuldade em
perceber a sua funcio nesse contexto. Por outro lado, a di-
ficuldade dos alunos em atribuir um significado a n prende-
se com o facto de nfio conhecerem o seu valor. Ha também,
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g tarefa 0 problema das ida

claramente, uma dificuldade na interpretacio da letra como

um nimero generalizado, tal como se verifica no extracto de

didlogo que a seguir se apresenta:

Professora: Entdo usando a letra n o que é que resulta des-
se raciocinio!

Anténio: Eu queria chegar a uma maneira de fazer uma equa-
¢Ao, mas ndo sei o que € a incognita. Eu acho que a in-
cognita € o nimero que se vai sempre aumentando ao
nimero de cumprimentos & medida que os amigos au-
mentam, mas nio sei.

Professora: Pensem 14 mais um bacadinho. Fizeram uma ra-
bela, o que é que acontece 4 medida que o nimero de
amigos aumenta/

Marco: Se houver n amigos, ..., ndo, ..., n cumprimentos.
Nio sei o que andamos A procura.

Professora: Se houver um ndmero qualquer de amigos?

Antdnio: Pois isso era o que eu queria, mas nfo sei o que é a
incdgnita, porque os amigos aumentam e o nimero de
cumprimentos também, mas nfo aumentam da mesma
maneira, por isso o que € que vai ser a incégnita?

(Aula 16/01/2008)

Na tarefa A torre dos fmpares, a maioria dos alunos explica
em linguagem natural o que acontece numa determinada li-
nha. Porém, alguns alunos resolveram a questio designando
o niimero de uma linha qualquer da torre por uma letra, pa-
recendo ter construfdo uma relagiio simbélica com significa-
do matemdtico, como sugere a figura 8.

O Manuel necessitou de apresentar um caso especifico
para confirmar a sua expressio simbélica, semelhante 2 usa-
da na tarefa O aniversdrio do Jodo, revelando um transporte
de processos utilizados anteriormente — o que realga a im-
portincia da experiéncia matematica anterior.

Tal como sugerem os extractos de discussio apresenta-
dos, grande parte dos alunos indiciou muita dificuldade na
transi¢io do concreto para o abstracto, manifestando gran-
des dificuldades na escrita simbdlica da generalizagio de
uma sequéncia. A maioria dos alunos determinou os primei-
ros termos de uma sequéncia e descreveu a regra em lin-
guagem natural por recorréneia (usando o termo anterior),
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mas ndo conseguiu simbolizar a generalizacio sem uso re-
cursivo. Ou seja, nas situagdes em que a letra estava inserida
num contexto funcional, onde era necessdrio relacionar o
termo (varidvel dependente) com a ordem desse termo (va-
ridvel independente), a maioria dos alunos manifestou difi-
culdades na compreensio do papel da letra e em construir
simbolicamente uma expressio generalizada — pois foram
confrontados com dois valores desconhecidos a variar em
simultaneo (termo e ordem desse termo).

Durante a entrevista (grupo A), numa questio da tarefa
O problema das idades [O Lufs tem mais dois anos que a So-
fia e menos dois que 0 Martim."A soma das idades dos trés
irmios ¢ igual ao triplo da idade do Luis?], a compreensio
conceptual da letra como valor possivel indeterminado su-
cedeu de discussdes ocorridas durante as entrevistas, como a
seguinte, relativa ao significado da expressio obtida por es-
tes alunos, 32, e pela extensdo feita em torno de 2z, durante
a resoluciio da rarefa (figura 9).
Professora: Sim, mas z representa o Luis?

A professora chamou 2 atengfio para a imprecisio, bastante

frequente na maioria dos alunos, em relagfio ao significado

da letra («z representa o Luis»).

Manuel: z representa a idade do Luts.

Professora: Ah! A idade do Luis! Entaoe z —27E z + 2!

Manuel: z — 2 a idade da Sofia e z + 2 a idade do Martim.

Professora: Sim, as idades! Entdo e o que € 32!

Rosa: A idade do Lufs multiplicada por 3.

Professora: Entiio e o que ¢ a idade do Lufs multiplicada por
31

Isa: E o triplo da idade do Luis.

Manuel: E se virmos bem, a soma da idade da Sofia com a do

Martim, (z —2) + (2 +2) [escrevendo na folha de res-
postas] € a idade do Lufs vezes dois, ou seja 22.

(Entrevista 28/05/2008, grupo A)

Nas situagdes em que a letra assumia o papel de incégnita,
os alunos manifestaram uma maior compreensao do signifi-
cado da letra e evidenciaram uma boa capacidade de argu-
mentacio e resolugio. Exemplo disso € a discussio que se se-
gue, ocorrida durante a entrevista ao grupo B, numa questao

da tarefa Os trés irmdos [O Marco tem mais trés anos que a
Sénia e menos trés que a Lufsa. A soma das idades das duas
irmis serd sempre um nimero par!]

Anténio: Ndmeros fmpares mais niimeros impares vai dar
ndmeros pares.

Professora: Entiio e se as irmds tiverem um nimero par de
idades?
José e Mara: Par e par dd par.

Antdnio: Mas se for um ndmero fmpar com um némero par
ndo vai dar.

Professora: Mas h4 alguma possibilidade de uma das irmas
ter um nimero par de anos e a outra ter um nimero im-
pat de anos!

Anténio: E melhor fazer aqui, assim (figura 10).
Mara: Nio. As idades delas dependem da idade do Marco.

E vio ser as duas nimeros pares ou as duas nimeros fm-
pares.

Professora: Se o Marco tiver um nimero par de anos ...

Anténio: As duas irmas tém idades fmpares. E se o Marco
tiver um ndmero fmpar de anos, as duas irmas @m ida-
des pares.

(Entrevista 28/05/2008, grupo B)

A discussio em torno da soma de niimeros pares e {mpares

conduziu i correcta verbalizacdo da resolugiio do problema,

COmOo a seguir se mostra:

Professora: Entao o que € que concluem?

Anténio: Quando o Marco tem um nimero par de anos, as
irmas tém as duas um nimero fmpar de anos e a soma
das idades das irmfis € um nimero par. Quando o Marco
tem um nimero fmpar de anos as irmds tém as duas um
nimero par de anos e soma das idades das irmas rambém
é um ndmero par.

(Entrevista 28/05/2008, grupo B)

A adopciio de estratégias distintas face 3 mesma situagio de-

correu de discussGes como a seguinte (referente  da tarefa

Os trés irmdos): _

Mara: Entio, o Marco tem 8 anos, a Sénia tem 5 e a Lui-
sa tem 11.
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Professora: Entio vamos 14 escrever.

José: Vamos tentando e quando a soma das duas irmas der
24, ji sabemos daqui a quantos anos é que ...

(Entrevista 28/05/2008, grupo B)

A estratégia de resoluciio usada por alguns alunos foi a de
calcular os valores das idades actuais de cada um dos ir-
mdos e tentar, ano a ano, perceber o que ocorre, usando, por
exemplo, um esquema como o que apresenta na figura 11.

No decurso da entrevista ao grupo A, referente a tare-
fa O problema das idades, alguns alunos optaram pela formu-
lagiio e resolugiio de uma equagio que traduzia o problema,
como a resoluciio que a seguir se apresenta:

Anténio: E mais fécil fazer por uma equagio.

Professora: Entio va!

Mara: Pois é, se calhar é mais rdpido com uma equagio!
Professora: Entdo o que € que queremos!?

Mara: Entéo o que queremos € somar estas duas 5 + & com
11+ .

Professora: Entdo va!
Mara: Entdo (5 + z) + (11 +x) ...
Anténio: Que vai dar 24.
Mara (escrevendo no caderno): Entao
(5+z)+(114+2) =24
(Entrevista 28/05/2008, grupo A)

No entanto, a variedade de estratégias de resolucio contri-
buiu para a sua discuss@o dialéctica, permitindo a partilha e
a discussiio de resultados, como a seguir se exemplifica com a
resolucio da equagdo 5+ z + 11 + 2 = 24 (figura 12).

Mara: Jd estd, = 4. Entdo é daqui a 4 anos.
José: Foi o que me deu a mim! Daqui a 4 anos.
Professora: Entéo e o que € que significa esse = 47

José: Sdo os anos que sio precisos para que a soma da idade
das irm3s seja o triplo da idade do Marco.

(Entrevista 28/05/2008, grupo A)
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Qutros alunos optaram por resolver mentalmente a questéo,
como a resolugfio que a seguir se apresenta, referente i tarefa

O problema das idades:

José: Anténio e Mara, vocés fazem com uma equacio que eu
vou fazer por contas, estd bem?

Mara e Antdnio: Estal

José: Eu jé sei! E daqui a 5 anos. Néo! E daqui a 4 anos. En-
tdo ndo €!

Professora: Como é que fizeste! Escreve.,
José: Escrever ndo! Fiz de cabeca. Entfio, nio estd bem?

Professora: Espera um bocadinho pelos teus colegas e jd va-
mos ver, estd bem? Entdo vamos 14 pensar.

(Entrevista 28/05/2008, grupo A)

Nas situagdes onde a letra assumiu o papel de incégnita
de uma equacio possivel determinada, a maioria dos alu-
nos nfio manifestou grandes dificuldades em traduzir sim-
bolicamente a situacfio, em resolvé-la e em dar-lhe sentido
— porque nessas situagdes existia apenas um desconhecido
que se mantinha invariante, pois a letra escolhida no inicio
da resolucfio para designar a incognita representava sempre
o mesmo desconhecido ao longo da resolucio do problema.
Onde a letra assumiu o papel de um valor generalizado —
como € o caso da letra de uma expressio, em que essa ex-
pressdo pode ter um significado independente da estrutura
matemdtica de que faz parte (neste caso a estrutura é a equa-
¢d0), os alunos necessitaram de um maior acompanhamen-
to por parte da professora na andlise s decises e estratégias
que adoptaram, a fim de maximizarem a compreensio dos
significados matemdticos nelas envolvidos.

A concluir

Neste estudo, os alunos deram, de forma clara, um sentido a
letra quando esta assumia o papel de incégnita. Porém, tive-
ram mais dificuldade em dar significado a letra quando esta
estava enquadrada num contexto funcional, assumindo di-
ficuldades em generalizar e na escrita simbélica da genera-
lizacio de uma sequéncia. Os alunos determinaram os pri-
meiros termos de uma sequéncia e descreveram a regra dessa
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sequéncia em linguagem natural por recorréncia (usando o
termo anterior), mas tiveram muita dificuldade em simboli-
zar tal generalizacio. Poder-se-4 afirmar que of alunos estio
na segunda etapa de generalizacio de um padriio referida
por Rojano (2002). Talvez esta situagiio se deva a ambigui-
dade dos simbolos, pois, tal como afirma Caraca (1998), n,
individualmente, ndo sendo um nimero natural represen-
ta-os a todos.

A professora, bem como as tarefas de exploragio e de in-
vestigaciio propostas, assumiram um papel importante para
a promogio, nos alunos, da sua capacidade de traduzir sim-
bolicamente uma situagio dada. Foi possivel identificar as
dificuldades dos alunos ro que respeita & interpretacio das
letras e & capacidade de generalizar. Fica a certeza da impor-
tincia de ter sempre presente os contextos onde as letras es-
tdo inseridas e que o significado de uma letra como incégni-
ta é mais assumido pelos alunos do que o de uma letra como
niimero generalizado — talvez seja necessdrio insistir no de-
senvolvimento da imaginaciio e, consequentemente, da abs-
tracgio, dos alunos («Entéo e podemos multiplicar niimeros
sem sabermos quanto valem? E depois como € que sabemos
o resultado?»).

Notas

I A investigagio que serviu de base 4 elaboracio deste artigo in-
tegra-se na Tarefa 1 (Estimativa, Sentido do Simbolo e Fungges)
do projecto de investigacio Promover a aprendizagem mate-
mdtica em Niimeros e Algeb‘ra, financiado pela FCT, MCTES,
Portugal.

As resolugdes apresentadas sido de alunos portugueses da Escola
Bisica Integrada ¢/]I da Amareleja que frequentavam pela pri-
meira vez o 7% ano de escolaridade e que participavam num es-
tudo realizado por Magda Pereira (a sua professora). A metodo-
logia de investigacdo foi qualitativa e interpretativa. A recolha
dos dados incluiu registos escritos da professora nas aulas, reso-
lugdes e relatdrios dos alunos e entrevistas.

Das tarefas propostas, a primeira, O aniversdrio do Jodo (de na-
tureza investigativa) insere-se no tema Sequéncias; a segunda,
A descoberta do valor das letras (de natureza exploratéria), inse-
re-se no tema Equagdes; a terceira, A torre dos impares (de natu-
reza exploratéria) insere-se no tema Sequéncias; e a quarta ta-
refa, Os Mealheiros (problema) insere-se no sub tema Resolucdo
de Problemas Envolvendo Equagdes.
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Nimero Temafico da Educacdo e Matematica de 2010

Como habitualmente o tltimo nimero do ano da Educagdo
e matemdtica serd temdtico.

Desta vez o tema escolhido foram as conexdes matemd-
ticas. As conexdes Matemadticas referidas em vdrios docu-
mentos, nomeadamente no Curriculo Nacional (ME, 2001),
no Novo Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico (M.E.,
2008) e nos Principios e Normas para o Ensino,da Matemdtica
(NCTM), sdo potenciadoras de uma compreensio mais pro-
funda e duradoura da Matematica.

Assim, neste nimero tematico da E&M serdo discuti-
dos/reflectidos diferentes aspectos das conexdes matemdti-
cas, considerando as conexdes com a realidade, com outras
do curriculo e entre diferentes tépicos matemdticos.

Aqui fica o convite a todos os interessados em escrever
efou partilhar ideias ou reflexdes sobre este tema, para que
nos fagam chegar os vossos contributos. :
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Andlise de dados reais.com ferramentas computacionais para Estalislica

A facilidade de acesso a dados reais, veio permitir atribuir um
outro significado s tarefas de Organizagio e Tratamento de
Dados (OTD), no curriculo do ensine bésico e secunddrio de
Matemadtica.

Por exemplo, se o objectivo é decidir criar, em Setdbal,
uma empresa de desporto de lazer, um espaco polivalente
de ocupacdo de tempos livres ou um centro de actividades
de apoio a idosos, pode ter interesse aceder ao Plano de
Desenvolvimento Estratégico da Peninsula de Setubal e co-
nhecer dados como a populagdo residente e a sua estrutura
etdria, o indice de envelhecimento, a taxa de crescimento do
emprego ou a taxa de crescimento do PIB per capita.

Haoje encontra dados reais e actuais em diferentes sitios
na Internet. A titulo de exemplo, refiro apenas dois que valem
a pena, para além do Instituto Nacional de Estatistica (INE
em www. ine. pt) que disponibiliza todo o tipo de informacio
estatistica, sob a forma de dados numéricos, gréficos ou indi-
cadores, em diferentes temas como a sadde, a educacio ou
o comércio e servicos. Esses dados podem ser directamente
importados para uma folha de célculo ou para <pacotess in-
tegrados de estatistica, como o fathom, de que falo adiante.
Por exemplo, neste momento prepara-se o Censos 201 | que
pretende realizar um recenseamento geral da populacio e da
habitacio em Portugal e existemn jd um conjunto de informa-
¢Bes disponiveis.

No site do NCTM, em www . standards.nctm. org, se ace-
der aos exemplos relativos a andlise de dados, em Accessing
and Investigating Data Using the World Wide Web é remetido
para dois sites: O Gabinete de Censos dos Estados Unidos
(www.census.gov) e as Estatisticas do Canadd (http://www.
statcan.gc.ca/),

No espaco do Canadd, existe uma zona especialmente
dedicada a professores e alunos e hd mesmo um projecto in-
ternacional que nasceu hd 10 anos (Census at School), envol-
vendo alunos do 4 ac 127 ano, que permite, por exemplo,
o preenchimento de guestiondrios numa turma (com dados
como a altura, tempo de deslocacio de casa a escola, tema
preferido, etc.) que sdo posteriormente adicionados a uma
base de dados mundial e que lhe permite estabelecer com-
paracBes entre os dados da turma e os dados globais do pafs
nessas varidveis.

No site dos Estados Unidos, pode, por exemplo, encon-
trar uma informacdo curiosa: a andlise de projeccdes da po-
pulagdo residente, por idade, sexo ou raga, para os préximos
40 anos. Os dados si3o disponibilizados em formato x/s ou
csv, 0-que permite que sejam importados posteriormente de
uma folha de célculo ou de um package de estatistica.

Ferramentas da tecnologia para analise estafistica

Para além da folha de cdlculo e de alguns applets que j& tém
sido referidos nesta secc@o, como exemplos de ferramentas
computacionais de apoio a organizagdo e tratamento de da-
dos estatisticos (ver a Revista Educacdo Matemdtica N°® 106),
existem no mercado vdrios programas que permitem apoiar
estudos estatisticos mais complexos e que sao usados em
trabalhos académicos, como € o caso bastante divulgado do
SPSS (Statistical Package for Social Sciences).

No entanto, fundamentalmente pela sua simplicidade, fago
aqui referéncia a uma ferramenta computacional integrada de
Estatistica, lancada pela Key Curriculum Press, uma editora de
referéncia que muitos conhecem pela autoria do Geometer's
Sketchpad, uma ferramenta de Geometria Dindmica que jd val
na sua 5 edicio.

Essa ferramenta é o Fathom (Fathom Dynamic Data
Software). Escolho-a por trés razdes essenciais: as suas enor-
mes potencialidades pedagdgicas em estudos elementares e
mais avancados de estatistica; o interface amigdvel que apre-
senta com o utilizador e a possibilidade de descarregar livre-
mente da Internet uma versdo de avaliacio, vdlida por 60 dias,
que dispenibiliza todas as op¢des, ndo permitindo apenas gra-
var o trabalho (ver em www.keypress.com/fathom).

Embora ela seja também indicada com potencialidades
no estudo das relacdes e representagdes algébricas, vou-me
referir apenas a algumas potencialidades no dominio da orga-
nizagdo e tratamento de dados.

O que permite o Fathom?

1] Importar dados de uma folha de calculo

Com uma tabela de dados construida no Excell e gravada
no formato Texto (separado por tabulacées), importe-a atra-
vés de file — Import e ela fica sob a forma de uma Collection,
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que corresponde & sua base de dados. Com a Collection se-
leccionada, arraste uma tabela (Table) da barra de ferramen-
tas e os dados surgirdo na janela de trabalho automaticamen-
te (figura I).

2] Seleccionar amosiras e comparar variaveis -
O Fathom permite extrair; a partir de uma populacdo, amos-
tras (quase) aleatdrias de dimensdo escolhida pelo utilizador
e eventualmente obedecendo a critérios a definir e, em segui-
da, comparar medidas de estatistica descritiva (como a média,
a mediana, os quartis ou o desvio-padrdo) e'gréficos como
histogramas ou diagramas de extremos e quartis, relativos a
determinadas varidveis. "

O exemplo seguinte, ilustra como, a partir da populagdo
de criangas de uma escola (School ‘chn'dren), se constrdi uma

Margo |

tabela com medidas estatisticas (em Summary), por sexo, ar-
rastando a varidvel Height para uma das dimensdes da tabe-
la e a varidvel Sex para a outra (do lado esquerdo da figura
abaixo).

Em seguida, pede extrair uma amostra de dimensdo a
sua escolha (em Inspect Collection), que surge sob a forma de
uma nova Collection (Sample of School Children) e pedir para
representar dois diagramas de extremos e quartis que per-
mitam comparar a distribuicdo da varidvel altura, para ambos
0s sexos. Para o efeito, pede-se o grifico (Graph — Box Plot),
arrasta-se a varidvel Height para o eixo das abcissas e faz-se o
mesmo para a varidvel Sex, agora para o eixo das ordenadas
(ver diagramas na figura abaixo, do lado direito).
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3] Estudar @ associacdo enfre variaveis

Por exemplo, se quisermos analisar o grau de associagio en-
tre as varidveis quantitativas peso e altura, relativas a um con-
junto de alunos, podemos partir de uma tabela com os dados
e, de forma semelhante aoc indicado no ponto anterior, cons-
truir um diagrama de dispers@o (Graph — Scatter plot), que o
programa apresenta acompanhado da equacdo da recta de
regressao linear, que melhor aproxima o conjunte de pontos
e do cdlculo do respectivo coeficiente de correlacio.

Um aspecto interessante é que nos permite arrastar, di-
rectamente no gréfico, cada um dos pontos individualmente e
ver as implicacdes na recta e na expressao da equacio (figura
abaixo).

Muitos outros aspectos, poderia aqui descrever para mos-
trar as potencialidades pedagdgicas desta ferramenta e aspec-
tos da diddctica que envolvem conceitos de OTD, como, por
exemplo:

(i) assinalando uma barra de um dado gréfico de barras re-
lativo a um conjunto de dados agrupados, na tabela ficam
visivels 0s respectivos valores reais que podem ser altera-
dos de forma interactiva;

(i) criando um grdfico com a curva da distribuicio normal,
podemos averiguar as alteragdes no mesmo, por acgio
directa sobre dois selectores (Sliders) que representam a
média e o desvio-padrio.

A possibilidade de trabalhar com testes estatfsticos, como os
testes T de diferenca de médias ou o teste do Qui-quadrado,
é outra op¢do que permite ir mais longe na investigacdo de
natureza quantitativa em educacio, mas os tutoriais animados
disponiveis no site do programa, fornecem mais ideias e aju-
das especfficas que cada professor necessite,

Como refere Robin Lock, da St. Lawrence University (USA),
num artigo publicado em 2002, sob o titulo Using Fathom to
promote interactive explorations of statistical concepts, este
software «€ um dos vérios pacotes recentemente desenvolvi-
dos que dd uma grande énfase em proporcionar uma atmos-
fera na qual os alunos possam investigar os conceitos estatis-
ticos. Para facilitar a aprendizagem, a premissa chave estd em
que todos os aspectos de uma andlise estio ligados de tal for
ma que os alunos podem ver como as mudancas numa drea
se reflectem noutra. Aqueles que desenvolveram o Fathom
fizeram esse esfor¢o especial em produzir um interface intui-
tivo que permite aos alunos <arrastar e largan para construir
andlises de blocos bdsicos de informagao».

Jose Duarte
ESE de Sefibal
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Insfituto de Educacao da Universidade de Lishoa

O evento realiza-se nos dias 2 e 3 de Julho de 2010, no Instituto de Edu-
cagdo da Universidade de Lisboa, e tem como objectivo promover a re-
flex@o e discussdo dos projectos de investigacdo que se estdo a desenvol-
ver, no dmbito do doutoramento nas diversas dreas de especializacgo.

Os doutorandos do Instituto de Educacio, que jd tenham o seu tra-
balho de investigagdo em curso, podem apresentar o seu trabalho atra-
vés de um cartaz digital. Outra modalidade de participagao, assistir aos
trabalhos, destina-se a todos os interessados em conhecer e discutir os
referidos projectos.

Prazos a ter em conta: submissao de apresentacdes (resumo) de |5
de Abril a |5 de Maie; inscricoes on-line até | de Junho e envio de car
taz digital até |5 de Junho.

Inscricoes: www.ie.ul.pt fji@ie.ul.pt

XIll Confergncia Inferamericana de Educacao Mafematica
A Xl CIAEM realiza-se no Recife (Brasil), de 26 a 30 de Junho de 201 |.

Participam educadores, investigadores e especialistas em Educacio Mate-
mdtica. O evento aceitard trabalhos nas seguintes modalidades: comunicaces

orais, poster e oficinas (de 2 ou 3 horas).

As inscricdes, de Agosto de 2010 a Marco de 201 |, poderdo ser realizadas

através da pdgina oficial do evento http://xiii.ciaem-iacme.org.
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AI-jabr: duas ou frés palavras sobre o-nascimento dg uma nova mafemafica

José Dilson Beserra Cavalcanti
Marcelo Cdmara dos Santos

Nesse texto buscamos discutir algumas consideragdes sobre
a Algebra e seus aspectos histéricos. Quando se trata de dis-
cutir a histéria da Algebra, é comum narrar sobre o progres-
so da matemadtica que passou por um periodo de desenvolvi-
mento lento e pouco produtivo até ao momento de firmacio
da Algebra que culmina com Viéte e outros como Descartes
nos séculos XVI e XVIL

Numa perspectiva alternativa, iniciamos pela possivel
origem cultural da Algebra. Para Da Rocha Falcio (1997),
a origem cultural da Algebra seria associada a problemas de
diffcil resolugio por meios aritméticos. Esse autor discute
tal fato exemplificando com um popular caso de partilha
de bens relatado pelo historiador da matematica D. Guedi
(1992), e descrito a seguir:

Um homem possui uma escrava, que se torna sua aman-
te e favorita. Um dia, esse homem morre, e af surge um pro-
blema: se a escrava continua como tal, ela faria, de certa
forma, parte da heranca. Como tal deverd participar da re-
particio dos bens entre os herdeiros, o que nio seria conve-
niente devida a sua condigio prévia de amante do falecido.
Portanto, torna-se conveniente libertd-la antes da pattilha;
mas assim fazendo, algum herdeiro poderd reclamar que estd
sendo espoliado em parte dos bens que poderiam lhe caber.
Dessa forma, a prépria escrava deverd se comprar. O proble-
ma agora seria: comprar-se com que dinheiro? Na condicio
de amante-vidva, ela teria direito a uma fracio dos bens to-
tais do falecido senhor, e seria entdo com essa parte que ela
poderia se comprar. Mas o total a dividir entre os herdetros (que
inclui a escrava-amante) depende do valor da escrava, que, por
sua veg, depende da soma global a dividir!

Tal situaciio embaracosa de cunho juridico-religioso se-
ria possivel de se resolver aritmeticamente? Da Rocha Falcdo
(1997) sugere que foram situaches como essa que serviram
de subsidio para um manual intitulado Al-Kitab-al-muhata-
sar-fi-hisab-al-d jabra-l-mugabala:[O livro da concatenacio
(al-d jabra) e do equilibrio (al-muqabala)]. Esse livro escrito
pelo matemdtico Mohammed ibn-Musa al Khowarizmi! por
volta do século IX é considerado o primeiro manual de Al-

gebra drabe (Rashed, 1984; Dhombres et al., 1987 apud Da
Rocha Falcdo, 1997).

O termo <Algebras, estranhamente, parece que nio
possui etimologicamente, uma traduciio literal, como por
exemplo acontece com o termo <aritméticas, que deriva do
grego <arithmos>. Comumente quando buscamos pesquisar
sobre a histéria da Algebra encontramos que a palavra <Al-
gebra> tem origem drabe. Para Baumgart (1992) <Algebras
seria uma variante latina da palavra drabe Al-Jabr. O trata-
do de Algebra de al Khowarizmi teria sido traduzido para o
latim com titulo Liber algebrae et almucabala, portanto Alge-
bra deriva da tradugio latina de Al-Jabr.

Como j4 menciondmos anteriormente, a palavra Alge»
bra ndio possui etimologicamente uma traducdo literal do
que ela significa, mas parece bastante utilizada por alguns
autores sua tradugiio como «Ciéncia da Reunido» ou da
«Restauragio« (cf. Brito Menezes, 2006).

Em relagio ao desenvolvimento histérico da Algebra
como ciéncia, 0 que se encontra comumente NOs MAanuais
de histéria da matemdtica € o cardter lento do progresso da
Algebra e a periodizacio habitualmente definida pelos ter-
mos «Algebra retérica», «Algebra sincopada» e «Algebra
simbélica».

Nesse sentido, Luis Puig (1998) discute sobre essas trés
etapas de desenvolvimento da Algebra. Uma etapa primiti-
va da Algebra seria a da Algebra retérica, j4 que os textos
sdo escritos na linguagem verndcula da época paleohabil6-
nica (entre 2000 e 1600 a.C.). No Egito, aproximadamen-
te 1600 anos antes de Cristo, temos a obra conhecida como
o Papiro de Ahmes®. Os problemas expressos nesse papiro
dizem respeito a assuntos cotidianos dos antigos egipcios,
como o preco do pdo, a alimentacio do gado, entre outros
contextos (Teles, 2002).

Alguns problemas também tratam dos préprios nime-
ros, como por exemplo, «um montio, sua metade, seus dois
terqos, todos juntos sio 26. Diga-me: qual é a quantidade?».
Como percebemos, o nimero*procurado ou desconhecido,
foi representado pela palavra <montios, o que era comum
com problemas desse tipo.
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Outra etapa, data aproximadamente de 400 anos antes
de Cristo, na Grécia. A «Algebra sincopada» (termo ideali-
zado por Nesselman em 1842 apud, PUIG, 1998), seria re-
presentada pela Aritmética de Diofanto, caracterizada pelos
escritos em verndculo, porém com alguns termos técnicos
escritos na forma de abreviaturas.

Ainda na Grécia, aproximadamente em 300 a.C, Eu-
clides de Alexandria em sua obra <Os Elementos> dedicou
dois (o livro I e o V) dos trezes livros da obra 2 Algebra.
Na Algebra de Euclides, as quantidades desconhecidas eram
comumente representadas por figuras geométricas. (Boyer,
1974 apud Teles, 2002). Conforme Puig (1998), em 1886,
Hieronimus Georg Zeuthen teve a idéia de qualificar o livro
11 de «Algebra geométricar.

A partir desse momento, o progresso da Algebra seguiu
a passos lentos, e s6 muito tempo depois € que os matemdti-
cos passaram a substituir as palavras por letras e sinais sim-
bélicos. Por tltimo, surge assim, a «Algebra simbélica» que
culmina com os matemdricos Viete e Descartes nos sécu-
los XVI e XVII. Vigte introduziu o uso sistemdtico de letras
para representar valores desconhecidos. Descartes aperfei-
coou e efetivou a Algebra simbdlica, criando a notagio atu-
al. Essa Algebra é caracterizada assim, pela representagio
totalmente simbélica das equagdes, a exemplo de como co-
nhecemos nos dias atuais.

Nio seria elegante ndo ressaltarmos também os feitos
dos ingleses Robert Record e Thomas Harriot contempo-
raneos de Viete, O primeiro contribuiu para a consolidagio
da Algebra de diversas formas. Foi ele quem criou o simbolo
para a igualdade como conhecemos hoje (=, dois tragos pa-
ralelos e horizontais). O segundo por sua vez, criou os sim-
bolos para desigualdades e foi o responsével por eliminar al-
gumas palavras que restavam nos trabalhos de Viete.

Conforme Teles (2002), até ao século XVII, a Algebra
era uma generalizacgio da aritmética. J4 no século XIX ela
se estenderia a elementos além dos ndmeros e operagdes. A
teoria dos grupos, devida em parte a Gauss e, sobretudo, a
Galois, marca a chamada Algebra «<moderna>. Na segunda
metade do século XIX, o estudo principal da Algebra eram
as estruturas algébricas abstratas. Kjummer contribui com a
teoria dos corpos e Dedekind com a nogiio de ideal de um
anel. Ao final do século XIX, a Algebra teria diversas aplica-
¢des, como por exemplo em andlise, em geometria, em me-
cénica, em fisica teérica (Chambadal, 1978).

O que seria a Algebra hoje? Definir stricto sensu o que ¢
Algebra nfio é uma tarefa facil e nem tampouco concordan-
te entre os virios pesquisadores. De uma maneira bastante
interessante, Lee (1996) propde que a Algebra deve ser en-
tendida como uma mini-cultura na cultura da Matemdti-
ca. Se considerarmos as aplicacdes atuais da Algebra e seu
desenvolvimento histérico, podemos dizer que ela se confi-
gura como um significativo campo da ciéncia Matemdrtica
enquanto objeto de estudo em si e, numa perspectiva prag-
mitica, a Algebra também seria como um instrumento po-
tencial para o estudo e desenvolvimento de outras ciéncias
e das tecnologias. '

Nofas o

! A palavra algarismo seria originada em homenagem ao

nome desse matematico.

?  Escrito por um escriba chamado Aahmesu, mais conhecido por
Ahmes. O Papiro de Ahmes estd guardado atualmente no Mu-
seu Britanico. O Papiro tem uma dimensio de 5,5 metros de
comprimento por 32 centimetros de largura, e contém oiten-
ta problemas, todos resolvidos. Para ver problemas desse papi-
1o acesse: http://www.malhatlantica.pt/mathis/Egipto/
Rhind/Rhind.htm
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A Matemicanos rimeiro i — Xl Encontro Nacional

Helena Amaral, Pedro Almeida

As semanas da Pdscoa aproximavam-se ¢ nio havia sinais do
esperado Encontro Nacional de Professores — A Matemdtica
nos Primeiros Anos. Alguns professores mais atentos telefo-
navam para a sede da APM a perguntar a raziio de nfio haver
informacio na pdgina. Sentia-se a falta! E foi ja nas semanas
do 2° perfode que se anunciou o encontro para um tnico
dia, um sdbado, 24 de Abril, na Escola Secundiria Josefa de
Obidos, em Lisboa.

Tal como em todos os outros, a realizacio deste encon-
tro foi uma aventura, provavelmente pelas razdes de sempre:
a pouca disponibilidade que os afazeres do quotidiano da es-
cola nos deixam. Mas a vontade de manter vivos os espacos
de partilha e de reflexdo da prética docente continua a ven-
cer as contrariedades. .

Foi um encontro em formato reduzido, que suscitou al-
guns «soube a pouco» no final. No entanto, o ambiente aco-
lhedor e o envolvimento dos participantes possibilitou uma
experiéncia semelhante & dos anos anteriores.

Pela manhd, um painel de professores de quatro agru-
pamentos da regifio de Lishoa deu testemunho das formas
como a gestdo curricular, no que respeita a planificacio e
avaliagfio, estd a ser posta em pritica. As diferentes experi-
éncias evidenciaram o maior ou menor impacto que o facto
de estar a ser experimentado o novo programa tem tido na
organizacio das escolas e nas formas dos professores se orga-
nizarem para concretizarem na pratica os desafios do PMEB.
Realgou-se a necessidade de um maior encontro entre todos
os professores, uma maior partilha de planificactes, tarefas e
a reflexfio em torno do que acontece efectivamente na sala
de aula. O facto dos professores envolvidos nas diferentes
experiéncias terem frequentado o Programa de Formacio
Continua de Professores, foi referido como um contributo
relevante, a par de outros espagos e tempos de encontro en-
tre os professores, e de como estes constituem um desafio
que depende da vontade dos professores e seu esforgo pesso-
al, sacrificando tempo da vida privada.

Nos locais onde a experiéncia decorre pelo segundo ano,
percebeu-se que a estruturacio de rotinas e estratégias de
planificaciio suportam o trabalho do professor de forma efec-
tiva. Apesar de referidas as dificuldades de iniciar um novo
percurso, perceberam-se as vantagens de ter uma base de
planificaciio e como € compensador e interessante ter uma
pratica partilhada e reflectida em conjunto.

As trés conferéncias temdticas que se seguiram aborda-
ram questdes como as conexdes de temas dentro e fora da
Matemadtica numa perspectiva prdtica, o desenvolvimento
do sentido do nimero no que respeita & selecciio de tare-
fas e a comunicagio matemdtica como forma de desenvol-
vimento do raciocinio a partir da resolugiio de problemas
(Conexdes matemdticas num projecto de natureza interdisci-
plinar; desenvolver o sentido do niimero — prdticas do profes-

sor; resolver problemas, raciocinar e comunicar para aprender
Matemdtica: contornos e desafios). Em todas as abordagens as
questdes relativas a0 ambiente de sala de aula e ao papel dos
professor assumiram especial relevo. As conferéncias foram
sustentadas por experiéncias de sala de aula, de diferentes
anos de escolaridade e problematizaram a construgio de am-
bientes de aprendizagem significativos, quer pela selecgio
das tarefas propostas, quer pela metodologia de organizagio
da aula que conduza a fazer emergir e apoiar um discurso
matemdtico favordvel 4 compreensio de ideias matemati-
cas fundamentais e suas relagdes. Abordando os desafios que
se colocam aos professores na praxis de aulas deste tipo re-
algou-se sempre o envolvimento dos alunos em actividades
que lhes permirissem a fundamentaciio de raciocinios e a
formulagiio, avaliagiio e testagem de conjecturas, em que a
procura e pesquisa adquirem um lugar de destaque.

No perfodo da tarde, o encontro desenvolveu-se em
seis sessdes priticas. Geometria e Visualizagdo permitiu ex-
perimentar um conjunto de tarefas sobre figuras geométri-
cas, dando especial énfase a visualizacio para além de pro-
blematizar o desenvolvimento de raciocinios geométricos,
sem descuidar os conhecimentos de geometria. A geometria
também foi abordada num ambiente de Geometria dindmi-
ca— o Geogebra. A partir da exploragiio de tarefas passiveis
de serem implementadas numa aula de 1° ciclo, apresenta-
ram-se as potencialidades da utilizagio de um programa des-
te tipo no que refere a visualizacio e propriedades de figu-
ras geométricas no plano, na sessio Uma wvisdo dindmica da
Geometria oferecida pelo Geogebra. Um caso a pensar?

Resolugdo de Problemas envolvendo miimeros racionais foi o
titulo dado a uma sessdo onde para além dos conceitos ma-
temdticos se visou a construgio de tarefas significativas para
a compreensdo das operagdes com nimeros racionais, sem
esquecer as capacidades transversais e a atencio a explici-
taciio dos raciocinios dos alunos. Outros aspectos inovado-
res no PNEB como a organizagio e tratamento de dados, a
iniciacio ao pensamento algébrico e o cdlculo mental foram
explorados em outras trés sessdes — O que necessitamos saber
«de matemdtica» para ensinar Otd: discussdo e reflexio sobre
um conjunto de tarefas; O desenvolvimento de ideias algébricas
nos primeiros anos de escolaridade; Cdlculo mental: o que é7

No fim de um dia de trabalho intenso, quem nos visi-
tou a meio do dia «nfo encontrou ninguém nos corredo-
res», encerrdmos com uma visio geral organizada a partir de
imagens recolhidas e agradecemos a escola que nos recebeu.
Com os costumeiros lamentos de que «ndo houve tempo
para ver tudo o que se queria» e o sentimento de que «foi
pouco» despedimo-nos até aos proximos encontros.

Helena Amaral, EB1 Parque Silva Porfo
Pedro Almeida, ESE de Lisboa
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[ador em confexto

Com este texto, procuramos dar conta de um projecto rea-
lizado numa sala de jardim de mfancia, no dominio da Ma-
tematica, em redor do jogo manipulative e do jogo informé-
tico Tangram. :

Durante um ano lectivo, implementimos na nossa sala
o projecto educativo de sala,Viver a Matemdtica, atraves
do qual pretendfamos iluminar ¢ valorizar a Matematica,
Encarando a aprendizagem como um processo continuo e
transformador, pretendi dar continuidade a0 trabalho de-

senvolvido nos anos anteriores. Deste modo, parti dos co-
nhecimentos ddquiridos pelo grupo pata aprofundar co-
nhecimentos do dominio da matematica assim como para
trabalharmos «ferramentas» de compreensio e raciocinio.

O projecto da sala Viver a Matemadtica ia ao encontro
das necessidades especificas das eriangas de 5/6 anos, nome-
adamente no que diz respeito a uma preparagao mais activa
e direccionada, tendo em vista a entrada para o 1° ciclo. Foi
implementada na sala de actividades uma area especihiea,
designada o «Cantinho da Matematica».

e . ettt i
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Decorrente deste projecto de sala surgiu a ideia de re-
alizar experimentagiio de materiais: o Tangram. Sentimos
a necessidade de valorizar este jogo, na sua versdo mani-
pulativa e no computador. Apostar na rentabilizacio des-
te recurso pedagdgico parece pertinente para proporcionar
um ambiente mais estimulante para o treino'da resolucio
de problemas no dominio da matemdtica. Alids, as Orien-
tacdes Curriculares para a Educagdo Pré-Escolar preconizam
que «Inscrevendo-se no quotidiano da educacdo pré-esco-
lar, a aprendizagem da matemdtica implica que: O educa-
dor proporcione experiéncias diversificadas e apoie a refle-
xdo das criangas, colocando questdes que lhes permitam ir
construindo nogbes matemdticas.» (p.74).

J4 conhecido na China, por volta do século VII a. C,,
como as «Sete Taboas da Asticia», o Tangram é um jogo fi-
gurativo, do qual se desconhece o autor e a antiguidade.

O Tangram é um jogo interessante a nivel das aprendi-
zagens da geometria e das nogdes espaciais, ajudando a de-
senvolver o raciocinio légico-matematico. Constitui um re-
curso pedagégico, que pode ajudar as criangas a realizarem
aprendizagens ao nivel da geometria, e exercitar a orienta-
¢o espacial.

O Tangram exige paciéncia e planeamento, convida a
crianga a colocar formas diferentes juntas trabalhando em
simultdneo nogdes de geometria e pensamento légico. A ex-
periéncia do joge no computador é por si s6 impulsionador
de curiosidade e de uma aprendizagem auténoma, que é fun-
damental no desenvolvimento das criancas.

0 educador enquanto agente no dominio da matemalica

A investigacio existente sugere que as criangas constroem
activamente entendimentos matemdticos ao interagirem
com o ambiente fisico e social que as rodeia e ao reflectirem
sobre essas experiéncias.

Na verdade, as Orientagdes Curriculares para a Educacdo
Pré-Escolar assinalam que «O papel da matemdtica na es-
truturagdo do pensamento, as suas fungdes na vida corrente
e a sua importincia para aprendizagens futuras, determina
a atencio que lhe deve ser dada na educacio pré-escolar,
cujo quotidiano oferece miltiplas possibilidades de aprendi-
zagens matemdticas.» (p.73).

Como educadora de infincia devo ter presente a ideia
de que a forma como transmito as nog¢hes matemdticas as
criangas pederd condicionar todo um percurso de futuro. A
educadora necessita ter presente as nogdes bésicas da mate-
mitica, dos diferentes processos de aprendizagem e devers
ser capaz de adequar as actividades e os métodos as diferen-
tes faixas etdrias. )

A idade em que as criangas se encontram requer uma
aprendizagem global, interessa possibilitar & crianca uma
aprendizagem informal dos conceitos matemdticos, numa
perspectiva globalizante. A educadora terd que ter em con-
sideracio também as necessidades especificas de cada crian-
¢a e a valorizacdo das suas capacidades. Encorajar e encami-
nhar por meio de perguntas, perguntas estas que apelem ao
raciocinio; ndo dar resposta aos problemas, mas sim condu-

zir o esforgo da resolucdo, sdo atitudes esperadas. Se a crian-
¢a ndo conseguir resolver o problema, deve-se dar outra
oportunidade, simplificando o mesmo para que desenvolva
a capacidade de resolver problemas.

A educadora deverd também procurar uma postura o
mais isenta e objectiva possivel, de forma a providenciar um
maior leque de aprendizagens a desenvolver.

A crianga movimenta-se num mundo de formas e pa-
drdes, em relacfio ao qual forma ideias geométricas que aju-
dam a representd-lo e a descrevé-lo. E muito importante que
a aprendizagem se faca partindo do seu conhecimento in-
formal, com base na manipula¢io e na experimentacio. A
compreensdo dos objectos e das relagdes em fun¢io dos con-
textos de espago e tempo nio se ensina, surge a partir de ex-
periéncias da prépria crianca. Estas experiéncias tém de ser
acompanhadas pelo adulto, que as ajuda num contexto de
aprendizagem cooperativa, na construcio e organizacio das
relagdes espaciais nos objectos.

As criangas de 3 a 6 anos de idade t8ém uma compreen-
sio das formas baseada nas experiéncias vividas. Partindo
destas, a funciio como educadora € ajudar a reconhecer figu-
ras permitindo a exploracio de materiais variados com for-
mas bidimensionais e tridimensionais, materiais esses que
podem ser: rolos de papel, garrafas de dgua, copos de iogur-
te, caixas de sapatos, caixas de ovos, botdes, pratos descar-
tdveis... Com um ambiente apropriado, as criangas sdo en-
corajadas a observar e a descrever caracteristicas diferentes
e formas geométricas, que constituem cada elemento do seu
quotidiano.

De facto, as Orientagdes Curriculares para a Educacdo Pré-
Escolar enfatizam que «A utilizacio de diferentes materiais
d4 a crianga oportunidade para resolver problemas légicos,
quantitativos e espaciais.» (p. 75).

Por outro lado, Spodek (2002) refere que os computa-
dores na educaciio atingem objectivos para além das apren-
dizagens curriculares e que os educadores tém que investir
mais do que simplesmente aprender a trabalhar com eles.
Os computadores s6 por si depressa perdem o encanto, sdo
os educadores que desafiam as criangas com actividades esti-
mulantes, provocam neles o interesse redobrado, descobrem
motivagdes e, por vezes, educador e criangas aprendem jun-
tos. Quando se aprende matemdtica através do computador
vai-se forcosamente adquirindo conhecimentos informati-
cos, que incluem novos hdbitos e novas perspectivas relati-
vamente ao modo como se aprende.

As criangas aprendem coisas diferentes sempre que subs-
tituirmos o esforgo solitdrio de papel e ldpis pela utilizacio
de material diversificado, podendo assim discutir ideias com
os colegas de grupo. Elas aprendem relacionando-se uns com
0s outros e explicitando o seu raciocinio. Na aprendizagem
da matemadtica usando os computadores é essencial o facto
da crianca ser personagem activa do seu processo de apren-
dizagem, aprendendo a descobrir e a desenvolver o gosto pe-
los processos matematicos.

Dependendo do software utilizado, as criangas gostam de
estar em grupo 4 volta do computador conversando sobre o
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que fazem e os alunos que tém computador para apoiar as
suas aprendizagens desenvolvem comportamentos de inde-
pendéncia e autonomia, nomeadamente por descobrirem e
corrigirem os seus proprios erros (Spodek, 2002). A flexibi-
lidade das representagdes e animagGes constituem ambien-
tes de aprendizagem com significado para as criangas, que
facilmente entendem e manobram os icones dos ecrs. Po-
demos observar que teclar ou clicar no computador € algo
que a maioria das criangas pequenas faz com naturalidade e
satisfacfio, experimentam e observam o ectd, voltam a clicar
e descobrem desta forma o que fazer de novo.

Mefodologia e descricdo da-experiéncia

Esta experiéncia teve origem na observagio do grupo de
criangas da sala, durante alguns dias, através da qual per-
cebemos o entusiasmo geral pelo computador que, apés al-
gumas reparacdes, tinha voltado a animar a sala e, em si-
multineo, o desinteresse quase completo pelo jogo Tangram
magnético, que tinha sido adquirido hd poucos dias. O jogo
vinha pouco apelativo dentro da sua caixa, sem nada que o
valorizasse e algumas figuras vinham em versio mindscula
num cartio sem cor. Perante esta realidade surgiu a preocu-
pacio de equilibrar os interesses das criangas.

As actividades a desenvolver com o Tangram e o com-
putador foram pensadas para um grupo de 25 criangas, com
idades compreendidas entre os 5 e os 6 anos. Tratavam-se
de criancas que convivem entre si desde os 3 anos de ida-
de e eram acompanhadas igualmente pela mesma equipa de
adultos, O grupo era constituido por 12 rapazes sendo os
restantes elementos de sexo feminino. Neste grupo néo es-
tavam incluidas criangas estrangeiras nem criangas com ne-
cessidades especfficas de educagio.

Para este projecto centrei o meu estudo apenas sobre
quatro destas criancas, observando o seu desempenho pe-
rante o material que lhes propunha e registando as informa-
ooes que elas me foram transmitindo.

Através da observacio directa e da observacio partici-
pada procurei informaces sobre a forma como as criangas
identificavam, compatavam e relacionavam no espaco as
formas geométricas aplicando-as ao computador e se consi-
deravam mais estimulante o jogo Tangram no computador
ou no quadro magnético, utilizando as pegas magnéticas.

As observacgdes foram feitas duraBIte o més de Junho e
as criancas que participaram foram voluntérias para... « jo-
gar o0 jogo novo.» Conhecedora das rotinas do grupo, decidi
aproveitar os dias de nataciio para realizar todas as minhas
observagdes. As quartas-feiras, o grupo dividia-se e parte
safa para a natacio, ficando um pequeno grupo comigo den-
tro da sala. O ambiente da sala era manifestamente mais
calmo e permitia maior concentragio. Das quatro criangas
que foram observadas apenas uma ndo tinha computador
em casa. .

O computador faz parte do dia a dia das criangas na sala,
pois contactam com ele como com qualquer outro material
af existente. A zona do computador estd i disposicio das
criancas como qualquer outra drea da sala e as regras de uti-

lizagio sdo de todos conhecidas. Esta drea ¢ utilizada pelas
criancas, quer individualmente quer em grupos de pares.

No‘inicio, a apresentagio do Tangram no computador
revelqu—se como um novo jogo. As criangas procuraram in-
terpretar a imagem que aparece no monitor construida pelas
formas geométricas, trabalhando a coordenaciio visual-mo-
tora em conjunto com a imaginagio.

« — Que formas sdo estas!» — perguntei.

«— Parece um castelo, este é s6 tridngulos...» — diz a Miriam
« — Isto sfio casas feitas com tridngulos e quadrados.»

Qutras criangas rodeiam o computador e iniciam uma conver-
sa: «— Olha l4 isto tudo. O que parece isto?» Procuram inter-
pretar a imagem. «— Isso muda logo...» Referindo-se ao facto
do jogo, apds a conclusdo de uma imagem apresentar automati-
camente outra para ser resolvida.

O entusiasmo foi crescente. A relagio espacial entre as figu-
tas geométricas fez-se sem grande dificuldade e as cores das
pecas permitiam fazer variagdes em relaciio & primeira vez
que o jogo foi concretizado. Apés o almogo, a Miriam quis
continuar a fazer o Tangram no computador. A medida que
realizava o jogo foi falando comigo:

«— Nio consigo encaixar este, como é2» « — Este aqui estd di-
ficil... se calhar ndo € aqui... Ah! jd descobri.»

«— Este parece um avido ou um foguetdo...»

Quando termina o primeiro grupo de imagens a Miriam pede
para repetir o jogo.

Noutra imagem a Miriam comenta: «— Eu antes pus os verdes
primeiro, e agora pus 0§ roXos.»

Noutro momento, as criangas verificaram que o Tangram
informdtico inclui maior nimero de pegas e com tamanhos
diferentes que permitem realizar mais imagens, tornando as-
sim o Tangram material manipulativo limitado aos olhos
dos mais pequenos.

A Margarida sentou-se ao computador e iniciou o jogo,
fazendo com rapidez as primeiras imagens e tecendo algumas
comparagoes:

«— Isto parece uma coroal»
«— Isto parece uma pulseiral»

A certa altura a Miriam pergunta: «— Como se chama este
jogol»

«— Eu sei 0 nome do jogo mas queria que vocés pensassem um
bocadinho e procurassem algum jogo parecido com este c¢d na
sala.» — respondi. Depois de olharem & volta ndo conseguiram
encontrar nenhum jogo parecido. «— Este jogo é o Tangram,
56 que no computador. Vai 14 buscar o quadro magnético e vais
ver se é ou ndo parecido.»

A Miriam regressou para perto do computador com o quadro
magnético e o jogo, mas reclamou: «— Mas, estas pegas sio to-
das amarelas nfo sdo iguais as do computador...!»
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Aspectos de Desenvolvimento

Coordenacio  Percepciio Constincia Discriminacio Percepcio Percepciio Memdria
visual e figura perceptual visual da posicio de relactes visual
motora fundo no espago espaciais

Margarida MB MB MB MB B B MB

Miriam B S MB MB s B B

Jodo B B MB & B S B

Pedro B M MB M M M B

MB — muito bom; B — bom; S — suficiente; M — mau

Tabela 1
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Noutra situacio, a Margarida e a Miriam discutiram para se
sentarem ao computador. Fui obrigada a intervir, a Margari-
da sentou-se ao computador, convenci a Miriam a ir buscar
o Tangram magnético e desafiei-a a fazer as mesmas imagens
do computador.

A primeira imagem foi conseguida e a segunda tamhém,
mas na terceira imagem a Miriam reclamou:

«— Mas eu nflo tenho quatro tridngulos desse tamanho...!» A
situagio repete-se com a outras imagens onde existe mais um
quadrado do que no jogo real. Assim o jogo perde todo o inte-
resse e desmotiva a Miriam.

Procurdmos entdo outro grau de dificuldade no Tangram in-
formitico, tentando assim explorar este material ao maxi-
mo e passdmos a jogar com os puzzles de nivel médio. Surgi-
ram novos problemas, que levaram a uma aprendizagem em
conjunto, visto que ndo estamos isolados e na sala qualquer
crianga pode intervir na solugio dos mesmos. A necessidade
de rodar e trabalhar as pecas antes de as conseguir encaixar
correctamente no puzzle ajudou as criangas na percepgio da
posicio no espaco, mas a dificuldade apareceu desta vez li-
gada ao préprio computador. Como se faz rodar as pegas no
computador? A resolugio deste problema levou-nos a des-
coberta de uma nova tecla no computador, que até aqui nio
era muito utilizada.

A Margarida comeca a realizar o Tangram no nivel médio:

«— Isto parece um dragio ou um cisne. .. como rodamos as pe-
gas? Este tridngulo nfo cabe assim...[»

Pois ¢, alguém pode ajudar aqui a Margarida? Quem sabe como
se faz para rodar o tridngulo?

Vidrias criangas se aproximaram na tentativa de ajudar. O Jodo
ao fim de algum tempo diz que sabe e carrega no botio do lado
direito do rato e declara:

«— O meu pai ensinou-me no jogo 14 de casa.»
«— O teu pai tem um jogo igual?» — perguntei

«— Nio, € do lixo com formas geométricas.»

Noutra situaciio, o Jodo e o Pedro sentaram-se ao computa-
dor. O Pedro iniciou o jogo onde o Jofio o tinha deixado. Ao
fim de algum tempo reparei que o Pedro resolveu os puzzles
muito depressa.

«— Entdo, estds a gostar de jogar com o Tangram!» — per-
guntei

«— Hai uns dificeis e outros faceis... estes tridngulos grandes,
eu nfo sei como ficam aqui.» Perante a dificuldade passa de
imediato para a imagem seguinte sem fazer o esforco de con-
cluir a anterior.

«— Nio podes fazer isso... Tens que tentar encontrar uma so-
lugdo. Vi 14 eu ajudo, tira 14 daf os tridingulos.

Procurei explicar ao Pedro que nio deveria deixar os puzz-
les por resolver e que deveria pedir ajuda na resoluciio dos
mesmos. A interajuda entre as criangas ¢ muito importante
para a sua formacio socioafectiva, pela criacio de um espi-
rito soliddrio e por uma aprendizagem em grupo na resolu-
¢io de problemas.

No dia seguinte, 0 Jodo ¢ o Pedro decidiram fazer o jogo
em conjunto. Disse-lhes que podiam jogar, mas ndo podiam
passar 2 frente nos puzzles, que tivessem dificuldade. No en-
tanto, percebi que as dificuldades eram muitas e que acaba-
riam por se desmotivar do jogo, em virtude de eu também
ndo os conseguir acompanhar devido as solicitacbes do resto
do grupo. Assim numa das vezes que pediram ajuda fui até
ao computador e eles explicaram:

«— Parece a chaminé e uma casa.»— diz o Jofio

«— A chaminé é muito grande, o tridngulo e o quadrado fa-
zem a chaminé...mas ndo consigo por esta... (losango)» disse
o Pedro.

«— Entdo vou-lhes ensinar um truque, vamos as solucdes,
olham com muita atencdo e depois tentam fazer sozinhos. Re-
pararam como estavam as pegas, agora facam a imagem de
novo.»

Na procura da resolucdo de um problema acabdmos por en-
contrar nas solugdes do jogo um bom trabalho de memdria
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visual e a utilizacio das mesmas foi importante para a moti-
vaciio das criangas e ajudou-os a concluir os puzzles.

A introducio do Tangram no computador’ permitiu ob-
servar os aspectos apontados por Del Grande (apud Barros
e Palhares, 1997) e formular assim uma grelha de registo de
cada crianga, como a que apresento na tabela 1.

Com esta grelha consegui aferir o grau de desenvolvi-
mento do sentido espacial de cada crianga que participou
na experiéncia. Apesar do seu percurso de aprendizagem es-
tar ligado & mesma equipa de trabalho e pelo mesmo tempo,
cada um, como individuo tnico, desenvolveu de forma dife-
rente a sua aprendizagem.

o

Conclusdo

Trabalhar a matemdtica no jardim-de-infincia é valori-
zar algo intrinseco & prépria crianga e deverd ser estimu-
lado igualmente de forma natural e com prazer, deixando
que seja a propria a colocar e a resolver as suas questoes.
Sabendo que as criancgas tém um caminho a percorrer, que
tém aquisi¢des no dominio da matemdtica que deverfio mais
cedo ou mais tarde atingir, o meu papel € o de guiar, dei-
xando-as fazer por si, aconselhando sempre que necessdrio,
colocando as questdes e providenciando os materiais ade-
quados que as ajudarfio na construcio do seu préprio pensa-
mento. Na verdade, as Orientagdes Currviculares para a Edu-
cacdo Pré-Escolar preconizam que «Cabe ao educador partir
das situacdes do quotidiano para apoiar o desenvolvimento
do pensamento l6gico-matemitico, intencionalizando mo-
mentos de consolidacfio e sistematizacio das nocdes mate-
midticas.» (p. 73).

A frequéncia do curso de complemento de formagio e
este estudo que realizei nesse Ambito conduziram a uma re-
flexiio profissional e quebraram barreiras relativamente 2
utilizacio de instrumentos como o computador. Tornou-se
mais claro a importdncia do mesmo na educaciio de infancia
e a sua utilizagio revelou-se fundamental para a motivagio
das criangas relativamente ao Tangram.

Comparando os dois tipos de jogos, percebi que o jogo
manipulativo perde interesse relativamente ao jogo infor-
mitico. Este apresenta mais cores, maior quantidade de su-
gestdes de puzzles, maior nimero de pegas intervenientes e
ainda a mais valia de ser informdtico e ser jogado, por isso,
no computador.

O jogo manipulativo €, neste caso concreto, magnéti-
co, 0 que inicialmente ajuda na sua exploragiio, mas tem
apenas sete pecas fazendo justiga a ideia original tornando-
o porém limitado a nivel da criatividade. O facto das pe-
¢as serem todas da mesma cor (amarelo) também se revelou
um obstdculo para motivagiio das criangas, se lhe adicionar-
mos as sugestdes de puzzle em versdo minuscula, facilmen-
te conseguimos deduzir por qual as criangas irio demonstrar
interesse.

No entanto, penso que o jogo manipulativo apresenta a
vantagem de ser real e nfio virtual, pelo que as pegas a trés
dimensdes permitem um conhecimento téctil das formas ge-
ométricas e um reconhecimento das arestas e dos Angulos.

A ligacio entre o Tangram material manipulativo e o
Tangram material informdtico foi estabelecida naturalmen-
te através da curiosidade inerente as criancas, no entanto, o
primeiro perdeu interesse em relaciio ao segundo.

Penso igualmente que consegui alguma autonomia nas
criangas perante o jogo e perante o computador.

Nio pretendo com este estudo afastar nenhum dos jo-
gos da minha pratica pedagégica, uma vez que considero o
Tangram um jogo fundamental na aprendizagem de virias
noches geométricas e do sentido espacial. A prestagio de
servigo em vdrios jardins de infincia permitiu-me ter co-
nhecimento de realidades diferentes, onde nem sempre a si-
tuagio financeira possibilita a existéncia de um computador
na sala, por isso, o jogo manipulativo revela-se menos dis-
pendioso e o jogo informdtico ficard como um devaneio da
educadora na requisicio de material.

O meu objectivo inicial era motivar as criancas para o
jogo manipulativo, através do computador e do jogo infor-
mdtico, mas o jogo informdtico sobrepds-se ao outro e ndo
me permitiu atingir esse objectivo. No entanto, apds esta
experiéncia, considero que fiquei preparada para de futuro
enriquecer o jogo manipulativo. Poderei procurar aumentar
o nimero de pegas adquirindo mais do que um jogo e, por
outro lado, aproveitando as ideias fornecidas pelo jogo in-
formdtico, realizar em papel ou cartolina outras sugestdes de
puzzles mais incentivadoras da sua utilizagéo.

As educadoras de infancia véem nos computadores uma
oportunidade de mudar actividades, tornando-as mais ricas
e mais criativas, mas outras hd que se sentem inseguras com
estas tecnologias, especialmente devido a escassa formagio
oferecida na #rea especifica do papel educativo das novas
tecnologias na educacio pré-escolar. As experiéncias educa-
tivas neste nivel etdrio sdo pouco divulgadas o que ndo au-
menta o entusiasmo. Assim, as educadoras de infincia deve-
rfio procurar a auto-formacio e a actualizacio pedagégica e
cientifica, através de projectos da Internet e de outros meios
que eventualmente possam dispor.
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05 novos manuais escolares estdo a. £ agora?

L]

Os novos manuais escolares de Matematica estdo al. Aos poucos foram sendo divulgados e dis-
tribuidos aos professores de todos os ciclos e por todo o pafs.

Nio é necessdria uma andlise muito aprofundada para nos apercebemos da variabilidade
que revelam a nivel da sintonia com as orienta¢des expressas pelo novo programa de Matemd-
tica do ensino bdsico, cujo ensino efou aprendizagem supostamente tomam como referéncia.
Na realidade, alguns correspondem a documentos em que € bastante dificil ou mesmo impos-
sivel identificar as ideias-chave do novo programa, ndo se vislumbrando qualquer preocupacido
consistente com o desenvolvimento do sentido de nimero e da fluéncia das operagdes, com a
literacia estatistica, o pensamento algébrico, o sentido espacial, nem com as conexdes entre os
temas do programa. E isto apesar de serem certificados por entidades que deveriam, como esta
regulamentado, ndo sé garantir a sua qualidade cientifica e pedagdgica, mas também «assegurar
a sua conformidade com o Curriculo Nacional e com os programas e orienta¢des curriculares
em vigor e atestar que constituem instrumento adequado de apoio ao ensino e d aprendizagem
e 4 promocio do sucesso educativoy.

Sabemos que um manual escolar € apenas um documento e corresponde as interpretages
que o seu autor faz do programa oficial, mediado pelas suas visdes particulares acerca do ensino
e aprendizagem da Matemdtica — e ndo € o préprio programa. Sabemos também que as apren-
dizagens matematicas propostas pelo novo programa ultrapassam em muito o que um manual
escolar pode conter e que, portanto, este nunca poderd ser «completo» — sendo da respon-
sabilidade e oportunidade do professor a concretizacdo de aspectos essenciais através da expe-
riéncia matemdtica que promove aos seus alunos, Assim, podemaos relativiza-lo, e assumir que o
manual escolar ndo serd decisivo para as aprendizagens matemdticas dos alunos.

No entanto, sabemos que o manual escolar € um recurso curricular que muitos professo-
res utilizam para preparar as suas prdticas lectivas e que a tradicdo de «dar aulas pelo manual»
é forte no nosso pais — apesar de se reconhecer que o manual ndo € um conjunto de guides
de aulas. Sabemos também que o manual escolar € um instrumento por que muitos professores
ansiaram este ano e, em alguns casos, até jd comecaram a usar as versdes candidatas a adopcao
disponibilizadas pelas editoras — apesar de centenas de profissionais terem em 2009/10 leccio-
nado na auséncia de manual, apoiados por outros materiais de qualidade que muitos exploraram
sozinhos ou em colaboragdo com os seus colegas, e que permitiram proporcionar excelentes
aprendizagens aos alunos. Assim, ndo podemos ignord-lo, e hd gue assumir que o manual poderd
ter uma forte influéncia naquilo que muitos professores vao ensinar.

manual estd af. Como vio os professores escolher o novo manual escolar! Como fa-

Pense nisto!

fina Paula Canavarro
Universidade de Evora
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A Associagio de Professores de Matemdtica (APM) € uma institui¢io de utilidade piblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemitica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matemdtica, promovendo actividades de dinamiza¢iio pedagdgica, formaciio, investigacio e intervencfio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matematica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacio e utilizaciio pretendemos alargar cada vez mais.

Todos os associadas tém direito aos cinco nimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformacio. Os @-sécios s6 poderio aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagdes no nosso portal, todos os ou-
tros terdo direito também a receber pelo correio as edictes impressas. Todos os associados poderdo usufruir de prego especial na
assinatura da revista Quadrante.
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Todos os associados poderdio ainda requisitar materiais, publicagdes, exposicdes ou outros do Centro de Recursos.

Qutros direifos dos associados individuals

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituicies com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educacio, Associagdes da Federagio Iberoamericana das Sociedades de Educagio Matemadtica, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagdo através dos grupos de trabalho, dos nicleos regionais ou por
outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

fissociados insfifucionais

Os associados institucionais terfio ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 3500 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-sécio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50 €

Para efectuar a sua inseri¢iio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no enderego http://www.apm.pt

Educagao e Matemdtica
(inclui actas ProfMat) Quadrante
Portugal 12.00€
Sécio individual '
Estrangeiro 15.00€
Portugal 23.00€
Instituicoes 42.00€
Estrangeiro 27.00€
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