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Editorial
A valorizacdo dos indicios

firsélio Martins, Presidente da APM

No seu prefdcio ao relatério «Politicas de valorizagio do pri-
meiro ciclo do ensino bdsico em Portugal», Deborah Rose-
veare, Chefe da Divisfio das Politicas de Educagiio e Forma-
¢do da OCDE, afirma_que «a avaliagio que realizaram em
Portugal segue de perto a metodologia e abordagem que a
OCDE tem utilizado para avaliar as politicas educativas em
muitos pafses-membros ao longo dos anos» e realga que «os
decisores politicos procuram realizar avaliagdes intermédias,
(...)» para «identificar se as medidas levadas a cabo estdo a
conduzir aos resultados previstos (...)» defendendo a ideia
de que as politicas de educagiio cada vez menos so inicia-
tivas isoladas e tém evoluido para «sistemas auto-ajustdveis
enriquecidos com feedback(...)».

Numa primeira leitura do relatério, aparecem aprecia-
ches muito positivas sobre as decisdes politicas e as realiza-
coes Gbvias: criagio de centros escolares e equipamentos,
por exemplo.

Para a formagio continua de professores, que € que nos
interessa, o relatério afirma ter sido «desenvolvido um ex-
celente modelo (...)» com «indicios de que os resultados es-
tio a melhorar em Matemdrtica, o que provavelmente estd
associado a uma melhoria do ensino desta disciplina» e em
que «a colocacgio de formadores de professores nos agrupa-
mentos de escolas melhora a cooperaciio entre escolas». A
leitura atenta destas frases revela-nos o ébvio, a0 mesmo
tempo que ndo nos revela o resultado de acgdes empreendi-
das. E tudo isso pode ser revisitado a um outro nivel de re-
feréncias sé aparentemente mais concretas. Podemos ler que
os programas de formacio «sio executados sob a supervi-
sio de estabelecimentos de ensino superior (...); incluem o
apoio individual, a formagio e o acompanhamento dos pro-
fessores em sala de aula, com sessdes de trabalho com os pro-
fessores de instituigdes de ensino superior; (...) e implicam
a producio de recursos didécticos especificos de apoio ao tra-
balho dos professores do primeiro ciclo.» que sdo seguidas
pela afirmacio de que «bs programas nacionais de formacio
continua langados em 2005 sdo abrangentes, bem estrutura-
dos e estratégicos» e «reflectem a consciéncia a nivel gover-
namental da necessidade de consolidar competéncias-chave
a luz dos resultados do PISA e da necessidade de se investir
nas qualificagdes e no capital humano para preparar o pafs
para a economia baseada no conhecimento e para a socieda-
de do futuro». Nada nos remete para a prdtica concreta.

Mais adiante, no relatério pode ler-se que «é necessario
avaliar de forma sistemdrica o impacto dos programas de for-
magio nos resultados e na qualidade do ensino e da apren-
dizagem nas salas de aula, nas escolas e nos agrupamentos»
mas, logo adianta «as opinides dos formadores expressas aos
peritos sobre a qualidade do progresso regional e nacional

sdo positivas, mas ndo se baseiam num estudo cientifico e
sdo, essencialmente, impressionistas», acrescentando que
«0 acompanhamento do programa de formacio (...) tem al-
guns pontos fortes (...) embora se baseie largamente em
relatérios de progresso submetidos pelos centros de forma-
¢io regionais». E, no préprio exemplo, tirado do relatério de
acompanhamento, referem-se de novo como aspectos po-
sitivos, os aspectos do modelo definido pela politica e ne-
nhuma concretizagio. Pode ler-se que «um dos principais
aspectos positivos salientados no relatério é o modelo de
formagio adoptado: grande proximidade aos formandos e
o acompanhamento e a observacio do ensino no contex-
to da escola»: Este pardgrafo de atribuigio de toda a bon-
dade a decisdo central é muito revelador se dermos atenciio
a que, no mesmo exemplo, se escreve, em contraponto, que
as principais limitagdes e obstdculos sdo: «um elevado nii-
mero de grupos por formador a tempo inteiro; muitas vezes,
agravado pelo niimero de formandos por grupo; a dificul-
dade na constitui¢io de grupos de formagio em zonas com
grande dispersio geografica de escolas; dificuldades opera-
tivas da formagcio, por exemplo, quando os hordrios se re-
velaram inadequados; necessidade de apetrechamento das
escolas com os materiais necessdrios a formacio; e dificul-
dade em os professores se tornarem auténomos diariamente,
sem a presenca do formador e abandonando o manual como
recurso dominante». E isto ndo é politica, porque a «boa»
politica volta nas referéncias as boas prdticas na concep-
¢io dos programas de formagio que nos falam de objectivos,
principios, supervisio, acreditacio, modelo e estrutura de
gestio do programa de formacio.

Do terreno das acgBes concretas, surgem noticias de boas
praticas: exemplos de empenhamento e esforgos dos forma-
dores e professores; dificuldades vencidas e melhorias na for-
macio e também no ensino e da aprendizagem das criancas
e jovens. Pena é que um relatério, tio divulgado como este
foi, nfio contenha referéncias concretas a resultados do tra-
balho dos formadores, professores e estudantes como coisa
em si mesma sem estarem afundados no mar das referéncias
genéricas a decisdo politica.

Este relatério deixa a desejar. E leva-nos a exigir e desejar
divulgacio de relatérios praticos, de praticos a reflectir sobre
a formacio e a sala de aula ou 0 mundo da escola como lugar
dos dias reais, melhores e piores. Precisamos de ler os priti-
cos. Porque alguns dos obstéculos (e dificuldades) que per-
sistem, também neste relatério, acabam responsabilidade de
ninguém. Quem deve, de facto, ser responsabilizado? Sabe-
mos a quem atribuir as virtudes todas. E o defeito € de quem!?

Como € que se levantam indeterminacdes e se removem
obstaculos! Quem é o dono da grua?
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clucagan e Matematcn: vinke anos de femas., vinte anos de pessoas

Edicdo APM, 2008 | PVP: 16,506 Sécio: 11,00€

Jogos do Mundo

A Educagdo e Matemdtica celebrou vinte anos de existéncia em

2007. Ao longo deste tempo, foram vérios os temas que metece-

ram atengio na revista. Estes vinte anos de revista sdo, por isso,

vinte anos de muitos temas, mais de vinte certamente. Muitos

deles estdo retomados no livro que agora propomos:

1. Aprender Matemdtica: Memorizar e mecanizar versus
compreender e resolver prablemas (Jodo Pedro da Ponte)

2. Literacia Matemdtica: Uma procura de contributos para formar
cidaddos mais criticos e interventivos (Cristina Loureiro)

3. A Matemdtica nos primeiros anos: Alguns desafios (Lurdes
Serrazina)

4. O professor de Matemdtica (Isabel Rocha)

5. Awaliagdo das aprendizagens: Fungdes, forma, conterido
(Leonor Santos)

6. Matemdtica: Problemas antigos, uma perspectiva moderna
(Anténio M. Fernandes)

7. O prazer dos problemas (José Paulo Viana)

8. Histdria e Ensino da Matemdtica (Maria José Costa)

9. Geometria no ensino da Matemdtica: 20 anos da revista
Educacao e Matemdtica (Nuno Candeias)

10. As fungdes: Um olhar sobre 20 anos de ensino e aprendizagem
(Anténio Domingos)

11. Teenologias na Escola (Branca Silveira)

12. Cinco pontos fundamentais para transformar a educacdo
matemdtica (Jodo Filipe Matos)

Este livro retine assim um conjunto de artigos originais que dis-
cutem e problematizam aspectos diversos da educacio mate-
madtica no presente contexto educativo e curricular portugués,
constituindo uma oportunidade para rever o passado recente e
perspectivar os desafios do futuro préximo.

2% Edigao, APM, 2009 | PVP: 11,25€ Sécio: 7,50€

Esta brochura apresenta os 30 jogos que constituem a exposicio Jogos
do Mundo, agrupados de acordo com o que se supde ser o seu continen-
te de origem. Cada jogo € apresentado através do tabuleiro, das regras e
de um conjunto de notas. Quando foi possivel incluiu-se um breve re-
sumo da sua histéria.

A brochura contém ainda referéncias bibliogrdficas e referéncias a
sites que sdo relevantes na abordagem deste tema. Jogos do Mundo deu
origem a uma exposi¢io com o mesmo nome, constituida na sua maior
parte por jogos de estratégia e de tabuleiro, e pelas respectivas repras.




No dmbito do projecto AREA! (Avaliacio Reguladora no
Ensino e Aprendizagem) um conjunto de professores tem
realizado diversos estudos no sentido da construgio de sa-
beres acerca da avaliacio enquanto dispositivo regulador da
aprendizagem. Este projecto desenvolve-se num grupo de
trabalho no qual se partilham e estudam experiéncias de-
senvolvidas em virios niveis de ensino. Em particular, a ex-
periéncia que iremos abordar desenvolve-se numa sala de
Jardim-de-infincia, com criancas de 5 anos.

ponto de parfida

Vérias foram as questdes que se nos colocaram antes de pro-
por aos alunos a construcio de um portefdlio. Talvez a pri-
meira questdo possa centrar-se na idade das criancas. Com

—

alguma frequéncia, se ouve questionar a possibilidade de
utilizar portefélios, mesmo com criancgas mais velhas — do
primeiro ou até do segundo ciclo. E ndo pela eficdcia do ins-
trumento, mas pela suposta «incapacidade» dos alunos des-
tas idades. De facto, também nesta experiéncia tal questio
se colocou durante a fase inicial do trabalho. Muitas vezes
pensimos se seria prudente caminhar por af: algumas ve-
zes, a divida era relativa ao modo de retirar evidéncias de
aprendizagem em discursos ainda emergentes, outras vezes
tinhamos receio que a possibilidade das criangas reflectirem
sobre a acciio fosse ainda muito frégil e o processo se tornas-
$€, POr iss0, pouco proveitoso.

Ao fim deste tempo e apds alpuma distdncia, considera-
mos que, apesar das dividas, mesmo naquela altura nenhum
outro mecanismo de avaliagio nos pareceu mais adequado.



A nossa experiéncia fazia-nos jd acreditar que as criancas
ndo sé ndo aprendem apenas com o professor, como, a maior
parte das vezes, € com ele que aprendem menos. E isso por-
que, mesmo sendo ainda pequenas, elas jd sio capazes de
pensar, de relacionar experiéncias que vivem, de compreen-
der situagtes que observam, de imitar o que acontece e de
um conjunto enorme de outras coisas que nio dominamos e
provavelmente nunca conseguiremos enumerar. Afinal, ndo
serd a aprendizagem algo de misterioso e quase insondével?

Para além disso, ¢ verdade que o facto da educagiio pré-
escolar estar ainda distante de questdes como a transicio ou
a retengiio pode ter feito com que a nossa preocupacio re-
lativamente a certificagio de saberes tivesse tido um peso
bastante menor. Isto, muito embora tivesse acontecido que
com o decorrer desta experiéncia tenhamos vindo a confir-
mar que a utilizagio de portefélios permite também encon-
trar evidéncias de aprendizagem e, assim, certificar saberes
e competéncias. O facto é que a avaliacio ¢ para nés mais
do que certificadora; ¢ sobretudo um factor de apoio ao pro-
cesso educativo e um importante mecanismo para garantir a
diferenciagdo pedagégica e, deste modo, a aprendizagem.

Dificilmente conseguimos adequar a nossa acciio se ndo
conhecermos as criangas. E conhecer as criangas ndo ¢ se-
guramente o mesmo que apenas conhecer ou analisar os
seus produtos. Conhecer as criangas é essencialmente des-
cobrir 0 modo como elas se desenvolvem e aprendem, isto
é, 0 modo como elas olham o mundo e constroem as suas
representagoes.

Assim, apesar de algumas dividas e inquietagfes, a nossa
opgio fol iniciar um processo que nos permitisse néo s6 ava-
liar as aprendizagens, mas também ter acesso & forma como
estas sdo compreendidas e avaliadas pelas préprias criangas.

Passamos, de seguida, a descri¢io da experiéncia, refe-
rindo um conjunto de procedimentos postos em prética no
seu inicio e que foram sendo modificados e reformulados ao
longo do tempo.

0 desenvolvimento da experiéncia

A primeira coisa foi dizer as criangas que famos comecar a
fazer uma coisa nova que servia para os conhecer melhor.
Com a habitual disponibilidade e generosidade, todos con-
cordaram. Foi-lhes dito que apenas famos ver as coisas que
cada um tinha feito e depois, eles escolheriam os trés traba-
lhos que achavam mais importantes. Foram também infor-
mados que podiamos chamar a isso Portefélio.

ApGs esta conversa em grande grupo, o que passimos
a fazer foi trazer para junto de nés as producdes realizadas
por cada crianca num determinado tempo, sendo que, des-
sas produgbes, a crianca seleccionava as trés que considera-
va mais importantes. A seguir, os trabalhos eram ordenados,
nao existindo nenhum outro critério que nio fosse a impor-
tincia atribuida pela crianca que, num momento de conver-
sa individual com a professora, explicitava entiio as razdes
da sua escolha. Esta conversa era registada e esse registo era
“guardado junto aos trabalhos seleccionados.

Do desenvolvimento desta experiéncia fomo-nos aper-
cebendo de diversos aspectos. Por um lado, pela verificacio

= sangesas

=

Figura 1.

do tipo de critérios que orientavam as escolhas das crian-
¢as pudemos perceber, por exemplo, que as criancas valori-
zavam aspectos diferentes quando se referiam s razées das
suas escolhas. Por exemplo, enquanto o Anténio dizia que
aquele trabalho devia ir para o portefélio porque tinha sido
«mesmo dificil», o Miguel dizia que o importante era que
naquele trabalho ele «tinha feito sozinho, sem precisar de
ajuda e valia 100%, muito bom» e a Catarina dizia que ti-
nha escolhido aquele trabalho porque o tinha feito «com a
Rita, a sua melhor amiga».

Por outro lado, constatdmos que cada crianga tem a sua
forma de descrever os processos que viveu, sendo possivel
ter acesso ao grau de reflexividade de cada uma. Por exem-
plo, enquanto algumas apenas descreviam o que tinham fei-
to, outras justificavam as suas opcoes. A Daniela, referindo-
se a um dos seus trabalhos, dizia: »E a mae. Pintei as cores. E
depois fiz os pés. E depois fiz os bragos. E depois ficou assim:
bragos, pés, cabega e cabelo». J4 a Tatiana tinha descoberto
que o crocodilo tinha mesmo patas. E dizia: «<eu até j4 sabia,
porque entdo como € que os crocodilos nadavam se néo ti-
vessem patas’». A verdade é que «os peixes também nadam
e ndo tém patas. Mas agora que estava a pensar, s6 nfo per-
cebia uma coisa que era como é que as cobras andam se ndo
tém patas. Uma maneira era chegarem-se para a frente e fa-
zerem forga».
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Figura 2.

Por outro lado ainda, ao avaliar com as criangas estdva-
mos efectivamente a desenvolver mecanismos.de ensino e
de aprendizagem. O portefélio estava a proporcionar uma
oportunidade para a abordagem de diversas dreas curricula-
res. A descricio que apresentamos de seguida € ilustrativa
de uma das muitas situactes ocorridas, nas quais a avaliacio
constituiu um meio para a apresentacio de tarefas e desafios
dirigidos a contetidos no dominio da Matemadrica.

Na sala existem alguns materiais intencionalmente. pre-
parados para o desenvolvimento de determinadas tarefas e
que estdo permanentemente ao dispor das criangas que os
vio utilizando de forma progressivamente mais auténoma.
Desses materiais, destaca-se, para o exemplo que pretende-
mos apresentar, um conjunto de dossiers com diversas tare-
fas dirigidas 4 abordagem de diferentes contetidos.

De um desses dossiers, o Samuel retirou uma folha qua-
driculada que propositadamente carecia de qualquer indi-
cagiio sobre a tarefa a desenvolver. Olhando para a folha,
decidiu fazer um desenho, aproveitando o quadriculado
do papel. A determinada altura do seu trabalho parece ter
mudado de ideias e resolveu entdio construir uma simetria
(hgura 1).

Na altura da avalia¢iio deste trabalho, a professora ¢ o
Samuel conversaram sobre o processo desenvolvido:

Samuel: Eu pensava que era para fazer o que quisesse,
mas que ndo era para fazer uma simetria.

Teresa: Mas porque € que tu achaste que tinhas de fazer
uma simetria’

Samuel: Acho que vi o Tiago a fazer assim.

Teresa: E pensaste que o Tiago tinha razio e tu nio!?
Samuel: Pensei.

Teresa: Porqué? Achas que o Tiago sabe mais do que tu?

David (que assistia 3 avaliagio enquanto fazia um traba-
lho): Mas tu desenhas melhor que o Tiago.

Teresa: Diz 14, Samuel...

Samuel: Também ndo fez mal, porque olha, Teresa, eu
para fazer as casas, o telhado, vé s6 como € que eu fiz. Fiz
um tridngulo.

Teresa: Um!? .
Samuel: E depois pintei dois quadrados com duas cores.

Teresa: Se olhares para os quadrados pintados das duas
cores, 0 que € que tu tens?

Samuel: Dois tridngulos.

Figura 3. Figura 4.

Teresa: Ja viste que engracado! Um quadrado pode ter
outras formas 14 dentro. Queres fazer uma experiéncia?

Samuel: O qué?

Teresa: Vou colocar aqui 12 quadrados. Primeiro vais
numerd-los.

Samuel: Estd bem, nfo estd? (Figura 2)

Teresa: Certo. Agora vais tentar descobrir vdrias formas
que podes fazer utilizando os quadrados.

Samuel: ]a fiz.

Teresa: Agora, vais tentar explicar. Um quadrado pode
ter...n° 17

Samuel: Um circulo.

Teresa: n° 21

Samuel: Trés trifingulos.

Teresa: n® 3!

Samuel: Trés rectingulos.

Teresa: n° 4!

Samuel: Quatro quadrados.

Teresa: n® 57

Samuel: Seis rectangulos.

Teresa: n° 67

Samuel: Um quadrado inclinado e quatro tridingulos.
Teresa: n° 77

Samuel: Quatro tridingulos.

Teresa: n® 87

Samuel: Tem muitas formas. Tem um quadrado inclina-
do e sete tridngulos.

Teresa: n® 97

Samuel: Dois tridngulos.

Teresa: n° 107

Samuel: Também tem dois trifngulos
Teresa: n° 117

Samuel: Também tem dois, mas rectAngulos. S6 que em
vez de serem deitados, so em pé.

Teresa: n® 127

Samuel: Tem oito tridngulos. Eu consegui fazer. Até num
circulo eu consigo fazer. (Figura 3) E num trifingulo. (Fi-
gura 4). Olha, como fiz oito tridngulos dentro de um tri-
angulo, fiquei com nove triingulos.
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Figura 5.

Teresa: Muito interessante, nio achas?
Samuel: Acho.

Ao longo do tempo, fomos sentindo necessidade de refor-
car ainda mais o cardcter regulador da avaliacio e, para isso,
comegdmos por, mantendo os procedimentos que ji descre-
vemos, acrescentar progressivamente algumas orientagtes.
Assim, partindo da escolha livre das criangas, estas anali-
savam um trabalho a partir de trés questdes colocadas pela
professora:

1. Como fizeste este trabalho?

2. O que achas mais importante?

3. O que gostavas de fazer de outra maneira?

Esta orientagiio levou as criancas a investirem em proces-
sos de auto-correcgiio que, quase sempre implicavam pensar
sobre o que tinham feito e modificar os seus desempenhos.

Este processo de auto-correcgfio estd bem patente no didlo-
go seguinte, relativo a figura 5:

Teresa: Como fizeste este trabalho!?

Tiago: Olhava para um lado e via como era. Depois ti-
nha de fazer igual, mas do outro lado.

Teresa: O que achas mais importante?

Tiago: E que eu nunca tinha feito nenhum assim, mas o
Pedro j4.

Teresa: O que gostavas de fazer de outra maneira?

Tiago: As flas de baixo porque me enganei nos quadra-

dinhos.

Exemplon® 1

Teresa: Eu gostava de falar contigo sobre
a capa dos teus trabalhos que levas-
te para casa. Pode ser? Queres contar-
me como foi?

Rodrigo: Muito giro. Os trabalhos eram
muito giros. Eu vi com a mie e o pai.
E nem me lembrava que tinha feito
aqueles trabalhos todos.

Por fim, sentimos que o portefélio poderia também res-
ponder & necessidade de recolha de informacio sobre cer-
tas aprendizagens dos alunos, desde que a selecciio dos tra-
balhos a incluir nos portefélios ndo dependesse apenas dos
alunos. Assim, passou a ser integrado um momento no qual
as criangas analisavam um conjunto de trabalhos seleccio-
nados pela professora de forma a recolher dados acerca, por
exemplo, do tipo de atencio que as familias dispensam aos
trabalhos realizados pelas criancas (Exemplo 1); da evolu-
¢do da representagiio da figura humana (Exemplo 2); da re-
presentaciio grifica do movimento (Exemplo 3) ou da cons-
trugio da nociio de quantidade e o desenvolvimento da
comunicacio matemdtica (Exemplo 4).

Teresa: Posso fazer-te algumas perguntas?

Ema: Podes, mas j4 fizeste igual nas outras. E eu jd sei
que isto € a fronteira e isto é um grifico de barras.

Teresa: O trabalho era parecido, mas as perguntas sdo
outras. Precisas de ficar muito atenta. Qual é o conjunto
com maior. ..

Ema: ... quantidade!
Teresa: Numero de elementos.
Ema: As flores.

Teresa: Podes responder «o conjunto com maior nimero
de elementos € o conjunto das flores.»E qual é o conjun-
to com menor namero de elementos?

Ema: Menor é o menos. J4 sei, é a drvore.

Teresa: Mas podes responder que o conjunto com...

Educaciio e Matemdtica | nimero 101



-]

Exemplon® e “ Exemplon®3

Cataring: Primeiro, meti uma bola, os
olhos e a boca; depois, fiz riscos, um
quadrado e um rectdngulo. Pintei de
azul o rectingulo. E depois dois ris-
cos. E a seguir eram s mais duas bo-
las.

gracado.

Teresa: Como é que se chamam as bolas
em linguagem matemdtica!

Catarina: Ai, perddo. Sdo circulos.

Ema: ... menos drvores € 0 que tem menos coisas.
Teresa: Nos conjuntos, nio dizemos coisas, dizemos. ..

Ema: ... elementos.

f concluir

Este processo foi para nés uma grande aprendizagem. Revi-
ver as experiéncias, em momentos posteriores a ac¢io, e ter
acesso ndo apenas & visdo do professor sobre o que aconte-
ceu, mas também & visdo das criangas, permitiu-nos apren-
der. E aprendemos que estar individualmente com as crian-
gas, registar o que elas dizem e depois analisar esses registos
nos conduz a um conhecimento mais profundo sobre elas.
Sobretudo, quando os registos sdo retomados, emerge a coe-
réncia da avaliagfio realizada pela crianca, do seu discurso e
do modo como este revela os seus saberes. Parece que «na-
quela crianga tudo fazia mais sentido». E como vé-la na sua
globalidade. E como juntar o que habitualmente se avalia
em separado.

'No inicio deste processo nfio imagindvamos que o de-
senvolvimento desta experiéncia nos iria permitir fazer uma
série de outras descobertas sobre a aprendizagem, sobre as
criangas e, fundamentalmente, sobre a natureza da avalia-
¢lo reguladora, componente da avaliagio que nos interessa
continuar a desenvolver e bem visivel no didlogo que acon-
teceu com uma das criancas da sala. As suas respostas fa-
zem-nos ver como, com uma linguagem simples, uma crian-
ca com apenas cinco anos sabe dizer coisas com que tanto
nos identificamos.

l
[ | ]

S P 0 O 0 O O O

[]pe [P [ x[x[ x> ]

[BIp< <[> x|

Exemplon® 4

Fdbio: Eu gostei muito do jogo que nds
fizemos. Porque foi muito, muito en-

dos dados dos graficos de barras

Teresa: Eu gostava que me dissesses como
era o jogo.

Fébio: -As mesas e as cadeiras estavam
«arranjadas». E nos tinhamos que
passar por baixo, por cima e isso...

Teresa: Para que serve a avaliagio?

Pedro: A avaliagio serve para mostrar as pessoas o que
aprendemos.

Teresa: A que pessoas!

Pedro: Para mostrar as pessoas da nossa sala.
Teresa: E para ti, a avaliagio serve?

Pedro: Serve para aprender.

Teresa: De que forma aprendes quando avaliamos?
Pedro: Aprendo coisas quando corrijo.

Teresa: E achas importante avaliar para sabermos se estd cer-
to ou errado?

Pedro: Isso ndo tem importincia.

Esta ndio é uma experiéncia acabada. Embora nos pareca ter
encontrado uma direccfio, serd importante continuar a pro-
curar desenvolvé-la e a aperfeicod-la.

Nota
' Projecto financiado pela FCT, n® PTDC/CED/64970/2006.

Para mais informagdes sobre o projecto consultar

http://area.fc.ul.pt

Teresa Bondoso

ER1/J1 da Telha Nova. n° 1, Projecto ARER
Leonor Sanfos

DEFCUL. CIE. DIFMAT, Projecto ARER

'
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Direciny

Directlnv é um jogo de cartas onde o jogador tem que ten-
tar formar pares de cartas que representem a mesma relaco
entre as varidveis « e y. Pretende-se desta forma abordar as
nogbes de proporcionalidade directa e inversa, sem no en-
tanto exigir da parte dos jogadores um conhecimento pré-
vio destas nogdes. Trata-se portanto de um jogo que tanto
pode consistir uma primeira abordagem ao tema, como um
aprofundamento, pois, no decorrer do jogo, os jogadores te-
rdo ocasido de aos poucos se irem apercebendo de alguns
dos aspectos que caracterizam estes dois tipos de relacdes.

N° de jogadores: 4
Nivel de ensino: 3° ciclo — 9° ano de escolaridade

Material necessério: dois baralhos de 20 cartas cada, um com
tabelas e outro com relacdes enre as varidveis e .

Objectivo do jogo

O objectivo do jogo € identificar em cada carta com uma ta-
bela uma relacdo entre os valores af apresentados. Este pro-
cesso é de certo modo guiado pelas cartas que se encontram
sobre a mesa e que apresentam possivels relacdes.

Preparacdo do jogo

Baralham-se as cartas com tabelas e distribuem-se cinco a
cada jogador, Baralham-se igualmente as cartas que contém
relacdes entre as duas varidveis x e y e colocam-se trés no
centro da mesa, viradas para cima, deixando o restante bara-
lho junto destas, virado para baixo. Sorteia-se qual € o primei-
ro jogador a jogar,

Modo de jogar
Na sua vez, cada jogador procura entre as cartas da mesa
uma que faga par com alguma das cartas que tem em seu po-
der, ou seja, procura sobre a mesa uma carta com uma rela-
¢do gue corresponda a relacdo existente entre os nimeros
de uma das suas tabelas. Coloca o par acabado de formar so-
bre a mesa, para que todos o possam ver, e depois retira-o de
Jogo. De entre as cartas que ainda detém em seu poder esco-
lhe uma para passar ao préximo jogador e termina a jogada
retirando uma carta do baralho e colocando-a no centro da
mesa, virada para cima, junto das que jd af se encontram.

Pode acontecer que ndo exista, ou que o jogador ndo se
aperceba que existe, uma carta sobre a mesa que forme par
com alguma das cartas que tem em seu poder. Nesse caso
nenhuma carta serd retirada da mesa, devendo o jogador pas-
sar na mesma uma das suas cartas ao préximo jogador e
acrescentar ds cartas sobre a mesa mais uma proveniente do
baralho.

Pode igualmente ocorrer uma situacio em que um joga-
dor consiga formar mais do que um par ou até em que a re-
lagdo escolhida se aplique a mais do que uma das suas cartas.

Figura 1.

Em qualquer destas circunstincias o jogador deverd escolher,
formando apenas um par constituido por uma carta da mesa
e uma das suas cartas,

E no caso de um par ser formado incorrectamente, o pri-
meiro jogador que o identificar tem direito a dar uma das
suas cartas ao jogador que formou o par incorrecto.

Determinacio do vencedor
Ganha o jogo o primeiro jogador que, ao terminar a sua joga-
da e passar uma carta ao jogador seguinte, fique sem cartas.

Trés exemplos de jogadas

Numa situacdo de jogo como a apresentada na figura |, o jo-
gador apercebe-se que a sua tabela da esquerda corresponde
arelacio z x y = |10 que se encontra sobre a mesa. Coloca
entdo a sua carta junto dessa para que todos possam verifi-
car a correccdo do par que acabou de formar e, de seguida,
retira as duas cartas de jogo. Escolhe entdo, por exemplo, a
sua tabela da direita para passar ao préximo jogador e termi-
na a jogada retirando uma carta do baralho e colocando-a no
centro da mesa, junto das que af se encontram,

Numa situagdo como a da figura 2, as duas tabelas da es-
querda correspondem ambas & relacio = x y = 40. Como
apenas uma carta poderd ser jogada, caberd ao jogador deci-
dir qual a que ird colocar sobre a mesa, formando o par que
saird de jogo.

Na figura 3 o panorama é menos favordvel ac jogador,
uma vez gue nenhuma das tabelas corresponde a qualquer
das relacGes que se encontram sobre a mesa e, portanto, ndo
¢ possivel formar qualquer par. Assim, nenhuma carta pode-
rd ser jogada e ac jogador resta apenas passar uma das suas
tabelas ao préximo jogador e acrescentar s cartas sobre a
mesa uma carta retirada do baralho.

Variantes

Podem ser acrescentadas ao baralho inicial quatro cartas com
tabelas em branco, passando no inicio do jogo a distribuir-se
seis cartas, em vez de cinco, a cada jogador. O jogador que
recebe alguma carta com a tabela em branco preenche obri-
gatoriamente trés dos seus valores antes do inicio do jogo e

'
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Figura 2.

Os baralhos de cartas
Cartas com tabelas

Figura 3.

€ y x ) x Y T Y T Y T Y T Y
| 10 | 20 | 40 | 50 | 100 2 10 | 10
2 5 2 10 2 | 20 a0 | B 2 | 50 4 ) 2 120
5 2 4 5 4 10 50 | 5 | 20 10 4 | 30
x Y T Y T ) & Y € Y T Y & Y
2 |20 2 | 25 2 | 50 | |10 | 20 | 40 | [0
5 8 5 [0 6 | 20 2 |20 2 | 40 2 | 80 2 5
0| 4 0] 5 10 ] 10 5 | 50 3 | 60 3 1120 4 2
x y i Y T 1 x Y T 1y @ y
| 50 | 100 2 | 40 2 |80 2 | 100 2 | 200
2 | 100 2 | 200 4 | 80 [0 | 400 4 | 200 4 | 400
3 | 150 3 | 300 6 | 120 20 | 800 & | 300 6 | 600
Cartas com relacdes (duas cartas de cada)
zxy=10 | [axy=20] [exy=40] [axy=50] [axy=100
Y=o Y=9 = 40 ¥ -s0 Y- 100
T T T 5

os restantes trés no momento em que decide jogar a carta.
Deixa-se assim ao jogador a tomada de decisdo relativamen-
te aos valores que considera mais vantajosos, Esta variante
tem pois a vantagem de colocar nas maos do jogador mais
poder para influenciar o jogo, no entanto, pode ndo ser uma
boa op¢io quando os jogadores ainda ndo estdo familiariza-
dos com o jogo ou quando ainda ndo dispuseram do tempo
necessario a compreensao das nogdes envolvidas.

Comentdrios ‘
Duas das cartas do baralho de tabelas ndo representam nem
uma relacio de proporcionalidade directa nem uma relagio

de proporcionalidade inversa e tal ndo acontece por acaso.
Com efeito, estas tabelas foram introduzidas no baralho por
duas razdes. Por um lado, para enfatizar que € fundamental
confirmar se todos os elementos de cada tabela verificam a
relacdo e ndo cometer o erro de pensar que € suficiente con-
siderar apenas parte deles. Por outro lado, para impedir o de-
senvolvimento por parte dos jogadores da ideia que todas as
tabelas traduzem obrigatoriamente uma relagdo de um des-
tes dois tipos — proporcionalidade directa ou inversa.

Helena Rocha
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Conforme previsto na parte [ desta «reflexfio sobre a geome-
tria», iremos tentar responder agora ao mesmo tipo de ques-
tdes que enuncidmos no primeiro artigo — o que fazem os
gedmetras, de que problemas se ocupam, que métodos usam
para resolver esses problemas ou para provar as suas afirma-
goes! —, mas tomando agora como ponto de partida, em lu-
gar das construgdes geométricas, as transformagtes geomé-
tricas. Para poder mostrar de inicio a riqueza e diversidade
deste tema, niio vamos de imediato impor uma definicio de
transformacio geométrica, mas sim apresentar alguns exem-
plos de transformagtes geométricas e a sua utilizacio na re-
solugéo de problemas ou demonstragiio de resultados, dei-
xando as sistematizacdes para mais & frente neste artigo.

Projeccdo central

Consideremos dois planos, @ e 3, ndo paralelos?, e um ponto
O exterior aos dois planos (figura 1). Podemos «em geral»
fazer corresponder, a cada ponto Pde a, um ponto P’ de (3,
da seguinte forma: consideramos a recta PO e a sua inter-
secciio com o plano [, e designamos esse ponto por P’ (na
figura, apenas est4 representado o segmento PP'). Diremos
entdo que a correspondéncia P — P/, assim estabelecida, é
uma projeccio central de @ «sobre» (3, com centro no pon-

to O e que P’ serd a imagem de P por meio desta projeccio
central. Trata-se de um primeiro exemplo de transformacio
geométrica. Naturalmente, da mesma forma podemos con-
siderar a transformacfio geométrica inversa, ou seja a que faz
corresponder a cada ponto €' de 3 um ponto @ de a.

Escrevemos «em geral» e «sobre» entre aspas para fazer
notar o seguinte:

® existem pontos em & que ndo tém imagem em [3, basta
que a recta PO resulte paralela a 3;

® pela mesma razio, a aplicacio P — P’ nio é sobre, ou
seja existem pontos em 3 que ndo sio imagem de ne-
nhum ponto de c.

Para que a projeccio central seja uma verdadeira bijecciio
de a sobre (3, juntamos aos «habituais» pontos da geomettia
euclidiana um novo conjunto de pontos que intuitivamente
designamos por. pontos no infinito. Neste processo, caracte-
ristico do trabalho em geometria, deixamo-nos conduzir ao
mesmo tempo pela intuigio geométrica e pela regra funda-
mental de trabalhar com os conceitos primitivos da cada te-
oria exclusivamente de acordo com as regras (axiomas) que
fixdmos de inicio e nio com as nossas intuicdes avulsas (v.

caixa Elementos imprdprios).
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Elementos improprios

% by b3 ba

Na figura, uma recta b roda em torno do ponto O, tomando as su-
cessivas posicdes by, ba, bs, ... A sua intersecdo com a € sucessi-
vamente I, I, I3, ... e intuitivamente podemos considerar que
essa intersecciio se afasta indefinidamente e que quando a recta b
ficar paralela a a essa intersec¢iio é um ponto no infinito da recta a
(e também da recta b, obviamente); assim, ao conjunto dos pontos
«habituais» de cada rgcta (a que € costume chamar pontos préprios)
iremos acrescentar um novo ponto (o ponto no infinito, que é costu-
me designar por ponto impréprio). Ao mesmo tempo, ao conjunto
dos pontos préprios e das rectas «habituais» de um plano e, iremos
acrescentar os pontos impréprios de todas as rectas de v, a cujo con-
junto chamaremos recta do infinito do plano a.

Ocorre perguntar: porqué apenas um ponto impréprio, e ndo
dois — um para «cada lado» da recta? Porque razdo chamamos ao
conjunto dos pontos impréprios de um plano recta (do infinito)? A
resposta € simples: porque queremos que as regras que geriam as re-
laches entre os antigos pontos, rectas e planos se mantenham em
relaciio aos novos conceitos (ampliados):

s Dois pontos A e B definem uma recta

Se um dos pontos (por exemplo A) é impréprio (por exemplo
da recta a), a recta definida por A e B € a recta que passa por B

(85

Figura 1

e é paralela a a. Se os dois pontos A e B sido improprios e distin-
tos, entdo sio os pontos do infinito de duas rectas nio paralelas
aebearecta AB é arecta do infinito de um plano definido por
um ponto qualquer do espago e duas rectas passando por esse
ponto e paralelasaa eab.

Nota: se uma recta tivesse dois pontos impréprios, esses dois
pontos determinavam ndo uma recta mas um feixe de rectas pa-
ralelas.

o Duas rectas definem um ponto (a sua interseccdo)

O caso das duas rectas serem paralelas nfo é agora excepgio, o
ponto que definem é o ponto impréprio de ambas. Os pontos
impréprios de um plano podem ser associados aos feixes de rec-
tas paralelas (ou seja, as direccdes) desse plano.

o Dois planos definem wma recta (a sua interseccéo).
Dois planos paralelos definem a recta imprépria comum a ambos.

Quanto ao conjunto de todos os pontos improprios do espago. con-
venciona-se que formam um plano, o plano do infmito. O leitor po-
dera constatar, pensando um pouco, que esta convencio, embora
com uma origem no tanto intuitiva como as anteriores, continua
a preservar, e mesmo simplificar, as relagdes entre (a nova totalida-
de) de objectos (pontos, rectas e planos) do espago.

No que se segue, como néo trataremos de modo formal as questdes
que vamos abordar, manteremos as notages habituais para as rec-
tas (mindsculas em itdlico) e para os planos (letras gregas mindscu-
las), apesar de incluirem sempre, tal como o espaco, os elementos
impréprios.’

Figura 2

Neste artigo, as rectas, planos e o espago que considera-
mos estio sempre ampliados com os pontos impréprios.

Se pelo ponto O fizermos passar um plano paralelo a §,
ele ird intersectar o plano a numa recta u (figura 1). Os
pontos de u sdo precisamente os pontos de a que nfo ti-
nham imagem em [, e que agora tém como imagens pontos
da recta do infinito de 3. Se imaginarmos um ponto A em u,
aimagem de A, por meio da correspondéncia P — P', sera
um dos pontos da recta do infinito de 3. Consideragtes and-
logas, pensando agora na transformagio inversa Q' — @,
levariam & consideraciio da recta v, no plano 3.

Assim, dados dois planos a e 3, e um ponto O exterior
aos dois planos, sabemos definir a projecgio central de « so-
bre /3 com centro em (J, a qual é uma bijeccio. A cada figura
F (conjunto de pontos) em a, fica a corresponder uma figu-
ra F' em 3, a imagem de F' por meio da projecgio central.
Tanto F como F' podem conter pontos préprios e impré-
prios. Na figura 2 considerdmos algumas figuras em o (duas
rectas 7 e § concorrentes num ponto de u; duas rectas para-
lelas n e m; trés circunferéncias €1, s e ¢3) e determindmos
— com o auxilio do Sketchpad — as imagens corresponden-
tes em (3.
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Figura 3.

O leitor, se ndo tem experiéncia de trabalho com pro-
jecgdes centrais, deve procurar visualizar os diferentes casos
anteriores e tentar encontrar justificacdes intuitivas para as
imagens ', ', n', m/, ¢, cb, ¢k (em §) obtidas por meio
da projeccdo central. Note que ¢, ¢}, e ¢} sio respectiva-
mente uma elipse, uma pardbola e uma hipérbole.

Os geémetras recorrem a projecgBes centrais para re-
solver problemas e demonstrar teoremas, como veremos no
ponto seguinte.

Teorema de Desargues

O arquitecto francés Girard Desargues (1593-1662), um
contemporineo de Descartes, apresentou diversos resulta-
dos que constituem, por assim dizer, uma antecipagio da
geometria projectiva que viria a ser desenvolvida no séc.
XIX.

O teorema de Desargues diz respeito a dois tridngulos,
ABC e A'B'C", perspectivos a partir de um ponto P. Quer
isto dizer que as rectas AA’, BB’ e C'C’ sdo concorrentes
no ponto P. Desargues afirma que esta condigiio implica que
as intersecgdes de AB com A'B’, AC com A'C" ¢ BC com
B'C’ sdo colineares.

Existem duas verstes deste teorema — ditas «no plano»
e «no espago» —, conforme os tridngulos estdo no mesmo
plano ou em planos diferentes.

O teorema de Desargues no espago é muito ficil de de-
monstrar, e comecamos por ele — apoiando depois a de-
monstragio «no plano» na versdo espacial ji demonstrada.

Figura 4A.

Sejam entio ABC e A'B'C" os tridngulos dados, res-
pectivamente nos planos a e 3, e seja O o ponto a partir
do qual sdo perspectivos (figura 3). O plano que contém os
pontos AA'CC” encontra a intersecciio de a e  num pon-
to em que concorrem AC e A'C’. O mesmo acontece relati-
vamente aos pares de rectas ABe A'B’ e BC'e B'C’, logo
o teorema fica demonstrado no espaco.

Para a demonstra¢io do teorema de Desargues no plano?,
consideramos agora os tridngulos ABC'e A’B’C’ no plano
a, perspectivos a partir de um ponto O (figura 4A). Fazemos
passar por O uma recta e, ndo situada no plano «, e sobre e
consideramos dois pontos distintos W, e W, exteriores ao
plano a (figura4B). Como O, A e A’ sdo colineares, as rectas
AW, e A'W, sdo complanares e encontram-se num ponto,
seja A”. Analogamente, obtemos os pontos B” e C". Seja
3 o plano do tridngulo A”B"C" (figura 4C). Mas entiio
ABC e A"B"C" (resp. A'B'C" e A”B"C") sio dois tri-
angulos em planos diferentes (« e 3) e perspectivos a partir
de W, (resp. W3). Logo, pelo teorema de Desargues no es-
paco, ABe A"B" (e também A’B’ e A" B") encontram-
se num ponto de 4, intersecgiio de a e (3, e portanto o mes-
mo acontecea ABe A'B’ (resp. ACe A'C' e BCe B'C").
Fica assim o teorema demonstrado.

Pense o leitor um pouco sobre algumas caracteristicas
desta demonstragio. Definimos previamente uma transfor-
magio geométrica — a projeccio central de um plano o
sobre um plano 3. A transformacio geométrica foi defini-
da como uma bijecgio entre os'dois planos (para o que am-
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Figura 48.

plidgmos cada plano com o conjunto dos seus pontos impro-
prios — a sua recta do infinito). Nio ¢ dificil constatar que
esta transformagiio geométrica preserva o conceito de ponto
(isto é, transforma pontos em pontos), bem como o concei-
to de recta e de interseccio de duas rectas (a interseccio de
duas rectas — ponto préprio ou imprdprio —, € transfor-
mada na intersec¢@o das suas imagens — ponto préprio ou
impréprio).

Foi tendo em conta as propriedades (colinearidade e in-
cidéncia) que ficam invariantes por projec¢iio central que
pudemos demonstrar o teorema de Desargues no plano a
partir do teorema de Desargues no espaco. Nos dois pontos
seguintes, vamos introduzir a projec¢do paralela, constatar
algumas propriedades invariantes para essa transformacio
geométrica e apresentar um exemplo de utilizagio seme-
lhante — mas muito mais elementar.

Projeccdo paralela

Consideremos de novo dois planos @ e 3 nio paralelos. Seja
d uma recta exterior aos dois planos e nfo paralela a qual-
quer deles (figura 5). A cada ponto Pdo plano « fica a cor-
responder um ponto P’ do plano §, a intersec¢iio com [ da
recta que passa por Pe € paralela a d. Esssa correspondén-
cia biunfvoca é uma transformagdo geométrica, dita projec-
cio paralela de « sobre 3. Na figura 5 estdo representadas
diversas figuras no plano e (um tridingulo, duas rectas pa-
ralelas e uma circunferéncia) e foram determinadas, com o
auxilio do Sketchpad, as suas imagens em / por meio da pro-
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Figura 6.

jeccdo paralela. Se os planos a e @ sdo considerados eucli-
dianos (isto €, sem adjuncfio das rectas no infinito) nada h4
a acrescentar, apenas podemos constatar que a imagem de
qualquer circunferéncia é sempre uma elipse e que rectas
paralelas sdo transformadas em rectas paralelas (basta pen-
sar que as suas imagens sdo obtidas pela intersecgdo de dois
planos paralelos — os que passam por 7 e s e sdo paralelos
ad — com o plano ). Se a e § sdo planos projectivos, de-
Vemos notar que:
® aprojecgio paralela (bem como a sua inversa) transfor-
ma pontos proprios em pontos proprios — dado que a
direcgfio de projecciio nio € paralela a qualquer dos pla-
nos;
® em consequéncia, transforma pontos improprios em
pontos impréprios — de resto, isso pode exprimir-se
pelo facto de rectas paralelas serem transformadas em
rectas paralelas;

¢ como nenhum ponto da circunferéncia é enviado para o
infinito, a imagem de uma circunferéncia é sempre uma
elipse.

Uma outra propriedade da projecgiio paralela € o facto de
deixar invariante a razdo dos comprimentos de dois segmen-
tos colineares (ou paralelos) (para concluir imediatamente
no caso da colinearidade, basta observar a figura 6).

Exemplo de ulilizado da projecco paralela

Vamos utilizar a projec¢iio paralela para provar que:

As trés medianas de um tridangulo
intersectam-se num ponto.

.

AU A
AB~ AR

Seja A'B'C" um trifingulo qualquer num plano 3. Seja o
um plano qualquer, distinto de &, contendo o segmento
A'C’. Construamos em ¢ um tridngulo equildtero tendo o
segmento A'C" como lado, e designemos por B o terceiro
vértice (fagamos A = A’ ¢ C = C"). Consideremos a pro-
jeccio paralela de « sobre 3 definida pela direccio BB’ (fi-
gura 7).

A imagem do tridngulo equildtero ABC pela projeccio
paralela que definimos é o tridingulo A’B'C" dado. As trés
medianas do tridngulo equildtero sdo as bissectrizes dos an-
gulos internos, e por isso encontram-se num ponto D que é
o centro da circunferéneia inscrita. Por outro lado, os pon-
tos médios dos lados do tridngulo equildtero, dado que como
vimos a razio dos comprimentos de segmentos colineares
¢é invariante nas projecgdes paralelas, t8m por imagens os
pontos médios My, M} e M}. Portanto as medianas do tri-
dngulo A’B’'C” encontram-se num ponto D’ (imagem de
D pela projeccio paralela),

A procura da unidade

Na reflexdo que estamos a fazer sobre os processos de tra-
balho em geometria — sendo o foco deste artigo as trans-
formagdes geométricas —, temos até agora investido em
campos pouco explorados na geometria do ensino bésico e
secunddrio. Introduzimos a projecgio central de um plano
a sobre um plano 8 (ndo paralelos) e fomos levados a in-
ventar os elementos impréprios (pontos, rectas e planos) e
a compreender que embora a projecgio central transforme
rectas em rectas, nio preserva outros conceitos ou nogdes a
que a geometria, por assim dizer, nos tinha habituado: rectas
paralelas sdo transformadas em rectas concorrentes, certas

Educacdo e Matematica | nimero 101



B

Figura 7.

rectas concorrentes sdo transformadas em rectas paralelas,
os pontos médios dos segmentos deixam de o ser nos seg-
mentos transformados — até os préprios segmentos podem,
por transformacio, deixar de ser segmentos® —, enfim, pou-
co parece resistir a uma projec¢io central... No que diz res-
peito & projecciio paralela entre dois planos nfio paralelos, a
situaciio parece ndo ser tio «desastrosa», dado que o parale-
lismo é conservado, os pontos médios também, os segmen-
tos transformam-se sempre em segmentos, mas por exemplo
dois segmentos com igual comprimento podem deixar de o
ser (note por exemplo que na figura 7 os lados do tridingulo
equildtero AB e BC sdo transformados nos segmentos dados
A'B’ e B'C", ndo necessariamente iguais )...

Assim, pudemos observar como em geometria se cami-
nha em novas direcgdes, se inventam novas transformagdes
e conceitos, e se resolvem problemas e provam resultados
com a ajuda dos novos entes geométricos que vdo sendo
criados. .

No entanto, a par deste tipo de trabalho eminentemen-
te criativo, tem existido sempre na matemadtica, e em par-
ticular na geometria, processos de trabalho e investigacio
com uma finalidade que, ndo excluindo-a criatividade, colo-
cam o acento ténico naquilo que poderfamos chamar a pro-
cura da unidade. Apenas um exemplo, em termos simples, de
uma interrogacio que seria natural levantar neste ponto do
NOSSO Percurso:
® 2 projecciio central e a projecgiio paralela'sio exemplos

de transformages geométricas — termo ainda indefi-

nido neste artigo, note-se —, tais como as isometrias e

semelhancas; mas enquanto naquelas as correspondén-

cias consideradas sdo entre planos, nas isometrias e se-

melhancas essas correspondéncias sdo entre pontos do
mesmo plano; hd alguma maneira de conferir coeréncia
e unidade a0 modo como introduzimos estes entes geo-
métricos a que chamamos transformacdes!

Veremos que sim, e caminharemos no sentido dessa unida-
de no resto deste artigo. Como, na geometria elementar do
ensino bdsico e secunddrio, as transformagbes geométricas
estudadas sdo de um plano sobre si mesmo, é essa situacio
que vamos explorar em seguida, e é nesse contexto que ire-
mos procurar encontrar alguma unidade no modo de inte-
grar as transformagdes geométricas no estudo da geometria
em geral.

Portanto, os tipos de transformagdes que iremos consi-
derar (isometrias, semelhancas, afinidades e projectividades)
serdo correspondéncias pontuais de um plano sobre si mesmo.
No entanto, poderiam existir outras opgdes, como poderd
ver na caixa Isometrias e Semelhancas a partir de projecgdes.

Adoptaremos a definigio habitual de transformacio ge-
ométrica no plano®. Sendo dado um plano projectivo «,
uma transformacio geométrica é uma aplicagio (fungio) T'
bitnivoca de « sobre si mesmo, ou seja faz corresponder a
cada ponto Pde o um (e um s6) ponto P’ de & — designa-
do imagem de P por meio de T'— e, além disso, para todo o
ponto @' de & existe uma pré-imagem @ em & (ou seja, tal

que T(Q) = Q).

Isomelrias e semelhancas’

Devemos analisar quais as implicages de ‘estarmos agora a
trabalhar no espaco projectivo, dado que as definigoes habi-
tuais de isometrias e semelhangas sdio em geral dadas no es-
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Isomefrias e semelhancas a partir de projec;des

Comecemos por notar que, depois da introdugio dos elementos impréprios, a projeceio central e a projecciio para-
lela passam a corresponder a um tnico conceito, o de projecgiio de a sobre /3 a partir de um ponto do espaco (am-
pliado). Se o centro da projecgdo ¢ um pronto préprio, estamos na situacio da projeccio central, se é um ponto
impréprio, temos uma projecgio paralela.

Quando definimos a projec¢ao (central ou paralela) de o sobre 3, tivemos o cuidado de especificar que supo-
nhamos os planos nio paralelos. Isto porque querfamos cair em situacdes novas.

Na realidade, ao imaginarmos uma projeccio central (de centro O) entre dois planos paralelos o e 3 podemos
considerar que estamos a partir uma dilagio (ou homotetia) espacial, de centro O, e que essa dilacio transforma
figuras do plano ar em figuras homotéticas no plano 3 (figura 8A). Por sua vez, uma projecciio paralela entre dois
planos paralelos a: e 3 preserva a distancia entre dois pontos, e reduz-se a uma translacfio no espago, que tranforma
figuras no plano a em figuras iguais no plano @ (figura 8B). E possivel, a partir daqui, obter qualquer semelhanca
— e ndo apenas a dilagio —, (resp. qualquer isometria — e ndo apenas a translacio), através da composicio de
projecgdes centrais (resp. projecgdes paralelas) entre planos paralelos.

Figura BA.
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paco euclidiano ndo ampliado. Recordemos que a cada rec-
ta v (propria) de @ corresponde um ponto impréprio, que
como vimos pode ser definido por uma direccdo no plano
(ou seja pelo feixe de rectas paralelas a ). Tendo em aten-
¢do que tanto as isometrias como as semelhancas transfor-
mam rectas paralelas em rectas paralelas, isso significa que
a sua actuagio no plano projectivo tem a propriedade de
transformar pontos imprdprios em pontos impréprios, ou
seja deixa fixa a recta do infinito. Apenas algumas notas
exemplificativas:

® aimagém por uma translacio de uma recta r é uma rec-
ta paralela a 7; ou seja, a translaciio fixa todos os pontos
de recta do infinito (o que nfo acontece nem com a ro-
tagiio nem com a reflexio — pense porqué...)

Recordemos que a composicio (ou produto) de duas iso-
metrias é ainda uma isometria e que a inversa de uma iso-
metria & uma isometria. Analogamente, o produto de duas
semelhancas e a inversa de uma semelhanca sdo ainda seme-
lhangas. Portanto, tanto o conjunto das isometrias no pla-
no como o conjunto das semelhangas tém uma estrutura de
grupo®. '

Temos assim definidos dois grupos de transformacdes
Iso(a) e Sem(er) no plano projectivo.

Figura BB,

Projectividades e afinidades
Pretendermos agora definir dois tipos de transformagtes
pontuais de um plano sobre si mesmo com propriedades and-
logas &s das projeccoes central e paralela entre dois planos.
Seja @ um plano e construamos uma cépia de o, @,
numa posicio diferente de . Podemos por exemplo consi-
derar uma recta prépria j de «, rodar a de um certo angu-
lo em torno de j e obter assim o (figura 9A). Tomado um
ponto qualquer O para centro de projecciio, definimos como
anteriormente a projec¢io central de v sobre ar, de centro
0. O wifingulo A'B’C” em a4 serd a imagem, por esta pro-
jeccio central, do tridngulo ABC do plano a. Desfazendo
agora o deslocamento de o (neste caso a rotagio em torno
de j) iremos obter no plano « a figura A’B'C" . Fica assim
definida uma transformaciio geométrica de « sobre si mes-
mo, a que chamaremos ainda projecgiio central (por vezes
tambhém designada por perspectividade). Deverd observar
que:

e asrectas AA', BB’ ¢ C'C' continuam ainda a ser con-
correntes num mesmo ponto (préprio ou impréprio)
W

® ao levarmos de novo a coincidéncia o e vy, ficam a exis-
tir sobre o as duas rectas u e v que considerdmos na de-
finicio de projecgio central entre dois planos diferentes
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Figura 9A.

(pense um pouco no seu significado nesta nova situa-
Gdo);

® o processo que adoptdmos (rotagio) de construir uma
cépia de & numa posiciio diferente no espago foi apenas
para servir de exemplo: qualquer deslocagio de o podia
ser utilizada, o que € necessdrio é depois trazer essa copia
a posi¢do inicial, coincidente com a.

Esta transformacio geométrica de o sobre si mesmo é um
primeiro exemplo de transformacdo projectiva ou projectivida-
de. As transformacdes projectivas pontuais de um plano so-
bre si préprio podem ser caracterizadas como tranformando
rectas em rectas e sio também designadas por colineagdes.

Nem todas as transformagdes projectivas resultam ape-
nas de uma projec¢io central, como no exemplo anterior.

A composigio de um niimero finito de projecgdes cen-
trais ¢ ainda uma transformacio projectiva e pode demons-
trar-se que uma transformacio projectiva é sempre uma
projeccio central composta com uma semelhanga’. A com-
posicio de duas transformagdes projectivas ainda é obvia-
mente uma transformagio projectiva, e a inversa de uma
transformagiio projectiva ¢ da mesma forma uma transforma-
¢o projectiva. Assim, obtivemos um novo grupo de trans-
formagdes no plano o, que podemos designar por Proj(e).
Como sabemos, todas as isometrias sdo semelhangas, e dado
que a imagem de uma recta por uma sémelhanga é sempre
uma recta, as semelhangas sfo transformagdes projectivas.
Estamos assim na presenga de trés grupos de transformacdes,
em que Isom(a) é subgrupo de Sem(a) e este é subgrupo de
Proj(cy).

Podemos ainda definir um novo tipo de ttansformagoes
no plano «, se efectuarmos um procedimento inteiramen-
te andlogo ao que fizemos relativamente 4 projeccio cen-
tral mas agora considerando uma projecciio paralela de a
sobre ey. Obtemos uma transformacio geomérrica de a so-

Figura 98.

bre si mesmo, que é um primeiro exemplo de uma transfor-
magdo afim ou afinidade. As transformacBes afins de a sobre
si mesmo caracterizam-se por transformarem rectas em rec-
tas e fixarem a recta do infinito de a (ou, numa definicio
equivalente sem envolver a recta do infinito, transformarem
rectas paralelas em rectas paralelas). E o caso, por exemplo,
de uma composigio de um nimero finito de projecgdes pa-
ralelas. Uma afinidade de « sobre si mesmo pode ser sempre
obtida como o produto de uma projecgio paralela com uma
semelhanca. Também no caso das afinidades se pode consta-
tar que o seu conjunto forma um grupo, que podemos desig-
nar por Afin(a), e que, relativamente aos grupos anteriores,
se situa do seguinte modo:

Isom(a) C Sem(a) € Afin(er) € Proj(a)

Geometria e grupos de fransformacdes

As primeiras linhas do artigo Introduciio ao estudo das geo-
metrias baseado no conceito de transformacdo, que Sebastidio e
Silva escreveu para o nimero 35 da Gazeta de Matemdtica,
sd0 as seguintes:

No célebre programa de Erlangen, mostrou Fleix Klein como o
conceito de transformagdo permite iluminar a interdependén-
cia légica dos diversos conceitos da geometria, sugerindo novas
conexdes e conduzindo a uma visdo do mundo geométrico, que
é a mais penetrante, a mais racional e a mais dominadora a que
se possa chegar.'®

A unidade a que nos referimos anteriormente consiste nes-
ta visdo do mundo geométrico exposta por Felix Klein no pro-
grama de Erlangen e que Sebastifio e Siva descreve naquele
magnifico artigo. Aconselhamos vivamente o leitor, se gos-
ta de geometria e quiser pressentir essa unidade, a procurar
on° 35 da Gazeta. O que faremos aqui é apenas, em alguns
enunciados demasiado breves e sem quaisquer justificagdes
— pois de outra coisa nio serfamos capazes —, tomar como
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Tabela 1.

Geometrias Transformacdes Nogoes primitivas
métrica elementar  isometrias
euclidiana semelhangas
afim afinidades
[=]
projectiva colineagdes colinearidade

exemplo conceitos geométricos conhecidos e os quatro ti-
pos de transformagdes geométricas que apresentdmos e indi-
car o seu enquadramento naquela visdo.

Uma teoria matemética qualquer é formada por concei-
tos {ou nogBes) e por afirmagdes relacionando esses concei-
tos. O mundo geométrico néo foge a este esquema geral, e
inclui conceitos como os de recta, segmento, perpendicula-
ridade, tridngulo rectingulo, quadrado e drea e afirmacies
que os relacionam, como o teorema de Pitdgoras. Na geo-
metria (como em qualquer teoria matemética),

«& necessdrio fixar como primitivas ou indefiniveis certas no-
¢es, a partir das quais é possivel depois definir formalmente
todas as outras nogdes que se apresentam no desenvolvimen-
to l6gico da teoria — chamadas, por isso mesmo, nocdes de-
rivadas.»!!

Note-se que, por questdes de simplicidade e comodidade,
podem ser seleccionadas como primitivas nocoes que po-
dem ser derivadas a partir de outras do conjunto escolhido.

Paralelamente, algumas afirmagtes, designadas por axio-
mas, e aceites sem demonstragiio, formam o conjunto a par-
tir do qual todas as outras afirmagGes da teoria, os teoremas,
sdo demonstradas.

A ideia fundamental de Klein, nessa visdo unificada do
mundo geométrico, foi considerar que as nogdes e proprie-
dades geométricas se podem agrupar em diversas geometrias.
Assim, para nos limitarmos aos exemplos que considerdmos
no presente artigo, a cada grupo de transformagdes pontu-
ais do plano projectivo, Isom(a), Sem(a), Afin(a) e Proj(a)
fica associada uma geometria, respectivamente a geometria
métrica elementar, a geometria euclidiana, a geometria afim e a
geometria projectiva. Essa associacio consiste no seguinte: as
nogdes e propriedades geométricas estudadas em cada geometria
sdo aquelas que sio invariantes para as transformagdes do res-

colinearidade, paralelismo,
grandeza de segmentos

colinearidade, paralelismo,
igualdade de segmentos

colinearidade, paralelismo

Algumas nocdes derivadas

comprimento de um segmento, drea de
um tridngulo

quadrado, circunferéncia, razio entre
dois segmentos, perpendicularidade,
ortocentro

elipse, hipérbole, pardbola, homotetia,
translaciio, baricentro de um trifingulo,
razao entre segmentos colineares ou
paralelos

cénica, razio dupla®’

pectivo grupo (diz-se também com o mesmo significado no-
gdes respeitadas ou nogdes preservadas). Por exemplo, a nogiio
de quadrado ¢ uma nogdo da geometria euclidiana porque
fica invariante para as semelhancas, mas nio é uma nocio
da geometria afim porque uma afinidade transforma em ge-
ral um quadrado num paralelogramo (pense na sombra de
um quadrado provocada pela luz do sol, por exemplo). Da
mesma forma, a elipse é uma nogdo da geometria afim (ou
simplesmente uma nogfo afim) porque é invariante para as
afinidades, mas nfio é uma nocio projectiva — pois uma
elipse pode ter como imagem, por projeccio central (tipo
particular de transformagiio projectiva), uma pardbola ou
uma hipérbole.

Mas a relagdo entre transformagBes geométricas e pro-
priedades conservadas revela-se ainda mais forte, devido a
seguinte propriedade fundamental:

Se uma transformagio biunfvoca respeita nos dois sentidos uma
dada nogio ou un dado conjunto de nogdes, respeita neces-
sariamente qualquer outra nogfio que se possa definir logica-
mente a partir das primeiras. Reciprocamente, se uma nogfio ¢
respeitada por todas as transformagGes biunivocas que deixam
invariantes as nogdes dadas, ela serd logicamente exprimivel a
partir destas.!?

Assim, uma determinada nogfio pertencerd a uma determi-
nada geometria se ficar invariante para o respectivo grupo
de transformacges ou se for definfvel a partir das noces pri-
mitivas dessa geometria, e os dois critérios sdo equivalentes.
A tabela 1 mostra a correspondéncia entre as geometrias, os
grupos de transformacbes e nogdes que podem ser tomadas
como primitivas em cada geometria. So indicadas rambém
algumas nogdes derivadas, a titulo de exemplo. E uma adap-
taciio de um quadro andlogo incluido no capitulo citado do
livro Textos Diddcticos, de Sebastido e Silva.
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E @ educacdo matematica?

Se a finalidade principal da educagiio matemdtica para todos
fosse de cardcter cultural, temas como os abordados nestes
dois artigos poderiam — se devidamente tratados e néo ape-
nas indicados como aqui —, ser incluidos no ensino secun-
ddrio e constituir assim uma espécie de sintese das experién-
cias realizadas e dos conhecimentos adquiridos pelos alunos
ao longo da escolaridade bésica. Representariam, no que diz
respeito & geometria, um contributo para a compreensio da
natureza da matemdtica. Mas praticamente ndo existe ge-
ometria no nosso ensino secunddrio, e as preocupagdes de
cardcter cultural sdo desprezadas em face da preparacio téc-
nica para prosseguir estudos ou para entrar numa profisso.
Ao mesmo tempo, o abandono das finalidades do Curriculo
Nacional pelo novo programa do ensino bésico e a sua po-
breza matemdtica vio no mesmo sentido utilitarista que in-
vade completamente o nosso sistema educativo,

Resta-nos esperar que a forga e beleza das ideias que ten-
tdmos transmitir atraiam alguns leitores e os convengam
que vale a pena lutar por alteragBes tdo necessdrias como
urgentes na nossa educagiio matemdtica.

Nofas

1. Este artigo € a continuaciio de um artigo anterior com o mesmo
titulo, que foi publicado no dltimo nimero de Educagio e Ma-
temdtica. )

2. A condigio de nao paralelismo dos planos « e (3 tem a ver ape-
nas com o facto de nesse caso, como veremos, tanto na pro-
jecgio central como na projecciio paralela, as transformagdes
resultantes serem respectivamente as «cldssicas» isometrias e se-
melhancas, e pretendermos nestes primeiros pontos tratarmos
de transformactes menos conhecidas (projectividades e afini-

dades).

3. Para simplificar a escrita, muitos autores designam por recta
projectiva a recta euclidiana (dos pontos préprios) completada
com o ponto impréprio {(analogamente para plano projectivo e
especo projectivo). Além disso, alguns autores, quando intro-
duzem os elementos impréprios em geometria, embora afirme-
mque se trata de convengbes, acresentam logo algumas frases
retirando o cardcter de excepcional a essas convengbes. Veja-
se por exemplo uma parte do texto de Sebastifo e Silva, logo
depois de afirmar que «as convencdes relativas aos pontos im-
proprios tém uma base intuitiva»:

«Nao esquecamos porém que os pontos improprios tém uma
existéncia purament.é convencional. De resto, o mesmo se
pode dizer a respeito dos pontos proprios e das entidades ge-
ométricas em geral, pois que tais entes ndo existem na realida-
de fisica, sdo apenas idealizacdes, representagdes esquemdticas dos
objectos do mundo empirico. Ao matemitico, o que interessa
¢ apenas que os postulados ou convengdes fundamentais, que

relacionam esses entes, sejam compativeis entre si, isto €, ndo
conduzam a contradi¢do. Como dizia Poincaré, «existir» em
Matemdtica significa «ser isento de contradigios.» (Textos Di-

ddcticos, vol. 1, p. 213).
4. Demonstragio de Smart, pdg. 286.

5. lmagine na figura 2 um segmento em ¢ intersectando a recta
u (sendo a interseccio um ponto interior ao segmento). Nesse
caso, o segmento transforma-se em duas semirectas, pois a ima-
gem do ponto de intersec¢iio com u € um ponto impréprio.

6. Sobre a nogio de transformaciio geométrica pode ler a Nota so-
bre o Ensino da Geometria da autoria de Rita Bastos, intitulada
Transformagdes Geométricas, no niimero 94 (Set/Out 2007).

7. No site da oficina sobre Transformagio Geométricas e Simetria
(enderego: http://www.apm.pt/formacao/tgs_2008/), en-
contrard muita informacio organizada sobre isometrias e seme-
lhangas, que por falta de espago nao podemos repetir aqui.

8. Sobre grupos de transformagdes geométricas, veja o Texto de
Apoio 11, no site citado anteriormente.

9. LM.Yaglom, Geometric Transformations I11, pag. 52.
10 Gazeta de Matemdtica n® 35, p. L.

11. idem

12. idem, pdg. 5.

13. Dados quatro pontos A, B, C, e D), sobre uma recta projec-
tiva, a razdo dupla (AB,C'D) é dada pela expressio (AC/
CB)/(AD/DB), em que os segmentos sio orientados. Ein-
teressante notar que as isometrias preservam as distincias, as
semelhangas preservam as razdes das distincias e as transfor-
magbes projectivas preservam as razdes duplas (as razdes das
razoes. .. ). Mais um sintoma da unidade da maremarica. ..
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Recursos dinitais paraabumagens dinamicas e inferactivas de femas alg@bricos

Infroducao

A investigacdo tem vindo a reconhecer que a tecnologia faci-
lita abordagens dindmicas aos principais conceitos da Algebra
e do Célculo, permitindo ligar miltiplas representacées, ricas
em termos de interactividade, sendo que esta e a dinami-
cidade, constituem as duas caracteristicas com mais poten-
cial, chamando a atencdo para a construgdo de significados,
mais do que para os aspectos manipulativos (Ferrara, Pratt &
Robutti, 20086).

Hoje encontramos software que permite operar directa-
mente sobre objectos matemdticos, com objectivos diddcti-
cos mais especificos e ver de imediato as mudancas e resul-
tados que decorrem da accio sobre eles, oferecendo uma
percep¢do imediata que pode apoiar a construcio dos con-
ceitos matematicos.

Também os documentos de orientacdo curricular, como
os Principios @ Normas para a Matemdtica Escolar (NCTM,
2007), reconhecem no Principio da Tecnologia, que as tecno-
logias proporcionam imagens visuais das ideias matemdticas,
sob mdiltiplas perspectivas, que possibilitam que os alunos ex-
plorem e analisemn muitos exemplos e diferentes formas de
representagdo, Isto pode constituir um desafio a colocarem e
explorarem conjecturas, processos que nao ocorrem t30 fa-
cilmente em situagdes de trabalho tradicionais de Idpis e pa-
pel. O mesmo documento refere que o trabalho com a tec-
nologia pode funcionar também como uma janela acerca das
percepcdes dos alunos sobre a matemdtica, permitindo que
o professor observe e recolha informagao sobre os seus pro-
cessos de raciocinio e os possa integrar na avaliacio.

Qutros estudos, chamam a atencdo para a questio da
mediacdo da ferramenta e das tarefas, como aspectos criti-
cos a considerar no uso da tecnologia. Estas perspectivas, re-
conhecem no professor um papel de central importancia nos
desafios que lanca e no balango delicado que deve manter
entre a actividade construtiva no computador e as reflexdes
sobre essa actividade (Hoyles & Noss, 2003), como partes es-
senciais e complementares da aprendizagem dos alunos.

Também nas orientacBes metodoldgicas gerais do novo
Programa de Matemdtica para o Ensino Bésico, se reconhece
que «os alunos tém de compreender que existe uma varie-
dade de representacBes para as ideias matemdticas, e a ca-
pacidade de passar informagio de uma forma de representa-
gdo para outra € tdo importante como saber reconhecer as
conven¢Bes inerentes a cada tipo de representacio e inter
pretar a informacdo apresentada. Antes das representacdes
simbdlicas, muitas vezes € apropriado usar representacdes
icénicas»(Ponte et al, 2007, p. 9).

Ora os applets, que aqui vou referir, enquadram-se no
tipo de tecnologia dirigida a objectivos especificos do curri-
culo, oferecendo normalmente representacdes intermédias,
que podem ser manipuladas directamente pelo utilizador e
que exigem dos professores conhecimentos técnicos mini-
mos para a sua exploragdo. A maior parte, assemelha-se a pe-
quenos jogos diddcticos, com um conjunto de regras simples
que orientam o seu funcionamento,

Uma caracteristica dos applets é desafiarem os alunos a
tentarem qualquer accdo, dando-lhes uma resposta imediata
e permitindo-lhes corrigir essa tentativa, de modo a melhora-
rem a estratégia, superando o medo de errar, uma vez que a
tecnologia ndo emite juizos de valor,

Tentando ilustrar estas ideias, apresento seguidamente
alguns exemplos de recursos educativos digitais que se en-
quadram nesta perspectiva, embora centrados em tdpicos al-
gébricos, onde os alunos apresentam, normalmente, dificul-
dades: as expressSes algébricas e as equacdes. No entanto,
nesses mesmos sites, poderd encontrar outros recursos, para
todos os temas de Matemdtica e para todos os niveis de
ensino.

Recursos educativos digifais

Open University — Centre for Mathemalics Educafion
(http://cme.open.ac.uk/)

Um site com apontadores para publicacdes, instituicdes
de referéncia, projectos e recursos na drea da Educacio
Matemdtica,

Se for a Teaching Secondary Mathematics with ICT, encon-
tra um conjunto de pequenas aplicagBes interactivas dirigidas
a tdpicos especificos do curriculo.

E o caso do applet Mathbox, em

http://cme.open.ac.uk/applets/Matchbox.html.

Esta aplicacdo permite a resolugdo de equacdes através do
trabalho com match boxes (caixas de fésforos), com 5 niveis
de dificuldade, conforme existe uma ou mais match box e
apenas num ou nos dois membros da equagio. Cada caixa
contém um determinado nimero de fdsforos que se deter
mina operando em cada um dos membros da equacio, ser-
vindo-se de operadores de adi¢do/subtracciio ou de divisio
sobre os objectos ou sobre a expressdo simbdlica algébrica.
A caixa de fésforos desempenha o papel da varidvel conten-
do um ndmero ainda ndo conhecido (a incdgnita) de fésfo-
ros. Permite alternar entre a representagio icdnica e algébri-
ca na resolucdo das equagBes e rever os passos seguidos na
resolucio.
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National Library of Virtual Manipulatives
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Figura 1

National Library of Virtual Manipulatives [Utah State University]
A NLVM (http://nlvm.usu.edu/) € um site de recursos
educativos interactivos, associado d Universidade de Utah e
organizado por tépicos especificos de Matemadtica (Nimeros
e Operacdes, Algebra, Geometria, Medida, Andlise de Dados
e Probabilidades), desde o pré-escolar ao 12° ano (figura ).
Um dos recursos, € o caso do applet Algebra tile, que se
encontra entre o conjunto de applets de Algebra. dirigido a
faixa do 3° ao 5% ano, em

http://nlvm.usu.edu/en/nav/category_g 2_t_2.html.

Este applet, oferece um conjunto de pequenos rectangulos,
representando menémios (z, ¥, z.y, |, 5, ...) que podemos
arrastar para uma drea de trabalho, colocando-os na horizon-
tal ou na vertical, ficando assim a constituir os factores de um
produto. A drea que representa o produto, aparece de ime-
diato assinalada na drea de trabalho e agora trata-se de arras-
tar os diferentes produtos parciais, até encher por completo
a drea referida. De forma inversa, podemos também partir da
figura na drea de trabalho e procurar os respectivos factores
(factorizacdo).

Nota: este site introduziu, recentemente, umna particulari-
dade de grande interesse, Podemos ter acesso a uma versdo
dos applets que funcione no nosso computador, independen-
te da ligagao a Internet, o que pode ter muito interesse para
usar em escolas e salas de aula, onde essa situacdo esteja di-
ficuttada. Uma versdo grdtis, para experimentacao durante 7
dias, também estd disponivel,

UNIVERSITY lJ
w3

lluminafions: um site associado ao NCTM
lluminations é um site (http://illuminations.nctm.
org) associado ao NCTM (National Council of Teachers of
Mathematics), onde encontra uma diversidade de materiais,
em particular, cerca de meio milhar de planos de aulas e uma
centena applets, organizados por temas e niveis, para além de
apontadores para um enorme conjunto de recursos on-line,
noutros sites da rede (figura 2).

Em seguida, sugerem-se alguns exemplos em Algebra,
destinados a apoiar a resoluc@o de equacdes, através do mo-
delo das balancas:

Pan Balance Shapes: apresenta uma balanga de dois pratos e
um conjunto de 4 formas diferentes que podem ser deslo-
cadas para cada um dos pratos, gerando (des)equilibrios, de
acordo com a relagdo entre os pesos de cada uma das formas
que desconhecemos. Quando os pratos atingem o equilibrio,
a relacdo de equivaléncia surge registada na tabela. Se selec-
cionarmos o botdo Count ltems, ele agrupa as formas iguais,
modelando a manipulagio algébrica, no que respeita a agrupar
os termos semelhantes,

Pan Balance Numbers: apresenta uma balanca de dois pratos,
em cada um dos quais podemos introduzir uma expressio
numérica. Quando a balanga se encontra em equilibrio, esta-
mos perante expressdes equivalentes, que aparecem de ime-
diato registadas na janela lateral Balanced equations.

.
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Figura 2

Pan Balance — Expressions: apresenta uma balanca de pratos, Referéncias

em cada um dos quais podemos escrever expressdes numé-  Ferrara, F, Pratt, D, & Robutti O. (2006). The role and uses of
ricas ou algébricas (onde figura uma incégnita — ). Ao mes- Technologies for the teaching of algebra and calculus. In A,
mo tempo, temos acesso a um cursor que manipula directa- Gutiérrez & P. Boero (Orgs). Handbook of Research on the
mente o valor da varidvel z e que o substitui na expresso, Psychology of Mctflematfcs Education: past, present and future (pp.
fazendo oscilar os pratos da balanca para um e outro lado, 237-275). Rateiice Serse.

de acordo com o seu peso (valor), Simultaneamente, visuali-  Hoyles, C. & Noss, R (2003). What can digital technologies take from
zamos um grdfico representando as duas relacdes (funcdes) and bring to research in mathematics education? In A. |. Bishop et
definidas pelas expressées em cada um dos pratos e que, ao al. (Eds.), Second International Handbook of Marhen?atr'cs Education
manipular o referido cursor; deixam um rasto no écran, per- (pp- 323-349). Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.
mitindo visualizar a solu¢do como o ponto de interseccdo  NCTM (2007). Principios e Normas para a Matemdtica Escolar, Lisboa:

dos 2 gréficos. APM. (Trabalho original publicado em 2000).

» Nota: o trabalho com este con]un:no de applets (Bafaqce) Ponte et al. (2007). Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico
€ importante para desfazer a concepgdo errada de que o sinal (consultado em |5 de Outubro de 2008, em http://
de igual significa uma operacdo (ou que a sua presenca im- sitio.dgidc.min-edu.pt/matematica/Documents/
plica a produgdo de um resultado), em vez de indicar a exis- ProgramaMatematica.pdf)

téncia de uma relagdo que traduz uma equivaléncia. Nestes,  1gs8 Duarte
como noutros, applets, as instructions e explorations sugerem

indicacdes de funcionamento e abordagens que permitem

aproveitar plenamente as potencialidades dos programas,

com vista a perseguir os objectivos de aprendizagem com

que foram desenvolvidos.

.

Educacdo e Matemdtica | nimero 101




Eduardo Veloso, Rifa Bastos. 50nia Figueirinhas

Temos defendido nesta revista que os alunos dos ensinos bésico e secunddrio devem ter
experiéncias diversificadas que impliquem aprendizagens sobre a Geometria e sobre a
natureza da propria Geometria e que as situagdes vividas sejam acompanhadas de activi-
dade matemética de ordem superior. Para isso, podemos recorrer s ferramentas tecnolé-
gicas disponiveis, nomeadamente programas de geometria dindmica e applets, que consi-
deramos decisivos no sentido de proporcionar a todos — professores e alunos — imagens
e manipulagdes a que, noutros tempos, sé os grandes geGmetras tinham acesso pelo gran-
de poder da sua imaginagio. Mas ndo sé: € preciso proporcionar também algumas expe-
riéncias com materiais manipuléveis.

Os recursos para o ensino da geometria, em geral, e das transformages geométricas
¢ simetria em particular, devem ser adequados ao nivel de escolaridade e & idade dos alu-
nos. Por exemplo, nos primeiros anos pode ndo ser adequado que os alunos usem progra-
mas de geometria dindmica, mas é de toda a conveniéncia que se habituem a visualizar e
manipular imagens em applets como os que existem no sitio do Instituto Freudhental' ou
no portal do NCTM?. Os materiais manipuldveis devem ser utilizados sempre, em com-
plemento daqueles, mas cada vez com maior exigéncia. Ha que ter alguns cuidados para
que a experiéncia dos alunos no se limite a «brincadeiras» com os objectos, mas impli-
que realmente actividade intelectual. Esses cuidados passam necessariamente pela comu-
nicacio entre professor e aluno — oral ou escrita — em que o professor se certifica que
h4 raciocinios matemdticos envolvidos na experiéncia.

Todos os materiais tém potencialidades e limitagdes, de que o professor deve estar
consciente. E sobre isso que nos vamos debrugar neste texto, relativamente a alguns ma-
teriais que temos experimentado.

'
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Figura 2A.

o4

reflexdo

Figura 1R. Reflexdo.

espelho

) JAS

Figura 1B. Espelho.

V

Figura 1C. Mira.

Espelfhos e miras

Os espelhos planos modelam fisicamente a transformacio reflexfo, tal como as miras que
sdo feitas de um material transparente que também reflecte a luz. Como todas as isome-
trias podem ser obtidas como compostas de reflexdes, podemos, com os espelhos, traba-
lhar todos os tipos de isometria, no plano ou no espago, muitas rosdceas, frisos e padrdes
e até as simetrias de alguns poliedros®.

Os espelhos tém, no entanto, duas limitagdes importantes:

1 — A de transformar um semi-plano (ou semi-espaco) no semi-plano (ou semi-
espaco) complementar, em vez de transformar todo o plano (espaco) nele préprio. As
miras resolvem uma parte do problema, embora nfo seja possivel visualizar sempre, de
um tnico ponto de vista, a totalidade de uma figura e da sua transformada. Em muitas
situagdes, temos que observar os dois lados da mira para «ver» as duas partes da figura
transformada.

Note-se que, no espelho (figura 1B), parte do F) como estd do lado de tris do espelho,
ndo € reflectida, como acontece na verdadeira reflexdo (figura 1A). Além disso, essa par-
te da figura fica ocultada pelo espelho. Na mira (figura 1C), esta segunda limita¢io ndo
existe, porque sendo transparente, podemos ver através da mira a figura completa.

Nas figuras 2A e 2B, estamos a utilizar um espelho e uma mira (respectivamente)
para detectar simetrias de reflexdo num padrio. Como o espelho tapa parte do padrio,
apenas vemos a reflexfo e € impossivel ver se coincide ou ndo com a parte escondida do
padrio (embora possamos presumir que nfo, dado o aspecto da parte do padrio que € vi-
sivel. Na figura 2B, com a mira, é perfeitamente visivel a continua¢io do padrio para o
lado de 14 da mira, e a reflexdo vista na mira, que na fotografia se vé com muita dificul-
dade, mostrard imediatamente que niio estamos em presenca de um eixo de simetria.

No caso da figura 3A, se colocarmos um espelho sobre o lado do quadrado a que €
tangente a circunferéncia, no espelho vemos a imagem do quadrado mas fica escondida
parte da figura, que nfo € sujeita a reflexdo por causa do espelho ter apenas uma face es-
pelhada, e assim ndo mostrar a reflexio correctamente. No caso da mira, embora a luz na
fotografia nio ajude muito, vemos o prolongamento da figura (a circunferéncia no caso
da figura 3C, ou o quadrado no caso da figura 3D) e a reflexdo, em qualquer caso o que
se vé& aproxima-se mais do que a reflexdo é na realidade, como transformaciio de todo o
plano.

2 — A segunda limitaciio é que embora seja sempre possivel obter, com os espelhos,
a transformada de uma figura pela composta de duas ou trés reflexdes, posicionando de-
vidamente dois ou trés espelhos, ndo € possivel «eliminar do campo visual» a figura in-
termédia. Por exemplo, ndo é possivel obter, com um livro de espelhos uma rosdcea do
tipo cn, isto €, sé com simetrias de rotagiio; também ndio € possivel obter, com trés espe-
lhos, a imagem de uma figura por uma reflexfio deslizante, sem que se veja a imagem pela
reflexdio.

Figura 28.

.
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Figurd”3A.

Figura 38. Figura 3C. Figura 30.

Na figura 4A temos dois espelhos fazendo um dngulo de 60°. Obtemos 5 imagens da
figura que desenhdmos entre os dois espelhos. Como se vé&, obtemos, no conjunto, uma
rosdcea d3 (tem como simetrias trés reflexdes e trés rotagdes) Para modelarmos um ¢3 te-
rfamos que poder fazer desaparecer as figuras intermédias das rotag@es (como produtos de
duas reflexdes), ou seja as figuras 2, 4 ¢ 6. Mas isso nio é possivel neste tipo de disposicio
dos espelhos, e portanto apenas podemos, com livros de espelhos e dngulos convenientes
dos espelhos, obter rosdceas dn. As figuras 4B e 4C (em que as rectas sio apenas indica-
¢do dos eixos de reflexfio e ndo fazem parte da rosdcea, vemos como com um programa de
geometria dindimica é possivel modelar a rosdcea d3 e a rosdcea ¢3 (escondendo as figuras
convenientes).

Figura 4A. Figura 48. Figura 4C.

.
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Figura 50

Figura 56

Figura 58

Figura SE Fioura 5F

Papel transparente

Com papel transparente, podemos decalcar figuras e «rodar» em torno de um centro,
«deslizar» ao longo de um segmento, ou «virar o papel» fazendo coincidir uma deter-
minada recta. Sio formas de modelar as rotacdes, translacdes e reflexdes. E um processo
muito sugestivo para construir figuras transformadas de outras, pelas isometrias, acessi-
vel a todos os alunos, e que proporciona a compreensio de alguns aspectos importantes
como, por exemplo, a preservagio da orientagio.

A figura 5A € um exemplo de padrio, e estamos interessados em procurar simetrias
de rotacfio. Fotocopidmos a figura em papel transparente, obtendo a figura 5B. Nas duas
figuras sobrepostas (figura 5C), fixdmos um ponto (cfrculo branco), para investigar se ¢
um centro de simetria de rotaciio. Fixando o ponto com o bico de um lapis, por exemplo,
vamos rodando lentamente o papel transparente, & procura de outra sobreposicio per-
feita das duas figuras, passando pelos 20° (figura 5D), pelos 90° (figura 5E) e pelos 160°
(figura 5F), e ainda ndo encontrimos nenhuma sobreposicio perfeita... mas eis que nos
180° (figura 5G) encontramos a primeira coincidéncia total...ah! é uma meia-volta!
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Figura 6A. AJustar as extremidades da tira. convenientemente. Figura 68. Furar. evitando infroduzir vincos na tira

\!

Figura 6C. «0esenrolar>, para ver a meia-volta presente.

i 3

Dobragens e furos

As dobragens em papel simulam a reflexdo, tal como os espelhos. Se utilizarmos furos |
para representar as figuras, obtemos imagens sugestivas destas e das suas transformadas
por uma reflexdo ou pela composta de vdrias reflexdes, sem algumas das limitacdes dos
espelhos: (1) podemos intervir dos dois lados do eixo (o vinco da dobra), modelando as-
sim a transformagiio de todo o plano em todo o plano; (2) com alguns artificios podemos
furar de modo a evitar as imagens intermédias em composictes de reflexdes (ver figuras
6A,BeC).* -

Reflectir sobre o niimero e posicio das dobras feitas permite chegar a algumas conclu-
sdes sobre a composta de duas ou mais reflexdes. Ao estabelecer paralelismos entre esta
abordagem e outras, equivalentes, podem criar-se hdbitos interessantes, quer de resolu-
¢io de problemas quer de raciocinios matematicamente muito poderosos.

Nas primeiras tarefas, e enquanto este assunto nio estiver bem dominado, desaconse-
lha-se o uso de furos simétricos: a simetria do motivo pode ser confundida com a transfor-
macio presente e o facto de haver dobragens diferentes que conduzem ao mesmo resulta-
do pode fazer levantar falsas hipéteses, sobretudo se ndo forem feitas muitas experiéncias,

em que o furo tenha simetrias diferentes.

.

Janeiro | Fevereiro || 2009 27




Figura 7R
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Mecanismos

A utilizagio de mecanismos para construir representacoes
de objectos geométricos faz parte da Histéria da Geome-
tria e fornece uma compreensio desses objectos de um pon-
to de vista diferente, ou seja, uma perspectiva que comple-
menta outras interpretagdes através de outras formas de
representacio.

Também as transformagdes geométricas podem ser
modeladas por mecanismos, embora com limitacdes ain-
da maiores que as dos materiais anteriores, na medida em
que cada mecanismo transforma geralmente uma pequena
porgio de plano numa outra porgio de plano, muitas vezes
disjunta da primeira.

O exemplo mais conhecido de mecanismo para mode-
lar uma transformagfio geométrica ¢, talvez, o pantégrafo,
mas hd mecanismos para simular todas as isometrias e outras
transformagdes conhecidas. A tarefa de construir um meca-
nismo, fisica e virtualmente, € uma situacio que dd origem a
formulagio e resolugio de problemas, dos mais diversos, pro-
porcionando assim Gptimas experiéncias de aprendizagem.

A titulo de exemplo, apresentamos nas figuras 7A, 7B
e 7C imagens de um mecanismo fisico que modela a meia
volta®, ou seja uma rotagio de 180° e um modelo virtual
construido em Geometer's Sketchpad. O ponto O é o centro
da meia volta e estd fixo. Quando o ponto P percorre uma
linha — um tringulo, no exemplo — o ponto P, que tem
um instrumento de escrita, regista'o transformado dessa li-
nha pela meia volta de centro em O.

Figura 78

Figura 7C

Nofas
1 http://www.fi.uu.nl/en/

2l http://www.nctm.org/

3 Sobre simetria dos poliedros ver exposiciio e brochura Simetria
— Jogos de Espelhos no sitio da Associaciio Atractor:

http://www.atractor.pt

4 Ver O ritmo das formas, de Paolo Bellingeri, Maria Dedd, Simo-
netta di Sieno e Cristina Turrini, traduzido e editado em Portu-
gal pela Associagio Atractor; ver também o kit de actividades
editado pela APM com o titulo Visualizacio e Simetvia.

5  Esta fotografia e o mecanismo de meia volta pertencem a co-
lecgio organizada pelo Laboratorio di Matematica del Museo
Universitario di Storia Naturale e della Strumentazione Scientifica
em colaboragio com o CICAIA — Centro Interdipartimentale
di Calcolo Automatico e Informatica Applicata dell' Universita degli
studi di Modena e Reggio Emilia, sob a coordenaciio de Maria G.
Bartolini Bussi. Ver

http://archivioweb.unimore.it/theatrum/macchine.

Eduardo Veloso, Rita Bastes. Sania Figueirinhas
Grupo de Trabalho de Geometria da APM
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0 professor e 0 ﬂESEIW[IWiIhEIIII] curricular

Os |3 artigos que compdem o livro O professor e o desenvol-
vimento curricular constituermn um convite ao leitor interessa-
do em conhecer e r(-_:_fletir sobre experiéncias e investigacdes
realizadas em salas de aula de Matemdtica. Trata-se de uma
obra que revela o trabalho colaborativo do GTI e que tem
come eixo articulador o curriculo de Matemadtica e a sua ges-
t3o em sala de aula.

Trés dos artigos, produzidos por pesquisadores académi-
cos, trazem os conceitos basicos que subsidiarao as investiga-
¢Bes dos demais autores. O primeiro deles, de Jodo Pedro da
Ponte, Gestdo Curricular de Matemdtica discute a criacio de
tarefas e a estratégia posta em prdtica pelo professor, bem
como propde a distingdo entre «ensino direto» — que traz
subjacente a ideia de transmissdo — e o «ensino-aprendiza-
gem exploratorion, no qual o professor ndo explica tudo e
deixa uma parte importante do trabalho de descoberta e
de construcdo do conhecimento para os alunos realizarem.
No entender do autor; a gestdo curricular exige experién-
cia profissional e capacidade analtica e reflexiva do professor
— elementos que podem ser potencializados com o trabalho
colaborativo.

No segundo texto, O curriculo de Matemdtica do ensi-
no bdsico sob o olhar da competéncia Matemdtica, as autoras
Lurdes Serrazina e Isolina Cliveira discutem alguns significa-
dos da literacia matemdtica, entendende que ser literato em
Matemadtica significa ser bem informado matematicamente.
Nesse sentido, hd uma aproximacdo desse conceito com o
de competéncia matemdtica tal como consta no Curriculo Na-
cional em Portugal. Defendem, ainda, a necessidade de que a
escola se transforme em uma organizacio de aprendizagem
como condi¢do para que o professor possa ter um olhar mais
amplo para o curriculo de Matemdtica e desenvolver a com-
peténcia materndtica em seus alunos.

No terceiro texto, O papel do professor no curriculo de Ma-
temdtica, Ana Paula Cahavarro e Jo3o Pedro da Ponte, partin-
do da andlise de trés relatos de experiéncia docente, promo-
vem a discussdo sobre curriculo e o papel do professor como
protagonista no desenvolvimento curricular, Defendem que,
apesar de o curriculo oficial ser prescrito, o professor tem
uma certa margem de autonomia para adequd-lo as suas ne-
cessidades e as de seus alunos.

Os dez textos restantes sio de professores-pesquisado-
res que investigam a propria pratica — ora individualmente,
ora contando com um colega para ser parceiro. Destacam-
-secinicialmente, os textos de Ana Maria Jesus e Elvira Ferreira,
que atuam nos primeiros anos e discutem o conceito de di-

visdo. Ambas acompanharam seus alunos e investigaram —
serm contar com parcerias — como esses alunos construiram
o conceito de divisdo. Enquante Ana Maria Jesus, no texto
Construir o conceito de divisdo, resolvendo problemas: um estudo
de caso, centra-se na andlise do caso de Filipe, Elvira, no tra-
balho Um percurso na aprendizagemn do conceito de divisdo no
I ciclo, acompanhou seus alunos ao longo dos quatro anos,
analisando como estes se apropriaram do conceito de divi-
sdo e complementou sua investigacdo aplicando cinco pro-
blemas a esses alunos quando estavam no 5° ano. Seu relato
aponta que, desde cedo, os alunos podem resolver divisao
como medida.

Outra autora que também atuou sozinha foi Isabel Paula.
Em seu texto Utilizacdo de portefdlios como processo integrador
da aprendizagern e da avaliacdio em Matemdtica, ela relata sua
pesquisa desenvolvida em sua turma de 5° ano, analisando as
interagdes sociais desenvolvidas na elaboragao, reflexdo e co-
municagdo dos portefdlios.

Os demais autores contaram com um colega parcei-
ro para as suas investigagdes. No entanto, essa parceria foi
diversificada. Em algumas duplas, a atividade foi preparada
em parceria e cada docente a aplicou em sua turma, pro-
cedendo, posteriormente, & andlise conjunta. Esse foi o caso
de Irene Segurado e Olivia Sousa que, no texto Estatistica
no ensing bdsico, analisam a investigacdo que realizaram em
suas respectivas turmas de 5° ano, numa tarefa (sopro de cli-
pes) que possibilitou uma riquissima discussdo sobre concei-
tos bdsicos de estatistica. Como um dos resultados, destacam
o envolvimento e a aprendizagem dos alunos com a experi-
éncia realizada. Outra dupla que procedeu de forma andlo-
ga foi Cldudia Costa Nunes e Maria Sofia Tomaz Alves, cujo
trabalho é relatado no texto Desenvolvendo o pensamento al-
gébrico com actividades de investigacdo. Chama-nos a atengdo
a forma como elas deram retorno aos alunos dos relatérios
produzidos: o seu desempenho diante da tarefa de investi-
gacao foi avaliado por meio da construgdo de uma grade de
descritores.

Outra forma de parceria foi experimentada por trés du-
plas que realizaram um trabalho colaborativo, de forma que
um docente participava da aula do outro. Numa turma de 8°
ano, Fernanda Perez trabalhou como professora e Manuela
Diogo como observadora, explorando o tema fungdes, mas
com wistas aos processos reflexivos dos alunos sobre suas
aprendizagens matemadticas. O trabalho final consta do texto
Aprender Matemdtica reflectindo. Qutra dupla foi a de Alexan-
dra Rocha e Cristina Natdlia Fonseca, autoras do texto Dis-
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cutir Matemdtica: um contributo para a aprendizagem, Atuaram
numa turma de 10° ano, sob responsabilidade de Cristina.
A énfase do trabalho foi nos processos de justificacio/pro-
va com atividades de investigacio sobré geometria e funcdes,
E, finalmente, Helena Rocha e Manuela Pires, no texto Pro-
gramacdo e aprendizagens matemdticas, relatam seu trabalho
numa turma de | 1° ano, da qual Manuela era a docente, na
realizagdo de um projeto que previa a criacio ou adaptacio
de um programa para calculadora gréfica.

Presente em dois trabalhos, um outro tipo de parceria,
embora contando com parceiros, determinou apenas um do-
cente como responsavel pela producdo do texto final de in-
vestigacdo. O primeiro deles é o de Renata Carvalho, Edu-
cagdo para a qutenomia na aprendizagem da Matemdtica, no
qual a autora revela como atuou de forma colaborativa com
Mafalda, uma colega da escola, na selecio de tarefas com vis-
tas ao desenvolvimento da autonomia do aluno, mas realizou
sozinha a investigacdo de sua prética. E, finalmente, o traba-
lho Materiais manipuldveis e tecnologia na aula de Matemdtica,
de Jodo Almiro, trata de uma investiga¢do para a qual o autor
contou com dois colegas que observaram suas aulas num 8°
ano, durante a exploracdo do conceito de semelhanca, com o
uso de materiais diddticos; os trés compartilharam reflexdes
sobre as aulas, mas a sistematizacio do trabalho final ficou a
cargo de Jodo.

Ao longo do livro evidenciam-se os contributos do traba-
Iho colaborativo e a riqueza da investigag3o sobre a prépria
prdtica.

O livro, sem diivida, constitui fonte de referéncia para pes-
quisadores, formadores de professores e docentes que atuam
no ensino bésico.

Adair Mendes Nacarafo
Universidade Sao Francisco [USF]. Itatiba/SP.
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Juadrados sobrepostos -

Se pegarmos em dois quadrados iguais, € possivel, sobrepondo-os, fazer uma figura onde estdo trés quadrados: os dois iniciais

e mais outro.

Qual é o méximo de quadrados que se pode obter a partir de trés quadrados iguais?

E com quatro quadrados iguais?
E...p

o

0 maximo do minimo, e vice-versa

O problema proposto no nimerc 99 de Educacdo e Mate-
madtica fol o seguinte;

— Desenhem um triéngule com um lado a medir 53 cm, ou-
tro 28 cm e o terceiro a vossa escotha — pediu o professor.

— Vou construir o meu tridngulo de modo que o menor dngu-
lo seja 0 mdximo possivel — disse a Helena.

— Pois eu — acrescentou o Ricardo, — vou fazer ao contrdrio:
o maior dngulo vai ter o menor valor que se consegue.

Quanto medem os terceiros lados dos tridngulos da Helena
e do Ricarde?

Este problema ndo entusiasmou os nossos leitores, nem mes-
mo os que gostam de trabalhar com programas de geometria
dindmica. Provavelmente foi considerado muito dificil. E que
s6 nos chegaram duas respostas, enviadas por Graga Braga da
Cruz (Ovar) e Pedrosa Santos (Caldas da Rainha).

A Graca aplicando o Teorema de Carnot, definiu as fun-
¢Bes que dio os cosenos de cada um dos dngulos do tridn-
gulo em func@o das medidas dos lados (28, 53 e x). A seguir,
chegou a solugdo por métodos grificos, acrescentando final-
mente uma impecdvel (mas complexa) resolugdo analitica.

O Pedrosa Santos, no entanto encontrou as solucdes fa-
zendo apenas consideragdes geométricas bastante simples.
Vejamos como.

Triangulo da Helena

Sabemos que, num tridngulo, ao menor lado opde-se o me-
nor dngulo. Sejam [AQO]-o lado que mede 53 cm e [OB] o de
28, Se admitirmos que o lado [AQ)] estd fixo, o ponto B terd
de ficar numa circunferéncia de centro em O e raio 28 cm.

B

28

A

(Respostas até 25 de Abril para zepaulo@armail pt)

Excepto quando B estd muito perto do lado [OA], o menor
lado é [OB] e portanto 0 menor &ngulo € o de vértice em A.
Ora ele terd o seu valor maximo quando [AB] for tangente
a circunferéncia descrita pelo ponto B, ou seja, serd maximo
quando o tridngulo for rectdngulo em B.

O terceiro lado medird:

AB = /532 — 282 = 45 cm.

Por curiosidade, podemos determinar o valor mdximo do
menor angulo.

28
A= == A =~ 31°53'27".
45.Iogo 53

Triangulo do Ricardo
Sabemos que, num tridngulo, ao maior lado opde-se o maior
angulo.

Na posicdo em que, no tridngulo anterior; ficou o ponto
B, 0 maior lado é [OA] e o maior ngulo é de vértice em B.
Se B rodar no sentido contrdrio ac dos ponteiros do reldgio,
o dngulo em B vai diminuindo até se tornar igual ao angulo
em O.A partir daf, o maior dngulo passa a ser o O, que come-
¢a a aumentar

28 /

.
O 53

Conclusdo, o maior angulo (que sdo dois...) tem o seu valor
minimo quando o tridngulo & isdsceles e [AB] mede 53 cm.

Podemos também determinar o valor minimo do maior
angulo.

53
B = — logo B =~ 75°12'12".

T 14
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Os niimeros poligonais sdo uma matéria atraente e acessi-
vel para alunos do Ensino Secundério. Como tal, podem
ser teis como motivagio ao estudo do tema sucessdes (em
especial progressdes aritméticas) permitindo, também, uma
boa aproximagio a conceitos e técnicas importantes na ma-
temdtica, como por exemplo, o método recursivo, o método
da indugdio finita e 0 método das diferencas finitas.

Os nimeros poligonais surpreendem ndo s6 pela sim-
plicidade inicial, regularidades e vastas propriedades como
também pela carga histérica. Fazem-nos recuar dois milé-
nios e meio, & célebre Escola Pitagérica, (daf também se
chamarem nimeros pitagéricos) onde os Gregos, privile-
giando a Geometria e a Légica, associaram formas geométri-
cas a nimeros obtendo representaces visuais de sequéncias

numéricas, propriedades e relages entre elas. Basicamente
os nimeros poligonais baseiam-se na consideracio de uma
sequéncia de pontos sobre os lados de um poligono regular,
do seguinte modo:

e 0 primeiro termo da sequéncia é sempre igual a 1 (um
ponto);

® o segundo termo é igual a k pontos, sendo k o ndmero de
vértices do poligono em causa;

® o termo de ordem n ¢ igual ao termo anterior com o
acréscimo de um ponto nos dois lados comuns aos varios
poligonos e colocacio doutros pontos nos restantes la-
dos de modo que todos os lados do poligono fiquem sem-
pre com o mesmo nimero de pontos.
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5 25
Figura 1 -

Na figura 1 exemplificam-se os casos correspondentes aos
ndmeros triangulares, quadrados e pentagonais.

Deducdo das formulas de recorréncia e do fermo geral

Para os niimeros triangulares constatamos que a férmula de
recorrénciaét; = 1 A b, =t,_1 +n, (paran > 1).
Nesta sucessio cada termo de ordem n é a soma de todos
os naturais até n (inclusive). Portanto t,, = S, em que S,
& a soma dos n primeiros termos da progressdo aritmética de
razfio 1 e primeiro termo igual a 1.
Assim:
Ul + Uy L+n ;
= SRR SR oy
é o termo geral dos niimeros triangulares.
Para os niimeros quadrados é 6bvio que o termo geral é
qn = 1.
Como

Sn

Gn — Gn—-1 = 7]'2 - ('T!- - 1)2 =
=pf=m®—-2n+1)=2n-1,

podemos escrever a correspondente férmula de recorréncia
para os niimeros quadrados:

G1=1Agy=gu-1+2n—-1, (n>1).

A partir deste momento podemos langar a conjectura de
que o termo geral de uma sucessio de nimeros poligonais é
dado por um polinémio de segundo grau em n. Um trabalho
mais aprofundado confirmaria que esta conjectura é verda-
deira. (De facto as segundas diferencas entre termos con-
secutivos da sucessdo de quaisquer nimeros poligonais tém
sempre um valor constante: nos niimeros triangulares igual
a 1, nos niimeros quadrados igual a 2, nos nimeros pentago-
nais igual a 3 e assim sucessivamente).

Vejamos, por exemplo, como seria o termo geral para os
niimeros pentagonais. De acordo com a nossa conjectura,
qualquer termo geral de niimeros poligonais serd da forma
f(n)=an®+bn+ec.

Facilmente determinamos os coeficientes a, b e ¢, pois
sabemos que p(1) = 1, p(2) = b e p(3) = 12.

Assim, obtemos o sistema :

l=a+b+c

S=4da+2b+e
12=9a+3b+¢

Pn

35

que, resolvido, fornece a solucio a =3/2, b=-1/2 e
¢ = 0. Deste modo, o termo geral da sucessio dos niimeros
pentagonais é
_ 3n®—n
2
Podemos, agora, tentar generalizar o anterior resultado para
uma qualquer sucessdo de niimeros poligonais (de poligonos
de k lados, sendo k > 3). Por observacio das figuras anterio-
res somos induzidos a escrever:
wy — U1 = k{n—1)-[2(n—1) — 1],
em que k(n — 1) representa o total de pontos no poligono
de k lados, de ordem n; e a expressdo 2(n — 1) — 1 represen-
ta o nimero de pontos nos dois lados iniciais no poligono de
k lados da ordem anterior (n — 1), em que se subtrai 1 por-
que esses dois lados tém um ponto comum.
Vem entiio:
Up — Up—1 = k(n— 1)-[2(n—) — 1] =
=k, —k(2n—-2-1)=kn—-k2n+3=
=(k-2n—k+3
Voltando 4 conjectura formulada, f(n) = an®? + bn +céo
termo geral duma sucessdo de ndmeros poligonais, e, o ter-
mo antecedente a n serd

fln-D)=an—-12%+bn—1)+c=
=an?+(b—2a)n+a—b+e.

pn

Vem entio,
fn)-f(n—1) = an® +bn + c-[an® + (b— 2a)n +
+a—b+c =2an—a-+b
Identificando agora esta expressdo com a de w4, — 1,1 vem
2an—a+b=(k—2n—k+3, donde 2a=(k—2) e
—a+b=—k+3 resultandoa = (k — 2)/2e,
k=2 k44

b=—k+3+a:—k+3+T=— 7

Finalmente, substituindo atrds, obtemos a férmula geral de

qualquer nimero poligonal de % lados:

(k—2)n?+ (4 —k)n
2

flk,yn) = (k= 3,n€ N).

Manuel Ferreira da Costa Rfalaia
Escola Secundaria de Jacome Ratron
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fAino Internacional da Astronomia 2003:
«[lescobre o feu Universo> como balilen descobriv.

Jodo Fernandes
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fl APM associou-se @s celenracoes do fno nfemae
decidindo que 2009 seria famhem o ano de |
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Em Marco de 1610, o matematico, fisico e astronomo italia-
no Galileu Galilei, publicou um livro denominado «Mensa-
geiro Celeste» — Sidereus Nuncius (abaixo o frontispicio)

Nessa obra, de pouco mais de seis dezenas de pdginas,
Galileu explica o funcionamento do telescdpio e dé conta
das observacdes que com ele conseguiu fazer, nomeadamen-
te, as montanhas e crateras na Lua, as estrelas da Via Lactea
e os quatro (maiores) satélites de Jdpiter. Continuando as
observagdes telescopicas jd apés a publicacio do livro, Ga-
lileu pode ainda observar os anéis de Saturno (bem que nio
os tenha reconhecido como tal), as fases de Vénus e as man-
chas solares. O conjunto destas observagdes, com auxilio de
um artefacto — o telescépio — entdio apenas usado para
observagdes terrestres, veio alterar completamente a visdo
do Universo. Antes de mais porque a ampliagio permitiu
a observacio de astros até entio desconhecidos. E, por ou-
tro lado, algumas das observagtes vieram colocar em causa
a visdo aristotélica do mesmo Universo. Afinal, a Lua ndo
era uma esfera petfeita, estando carregada de «irregularida-
des» e «imperfeices» (com as suas montanhas e crateras);
a Terra nfo era o tinico planeta dotado de satélites naturais,
ja que Jipiter tinha (pelo menos) quatro; e talvez mais im-
portante de tudo, a observacio das fases de Vénus permitiu
concluir que este planeta orbitava em torno do Sol e nio da
Terra. O procedimento usado pelo Galileu — observagiio,
andlise das observagoes e conclustes — é também o proce-
dimento do astrénomo de hoje, bem que usando presente-
mente meios técnicos incomparavelmente melhores do que
o telescépio galileano, que tinha uma ampliaciio de poucas
dezenas de vezes. Eis heranga de Galileu para as geracGes
que o sucederam: o telescdpio e a capacidade de andlise das
observagses. )

E esta heranga que se pretende homenagear e celebrar
este ano. Assim, a Unidio Astronémica Internacional (UAI)
e a UNESCO promovem a organizagio, em 2009, do Ano
Internacional da Astronomia (AIA2009). Esta iniciativa
teve como base uma proposta do governo italiano apresen-
tada 3 UNESCQO e que foi aprovada na sua XXXIII Sessdo
da General Conference que decorreu em Paris, em Outubro
de 2005. Em 2006, a UAI propds a Organizagiio das Nacbes
Unidas a declaragfio do ano de 2009 como Ano Internacio-
nal da Astronomia, facto que se veio a confirmar a 20 de De-
zembro de 2007 na 62% Assembleia Geral da ONU (abaixo
o logotipo do AIA2009, traduzido em Portugués).

O Ano Internacional da Astronomia 2009, sobre o lema
«Descobre o teu Universo», é uma celebragio global da as-

tronomia e da sua contribuicio para a sociedade e para a
cultura, estimulando o interesse a nivel mundial nio s6 na
astronomia, mas na ciéncia em geral, com particular inci-
déncia nos jovens.

Movidos por esta celebracio da astronomia, estdio en-
volvidos no ALAZ009 mais de 230 paises na organizacio
das mais variadas actividades. Uma comissio internacional,
liderada pelo portugués Pedro Russo, coordena este esfor-
co a escala planetiria desenvolvendo projectos globais tais
como «A preservagio do céu nocturno» (um projecto que
visa chamar a aten¢io para o problema da poluicio lumi-
nosa nas cidades) o «Galileoscope» (um grandioso projecto
que pretende distribuir 10 milhoes de réplicas do telescopio
de Galileu por todo 0 Mundo) ou as «100 horas de Astrono-
mia» (uma sessdo de astronomia em continuo que decorrerd
entre 2 e 5 de Abril préximos). Todas as informacdes relati-
vas 4 organizaciio internacional podem ser encontradas em
Www. astronomy2009.org.

Em Portugal, a organizacio do AIA2009 foi assumida
pela Sociedade Portuguesa de Astronomia, contando com o
apoio da Fundagfio para a Ciéncia e Tecnologia, da Agén-
cia Nacional Ciéncia Viva e da Fundagio Calouste Gul-
benkian. Uma comissdo nacional, com sede no Museu da
Ciéncia da Universidade de Coimbra, preparou, durante
mais de dois anos, um plano de actividades que estd agora
em desenvolvimento.

Entre os objectivos tragados para a programacio nacio-
nal, incluem-se os determinados pela comissdo internacio-
nal, bem como o propésito de dar a conhecer ao pablico em
geral a astronomia que, também, se faz em Portugal. Entre as
actividades previstas destacam-se, entre outras, as palestras
e sessdes de observagio (particularmente em escolas), a re-
alizagio de exposicdes e as acgdes de formagio para profes-
sores. Serd ainda publicada uma traduciio em portugués do
livro de Galileu e emitido uma série de selos, num conjunto
de muitas outras iniciativas a decorrer em mais de 250 ins-
titui¢Ses nacionais j4 associadas ao AIA2009. Todo os de-
talhes da programagio nacional podem ser consultados no
sitio oficial www.astronomia2009.org.

O Ano Internacional da ‘Astronomia € um convite a
todos. Repetindo o lema do AIA2009 ... Descobre o Teu
Universo!

Jodo Fernandes
Coordenador para o AIAZ009 em Porfugal
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Um outro olhar sobre definicdes «equivalentes»

Alguns professores definem o quadra-
do como sendo o quadrilitero que tem
quatro lades congruentes e quatro dngu-
fos congruentes enquanto outros o defi-
nem como sendo o quadrildtero que tem
quatro lados congruestes e quatro dngulos
retos.

H4 alguma diferenca entre essas duas
definicdes?

A geometria euclidiana pode ser ca-
racterizada de diversas maneiras. Uma de-
las € por meio da axiomdtica de Hilbert
que fol apresentada pela primeira vez
num curso dado por ele em 1898 e publi-
cado em [899 no seu livro Fundamentos
da geometria. Hilbert baseou a sua expo-
sicdo em trés conceitos primitivos (ponto,
reta e plano), em trés relacdes fundamen-
tais (incidente, estar entre e’congruente)
e em cinco grupos de axiomas (axiomas
da incidéncia, axiomas da ordem, axiomas
da congruéncia, axiomas da continuidade
e 0 axioma do paralelismo). Os axiomas
estabelecem as ligagdes entre os concei-
tos primitivos e as relacdes fundamen-
tais. Castrucci no seu livro Fundamentos
da geometria, estudo axiomdtico do plano
euclidiano constrdi a geometria euclidiana
plana passo a passo, partindo dos axio-
mas de incidéncia de Hilbert até chegar
nos axiomas da geometria euclidiana. A
organizacdo proposta por ele coloca em
evidéncia diferentes tipos de geometria:
a geometria da incidéncia que resulta dos
axiomas do primeiro grupo de Hilbert e
das consequéncias deles decorrentes; a
geometria ordenada que decorre dos dois
primeiros grupos de axiomas de Hilbert
e de suas conseqliéncias; a geometria ab-
soluta constituida pelos quatro primeiros
grupos de axiomas de Hilbert e de suas
conseqiiéncias, e a geometria euclidiana
que decorre dos cinco grupos de axio-
mas de Hilbert. O quinto grupo é cons-
tituido apenas pelo axioma das parale-
las com o seguinte enunciado «por um
ponto fora de uma reta passa no mdximo

uma reta paralela a reta dada». H4 uma

pequena sutileza nesse postulado. En-
quanto Euclides estabelece a unicidade da
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Geometria Euclidiana |

‘ Geometria hiperbdlica

Figura 1.

paralela, Hilbert ao usar a palavra «mdxi-
mo» permite também que ndo exista a
reta paralela por um ponto. A negacdo do
axioma de Hilbert apresenta a seguinte
forma «por um ponto fora de uma reta
passam pelo menos duas retas paralelas &
reta dadax. Esse axioma recebeu o nome
de axioma de Bolyai-Lobatchevsky. A ge-
ometria que resulta dos 4 primeiros gru-
pos de axiomas de Hilbert e do axioma
de Boyai-Lobatchevsky recebe o nome
de geometria hiperbdlica. (Figura 1)

Na geometria hiperbdlica, pode-se
provar que a soma das medidas dos dngu-
los internos de um tridngulo € menor que
180° e conseglientemente que a soma
das medidas dos dngulos internos de um
quadrilitero é menor que 360° Resulta
que, um quadrildtero, na geometria hiper-
bdlica, ndo pode ter 4 angulos retos.

Voltando ao inicio do artigo, a primei-
ra definicdo de quadrado apresentada é
uma definicdo que ndo incorpora o pos-
tulado das paralelas. Portanto é uma defi-
nicdo vdlida tanto na geometria euclidiana
como na geometria hiperbdlica. A segun-
da definic@io utiliza o axioma das paralelas
sendo um caso particular da primeira de-
finicdo. Ela se situa apenas no nivel da ge-
ometria euclidiana. Portanto cada uma das
duas defini¢des estd inserida num nivel di-
ferente de conceitualizacio' da geometria.
A primeira se situa na geometria absolu-
ta e a segunda na geometria euclidiana.
Da mesma maneira hd diferentes defini-
coes para o paralelogramo. Podemos de-
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finir um paralelograme como um quadri-
litero cujas diagonais se intersectam nos
respectivos pontos médios ou como um
quadrilitero que tem dois pares de lados
paralelos, A primeira definicio se situa na
geometria absoluta sendo portanto apli-
cdvel tanto a geometria euclidiana quan-
to 4 geometria hiperbdlica e a segunda ¢
uma definicdo restrita apenas a geometria
euclidiana.

Olhar diferentes definicdes de um
mesmo objeto matemdtico em geome-
tria € um convite a uma reflexdio sobre
diferentes niveis de conceftualizacio em
que estdo inseridas, Além disso, enxergar
a geometria euclidiana ou outras geome-
trias (geometria afim, geometria projeti-
va) como uma construgio passo a passo
a partir da geometria da incidéncia ou da
geometria ordenada contribui na organi-
zagdo dos conhecimentos geométricos do
professor:

Nora
" A palavra conceitualizacio é referida aos
campos conceituais de Vergnaud.

Vincenzo Bongiovanni PUC-SP




[CP 5.166]

W i Z

A probletfica da Descaberta e ta Provd

fina Paula Sila

Breves Elementos Biooraficos sobre Peirce

Charles Sanders Peirce nasceu em Cambridge, Massachuset-
ts, ¢ tem sido considerado por alguns como o maior filésofo
norte-americano’. O seu pai, Benjamin Peirce, foi matemd-
tico, fisico e astrénomo. Peirce deu continuidade ao traba-
lho de seu pai, sendo matemitico, astrénomo, cartégrafo,
formou-se, separadamente, em fisica e em quimica, em Har-
vard, em cujo observatério astronémico trabalhou. Desen-
volveu algumas pesquisas cientificas originais e dedicou-se
intensamente a filosofia. Enquanto filésofo, Peirce ocupa
uma posi¢ao de realce como légico, filésofo da ciéncia e da
linguagem e como um dos fundadores do pragmatismo.

A obra de Peirce nio foi valorizada durante varias déca-
das. S6 foram publicados, em vida, alouns artigos em revis-
tas, nomeadamente na Popular Science Monthly e na Monist,
sendo que a maior parte dos seus trabalhos ficou inédita.

plout, usually. perhaps
" takes ils rise from s
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Reunidos nos Collected Papers, (referidos neste texto por §
CP) os seus textos apenas comegaram a ser publicados em
1931, cerca de dezassete anos ap6s a sua morte e s6 em 1958
a edicfio foi concluida. Assim se explica que muitas das teo-
rias mais interessantes de Peirce, nomeadamente no ambito
da Semidtica e da Légica, tenham sido mal conhecidas, ou |/
mesmo desconhecidas, até ha relativamente pouco tempo.
No entanto, & medida que as obras de Peirce foram sen-
do descobertas e estudadas, Peirce foi ganhando uma impor-
tincia crescente no campo da Semidtica, da Logica, da Epis-
temologia e da Filosofia em geral. Do mesmo modo, a Teoria
Peirceana da Abducio tem merecido uma atenciio cada vez
maior por parte da ctitica especializada, apesar.de, entre os §
que a tém estudado, essa teoria levantar objecces parado- §f -
xais, cuja questdo de fundo diz respeito a possibilidade mes-
mo de uma l6gica da descoberta.
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Trés espécies de Argumentos

Segundo Peirce, hd trés espécies de argumentos: Abdugio,
Indugio e Dedugiio:

«As trés espécies de raciocinio sio Abdugdo, Inducio e Dedu-
¢do. O tinico raciocinio necessirio é a Dedugiio: E o da mate-
madtica. Parte de uma hipétese, cuja verdade ou falsidade nada
tem a ver com o raciocinio, e cujas conclusdes sdo igualmente
ideais... A Inducdo é fazer o teste experimental de uma reo-
ria. ... A Indugdo... ndo poderd nunca dar origem a uma nova
ideia. Nem a Dedugio. Todas as ideias da ciéncia vém através
da Abduciio. A Abducdo consiste em estudar factos e inventar
uma teoria para os explicar». (CP 5.145)
[ .

Peirce utiliza, ao longo de toda a sua vida, diversas desig-
nagdes para o terceiro tipo de inferéncia: «hipétese», «pre-
sumpcio», «retrodugiio» e «abducior. Neste artigo nfo me
debrugarei sobre as distingSes entre todos esses termos e usa-
rei, sem perda de generalidade, o termo abdugio, que, por
sinal, era o que Peirce menos gostava e pelo qual ficou co-
nhecida a sua «terceira inferéncia». Analisemos entiio, bre-
vemente, estas trés espécies de raciocinio.

Deducdo

E costume representar a deduciio pela seguinte férmula:
Todos os z sdo y (definicio ou teoria geral);
A é & (caso particular);
Portanto, A € y (conclusio).

Podemos concretizar esta forma de inferéncia com o seguin-

te exemplo:

e A — «Todos os sécios da APM sdo professores de ma-
temdrica». Premissa maior (regra que inclui muitos ca-
s0s).

® B — «X ésicio da APM». Premissa menor (um caso
que se acomoda A regra).

® (' — «X é professor de matemdtica». A conclusio apli-
ca a regra ao caso e enuncia o resultado.

Toda a dedugiio envolve este tipo de raciocinio silogistico
analitico, que vai do geral para o particular ou do univer-
sal ao individual. Ele é o mais simples e fidedigno, pois ao
estarmos certos da validade de A e B, (independentemen-
te do seu valor 16gico) também estamos seguros da veraci-
dade de C.

Se é vérdade que «Todos os sécios da APM sdo profes-
sores de Matemdtica», entdo, ao encontrarmos um sécio da
APM segue-se, inevitavelmente, que é professor de Mate-
mética. Nao pode haver qualquer tipo de erro nesta alti-
ma afirmagdo, desde que, evidentemente, as duas anteriores
sejam verdadeiras. A deducio consiste, assim, em partir de
uma verdade que se conhece e que funciona como um prin-
cipio geral ao qual se subordinam todos os casos que serfio
demonstrados a partir dela, isto ¢, na dedugiio parte-se de
uma verdade jd conhecida para demonstrar que ela se aplica
a todos os casos particulares nela contidos.

Assim, a deducfio é um processo de inferéncia através
do qual um determinado facto ou um caso particular se tor-

nam conhecidos, entendidos ou explicados por inclusio
numa teoria geral. Por exemplo, se definimos o triingulo
como uma figura geométrica cuja soma dos dngulos internos
¢ igual a 180°, deduzimos, desta ideia, a mesma propriedade
para qualquer triingulo.

No caso de uma teoria, a dedugio permite que, pela apli-
caciio das leis e regras da teoria a um fendmeno particu-
lar encontrado, o mesmo seja explicado ou entendido. Por
exemplo, para se saber 0 que acontece a um corpo lancado
no espago por uma nave espacial, ou qual a velocidade de
um projéctil langado de um submarino para atingir um alvo
num determinado tempo, aplicam-se a esses casos particula-
res as leis gerais da fisica newtoniana e obtém-se um conhe-
cimento verdadeiro.

Peirce ilustrava a deduciio mediante o exemplo, hoje
muito conhecido, do pacote de feijdes:

Regra: Todos os feijdes deste saco sdo brancos.

Caso: Estes feijoes sdo deste saco.

Resultado: Estes feijdes sio brancos.

Por muito ttil que seja para aplicar regras gerais a casos par-
ticulares, este tipo de raciocinio nio possui qualquer tipo de
criatividade, ndo possui qualquer inovagio na sua conclu-
sdo, pois, de facto, ndo transmite, nfo produz qualquer tipo
de conhecimento que néo esteja necessariamente incluido
nas suas premissas. No € assim, contrariamente 4 indugio e
a abdugdo, um raciocinio ampliativo, pois ndo adiciona coi-
sa alguma ao que j4 € sabido.

Inducido

Segundo Peirce o raciocinio indutivo, ou sintético, envolve
«a aplicagfio de uma regra geral a um caso particular» (CP
2.620).

O ponto de partida é o caso e a conclusdo ¢ a regra, a
qual se obtém pela observagiio do resultado. Peirce ilustra a
indugiio da seguinte forma:

Caso: Estes feijdes sao deste saco.

Resultado: Estes feijoes sdo brancos.

Regra: Todos os feijoes deste saco sdo brancos.

Assim, «a indugio € a inferéncia de uma regra a partir do

caso e do resultado» (CP 2.622). A inducio percorre o ca-

minho contrdrio ao da deduciio. Parte-se das premissas me-
nores de modo que o raciocinio avanca do particular para

o geral.

Podemos concretizar esta forma de raciocinio indutivo
ou sintético com o seguinte exemplo:

e A — «O sécio A da APM é professor de matemdti-
ca» — observagio de um caso especifico, perfeitamente
constatdvel,

® B — «O sécio B da APM € professor de matemdtica»
— premissa menor, perfeitamente constatdvel.

e (' — «Os sécios C, D, E, ... da APM sdo professores
de matemé4tica» - outra premissa menor, perfeitamente
constatavel.
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Para chegar & conclusio e enunciar a regra geral baseada
nestes casos particulares, é necessdrio realizar um salto para
afirmar:

e D — «Todos os sécios da APM sdo professores de mate-
madtica».

Este raciocinio indutivo parte da observacio de fenémenos
particulares, iguais ou semelhantes, e procura a lei ou teoria
geral, que, por sua vez, explica e subordina todos esses casos
particulares. E um raciocinio baseado néio somente nas leis
da légica mas na observagio do mundo empirico. E criati-
vo, porque D é muito mais do que asomade A, Be C. No
entanto, ndo fornece uma convicgiio segura de que D seja
veridico, isto é, pelo facto de conhecermos um, dois, trés,
..., . s6eios da APM, que siio professores de matemdtica, tal
ndo implica a certeza ou a garantia de que nfio exista um so-
cio da APM que ndo seja professor de Matemitica. A gene-
ralizagio dos casos particulares para uma lei geral pode tra-
zer erros, isto é, nem sempre essa generalizaciio se traduz em
verdades absolutas. No entanto, € certo que &, pela inducgo,
que o conhecimento cientifico tem evoluido.

Hiparese ou Abducdo

Peirce defende que a indugio «nfio é a vnica maneira de
inverter um silogismo dedutivo de modo a produzir uma
inferéncia sintética» (CP 2.623) e apresenta o seguinte
exemplo:

«Suponhamos que entro numa sala e af encontro alguns sacos
que contém diferentes espécies de feijdes. Em cima da mesa
estd um punhado de feijdes brancos e, apds procurar, encon-
tro um saco que 6 contém feijoes brancos. De imediato, infi-
ro, como probabilidade ou como suposi¢io bem fundamentada,
que aquele punhado de feijoes brancos foi retirado desse saco.
Este tipo de inferéncia denomina-se formulacio de uma hipé-
tese. E a inferéncia de um caso a partir de regra e resultado.»

(CP 2.623)

Como anteriormente referimos, o termo hipétese aqui apre-
sentado por Peirce serd posteriormente reformulado por ele,
ao introduzir a palavra «abdugio». Entio, através das pala-
vras de Peirce, acima descritas, podemos concluir que abdu-
zir significa, pois, levantar hipéteses, hipéteses estas que sdo
propostas de explicacfio para os fenémenos surpreendentes
que se observam. A abdugio torna-se, assim, um processo
de inferéncia que parte de um facto insélito ou invulgar e
que procura uma explicacfio para a sua ocorréncia. Essa ex-
plicagio torna o facto perfeitamente compreensivel e reti-
ra-lhe o elemento de surpresa que estava na base do seu ca-
rdcter inesperado: «A abdugfio € o processo de formagio de
uma hipétese explicativa.» (CP 5.712); «A abdugio, ao fim
e a0 cabo, ndo € sendo conjectura... é o processo de escolher
uma hipétese» (CP 7.219).

Torna-se assim facilmente compreensivel um outro
exemplo de hipétese, ou abdugiio, dado por Peirce: ao de-
sembarcar, certo dia, no porto de uma provincia turca, cru-
zou-se com um homem a cavalo rodeado por quatro cavalei-
ros que sustentavam um palio sobre a sua cabeca. Como o

governador da provincia era a tinica personagem que Peir-
ce podia imaginar ser merecedor de tal honra, inferiu que
se tratava do governador (CP 2.625). Um outro exemplo
de abducdo, também de Peirce: encontram-se fésseis seme-
lhantes a peixes em regides do interior de um pafs. Para ex-
plicar o fenémeno supde-se que o mar outrora cobria essa
terra.

Quando nos confrontamos com uma circunstincia in-
vulgar, capaz de ser explicada pela suposi¢iio de que se trata
de um caso particular de certa regra geral, e adoptamos, em
funciio disso, essa suposi¢iio, estamos perante uma hipétese
ou abducdo.

Novamente, podemos concretizar esta forma de inferén-
cia com o seguinte exemplo:

e A — «Este X é socio da Associagio dos Professores de
Maremdtica».

® B — «Se este X for professor de Matematica, € natural
que seja socio da APM».

e ('— «Entfo, infiro que este X é professor de matemdti-
caw.

E certo que nada garante que pelo facto de X ser sécio da
APM, tenha que ser um professor de Matemirica. Podem
existir sécios da APM que ndo sejam professores de Ma-
temdtica. Mas para explicar o fenédmeno de «X ser sécio
da APM>, isto é, para perceber porque é que X é sécio da
APM, podemos encontrar uma «explicacio» para esse fac-
to: X é sécio da APM porque € professor de Matemdrica.

Mas que garantia temos de que X ¢ sécio da APM por-
que ¢ professor de Matemadtica?

Nio pode ser ele sicio porque € professor de Fisica mas
quer estar a par das investigacdes que se fazem na APM?

Ou nfio haverd outra qualquer razio para que X seja s6-
cio da APM e que desconhecemos?

E verdade que a resposta a qualquer destas duas tltimas
questdes pode ser afirmativa mas inclinamo-nos a pensar
que ¢ mais provivel que X seja sécio da APM porque ¢é ape-
nas professor de Matematica.

Portanto, esta hipStese, esta inferéncia que relaciona o
facto de X ser sécio da APM porque é professor de Matema-
tica, pode ser olhada como um passo «ousado e arriscado»
(CP 2:632). Ousado, porque tomamos a liberdade de con-
cluir que X € professor de Matemdtica. Arriscado porque
corremos o risco de nos enganarmos. Mas apesar de ser um
passo ousado e arriscado, a concep¢iio da hipétese é um mo-
mento de génese, um momento de criaciio, o principio da
descoberta e da possibilidade de decifracio do mundo.

Em muitos aspectos da nossa vida quotidiana fazemos
constantes abdugBes, propomos explicagdes para fendme-
nos dos quais ndo sabemos, de imediato, as razdes para a
sua ocorréncia. No entanto, as'explicacfes para eles surgem
na nossa mente e permitem-nos inferir determinados factos,
que, em geral, ndo se afastam da verdade. Sem a abducio
néo se avancaria nem no conhecimento quotidiano nem no
conhecimento cientffico.
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Em resume, os trés tipos de inferéncia siio, pois, classifi-
cados, por Peirce, do seguinte modo:

o "
— raciocinio analitico, ou deducio, «demonstra que algo
deve ser»;

— raciocinio sintético, ou indugfio, «demonstra que algo é
realmente operativor;

— e abdugfio que «se limita a sugerir que algo pode ser».

Vejamos entdo como Peirce os distingue:

Dedugdo

Regra: Todos os feijdes deste pacote sdo brancos
Caso: Estes feijoes sio deste pacote

Resultado: Estes feijdes sio brancos

Inducdo

Caso: Estes feijoes sdo deste pacote

Resultado: Estes feijdes sio brancos

Regra: Todos os feijdes deste pacore sio brancos

Hipdtese [Abducdo]

Regra: Todos os feijdes deste pacote sdo brancos
Resultado: Estes feijdes sao brancos

Caso: Estes feijoes sfo deste pacote (CP 2.623)

No caso da deduciio, a premissa maior € uma regra, a premis-
sa menor € um caso e a conclusdo é um resultado. No caso
da inducdo, a premissa maior é um caso, a premissa menor
é um resultado e a conclusiio € uma regra. No caso da abdu-
G0, a premissa maior € uma regra, a premissa menor é um
resultado e a conclusio é um caso.

Peirce classifica as inferéncias da seguinte maneira (CP

2.623):

Dedutiva ou analitica
Inferéncia Indugio
Sintética
Hipétese

Caracteristicas da Abducdo

Segundo Peirce, a abdugio possui duas caracterfsticas: um
cardcter inovador e um cardcter l6gico. A abducio € o pro-
cesso pelo qual se inova: «Uma abduggio ... é o tinico tipo de
raciocinio que inicia uma ideia nova» (CP 2.96).

Peirce concebe a abdugiio como uma inferéncia que nos
leva a pensar o que ainda nio tinha sido pensado, pois € isso
mesmo que, antes de mais; €, exactamente, uma hipdtese.
E um momento de descoberta que nos possibilita decifrar o
que nos rodeia. A grande diferencga entre a inducio e a hi-
potese estd em que a primeira infere a existéncia de fenéme-
nos semelhantes aos observados em casos similares, ao pas-
so que a hipétese supde algo diferente do que directamente
observamos e, com frequéncia, algo que nos seria impossivel
observar directamente (CP 2.640). O primeiro procedimen-
to corresponde a raciocinar a partir de casos particulares, no

sentido de uma lei geral; o segundo corresponde a raciocinar
do efeito para a causa. O primeiro classifica, o segundo ex-

plica (CP 2.636).

«A abdugfo inicia-se com os factos sem, em principio, ter qual-
quer particular teoria em vista, embora ela seja motivada pelo
sentimento de que € necessdria uma teoria para explicar os fac-
tos surpreendentes. A indugiio busca uma teoria, a abdugio
busca factos» (CP 7.217-218)

Peirce define a abducio como:

«um raciocinio que apresenta nas premissas factos que manifes-
tam uma similaridade com o facto afirmado na conclusio, mas
que poderiam perfeitamente ser verdadeiros sem a tiltima o ser,
e muito mais sem que fosse reconhecida como tal; desse modo
ndo se é conduzido a afirmar a conclusdo positivamente, mas
apenas inclinado a admiti-la.» (CP 2.96)

A abdugio inclina levemente o nosso juizo para a conclusio
visando propor uma hipétese, uma teoria problemdtica que
tem a seguinte forma:

«Um fato surpreendente C' ¢ observado:

Mas se A fosse verdadeiro, €' seria natural;

Donde hd razio para suspeitar-se que A é verdadeiro.» (CP
5.189)

O argumento abdutivo é a férmula pela qual se chega a esse
A, a nossa hipétese explicativa. E para ser boa hipétese, isto
¢, para ser admitida, mesmo enquanto hipdtese, deve dar
uma explicagio plausivel dos factos jd conhecidos e, poste-
riormente, ser verificada experimentalmente.

Para Peirce, sem abdugfio ndo haveria ciéncia, isto é, o
progresso do conhecimento cientifico seria impossivel. No
entanto, o papel da abdugio, como processo de formacio
de novas hipéteses explicativas, desaparece quando se selec-
ciona uma hipdtese:

«Claro que, como se compreende facilmente, no processo de
submissio aos testes j4 ndo se tem necessidade de tal suposicio
na existéncia de misteriosos poderes de adivinhar, E apenas na
selec¢iio das hipéteses a testar que devemos ser guiados por essa
suposi¢io.» (CP 6.530)

Peirce distingue dois momentos na fase abdutiva: o primeiro
momento é o momento do insight, origem de todas as con-
jecturas que compdem uma lista de possiveis explicacdes
para um determinado fenémeno. Parece ser pouco mais que
simples adivinhagfio. Trata-se de um momento heuristico,
no qual certas ideias se associam na mente de maneira in-
controldvel (CP 6.302) e que pode ser visto como habilida-
de natural instintiva. «A inspira¢io abdutiva acontece em
nds num lampejo. E um ato de insight, (introvisao), embora
extremamente falivel.» (CP 5.181).

O segundo momento prende-se com o processo de se-
leccio das hipdteses, processo esse, que, diferentemente do
primeiro, é consciente, controlado, voluntdrio, deliberado,
sujeito a critica e auto-critica. Mas pelo facto de que podem
surgir indmeras hipéteses para explicar os factos, é pertinen-
te colocar uma questiio sobre a interaccio que existe entre
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a mente humana e o objecto investigado, que faz com que
0 homem levante algumas hipéteses alternatjvas das quais
apenas uma se mostra aproximadamente verdadeira.

Ora, da mesma forma que, no primeiro momento da ab-
dugfio, h4 necessidade de um instinto natural, no segundo
momento também o instinto € necessdrio para se fazer a es-
colha certa. Tal € bem expresso nas palavras de Peirce:

«Considere-se o grande nimero de teorias que poderiam ter
sido lembradas e sugeridas. Um fisico defronta-se no labora-
tério com um fenémeno novo. Como é que ele sabe se o facto
tem relagio com a conjungfo dos planetas? Por que nio a pre-
senca de algum espirito? Ou uma palavra mégica pronunciada
h# um ano atrds & mesma hora pela imperatriz vidva da China?
Pensemos nos trilhGes e trilhdes de hipéteses que poderiam ter
sido feitas — e uma s6 verdadeira; e, no entanto, apés duas ou
trés conjecturas, no maximo uma dizia de conjecturas, o fisi-
co encontra, com bastante aproximacio a hipétese correcta.»

(CP 6.530)

Imaginemos que estamos perante um fenémeno surpreen-
dente, que nos deixa perplexos e sobre o qual ndo temos
qualquer explicacio. Como conseguirfamos obter um co-
nhecimento cientifico sobre 0 mesmo se nfo houvesse nada
que orientasse a nossa escolha de uma hipétese entre todas
as hipéteses possiveis? Nesse caso a ciéncia seria impossivel.
Damos a palavra a Peirce:

«Valeria mais abandonar todo o nosso esforco para conhecer a
verdade, por urgente que possa ser a nossa necessidade de a es-
tabelecer, se ndo podemos estar certos que o espirito possui um
tal poder de conjecturar acertadamente, que, antes de experi-
mentar um grande nimero de hipéteses, se poderd esperar que
a suposicio inteligente nos conduz 4 hipstese que resistird me-
lhor a todos os testes, deixando de lado, sem exame, a maior
parte delas.» (CP 6.530)
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1 George Steiner (2003:26) considera Peirce o mais importan-
te fildsofo que o Novo Mundo produziu até ao momento. De
modo paralelo, Ketner (1976:56) considera que a qualida-
de filoséfica dos trabalhos de Peirce pertence ao mais elevado
ranking da histéria humana. Ketner nio hesita em considerar
que, quando o trabalho de Peirce, em termos de edigdes, colec-
¢oes e bibliografias estiver cuidadosamente tratado, Peirce serd
internacionalmente considerado um filésofo a par de Platio ou
Kant.
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fina Pavla Silva
Escola Secundaria da Moifa

Este ano a Educacio e Matemitica dedica o seu nimero temdtico, a ser publicado em Novembro/Dezembro
de 2009, ao novo programa de Matemdtica do Ensino Bisico. Este programa foi homologado em Dezem-
bro de 2007, estd actualmente em fase de experimentacio, e a sua implementacio terd inicio no préximo
ano lectivo de 2009/10. Tal como aconteceu nos outros niimeros temdticos, apelamos & colaboracio dos
leitores para esta revista. Envie-nos a sua proposta de artigo sobre o tema para revista@apm.pt até dia 30

de Junho.

fi Redaccdo da Educacdo e Mafemdfica
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AIX Enco

o de Investigagho Nimeros e Esfafistica: reflectindo no presente, perspectivando o fufuro

em Educagdo Matemdtica
16 e 17 de Maio de 2009 Este encontro, promovido pela Secgio de Educacio Matemitica da Sociedade
; ) Portuguesa de Ciéncias da Educacio, realiza-se de 16 a 17 de Maio de 2009, em
- reflectindo no presente Vila Real 4 il =5 Hoctizisols : di
Conferencistas - perspectivando o futuro ila Real, tendo como principal propésito reflectir sobre o ensino ¢ a aprendiza-
Convidados - 2 gem e discutir resultados de investigagOes realizadas nos temas Nimeros e Estatis-

tica nos diversos niveis de ensino e, ainda, perspectivar e promover o desenvolvi-
mento de investigacdes sobre estes temas.

Nele serfio discutidos e analisados trabalhos de investigacdo, prevendo-se a
constituicio de trés Grupos de Discussdo em que o tema serd abordado ao nivel
das seguintes vertentes:

rien Dolk
{Trstitute Frewdenthal, Hotanda}

e Ensino e Aprendizagem
¢ QOrientacdes e desenvolvimento curriculares

¢ Tecnologias

O XIX EIEM destina-se a todos os investigadores, formadores, professores e outros
agentes educativos que se interessam pelo trabalho de investigagio na aprendiza-
gem, na formacfio e na pritica profissional no 4mbito dos Ndmeros e Estatistica.
) sk Para mais informagdes consulte:
Sociedade Portuguesa de Ciéncios da Educagio S
Seechio de Educaclio Matemdtica ce http://www.home.utad.pt/~eiem@9/

— International Conference on Technology in Mathematics Teaching

ICTMTS @S

University of Metz, France - luly 6-9, 2003

T T Y
L Nk

ICTMT 9 - Metz 2008

Realiza-se de 6 a 9 de Julho de 2009, no campus da universidade de Metz (Franga), o ICTMT
9. Com foco nas tecnologias no ensino da Matemdtica, este encontro abordard entre outros
aspectos: o impacto das tecnologias de informagfio e comunicacgio no curriculo de Maremd-
tica; o contributo das tecnologias de informagio e comunicacfo para o estabelecimento de
conexdes entre a Matematica e outras disclplinas; novos desenvolvimentos na tecnologia
para ensinar e aprender Matemdtica; novas abordagens ao desenvolvimento profissional dos
professores de Matemdtica; novas possibilidades de avaliacio em Matemadtica; motivacio
dos alunos para a Matemdtica; estatfstica, tecnologia e sociedade.
Mais informactes sobre este encontro poderdo ser consultadas em:
http://www.ictmt9.org/

.
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Oue geracdo sera a das criancas que vio uasSar doze horas na escola?

A noticia resulta da proposta de «possi-
bilidade de as escolas do primeiro ciclo
do ensino bdsico funcionarem doze ho-
ras por dia, entre as sete da manhd e as
sete da tarde» apresentada pela Confe-
deracdo Nacional das Associactes de Pais
— CONFAP na primeira semana de Fe-
vereiro. «A filosofia € adequar o hordrio
das escolas publicas &s jornadas de traba-
lhe dos pais, libertando-os da necessidade
de recorrer aos ATL»

De acordo com a noticia, e segundo
a CONFAP «este processo estd a ser ne-
gociado hd um ano com o Ministério e
estd em fase avancada», apesar de o arti-
go do Jornal Publico de 7 de Fevereiro de
2009 referir também que o Ministério da
Educacdo garante que nada estd decidido
ainda,

Como € natural este assunto é polé-
mico. Apesar de ser consensual que o ide-
al seria os pais terem o tempo necessdrio
para os filhos, as circunstancias da actuali-
dade exigem solucBes alternativas, desta-
camos aqui algumas das opinides descritas
neste artigo:

Daniel Sampaio refere que «o que &
preciso & modificar os hordrios dos pais
e ndo aumentar o tempo de permanén-
cia das criangas na escola» e ainda que
«se persistirmos neste modelo, estamos a
criar uma geragao de adolescentes como
a do Paranoid Park, de Gus Van Sant, ou
seja, jovens a arriscar a fronteira da delin-
quéncia», ainda segundo Daniel Sampaio,
«a equagao estd posta ao contrdrio, a es-
cola ndo € feita para substituir a famfliax,
«se persistirmos neste modelo, ou seja, na
legitimacdo da ideia de que os pais nido
tém tempo para cuidar dos filhos, esta-
remos a contribuir para que as criangas
se transformem em adolescentes sem re-
gras». Para Nuno Lobo Antunes «o alarga-
mento do hordrio das escolas € uma me-
dida que resulta das necessidades e das
circunstincias do tempo actual», «nada
que ameace traumatizar as criancas, a ver-
dade € que imensa gente frequentou co-
Iégios internos, portanto muito mais longe
da familia e ndo me parece que isso lhes
tenha tirado a capacidade de imaginacio
ou autonomia» e «em muitos lares a es-
cola ainda € o espaco mais sauddvel a que
as criancas t8m acessow,

Que geracao sera a das

criancas que vao passar
doze horas na escola?

Adolescentes como s do filme Paranoid Park, quase
delinguentes. Ou como os ontros, sem mais dramas.
Mas o tempo a mais na escola deve ser para brincar
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Para Lucilia Salgado, da ESE de Coim-
bra «o ideal era que os pais estivessem
com as criangas, mas isso € uma utopia
no cendrio actual, em que os pais tém de
trabalhar o médximo de tempo possivel
para conseguirem sobreviver, ou as esco-
las se adaptam ou muitas criancas ficam
ao deus-dard». Defende que este alarga-
mento ndo pode significar mais trabalho
para as criancas e enfatiza a ideia de que
este tempo deve «obedecer a regra dos 3
Ds: descansar, divertir e desenvolvers, tem
que ser «um tempo de aprendizagem mas
com caracteristicas Iddicas e sem stress
escolar.

Manuel Sarmento do Instituto de Estu-
dos da Crianca também impde condi¢cdes
ao aumento de permanéncia na escola,
propde articulagdo escolas — autarquia e
comunidade e refere como «crucial que
as criangas tenham autonomia para deci-
dir o que querem fazer e que a supervi-
sdo a que ficam sujeitas ndo esmague as
suas possibilidades de desenvolvimento,
enquanto seres sociais».

Perguntamos nds: Até onde vai a
escola?

Claro que ndo somos alheias as difi-
culdades das familias em conciliar os ho-
rdrios de trabalho com os da escola, mas
que reivindicacbes devem ser feitas? Serd
escola a tempo inteiro ou serd antes apro-
veitar o edificio da escola para resolver
um problema social?

Dentro desta organizacdo, da escola
a tempo inteiro, qual é o papel das actu-
ais Actividades de Enriquecimento Cur
ricular? O que é efectivamente curriculo
e o que é extral! O Inglés deve ou ndo
ser incluido no Curriculo formal? O Curri-
culo formal precisa contemplar novas va-

.
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léncias! Como devem ser organizadas as
actividades de Enriquecimento? E as activi-
dades de ocupacdo de tempos que deve-
riam ser livres?

Tendo de permanecer mais tempo no
edificio da escola, as actividades a propor-
clonar s criangas deverio ter caracterfsti-
cas diferentes das do curriculo formal, mas,
ndo podem ser encaradas com menor im-
portancia, pelo contrdrio, tém de ser pen-
sadas de modo a ndo as sobrecarregar
com tempos exagerados de concentra-
¢do que nem os adultos aguentariam. Elas
tém de decorrer em ambiente tranquilo e
serem desempenhadas por pessoas com
formagdo, capacidade e energia para lidar
com estes niveis etdrios. Por exemplo, a
musica € uma drea com muitas potenciali-
dades para ser trabalhada nas actividades
de enriquecimento curricular, mas exige
conhecimento especifico profundo e ins-
trumentos musicais nas escolas.

Uma especial aten¢do tem de ser dada
as escolas inseridas em meios desfavoreci-
dos. As criancas destas zonas sdo aquelas
que, 2 partida, tém menos oportunidades
e sdo precisamente algumas destas crian-
cas cujas familias tém também menos ca-
pacidade de intervencio e reivindicagdo.

Como se garante a diferenciacdo e a
qualidade dos diversos momentos/espa-
¢os a funcionar no mesmo edificio: Escola
Curriculo Formal — Enriguecimento Cur-
ricular — Ocupagdo de tempos que de-
Viam ser Livres?

Estas sdo algumas quest&es que nos pa-
recem essenciais discutir a par com a ocu-
pacdo do edificio escolar |2 horas por dia.

fideling Precalado
Rlice Carvalho
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Matematica. . .

Nenhuma Histdria da Matematica, por muito condensada que seja, pode
contornar a figura de John von Neumann (1903-1957). Se o fizer, deixa-
rd de lado, aspectos fundamentais da Matemdtica da primeira metade do
século XX, em campos 130 variados como a Légica e os Fundamentos da
Matemdtica, a Algebra, a Teoria dos Jogos, Teoria da Computacdo ou a Fi-
sica Matemdtica, campos para os quais von Neumann fez contribuicBes
decisivas.

Ele possufa uma forte convicgdo acerca do papel das construcdes ra-
cionais na «explicagdoy da Natureza. Em particular, essas conviccdes, abar
cam o modo como o matemdtico se posiciona perante a Matemdtica ou,
se se quiser generalizar um pouco, o modo como a mente racional se po-
siciona perante esta disciplina.

‘Eis 0 seu pensamento:

Pense nistol
Bntanio M. Fernandes [Dep. Mafemdtica—IST]
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Na era da informagiio, quando tudo acontece em directo de
e para qualquer ponto do planeta e quando por todo o lado
somos confrontados com dados e graficos nas mais variadas
formas, sabermos lidar com a informacio que nos chega é
cada vez mais importante. E foi precisamente como um ins-
trumento para promover a literacia estatistica, mais espe-
cificamente com o propésito de proporcionar instrumentos
relacionados com a compreensio, a utilizagio ¢ o ensino da
Estatistica que, numa iniciativa da Escola Secundéria To-
maz Pelayo, em colaboragio com o Instituto Nacional de
Estatistica, a que mais tarde se associou a Direccio Regio-
nal de Educacio do Norte, surgiu o projecto Accio Local de
Estatistica Aplicada, mais conhecido por ALEA. Dez anos
depois, a equipa deste projecto mantém uma energia admi-
rével e uma vontade crescente de ir mais além. Disso mesmo
deram conta aos cerca de 160 professores que, no passado
dia 30 de Janeiro, se deslocaram ao auditério da Escola Bdsi-
ca Integrada / Jardim de Infincia Vasco da Gama para assis-
tir ao Forum e-Estatistica — Numeracia e Cidadania.

Os trabalhos iniciaram-se com uma conferéncia profe-
rida por Jodo Mata, do GEPE-ME, que nos falou de alguns
aspectos do Plano Tecnolégico e surpreendeu os presentes
ao informar que até ao préximo dia 15 de Julho todas as sa-
las de aula dos 2° ¢ 3° ciclos do ensino bésico, assim como
as do ensino secunddrio, estariam equipadas com um pro-
jector. Seguiu-se uma comunicagio proferida por Eugénia
Graga Martins, da FCUL e consultora cientifica do projec-
to ALEA, que nos proporcionou uma visdo histérica sobre a
estatistica no ensino, numa perspectiva internacional, e re-
alcou os contornos especificos deste conhecimento que, na
sua opinido, € distinto da Matematica.

Luisa Castro Loura, da FCUL e membro da Sociedade
Portuguesa de Estatistica, procurou dar-nos uma ideia de si-
tes onde podemos encontrar dados estatisticos interessantes
para trabalhar com os nossos alunos, mas, acima de tudo, re-
feriu-se  dificuldade de tal tarefa, em virtude de considerar
que os dados disponiveis se encontram numa forma que néo

permite a utilizagio directa por parte dos alunos, exigindo
um grande esforgo organizativo ao professor.

Como se comportam os nossos alunos em provas de ava-
liagio externa, relarivamente i estatistica, foi o tema da
comunicacio de Maria Jodo Lagarto, do GAVE-ME. E, se-
gundo a sua andlise, os nossos alunos alcancam resultados
bastante bons (perto dos 80% e por vezes mesmo 90%) sem-
pre que lhes é pedido que identifiquem ou seleccionem de-
terminada informacfio num grifico ou que efectuem cilculos
elementares, no entanto, a prestacio torna-se significativa-
mente inferior (por volta dos 30%) quando lhes ¢ pedido
que obtenham informacio proveniente de virias fontes, que
efectuem cdlculos um pouco mais complexos ou que lidem
com percentagens. Depois de uma pausa nos trabalhos para
um lanche e uns agraddveis momentos de convivio, tivemos
ocasido de ouvir Isabel Cataldo, professora da Escola Bésica
Integrada Quinta de Marrocos, que nos deu conta da forma
como tem utilizado os materiais do Projecto ALEA, tanto
nas suas aulas de Matemética e de Area de Projecto, como
noutro tipo de actividades (clubes, semanas culturais, etc.).

Seguiu-se a comunicagio proferida por José Paulo Via-
na, da Escola Secunddria Virgilio Ferreira, que comegou por
nos apresentar os seis principios orientadores do ensino da
estatistica, segundo Richard Scheaffer, 4 luz dos quais anali-
sou um conjunto de situacdes bem interessantes. Acima de
tudo destacou especificidades da estatistica, face a outros te-
mas da disciplina de Matemdtica, e frisou a importancia de
ndo nos podermos esquecer que verdadeiramente importan-
te € 0 dominio das nogdes e nfio a execugio de cdleulos.

E o Férum terminou pela mao de Emilia Oliveira, a cria-
dora do projecto ALEA, e de Pedro Campos, pertencente a
equipa do projecto, que, num tom leve e bem disposto, fize-
ram um balango do seu trabalho ao longo destes dez anos no
seio do projecto e, com o seu entusiasmo, nos fizeram crer
que o ALEA ainda rem muito para nos oferecer.

Helena Rocha
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Estatuto Editorial da

A Educagio e Matemdtica (EM) é uma publicagio da As-
sociacio de Professores de Matemética (APM). E uma pu-
blicacdo periddica, sai cinco vezes por ano e um dos seus
niimeros anuais € temdtico. A revista aborda questdes re-
lacionadas com o ensino e aprendizagem da Matemética.
Dirige-se aos professores de Matematica, de todos os niveis
de ensing; em especial aos sécios da APM, constituindo um
meio de comunicagio privilegiado da Associacio, em Por-
tugal e no estrangeiro.

Os principais objectivos da Educacdo e Matemdtica sio:
® Promover a troca de ideias e experiéncias entre professo-

res;

® Estimular a reflexdo sobre problemas e desafios da educa-
Cio matemdtica;

* Discutir temas actuais e importantes da educacio; mate-
mitica e da educagiio em geral;

® Fomnecer elementos de trabalho para as préticas dos pro-
fessores;

® Divulgar informagio relevante para os professores.

Eu vou ganhar!

A rtarefa que aqui se apresenta destina-se a explorar o jogo
DirectInv que é publicado na seccio Vamos Jogar deste ni-
mero da revista. Tratando-se de um jogo que pode ser utili-
zado para introdwzir a nogio de proporcionalidade inversa,
o objectivo desta tarefa nfio-passa pela nociio em si, embora
esta esteja obviamente envolvida. O que se pretende ¢ cons-
ciencializar os alunos que, mais do que jogar, o importante é
a reflex@o que se faz sobre o jogo, pois € esta que nos poderd
ajudar a perceber melhor o seu funcionamento e a conseguir
maximizar as nossas hipéteses de ser bem sucedidos.

A Educagio e Matemdtica publica textos de natureza diver-
sa. Vive muito da contribuigfio dos sécios, que sdo autores
da maior parte dos artigos. Estas contribuicdes passam por
ideias, pontos de vista, comentirios, relatos de experiéncias,
artigos de opinifio, recenstes de livros, resoluciio de pro-
blemas, noticias ... . A EM tem um conjunto de secgoes
de natureza diversificada, algumas das quais com cardcter
permanente.

A revista tem uma equipa redactorial a quem compete
desenvolver todo o trabalho de recepcio e revisio de arti-
gos, bem como organizar a prépria revista.

A semelhanga das outras revistas informativas, a Edu-
cagdo e Matemdtica assegura o respeito pelos principios de-
ontolégicos e pela ética profissional dos jornalistas, assim
como pela boa fé dos leitores.

fi Directora da -

Esta proposta de trabalho tem ainda uma componente
ao nivel da Lingua Portuguesa, uma vez que sdo apresenta-
dos pequenos textos, e até um curto didlogo, que os alunos
tém que ler e interpretar.

A tarefa foi pensada para ser realizada por grupos de qua-
tro alunos, depois de estes terem tido ocasido de jogar algu-
mas vezes. A realizagio da tarefa requer ainda que os alunos
tenham acesso ao material do jogo, ou seja, cada grupo de
alunos precisa de ter & sua disposiciio os dois baralhos de car-
tas (o das cartas com tabelas e o das cartas da mesa).

Helena Rocha
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EU vou ganhar!

A Laura esteve a jogar ac Directinv na aula de Matemd-
tica e, depois de perder o primeiro jogo, comegou a la-
mentar a sua falta desorte por |he safrem cartas que
«ndo prestavam». Os colegas riram-se, achando que era
ela que ndo sabia jogar, mas quando ela perdeu mais um
jogo comecaram a achar estranho e decidiram investi-
gar. Pegaram entdo no baralho das tabelas e foram a
procura das cartas que «ndo prestavampy.

Que cartas sio essas! E por que é que «nio
prestam»? '

Ao ajudar a procurar as cartas que «nao presta-
vam», o David descobriu que havia duas cartas no ba-
ralho para as quais era mais facil conseguir formar o par
com uma carta da mesa.

Que cartas sdo essas? Explica a tua escolha.

Satisfeito com a sua descoberta, e a pensar em ga-
nhar os préximos jogos, o David fez uma proposta aos
colegas:
— Olhem, e se acrescentdssemos ao baralho qua-
tro cartas novas com tabelas em branco, que
o jogador preenchia como quisesse, assim tipo
Jokers.
— Nem penses! — responderam logo dois colegas
em coro.— [u queres & ganhar sempre.
— Entdo, e se em vez disso fossem cartas com me-
tade dos valores da tabela preenchidos e a outra

T y T Y
Faz par com Faz par com
cartas cartas

metade por preencher! — perguntou a Laura.
— Quem ficar com uma tabela em branco pre-
enche trés valores da tabela antes de comecar o
jogo e os outros trés quando quiser jogar a carta.
Concordam?

Preenche a teu gosto trés valores das tabelas das qua-
tro cartas que se seguem.

z |y T |y
Faz par com Faz par com
cartas cartas
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E agora completa o preenchimento das tabelas. Usa cores diferentes para diferentes hipteses de completar a
tabela,
Cada uma das tuas cartas pode ser completada para ser jogada com quantas cartas do baralho da mesa?
Serd possivel fazer melhor? Preenche uma nova tabela se precisares, mas procura encontrar uma tabela que
possa formar par com o maior ndmero de cartas do baralho da mesa.

A Laura e o David passaram a ganhar todos os jogos alternadamente. As tabelas que eles preenchiam serviam
sempre para uma das cartas na mesa, o que jd ndo acontecia com as dos seus colegas.Vendo que eles preenchiam
sempre os trés nimeros da coluna do 2 ou os trés nimeros da coluna do ¥, 0s colegas resolveram impor como
nova regra.que tinha que se preencher pelo menos um nimero na coluna do x e um na do .

Serd que esta nova regra vai impedir a Laura e o David de construirem uma tabela que sirva sempre? Explica

porqué.
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AP — 2009

A Associacio de Professores de Matemdtica (APM) é uma instituicio de utilidade piblica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemitica, de todos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovacio do
ensino da Matemdtica, promovendo actividades de dinamizacio pedagégica, formaciio, investigagio e intervencfio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matemdtica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgacio e utilizacio pretendemos alargar cada vez mais.

Todos os associado§ tém direito aos cinco-nidmeros anuais da revista Educagdo ¢ Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformacdo. Os @-sécios s6 poderio aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagdes no nosso portal, todos os ou-
tros terdio direito também a receber pelo correio as ediges impressas. Todos os associados poderfio usufruir de prego especial na
assinatura da revista Quadrante.

Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisi¢iio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.
Todos os associados poderio ainda requisitar materiais, publicacdes, exposigdes ou outros do Centro de Recursos.

Os associados individuais terfo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituicies com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagiio, Associagtes da Federagio Iberoamericana das Sociedades de Educagdo Matemdtica, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associagio através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou por
outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-s6eio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro 53,50€

Para efectuar a sua inscricio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no enderego http://www.apm. pt

Educacdo e Matemdtica i
(inclui actas ProfMat) rante
Portugal - 12,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 15,00 €
Portugal 23,00€
Instituicdes . 42,00 €
Estrangeiro 27,00€
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