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Aaciocinar para aprender e aprender a raciocinar

Ana Maria Rogue Boavida

Em termos histéricos, epistemolégicos e mesmo ao nivel
do senso comum, sempre houve uma forte associaciio entre
Matemitica e raciocinio. No entanto, quando consultamos
diversas publicagbes focadas em raciocinio matemdtico ou ra-
ciocinar em Matemdtica, sobressai, por um lado, que ha diver-
sas interpretagdes destas nogdes. Por outro, destaca-se que
embora estas sejam usadas amidde, raramente sio definidas
ou mesmo caracterizadas com detalhe suficiente que permi-
ta compreender o que estd, de facto, em jogo nesta activida-
de. Com efeito, “o termo raciocinio, tal como compreensio,
¢ amplamente usado tendo subjacente a hipétese implicita
de que hd acordo universal sobre o seu significado” (Yakel e
Hanna, 2003, p. 228) e, assim, a maior parte dos matemati-
cos e educadores matemiticos usam-no sem o clarificarem.

H4, no entanto, evidéncias que o raciocinio €, cada vez
mais, considerado um aspecto central ao ensino da Mate-
mdtica seja qual for o tema e ano de escolaridade: “Ser ca-
paz de raciocinar € essencial para compreender matematica”
(NCTM, 2000, p. 56). Esta centralidade ndo é certamente
alheia a um maior entendimento sobre como se aprende e
a énfase na ideia de que a Matemitica deve ser experien-
ciada, pelos alunos, como uma actividade de construcio de
sentido.

Neste ambito, torna-se importante, antes de mais, ex-
plicitar a interpretaciio de Racionar em Matemdtica adoptada
como ponto de partida para delinear o contetdo do centési-
mo nimero desta revista.

Etimologicamente, raciocinar remete para calcular, mas
também para usar a razio para julgar, compreender, exami-
nar, avaliar, justificar e concluir, o que conduz a que, em Ma-
temadtica, ndo raciocinamos apenas quando provamos algo.
Também raciocinamos ao apresentar razdes que justificam
afirmagdes ou posicionamentos, ao tentar Convencermo-nos
a nds préprios, ou a outros, da razoabilidade destas justifica-
¢Ges ou ao procurar explicar a coeréncia entre o que se acei-
ta como vilido e as suas consequéncias.

Estas ideias tém ligagdes significativas com virias outras
referidas em estudos ou documentos sobre raciocinio mate-
mitico, publicados, nos dltimos anos, no 4mbito da Educa-
¢do Matemdtica. Se nos situarmos numa perspectiva social
sobre a aprendizagem, “o raciocinio matemético é uma acti-
vidade partilhada em que quem aprende participa enquanto

interage com outros para resolver problemas matematicos”
(Yakel & Hanna, 2003, p. 228). Assim, em salas de aula em
que € valorizado o raciocinio, a explicagio, a justificacfio e a
argumentacio sio aspectos-chave da actividade dos alunos.
Adoptar este significado de raciocinio conduz a que racioci-
nar em Matemitica seja indissocidvel da resolugio de pro-
blemas ¢ da comunicagiio.

Criar condigbes para os alunos aprenderem a racioci-
nar matematicamente passa nio apenas, nem sobretudo,
por propor-lhes tarefas com determinadas caracterfsticas,
mas por ajudd-los a desenvolver um hébito de pensamento
que tem a ver com o “porqué das coisas”. Tal como aconte-
ce com todos os hdbitos, também este requer persisténcia,
consisténcia e coeréncia, o que remete, em particular, para
a importancia de construir e manter uma cultura de sala de
aula com determinadas caracteristicas. E importante que os
alunos se envolvam em actividades de formulacgo, teste e
prova de conjecturas, o que traz para primeiro plano a ne-
cessidade de se sentirem confortdveis e seguros para assumir
riscos e partilhar ideias emergentes e titubeantes. E, tam-
bém, importante que expliquem e defendam os seus modos
de pensar através da argumentaciio, que analisem critica-
mente contribuigdes dos colegas e que cheguem a consensos
fundamentados e matematicamente relevantes sobre o sig-
nificado de ideias matemdticas, o que requer capacidade de
escuta, respeito, confianga e ajuda mitua.

Ensinar a raciocinar em Matemética é um empreendi-
mento complexo, mas possivel, que exige, muitas vezes, que
o professor aja na urgéncia e decida na incerteza. No entan-
to, este € um desafio que nio podemos evitar. Esperamos que
este niimero da revista possa contribuir para nos ajudar a en-
frentar este desafio.

Referéncias
NCTM (Ed.). (2000). Principles and Standards for School Mathema-
tics. VA: NCTM. .

Yackel, E., & Hanna, G. (2003). Reasoning and proof. Em |, Kilpa-
trick, W. Martin, & D. Schifter (Eds.), A research companion to
Principles and Standards for School Mathematics (pp. 227-236).
VA: NCTM.

fina Maria Rogque Boavida
ESE de Sefiibal
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brande Concurso
- Educacdo e Matematica

A procura de 100
Usando os seguintes algarismos {9, 9, 8, 8, 7, 7, 6, 6, 5, 5, 4, 4, 3, 3,

2, 2}, exactamente por esta ordem e as operagdes de multiplicagio
e divisdo e raiz, obter o resultado mais préximo de 100.

A revista Educacio e Matemdtica, agora para comemorar a
publicacio do seu niimero 100, lanca desta vez um grande
concurso entre os seus leitores com os objectivos de criar
lacos mais dindmicos no interior da nossa Associagio e de
alargar o piblico leitor da revista.

O problema proposto pretende ser um desafio ndo s6 aos

professores de Matemadtica mas também aos seus alunos. To-
dos poderdo concorrer!

Regulamento

Il

Podem concorrer todos os leitores da revista Educagio
e Matemdtica, divididos em duas categorias: Categoria A
para alunos dos ensinos bdsico e secunddrio e Categoria
B para os restantes concorrentes.

O concurso consiste na resolugio do problema apresen-
tado. A resposta deve indicar, obrigatoriamente e com
toda a clareza, a sequéncia de operagies, o resultado

aproximado & milionésima (6 casas decimais) e a identi-
ficacio do concorrente. Os concorrentes da Categoria A
deverio indicar ainda o ano de escolaridade, a escolae o
nome do respectivo professor de Matematica.

. O vencedor em cada categoria serd o concorrente que

apresentar o resultado mais préximo de 100.

. Os casos de empate serdo resolvidos por sorteio, na pre-

senca da direcciio da APM.

. As respostas, deverfio ser enviadas até 25 de Abril de

2009, por e-mail para zepaulo@armail.pt com indi-
caciio do assunto Grande Concurso EEM ou por carta
para Grande Concurso EGM, Rua Dr. Jodo Couto, 27-A,
1500-236 Lishoa.

. Os vencedores de cada categoria serdo divulgados no site

da APM a partir de 12 de Maio de 2009. Os respecti-
vos prémios serio entregues até ao final do ano lectivo

2008-2009.
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Paulo Dliveira

Raciocinio matemalico: De que falamos?

A expressdo «raciocinio matemarico» designa um conjunto
de processos mentais complexos através dos quais se obtém
novas proposigoes (conhecimento novo) a partir de propo-
siches conhecidas ou assumidas (conhecimento prévio). E
frequente considerar-se que a obtenciio dessas novas pro-
posicaes se faz através do raciocinio dedutivo, esquemati-
zavel na forma «Se A entdao B» (simbolicamente, A = B).
A uma sequéncia de deducdes, do tipo A = B = ... = Z,
chama-se demonstracio’. A demonstracio €, por isso, cen-
tral a0 raciocinio tipicamente matemdtico. Sobre isso, o
matemdtico americano Melvyn Nathanson (2008) afirma:
«Descobrir uma demonstragdo, ter a imaginago e o génio
para conceber uma cadeia de raciocinio que vai de axiomas
triviais a conclusdes extraordinariamente belas — este é um
talento raro e maravilhoso. Isto é matematica.»

0 raciocinio matematico  luz de uma epistemologia soft

Os raciocinios matemdticos organizados em demons-
tragOes estdo historicamente comprometidos e tém carac-
teristicas distintivas de acordo com as diversas dreas da ma-
tematica. Ernest (1994), salienta que «a emergéncia da
demonstragio na matemdrica da Grécia antiga, reflectiu as
cireunstancias sociais, politicas e culturais desse tempo» (p.
40). E sabido como, na antiguidade, os gregos valorizavam
e promoviam a controvérsia, o cepticismo e a especulacio
em torno das mais variadas ideias. Ainda segundo Ernest,
na origem do método axiomatico, tio cato aos matemiticos,
estd o raciocinio dialéctico em que um ou mais disputantes
discorriam sobre a plausibilidade l6gica de certas hipéteses.
Os axiomas constitufam um ponto de partida de aceitacio
comum nessa disputa dialéctica. Uma vez estabelecidos os
axiomas, as conclusdes, obtidas através de raciocinio dedu-
tivo, seriam aceites pelos disputantes.

’
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Conhecimento

prévio

Figura 1.

Contudo, identificar a matemdtica com o raciocinio de-
dutivo deixa sem resposta uma questdo fundamental: o que

se passa antes de se chegar 4 demonstracio? Por outras pala-

vras, como se chega ao conhecimento novo que posterior-
mente é organizado dum modo dedutivo? (ver figura 1)

Pretender responder a esta questio significa valorizar a
matemdtica nfio apenas como produto (conhecimento or-
ganizado dedutivamente) mas como processo (como se gera
esse conhecimento). Hi muitos autores (incluindo mate-
miticos) que tém defendido que a actividade matemdtica
estd muito para além do raciocinio dedutivo. Por exemplo,
Sternberg (1999), salienta que o raciocinio matemdtico
requer pensamento analitico, criativo e pratico. Também
Steen (1999) afirma que este raciocinio as vezes «denota
a metodologia distintiva da matemdtica do raciocinio axio-
mitico, deducio légica e inferéncia formal. Outras vezes as-
sinala uma habilidade quantitativa e geométrica muito mais
abrangente que mistura anilise e intuigdo com raciocinio
e inferéncia, tanto rigorosas como sugestivas» (p. 270). A
importincia da intuicio no processo de criagio matemadtica
é, igualmente, sublinhada por Henri Poincaré que defende,
em Science et méthode (1909), que «a légica ndo basta; (...)
a ciéncia da demonstragio ndo € a ciéncia inteira, (...) a in-
tuigio deve conservar o seu papel como complemento, qua-
se se poderia dizer como contrapeso ou como antidoto da 16-
gica» (p. 20). Noutra sua obra, La valeur de la science (1905),
Poincaré sublinha que a dedugio nfio é uma inferéncia am-
plificante, ou seja, por si s6 nfio gera nada de novo: «a légica
inteiramente pura sé nos levaria sempre a tautologias; néo
poderia criar coisas novas; nio € dela sozinha que se pode
originar qualquer ciéncia» (p. 19).

Claro que nfo existe uma légica da descoberta ou inven-
¢Ao em matemdtica, i.e., um conjunto de passos que garan-
tidamente conduzem a descobertas ou invengdes mais ou
menos relevantes. No entanto, as palavras do matemdtico
americano Paul Halmos podem contribuir para tornar in-
teligiveis aspectos do processo que conduz a conhecimento
matemdtico novo. Caracterizando elementos incontornd-
veis da actividade matematica, afirma:

Demonstracdo

[raciocinio dedutivo)

Quando o matemdtico trabalha faz conjecturas vagas, visualiza
generalizactes grosseiras, e salta para conclusdes injustificadas.
Ele arranja e re-arranja as suas ideias e torna-se convencido da
sua verdade muito antes de poder escrever uma demonstragio
légica. Nao € provivel que a convicgiio acontega muito cedo
— usualmente acontece depois de muitas tentativas, muitos fa-
lhancos, muito desdnimo, muitas falsas partidas (...) € necessd-
rio trabalho experimental (...) experiéncias conceptuais [thou-
ght experiments]. Quando um matemitico pretende demonstrar
um teorema acerca de um espago de Hilbert de dimensio infi-
nita, examina o seu anilogo de dimensdo finita, vé em detalhe
os casos a duas e trés dimensdes, frequentemente tenta um caso
particular numérico, e, deste modo, espera ganhar um insight
que a pura prestidigitacio com a definicio nio produz. (Hal-
mos, citado em Villiers, 1999, p. 21)

Destas observacgdes de Halmos conclui-se que a andlise de
casos particulares, o estudo de analogias, o trabalho experi-
mental, 0 pensamento vago (incluindo ideias pré-ldgicas),
o estabelecimento de conjecturas, as tentativas, os insights e
a incerteza, muita incerteza, tipificam a actividade do mate-
mdtico, no periodo que antecede a organizacio dedutiva do
conhecimento. Halmos também assinala aspectos emotivos
préprios dos processos investigativos, como o desdnimo em
raziio de constantes fracassos e recuos, e a correspondente
necessidade de perseveranga.

A estimulagio de insights pode ser feita, por exemplo,
através de uma combinagio de trabalho experimental, es-
tudo de analogias, andlise de casos particulares, tentativas,
ete. Os matemdticos Bailey e Borwein (2001) reconhecem
«que se podem usar analogias quase-intuitivas para ter insight
em matematica (...) [e que] matemdticos honestos reconhe-
cerdo também o seu papel na descoberta» (p. 64).

Assim, as intui¢es ¢ a construcdo de significado mate-
mdtico sdo anteriores & sua organizacio dedutiva, como bem
salienta Félix Klein:

De facto, o matemdtico nfio se apoia em demonstracdes rigoro-
sas no grau que normalmente se supde. As suas criacbes tém um
significado para ele que precede qualquer formalizacio, e este
significado d4 as criacbes uma existéncia ou realidade ipso fac-

Educacdo e Matematica | nimero 100
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Figura 2.

to. (...) Grandes matematicos sabem, antes de uma demonstra-
Gdo légica ser alguma vez construida, que um teorema tem que
ser verdadeiro. (citado em Villiers, 1999, p. 21)

A formalizacio das ideias matemdticas é um processo gra-
dual e algo lento que surge em pleno quando se considera
que essas ideias estdo suficientemente maduras. Nesta acti-
vidade, os matemdticos preocupam-se em explicitar todos
os axiomas, defini¢bes e outras ideias matemdticas em que
se apoiam. No entanto, nem sempre ha certeza de que tal
aconteca: «Mas, pode sempre restar um aspecto da ideia que
usamos implicitamente, que nio formalizimos porque ainda
ndo vimos o contra-exemplo que nos tornaria conscientes
da possibilidade de duvidar dela». (Hersh, 1986, p. 19)

Esta ¢ uma das razdes pelas quais os matemdticos tém
necessidade de revisitar, incessantemente, teorias passadas
e «se afadigam com a estranha actividade de fornecer no-
vas demonstragdes de velhos teoremas» (Tasic’, 2001, p.
148). Embora no caso de muitos teoremas os resultados se-
jam consideravelmente estdveis, as suas demonstragies ndo
o sdo. Segundo Tasic’, para Poincaré, os axiomas ndo asse-
guram a imutabilidade das ideias matemdricas, pelo que «os
teoremas sdo (...) sempre reafirmados, reinventados, rei-
naugurados pelos matemdticos e pelas futuras geracdes de
matemadticos» (p. 148).

0 raciocinio plausivel também & matemalico?

E verdade que na fase concludente do processo investiga-
tivo, o raciocinio dedutivo tem um papel predominante,
quase exclusivo. Porém, na fase propriamente exploratéria
da investigagdo, em que hd muitas interrogagdes e indefini-
GOes, o raciocinio matemdtico é eminentemente conjectu-
ral pelo que, as conclusdes que produz, em geral tém uma
validade plausivel e nfio necessdria. Nesta fase podemos dis-
tinguir vérios tipos de raciocinio que produzem conclusdes
com diversos graus de plausibilidade: indutivo, abdutivo e
transformativo (ou imagético) (figura 2). Através do racio-
cinio indutivo produzem-se conclusdes gerais a partir da
andlise de alguns casos particulares (Pélya, 1990a); pelo ra-

Demunétrac&o

(raciocinio dedutiva)

ciocinio abdutivo, constroem-se hipéteses explicativas que
ddo sentido a um conjunto de dados (Ho, 1994); o racioci-
nio transformativo estéd associado a construciio e leitura de
imagens (esquemas) mentais (Simon, 1996). Estes tipos de
raciocinio co-existem com a dedugio e muito dificilmente
$€ conseguem separar.

No segundo volume da sua obra cldssica Mathematics and
plausible reasoning, publicada inicialmente em 1954, Pélya
(1990b) propde-se organizar o raciocinio que produz con-
clusdes plausiveis segundo padrdes de inferéncia que fa-
zem lembrar os silogismos. Eis dois exemplos referidos por
Pélya:

A é implicado por B
B éfalso

A é andlogoa B
B é verdadeiro

A ¢ mais plausivel A é menos plausivel

Pélya (1990a) também releva a importincia de raciocinar
por analogia na produgiio de conclusaes plausiveis: «A ana-
logia parece ter a sua parte em todas as descobertas, mas em
algumas tem a parte de ledo» (p. 17).

Um exemplo de uma propriedade matemadtica sustenta-
da por esta mistura de tipos de raciocinio é apresentado por
Hillary Putnam (1986, p. 56): «existem infinitos nimeros
primos gémeos»’. Os matemdticos tém uma forte convic-
¢do de que esta propriedade é verdadeira, apesar de nunca
ter sido demonstrada. Resumidamente, o argumento que é
convincente para os matemdticos € o seguinte: parece plau-
sivel (e estd de acordo com dados empiricos) admitir que os
acontecimentos «p é primo» e «p+ 2 é primo» sdo inde-
pendentes em termos estatisticos. Ora, a frequéncia de pri-
mos menores que p ¢, aproximadamente, 1/ log p. Entdo, a
frequéncia de primos gémeos menores que p €, assimptoti-
camente, 1/(log p)?, o que implica a infinidade do ndmero
de primos gémeos.

A argumentacfio € de tipo abdutivo, uma vez que se d4
uma explicagio plausivel, e por isso, convincente e credivel,
de um fenémeno observado experimentalmente ( que existe
uma infinidade de primos gémeos). Contudo, o argumento

'
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envolve, igualmente, a confirmacdo indutiva de uma asser-
o estatfstica (a independéncia dos acontecimentos) e, com
base nessa verdade assimptdtica, a deducio da propriedade.
Putnam considera que esta deduciio é «estdvel a menos de
pequenas perturbagbes das suposicdes» (...) [e que] «hd pou-
cos matemsdticos que ndo estejam convencidos por este ar-
gumento, apesar de nao ser uma demonstraciio» (p. 56).

No decurso da histéria, tém sido dadas justificacdes de
natureza quase-empirica que, nio sendo formais, sdo, no en-
tanto, inegavelmente plausiveis. Essa plausibilidade ¢, mui-
tas vezes, satisfatéria para a comunidade matemdtica. As
discussdes em torno da formalizacio de principios que de-
sempénham o papel de axiomas, ou da escolha do elenco
dos axiomas numa determinada axiomdtica envolve, geral-
mente, argumentaciio de tipo quase-empirico. Um exem-
plo historicamente interessante ¢ o do Axioma da Escolha
[AE], na teoria de conjuntos. Este axioma foi usado, pela
primeira vez, por Zermelo num artigo de 1904. Peano veio a
terreiro criticar a inclusdo do AE na demonstracio de certos
teoremas. Zermelo, num artigo de 1908, argumenta em de-
fesa do AE:

Em primeiro lugar, como é que Peano chega aos seus principios
fundamentais e como € que ele justifica a sua inclusdo no For-
mulaire’, uma vez que, apesar de tudo, também nfo pode de-
monstri-los? Evidentemente, foi pela andlise dos modos de in-
feréncia que no decurso da histéria vieram a ser reconhecidos
como vilidos, chamando a aten¢iio para o facto de os princi-
pios serem intuitivamente evidentes e necessérios para a cién-
cia — consideracdes que podem ser alegadas igualmente bem
a favor do principio em disputa. (Zermelo, citado em Putnam,
1986, p. 54)

O argumento da necessidade do AE nio ¢ irrelevante. De
facto, numerosos teoremas, em diversas dreas da matemd-
tica, haviam sido demonstrados recorrendo a este axioma.
Nio o usar significaria prescindir desses resultados. Eviden-
temente, 0 que estava em causa era o facto do AE ser um
principio demasiado forte* e, portanto, deveria ser demons-
trado, ndo utilizado na estruturacio da teoria de conjuntos.
Embora Zermelo reconhecesse que a adopgio do AE era
subjectiva, em virtude dos resultados que tinha permitido
obter, isso era plausivel. De resto, os matemdticos aceitam
como plausiveis determinados principios e ideias desde que
sejam matematicamente produtivos.

fis ferramentas fecnoldgicas fornam o raciocinio matematico
mais poderoso?

A utilizaciio de tecnologia permite apoiar o raciocinio mate-
mético em todas as suas vertentes (abdurtiva, indutiva e de-
dutiva). De facto, a investigacfio tradicional em matemdtica
tem sido alargada pelas imensas possibilidades de represen-
tacdo grifica e de cdlculo do computador:

A computacio e os grificos computacionais abriram novas
fronteiras tanto a teoria como as aplicacbes que néo poderiam
ter sido exploradas pelas geragBes anteriores de matemdticos.
Esta fronteira revelou insights matemdticos surpreendentes.
(...) para se alcancarem estes insights foram necessdrios méto-

dos matemdticos inovadores ndo exclusivamente ligados & in-
feréncia formal. (Steen , 1999, p. 270-271)

Claro que os matemdticos sempre analisaram casos particu-
lares, testaram conjecturas, generalizaram determinadas re-
lagdes matemdticas, etc. Mas, o advento do computador tor-
na esta dinfimica experimental mais atractiva e potente. O
matemstico tem assim a possibilidade de

examinar na mdquina uma colecgiio de casos particulares que
& demasiadamente grande para os humanos lidarem por meios
convencionais. O computador encoraja-nos a praticar sem ver-
gonha e em plena luz do dia, certos hdbitos a que nos entrega-
mos apenas na privacidade dos nossos gabinetes, os quais nunca
admitimos aos nossos alunos: a experimentagio. A matemdtica
¢ uma ciéncia experimental num grau que nunca aparece nos
cursos que ministramos (...). O computador tem-se tornado o
principal veiculo do lado experimental da matemdrica. (Pollak,
citado em Villiers, 1999, p. 21)

Ao permitirem explorar ¢ resolver novas classes de proble-
mas, os sistemas computacionais tém influenciado o desen-
volvimento de virias dreas da matemdtica de que sio exem-
plos a Superficie de Costa, bem como alguns resultados em
Algebra Linear e Equacdes Diferenciais Parciais (Lima,
2001). Além disso, tém proporcionado a criagio de novas
dreas matemdticas como a Complexidade Computacional
(idem).

Tudo isto tem implicacdes epistemoldgicas. Uma vez que
através de experiéncias computacionais, o matemdtico pode
corroborar a plausibilidade de certas relagBes matematicas
assim como excluir a possibilidade de se verificarem relagtes
matemsticas que havia considerado plausiveis, o computa-
dor permite introduzir uma nova dimensio epistemolégica
que pode designar-se como credibilidade experimental. A
credibilidade do conhecimento matemdtico, tradicional-
mente, obtém-se pela deducio formal. No entanto, como o
computador possibilita a verificagiio de resultados para uma
enormidade de casos particulares e singulares, aqueles po-
dem considerar-se crediveis de um ponto de vista experi-
mental. Bailey e Borwein (2001) perguntam mesmo o que €
mais significativo,

uma demonstracio formal que na sua exposicio completa re-
quer centenas de dificeis paginas de argumentagiio, comple-
tamente compreendidas apenas por dois ou trés colegas, ou a
verificagiio numérica de uma conjectura com uma precisio de
100000 casas decimais, subsequentemente validada por nume-
rosos calculos subsididrios? (p. 53)

No seio da comunidade matemdtica internacional, nio hd
consenso quanto ao papel do computador na investigacio
profissional. Existem mateméticos para quem os sistemas
informdticos acrescentam novos niveis de complexidade &
complexidade matemidtica propriamente dita. Sentem-se
desconfortdveis pelo facto de ndo controlarem totalmente
os raciocinios subjacentes aos processos computacionais. Por
isso, véem-nos como recursos auxiliares que podem estimu-
lar a imaginacio criadora mas de modo algum como neces-
sdrios para o desenvolvimento dos seus programas de inves-
tigacio. Em contraste, a investiga¢io assente em sistemas

'
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Figura 3.

computacionais € vista por alguns matemdrticos como um
suceddneo legitimo da investigagio matemética tradicional.
Os mais optimistas defendem mesmo que toda a dindmica
investigativa, desde as primeiras intuicdes até i demonstra-
¢ao, pode e deve assentar em sistemas computacionais. Bai-
ley e Borwein (2001) prevéem até que «daqui por dez anos,
uma nova geragio de matemdticos informaticamente ver-
sados, armados com software significativamente melhora-
do em sistemas computacionais prodigiosamente poderosos,
forgosamente fardio descobertas em matemética com que ac-
tualmente apenas sonhamos» (p. 63).

Esta prospectiva geragiio de matematicos pressupde a al-
fabetizagio informdtica das novas geraces, resultante da
banalizagio do uso de tecnologias, nomeadamente com-
putacionais, de software’s variados, incluindo os matemadti-
cos, e em contextos variados, incluindo o escolar. Tudo isto
«forcosamente terd um profundo impacto em como se ird
ensinar, aprender e fazer matemdtica no futuro» (Bailey e
Borwein, 2001, p. 63). Sendo assim, as dinimicas investiga-
tivas na aula de matemdtica, em ambientes computacionais,
s30 uma mais-valia imprescindivel para a formaciio dessa
nova geraciio de matematicos.

Como sabemos se um raciocinio matematico & valido?

O raciocinio dedutivo produz conclusdes que sdo necessa-

riamente vélidas, desde que, naturalmente, a cadeia de de-

dugdes A = B = ... = Z esteja isenta de erros. Ora, di-

versos tipos de erros légicos podem pér em causa a validade

de uma deduggio. Dentre os erros mais conhecidos® podemos

salientar:

i) assumir uma hipétese errada por ma interpretagio de um
esquema;

ii) tirar conclusdes que ndo derivam da hipétese (irrelevén-
¢ia ou raciocinio non-sequitur);

iiii) tirar conclusdes gerais a partir de casos particulares (erro
de generalizacio); ’

iv) assumir uma hipétese ndo explicitada (hipstese escon-

dida);

Figura 4.

v) assumir implicitamente o que se pretende provar (racio-
cinio circular).

Vejamos alguns exemplos destes erros. Considere-se o qua-
drado [ABCD] da figura 3 e os pontos médios dos seus la-
dos (E, F, G e H). Construam-se 0s segmentos de recta que
unem cada um destes pontos aos vértices opostos do quadra-
do. Nestas condigtes, qual é a drea do octégono sombreado?
As virias simetrias da figura sugerem que o octégono € re-
gular. Peggy House (1999) refere que mesmo professores de
Geometria fazem, erradamente, esta suposicio! Quer dizer,
foi assumida uma hipétese adicional, errada, associada a um
esquema sugestivo, que torna a conclusio (o valor obtido
para a drea) invalida.

Consideremos agora a seguinte proposigio: «Se um po-
ligono € um pentdgono entdo a soma dos seus Angulos ex-
ternos ¢ 360°». A conclusdo é verdadeira mas a hipétese do
poligono ter cinco lados ¢ irrelevante. Erro de raciocinio
non-sequitur.

A expressio n® — 79n + 1601 gera nimeros primos para
n € {0,1,...,79}. Contudo, afirmar que n? — 79n + 1601
é primo qualquer que seja n natural é um erro de
generalizaciio,

Ao dar uma organizacio axiomdtica a geometria ele-
mentar conhecida no seu tempo, Euclides pretendia garantir
que a sua obra-prima Elementos fosse isenta de erros lgicos.
Teve o cuidado de explicitar os seus pressupostos (postula-
dos e nogdes comuns) e de deduzir teoremas a partir des-
ses pressupostos ¢ de teoremas previamente demonstrados,
usando correctamente as regras da légica. Contudo, logo na
primeira proposi¢io do primeiro livro, Euclides assume uma
hipétese adicional ad hoc que ndo consta dos pressupostos
que havia enunciado!! Nessa primeira proposiciio, Euclides
propde-se construir um tridngulo equildtero sendo dado um
segmento [AB]. Na sua construcio (ver figura 4), Euclides
admite tacitamente que duas circunferéncias $e intersectam
(hipétese escondida) embora nenhum dos seus pressupostos
garanta isso. Este erro ocorreu intimeras vezes no decurso da
histéria.

[
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Tampouco actualmente é possivel garantir que os ra-
ciocinios matemdticos, mesmo dos matemdticos profissio-
nais, estdo isentos de erros. Nathanson (2008) confessa:
«Quando leio um artigo numa revista cientifica frequente-
mente encontro erros. E irrelevante se consigo corrigi-los
ou ndo. A literatura [matematica] é faltvel.» Por outro lado,
acrescenta:

Muitos teoremas importantes, mesmo notdveis, nio tém, ver-
dadeiramente, demonstracoes. Tém esbocos de demonstragtes,
linhas gerais de argumentacio, sugestdes ¢ intuigdes que foram
6bvias para o autor (pelo menos, na altura em que escreveu) e
espera-se que uma parte da comunidade matemdtica as compre-
enda e acredite nelas.

A imensa produ¢iio de conhecimento matemdtico, sobretu-
do a partir de meados do século XX, também coloca proble-
mas préticos quanto a sua verificabilidade. Segundo Bour-
guignon (2001), no fim do século XX foram produzidos
cerca de 60000 artigos cientificos em matemitica por ano!
Carleson (2001), ex-director de uma revista cientifica numa

drea da matemadtica, comentando as limitagdes do processo.

de revisdo [refereeing], afirma:

Qualquer pessoa que tenha estado nesta funcio [direccio de
uma revista cientifica] sabe que isto [0 processo de revisio] nio
fornece nenhuma garantia de que tudo esteja correcto. E com-
pletamente impossivel encontrar revisores [referees] de alta
qualidade que queiram verificar em detalhe todos estes artigos
que sio publicados. A revisido supostamente é como um selo de
que o artigo estd correcto mas eu penso que isso € muito ilusé-

rio. (p. 458)

Os matemdticos continuam a fazer um esforco de axiomati-
zagAo das teorias matemdticas maduras, de modo a que estas
possam ser deduzidas, pelo menos em principio, de uma teo-
ria estruturante que constitui uma espécie de alicerce robus-
to das restantes teorias. Frequentemente, a formalizagiio da
teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel [ZF] cumpre esse
papel. A verdade é que, na pritica, os matemdticos ficam
satisfeitos com a mera possibilidade de uma teoria ser for-
malmente dedutivel, por exemplo, de ZE Essa possibilidade
tdcita decorre do facto de haver conceitos que estabelecem
interfaces entre ZF e a teoria a formalizar. No entanto, Her-
sh (1986), recusa a possibilidade dessas deducdes formais se
concretizarem:

Como é que sabemos que o nosso tltimo teorema acerca da
difusio em variedades ¢ formalmente dedutivel da teoria dos
conjuntos de Zermelo-Fraenkel? Nunca se escreveu tal dedugio
formal. Se o fosse, e se fosse verificada por um leitor humano, a
possibilidade de erro seria maior do que na verificacio de uma
demonstracio ordindria (nfo formalizada). (p. 18)

Conclui-se, assim, que, em tltima instAncia, € alguma auto-
ridade no seio da comunidade matemadtica que tem a pala-
vra final sobre a veracidade dos resultados produzidos. Como
defende Nathanson (2008), «até em matemdtica a verdade
pode ser politicas. ‘

Oue consequéncias para a educacdo matemafica?

O raciocinio matemético envolve processos mentais com-
plexos em que intervém elementos, fortemente imbricados,
de natureza lgica, matematica, epistemoldgica, biolégica,
psicolégica e até emocional. Sendo assim, ¢ possivel ensi-
nar os alunos a raciocinar matematicamente! Que tipo de
tarefas promovem o raciocinio matemadtico? Que modos de
trabalho estimulam mais o raciocinio matematico? A tecno-
logia (computador e calculadora) substitui o raciocinio dos
alunos ou torna-o mais robusto?

Na verdade, em face desta imensa complexidade, ndo
sabemos exactamente como é que o raciocinio matemdtico
se desenvolve. O que se sabe da investigacio € que o envol-
vimento dos alunos em discussdes — nas quais elaboram e
defendem argumentacio matemdtica e analisam a argumen-
tacio matemdtica dos colegas e do professor — e projectos,
bem como a interaccio em grupos de trabalho, cria condi-
¢Oes favordveis 4 emergéncia do raciocinio matemdtico nas
suas diversas formas, ao passo que a memorizagio sem com-
preensdo, a resolugdo de exercicios rotineiros e a realiza-
¢do de tarefas padronizadas o inibem (Steen, 1999). Assim
sendo, um ensino da matemdtica que estimule o raciocinio
matemdtico também tem que incluir alguns processos me-
tacognitivos como identificar a natureza de um problema,
formular uma estratégia para o resolver, representi-lo, usar
recursos adequados na sua resolugiio e monitorizar a solugio
encontrada (Sternberg, 1999).

A utilizacio adequada de tecnologia associada ao tra-
balho de grupo e de projecto, e a discussdes motivadas por
tarefas matematicamente ricas (problemas e investigacbes),
em vez de substituir o raciocinio matemdtico torna-o mais
potente. A tecnologia permite ao aluno suportar melhor o
raciocinio conjectural e muitas vezes dd pistas para apoiar
o raciocinio dedutivo. Em todo o caso, seja ou ndo usada
tecnologia como suporte do raciocinio matemadtico, € im-
portante ndo precipitar o fim do periodo experimental na
resolugiio de uma tarefa no afd de chegar rapidamente 2
dedugio.

Finalmente, a alta motivagio e perseveranga dos mate-
miéticos ndo € comum nos alunos. A frustragio e o desapon-
tamento em razio dos falhancos podem ter um efeito de-
vastador na sua auto-estima, inibindo a sua capacidade de
raciocinar matematicamente ou o seu desejo de o fazer. Por
isso, um ambiente de sala de aula em que se experimenta e
se erra, e se volta a tentar, no fundo, um ambiente em que
se replica o trabalho habitual do matemadtico, sem punigdes
psicolégicas, € um grande estimulo para o desenvolvimento
do raciocinio matematico.

Nofa
I Este é um conceito de demonstracio bastante redutor, Assumi-
mo-lo apenas para simplificar o discurso.

* Isto é, infinitos pares de nimeros inteiros impares consecuti-
vos, p, P + 2, ambos primos.
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3 Obra famosa de Peano.

* De certo modo semelhante ao postulado das paralelas de Eucli-
des.

*  Pirie (2006) faz um tratamento detalhado dos erros 16gicos a

um nivel bastante acessivel. Alguns desses erros de raciocinio

sio directamente transponiveis para o raciocinio matemdtico.
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Educagdo e Matematica: vinfe anos de femas, vinte anos de
pessoas
Edigdo APM, 2008 | PVP: 16,50€ Sécio: 11,006

A Educaciio e Matemdtica celebrou vinte anos de existéncia
em 2007. Ao longo deste tempo, foram virios os temas que
mereceram atencdo na revista. Estes vinte anos de revista
$80, por isso, vinte anos de muitos temas, mais de vinte cer-
tamente. Muitos deles estio’ retomados no livro que agora
Propomos;

——

Aprender Matemdtica: Memorizar e mecanizar versus com-
preender e resolver problemas — Jodo Pedro da Ponte

2. Literacia Matemdtica: Uma procura de contributos para
formar cidaddos mais criticos e iterventivos — Cristina
Loureiro

3. A Matemdtica nos primeiros anos: Alguns desafios — Lur-
des Serrazina

4. O professor de Matemdtica — Isabel Rocha

5. Awaliagao das aprendizagens: Funcdes, forma, contetido —
Leonor Santos

6. Matemdtica: Problemas antigos, uma perspectiva moderna
— Anténio M. Fernandes

7. O prazer dos problemas — José Paulo Viana
Histdria e Ensino da Matemdtica — Maria José Costa

9. Geometria no ensino da Matemdtica: 20 anos da revista
Educacao e Matemdtica — Nuno Candeias

10. As funcdes: Um olhar sobre 20 anos de ensino e aprendiza-
gem — Anténio Domingos

11. Tecnologias na Escola — Branca Silveira

12. Cinco pontos fundamentais para transformar a educacéo
matemdtica — Joao Filipe Matos

Este livro redne assim um conjunto de artigos originais que
discutem ¢ problematizam aspectos diversos da educacio
matematica no presente contexto educativo e curricular
portugués, constituindo uma oportunidade para rever o pas-
sado recente e perspectivar os desafios do futuro proximo.

Mas estes vinte anos de revista sio também vinte anos
de pessoas, vinte anos de autores. Nos cem niimeros que até
hoje publicdmos, existem cerca de 4 850 p4ginas, com cerca
de 247 600 linhas, e aproximadamente 26 650 000 caracte-
res. Destes, quantos é que escreveu?

Pense nisto!

fina Paula Canavarro.
Redaccio da Revista Educagdo e Matematica
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Na resoluciio de situagBes problemdticas, coexistem dois
processos: a representacio mental da situagio e a resolugiio
propriamente dita. Contudo, estes processos nfio sio estan-
ques nem se sucedem, inexoravelmente, um a seguir ao ou-
tro, antes se interpenetram e confundem®. O processo de
resolucio de um problema é como uma espiral em que cada
volta representa uma representagio mais rica, mais elabora-
da do que a anterior; cada volta corresponde a um passo em
frente na compreensio da situacio, mesmo que, por vezes,
o suposto solucionador tenha de rejeitar a ideia, o procedi-
mento, a conjectura que formulou, para recomegar com algo
diferente’.

@uando confrontadas com um problema, as pessoas,
tém dois tipos diferentes de comportamento. Umas tentam
descobrir pistas, palavras como «mais», «menos», «vezes»,
«pobrezinhos»® porque pensam que estas as guiario na se-
leccio da operacio ou operagdes a efectuar; de seguida, se-
leccionam nimeros com os quais encetam as operagoes es-
colhidas. Isto é, calculam primeiro e pensam depois®. E o
que alguns autores chamam de estratégia da traducdo direc-
ta. A alternativa — estratégia da construcdo de uma repre-
sentacdo do problema — consiste em dar sentido as diferen-
tes assercOes e combind-las numa representagio qualitativa
do problema para, s6 depois, comegar a seleccionar estraté-
gias de resolugio!’. Neste tipo de estratégia, as pessoas ave-
riguam da pertinéncia do que se pergunta em relaciio ao que
sabe, identificam a informacdo relevante, ddo sentido s re-
lagdes entre as diferentes varidveis em presenca, conjugam
distintas condi¢oes do problema, em suma, constroem uma
primeira representacio mental do problema para, s6 depois,
passarem a fase de resolucio.

Larkin, citado por Silver (obra citada) contrastou as
abordagens feitas por peritos e nedfitos na resolugiio de pro-
blemas e notou que os primeiros, antes de tentarem qual-
quer estratégia de resolucio, substituem o problema original
por uma versdo abstracta que retém a estrutura e as caracte-
risticas do original e € esta versdio que os guia na resolucio
do problema. Pelo contrdrio, os principiantes iniciam, ime-
diatamente, uma andlise quantitativa.

Para exemplificar o que acabo de afirmar, consideremos
um dos problemas que os concorrentes do Eureka — 1.° ci-
clo tiveram de resolver em 2007:

Grande pescaria!

O Jodo e a Rita foram pescar. E que tal foi a pescaria, apanha-
ram 95 peixes! A Rita pescou quatro vezes mais peixes do que
o Jodo.

Quantos peixes pescou cada um?!

Os alunos que usaram a estratégia de tradugio «pescaram»
o 4 vezes e dividiram o 95 por 4 (23,75), porque «quando
diz vezes € para dividir». Os concorrentes que responderam
desta forma, com ou sem justificagiio, nem sequer se aperce-
beram que ndo é normal pescar pedagos de peixes, sinal de
que ndo construfram, nem a posteriori, uma representacio
da situaciio.

Muitos concorrentes resolveram o problema por tentati-
vas, entre eles, o Pedro':

(...) ou seja pegava num niimero e multiplicava por 4 e ao re-
sultado somava-lhe o mesmo nimero até chegar ao total dos
95 peixes.

Exemplifico a partir do 15 (que foi onde comecei):

15 x 4 = 60; 60 + 15 = 75 — Palpite errado
17 x 4 = 68; 68 + 17 = 85 — Palpite errado
18 x 4 = 72; 72 + 18 = 90 — Palpite errado
19 x 4 = 76; 76 4+ 19 = 95 — Palpite certo

Isto é, este concorrente construiu uma representacio men-
tal da situacdo em que deu sentido as duas condigdes sepa-
radamente, impondo uma delas a partir de um nimero ao
acaso, e verificando, em seguida, se a segunda condigiio do
problema era, ou nio, satisfeita. Um processo legitimo, mas
que ndo assegura, por si s6, se a solucio é tnica. O concot-
rente deveria ter continuado a demanda da solucio — o que
lhe foi explicado — para ter a certeza de que nio havia ou-
tra solucdo. De facto, na segunda resposta o concorrente jus-
tificou a nfio existéncia de mais nenhuma solugio:

(...) 2 medida que os meus palpites aumentam, o valor da soma
cresce cada vez mais e portanto vai-se afastando cada vez mais
do 95.

Os concorrentes que construiram uma representagio do pro-
blema mais refinada, conjugando as duas condigdes, precisa-
ram de um suporte mais real, usando objectos do quotidiano
para concretizarem a relacio entre as partes e a relagio des-
tas com o todo. E, assim, comegaram a construir o conceito
de fracgiio. Vejamos uma dessas respostas, a do Paulo:

Para ficar mais facil, pensei que se a Rita pescou 4 vezes mais
peixes que o Jodo, era como se ela tivesse 4 baldes cheios de pei-
xe e 0 Jodo, 1 balde. Assim, dividi o total por 5, o que dd o ni-
mero de peixes por balde. Como o Jodo s6 tem 1 balde, s6 tem
19 peixes. A Rita tem 4 baldes, ou seja, 4 x 19 = 76 peixes.

Ainda que a um nivel elementar, esta atitude é consisten-
te com os resultados de vdrias investigagdes em que se afir-
ma que, no processo de resolucio de problemas, as pesso-
as se envolvem em processos metaféricos para construirem
representagbes mentais do problema, isto ¢, procuram ana-
logias entre o problema e situagdes que lhes sdo familiares
e usam essas analogias para construirem representages do
problema'?.

Um problema com estrutura idéntica apareceu na final

do Eureka — 2.° ciclo (2008)":
Alguém anda a dormir pouco

Durante a noite, ouviu-se uma coruja a piar. O lobo Esfaimado
dorme quando a coruja Sabichona estd acordada e estd acor-
dado quando a Sabichona dorme. O Esfaimado dorme tanto
numa semana quanto a Sabichona dorme num dia.

De acordo com estas informagdes, quantas horas por dia
dorme cada um desses animais!

Este enunciado é mais elaborado, pois enquanto no proble-
ma anterior as condigdes estdo explicitas, neste outro é ne-
cessirio interpretar o enunciado para extrair as vérias con-
digdes do problema: 1) a soma do nimero de horas dormidas
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por cada animal é 24; 2) o lobo dorme um sétimo do tempo
que a coruja passa a dormir. .

Vejamos, entéo, a resposta do mesmo Paulo, ja com dois
anos de experiéncia:

Se o Lobo s6 consegue dormir o que a coruja dorme ao fim de
7 dias entdo € porque num dia 56 dorme 1/7 do que dorme a
coruja.

Para jd, se utilizarmos a sétima parte vamos dividir o dia em 8
partes para ficarem 7 para a coruja e uma para o Lobo e, assim,
a coruja fica a dormir 7 mas:

TR L s s s s s T
coruja lobo

R: A coruja dorme 21h por dia e o lobo 3h.

Verificagdo: 3 ¢ a sétima parte de 21, como tal, 0 Lobo preci-
sard de 7 dias (uma semana) para dormir tanto como a coruja
num dia.

O concorrente, numa tnica frase, sintetiza as duas condi-
¢oes e ndo precisa de qualquer suporte para construir uma
representacio mental do problema, relacionando, imediata-
mente, as partes entre si e estas com o todo.

De notar, ainda, que o aluno termina com uma verifica-
Ao, um dos aspectos que procurei incutir ao longo de todo
0 CONCUrso.

No concurso Eureka, também nio se aceitam respostas
ndo explicadas. Pretendo com isso: 1) fomentar a reflexiio
sobre o que se faz e, assim, trazer a niveis superiores de cons-
ciéncia o que muitas vezes é feito quase inconscientemente;
2) aprender a convencer-se a si mesmo (e aos outros) da ra-
zoabilidade do que se faz e dos resultados a que se chega; 3)
«fotografar» mentalmente estes momentos para que consti-
tuam uma reserva de experiéncia matematica. Esta activida-
de, de cardcter metacognitivo — falar do que se pensou e fez
— ¢&, por ventura, uma das mais importantes para melhorar
0 raciocinio matemadtico.

Um outro problema da mesma final consistia em trans-
formar uma mesa:

De vectangulo para quadrado?!

As refeigdes sdo servidas em mesas rectangulares cuja dimen-
sdo maior (comprimento) & o triplo da sua menor dimensio
(largura).

Se a mesa tivesse menos 3 metros de comprimento e mais
3 metros de largura entdo o seu tampo teria a forma de um
quadrado.

Quais sdo as dimensdes da mesa?

Vejamos os dois tipos de resposta certa, completamente di-
ferentes no estilo. Primeiro, a do Pedro, na tabela 1.

Na primeira tabela estio virias mesas rectangulares-em que o
comprimento € triplo da largura. Na segunda tabela estio as
mesas que se pbtém tirando 3 metros ao comprimento e acres-
centando 3 metros & largura. Olhando para as duas tabelas vi
que a mesa inicial s6 podia ter 9 metros de comprimento e 3
metros de largura, pois 56 assim obtenho uma mesa quadrada.

t

Rectangulo

Comprimento Largura
3 1

6 2

9 3

12 4

15 5
Quadrado

Comprimento Largura
3—-3=0 1+3=4
6-3=3 243=5
9—-3=86 3+3=6
12-3=9 44+3=7
15-3=12 5+3=8
Tabela 1.

Também sei que néo hd mais nenhuma solugfio, porque a dife-
renga entre o comprimento e a largura comecou por ser 4, de-
pois 2, depois obtive uma mesa quadrada e a seguir a diferenca
volta a ser 2 e a seguir 4 e vai aumentando.

Passados dois anos, o Pedro ji aprendeu que tem de mostrar
que a soluciio que encontrou é dnica, mas continua a traba-
lhar as condigBes do problema separadamente.

Agora, prestem atengdio 4 resposta do Paulo:

Para a segunda condigfio do problema é necessdrio que:
Comprimento — 3 metros = largura 4+ 3 metros

Ora, se retirarmos 3 metros ao comprimento e ainda colocar-
mos 3 metros na largura, a diferenga entre as duas medidas é 6
metros:

Largura Comprimento
L 1 ]

Dif. de s
Agora, se o comprimento ¢ o triplo da largura (1.* condicsio),
significa que a largura € 1 dos tergos do comprimento:

Largura Comprimentn

1/3 /3 13

0

Hovembro | Dezembro || 2008

13




14

B

Figura 1

E tafhbém jd sabemos que a diferenca entre as duas dimensdes é
seis e acabamos de ver que a diferenga entre as duas dimensoes
equivale a 2/3 do comprimento.

Entiio se 2/3 do comprimento é 6, 1/3 é 3 (o que equivale a lar-
gura) e o total é 9, que equivale ao comprimento.
R: O comprimento é 9 m e a largura é 3 m.

1.* condicdo: 9 é o triplo de 3
27 condigin 9 -3 =6e3+3=6

Verificacdo:

Bom, o raciocinio deste mitido e a capacidade de o expli-
car sdo impressionantes. Comeca por combinar duas opera-
¢oes numa sé: subtrair 3 a uma das varidveis e adicionar 3
a outra é o mesmo que adicionar 6 a esta dltima. Implicita-
mente, estd a resolver uma equacio. Depois, considerando
o comprimento como a totalidade, ndo sé relaciona a lar-
gura com aquele — invertendo a relagio explicita no texto
— como deduz a relagio/diferenca entre as duas medidas. E,
finalmente, deduz, a partir do valor dos 2/3, o valor da tota-
lidade. Tudo isto acompanhado de esquemas, nio v4 o pro-
fessor/corrector ndo perceber o que ele estd a dizer! Pode-se
dizer que este aluno ji desenvolveu uma compreensio de
frac¢io a um nivel conceptual e ndo, meramente, procedi-
mental. Fiquei boquiaberta quando o chamei ao palco para
receber o primeiro prémio, nunca o imaginei tio rapazinho,
tal a qualidade das suas respostas! Afinal, ele acabava de
completar o quinto ano de escolaridade e, no ano anterior,
nem sequer tinha ficado colocado entre os cinco primeiros
classificados!

No Eureka nfio descuramos os aspectos emocionais e psi-
colégicos. Os concorrentes tém, sempre, uma segunda opor-
tunidade de resposta — como j4 devem ter percebido — ¢
recebem dicas para melhorarem as suas respostas ou ultra-
passarem eventuais bloqueios.

Um dos problemas do Eureka (2.° ciclo) em 2008 era o
seguinte.

Match Point

Um campeonato de ténis € disputado de acordo com o sistema
knock-out, ou seja, o jogador fica fora do torneio quando perde
uma partida.

Quantos jogadores participaram do campeonato se foram
disputadas 31 partidas no‘total?

Quantas partidas serfo disputadas num torneio se 55 joga-
dores estiverem inscritos?

Aos alunos que bloquearam apontei a seguinte pista: Por
que ndo comegas por pensar num problema mais simples?
Se fossem s dois jogadores, quantas partidas seriam pre-
cisas para apurar o vencedor!
E se fossem trés? E no caso de quatro? E se fossem 57

Esta sugestdo ajuda a formular uma conjectura, isto €, a for-
mular uma afirmacfo cuja veracidade parece razodvel. Tra-
ta-se de particularizar, num primeiro momento, para depois
generalizar. Averiguar da validade da generalizagio e, final-
mente, aplicar ao caso concreto. Este processo completo
constitui a esséncia do raciocinio matematico.

Atentemos numa resposta que usou a pista dada:

1. Ora, para chegar 2 resposta deste problema tem de se
pensar em vdrios outros exemplos, os quais sio:

1 partida = 2 jogadores
2 partidas = 3 jogadores
3 partidas = 4 jogadores
4 partidas = 5 jogadores
Etc.

Reparamos entdo que o nimero de jogadores é sempre
igual ao nimero de partidas + 1.

R: Participaram neste campeonato 32 jogadores.
2. A mesma coisa que o primeiro, s6 que desta vez:
1 jogador = 0 partidas
2 jogadores = 1 partida
3 jogadores = 2 partidas
4 jogadores = 3 partidas
Etc.

Conclufmos que o nimero de partidas € sempre igual ao
ntmero de jogadores — 1.

R: Serdo disputadas 54 partidas.

E claro que nio foi provada, nesta resposta, a conjectura que
o ndmero de jogadores € igual ao nimero de partidas mais
um. Talvez nfio tenha conseguido passar a ideia de que 4, 5,
30, 1000 casos que sejam, ndo sdo suficientes para se ter a
certeza de que uma conjectura ¢ vdlida e pode ser instituida
COmo teorema.

Para confirmar a conjectura, a Sofia apresentou uma
prova a que eu chamaria prética, Ela aproveitou uma suges-

’
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tao ja dada noutro moménto e, por isso, comegou’o torneio
do fim para o principio:

Na final era s6 uma partida, por isso, participaram 2 jogadores.

Na 1\2 final, eram 2 partidas, logo 4 jogadores.

Nos 1\4 de final, havia 4 partidas, logo 8 jogadores.

Nos 1\8 de final, eram 8 partidas e por isso 16 jogadores.
Nos 1116 de final, havia 16 partidas e 32 jogadores.

Ou seja, se somarmos o nimero total de partidas, vai dar
31 partidas, que era o nimero de partidas disputadas no
campeonato, e, por isso, a resposta € 32 jogadores.

A Joana surpreendeu com uma resposta concisa que de-
monstra uma compreensdo notdvel do problema e um ra-
ciocinio légico inesperado, dada a idade dos concorrentes.
Vejamos:

Se hd 55 jogadores e s6 um ganha é porque perdem 54. Como s6
se pode perder uma vez, cada um dos 54 perde uma partida ou
seja sdo necessdrias 54 partidas para encontrar o vencedor.

Enquanto a resposta da Sofia usa uma estratégia de recons-
trugdo, refaz o torneio fase a fase — ainda que do fim para o
principio — a Joana usa uma estratégia de reducdio, a con-
corrente pensa nos jogadores que saem e deduz o que teve de
acontecer para sairem.

Concorrentes houve que nio acharam possivel haver 55
concorrentes, pelo facto do jogo se desenvolver em partidas
entre dois jogadores. Foi-lhes, entio, explicado que, embo-
ra os organizadores dos torneios comecem por inscrever um
nimero par de jogadores, acontece, por vezes, alguns terem
de faltar por lesdo, ou abandonarem a competigio, j4 com
ela a decorrer. Isso ndo pode impedir os seus potenciais ad-
versdrios de participarem. Depois, deste esclarecimento, a
Inés organizou o torneio, segundo os cinones:

® Com 55 jogadores inscritos fazem-se 27 grupos de 2 jo-
gadares (sobrando 1 jogador): realizam-se 27 partidas.

Ficam seleccionados 27 jogadores 4 1 jogador (que so-
brou) = 28 jogadores.

°® Com 28 jogadores fazem-se 14 grupos de 2 jogadores: re-
alizam-se 14 partidas. i

Ficam seleccionados 14 jogadores.

* Com 14 jogadores fazem-se 7 grupos de 2 jogadores: rea-
lizam-se 7 partidas.

Ficam seleccionados 7 jogadores.

* Com 7 jogadores fazem-se 3 grupos de 2 jogadores (so-
brando 1 jogador): realizam-se 3 partidas.

Ficam seleccionados 3 jogadores + 1 jogador (que so-
brou) = 4 jogadores

E por ai fora até encontrar o vencedor, em 54 partidas.

Muitos matemdticos e investigadores pensam que «0s
padrdes sio a verdadeira esséncia da matemitica» . Goldin
descreve, mesmo, a matemética como «a descriciio e o es-
tudo sisteméticos de padrdes» 'S, Entre professores e investi-
gadores em Educagiio Matemdtica, hd uma forte convicgio
de que o trabalho com padrdes — numéricos ou pictéricos
— contribui para construir os alicerces do raciocinio algé-
brico'. No Eureka comegdmos por trabalhar com padroes
pictdricos:

Unm friso regular

O Sr. Joaquim, pedreiro, estd a construir, em mosaicos, o friso
de uma piscina (figura 1). Ora vé como estd a ficar bonito.

Se 0 Sr. Joaquim mantiver sempre a mesma sequéncia, qual
serd o ladrilho que colocard a seguir?

Se o friso levar 130 ladrilhos, quantos peixes serfio necessa-
rios! Se friso levar 134 ladrilhos, quantos ladrilhos com a libeli-
nha serdo necessarios?

Também aqui houve virios tipos de resposta que correspon-
dem a diferentes estddios cognitivos. Alguns concorrentes
descobrem o padréo, a sequéncia que se repete, mas preci-
sam de desenhar a tortalidade do friso para descobrirem o
nimero de peixes e de libelinhas necessdrios. Nao consegui-
ram (ou ndo quiseram) trabalhar a um nivel mais abstracto.

Entre os outros concorrentes, a resposta as duas primei-
ras questdes ndo levantou problemas. J4 a terceira pergunta
tem varios tipos de resposta. Segue-se uma em que o concor-
rente parte do resultado obtido na questiio anterior e con-
centra-se, apenas, nos quatro ladrilhos a mais:

A resposta € 27 libelinhas. Aproveita-se o mesmo cdlculo da
resposta acima dada: 130 : 5 = 26. Se em 130 ladrilhos 26 serio
libelinhas, se colocarmos a seguir mais quatro ladrilhos, pela or-
dem, haverd mais uma libelinha, pois precisamente o quarto e
dltimo ladrilho corresponde ao lugar que a libelinha ocupa na
sequéncia. !

Alguns alunos, na terceira pergunta, recorrem, novamen-
te a divisdo:
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Seguindo o mesmo raciocinio, dividimos 134 por 5 e obtivemos
26 e resto 4. Como em cada sequéncia de 5 hd uma libelinha, e
esta se encontra em quarto lugar na sequéncia, temos mais uma
libelinha e assim 26 + 1 = 27 libelinhas.

E que dizer da seguinte resposta?
Séo precisas 26,8 libelinhas, porque 134 : 5 = 26, 8.

O concorrente identificou bem a sequéncia e tudo correu
bem com os peixes pelo facto do quociente ser um niimero
inteiro. Se a divisdo por 5 funcionou no primeiro caso, por
que ndo voltar a fazé-la? O concorrente calculou antes de
pensar e isso levou-o a esquecer-se que havia 134 ladrilhos
intéiros e ndo bocados deles. Nesta situacio, h4 trés realida-
des: a totalidade dos ladrilhos, a sequéncia que se repete e
os ladrilhos enquanto objectos individuais. Na resposta pa-
rece haver uma assimilagiio do objecto individual ao grupof
sequéncia — se este nfo é completo, o ladrilho s6 contribui
com um bocado. Aparentemente, na sua experiéncia com a
divisdo como formagio de grupos, nunca se confrontou com
grupos incompletos em que tivesse de interpretar o que se
passava ao nivel dos elementos do grupo. Para este concor-
rente, a divisdo inteira (ou euclidiana) ndo existe.

Uma convicgio das criangas deste nivel etdrio — que
vem naturalmente das suas experiéncias anteriores — € que
um problema tem sempre soluciio e esta é tnica. Conven-
cé-los (e aos pais) de que a resposta estd incompleta, quan-
do apresentam uma sé solugio e o problema tem mais, é
um caso bicudo. Mas nfio € sempre assim! No Eureka —
1.° ciclo (2007), o nono problema tinha uma infinidade de
solugBes:

No poupar é que estd o ganho

No seu aniversdrio, deram ao Francisco um mealheiro e ele
decidiu retirar da sua semanada, todos os dias, trés moedas:
uma de 5 céntimos, outra de 10 céntimos e ainda outra de 20
céntimos.

Quando o mealheiro ficou cheio, o Francisco abriu-o e ve-
rificou que tinha um niimero exacto de euros, nem um céntimo
a mais, nem um céntimo a menos.

Quantos dias demorou o Francisco a encher o mealheiro e
quanto conseguiu economizar!

Depois de receber as primeiras respostas, a maioria com
uma solugio apenas — 7 euros, 0 menor niimero que satis-
faz as condigdes do problema — enviei a seguinte mensa-
gem: Tens a certeza de que o Francisco s6 economizou isso!
Tao pouco!!

Foi um alerta e alguns concorrentes perceberam, entio,
que havia mais solugbes, mas o tamanho dos mealheiros é
limitado e a certa altura — af pelas 120 moedas — achavam
que era impossivel o Francisco ter poupado mais dinheiro.
A questio pritica colidia com o modelo tedrico: de facto
nio hd informaciio para optar por esta ou aquela solugio; te-
oricamente todas as solucdes sio boas.

O Gongalo percebeu o que estava em causa e escreveu:

O Francisco retira todos os dias uma moeda de 5 céntimos, ou-
tra de 10 céntimos e outra de 20 céntimos, o que dd 35 cénti-
mos por dia.

No dia em que o Francisco abriu o mealheiro este estava
cheio e tinha uma quantia certa em euros.

Somando todos os dias 35 céntimos, apenas no 20° dia dd
conta certa, 7 euros.

Ao dia 40 d4 14 euros, ao dia 60 d4 21 euros, etc. De 20 em
20 dias reparei que d4 sempre euros certos.

Como niio sabemos a dimensio do mealheiro, pode haver
varias respostas, pode ser 20 dias e 7 euros, 40 dias e 14 euros,
60 dias e 21 euros, etc.

Para dar conta certa somamos sempre 20 dias e somamos
sempre 7 euros.

Mas havia quem resistisse em aceitar 0 modelo teérico... E
houve um pai que teve uma atitude muito pedagégica:

(...) Punha-se, agora, outro problema — Qual a capacidade do
mealheiro? Quantas moedas nele caberiam? E isso nio nos é
dito no enunciado.

Assim, com a ajuda do meu pai e de uma proveta graduada
em cm?, medimos o volume aproximado das trés moedas (0,20
€; 0,10 €; 0,05 €).

Para isso, deitdmos dgua na proveta até 2 marca de 5 cm® e
depois depositdmos as 3 moedas e verificdimos que a proveta fi-
cou a marcar 7 cm?, pelo que as 3 moedas ocupam um volume
igual a 2 cm® (7 — 5).

Resolvemos fazer uma tabela em que se pode verificar que
o mealheiro podia ficar cheio ao 20.° dia (7 euros) e a todos os
seus miltiplos, tudo dependendo do niimero de moedas que 14
coubessem, isto €, da sua capacidade.

E seguia-se a tabela que, por falta de espaco, nfio se reproduz
aqui.

Na final do Eureka (2008), naturalmente satisfeito com o
lugar alcangado na final, um concorrente nio deixou de ma-
nifestar a sua perplexidade:

«Uma coisa que me deixa confuso é que, na escola, a minha
colega M tem sempre melhores notas a matematica do que eu,
mas, nas duas finais do Eureka, eu fiquei sempre muitos lugares
acima dela!».

Os programas do Ensino Bdsico sdo bem explicitos. Ao ele-
gerem, como capacidades transversais, a resolucio de pro-
blemas, o raciocinio matemdtico e a comunicacio, expres-
sam uma concepgao da matemdtica mais como um processo
do que como um produto, mais como um conjunto de ideias
de que como um conjunto de regras e resultados. Os pro-
gramas recomendam que o0s novos conceitos sejam introdu-
zidos e trabalhados a propésito da resolugio de problemas,
mas muitos professores ndo acreditam no Sbvio: as crian-
gas sdo capazes de inventar procedimentos correctos para
resolver muitas situagdes problematicas, estdo aptas para de-
senvolverem estratégias aritméticas ou outras, sem ensino
formal, sdo capazes de adicionar e subtrair para resolverem
problemas, antes de aprenderem, formalmente, aquelas ope-
ragdes, porque atendem ao conteddo seméntico da situacio
para construirem uma eficaz representagio mental.

Vamos entdo deixar que as criangas desenvolvam atitu-
des e convicgdes que espelhem uma visdo de uma matema-
tica desafiante, criativa e interessante, uma matemdtica que
faz raciocinar!
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Raciocinio no novo programa de maremaica

0 Programa de Matematica do Ensino Basico, recenfemente _Immulagann. fem & parficularidade de apresentar, pela primeira vez, «frés orandes
capacidades fransversais» @ par com os femas matemalicos em vez de a propdsito dos femas matematicos como tem sido regra al@ aqui nos
documentos curriculares oficiais porfugueses. Enfre estas Irés capacidades a que & dado um lugar de destague, estd o raciocinio matematico.

Dado o fema desta revista, pediu-se a alguns colegas que, de forma mais formal. j@ comecaram a frabalhar com este programa, uns como formadores
nutros como experimenfadores, que dessem o Seu confributo para este nimero escrevendo sobre: Como  que o5 noves programas do Ensino B@sico
confemplam @ guestdo do raciocinio mafemalico? Apresentam-se agui os textos com que cada um dos colegas respondeu o nosso desafio.

Discufindog

Teresa Oloa Duarte

O raciocinio matemdtico é uma capacidade que todos os
alunos, em todos os ciclos de ensino, tém que ter oportuni-
dade de desenvolver. A ideia de que esta capacidade s6 esta
a0 alcance de alguns alunos, com maior aptidio para a Mate-
madtica, tem que ser combatida, bem assim como aquela que
a associa a um nivel etdrio mais alto, por se pensar que os
alunos dos primeiros anos ndo tém maturidade matematica
para se envolverem neste tipo de trabalho.

Uma leitura do Programa de Matemitica do Ensino Bd-
sico deixa bem claro que esta capacidade, bem como as ou-
tras duas 14 explicitadas, a resolucio de problemas e a co-
municacio matematica, deve ser desenvolvida nos alunos

’
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desde a sua entrada no primeiro ano e constitui a0 mesmo
tempo um objectivo de aprendizagem e uma orientacio me-
todolégica para o trabalho a realizar na sala de aula.

Desenvolver a capacidade de resolucio de problemas e promo-
ver o raciocinio e a comunica¢io matematicos, para além de
constituirem objectivos centrais neste programa, constituem
rambém importantes orientagdes metodoldgicas para estrutu-
rar as actividades a realizar em aula. (...) o professor deve dar
atengfo aos raciocinios dos alunos, valorizando-os, procurando
que eles os explicitem com clareza, que analisem e reajam aos
raciocinios dos colegas.

Programa de Matemdtica do Ensino Bdsico, p.9
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A casa do Jodo tem uma escadaria com 10 degraus. 0 Jodo sohe-
a de diversas maneiras, dando passos de um degrau ou saltan-
do por cima de um degrau.

De guantos modos diferentes pode o Jodo subir as escadas
nestas circunstancias?

Adaptado por Ana Boavida, Hélia Oliveira, Leonor Santos e
Susana Carreira de uma tarefa do site:

http://nrich.maths.org
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Unma estratégia possivel € comegar por considerar uma escada mais pequena, com um degrau, com dois de-
graus e, por diante, até se conseguir estabelecer uma conjectura.

Em seguida, o objectivo é validar a conjectura, apresentando argumentos que justifiquem a sua veracidade

sem qualquer divida.

Este processo € muitas vezes utilizado na resolugiio de problemas e nas investigages, pelo que os alunos de-
vem ser confrontados com ele, em diferentes situacoes.

Tarefa 1

A concretizacio do que atrds estd preconizado néo € facil,
principalmente quando os professores trabalham sozinhos
com os seus alunos, nio discutindo ideias, nio confrontando
pontos de vista, nem partilhando experiéncias. Uma virtude
indiscutivel que pode ser atribuida ao Plano da Matemdtica
€, exactamente, o facto de ter proporcionado, em muitas es-
colas, uma nova dinimica de trabalho entre os professores,
comegando a reunir semanalmente, a realizarem planifica-
¢Oes em conjunto e a partilharem a sala de aula.

Este ¢ 0 caminho que poderd levar a uma alteraciio efec-
tiva do insucesso em Matemdtica, pois o facto de os profes-
sores trabalharem uns com os outros em cada escola e mani-
festarem a vontade de melhorar as suas praticas a partir das
experiéncias e das discussdes que vio conhecendo e fazen-
do, é o principal meio para criar uma nova motivagio dos
alunos e dar resposta aos seus interesses e dificuldades.

O desenvolvimento do raciocinio matematico dos alu-
nos € um objectivo que exije a convicgio dos professores
sobre a sua importancia e a troca de ideias sobre a forma de
0 congretizar. Esta concretizagio inclui a definicio clara do
tipo de trabalho que se deve desenvolver em cada ciclo e
que € adequado ao nivel etdrio e de conhecimentos dos alu-
nos, sem que isso signifique uma subvalorizacio das suas ca-
pacidades, como muitas vezes acontece.

El

Considerando, agora mais especificamente, o 3° ciclo,
pode ler-se no Programa o que se entende por raciocinio
matemartico:

Ao realizarem exploragdes ¢ investigaces, os alunos racioci-
nam indutivamente quando procuram generalizar propriedades
encontradas num determinado conjunto de dados. As suas ex-
periéncias matemdricas devem permirir-lhes identificar exem-
plos, contra-exemplos, definigdes, convencies, propriedades
deduzidas e demonstracdes. Neste ciclo de ensino, os alunos
realizam cadeias curtas de deducdes quando resolvem proble-
mas e quando fazem demonstragtes simples, tanto de resulta-
dos cldssicos (como o teorema de Pitdgoras) como de resultados
das suas investigacoes.

Prevé-se uma aprendizagem progressiva dos métodos de de-
monstragio. Para tal, devem ser criadas oportunidades para os
alunos elaborarem raciocinios dedutivos do tipo Se ... entdo ...
Em todos os temas, o professor deve decidir da oportunidade
de demonstrar certos resultados e de organizar as etapas de in-
vestigaciio e demonstragio. Um outro aspecto do raciocinio
matemdtico € a capacidade de argumentagiio apoiada em pro-
cedimentos, propriedades e conceitos maremdticos. Para o de-
senvolvimento desta capacidade é essencial estimular os alunos
a fundamentarem matematicamente as suas afirmacdes, em to-
das as actividades matemdricas que realizarem. (p. 63)

r
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Considere geoplanos de diferentes areas (1x1, 2x2, 3x3, ...] e segmentos
obtidos a partir da unido de dois pregos. Para cada um dos geoplanos, quantos
segmentos com diferentes comprimentos se podem identificar?

Adaptado por Ana Boavida, Hélia Oliveira, Leonor Santos e Susana Carreira

de Principios e Normas para a Matemdtica Escolar, 2007, p. 314.

. O principal interesse desta tarefa estd no facto de ela proporcionar uma experiéncia aos alunos, bastante di-
1’_ " ferente da anterior, pois se, por exemplo, se construir uma tabela em que aos diferentes geoplanos estejam
g associados o niimero de comprimentos diferentes que se podem contar, surge também uma conjectura. No

entanto, quando se vai proceder 4 sua validagio verifica-se que ela ndo é vilida e que se consegue encontrar

um contra-exemplo que mostra a sua falsidade.

Tarefa 2

Para concretizar as ideias apresentadas neste excerto do Pro-
grama é necessdrio diversificar o trabalho que se propde aos
alunos, e tornd-lo continuado ao longo do ciclo. As duas ta-
refas que se seguem valem apenas como dois exemplos dos
muitos que se poderdo analisar e discutir, neste Ambito.
Numa reuniio de Acompanhamento do Plano da Ma-
temdtica, a discussdo da primeira tarefa revelou-se bastante
interessante, pois de infcio os professores s¢ apresentavam,
como estratégia de resolucfio, o recurso ao cdlculo combina-
tério, o que nfo era acessivel aos alunos do 3° ciclo. A des-
coberta de outras estratégias, o resultado inesperado,  parti-
da, a que chegaram e a sua justificagio deram origem a uma
discussdio extremamente rica, observando-se um grande en-
tusiasmo quer na resolugio quer na discussio. Os professo-
res presentes aperceberam-se que terdo eles préprios que de-
senvolver uma actividade matemadtica mais activa do que
a que usualmente realizam e que é muito colada a questdes
de aplicacio directa de contetidos, ndo obrigando a defini-
¢io de estratégias de resolugiio, pois estas sio previamente
conhecidas. A importincia da definicio de estratégias foi
muito discutida, sendo os professores uninimes em con-
cordar que os alunos sdo pouco sujeitos a este tipo de tra-
balho e que esta discussio os fez aperceberem-se de como
eles proprios estdo «programados» para uma ou duas reso-
lugdes «tipo». Foi visivel que esta tarefa levou os profes-
sores a reflectirem sobre o trabalho que desenvolvem com
o0s seus alunos e sobre a necessidade de introduzir situagdes

v

que contribuam para o desenvolvimento do seu raciocinio
matematico. Nesta discussio foi ainda referido que o modo
como o professor resolveu a tarefa que estd a propor aos seus
alunos pode determinar a orientagio que ele lhes d4 na sala
de aula, pelo que se revela de extrema importancia a prepa-
racdo deste tipo de aulas, tentando o professor previamen-
te encontrar diferentes estratégias de resoluciio para poder
apoiar as diferentes abordagens a situagio que os alunos pos-
sam fazer.

Quanto & 2* tarefa é importante que os alunos percebam
que, apesar de ser importante partir da experimentacio de
alguns casos, em muitas situagdes que se colocam, é neces-
sdrio validar com seguranca as generalizacdes que se fazem
a partir destas observagdes. Os alunos devem ser habituados
a serem saudavelmente desconfiados, nio confundindo con-
jecturas com afirmagdes verdadeiras e, como é referido nas

Normas de 2007:

Com alguma frequéncia, os alunos deverdo discutir o seu racio-
cinio com o professor e os colegas, explicando em que se base-
aram para formular as suas conjecturas e a légica das suas afir-
macOes matemdticas. Através desta pritica, os alunos deverdo
tornar-se mais competentes na utilizacio adequada do racioci-
nio indutivo e dedutivo. (p. 310)

Teresa Olga Duarfe
Escola Secundaria c/ 2° e 3° Ciclos Rlfredo da Silva

P
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fl ideia de que aprender Matemafica @ fazer Matemahr;a iife hoje uma grande. unanimidade entre os educadores matemalicos.

Pressupondo uma idenfificacao entre apramia ﬁﬁt&

K

Igompreender a sua nafureza, esta ideia tradoz as perspectivas acluais

de gue aprender & sempre pruﬁ%@%# _;mge ﬂaﬂﬂ‘wﬂaﬁe Mafematica dos alunos. as investigacoes devem merecer um lugar

ﬂEStﬂCﬂﬂU 1 :\':.
silva, Veloso, Porfino e Rbranfes (1393, p. 71]

Ao analisar o Programa actualmente em’ vigor e o Novo
Programa de Maremitica do Ensino Basico, verifica-se que
em ambos sdo feitas referéncias ao Raciocinio Matematico
como uma das capacidades a desenvolver.

No documento Programa de Matemdtica para o 3.° ci-
clo (1991) o desenvolvimento do raciocinio surge somente
1o inicio do documento como um objectivo Geral e como
uma capacidadefaptido. 4 no Programa de Matemitica do
Ensino Bisico que agora se propde e que cuja experimenta-
£30 jd teve inicio com algumas turmas piloto, o raciocinio

1 "

b

apresenta-se como uma capacidade transversal a desenvol-
ver ao longo dos trés ciclos e que devera estar presente em
todos os temas. De facto, analisando com maior detalhe o
programa destinado ao 3.° ciclo, verifica-se que em todos
0s temas sAo sugeridas tarefas essenciais ao desenvolvimen-
to do raciocinio, nomeadamente: (i) resolucio de proble-
mas, (ii) rarefas de investigagio e exploracio e (iii) formu-
lagio de conjecturas. Também os recursos sugeridos trazem
um contributo importante para a concretizagio das tarefas
de natureza ndo rotineira.

Depoimento 02
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Recorda:

Poligono concavo
0 prolongamento de dois lados
atravessa o poligono.

Figura 1.

No final da secciio destinada ao 3.° ciclo o racioci-
nio matemitico é referido como sendo (i) uma capacida-
de transversal, (ii) um propésito principal de ensino e (iii)
um objectivo geral de aprendizagem. Mas a importincia ¢ o
peso que € dado ao desenvolvimento do raciocinio torna-se
ainda mais evidente na pdgina 64 onde sio apresentados os
objectivos especificos do Topico: Raciocinio matemdtico, que
consiste entre outros em (i) formular, testar e demonstrar
conjecturas, (ii) identificar e usar raciocinio indutivo e de-
dutivo e (iii) seleccionar e usar virios tipos de raciocinio e
métodos de demonstracio.

Em paralelo com os objectivos sio também apresentadas
sugestdes para a sua concretiza¢io, nomeadamente:

Proporciona situagoes em que os alunos raciocinem indutiva-
mente (formulando conjecturas a partir de dados obtidos na
exploracgio de regularidades) e dedutivamente (demonstrando
essas conjecturas).

Quando se apela & capacidade de investigar e descobrir pro-
priedades e conceitos matemdticos, os recursos e as tarefas
que se disponibilizam aos alunos deverio ser potenciadores
do desenvolvimento dessas capacidades, nomeadamente e
como refere o documento Principles and Standards for School
Mathematics (NCTM, 2000), as tecnologias sdo wm contributo
fundamental no ensino da Matemdtica, ao facilitarem a visuali-
zacdo de ideias matemdticas, a ovganizagdo e andlise de dados.
Vejamos entdo um exemplo de uma tarefa de Geome-
tria aplicada a uma turma de 7.° ano, com o recurso a um
ambiente de geometria dinimica, cujo objectivo se prende
com a exploraciio de poligonos convexos e a descoberta de
processos para encontrar a soma dos seus Angulos internos.
As duas primeiras questdes sugerem, aos alunos, que dese-
nhem um quadrildtero, um pentdgono e um hexdgono, con-

Poligono convexo
0 prolongamento de gualguer
lado nao atravessa o poligono.

vexos, e que para cada um deles calculem a soma dos seus
dngulos internos. A nogio de poligono convexo e poligono
concavo foi apresentada (figura 1) no inicio do enunciado
da tarefa.

O Jodo e o Daniel desenharam os poligonos que eram
pedidos, sempre com a preocupacio de verificar se estes se
mantinham convexos. No entanto, quiseram verificar o que
acontecia quando o poligono era cdncavo,

Daniel — Deixa-me medir Jodo.

Jodo — Agora, temos de somd-los.

Daniel — Sim, eu somo.

Jodo — E agora? Temos de mover um dos vértices.
Daniel (movendo o rato) — O valor da soma também
se mantém.

Jodo — S6 se mantém se tu fizeres convexo, tenta 14 fa-
zer sem ser convexo. Ves, isso muda logo.

Daniel — O que se conclui € que basta ser convexo e o
valor da soma mantém-se. Stéra, j4 detectdmos um erro
nesta coisa, € que sendo convexo o valor da soma man-
tém-se sempre.

O Jodo e o Daniel construiram um contra-exemplo. Através
da manipulacio com o Geometer s Sketchpad, transformaram
poligonos convexos em cdnecavos para, segundo eles, verem
o que é que acontecia. Assim, verificaram que o valor da
soma dos dngulos internos ndo se mantinha.

Nas questdes seguintes, era pedido que relacionassem a
decomposiciio dos poligonos em triingulos e a soma dos seus
dngulos internos. Para tal, apresentou-se um quadrildtero ja
decomposto (figura 2) e pedia-se que os alunos justificassem
esta decomposi¢io.
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Figura 2.

Resolveram desenhd-lo com o auxilio do Geometer’s

Sketchpad.

Jodio — E convexo, mas ndo tem quatro lados, isto aqui
conta como lado nio é?

Daniel — Isso foi ele que decompds.

Jodo (pegando no rato) — Agora vamos ver os dngulos.
E melhor. D4 360°. “Completa tu essa justificagio” St6-
ra, 0 que € que nds temos de fazer aqui?

Professora (aproximando-se) — O Rui descobriu que a
soma dos dngulos internos de um quadrildtero era 360° e
resolveu tentar perceber porqué, entdo decompds o qua-
drildtero. Sabem o que é decompor?

Daniel — Sim.

Professora — Depois dessa decomposiciio foi justificar
porque € que dava 360°.

Daniel — Ah! E por causa da soma dos lados do tridn-
gulo dd sempre 180° e dois tridngulos 180 + 180 d4 360.
Estds a ver Jodo? ¥

Professora — Dos dngulos, a soma dos dngulos.

Procederam da mesma forma para o pentdgono e no relaté-
rio registaram:

A soma dos angulos internos de um trifingulo é sempre 180°.
Entdo o Rui uniu dois tridngulos formando um quadrado. Entdo
180 mais 180°, que é a soma dos dois trifingulos da 360°.

Nés decompusemos o pentdgono e transformamo-lo em trés tri-
dngulos..

@ O

180° x 3 = 540° que € o valor dum pentdgono convexo.

Quando estio a utilizar um programa de geometria dinimica
os alunos validam as suas descobertas normalmente através
da manipulagio. Parece ser, talvez, necessdrio um trabalho
mais longo no tempo, para que a validagio e a demonstra-
¢Ao de conjecturas entre de forma natural nos processos de
investigacio utilizados pelos alunos.
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Do novo Programa de Maremtica, que me encontro a lec-

.clonar numa turma pﬂota de 5° ano, para além dos critérios
de dlwsxblhdade por 2, 5 e 10 passaram a fazer parte também
os critérios de divisibilidade por 4, 3 ¢ 9. A aula que dei, so-
bre o3 referidos critérios, foi planificada de modo a que es-
tes ndo fossem simplesmente transmitidos e posteriormente
treinados, mas que houvesse algum envolvimento por parte
dos alunes. Estava ciente que os critérios de divisibilidade
por 4, 3 e por 9 dificilmente seriam descobertos e que te-
ria de ter neste easo um papel mais interveniente. Da tare-
fa criada para o efeito consta uma grelha (figura 1) que foi
analisada e discutida primeiramente (parte nio sombreada)
e depois completada pelos alunos (parte sombreada). Era es-
perado que estes descobrissem:

o ™

® s nhmeros pares sao divisiveis por 2

s 05 nimeros que tém O ou 5 nas unidades sao divisiveis
por 3

® s ntmeros que sdo divisiveis por 10, também sdo divisi-
veis por 5

® (s nimeros que sao divisiveis por 9 também sdo divisi-
veis por 3

® o3 numeros que sao divisiveis por 4 também sao divisi-
veis por 2

para depois os conduzir aos critérios de divisibilidade. Con-

tudo, sem interferéncia da minha parte, provavelmente por-

que ja o sabiam, os alunos, enunciaram o critério de divisi-

bilidade por dois «todos os ndmeros terminadosem 0, 2, 4, 6
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Figura 1.

ou § sao divisiveis por dois» ou «todos os niimeros pares sido
divisiveis por 2». Também os critérios de divisibilidade por
5 e por 10, respectivamente: «todos os niimeros terminados
em 5 ou 0 sdo divisiveis por 5» e «todos os nimeros termina-
dos em 0 sdo divisiveis por 10», foram referidos por parte de
alguns alunos. Paralelamente foram rambém surgindo justi-
ficagbes: «basta ver a tabuada dos 5 é sempre 0, 5, 0, 5», «a
do 10 termina sempre em 0», «...um nimero divisivel por
10 também € por 5...». E assim rapidamente se chegou as
conclusdes pretendidas e foram registados os critérios de di-
visibilidade para 2, 5 ¢ 10. Embalada por estas «cantilenas»
que hd anos me venho habituando a ouvir, fui deixando a
aula avangar sem grande preocupagio de justificactes um
pouco mais elaboradas.

Chegada a altura de introduzir o critério de divisibilida-
de por 4, pedi aos alunos que observassem com atencio os
nimeros que na tabela eram divisiveis por 4. Estes, seguin-
do a mesma légica das afirmagdes que haviam feito para os
nimeros divisiveis por 2, 5 ¢ 10 referiram: «sdo os nimeros
pares», «s30 os nimeros terminados em 6, 8, 2, 0, 4». Fui
contrapondo, procurando contra-exemplos na prépria tabe-
la. A Maria bastante perspicaz, afirmou «pois é, todos os que
sio divisiveis por 4 sio pares mas nem todos os pares sio di-
visiveis por 4». Pedi-lhes entfio que observassem nio sé o
dltimo digito mas os dois dltimos digitos. Depois de algum
siléncio ouvi «j4 sei tem de ser um nimero da tabuada dos
quatro» o que alguns colegas corrigiram «miiltiplo de qua-
tro». Depois de se verificarem mais alguns exemplos avan-
cei com o critério: «um ndmero € divisivel por 4 se o niime-
ro formado pelos dois tltimos algarismos desse nimero for
mdltiplo de 4». Neste momento, o Ciprian referiu: «tam-
bém podemos ver se tirarmos quarenta aos dois Gltimos ni-
meros». Ainda estava a pensar no que o Ciprian havia dito
jd a Maria afirmava: «ndo podes tirar quarenta quando o ni-
mero é menor que quarenta». Aproveitando a siléncio do
Ciprian, referi que este tinha alguma razio mas avancei. Era
meu objectivo terminar os critérios naquela aula. Contudo,
senti de imediato que havia feito uma opgio errada.

Assim, iniciei a aula seguinte colocando aos alunos, de
novo, a conjectura apresentada pelo Ciprian. Pedi-lhes que
pensassem um pouco mais sobre 0 que o colega havia con-
jecturado na dltima aula. Depois de testarem alguns exem-
plos aceitaram que o Ciprian tinha razio, nos casos em que
era possivel tirar quarenta. Solicitei entfio & turma que pro-
curasse uma justificagiio para o facto de, ao tirarmos quaren-
ta, a um nimero divisivel por quatro, este se manter divisi-
vel por quatro. Em virtude de nfio obter nenhurra resposta,
nem do préprio Ciprian, questionei os alunos se o niimero
40 era divisivel por 4. A resposta foi imediata: «sim». Neste
momento houve algum burburinho na aula. Os alunos fala-
vam com os seus colegas do lado havendo vérias interven-

Namero| :2 4 5 | 0 | 3 '8
'I'!E X X
69 X
126 X X X
1028 X X
202 | X X
125 X
7
250 X X X
wea | X
1740
3267
6123
8256
X X X X

¢oes da qual registei apenas uma: «se tirarmos um mdltiplo
de 4 ficamos com um muiltiplo de 4». A discussdo tornou-
se neste momento pouco organizada, os alunos iam falando
sem esperar pela sua vez referindo-se a outros niimeros, miil-
tiplos de quatro que também se poderiam retirar. Para ter-
minar com a confusio gerada, pedi & Adriana para resumir
o que tinham descoberto. E mais uma vez fui surpreendida:
«estivemos a ver que o que o Ciprian descobriu € (til pois o
maior nimero em que termina um multiplo de quatro é no
96, se a 96 tirarmos 40 ficamos com um nimero nosso co-
nhecido da tabuada».

Este episédio levou-me a reflectir sobre como, por vezes,
deixamos «fugir» nas nossas aulas oportunidades de levar os
alunos a desenvolver a sua capacidade de raciocinio. Apesar
da aula ter sido pensada numa perspectiva de formulacio e
testagem de conjecturas, momentos como estes, que partem
da intervengio dos alunos, sdo uma mais valia significativa
do processo de ensino«aprend}izagem‘ Toda a discussiio que
se desenvolveu em torno da conjectura do Ciprian conferiu,
de certo, maior significado As aprendizagens efectuadas pelos
alunos.

Irene Segurado
Escola Basica 2.3 de Hontelavar
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Maleriais para a aula de Matemalica

0 PrecodaTv

O material de sala de aula que aqui se apresenta foi adapta-
do, de uma das subcomponentes da parte oral de um exame
de Matemdtica do 9° ano da Suécia.!

Nesta prova oral os alunos suecos sdo avaliados pela
compreensdo, pela linguagem oral e pelo seu grau de
participagao.

O que aqui se propde é que cada aluno receba o enun-
ciado de um problema — O Prego da TV — que nio precisa
de resolver. Os alunos dispdem de alguns minutos para com-
preender o problema e se familiarizar com a situacio. De se-
guida, recebem um conjunto de resolugdes para o problema.
O professor atribui a cada um dos alunos uma das resolugses
e estabelece a ordem pela qual cada um iré intervir. E pedi-

' Mathematics Test, Year 9, Spring 2004 — Part A — Oral Part, Sto-
ckholm Institute of Education, Skolverket. Outras informagdes sobre
0s testes nacionais na Suécia podem ser encontradas em Ponte et al.
(2006). Programas de Matemdrica no 3" Ciclo do Ensino Bdsico. Lishoa:
CIE-FCUL/APM.

£
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do a cada aluno que apresente a que lhe coube, e que justi-
fique porque a considera correcta ou incorrecta. Depois de
cada apresentaciio o resto da turma pode comentar, apoiar
ou contestar cada apresentacio.

A realizaciio desta tarefa promove nos alunos a compre-
ensdo dos conceitos envolvidos e a comunicacio matemati-
ca com recurso a linguagem matematica.

Uma extensdo da tarefa tal como estd apresentada, po-
derd ser pedir aos alunos que comparem as resolugdes n°s 3,
4,5 e 7: Quais as semelhancas? Quais as diferencas? Havers,
de entre estas resolugdes, umas “melhores” que outras?

Podem ainda ser colocadas questdes como:

— e se a percentagem fosse 20% de aumento e 20% de re-
dugao?
— e se fosse 20% de aumento e 10% de reducio?

fina Luisa Paiva
Esc. Sec. com 3 Ciclo Padre Anfanio Vieira
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Quando os teus colegas terminarem de apresentar as resolugdes que lhes couberam, poderds manifestar-te sobre
elas, por exemplo, comentando-as, colocando questdes ou pedindo explicagdes e justificacBes.
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Materials para a oula de Matematico
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'Reciocinar em {fatematica: com imagens visuais vagase cam intuicﬁﬂf.

Manuel Jodnuim Saralva
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te vagas e avanca em passos atabalhoados e intermitentes,
com recuos frequentes. A

No processo de criagio matemdtica, e para Hadamard
(1996), hd quatro etapas cronolégicas: 1°. Preparacio; 2°.
Incubacio; 3*. lluminacio e 4*. Verificagio. Na sua perspec-
tiva, os caminhos da criatividade residem nfio no consciente
mas no longo trabalho do inconsciente de incubagio e na
selecciio estética inconsciente de ideias que depois passam
para o consciente. Defende, ainda, que emoges poderosas
podem favorecer tipos diferentes da criagio mental. Con-
corda com Poincaré (1996), para quem, na criagio matems-
tica, hd uma intervencio do acaso mas também um trabalho
do incdnsciente, que nio implica nem contradiz o primeiro
— a invencdo toma lugar pela combinacio de ideias; criar
consiste em nio fazer combinagbes indteis e em examinar
apenas aquelas que sdo dteis, € que sdo apenas uma minoria.
A invencio é discernimento, € escolha que, para Poinca-
ré, é governada imperativamente pelo sentimento de beleza
cientifica. Ao inconsciente pertence nio apenas a compli-
cada tarefa de construcio do volume das vdrias combina-
coes de ideias, mas também a tarefa mais delicada e essen-
cial de seleccionar aquelas que satisfazem o nosso sentido de
beleza e que, consequentemente, poderdo ser tteis. Hada-
mard, também, defende que a invengio depende necessa-
riamente de uma ac¢iio preliminar e mais ou menos inten-
sa do consciente. No entanto, este nio estd subordinado ao
inconsciente, antes pelo contrdrio, ele comeca a sua acgio
e define, numa maior ou menor extensio, a direcgio geral
na qual o inconsciente deve trabalhar — o que implica ele-
mentos afectivos, onde a escolha é direccionada pelo senti-
do de beleza.

Muitos outros autores testemunharam o apelo estéti-
co da Matemitica tanto na contemplagiio passiva como na
prépria actividade de investigagio. Para Flato (1994), em
Matemitica estamos sempre a inovar e a generalizar e o pro-
cesso de criacio matemdtica apresenta semelhangas com o
da criagdo artistica.

Hs4, assim, e como resultado da informacio recolhida
sobre a pratica dos matemdticos, uma associacio clara da
inven¢io matemdtica a uma componente estética e a ima-
gens visuais vagas e imprecisas, onde o inconsciente desem-
penha um papel fundamental — a par e direccionado pelo
consciente.

Representacdes concretas e sinais pessoais no pensamento
matematico

Relativamente & ajuda que € oferecida ao pensamento atra-
vés das representacdes materndticas concreras, Hadamard

(1996) afirma:

Acontece-me muitas vezes que depois de ter trabalhado dura-
mente e ter chegado a resultados que estdo perfeitamente cla-
ros e sdo satisfatérios para mim, quando tento colocd-los em
linguagem sinto que tenho de me colocar num outro plano in-
telectual. Tenho de traduzir os meus pensamentos numa lingua-
gem que nio corre equilibradamente com eles. Por isso passo
um vasto perfodo de tempo a encontrar as palavras e as frases
apropriadas.

Para este matemdtico, uma transigio do pensamento para a
linguagem exige sempre da sua parte uma maior ou menor
dificuldade e esforco. O pensamento pode ser acompanha-
do por representages concretas para além das palavras, e as
palavras estdo ausentes da sua mente quando ele pensa; e,
mesmo depois de ler e ouvir uma questdo, toda a palavra de-
saparece no instante em que ele comeca a pensar no assunto
— as palavras ndo reaparecem no seu consciente antes de ter
dado por terminada a investigagio. Os pensamentos morrem
no momento em que eles sio embebidos por palavras. Hada-
mard afirma, ainda, que é essencial realcar que ele se com-
porta desta forma ndo apenas com as palavras mas também
com os sinais (simbolos) algébricos: utiliza-os em cdlculos
faceis; mas, quando o assunto parece mais dificil, os calcu-
los tornam-se demasiado pesados para si. Usa representagdes
concretas, mas de uma natureza completamente diferente.

Este matemsético d4 o seu exemplo na demonstragio do
teorema de que a sequéncia dos nimeros primos € ilimitada.
Para ele, as figuras mentais sio «uma massa confusa»; «um
ponto muito remoto da massa confusa»; «um segundo ponto
um pouco por baixo do primeiro»; «um local algures entre a
massa confusa e o primeiro ponto». Afirma, ainda, que toda
a investigacio matemadrica o compele para a construciio de
um tal esquema, que é sempre, e que deve ser, de cardcter
vago, de modo a ndo ser enganador.

Hadamard apresenta, ainda, um outro exemplo da sua
investigacio — o da sua tese, em que ele tinha de conside-
rar a soma de uma infinidade de termos para calcular a sua
ordem de grandeza. Afirma que ndo viu a férmula em si mes-
ma, mas o local onde ela estaria se fosse escrita: uma espé-
cie de fita, que é mais estreita ou mais escura no local cor-
respondente aos termos possivelmente importantes; noutros
momentos, viu alguma coisa parecida com uma férmula,
mas ndo através de alguma legibilidade (sendo fortemen-
te longa e luminosa), como se ele ndo tivesse deulos, com
letras parecendo mais notérias (embora ainda nio legiveis)
no local onde € suposto ser importante.

Porém, Hadamard faz referéncia a algumas excepgdes.
Birkhoff estava acostumado a visualizar simbolos algébri-
cos e a trabalhar com eles mentalmente. Pélya afirma que a
ideia decisiva que traz a solugio de um problema estd, mui-
tas vezes, ligada a uma palavra ou afirmacio que ilumina a
situacio; ela pode vir antes de uma pequena ideia decisiva
ou a seguir a ela ou talvez nasca ao mesmo tempo; a palavra
certa ajuda-nos a recordar a ideia matemdtica, talvez menos
completamente e menos objectivamente do que um diagra-
ma ou uma notagio matemdtica, mas, de uma forma analo-
ga, pode contribuir para fixd-la na mente. Segundo Hada-
mard, Pélya niio usa as palavras como equivalentes a ideias,
uma vez que utiliza uma palavra ou duas letras para simboli-
zar uma linha completa de pensamento.

Apesar de todas estas excepgdes, para Hadamard as ima-
gens mentais que os matemdaticos usam sdo frequentemente
visuais, podendo também ser de outro tipo, por exemplo, ci-
néticas e auditivas. Dreyfus (1991) defende, também, que a
visualizacio desempenha um papel essencial no trabalho de
muitos matematicos.
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Ainda sobre o papel dos simbolos no pensamento, Ha-
damard socorre-se das palavras de um especialista em lin-
guistica, Prof. Roman Jakobson. Para este autor, os sinais
$30 um suporte necessdrio para o pensamento. Para o pen-
samento socializado (etapa da comunicacio) e para o pen-
samento que estd a ser socializado (etapa da formulaciio),
0 sistema mais usual de sinais € a linguagem propriamen-
te dita; mas, o pensamento interno, especialmente quan-
do criativo, usa de bom grado outros sistemas de sinais que
sdo mais flexiveis, menos padronizados do que a linguagem
e deixam mais liberdade e mais dinamismo ao pensamento
criativo. De entre estes sinais ou simbolos, podemos distin-
guir entre os sinais conVencionais, pedidos emprestados
convengio social, e, por outro lado, sinais pessoas, perten-
centes aos hdbitos gerais, a0 modelo individual da pessoa
considerada e em simbolos episédicos, que sio estabelecidos
ad hoc e s6 participam num acto criativo simples.

Vio muito neste sentido as afirmagoes de Dreyfus (1991)
para quem as representagdes simbdlicas das entidades mate-
mdticas desempenham um papel essencial em Matemstica.
As representacdes recorrem a sinais que apenas podem ser
usados quando ligados a um conhecimento pessoal impli-
Cito, isto €, a um significado. Quando falamos de qualquer
objecto matemdtico cada um de nés relaciona-o com uma
representacio mental do mesmo. Embora se espere que os
matemdticos produzam definicdes mais ou menos semelhan-
[€§ para 0 mesmo conceito, as suas representacies mentais
desse conceito podem variar bastante. Uma representagio
simbélica ¢ escrita ou falada normalmente com a finalidade
de facilitar a comunicaciio sobre o conceito. Uma represen-
tagio mental refere-se a esquemas internos que uma pessoa
usa para interagir com o mundo exterior (e consigo proprio,
muito essencialmente). Também Matos e Serrazing (1996)
afirmam que uma capacidade matemdtica produtiva est4 as-
sociada a representacies mentais ricas, ou seja, que contém
muitos aspectos relacionados com cada conceito.

H4, deste modo, que realcar a importancia das represen-
tagOes concretas no pensamento matematico. No entanto,
€ necessdrio distinguir claramente o papel dos sinais e dos
simbolos. Eles assumem uma forte relevancia ao nivel das
etapas da comunicaciio e da formalizacio, mas ao nivel do
pensamento interno, particularmente na fase de criacgio, sio
0s sinais pessoals que permitem a ligacio a um conhecimen-
to pessoal com sentido. .

Raciocinar em Matematica: intuir, aeneralizar, justificar

A Matemdtica ¢ uma disciplina que trata com entidades
abstractas e o raciocinio ¢ a ferramenta para compreender a
abstracgio (NCTM, 1999). E o que usamos para pensar so-
bre as propriedades dos objectos matemsticos e desenvolver
generalizagBes que aplicamos a todas as classes de objectos
— nimeros, operagdes, objectos geometricos, ou conjuntos
de dados. O raciocinio matemdtico & essencialmente sobre
o desenvolvimento, a justificacio e o uso de generalizacdes
matemdticas. Dreyfus (1991), por sua vez, ao referir-se & abs-
tracco, faz a distingo de dois processos que, conjuntamen-
te com a representagiio, formam a sua base: a generalizagiio e

-

a sintese. Para aquele autor, generalizar é derivar ou induzir
a partir de especificidades, identificar caracteristicas comuns
ou expandir dominios de validade; sintetizar & combinar ou
compor partes de modo que formem um todo, uma entidade
que muitas vezes € mais do que a soma das partes. Concor-
dante com estas afirmagdes, Fischbein (1987) afirma que a
actividade matemadtica envolve trés componentes: a formal,
a algorftmica e a intuitiva. A primeira envolve os axiomas,
as definicoes, os teoremas e as demonstragdes. A segunda ¢
composta de competéncias que podem ser adquiridas atra-
vés de uma pritica e de um treino sistematico. O recurso
a algoritmos € fundamental no raciocinio matematico. Sao
eles que nos permitem uma economia de pensamento adap-
tando um conjunto de procedimentos-tipo a situagBes pro-
blemdricas. A terceira envolve cognigdes que nos aparecem
como evidentes por si préprias. Para este autor, embora pos-
sa parecer surpreendente falar-se de uma componente in-
tuitiva no pensamento matemdtico, o modo como o racio-
cinio matemdtico faz uso da imaginaciio, da visualizaciio, de
todas as nossas vivéncias, e mesmo das nossas caracterfsti-
cas bioldgicas, tém vindo a ser referido cada vez com mais
frequéncia.

Esta componente intuitiva ¢ referida por muitos auto-
res. Para Malcolm (2007), a intuigdo € a apreensio imedia-
ta pela mente, sem o raciocinio. A intuigdo, por definicio,
¢ diferente da razdo: acontece sem raciocinar; € imediata,
holistica, estética, reveladora, inspirada; é sentir, é conhe-
cer tudo de uma vez; ela pode ir aonde a razio nio pode. No
entanto, a seu ver, na pratica, a intuicio e a razio trabalham
em conjunto numa constante acgio combinada. A intuicio
produz uma ideia, e a razio esforca-se para a testar ou desen-
volver. A intuigiio é sobre a criatividade, a imaginacio, a
inspiracio e a revelagiio. Ela est4 ligada 2 razio, mas nio é a
razdo. Segundo Malcolm, no ocidente olha-se para a intui-
¢ao como sendo um processo de geracio de conhecimento e
assegura-se que o conhecimento é testado através da razio.
Isto faz com que a razdio seja o 4rbitro final merecedor do co-
nhecimento e, nesse sentido, superior & intuicio, o que d4
a4 Matemdtica um papel especial, como um modelo de ra-
ciocinio e como uma representacio abstracta e elegante da
verdade. Porém, acrescenta que a razdo sem a intuigio tem
pouco trabalho e ndo encontrard uma orientacio.

Poincaré (1987) foi um dos matemaéticos que escreveu
sobre a ligacio entre a intuicio e a ldgica em Matemitica.
Para ele, as duas tinham o seu papel na criacio matemdtica,
pois a producio da Aritmética, da Geometria, ou de qual-
quer outra ciéncia, necessita algo mais do que a Légica Pura.
A este algo mais, Poincaré designou por Intuigdo.

Para Davis e Hersh (1995), os aspectos nio verbais, es-
paciais e holfsticos do pensamento sao importantes naquilo
que a maior parte dos bons matématicos fazem na realida-
de, embora nio o sejam tanto naquilo que dizem que fazem.
Para estes autores, é razodvel pensar que uma cultura ma-
temdrica que despreza explicitamente os aspectos espaciais,
visuais cinestésicos e ndo verbais do pensamento nio utiliza
totalmente as capacidades do cérebro. Nio dar importancia
aos elementos analdgicos da Matemdtica representa o fe-
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cho de um canal da consciéncia e experiéncia matematica.
Seria decerto melhor desenvolver e usar todos os talentos e
capacidades especiais dos nossos cérebros, em vez de supri-
mir alguns pela educaciio e preconceitos profissionais. Davis
e Hersh sugerem que, em Matemdtica, seria melhor que as
duas metades do cérebro cooperassem, se completassem e se
desenvolvessem uma a outra, em vez de interferirem e esta-
rem em conflito. H4, da parte destes autores, e de maneira
clara e frontal, um apelo para que se viva a Matemética de
forma total e nfo parcial.

Porém, e dentro da actividade matemdtica, o caminho
estreito e delicado do cdlculo formal leva-nos muitas vezes
directainente contra um muro de mistério (Davis & Hersh,
1995). Por exemplo, em 1545, Cardano indica a seguinte
solugiio para a equagio

tmz=n:iz= 3/2—1— Vv—121 + \S/t2+\/—121.

Este resultado origina uma enorme divida e inquietagio
— que significado atribuir a v/—121 (naquela época, as ra-
fzes quadradas de nimeros negativos nfio tinham qualquer
legitimidade; a teoria dos nimeros complexos ndo existia;
como interpretar este simbolo sem sentido?). Para Davis e
Hersh (1995), o que se tem aqui é incompletude e enig-
ma. As necessidades internas da Matemdtica criam pressoes
para que se procurem explicagdes. Somos curiosos. Quere-
mos compreender. A nossa metodologia conduziu-nos a um
novo problema.

Em Marematica cruzam-se, assim, duas actividades fun-
damentais — o uso ¢ a criacio de novas ideias. A utiliza-
ciio de conceitos, de resultados e de técnicas para resolver
um problema concreto envolve normalmente um ciclo de
matematizacio (identificagio dos aspectos matemdticos da
situagdo), manipulagio (transformacio das relagdes mare-
méticas anteriores noutras mais adequadas ao fim em vista)
e interpretacio (estudo dos resultados obtidos com vista a
obter uma solugio para o problema inicial). A transforma-
0 dos conceitos e representagdes matemdticas — a partir
de problemas e questdes ndo resolvidas — dé origem a no-
vos conceitos, relagdes ¢ procedimentos que podem tomar
o seu lugar no corpo do conhecimento matemdtico (Ponte
e Serrazina, 2000). Tal como estes autores afirmam, o ra-
ciocinio matemdtico tem uma dupla natureza — por um
lado apoia-se na intuigfio e, por outro, visa uma progressiva
formalizagéo.

A concluir

Os matemiticos quando-falam sobre a sua actividade de in-
vestigacio fazem referéncia, com frequéncia, ao seu sentido
estético. Associam fortemente & invengio matematica um
conjunto de imagens visuais vagas e imprecisas, reconhe-
cendo, também, o papel muito importante que nela tem o
trabalho do inconsciente. Para além da importéncia das re-
presentacdes concretas no pensamento matemdtico, € real-

¢ada a relevéncia dos sinais pessoais ao nivel do pensamento
interno de cada um — siio estes sinais que déo significado ao
conhecimento matemdtico.

Em Matemdrica identificam-se duas actividades fun-
damentais — o uso das ideias matemadticas e a sua criagdo
apresentando-se o raciocinio matemdtico com duas verten-
tes essenciais: a intuicfo e a formalizacdo. A pratica dos ma-
temdticos leva-nos, assim, a interpretar o raciocinio mate-
mético como aquele que contempla uma vasta componente
geométrica e quantitativa que mistura intui¢do e andlise
com inferéncia e dedugio.

A Matemitica escolar deve, por tudo isto, promover o
uso do raciocinio para fazer conjecturas e aplicar o racio-
cinio intuitivo e dedutivo. O ensino da Matematica esco-
lar deve também ter em conta os aspectos ndo verbais, es-
paciais ¢ holisticos do pensamento, para além dos aspectos
mais analiticos e formais, pois ¢ isso que os matematicos fa-
zem, de facto.
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Raciocinio matemarico na aula: llma-uu'esrﬁu de confianca?

Licinio participou no Programa de Formagdo Continua em
Matemdtica para professores de |° ciclo da Universidade de
Evora. Na primeira sessio manifestou interesse em trabalhar
em resolucdo de problemas com os seus alunos do 3% ano,
pois sentia ser essa uma das suas dificuldades, Numa visita mi-
nha & sua aula, na qualidade de formadora, Licinio propés-se
a explorar eom os alunos o problema Cdicio para os meninos',
que havia sido resolvido e discutido numa sessdo de forma-
cdo no dmbito do tema Nimeros e operages.

Calcio para o5 meninos
O Manuel contou & Carolina que no dia anterior foi ao médico
e que este lhe receitou cdlcio. Deverd tomar um comprimido de
seis em seis horas. A Caroling riu-se. Hd uma semana também
foi ao médico e comegou a tomar um comprimide de cdlcio de
oito em oito horas.

O médico receitou a cada um deles duas caixas cont duas
placas com 24 comprimidos cada.

— Tomo mais do que tu! — disse o Manuel.
A Carolina pensou e respondeu hesitante:

— Sim... mas... mas como comecel antes de i, se calhar...
parece-me que vamos terminar os comprinidos ao mesmo
tempo.. ..

Serd que € mesmo assim?

Licinic entregou aos alunos o enunciado do problema escrito
numa folha A4, mas tinha-lhe alterado o tftulo e acrescenta-
do uma introducdo, bem como reduzido os valores relativos
a quantidade dos comprimidos. Antes do enunciado propria-
mente dito, podia agora ler-se:

Um problema complicado. . .
Para pensatl...
Lé o problema com muita atengdo!

— Antes de resolveres tenta compreender. ..
— Podes fazer esquemas, desenhos, contas, tabelas.
— Responde & pergunta que € colocada

Tabela 1

Licinio incentivou os alunos a resolver o problema, explicando
que poderiam usar estratégias diferentes para além dos cél-
culos habituais e pedindo extrema atencdo na leitura, que foi
feita oralmente. De seguida, os alunos retomaram individual-
mente o enunciado e alguns comecavam a esbogar hipoteses
no papel quando, ac fim de exactamente trés minutos, Licihio
interrompe, afirmando:

Professor: "Estdo a achar complicado, ndo €? Este proble-
ma € muito complicado... Al que ainda ficam blogqueados
sem saber o que fazer... Mas olhem, eu trouxe uma ficha
para vos ajudar a resolver o problema, vamos | ver! Eu vou-
vos dar esta ficha e vocés vdo responder a isto aqui, estd bem?
Vdo responder aqui, eu vou dar uma ajudinha...”

Distribuiu rapidamente uma nova folha por cada aluno e
pediu a atengdo da turma, chamando a vez os alunos ao qua-
dro para fazer a correccdo colectiva das diversas questdes da
ficha que preparara antes:

Como resolver. . .
Pensando de forma organizada, vamos responder as seguin-
tes perguntas:

|. Serd verdade que o Manuel toma mais comprimidos que
a Carolina? Porqué?

2. O Manuel toma quantos comprimidos por dial
E a Carolina quantos toma?

4, Entdo o Manuel durante quantos dias toma comprimi-
dosg!

5. Ea Carolina, durante quantos dias toma comprimidos!
Quem comecou primeiro o tratamento?
Completa:

LR SR comecou a tomar comprimidos ... dias
PAMEIrG quUe ..o s

8. Preenche o seguinte calenddrio deste més de Novembro
(supde que o Manuel foi ao médico no dia 9), registando
na linha de cima os dias em que a Carolina tomou o cél-
cio e na linha de baixo os dias em que o Manuel tomou o
célcio (ver Tabela ).
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Agora Jd és capaz de dizer, conscientemente, se termina-
ram de tomar os comprimidos de cdlcio a0 mesmo tem-
po
10. Assinala a frase verdadeira e completa-a;

s

* Terminaram ao mesmo tempo
* Terminou primeiro a Carolina ...... dias
* Terminou primeiro o Manuel ....., dias

Os alunos foram respondendo as questSes sem aparentar
dificuldades de maior: Apenas o preenchimento do calend-
rio Ihes causou alguma perplexidade: por um lado, pareciam
ndo compreender a sua necessidade ou papel e, por outro,
aperceberam-se que a situagdo descrita permitia mais do que
uma hipGtese, pois ndo sabiam exactamente em que dias os
- meninos haviam iniciado os tratamentos. O professor decidiu
entdo uniformizar a situagio:

Professor: "Vao todos pensar que eles comecaram a to-
mar os comprimidos & terca-feira... normalmente comeca-se
a tomar os medicamentos no dia a seguir a ir ao médico. ..
como ele foi a0 médico na passada segunda-feira, dia 9 de
Novembro, entdo comegou os comprimidos na terca-feiral”

A realizacdo colectiva da ficha demorou cerca de cin-
quenta minutos. Licinio estava visivelmente satisfeito com o
trabalho realizado e deu os parabéns aos alunos, dizendo:

Professor:“Muito bem! Hoje fartaram-se de pensar, de ra-
ciocinar Tiveram de pensar muito para resolver este proble-
ma, ndo foi? Muito raciocinio matemitico...”

12

Figura 2

A turma ndo reagia até que um aluno retorquiu:

Aluno: "Nao foi assim tanto... na ficha dizia tudo o que
era para fazer... eu até achei fdcil..."”

Licinio pareceu ficar suspenso com o comentirio do alu-
no. Criou-se um siléncio na aula e eu aproveitei para pedir au-
torizagdo para que os dois alunos da carteira que eu acom-
panhara apresentassem as resolucdes que entretanto tinham
feito enquanto os colegas seguiam a correccio colectiva. O
professor acedeu prontamente, chamando primeiro Maria,
uma aluna sossegada, muito concentrada, que tinha optado
por um esquema que foi reproduzir ao quadro, explicando:

Maria:“Primeiro fiz pré Carolina... tomou 3 comprimidos
em cada dia... fui desenhando cada dia e contando os com-
primidos até dar 48... depois contei os dias, demorou |6 dias
a tomar os comprimidos todos. Depois fiz pré Manel... to-
mava quatro comprimidos por dia, também fui desenhando
e contando, demorou |2 dias... mas s& comecou a tomar os
comprimidos uma semana depois da Carolina, por isso para
contar os dias do Manel comecei no dia oito... E foi até ao
dia 9. Por isso a Carolina acabou trés dias mais cedo que o
Manuel — porque ela tomou em |6 dias.” (Figura ).

Aturma e o professor ouviram a aluna expor o seu racio-
cinio com atencdo e mostraram-se admirados com a clareza
do seu esquema e explicacdc. Licinio felicitou Maria, que vol-
tou a sentarse muito vaidosa, cedendo lugar ao outro colega.
Diogo, com um estilo muito diferente, aproximou-se do qua-
dro e escreveu calado (ver figura 2). '
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PFense Risho

O professor observou atentamente o esquema, cogandm

© queixo, e perguntou:

Professor: “Mas o que é isso! Explica l4 isso que eu'nio
estou a perceber nada e os teus colegas com certeza tam-
bém nao!” .

Diogo fez um esforco grande para verbalizar mas 13 foi
dizendo:

Diogo:“A Carolina estd em cima... demora |6 dias...”

O professor interrompe:

Professor:“Mas como sabes que sdo | 6]!"

Diogo:"16 x 3 ... fiz mentalmente...

Licinio sorriu e anuiu acenando com a cabe(;a. dizendo:

Profes$or:"Continual”

Diogo: “Sete dias estd sé ela a tomar...
para o primeiro arco.

Professor:“Sim, e depois?”

Diogo:"O Manuel é em baixo... demora |12 dias a tomar
mas sé comeca no sétimo dia. Acabam com diferenca de trés

" — apontando

dias” — apontando para o arco por baixo do 3."Para acaba-

rem no mesmo dia, o Manuel tinha de comegar trés dias mais
cedo!”

O professor fez novamente uma expressao de espanto,
perguntou a turma se tinha percebido, sorriu & comentou:

Professor: “Estou admirado. Tenho de confessar que es-
tou admirado. Andei eu a preparar uma ficha para tornar isto
mais simples. .. com medo que vocés ndo percebessem e afi-
nal... e afinal... Parece que o problema era complicado mas
é para mim..."

Este episddio de sala de aula deu origem a uma interes-
sante reflexdo posterior. Entre outras coisas, discutimos ques-

toes como:

Até que ponto a vortade de o professor ajudar os alunos
perante situacBes que antecipa como mais dificeis ndo os pri-
va da possibilidade de se confrontarem com oportunidades
de desenvolver o raciocinio matemdtico?

Até que ponto o receio do professor propor aos alunos
situacBes que envolvam raciociio matemdtico para além das
rotinas habituais ndo espelha uma falta de confianca em si
mesmo para lidar com possiveis resoluces dos alunos que
eventualmente poderd na aula ndo decifrar imediatamente?

Até que ponto as baixas expectativas do professor so-
bre as capacidades matemdticas dos alunos ndo acabam por
se reflectir de forma negativa nas tarefas que lhes propde,
acabando por as condicionar e limitar; e contribuindo ainda
para reproduzir baixas expectativas dos alunos em relacdo a
Matematica?

"Os professores transmitem expectativas nas suas interacdes
com os alunos durante as aulas (...) [que] vAo determinar as
suas oportunidades de aprendizagem e influenciar a sua crenca
acerca das suas préprias capacidades de ter sucesso em Matermnd-
tica! (NCTM, 2007, p.13)

Pense nisto!

Nofa
| Adaptado de Desenvolvendo o sentido de nimero (Val Il, p. 43),

edicido APM.

Ana Paula Canavarro
Universidade de Evora e CIEFCUL
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Figura 1. Problema Tridngule Duplicado

Mas as referéncias ao raciocinio/demonstragio aparecem em
outros locais do programa. No quadro resumo de objectivos e
competéncias gerais pode ler-se na coluna das capacidadesfapti-
daes: “formular hipdteses e prever tesultados; descobrir relagtes
entre conceitos de Matematica; formular generalizagdes a partir
de experiéncias; validar conjecturas; fazer raciocinios demons-
trativos usando métodos adequados” (p. 4) e, nas sugestdes me-
todolégicas gerais, com o subtitulo Raciocinio dedutivo, refe-
re-se que “o estudante deverd ser solicitado frequentemente a
justificar processos de resolugio, a encadear raciocinios, a con-
firmar conjecturas, a demonstrar férmulas e alguns teoremas”
(p. 11), na avaliacio recomenda-se que em cada periodo “mais
do que um dos elementos de avaliacfio seja obrigatoriamente
uma redacgio matemdtica sob a forma de resoluciio de proble-
mas, demonstraces " (p. 13).

Sem esquecer que a resoluciio de problemas € apontada como “a
contribuicio fundamental para desenvolver a capacidade dos
alunos de raciocinar matematicamente” (p. 7).

Construir, experimentar, descuhrirr. Provar. . . Uma experiéncia
recenfe

A experiéncia que vou relatar desenvolveu-se, talvez, por-
que eu estava envolvida num projecto com computadores
portiteis, tinha uma turma do 10° ano de Matemdtica A
e gostava de experimentar o uso mais regular de um pro-

Figura 2. Sugestao para iniciar a prova

grama de geometria dinAmica na sala de aula para resolver
problemas.
Parti de alguns pressupostos facilitadores do trabalho:

1. osalunos em geral motivam-se mais com problemas que
lhes suscitam curiosidade ou em saber o resultado ou na-
queles em que o resultado parecendo evidente afinal ndo
€ 0 que parecia;

2. tinha disponivel um conjunto de computadores portd-
teis e o facto de estar integrada num projecto Desafios
Sem Fios permitia-me ir discutindo com algumas colegas
de grupo o assunto;

3. era Directora desta turma a que me vou referir, o que
me facilitava o esclarecimento dos pais relativamente ao
trabalho que estdvamos a fazer;

4. tinha um bloco de 90 minutos (componente nio lecti-
va) atribuido para apoio a esta turma, com alguma liber-
dade para gerir como entendesse.

Por isso, resolvi fazer a proposta aos alunos e aos pais, o
apoio seria encarado de uma forma preventiva e para todos.
O trabalho seria desenvolvido com computadores e com um
programa de Geometria Dindmica. A turma, de 28 alunos,
foi dividida em dois grupos de 14, que teriam aula de apoio
de 15 em 15 dias. A ideia era partir de problemas geométri-
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cos, relativamente simples do ponto de vista da utilizacio
da tecnologia, de modo que todos os alunos s¢ fossem sen-
tindo & vontade com o programa usado. Os problemas foram
escolhidos de forma a que nio intimidassem os alunos mais
fracos e que, de preferéncia, desafiassem a intuicdo ajudan-
do a criar a vontade de perceber porque € que determinada
solugio era adequada. Havia também a intencgio, explicita
desde o inicio, de que pretendiamos, por um lado resolver
o problema através de uma construgio e experimentacio e
por outro, provar/demonstrar o que se tinha descoberto.

Triangulo Duplicado

Oemonstracdo

Houve ainda a preocupacio de estabelecer pontes entre
0 que ia acontecendo neste espaco e a aula de Matematica.
Este era um espago complementar mas associado as aulas da
componente lectiva.

Alguns dos problemas que resolvemos sio bem conhe-
cidos, outros talvez um pouco menos. Apresento de seguida
alguns dos problemas propostos aos alunos, para clarificar
melhor o trabalho feito.

Pela construgiio inicial, os trifingulos 1 e 2 tém bases iguais EA = AC e, a sua altura relativa a estas bases parte do
mesmo vértice (ponto B), o que significa que é comum aos dois tridngulos. Assim se prova que os triangulos 1 e 2

tém a mesma area.

Pela construgo inicial, os tridngulos 2 ¢ 4 tém bases iguais BC = CF ¢, a sua altura relativa a estas bases parte do
mesmo vértice (ponto A), o que significa que é comum aos dois triingulos. Assim se prova que os tringulos 2 e 4

tém a mesma drea.

Se a drea do trifingulo 1 ¢ igual A drea do triangulo 2 e se a drea do tridgngulo 2 ¢ igual a drea do tridngulo 4, logo, a

drea do tridngulo 1 € igual & drea do tridngulo 4.

at

Da mesma forma se prova que as dreas dos restantes triangulos sio iguais as dreas dos tridngulos 1, 2 e 4.

Portanto a drea do tridngulo [EFD)] é sete vezes a 4rea do triangulo [ABC).

Ed

Ouadro 1. Prova apresentada pela aluna A
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Figura 3. Problema paralelogramos surpresa

A G

Figura 4. Paralelogramos Surpresa

Problema 1: Trigngulo Duplicado?

Considera um tridngulo qualquer ABC' (figura 1). Cons-
tr6i um novo tridngulo FDE prolongando os lados de
ABC, como mostra a figura, e sabendo que DA =2BA,

i EB =2CB e FC = 2AC. Qual ¢ a relagio entre as dreas
dos tridngulos FDE e ABC!

No infcio, comegdvamos sempre por ler e interpretar em
conjunto o problema e escrever no quadro o que imagina-
vam ser a soluciio (4,5 foram as propostas).

Depois da construcio e experimentagio ndo sobram da-
vidas: a 4rea do tridngulo DEF é sete vezes a drea do trifin-
gulo ABC, mas a prova no se apresentou muito fécil. A su-
gestio: experimentem dividir o tridngulo DEF como indica

: a figura 2 permitiu que, com mais ou menos tempo, muitos
i alunos conseguissem organizar o raciocinio que prova o que
descobriram. Afinal os sete tridngulos tém a mesma drea.

No quadro 1 estd a prova apresentada por uma aluna.

Problema 2: Paralelogramos Surpresa

ABCD ¢ um paralelogramo. P é um ponto qualquer sobre
o segmento DB, diagonal do paralelogramo. HF' // AB e
GE /] AD. Observa os vdrios paralelogramos em que a fi-
gura ficou dividida. Tenta descobrir relacdes entre caracte-
risticas de alguns dos paralelogramos (figura 3).

A generalidade dos alunos ndo teve dificuldade em ve-
rificar que o paralelogramo ficou dividido em quatro parale-
logramos mais pequenos, que os paralelogramos sombreados
tém a mesma drea e que os paralelogramos brancos ndo tém
a mesma drea, mas sao semelhantes.

Menos evidente foi a propriedade: o produto das dreas
dos paralelogramos sombreados ¢ igual ao produto das dre-
as dos paralelogramos brancos. Mesmo assim, porque este
ngo foi um dos primeiros problemas e na altura em que foi
proposto j havia quem experimentasse muito, um grupo de
alunos descobriu esta propriedade no final da primeira aula
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de 90 minutos em que trabalharam este problema (figura 4).
Partindo da figura pode justificar-se que os paralelogramos
brancos sdo semelhantes a partir da semelhanga dos trian-
gulos que os compdem. Daf resulta que

T a—=z

e y?:v(h y) =yla—x),
ou seja as dreas dos paralelogramos sombreados sio iguais.

Qutra demonstragio pode ser feita a partir da igualdade

dos tridngulos ADB e BDC. A diagonal divide o parale-
logramo em dois tridngulos iguais ADB ¢ BDC. Como os
dois tridngulos brancos, dentro de ADB sio iguais, respec-
tivamente, aos tridngulos.brancos dentro de BDC, logo as
dreas dos paralelogramos sombreados também sfo iguais. A

partir daqui € quase trivial a prova de que o produto das 4re- B
as dos paralelogramos brancos ¢ igual ao produto das 4reas
dos sombreados. - Figura 5. Problema Chapéu de Napoledo

4 Triangulos Equilateros — Caso Geral

A Considero o referencial com origem em A.
A(0,0) P(z,0) B(z+y,0).

Nota: o baricentro encontra-se a 1/3 da altura do triangulo,
a partir da sua base.

Altura (h) de [APE]: h? = 22 — (3)2 Sh= -‘g—gx

Altura () de [PBF]: h? = ¢® (g) “h= éﬁy

Altura (k) de [ABCI: h* = (z + y)? (m;y)gﬁ-h= ?{ery)
Entfo @ (ggm)ﬂ (x ig,—gy)es (m;“"’ L +y))
et vertores OF ( Ly ?

Qs (” Nﬁ; ‘F) ¢ RS (Z;- _f(x +2‘y))

— i — il 2
| QR = @8 = || RS || = | =1L

.JI

(Calculos feitos & parte)

Assim ¢ possivel dizer que o trifingulo [QRS] é também equildtero.

Duadro 2. Prova apresentada pelo aluno J

L
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Problema 3: Chapéu de Napoleao

ABC é um tridngulo equildtefo. P ¢ um ponto qualquer so-
bre um dos lados do trifngulo. CEP e PFA sio também
tridngulos equildteros. Constréi os baricentros (ponto de
encontro das medianas) dos trés trifingulos. Que caracteris-
ticas tem o triingulo cujos vértices sdo estes baricentros?

- Feita a construcio, nenhum aluno teve dificuldade em per-

ceber que o tridgngulo encontrado € equildtero independen-
temente da posicio do ponto P. Nesta altura tinhamos tra-
tado o tema Geometria analitica na sala de aula, por isso,
alguns lembraram-se rapidamente de usar um referencial.
Um aluno lembrou-se da propriedade “o baricentro divide
a mediana na razio de 1/3 por 2/3", os outros foram infor-
mados e alguns provaram também esta propriedade. Os cdl-
culos nio foram muito ficeis para alguns. No quadro 2 esta
uma prova apresentada por um aluno.

Problema 4: A ilha Triangular

Considera uma ilha com a forma de um trifingulo equildte-
ro. Onde deve ser construida uma casa (') de modo que a
soma das distancias aos trés lados do tridngulo (trés praias)
seja a menor possivel?

Este ¢ um velho problema apresentado por Margarida
Junqueira e Sérgio Valente na Educacdo e Matemdtica n® 45.
E velho mas sempre interessante, foi um dos primeiros que
coloquei aos alunos e ainda muitos se lembram dele, mais
tarde voltdmos a aborda-lo, numa perspectiva um pouco di-
ferente: serd que é possivel generalizar a conclusdio a que
chegémos para a ilha triangular? Ou seja, se a ilha tivesse
a forma quadrada? E, se fosse um hexdgono regular? E um
octégono regular? ... um poligono qualquer com um n® par
de lados? E com um n® fmpar de lados! E, em que regifo, no
interior do poligono, é possivel colocar o ponto (Casa) de
modo que seja possivel deslocar-se, na perpendicular, a to-
dos os lados (ou seja sem sair da ilha)?

Fica o desafio, experimentem e provem... No entanto,
se quiserem podem consultar o livio Geometria — Temas
Actuais, de Eduardo Veloso, (p. 60) onde encontram virias
perspectivas para a resolucio da primeira parte deste proble-
ma e, para a segunda, podem consultar

http://i lluminations.nctm.org/Activities.
aspx?grade=all&srchstr=triangula%20Island

Estes foram alguns dos problemas que trabalhei com esta
turma do 10° ano na aula de apoio — um bloco de 90 mi-
nutos de componente nio lectiva, de 15 em 15 dias com
cada turno. Tal como referi no inicio, em diversos momen-
tos foram estabelecidas pontes entre os problemas e os temas
tratados nas aulas, por exemplo, foi possivel aprofundar um
pouco mais as cénicas enquantg lugares geométricos, recor-
rendo ao Geogebra, quando este tema (lugares geométricos)
foi tratado na aula.

Como era evidente a aula nfio podia ser obrigatéria, tra-
tava-se de uma aula de apoio, no entanto, no final do pri-
meiro periodo sé uma aluna nunca tinha comparecido e

os restantes praticamente ndo faltaram. Esta aluna a par-
tir do 2° periodo passou, também, a ir sempre. Fomos em
cada periodo fazendo o balanco do trabalho realizado e co-
municando-o aos pais nas reunides de pais. As condigoes
que descrevi, no inicio do artigo, foram fundamentais para
o desenvolvimento do trabalho e as caracteristicas da turma
também.

A palavra de ordem foi percebida por todos: era resolver
o problema em primeiro lugar, todos deviam ser capazes...
depois a prova, a justificagiio porque é que a conclusio era
sempre aquela a que tinham chegado, ndo era obrigatéria
mas desejdvel. Cada vez mais alunos foram conseguindo fa-
zer. E evidente que alguns tomam a dianteira, mas a verdade
é que a maioria tentou escrever o raciocinio que fez, mesmo
quando foi ajudado no processo pelo vizinho do lado.

Aos poucos quiseram aperfeicoar-se, uns na forma de
apresentar as construgdes com o Geogebra, outros no modo
como escreviam. Tentei que os alunos, ao lado do compu-
tador, tivessem também um papel ¢ um ldpis para apoiar o
raciocinio que iam fazendo, mas esta é a minha batalha per-
dida, serd que tém razio!

fis condicoes

Tempo. Quando trabalhamos na sala de aula, com compu-
tador, deixando que sejam os alunos a construir, a perceber
por eles proprios que para que um quadrado seja quadrado
nfio basta parecer tem mesmo que ser, ou seja, tem que ter
as propriedades do quadrado, caso contrario chega o profes-
sor e “estraga-0”, demoramos tempo, bastante tempo... pelo
menos no infcio. Quando deixamos que apds a construgio,
os alunos experimentem, investiguem, descubram relaces e
tentem provar o que descobriram precisamos dar-lhes tém-
po. Mas, o professor também precisa de tempo para pesqui-
sar, para organizar, para aprender e usar 08 NOVOS recursos
tecnolégicos.

Apoio aos alunos. Alguns alunos, ultrapassada a fase inicial,
quase trabalham sozinhos, mas esses sao poucos. A maio-
ria precisa de apoio. Precisa que os ajudemos a colocar-se
questdes, que sem lhes resolvermos os problemas nao os dei-
xemos ficar inactivos e convencidos que ndo sio capazes
ou simplesmente a copiar pelo vizinho. E quase impossivel
apoiar bem 28 alunos, eu pelo menos ndo sou capaz.

Computadores. Como referi, trabalhdmos com portiteis, no
infcio aos pares, a partir de meados do segundo periodo cada
aluno com um portatil. Esta ¢ a situacio ideal, pois quando
hé um aluno a construir e outro a ver o resultado nem sem-
pre é bom. A escolha do Geogebra deveu-se ao facto de ser
software livre e portanto todos os alunos podiam também
em casa descarregar o programa. Gostava mais de ter usado
0 GSP, que conhecia melhor, mas a escola nio dispunha de
licengas para os alunos. E preciso computadores mas tam-
bém software adequado.

Os problemas. Existem muitos locais onde € possivel ir bus-
car bons problemas, os proprios manuais trazem alguns que,
com vantagem, podem ser resolvidos com apoio de software
de Geometria Dindmica. Para além da Educaciio e Matema-
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tica, indico dois locais na internet onde podem encontrar
problemas bastante interessantes e de onde tirgi alguns dos
que resolvi com os alunos, http://illuminations.nctm.
org e http://nrich.maths.org. Digamos que esta condi-
¢io € a mais garantida & partida.

Conclusdo

Esta nio ¢, evidentemente, a tinica nem a principal forma
de dar cumprimento ao programa de Matemtica A, no que
respeita ao raciocinio. Alids esta forma de trabalho nio de-
via sequer existir, porque afinal usei um bloco de compo-
nente ndo lectiva como gendo praticamente lectiva. Mas
ndo hd davida que os programas de Geometria Dindmica
facilitam a resolugfio de muitos problemas, a descoberta de
regularidades, a verificagio de conjecturas, logo nio h4 hoje
razdes para que ndo sejam usados na sala de aula, de forma
mais ou menos sistemdtica, foi isso que tentei experimen-
tar e € apenas a este tipo de trabalho com uma parte “meio
clandestina” que aqui me estou a referir. Em segundo lugar,
associar a prova a um desafio que consiste em justificar, com
argumentos matemdticos, porque é que o que se descobriu
antes € vélido para todos os casos, é para muitos alunos mais
motivador do que provar por provar. Se voltarmos ao pro-
blema Tridngulo Duplicado, sera completamente diferente
deixarmos que o aluno descubra, contra a sua intuicio, que
a drea do tridngulo maior € sete vezes a do mais pequeno e s6
depois tente provar porque € que isto acontece do que apre-
sentar-lhe a questdo: prova que a drea do tridngulo EDF ¢
sete vezes a do tridgngulo ABC.

Tridngulo duplicado?!

O material aqui proposto € um dos problemas que foco no
artigo Construir, experimentar, descobrir, provar. .. publicado
nesta revista. Foi aplicado a uma turma do 10° ano e ¢ um
bom problema para ser resolvido com um software de geo-
metria dindmica. A surpresa do resultado — a drea do tri-
angulo FDE é sete vezes a do tridngulo ABC — motiva os
alunos a interrogarem-se porque € que isso acontece, fazen-

Mas a utilizagio de computadores, principalmente a re-
alizagip de actividades matemdticas em que o aluno tenha
oportunidade de construir, experimentar, recolher dados, es-
tabelecer conjecturas, provar, ... exige algumas condicdes.
Ha uns tempos diriamos que ndo tinhamos computadores,
mas eles comecam a aparecer, o problema é que nio basta
distribuir computadores ou quadros interactivos, é preciso
equacionar o minimo de condigies para que determinado
tipo de trabalho seja possivel em sala de aula e isso passa
também pela capacidade/possibilidade real de interaccio do
professor com cada aluno, passa também por deixar ao pro-
fessor algum tempo de componente nio lectiva ou indivi-
dual verdadeiras, para pensat, preparar, tirar partido das no-
vas ferramentas (Moodle, por exemplo) que comecam a estar
disponiveis. Por tudo isto eu, também até hoje, nio percebo
porque € que ao contririo do que acontece com a Fisica e
Quimica ou com a Biologia e Geologia em Matemdtica aca-
bou a aula desdobrada, enquanto o nimero de alunos por
turma ndo pdra de aumentar.
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do sentido pedir-Thes que provem o que descobriram. A su-
gestdo referida no artigo da divisio do tridngulo em sete tri-
angulos pode ser indispensdvel para que os alunos cheguem
a uma prova.
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Triangulo Duplicado?!

Considera um tridngulo qualquer ABC. Constrdi um novo
tridngulo FDE prolongando os lados de ABC, como mos-
tra a flgura |, e sabendo que DA = 2BA, EB = 2CB e
FC =2AC. '

|. Com auxilio de um programa de geometria dindmica
descobre qual € a relacdo entre as dreas dos triangulos
FDE e ABC.

2. Tenta provar porque € que a relagdo entre as dreas ¢
aquela que descobriste. Figura 1

Sugestdo para a demonstracao

Pode ser dtil dividir o tridngulo, como indica a figura 2:

Figura 2
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c AS I D CALCULADORAS PARA O ENSINO

A Casio possui a linha mais completa e acessivel do mercado, perfeitamente adaptada
ao ensino em Portugal. Prestamos apoio constante a professores e escolas, através de
varias acgoes técnicas e pedagdgicas do programa educacional CASIO.

CARACTERISTICAS COMUNS:

e Grande Visor gréfico de alto contraste

e Memoria Flash 1.5MB + 64K Ram (modelo SD expande
memoéria)

e Grande velocidade de processamento e Rapidez de
calculo

e Graficos com diferentes tracados

e Numero de fungdes 1025, 286 das quais cientificas

e Numero de programas dependente da capacidade de
memoaria

e 64 Kbytes passos de programacgéao

e 1,5 Mbytes de meméria Flash Ram

e Introducéo de expressGes em formato Natural

e Folha de calculo e E-Actividades

e Ligacdo a PC via USB incluida

IEI : e Linguagem em Portugués

BELYRAS e Actualizacéo pela Internet—possibilidade de introduzir a

COELHO _ geometria
Lisboa, Porto, Braga, Aveiro, Coimbra,
Santarém, Setabal, Evora, Faro,
Funchal e Acores

http://edu.beltraoccoelho.pt |




Medindo a incerteza. . .

Paulo Correia

“Pao de pobre quande cai, cai com a manteiga voltada para
baixo'. A sabedoria popular esconde, por vezes, verdadeira
sabedoria. .. havera nesta constatagio verdadeira sabedoria?
Serd superstigao?

O langamento de uma moeda ilustra 0 nosso imaging-
rio como retrato da sorte, do imprevisivel ou da incerteza.
A experiéncia validou esta percepcio como sendo um fend-
meno aleatdnio no sentido de que é impossivel prever qual
¢ a face da moeda que ocorrera num dado langamento. De
forma complementar, a capacidade de fazer previstes sobie a
globalidade de um conjunto de langamentos, suficientemente
grande, contribui favoravelmente para um conceito de pro-

habilidade em que a incerteza e o conhecimento se comple-
mentam em escalas de observacio diferentes.

Historicamente, em vdrias civilizagbes, o recurso ao lan-
camento de dados e moedas, ou a realizacio de outras expe-
riéncias aleatorias para a tomada de decisdes, era tido como
a hipotese de que a divindade manifestasse um veredicto.
Ainda hoje, a decisio da posigao das equipas no campo,
num jogo de futebol, € decidida com recurso ao langamento
de uma moeda. A maioria das pessoas ndo verd aqui a ma-
nifestacio da vontade divina, mas sim um processo eficaz de
decisio isenta; assente no conceito de probabilidade do do-
minio do senso comum.




Dificuldades com conviccdes espontaneas

O senso comum ¢ uma boa ferramenta para a dndlise de al-
guns fendmenos aleatérios — é consensual que as hipdteses
de chover no Verio (em Portugal) sio relativamente reduzi-
das, embora niio seja um acontecimento impossivel. Formu-
lagdes como esta sdo sustentadas por um grande nimero de
observagbes — a maioria das pessoas j4 viveu um nimero
significativo de dias de Vero, e mesmo sem registos explici-
tos, sabe que apenas numa pequena parte desses dias choveu.
Contudo, a tentativa de raciocinar por processos semelhan-
tes, por exemplo, ver um jogo da selecgiio de futebol na casa
de um amigo, como aconteceu anteriormente, s6 porque a
selecgiio ganhou nestas condigbes, — gera supersticdes sem
validade matematica. Tirar conclusdes a partir da andlise da
experiéncia é um procedimento formalmente correcto, mas
as falhas neste tipo de andlise consistem essencialmente em
serem sustentadas num ndmero de experiéncias insuficien-
temente grande ou em fenémenos de meméria selectiva em
que se ignoram (de forma inconsciente) as experiéncias que
nio contribufram para o resultado esperado.

A investigagiio tem apontado outras concepgoes erréne-
as, mal-entendidos, concepgdes primitivas, falicias ou racio-
cinios incorrectos sobre algumas designacfes relacionadas
com o pensamento probabilistico:

i) A denominada heurfstica da representatividade susten-
ta que as pessoas estimam a probabilidade de um acon-
tecimento com base na andlise de quiio bem esse aconte-
cimento representa a populagio que lhe estd associada.
Por exemplo, numa caixa com 50% de bolas brancas ¢
50% de bolas pretas, a probabilidade de retirar 7 bolas
brancas em dez extracces é estimada como sendo igual
4 probabilidade de retirar 70 bolas brancas em 100 ex-
tracgfes; ou ainda, acreditam que numa sequéncia de
lancamentos de uma moeda em que ocorreram muitas
faces do mesmo tipo, a probabilidade de ocorrer a outra
face aumenta (Shaughnessy, 1992).

ii) Outro raciocinio incorrecto tipico é designado por heu-
ristica da disponibilidade e consiste em estimar proba-
bilidades de acontecimentos com base no grau de faci-
lidade de trazerem a sua meméria aspectos particulares
do acontecimento, como podemos constatar nos dois
exemplos seguintes: se vdrios amigos de um individuo
se divorciaram recentemente, ele acreditard que a taxa
de divércios local estd a aumentar quando, de facto, per-
manece inalterada; se questionarmos individuos, sem
aprendizagem de técnicas de contagem, sobre o niimero
de comisses que se podem fazer num grupo de 10 pes-
soas, se existem mais comissdes de 2 pessoas ou de 8 pes-
soas, a resposta é maioritariamente de 2 pessoas, por ser
mais facil fazer a representagio mental de grupos de 2 do

que de 8 (Shaughnessy, 1992). ‘

iii) A faldcia da conjuncio sustenta que pessoas com e sem
aprendizagem em probabilidades tendem a considerar
mais provivel a conjunciio de dois acontecimentos do
que um deles isoladamente. Por exemplo, os alunos con-
sideraram maior a percentagem de pessoas com 55 anos

e que tinham tido um ataque cardiaco do que a percen-
tagem de pessoas que tinham tido um ataque cardiaco

(Shaughnessy, 1992).

iv) A ‘confusdo entre conjuncio e condicionamento pode
surgir também por dificuldades relacionadas com a lin-
guagem ou o contexto dos problemas que envolvem
condicionamento. As dificuldades com a compreensao
da probabilidade condicionada podem ainda resultar da
dificuldade em identificar o acontecimento que condi-
ciona. Serd a confusdio entre os acontecimentos condi-
cionante e condicionado em virtude da crenga de que
a ordem cronolégica impede o condicionamento de um
acontecimento anterior por outro posterior. Por exem-
plo, considere-se o seguinte problema: uma urna con-
tém duas bolas brancas e duas holas pretas; retira-se uma
bola ao acaso e omite-se a sua cor, retirando-se uma se-
gunda bola — sem repor a primeira — que se verifica ser
branca; muitas pessoas tem dificuldade em aceitar que a
probabilidade da primeira bola ser branca diminui pelo
facto de se saber que a segunda bola também o é — ver
caixa. '

Konold, citado por Shaughnessy, 1992, conseguiu evidén-
cias de que apesar de parecer que os alunos estdo a racio-
cinar numa base de independéncia, se aprofundarmos, po-
demos descobrir que sdo inconsistentes nas suas respostas.
Segundo este investigador, muitas pessoas tomam decisdes
em tarefas de probabilidades baseadas no que ele denomi-
na por abordagem superveniente (outcome approach); algumas
respostas de individuos a tarefas de estimaciio de probabili-
dades nio sdo facilmente categorizdveis como concepgies
erréneas baseadas em heurfsticas. A abordagem supervenien-
te ¢ a forma como alguns individuos encaram um aconteci-
mento, como sendo um fenémeno isolado, ndo como uma
amostra de um todo de acontecimentos semelhantes. Ko-
nold concluiu que os individuos que recorrem # abordagem
superveniente fazem-no quando os aconrecimentos possiveis
nfo sido equiprovéveis e se trata de uma experiéncia que nao
é repetivel.

Os alunos ndo esperam passivamente uma teoria de pro-
babilidade fornecida pelo professor. Constroem as suas pré-
prias heurfsticas, critérios e crengas sobre probabilidades de
forma espontinea, mesmo antes de as aprender. Cabe & es-
cola a validagiio dos bons raciocinios e a explicitacio das fa-
lacias dos outros.

A importincia do desenvolvimento do pensamento pro-
babilistico reside no facto de todas as pessoas o usarem —
talvez mais do que em qualquer outra drea da Matemdtica
— independentemente do facto de lhe ter sido ensinado ou
nio (Shaughnessy, 1992).

Simulacdes e o metodo freuuentis?a

Em 1991, num programa de divulgacio cientifica inglés ten-
tou-se perceber se o pio cairia sempre com a manteiga vira-
da para baixo. Foram atiradas ao ar 300 torradas e o resulta-
do observado foi semelhante ao langamento de uma moeda.
O método frequencista para a determinacio de probabili-

.
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0 Concurso da TV

No final de um concurso de televisdo, o concorrente tem perante si trés portas
fechadas. Atrds de uma delas estd o «fabuloso» prémio, o automével. O concor-
rente escolhe uma das portas. Antes de a abrir, diz-lhe o apresentador:

— Eu sei onde estd o carro e, tal como prevé o regulamento, vou abrir uma porta

que ndo tem prémio.

o Abre uma das portas, que estd efectivamente vazia, e pergunta:

— Quer manter a sua aposta ou trocar de portal

Qual a atitude que pode dar maior vantagem ao concorrente:
Manter a porta escolhida inicialmente?

Mudar para a outra porta ainda fechada?

E indiferente (e atira-se uma moeda ao ar para que o acaso decida).

Figura 1. 0 concurso da TV [(Veloso e Yiana, 13398).

dades — ou para a confirmagiio de resultados obtidos ex-
perimentalmente — tem tido um papel secunddrio no de-
senvolvimento do raciocinio probabilistico. A modelacio
de problemas de probabilidades com recurso a simulacdes é
uma técnica promissora para ultrapassar concepg@es erréne-
as. O reconhecimento de que um raciocinio ndo € o correc-
to pode ser dificil de aceitar. No pélo oposto da andlise des-
te método estd a argumentacio de que esta estratégia pode
revestir-se de uma técnica para a procura de um nimero sem
dar indicagbes para a justificacio do valor encontrado, ou
que a técnica pode consistir numa tarefa mecénica despro-
vida de raciocinio. Assim, importa garantir que o processo
de simulagio constitui uma forma de apropriacio da expe-
riéncia aleatdria pelo aluno (ou professor), permitindo que
possa depois modeld-la melhor.

A utilizacio de computadores para modelar uma experi-
éncia aleatéria, quando se procura a determinagio de proba-
bilidades, tem sido usada por matemdticos para decidir sobre
o valor da probabilidade, quando a razio ndo se revelou su-
ficiente. Por exemplo, muitos matemadticos, entre os quais o
célebre Paul Erdés, recusaram a solugio correcta do proble-
ma de Monty Hall até observarem uma simulagio compu-
tacional do problema. Este problema, conhecido entre nés
por O concurso da TV (figura 1) tem trés etapas. Numa pri-
meira fase um concorrente escolhe uma de trés portas com o
objectivo de conseguir um prémio; na segunda o apresenta-
dor abre uma das portas restantes que ndo contém o prémio;
e na terceira fase ¢ dado ao concorrente uma oportunidade
para alterar a sua escolha inicial.

Nio é evidente para um niimero significativo de pessoas
se alterar a escolha ou nfo € relevante e as implicagdes que
a alteracdo tem na probabilidade de ganhar o prémio. No
entanto, hoje, os meios computacionais colocam ao nosso
dispor muitas possibilidades de, num reduzido intervalo de
tempo, obter um nimero elevado de experiéncias.

Na Internet existem vérias simulagdes computacionais
deste problema. Por exemplo no endereco

http://www.shodor.org/interactivate/
activities/SimpleMontyHall/

podem seleccionar-se as portas com um clique do rato e ob-
servar o que acontece. A programagio do computador, re-
correndo a linguagens de programacio para simular um pro-
blema é outra possibilidade. Esta tarefa pode, no entanto,
estar fora do alcance dos alunos porque é necessdrio o domi-
nio de ferramentas informaticas mas a utilizagdo de gerado-
res de niimeros aleatérios em calculadoras graficas ou folhas
de cdleulo (por exemplo) é acessivel a individuos sem com-
peténcias especiais de programacio e constituem uma forma
eficaz de fazer simulacdes computacionais. Na figura 2 apre-
senta-se a ilustragdo de uma simulacdo do problema Concur-
so da TV obtida a partir de uma folha de célculo.

Este tipo de abordagem permite a an4lise de problemas
de probabilidades inacessiveis ou demasiados complicados
para um tratamento analitico. Também em outras ciéncias,
quando a incerteza ou o acaso tém um papel relevante, e a
andlise tedrica nfo consegue dar respostas suficientes, esta
forma de realizar experiéncias aleatérias com recurso a simu-
lagdes reveste-se de grande importincia, tendo a designacio
genérica de métodos de Monte Carlo.

O desenvolvimento de uma cultura de divida razodvel
ou de questionamento de intuicdes e de preconcepcies néo
faz parte da nossa tradi¢io de ensino, mas € uma parte essen-
cial do raciocinio probabilistico. A formagio dos professores
(e as concepgdes erréneas destes) foi também jd apontada
com parcialmente responsdvel por algumas fragilidades das
aprendizagens dos alunos. Seria importante uma interven-
¢io de fundo, relembrando a importancia da renovacio do
ensino e aprendizagem das probabilidades (como tem acon-
tecido em outras dreas da Matemdtica), uma vez que um
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1.rs«l;;lcjnllsi F lel  ® [ & AT A e e s ] g |
2 | O CONCURSO DA TV - Desafios 2, Problema 59 |
3 :
T Paulo Correia 2005 v
4 mat.absolutamente,net N° de Porta |Portado| Porta Muda P/
L5 Experiéncias escolhida| Prémio | Aberia Porta
| 5 | _20 1 2 perde GANHA | GANHA
| 6 | | 2 2 1 GANHA 3 perde | GANHA
E& NAD MUDA |Gantos se mﬂ 3 2 1 perde 2 GANHA | GANHA
8 | . g 1 3 2 perde 3 GANHA | perde
| 9 | [ B | 1 1 2 GANHA 3 perde | GANHA
110 | © 20 ' 1 2 3 perde 2 GANHA | GANHA
Kl 2 1 3 perde 1 GANHA | GANHA
| 12 | = 04 1 2 3 perde 2 GANHA | perde
| 13 | 3 3 2 GANHA 1 perde | GANHA
| 14 | 3 2 1 | perde 2 GANHA | GANHA
| 15 | MUDA Ganhos se Muda 2 2 1 GANHA 3 perde | perde
| 16 | ° 42 1 2 3 perde 2 GANHA | perde
|17 | 12 3 2 1 perde 2 GANHA | perde
(18| | " 2 1 1 2 |canHA 3 | pee |canHA
| 18 | 2 1 3 perde 1 ] GANHA | GANHA
| 20 | = 08 1 1 2 GANHA 5 perde perde
| 21 | 1 2 3 perde 2 GANHA | GANHA
22 1 1 2 GANHA 3 perde | GANHA
| 23 | 3 3 2 GANHA 1 perde | GANHA
24 | 2 3 1 perde 3 GANHA | perde
R 1

Figura 2. Simulacao do Problema Concurso da TV feita numa folha de cdlculo [http://mat.absolutamente.net/recursos/problem/excel/portas.xis)

curriculo adequado néo € suficiente para uma aprendizagem
eficaz e as necessidades adicionais sdo dificeis de definir e de
colmatar.

Incerfezas incomensuraveis

Existem, ainda, experiéncias aleatdrias relativamente as
quais ndo é possivel determinar ou caleular a probabilida-
de de cada um dos acontecimentos. Num jogo de futebol
niio se pode quantificar a probabilidade de um empate (em-
bora seja defendido por alguns que este valor existe — ape-
nas nfio o sabemos calcular). A impossibilidade de levar em
consideracio todos os elementos que influenciam o resulta-
do, por um lado, e a impossibilidade de repetir muitas vezes
a experiéncia nas mesmas condigBes, por outro, tornam esta
experiéncia imune a uma quantifica¢iio objectiva das proba-
bilidades dos acontecimentos associados.

O papel da escola torna-se ainda mais dificil quando
alargamos a esfera do pensamento probabilistico a tomadas
de decisiio e reacgbes de rodos os dias que mobilizam ra-
ciocinios probabilisticos e que se misturam, de forma subtil,
com experiéncias e outras convicgdes de niveis conscientes
e inconscientes, impossibilitando desta forma teses abran-
gentes e andlises consistentes. Também a multiplicidade de
experiéncias que envolvem incerteza ou o acaso, e as di-
ferentes naturezas da incerteza trazem o raciocinio proba-
hilfstico para uma esfera diferente daquela em que moedas
ou dados permitem uma medi¢io da incerteza. A conjuga-
¢io de um universo probabilistico povoado por experiéncias
aleatérias bem estudadas e definidas, com um outro mundo
onde a incerteza advém de emogdes humanas e ptocessos
sociais ou ainda da singularidade de cada situaciio, torna di-
ficil a definigio do raciocinio que usamos para processar in-
formagdes em que a incerteza ou o aleatério tém relevéncia.
Felizmente, nada disto € tio simples como analisar o langa-
mento de uma moeda ao ar...

Em 1995, Robert Matthews voltou a pensar sobre o pio
com manteiga... verificou que quando o pio cai, ndo é lan-
¢ado ao ar como uma moeda, cai de um intervalo de altu-
ras razoavelmente definido, e nunca tem a manteiga volta-
da para baixo antes de cair (a bem da limpeza das roalhas
de mesa). Com estas condicionantes e recorrendo a argu-
mentos da fisica, foi possivel verificar que a probabilidade
de uma torrada cair com a manteiga voltada para baixo é
substancialmente grande. Também as simulacdes podem
falhar...
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05 quatr filnos da familia Canelas

O casal Canelas tem quatro filhos, nenhum deles gémeo de outro. Fui visitd-los €, a certa altura, disse-me a mais velha, a Ana:

— | reparou que o produto da minha idade pela da minha irm@ Carla é seis vezes maior agora do que era hd seis anos atrds?

O Bruno, o segundo dos irmdos, estava ac lado e reparou:

— Olha, é curioso, o mesmo acontece com a minha idade e a do meu irmdo Daniel.

Que idades tém os quatro filhos da familia Canelas?

Milltiplos de 9 em quadrado magico

O problema proposto no nimero 98 de Educagdo e Mate-
mdtica fol o seguinte:

Num quadrado de 3 por 3, colocar os algarismos de | a 9, um
em cada casa, de tal modo que os trés numeros lidos na ho-
rizontal, os trés nimeros lidos na vertical e os dois ntimeros fi-
dos nas diagonais principais sejam todos eles muiltiplos de 9.

Pelos vistos, sio muitos os entusiastas dos quadrados mdgi-
cos. E que, desta vez, o nimero de leitores a responder ao
problema excedeu largamente o que € habitual. Foram 21:
Alberto Canelas (Queluz), Alice Bérrios (Odivelas), Ana Pau-
lino, Armando Fernandes (Aveiro), Catarina Ferreira (Ponti-
nha), Cristina Ortins (Angra do Herofsmo), Fatima Cardo-
so (Moimenta da Beira), Francisco Estorninho (Lisboa), Joana
Sobreira (Madeira), Jodo Barata (Castelo Branco), Patricia
Marques (Lisboa), Patricia Sampaio (Guimardes), Paula Por-
tela (V. F Xira), Pedrosa Santos (Caldas da Rainha), Regina
Verfssimo, Ricardo Pocas (Viseu), Rute Cipriano (Lisboa),
Sénia Abrantes (Portalegre), Susana Anacleto (Arrouquelas),
Teresa Quinta (Cantanhede) e a resposta colectiva de Daniel
Meneses, Diogo Castanheira, Gabriel Lomba, Laura Soares,
Lufs Figueiredo e Nuno Soares (alunos do 9° ano da EBI de
Oliveira de Frades).

Nove das respostas limitam-se a apresentar simplesmen-
te uma solucio, que deve ter sido obtida por tentativas, sem
explicar qualquer metodologia seguida. No entanto, a maioria
dos solucionistas vai mais longe, alguns comecando por fazer a
lista dos multiplos de 9 com algarismos diferentes e sem usar
o 0, enquanto outros simplificam o trabalho, fazendo apenas
a lista do conjunto de trés algarismos que somam 9 ou |8
(condicdo para formarem um mdltiplo de 9).Temos entao:

Com algarismos a somar 9:

126 135 234
Com algarismos a somar | 8:
189 279 369 378 459 468 567

O Francisco chama a atencio para o facto de haver “algaris-
mos incompativeis”, isto é, que ndo podem fazer parte do
mesmo nimero: | e 4l e7;4e7,2e52e85e8

[ agora que € preciso dar um passo importante para
quem quiser encontrar todas as solucdes sem ter de tentar

(Respostas até |9 de Fevereiro para zepaulo@armail.pt)

I A gl 8| ! 51419 6|7
8| %7 4 | 3|2 7138 2|3
21 4| 2 51716 6121 I |8
21415 I 1819 61211 5 | %
8137 4734 7 8 413
1216 6715 5| &2 918

um enorme nimero de casos. Foi o que fizeram o Ricardo, o
Jo#o, a Cristina, a Catarina, a Alice e o Alberto:

— Na lista anterior; cada algarismo aparece trés vezes,
excepto 0 3,0 6 e 0 9,que aparecem quatro. Ora, no quadra-
do, 0 algarismo central terd de fazer parte de quatro nlmeros
(uma linha, uma coluna e duas diagonais). Logo, a casa central
56 pode ser ocupada por 3,6 ou 9.

Vejamos com o 3 na casa central. Escolhemos um nime-
ro para uma das diagonais, por exemplo |35. Nao ¢ dificil
encontrar uma solucio. A partir dela, obtemos mais trés por
rotacdes sucessivas de 90° Trocando a linha de cima com a
de baixo e fazendo novas rotagdes, encontramos mais quatro
solugBes (ver figura).

Partimos agora da diagonal 234 e, pelo mesmo processo,
obtemos mais oito solugdes.

O mesmo acontece com a diagonal 378: oito solugdes
mais.

Em todos estes 24 casos a outra diagonal € 639, pelo que
estdo esgotadas as solugdes em que o 3 estd na casa central.

Se escolhermos o 6 para casa do meio, iremos cbter tam-
bém 24 casos, 8 para cada diagonal possivel (162, 468 ou
567).

O mesmo’ acontece com o 9 no centro e respectivas
diagonais possiveis: 198,297 e 495.

H4d entdo, como muito bem concluiram o Francisco e o
Alberto, 72 solucdes. No entanto, podemos talvez dizer que
o ndmero de solucdes é 9, cada uma delas desdobrando-se
em 8 por rotaces e simetrias.
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0 Racioctnio Matematico

Os actuais documentos curriculares de Matemdtica um pou-
co por todo o mundo, e inclusivamente em Portugal, apon-
tam o desenvolvimento do raciocinio matemdtico'como um
objectivo central do ensino da Matemdtica e alertam para
a necessidade de desenvolver essa capacidade nos alunos de
forma consistente, recorrendo-se a sua utilizagdo sistemdtica
numa diversidade de contextos (NCTM, 2007; Ponte, Ser-
razina, Guimaries, Breda, Guimaries, Sousa, Menezes, Mar-
tins & Oliveira, 2007). Efectivamente, o documento Prin-
cipios e Normas para a Matemdtica Escolar (2007) destaca a
importéncia de todos os alunos reconhecerem o raciocinio
e a demonstragio como aspectos fundamentais da Matema-
tica; formularem e investigarem conjecturas matematicas;
desenvolverem e avaliarem argumentos e provas matemd-
ticos; bem como seleccionarem e usarem diversos tipos de
raciocinios e métodos de demonstraciio. Também o novo
Programa de Matemadtica do Ensino Basico (2007) destaca
a importincia dos alunos raciocinarem matematicamente
usando 0s conceitos, representagdes e procedimentos mate-

miticos. Nesse documento, o raciocinio matemdtico, além -

de ser concebido como um objectivo de aprendizagem cen-
tral, constitui-se como uma orientagio metodolégica im-
portante para o professor estruturar as actividades a desen-
volver em sala de aula.

Ambos os documentos apontam o raciocinio matemd-
tico como uma capacidade fundamental, que envolve a ex-
plicagio e a justificagio de ideias, a formulaciio e o teste de
conjecturas e, numa fase mais avancada, a demonstragio.
Os alunos devem comecar, no inicio da escolaridade, pela
justificagdo de passos e operagdes na resoluciio das tarefas e
evoluir gradualmente para argumentagdes mais complexas,
acabando por distinguir e apresentar generalizages, casos
particulares e contra-exemplos e por reconhecer e usar dife-
rentes métodos de demonstracio (NCTM, 2007; Ponte et.
al., 2007).

Naturalmente, o professor desempenha um papel im-
portante no desenvolvimento do raciocinio matemdtico
dos alunos. Em particular, deve propor, frequentemente, a
realizacio de actividades que exijam reflectir e raciocinar,
com o intuito de ajudar os alunos a valorizar e a usar o po-
der do raciocinio matemdrico. O professor deve ainda dar
atengio aos raciocinios dos alunos e procurar que eles os
explicitem com clareza. Através da discussdio oral na aula,
o0s alunos podem confrontar as suas estratégias de resolugiio
das tarefas, assim como identificar e discutir os raciocinios
elaborados pelos seus colegas. J4 através da escrita de textos,
os alunos tém oportunidade de clarificar e elaborar de modo
mais aprofundado as suas estratégias e os seus argumentos,
reconhecendo a importincia do rigor no uso da linguagem
matematica.

Na mesma linha, a brochura A Experiéncia Matemditi-
ca no Ensino Bdsico (2008) defende que, desde os primeiros
anos de escolaridade e desde que sejam proporcionadas con-
digtes adequadas, os alunos sdo capazes de raciocinar ma-
tematicamente, isto &, em ambientes apropriados os alunos
s30 “capazes de explicar e de justificar os raciocinios usados

durante o processo de resolucio de uma tarefa matematica,
de fazer generalizagBes a partir da andlise de casos particu-
lares, de compreender o que significa um contra-exemplo,
de reflectir sobre o que constitui um argumento aceitdvel
e adequado quando se trabalha em Matemdtica e de apli-
car resultados gerais a exemplos especificos” (Boavida, Pai-
va, Cebola, Vale & Pimentel, 2008, p. 81). Para caminhar
nesse sentido é fundamental proporcionar aos alunos expe-
riéncias de aprendizagem em que estes tenham oportunida-
de para explicar e justificar as suas ideias e resolugbes e para
formular, testar e, eventualmente, provar conjecturas. Os
problemas e as investigagOes apresentam-se como contex-
tos privilegiados para esse trabalho, mas meros exercicios ou
acontecimentos do quotidiano da aula podem constituir-se
como pretextos para o professor desafiar os alunos a argu-
mentarem, a confrontarem e a discutirem as suas ideias. O
importante é que o raciocinio matemdtico e, em particular
a argumentagio, esteja presente, de forma consistente, em
qualquer tépico matemdtico e ndo fique limitado a situagdes
esporddicas ou a determinado tema matemdtico (Boavida
et. al., 2008).

Avaliacdo Reguladora das Aprendizagens

As mais recentes orientagdes curriculares preconizam uma
avaliagio ao servigo das aprendizagens dos alunos, em que
as formas de avaliagiio constituem, simultaneamente, situa-
¢oes de aprendizagem e as componentes reguladora e auto-
reguladora ganham relevo, permitindo a implicagio do alu-
no no processo de avaliacio (Ponte et. al, 2007; NCTM,
2007). Neste contexto, a regulacio das aprendizagens pode
ser entendida como “todo o acto intencional que, agindo so-
bre os mecanismos de aprendizagem, contribua directamen-
te para a progressio efou redireccionamento dessa aprendi-
zagem” (Santos, 2002, p. 77). Virios estudos mostram que
a implementacio de uma avaliaciio reguladora das aprendi-
zagens pode, de facto, melhorar o desempenho escolar dos
alunos. Em particular, Black e William (1998), partindo de
um trabalho de revisio de 250 estudos de todo 0 mundo, pu-
blicados entre 1987 e 1998, encontraram evidéncias de que
o foco numa avaliagio para a aprendizagem, por oposicio a
uma avalia¢io das aprendizagens, produz melhorias substan-
ciais nos desempenhos dos alunos.

Sdo vdrios os processos de regulagio que podem ser ac-
cionados e que divergem, essencialmente, pelo papel atri-
buido aos alunos e ao professor no acto de regulacio (Per-
renoud, 1999; Santos, 2008). Santos (2002) destaca: a
avaliagio formativa, da responsabilidade do professor; a co-
avaliacio entre pares, da responsabilidade do aluno e dos
seus pares; € a auto-avaliacio, da responsabilidade do aluno.
A avaliagio formativa e a auto-avaliacio merecem aqui a
nossa especial atenco.

Enquanto a avaliagio sumativa € exterior ao processo
de ensino e aprendizagem, baseia-se nos produtos dos alu-
nos e estd associada & prestacio de contas, 2 certificacio e A
selecciio, a avaliacio formativa debruca-se sobre os proces-
sos e a actividade dos alunos e visa a melhoria e a regulagiio
do ensino e das aprendizagens. A legislacdo portuguesa' vi-
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gente perspectiva uma avaliagio formativa com as seguin-
tes caracteristicas: (a) apresenta um cardcter sistemdtico e
continuo; (b) recorre a diversos instrumentos de recolha
de informacio, dependendo da natureza e dos contextos de
aprendizagem; (c) fornece informagio sobre o desenvolvi-
mento das aprendizagens e competéncias, permitindo me-
lhorar os processos de trabalho. Neste contexto, a avaliacio
¢é considerada como parte integrante do processo de ensino
e aprendizagem, pelo que as tarefas de avaliacio propostas
aos alunos sio também tarefas de aprendizagem.

J4 a auto-avaliacio é um processo interno ao préprio su-
jeito e apresenta-se, por isso, como uma forma de regulacio
privilegiada (Santos, 2002). Alguns estudos sobre auto-ava-
liacio indicam, mesmo, que o recurso a esta forma de avalia-
ciio pode conduzir a melhorias significativas no desempenho
dos alunos (NCTM, 2003). No contexto escolar, o professor
desempenha um papel central neste processo, competindo-
lhe implementar estratégias adequadas e propor contextos
favordveis ao desenvolvimento da capacidade de auto-ava-
liacio dos alunos. Uma abordagem positiva do erro; o ques-
tionamento oral; o feedback escrito; a explicitacio/negocia-
cio dos critérios de avaliagio; e o recurso a instrumentos
alternativos de avaliacio sio exemplos de mecanismos que
podem ser implementados pelo professor, na pratica de uma
avaliagio formativa, com potencialidades ao nivel da auto-
avaliagio dos alunos e, mais abrangentemente, da auto-re-
gulagio das aprendizagens (Santos, 2002).

O erro, enquanto fenémeno inerente a aprendizagem,
apresenta-se como uma fonte rica de informagio, cabendo
ao professor compreender a sua natureza, formular hipdteses
explicativas do raciocinio do aluno e orientd-lo adequada-
mente, para que este seja capaz de o identificar e corrigir. A
orientaciio dada pelo professor nao deve, por isso, incluir a
identificacio nem a correc¢io do etro, mas antes questionar
e apontar pistas de acgio futura, de modo a que seja o aluno
a consegui-lo (Santos, 2002). Santos (2003) refor¢a algu-
mas destas ideias, considerando que um feedback com fun-
coes reguladoras deve: (a) ser claro, para que possa ser com-
preendido, autonomamente, pelo aluno; (b) apontar pistas
de accfio futura, que levem o aluno a prosseguir; (c) incenti-
var o aluno a reanalisar a sua resposta; (d) nfo incluir a cor-
recciio do erro, permitindo que o aluno o identifique e cor-
rija e, assim, aconteca uma aprendizagem mais duradoura; e
(e} identificar o que estd bém feito, para que esse saber seja
conscientemente reconhecido e a autoconfianga do aluno
seja promovida.

A orientagiio dada pelo professor pode ser oral ou escrita
e apresentar-se sob a forma de comentdrios com sugestdes ou
questdes reflexivas, mas para que estas intervengdes contri-
buam para o desenvolvimento da capacidade de auto-ava-
liagio dos alunos, devem acontecer de forma continuada,
promover uma postura de reflexfo e auto-questipnamento
nos alunos e ndo incluir juizos de valor sobre o seu desem-
penho. “A estratégia que escolheste é adequada, mas deves
procurar usar uma linguagem menos confusa. Porque ndo
escreves ... em vez de ...7"; “Experimenta com outros valo-
res e analisa os resultados obtidos. O que concluis?”; “Por-

que pensasté assim?”; “Donde te surgiu esta ideia? ou “Em
que outras situacdes é que este processo se poderia aplicar!”
sdo exemplos de intervengdes que cumprem esses requisitos
(Santos, 2002).

Qs critérios de avaliaciio, por sua vez, desempenham um
papel central no processo de auto-avaliacdo, uma vez que
esta se desenvolve mediante um determinado referencial de
padrées, valores ou critérios. Os critérios de realizacio de
uma tarefa permitem que o sujeito compare a sua acgio com
o que é pretendido e, se necessdrio, implemente estratégias
de correcciio dessa acgio, para obter sucesso na realizagio
da tarefa (Silva, 2004). A apropriacio dos critérios de ava-
liagio &, portanto, essencial ao processo de auto-avaliagio
e de auto-regulaciio das aprendizagens e cabe ao professor
facilitar essa apropriacio pelos alunos. De acordo com San-
tos (2002), o professor deve comecar por definir e explicitar,
para si préprio, que critérios considera na avaliagiio da tare-
fa em causa e, posteriormente, partilhar esses critérios com
os alunos. Esta partilha deve, preferencialmente, envolver
os alunos no apetfeicoamento efou completude dos crité-
rios, através de um processo de negociagio, e deve ser feita
recorrendo a uma linguagem acessivel aos alunos, para que
possam compreender o que ¢ esperado deles. No sentido de
promover o desenvolvimento da capacidade de auto-avalia-
¢io dos alunos, o professor deve ainda recorrer a instrumen-
tos de avaliacdo alternativos aos testes tradicionais (Santos,
2002). Concretamente, os testes em duas fases, os relatérios
escritos e os portefélios sdo exemplos de instrumentos com
potencialidades no desenvolvimento da auto-avaliacdo dos

alunos (Pinto & Santos, 2006).
Avaliar para promover o raciocinio matematico

Conforme j4 referimos, o desenvolvimento do raciocinio
matemdtico ndo é um processo isento de dificuldades, ca-
bendo ao professor proporcionar contextos favoraveis ao seu
desenvolvimento. Para além disso, a capacidade do aluno
raciocinar matematicamente deve ser avaliada, ndo s6 para
o professor gerir o seu ensino de modo a facilitar a aprendi-
zagem do aluno, mas também para o préprio aluno tomar
consciéncia e regular o seu processo de aprendizagem. Nes-
te contexto é legitimo questionarmo-nos como poderemos,
enquanto professores, avaliar e simultaneamente promover
o desenvolvimento da capacidade de raciocinio matemati-
co dos alunos.

De acordo com o que foi atrés referido, as investigacdes
e os problemas constituem contextos favordveis a promo-
¢do do raciocinio matemdtico. Um instrumento geralmente
associado 2 avaliagio de actividades de aprendizagem dessa
natureza é o relatdrio escrito®. Ao fazer apelo a articulagio
de ideias, 2 explicagio de procedimentos, & fundamentacio
e & andlise critica dos processos utilizados e dos resultados
obtidos, o relatério escrito privilegia aspectos relacionados,
nio s6, com o conhecimento e compreensio de conceitos e
processos, mas também com o desenvolvimento de capaci-
dades como a comunicagiio e o raciocinio matemdticos, a
reflexdo, o espirito critico e, ainda, o sentido de responsa-
bilidade e a perseveranca (Leal, 1992; Abrantes, Leal, Tei-
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xeira & Veloso, 1997; Menino, 2004; Nunes, 2004; Dias,
2005).

Apresentamos, de seguida, um exemplo de implementa-
cdo do relatério escrito, enquanto instrumento de avaliaciio
reguladora das aprendizagens e, em particular, como promo-
tor do raciocinio matemadtico dos alunos. Este foi um traba-
Tho desenvolvido numa turma do 8.° ano de escolaridade,
no ano lectivo 2007/2008, no dmbito do Projecto AREA’,
Ao longo do ano lectivo, foi proposta aos alunos a realiza-
¢io d€ virios relatérios a partir'de tarefas de natureza diver-
sa. Os relatérios a elaborar deviam estar organizados em trés
partes: introdugdo, desenvolvimento e conclusdo. As duas
primeiras partes foram realizadas em grupo, tal como as ta-
refas que deram origem aos relatérios, e a dltima parte foi re-
alizada individualmente, incluindo a auto-avaliacio do alu-
no. Com o intuito de potenciar a componente reguladora
da avalia¢fo, os relatdrios foram elaborados em duas “fases”,

isto €, uma primeira versio do relatdrio foi sujeita a leitura e -

ao comentdrio do professor e posteriormente os alunos ela-
boraram uma nova versio, a versdo final, tendo em conta o
feedback escrito recebido. De notar ainda que durante a ac-
tividade de elaboraciio de ambas as fases do relatério foi for-
necido feedback oral aos alunos.

Dado que a modalidade de trabalho adoptada na realiza-
cdo do relatério constituiu uma novidade para a turma, foi
fundamental a producio de um guifo do relatério e a defi-
nicio dos critérios de avaliaciio, através de indicadores. No
sentido de promover a apropriacio dos critérios de avalia-
¢do pelos alunos, os dois documentos (indicados respectiva-
mente nos Anexos 1 e 2) foram discutidos com os alunos no
infcio do ano lectivo. Mais do que isso, os critérios de ava-
liacio foram negociados, envolvendo-se os alunos no seu
aperfeicoamento.

Ao longo do ano verificou-se uma evolucio nos relatd-
rios elaborados. Os alunos passaram progressivamente a me-
lThor descrever e explicar as estratégias utilizadas na realiza-
¢do de cada tarefa e a fundamentar os resultados obtidos. A
esse nivel, nos relatérios, foram vistveis melhorias significa-
tivas da primeira versdo para a segunda. Apresentamos de
seguida dois exemplos que ajudam a perceber esta evolugio,
nomeadamente da primeira para a segunda fase. Ambos os
exemplos dizem respeito a um grupo de quatro alunos que
trabalhou em conjunto na elaboragiio dos relatdrios.

Na primeira tarefa (que deu origem ao primeiro relaté-
rio) foi proposta aos alunos uma investigagio de possiveis
generalizacdes do Teorema de Pitdgoras, sendo-lhes pedido
que relembrassem a relacfio existente entre as dreas dos qua-
drados construidos sobre os lados de um tridingulo rectdngu-
lo e que investigassem o que acontece se construfssem outras
figuras geométricas sobre os lados de um trifingulo rectngu-
lo. Devido & natureza da tarefa, o grupo foi chamado a for-
mular e testar conjecturas e a justificar ideias, relativamente
a relaciio estudada, apelando-se, assim, & sua capacidade de
raciocinar matematicamente.

No relatério, o grupo explicou como procedeu na explo-
ra¢do da primeira situagiio proposta na tarefa, relativa a tri-
dngulos equildteros construidos sobre os lados de um trifin-
gulo rectdngulo. Na versdo inicial, o grupo descreveu como
fez para construir os triingulos equildteros e referiu que de-
terminou as dreas desses tridngulos:

Realizdmos a primeira tarefa proposta, comegimos por fazer
um tridngulo rectingulo, com ajuda do compasso fizemos a vol-
ta (nas extremidades do trifingulo rectingulo) trés tridngulos
equildteros, porque com a régua nio obtinhamos triingulos
equildteros nem uma boa apresentaciio grifica. Determindmos
a drea dos tridngulos.

A justificaciio do recurso ao compasso surgiu na sequéncia
de algum feedback oral fornecido durante a elaboracio do
relatério, o que sugere que esse feedback ajudou os alunos a
fundamentar as suas opgGes:

Rute—Nés pusemos assim: com a ajuda do compasso, fi-
zemos 2 volta trés tridngulos equildteros. Depois podemos
por... ah...

Professor—Porque € que pegaram no compasso?
Rute—Porque nio consegufamos realizar a tarefa sé com a
régua.

Professor—Entiio, ndo conseguias desenhar um tridngulo s6
com a régua!

Rute—Sim, mas para o triingulo ser equildtero tinha que ter
os lados todos iguais.

Numa folha anexa, o grupo apresentou ainda a construcio
referente aos tridingulos equildteros, bem como os valores da
base e da altura considerados em cada tridngulo equildtero,
para determinar a drea correspondente. Apresentou, tam-
bém, os calculos a efectuar para determinar as dreas preten-
didas (ver figura 1).

Porém, os alunos no explicaram, em parte alguma do re-
latério, como procederam para encontrar 0s comprimentos
das bases e das alturas respectivas, nem que conclusdes ob-
tiveram a partir das dreas apresentadas. Para a segunda fase,
foi, entdo, fornecido algum feedback escrito. Relativamente
a descrigiio apresentada, foram feitos dois comentérios dis-
tintos. Por um lado, foram elogiados o recurso ao compasso
e a justificacdo dessa opgio: “Fizeram uma excelente opcio.
Boa forma de responderem a um problema que tiveram de
ultrapassar”. Através desta intervengio foram, assim, iden-
tificados aspectos positivos no relatério, para que esse saber
fosse conscientemente reconhecido e a autoconfianga dos
alunos fosse promovida (Santos, 2003). Por outro lado, o
grupo foi questionado relativamente ao que concluiu atra-
vés da determinaciio da drea dos trifngulos considerados:
“E o que concluiram?”. Foram, ainda, colocadas algumas
questdes junto da constru¢io dos tridingulos, que procura-
ram orientar o trabalho dos alunos no sentido de incluirem
no relatério a informacio em falta: “Como chegaram a estes
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Figura 1

valores? O que concluiram com as dreas apresentadas! Que
relacdo tiraram?”.

Na segunda fase, os alunos mantiveram a descri¢io que
fora elogiada e procuraram dar resposta as questdes coloca-
das, explicando com mais pormenor como procederam, no-
meadamente para encontrar os valores da base e da altura e
determinar a drea correspondente em cada um dos trifingu-
los equildteros, e que conclusdes obtiveram para a primeira
situacio explorada:

Determindmos a drea dos tridngulos, sabemos que para achar a
drea dum tridngulo: (base x alt) /2, medimos a altura e a base,
multiplicdmos e de seguida dividimos por 2 (e assim para os
trés trifingulos). Concluimos que a soma da drea A e drea B é
igual & drea C.

Na folha anexa, na versio final, os alunos, baseando-se na
figura da primeira fase, determinaram e identificaram cor-
rectamente o valor da drea de cada um dos triingulos con-
siderados (ver figura 2) e explicitaram a relagdo encontrada
entre as dreas dos tridngulos equildteros construidos sobre os
lados do tridngulo rectingulo: “A soma da drea A e drea B
é equivalente & drea C”. Além disso, acrescentam uma ob-
servacio, onde identificam os aspectos negativos da primei-
ra versio, que sdo entdo melhorados. Sio os préprios alunos
a identificar e a corrigir os erros cometidos: Observacio (da
17 fase): “Nio apresentdmos o valor das dreas, trocdmos as
contas e nio apresentdmos conclusdes”. !

Na segunda tarefa (que deu origem ao segundo relaté-
rio) foi proposta aos alunos a resolugio de um problema, en-
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volvendo a aplicacio do Teorema de Pitdgoras, no espago.
Concretamente, foi-lhes pedido que construissem um cone
a partir de um dos trés sectores iguais de um circulo, com um
raio de seis centimetros, e de seguida determinassem a altu-
ra do cone assim construido. Foi, ainda, pedido que expli-
cassem como procederiam para determinar a altura do cone
obtido, partindo de um circulo com um raio 7 qualquer. De-
vido & natureza da tarefa, apelou-se, maioritariamente, s
capacidades de resoluciio de problemas e de raciocinio ma-
temdtico, além da aplicagio e compreensio de alguns con-
ceitos, procedimentos e resultados maremdticos.

No relatdrio, os alunos explicaram como procederam
para construirem os cones e procuraram fundamentar as suas
accdes. Em particular, explicaram como determinaram o an-
gulo de cada um dos trés sectores circulares:

Comegimos por ler a tarefa e responder ao que nos foi questio-
nado. Desenhdmos um circulo, com raio de 6 cm. Para dividir-
mos o angulo em trés partes iguais sabemos que o seu dngulo
mede 360° (logo 360°/3=120°).

Com ajuda do transferidor medimos sobre o raio 120° trés ve-
zes e unimos os pontos e obtivemos 3 partes iguais. De seguida
cortdmos as trés partes, com ajuda da fita-cola formdmos trés
cones.

De seguida, os alunos apresentaram a estratégia implemen-
tada para determinar a altura dos cones. Antes de passarem
a resolugiio propriamente dita, fizeram uma breve descriciio
de como o grupo abordou o problema, referindo que os vé-
rios elementos trocaram ideias entre si e que surgiram algu-
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mas dificuldades, que procuraram ultrapassar com a ajuda
de um dos professores. Depois, determinaram o perimetro
do circulo original, o perimetro da base do cone e, por fim,
o raio da base do cone, apresentando os cilculos necessdrios
(ver figura 3).

Porém, ndo explicaram ou fundamentaram os célculos
apresentados, nfo distinguiram os dois circulos referencia-

dos (o original e a base do cone), nem apresentaram unida-
des de medida. Foi, portanto, fornecido feedback escrito com
o intuito de alertar os alunos para esses aspectos: “Para que
fizeram estes cdlculos? Referem o perimetro do circulo vdrias
vezes. Talvez fosse melhor distinguirem em cada situacio de
que circulo estdo a falar. Atencio  falta de unidades de me-
dida”. A importincia dos alunos explicarem e fundamenta-
rem os cdlculos foi ainda reforcada através do feedback oral:

Professor—"(...) devem procurar explicar melhor os cilculos
apresentados e para que os fizeram”. Apresentaram estes cél-
culos, ndo foi? Porqué? Para qué? Quando? Como?

Rute—Q store também quer saber tudo!

Professor—Quero saber tudo, nfo... Imagine que eu estou
a dar a aula e escrevo uma coisa qualquer no quadro e per-
gunta-me “oh store, o que ¢ aquilo” e eu digo-lhe “Também
quer saber tudo”, ndo é!

Rute—Oh store, mas aqui nés ji sabemos que isto é o
perimetro...

Professor—]J4 sabem, mas tém que escrever o que quer di-
zer, eu ndo vou levar a Rute 14 para casa para me explicar,
ndo &7

Também se mostrou necessdrio complementar o feedback es-
crito, com novas pistas, de modo a que os alunos distinguis-
sem os circulos considerados na resolugio:

Rute—Stora, como & que vamos distinguir os circulos?
Professora—Com que circulos é que trabalharam?
Rute—Com o que tinha raio stis.

Professora—Sim. E nfo trabalharam com mais nenhum?
Rute—Com a base.

Professora—A base?

Rute—Sim, do cone.
Professora—Entio, no relatdrio, s6 tém que dizer a qual é
que se estdo a referir quando explicam o que fizeram.

Os alunos levaram em consideracio o feedback recebido,
quer oral quer escrito, e na versdo final do relatério, além
de acrescentarem as unidades de medida, descreveram como
procederam para determinar o raio da base do cone, clarifi-
cando o contexto e com que objectivo foram realizados os
célculos apresentados e ainda identificando a que circulo se
referem em cada caso:

Primeiro descobrimos o perimetro do circulo do problema. De
seguida, dividimos o perfmetro do circulo do problema, em trés
partes iguais, e obtivemos o perimetro da base de um cone. Sa-
bendo que para descabrir o perimetro do circulo é 27r, portan-
to para saber o raio € ao contrdrio, P+ 27 = 7. E obtivemos
1,9 cm.

Ainda na primeira versdo do relatério, os alunos procuraram
descrever com detalhe o tridngulo rectingulo considerado
para determinar a altura do cone (ver figura 4) e explicaram
como descobriram o comprimento da hipotenusa (que eles
designam por diagonal) desse tridngulo:

Se desenharmos a altura do cone, ela vai coincidir com o raio
formando um fngulo de 90°. Se nas extremidades das rectas de-
senharmos um segmento de recta ird formar um tridngulo rec-
tingulo e para o nosso bem era a diagonal que sabiamos quan-
to media.

Nés sabemos que a diagonal mede 6 cm porque a diagonal ¢ o
raio da circunferéncia se abrirmos o cone e como o raio da cir-
cunferéncia é 6 cm, entdo ficdmos a saber a diagonal.

Por fim, os alunos apresentaram os cdlculos necessdrios para
determinar a altura pretendida, mas ndo referiram de onde
resulta a primeira igualdade usada (altura do cone’ = diago-
nal® — raio?). Foram, entdo, alertados para essa omissdo atra-
vés do feedback escrito: “Como chegaram a esta igualdade?”.
Na versio final do relatério, os alunos tiveram em conside-
raciio o feedback recebido e referiram que utilizaram o Teore-
ma de Pitdgoras para determinar a altura do cone.

Os exemplos dados mostram as potencialidades do rela-
tério escrito na avaliagio do raciocinio matemdtico dos alu-

r
Educagdo e Matematica | ndmero 100



ﬂu‘mqrn

Figura 4

nos e, ainda mais importante, na promogio do desenvolvi-
mento dessa capacidade nos alunos, com especial destaque
para a explicagiio e a argumentagiio matemadticas. Para este
trabalho, mostrou-se essencial o feedback fornecido, quer
oral, quer escrito.

A Concluir

Na situagiio concreta apresentada, utilizou-se uma moda-
lidade de relatério realizada maioritariamente em grupo e
em contexto de sala de aula, mas outras modalidades podem
ser adoptadas: o relatério pode ser feito individualmente ou
em grupo, na sala de aula ou fora dela, durante um periodo
de tempo mais ou menos longo, a partir de tarefas variadas
desenvolvidas de forma diversa. Qualquer que seja a mo-
dalidade adoptada é importante ter em conta dois aspec-
tos centrais para que a actividade desenvolvida pelos alunos
contribua para a sua aprendizagem e, em particular, para o
desenvolvimento do seu raciocinio matemdtico: (i) os crité-
rios de avaliacio e o investimento na sua apropriacio pelos
alunos e (ii) o feedback, tanto oral como escrito, a fornecer
durante o processo (Pinto & Santos, 2006; Santos & Go-
mes, 2006).

Se a elaboracio de relatérios constitui uma experiéncia
pouco familiar para o aluno, o professor deve promover uma
discussdo prévia sobre as suas expectativas face ao trabalho
proposto e quais as razdes que justificam tal proposta. Além
disso, pode elaborar documentos de apoio para que o aluno
melhor compreenda o que se entende por um relatério de
qualidade. Como exemplos de documentos com essas fun-
coes, destacam-se documentos escritos que explicitem qual
deve ser a estrutura do relatério ou quais os critérios que
serdo utilizados na avaliacio do mesmo ou ainda relatérios
produzidos por outros alunos (Pinto & Santos, 2006). O re-
curso ao guidio e aos critérios de avaliagio parece facilitar a
tomada de consciéncia, pelos alunos, dos objectivos a atin-
gir e das exigéncias inerentes 2 elaboragio do relatério, ca-
minhando-se, assim, em direcciio & apropriagio dos critérios
de avaliagio. Por sua vez, essa tomada de consciéncia gradu-
al permitird que os alunos ajam de forma a melhorar o seu
desempenho na redaccio dos relatérios (Semana, 2008).
Além disso, se as indicagdes do professor e os critérios de
avaliacio definidos forem dados no sentido de incluir no re-

latério, explicagBes e justificagbes matemdticas para as op-
coes tomadas, potenciar-se-4 desse modo o desenvolvimen-
to do raciocinio matemdtico dos alunos.

A definigio dos critérios de avaliagio prende-se ainda
com a prépria avaliaciio dos relatérios. No contexto de uma
avaliacio reguladora das aprendizagens, o importante ndo €
a classificaciio atribuida as produgées dos alunos, mas antes
a adequacio dos critérios utilizados e a sua apropriagio pe-
los alunos. Esses critérios servirdo também para que os alu-
nos auto-avaliem o seu trabalho e definam estratégias de
melhoria.

O feedback escrito e o feedback oral desempenham tam-
bém um papel fundamental no processo de avaliagio regu-
ladora implementado através dos relatérios, jd que, numa
accio combinada, podem contribuir para que os alunos to-
mem consciéncia dos aspectos positivos e dos aspectos pas-
siveis de ser melhorados na primeira versio dos relatérios
e, em funcio disso e de algumas orientagdes recebidas, de-
senvolvam a sua actividade no sentido de apetfeicoar a ver-
sdo inicial. Para isso, parece essencial que o feedback nio
assinale os erros, mas coloque antes questdes e comentérios
orientadores, fornecendo pistas relativamente aquilo que
os alunos poderiio fazer para melhorar a primeira produgio,
conforme ilustrado através dos dois exemplos apresentados.
O recurso aos indicadores pode facilitar o processo de dar fe-
edback, processo que, por norma, acarreta dificuldades para o
professor, quer ao nivel dos comentdrios a tecer, quer devido
a0 tempo que Consome.

Além dos relatérios escritos, o professor tem 2 sua dis-
posicio uma variedade de formas e instrumentos de ava-
liagio que pode utilizar nos contextos mais diversificados,
nio perdendo de vista a sua finalidade principal: potenciar
a aprendizagem dos alunos e, neste caso especifico, promo-
ver o desenvolvimento do raciocinio matemadtico. A discus-
sdo oral e a observaciio informais no quotidiano da sala de
aula, as apresentagdes orais, os portefélios sdo apenas alguns
exemplos de instrumentos que podem ser usados com o mes-
mo objectivo, desde que devidamente trabalhados e asso-
ciados a tarefas que apelem ao raciocinio matemdtico dos
alunos. Qualquer que seja o instrumento utilizado é impor-
tante acompanhd-lo de estratégias com fungdes reguladoras,
como é o caso de uma abordagem positiva do erro, do ques-
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tionamento oral, do feedback escrito e da negociagio dos cri-
térios de avaliacio. Ndo defendemos aqui a necessidade de
criacio de momentos especificos de avaliagio do raciocinio
matemdtico. E através de tarefas adequadas, especialmen-
te pensadas para desenvolver o raciocinio matemdtico, que
podemos contribuir para o crescimento desta capacidade
nos alunos e, em simultineo, ajudd-los nesse processo, atra-
vés de praticas avaliativas como as descritas. Para além dis-
50, estes momentos permitem ao professor aceder e compre-
ender o raciocinio matemdtico dos seus alunos, as evolugdes
que se vio operando, as dificuldades com que se confrontam
e 0o modo como as procuram ultrapassar, aspectos possiveis
de serem inferidos a partir da observagio dos alunos em tra-
balho e da andlise das suas produgdes (Perrenoud, 2004).

Noras
! Despacho normativo n.” 1/2005

? Um relatério escrito pode ser entendido como uma produgio

que descreve, analisa ¢fou critica uma dada situagio ou tarefa
realizada.

do pela Fundaciio para a Ciéncia e a Teenologia (n® PTDC/
CED/64970/2006), que procura desenvolver, implementar e
avaliar formas de concretizacio de praricas avaliativas ao ser-
vico da aprendizagem, assim como construir um banco de bi-
bliografia relativa 4 avaliacio reguladora. Para mais informa-
¢des pode ser consultado o site http://area. fc.ul.pt/.
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finexo 1 — Guido de elaboracao do reladrio

.
Unm relatério é um trabalho escrito que descreve e critica toda a
actividade desenvolvida na exploragfio de uma tarefa.

Um relatdrio para que?

Desenvolver a tua capacidade de comunicar matematicamen-
te, por escrito.

Desenvolver o teu pensamento critico sobre o trabalho feito.
Contribuir para aprofundar a tua compreensio sobre os vérios
assuntos estudados.

Pistas para elaborares um relatdrio: o
— tira apontamentos durante a realizacio da tarefa;

— descreve o que fizeste de uma forma limpa, clara e organiza-
da;

— nido te esquecas de apresentar os teus raciocinios e descober-
tas e descrever todas as tentativas que realizaste até chegar
as conclusdes finais, ndo deves pensar “o professor ja sabe
isto, por isso nio vale a pena eu escrever”;

— identifica devidamente o teu relatério;

— estrutura o relatério em introdugio, desenvolvimento e
concluso.

Neste ano lectivo, as tarefas viio ser exploradas em grupo e o re-
latério vai ser dividido em duas partes: a primeira serd feita em
grupo e deve incluir a introducio e o desenvolvimento do rela-

tério e a outra serd feita individualmente e deve compreender

. a conclusio.

e Introdugdo (realizada em grupo)

Apresentem a tarefa proposta e indiquem qual o seu objec-
tivo, usando as vossas proprias palavras. Indiquem os mate-
riais utilizados.

e Desenvolvimento (realizada em grupo)

Relatem os passos do trabalho realizado, explicando como
pensaram e as estratégias usadas.

Descrevam as dificuldades sentidas e como as ultrapassa-
ram.

Apresentem as concluses obtidas, devidamente fundamen-
tadas.

Podem recorrer a tabelas, representagtes grdficas ou esque-
mas.

e Conclusdo (realizada individualmente)

Faz um comentirio global sobre o trabalho desenvolvido.
Auto-avalia o teu trabalho.

Resume o que aprendeste.

Comenta o interesse da tarefa.

Para a elaboracio do relatério deves recorrer aos critérios de
avaliacio, para que possas perceber melhor o que € esperado que
facas neste trabalho.

Anexo 2 — Criterios de avaliacdo / auto-avaliacdo do relatdrio
0 grupo. ..

Apresentagio do relatério

0 1

2

3

...nAO fespcita a estrutura proposta. ...ndo respeita grande parte da
estrutura proposta.
...comete muitos erros ortogréificos
efou apresenta uma construgio ...comete erros ortograficos
frasica muiro deficiente, &, POt vezes, apresenta uma
dificultando a compreensio do que  construgio frdsich incorrecta, mas
estd escrito. a compreensio do que estd escrito
h nio é dificultada.
...apresenta o relatério muito '
rasurado e sujo.
Tnuitas rasuras.

...apresenta o relatério limpo e sem

...respeita em grande parte a
estrutura proposta,

...utiliza correctamente a ll’ng_u:—:l
portuguesa, de uma maneira geral.

...apresenta o relatério limpo e sem
muitas rasuras.

...Tespeita completamente a
estrutura proposta.

...utiliza correctamente a lingua
portuguesa, de uma maneira geral.

...apresenta o relatério limpo e
Sefn rasuras.

‘
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Recurso a Estratégias e Processo de Exploracdo

0

1 =«

2

3

...ndo apresenta estratégias
apropriadas.

...NF0 apresenta um processo

de exploragio ou apresenta um
processo de exploragiio totalmente
desadequado.

...aptesenta estratégias apropriadas.

...apresenta um processo de
explora¢io pouco organizado e
muito incompleto.

...apresenta estratégias apropriadas.

...apresenta um processo de
exploracio organizado e quase
C&j]mpletn).

...apresenta estratégias apropriadas.

...apresenta um processo de
exploragio metddico e completo.

Mobilizacdo de informacio/ conhecimentos

0

1

2

3

...ndo recorre a igformagdes/
conhecimentos essenciais a
exploragiio da tarefa,

...reconhece informacdes/
conhecimentos essenciais &
exploraciio da tarefa, mas ndo os
aplica adequadamente.

...reconhece informagoes/
conhecimentos essenciais &
exploraciio da rarefa ¢ aplica-os
correctamente, em grm’ld(-: parte.

...reconhece e aplica
adequadamente informacfes/
conhecimentos essenciais 2
exploracio da tarefa.

Descricio e Explica¢io da Actividade Desenvolvida (Comunicagiio)

0

1

2

3

...ndo descreve os passos do
trabalho realizado nem a forma
como s seus elementos pensaram.

...nfo descreve nem explica as
conclusdes obtidas.

...descreve parcialmente os passos
do trabalho realizado e a forma
como os seus elementos pensaram.

...descreve as conclusdes obtidas,
mas ndo as explica na totalidade.

...descreve e explica todos os
passos do trabalho e a forma como
os seus elementos pensaram,
incluindo as rentativas feitas e as
conclusdes obtidas.

...descreve as conclusdes obridas,
mas nio as explica na toralidade.

...descreve e explica todos os
passos do trabalho e a forma
como os seus elementos pensaram,
incluindo as tentativas feitas e as
conclusdes obridas.

...descreve as conclusdes obtidas,
e explica-as na totalidade.

Linguagem Matemitica Escrita

0 1 2 5
...ndo utiliza linguagem ...utiliza linguagem matemdtica ...utiliza linguagem matemdrica, ...utiliza linguagem matemdtica
matemadtica. com imprecisdes. com pequenas imprecisbes. revelando um bom conhecimento
sobre as relagbes entre os termos e
conhecimentos usados.
Eu, individualmente,. . .

Reflexio Critica Sobre a Actividade Desenvolvida

0

1

2

3

...nfo saliento as ideias centrais
da actividade efou referi ideias niio
relacionadas com a actividade.

...nfio dou uma opinifo sobre a
actividade desenvolvida.

...nfAo avalio 0 meu trabalho.

...apresento ideias relacionadas
com a actividade, mas ndo destaco
as essenciais,

...dou uma opinido sobre a
actividade desenvolvida, mas niio

a justifico.

..ndo avalio o meu trabalho.

...apresento as ideias centrais da
actividade.

...comento a actividade
desenvolvida.

...avalio 0 meu trabalho, fazendo
uma reflexdo critica sobre o meu
desempenho no grupo e explicando
as principais dificuldades que senti.

...resumo as ideias centrais da
actividade, de forma clara.

...comento a actividade
desenvolvida.

...avalio o meu trabalho, fazendo
uma reflexdo critica sobre o meu
desempenho no grupa, explicando
as principais dificuldades que
senti e identificando aspectos a
melhorar.
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Ars@lio e Tomas Sdo 0 melhor da escola
Desta vez foi o aluno a fazer as pergunfas dificeis

Este ano lective as noticlas sobre profes-

sores, alunos e escolas tém sido diarias.

De entre elas escolhemos para as actua-
lidades da Educacao Matemdtican® 100 a
entrevista, capa da Pliblica do Ultime da-
mingo de Setembro, que junta o professor

Arsélio Martins e o aluno Tomds Fidelis na.
escola, a sua escola A escolha prende-se.
dente da

com o facto de o Arsélio, p
nossa Assoclacao, homem de delas e con-
viccoes fortes, nos levar atraves das fes-

postas dadas ao aluno, a relembrar o pas-
sado e a projectar o futuro na Educagao
e na Matemdtica, pacificando-nos com a

nossa profissac.

Varios temas flufram ao longo da en-
trevista. De entre eles destdcamos a re-
tencao, recentemente alvo de um pare-

cer do Conselho Nacional de Educacdo
em que se recomenda que o Ministerio

da Educacio estude solucoes adoptadas
noUtros palses gue encontraram alterna-
tivas as repeticaes, obtendo bons desem-
penhos por parte dos alunos e resolven-
do o5 problernas do insticesso.

s adlunos e os professores estive-
fam no centro desta conversa, pelo que
se transcrevem duas das perguntas gue a
eles se referem, '

“@ual é que acha que € a melhor qualida-
de de um professor A melhor qualidade de
um professor e ter aprendido bastante para
saber que sabe muito pouce, E saber que
& muito Importarte que 4 geracdo seguinte
seja methor que ele. (. .) A minhia mae dizia
assim: “Eu quero o melhor para os meus fi-
lhos" ©s professores devem ter esta pulsao
‘como fundamental. (...) U professor que
também nao consiga ligar a sua diseiplina a
U conjunto mats vasto: de saberes é mui-
to pobre e faz com que os estudantes sejam

SRR ISA eI el e

omo & que o professor Arsélic mudava e
melhorava a relacio dos alunos com o ensi-
no da Matematica? S6 tenho uma hipotese,

farer aim ki A6
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ta de cultura cientifica Ouando perceberem

que & vital,vao aprendé-a Nao pode ser fei-

to de outra maneira’’

Esperamos que a entrevista tenha sido
30 significativa para os leftores da Publica,

‘quanto o fol para nés, professores de Ma-

tematica, sécios da APM.
fh_t-tp “f /W prof2080. pt/users/
ipmath//publico/PUBLICO2008
edicaodia 28-89 Publica.pdf},
Hanuels Pires
Huno Candeias
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A discutir fambem se desenvolve
0 raciocinio

Organizar uma discussdo na sala de aula
ndo ¢é tarefa ficil, mesmo numa turma dita
sem problemas de indisciplina, pelo me-
nos dignos de registo. Ensinar a raciocinar
é algo que ndo € nem simples nem linear.
Parece-me ser cohsensual que em Mate-
mdtica se deve desenvolver o raciocinio,
porém julgo nido ser consensual a forma
como tal deve ser feito. A minha experi-
éncia, que venho aqui partilhar, é que tal
pode ser feito através de discussGes colec-
tivas, ou seja, discussbes com toda a tur-
ma.Vou contar um episédio que se passou
com uma turma de 8° ano, a proposito
de uma tarefa que se inspirou nas orienta-
¢bes metodoldgicas do Programa de Ma-
temdtica (1) para o capitulo Semelhanca
de Tridngulos do 87 ano “provar que a fi-
gura que se obtém unindo os pontos mé-
dios dos lados de qualquer quadrildtero
convexo é sempre um paralelogramo” (p.
39). Os alunos realizaram, no GSP (em 45
minutos), uma tarefa que consistia em in-
vestigar o que observavam guando uniam
os pontos médios de lados consecutivos
de um quadrildtero qualquer: Durante a
realizacdo desta tarefa, formularam diver
sas conjecturas, além da sugerida no Pro-
grama de Matemadtica. Estas conjecturas
foram discutidas no grupo turma na aula
seguinte (90 minutos). No seguinte ex-
tracto (2) estd em discussdo o facto de
em Matemidtica sé se poder considerar
um resultado demonstrado se os resulta-
dos que usamos nessa demonstragdo ja ti-
verem sido demonstrados:

Lara— Se dividirmos o quadrildtero maior
pelo interior e der dois. Entdo, quer di-
rzer que as dreas dos outros tridngulos
vai ter de ser obrigatoriamente jgual a
do quadrildtero interior.

Professora — Escutem ld o que a Lara estd
a dizer que é importante.

Joana — Oh stéra, mas para isso tinha-

mos de demonstrar a conjectura, a'

primeira que ela disse. Ainda ndo esta

demonstrada.
Professora — Ouviram o que a Joana
disse?
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Madalena — E verdade Joana.

Vdrios alunos ao mesma tempo — E ver-
dade Joana.

Aluna — Eu concordo com o que a Joana
disse,

Aluna — Eu também.
Lara — Oh stora. Mas. ..

Professora — Um de cada vez. Mas o que
a Lara disse foi extremamente impor-
tante e o que a Joana disse também.

Aluna — Eu n3o ouvi o que a Lara disse.

Professora — Diz 14 Lara, outra vez, para
eles ouvirem.

Joana — Mas tens que conseguir demons-
trar a outra.

Lara — Se a drea do quadrilatero maior
a dividir pela do quadrildtero menor
é dois. Se conseguirmos demonstrar
essa conjectura, entdo obrigatoria-
mente a drea dos tridngulos somada
vai ter de ser igual a do quadrildtero
interior.

Joana — lIsso se demonstrares a outra.

Lara — Mas se demonstrarmos uma con-
seguimos demonstrar as duas.

Madalena — Mas primeiro tens de de-
monstrar aguela.

Joana — Exactamenite.

Este episddio ilustra como as discussdes
colectivas podem desempenhar um pa-
pel importante no desenvolvimento do
raciocinio. E aqui nitido que a Joana per
cebeu que a partir do momento em que
demonstra uma conjectura jd a pode usar
para demonstrar outras e faz questio que
os seus colegas também o percebam, o
que parece ter acontecido. A professora
interveio para chamar a atencdo dos ou-
tros alunos para a posicio destas alunas,
reforcando a imperténcia do que diziam.
Estd aqui presente uma das principais ca-
racterfsticas do raciocinio dedutivo: todos
os resultados que s3o deduzidos tém de o
ser a partir de resultados jd aceites como

verdadeiros. Além disso, estas alunas admi-,

tem poder considerar um resultado ver-
dadeiro, se conseguirem demonstrar ou-
tro, como ocorre com os matematicos. A
seguinte afirmacdo (3) de Andrew Wiles,
a propdsito de como comegou seriamen-
te a tentar demonstrar o Ultimo Teorema

.
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de Fermat ilustra como tal acontece:"(...)
ele contou-me que Ken Ribet tinha pro-
vado a ligacdo entre Taniyama-Shimura e
o Ultimo Teorema de Fermat. Fiquei elec-
trizado. Sabia, nesse instante, que o curso
da minha vida mudara, e que tudo o que
tinha de fazer era provar a conjectura de
Tanyama-Shimura.” (p.223).

Nofas

|. DGEBS (1991). Programa de Matemdtica
— Plano de organizacdo do ensino-aprendi-
zagem, Ensino Bdsico. 3%iclo (II). Lisboa: Mi-
nistério da Educagao.

2. Retirado de Machado, 5. (2005). A demons-
tracdo materndtica no 8° ano no contexto
de utilizacdo do Geometer’s Sketchpad (tese
de Mestrado, Universidade de Lisboa).

3. Retirada de Singh, S. (1998). A solugdo do
dltimo teorema de Fermat. Lisboa: Relégio
d’Agua.

Silvia Zuzarte Machado
Escola Secundaria de Casquilhos

fvaliar @ capacidade de raciocinar
matematicamente em questdes de
escolha mlfipla, @ possivel?

Os alunos devem ser capazes de raciocinar
matematicamente usando os conceitos, as
representacbes e os procedimentos ma-
temdticos. Isto &, no ensino bdsico devem
ser capazes de: seleccionar e usar formu-
las e métodos matemdticos para proces-
sar informacgdo; reconhecer e apresentar
generalizagbes matemdticas bem como
exemplos e contra-exemplos de uma afir
macdo; justificar os raciocinios que elabo-
ram e as conclusdes a que chegam; com-
preender o que constitui uma justificagdo
e uma demonstracio em Matemidtica e,
também, usar vdrios tipos de raciocinio e
formas de demonstracdo; desenvolver e
discutir argumentos matemdticos; e for
mular e investigar conjecturas matemati-
cas (DGIDC, 2007). No ensino secunddrio,
devem ser capazes de justificar processos
de resolucio, encadear raciocinios, confir-
mar conjecturas e demonstrar formulas e
alguns teoremas (ME, 2001). Serd possivel
avaliar estas capacidades através de ques-
tBes de escolha multipla?
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A capacidade de raciocinar matema-
ticamente desenvolve-se através de ex-
periéncias que proporcionem aos alunos
oportunidades que incentivem a reflexdo
sobre o seu préprio pensamento, Assim,
devem ser confrontados com questdes do
tipo: Porqué? Porque serd que isso dcontece?
O que acontece se...? A resposta estd bem
justificada? Haveria outras justificacdes? Es-
tas questdes tém por objectivo levantar
duvidas e criar incertezas para que os alu-
nos clarifiquem, deservolvam e organizem
0s seus raciocinios. Serd possivel propor-
cionar estas oportunidades quando nos
limitamos a selicitar a indicacdo da letra
identificativa da alternativa correcta, como
acontece, por exemplo, no exame nacio-
nal do ensino secunddrio, |2° ano, Prova
Escrita de Matemdtica A? Ou guando se
pede aos alunos para colocarem o sim-
bolo “X" em questes do tipo Qual das
quatro igualdades. .. ou Qual dos seguintes
grdficos..., como podemos encontrar no
exame nacional de Matemitica do 3° ci-
clo? Analisemos estas questdes a partir de
dois exemplos:

i) Na I* chamada de 2008 do exame do
3° ciclo, a partir da leitura de um gra-
fico era solicitada a indicagdo de qual
das quatro igualdades que se seguem
permite calcular a diagonal do ecrdi de
um televisor; em centimetros (c), dado o
seu comprimento em polegadas (p)!
+c=127p; +¢c=254p
+c= (1127 +c=(1+254)p.

i) Na 2° fase (versdol) de 2008 da Pro-
va de Matemdtica A pedia-se aos alu-
nos para escolherem uma das quatro
op¢des, apresentadas em seguida, para
a tarefa: uma caixa A contém duas bo-
las verdes e uma bola .amarela. Outra
caixa B contém uma bola verde e trés
bolas amarelas. As bolas colocadas nas
caixas A e B sdo indistinguiveis go tacto.

Lanca-se um dado cibico perfeito, com -

as faces numeradas de | a 6. Se sair o
numero 5, tira-se uma bola da caixa A;
caso contrdrio, tira-se uma bola da cai-
xa B. Qual é a probabilidade de a bola
retirada ser verde, sabendo que saiu o
numero 5 no langamento do dado? (A)
1/3; (B) 1/4; (C) 3/7: (D) 2/3.

Em qualquer uma destas tarefas poderi-

armos ir para além do pedido de indica-

cao do resultado correcto, Quando o alu-
no se limita a indicar uma resposta que
considera ser a certa, nao ficamos a sa-
ber se a correccio da resposta se deve
a uma escolha feita ao acaso ou se se ba-
seou na aplicagio dos conhecimentos que
adquiriu. Ao limitarmo-nos & observagdo
da resposta, ndo acedemos aos processos
de raciocinio do aluno, a forma de organi-
zacdo do seu pensamento, E sabido que
avaliar para classificar, para seleccionar ou
para certificar sdo os objectivos dos exa-
mes nacionais & que as questdes de es-
colha multipla pretendem a diminuicdo da
influéncia do corrector no resultado final
da prova. No entanto, o suposto aumen-
to de fidelidade do resultado levanta al-
gumas duvidas ao nivel da validade destas
questoes. .

Como devem ser entendiveis da mes-
ma forma por todos os alunos, ao nivel
da interpretacdo e da resolucio, este tipo
de questSes nio fomenta a conexdo de
contelidos e inclui conhecimentos frag-
mentados; limita-se a recair sobre porme-
nores e sobre férmulas ou propriedades
elementares; faz muitas vezes apelo & me-
mdria, muito mais do que a ldgica, o que
induz o aluno a desenvolver estratégias de
preparacdo de acordo com o solicitado.
Mas, outro problema se levanta. O traba-
lho que o aluno realiza para dar resposta
a uma questdo de escolha mdltipla ndo €
o trabalho de producdo (Noizet & Caverni,
1985). A resposta acertada do aluno ndo
significa que detém determinado conheci-
mento. Para responder, o aluno desenvol-
ve estratégias que podem passar ou pela
mobilizacio das ferramentas correctas
para obtencio da resposta, se as dominar,
ou pela seleccdo aleatdria de uma opcao,
quando ndo consegue mobilizar os conhe-
cimentos solicitados. O objectivo primor-
dial ¢ fazer a escolha certa.

Uma vez que os exames afectam as
praticas da sala de aula (Stiggins, 2004),
e que o suposto aumento de fidelidade
do resultado da prova é questiondvel, é
de equacionar a reformulacdo do tipo de
itens que se colocam em provas nacionais.
Uma possibilidade € solicitar a justificacio
da resposta correcta, ou a justificacdo das
alternativas gue ndo estdo correctas. Por
esta via, poderse-d aceder a informagdes
multiplas acerca dos conhecimentos e ca-
pacidades do aluno, assim como classificar
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as provas através de niveis de desempe-
nho. Além disso, a necessidade de redigir
uma resposta, suscita no aluno uma refle-
xdo sobre a accio para a qual é necessdria
a sistematizacio, a interpretacdo e a toma-
da de consciéncia de alguns erros, poden-
do melhorar a sua prestacao na realizagdo
da tarefa.
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Ensino Bdsico.

(http://sitio.dgidc.min-edu.pt/
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Paulo Dias
Escola Secunddria da Moita

Raciocinar e conjecturar usando
uma lIha de Sonho

Uma das principais finalidades do ensino
da Matemdtica é os alunos desenvolve-
rem a sua capacidade de raciocinio (ME/
DEB, 2001). Neste dmbito, qual deverd
ser o meu papel enquanto professoral O
que deverei considerar um bom raciocl-
nio matemdtico! Serd que um aluno so
pode raciocinar matematicamente sobre
uma situacio quando jd é capaz de do-
minar ferramentas matemaéticas abstractas
que lhe permitam expressar o que pensou
com rigor e formalismo? Estas sdo algumas
das questdes com que nos confrontamos
quando procuramos equacionar modos
de ajudar os alunos a desenvolverem a sua
capacidade de raciocinar em Matemdtica.

Procuremos reflectir sobre estas ques-
t5es focando-nos nas actividades de for-
mulac3o, teste e prova de conjecturas in-
cluindo aqui a procura de argumentos
matemdticos que permitam compreen-
der a razio pela qual uma conjectura pa-
rece resistir a tentativas de refutacio. To-

o




natureza especifica do raciocihio matemd-
tico, pelo que importa dedicar-lhes uma
atengdo particular.

Para formular conjecturas é necessa-
rio perceber as condicdes matemdticas a
que devem atender os exemplos a consi-
derar e decidir sobre o tipo de variacdes
dos exemplos. Ou seja, hd que fazer uma
andlise matemdtica criteriosa pois sé €
proficua uma "busca informada’ (racioci-
nio indutivo fundamentado). Por exemplo,
para testar a conjectura “qualquer frac-

¢do unitdria com denominador par origina -

uma dizima finita", os alunos devem seguir
um critério matemético como “sé me in-
teressa estudar fracgdes em que o deno-
minador seja muiltiplo de 2 e o numerador
I". Ao adoptarem-no estdo a trabalhar
com restrigdes ao conjunto de numeros
relativamente ao qual faz sentido consi-
derar o numerador e o denominador. Da
andlise apoiada nas condigdes matemdti-
cas surge, neste caso, um contra-exemplo,
nova andlise e reformulagio da conjectu-
ra, novo teste e reformulagio, sempre que
necessdrio (Gomes, 2005).

Os alunos ao desenvolverem uma
actividade em gue estd em jogo formu-
lar e testar conjecturas tém oportuni-
dade de lidar com o raciocihio indutivo,
mas também com as suas limitaces. E
importante propor-lhes casos em que as
aparentes regularidades observadas a par-
tir de poucos exemplos, ou de exemplos
pouco diversificados, falhem, Contraria-se
assim, a no¢do frequentemente cimenta-
da de que a andlise de alguns exemplos
basta para obter conclusdes matemadticas
generalizdveis,

H4 algum tempo, propus aos alunos a
realizacio, com recurso ao GeoGebra, da
tarefa A ilha de sonho (adaptada de Jun-
queira e Valente, 1997) em que, resumi-
damente, se pretende que localizem uma
casa numa ilha, gue tem a forma de um tri-
dngulo equildtero, de tal modo que a soma
das distincias da casa a cada uma das trés

" praias que cercam a ilha seja minima. Nes-

te &mbito, formularam diversas conjectu-
ras, integrando vérios conhecimentos ma-
temdticos. Observemos alguns aspectos
da actividade desenvolvida:

Conjectura |: “Pode construir [a casa]

-ne "(in)centro” do tridngulo”, Uns alunos

acham que € verdadeira, outros que & fal-
sa. Falsa porque podia ser em qualguer lu-
gar do tridngulo,"Verdadeira, porque tam-
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bém dd af’. Discute-se se em qualquer
lugar também abrange o poder ficar no
“incentro”. Consenso estabelecido: "Nao
refutada pelas experiéncias, embora pa-
reca ndo traduzir todas as possibilidades
existentes’.

Conjectura 2: “Tem que construir no
incentro”’. Falsa pela descoberta de um
contra-exemplo: conseguimos pelo me-
nos encontrar mais um caso/local em que
a casa ndo se encontrava no incentro e
verificava as condi¢bes pedidas,

Conjectura 3:"Pode construir em qual-
quer local da ilha". Nao foi refutada. Alguns
alunos acham que é verdadeira. Mas, serd
sempre verdadeira! Porqué? Se for sem-
pre verdade deve existir uma razdo... E
introduzida a procura da justificacdo/pro-
va no grupo turma.

Como procurei ilustrar, a discussdo
das conjecturas incluiu a sua comparagao,
a andlise da validade de cada uma e a co-
locagdo de questSes que serviram de in-
centivo & procura de uma prova. Por ve-
zes, pedimos aos alunos para comentarem
afirmacdes de cariz matemdtico e eles fi-
cam sem saber o que dizer, ou mal conse-
guem diferenciar duas afirmagdes seme-
Ihantes que se distinguem, por exemplo,
quanto a sua abrangéncia ou generalida-
de. Esta pode ser uma potencialidade da
discussdo de conjecturas. A prova surgiu
da procura de por que € que a conjec-
tura 3 resiste a tentativas de falsificacdo e
foi construida, em interacgZo com a turma,
a partir das sugestdes "Dividir o tridngulo
original em 3 tridngulos, como mostra a fi-
gura |" e, mais tarde,"Considerem as dre-
as dos vdrios tridngulos e a decomposigdo
de figuras” A = 4; + Az + Az e sejam
hy hs e hs as alturas dos tridngulos Ay, Ay
e Aj relativas aos lados das praias,

IX}!_IXhl [ % ho [ % ha
2 2 2 3
[ xh . I{hy + hs +h;3)

g 2

S h="hy+hy+hs

Discutiu-se, entre outros aspectos, o signi-
ficado de cada uma das alturas tendo em
conta o contexto do problema e, portanto,
face 4 conclusdo visada. Analisou-se, ainda,
o facto da validade da terceira conjectura
implicar a da primeira. Além disso, a pro-
va surgiu, de um modo integrado e natu-
ral, como um instrumento de compreen-

"
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Figura 1
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sdo e ndo apenas como uma manipulagdo
simbdlica abstracta, e/ou argumentagdo
matemdtica elaborada em factos anterior
mente aceites e algo estranha e paralela
ao que os alunos estdo mais habituados a
fazer em Matemdtica.

Do meu ponto de vista, o raciocinio
matemdtico envolve a interpretacdo de si-
tuacBes, a andlise de condices, a identifi-
cacio de ferramentas matemdticas apro-
priadas e a capacidade de as usar,a tomada
de decisdes informadas sobre a aceitabili-
dade/razoabilidade da(s) solucao(des) en-
contradas e estabelecer conexdes ma-
temdticas. A manipulagdo numérica e
algébrica €, entre outros, um aspecto im-
portante da Matemdtica que ndo deve ser
descurado, pois além de constituir uma
forma eficaz e elegante de resolver certos
problemas, é de reconhecida importan-
cia o dominio de mecanismos que, apds
uma fase de apropriagdo e algum treino,
se convertem em automatismos. Todavia,
a construgdo de argumentos matemdticos
encadeados, ainda que por vezes expres-
sos de forma menos abstracta de acordo
com o ano de escolaridade, apoiada, por
exemplo, em argumentos ndo simbdlicos
ou num formato misto (simbdlico e ndo
simbdlico), parece-me também um recur-
so fundamental & construgdo progressiva
do modo mais simbdlico e ao desenvolvi-
mento do raciociio matemdtico.
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Figura 1

Escolherei a proposicio 1.9 (proposicio 9 do livro 1), re-
ferente 4 construcio da bissectriz de um dngulo dado.
Numa proposi¢io deste tipo existem sempre trés partes:

® o enunciado, que é a proposta de um problema de
construgao;

® 2 construgio, que é a descriciio em sequéncia dos passos
da construgiio geométrica, incluindo a validaciio de cada
um deles;

® 2 demonstracio, ou seja a prova de que o objecto que
resultou da nossa construgiio verifica as condigdes do
enunciado; trata-se de uma sequéncia de afirmagdes e da
sua justificaciio.

Vejamos, no caso da Prop. 1.9, em que consiste cada uma
dessas trés partes.

Enunciado

PROP. 1.9. Bissectar um dngulo rectilineo dado

Embgra a defini¢io de Euclides nio seja nestes termos, po-
demos partir da definiciio de dngulo usual, ou seja como con-
junto de duas semirectas OA e OB com a mesma origem.
Assim, supomos dado o dngulo AOB (veja a figura 1).

Construcio

A construgio ¢ constituida por uma sequéncia finita de
acgdes permitidas. As acgdes permitidas nos Elementos de
Euclides estio expressas nos trés primeiros postulados, que
reescrevemos da seguinte forma:

POST. L. Dados dois pontos, é permitido unir um ao outro com
um segmento de recta.

POST. I1. Dado um segmento de recta, é permitido prolongar o
segmento, de forma continua, numa recta [ou semirecta].

POST. IIl. Dados dois pontos, é permitido tracar uma civcunfe-
réncia tendo um dos pontos como centro e passando pelo outro.

Sdo ainda acgdes permitidas a construgio de pontos como
intersecgio de figuras resultantes de acgdes permitidas
anteriores.

A sequéncia de acges € entiio a seguinte (designamos em
geral por XY a circunferéncia de centro X e passando por Y
e colocamos entre parénteses rectos os postulados que per-
mitem cada ac¢io:

® tragar a circunferéncia O 4 [Post. III], e construir o ponto
D como intersecgio da semirecta OB com O_A;

® tracar a circunferéncia Ap [Post. I11];

e tracar a circunferéncia D 4 [Post. I1I], e construir o pon-
to X como intersecgio de Ap com Dy, de modo que
OX intersecte o segmento D y;

® unir o ponto O e o ponto X pelo segmento OX [Post. 1],
prolongar o segmento OX [Post. I1], e construir assim a
semirecta OX.

Neste ponto, Euclides anuncia implicitamente que a cons-
trugio estd concluida, ao afirmar que OX bissecta AOB, o
que equivale a afirmar que o dngulo AOX € igual ao dngu-
lo XOB.

Segue-se como dissemos a

Demonstragio

A demonstraciio é uma sequéncia de afirmagdes, cada uma

seguida da sua justificacio:

e o5 dois lados OA e OX (do tridingulo OAX) sio iguais
aos dois lados OD e OX (do tridngulo ODX) [OA e
OD sio raios de ¢; e OX é comum];

e abase AX éigual a base DX [o trifingulo AXD é equi-
litero, pela proposigio 1.1°], logo os dngulos AOX e
DOX sao iguais [pela prop 1.8, portanto OX bissecta o
dngulo AOB.

O que € importante compreender € que, em suma, esta cons-
trucio geométrica consiste em:

e partir de um conjunto de pontos — neste caso A, O

e B —, a que poderfamos chamar os pontos base da
construcao;
® obter uma sequéncia finita de pontos — neste caso

AOBDX — cada um dos quais estd numa das duas
condicdes seguintes:

e oué um ponto base

® ou pode ser construido a partir dos pontos anteriores da
sucessdo por meio de acgdes permitidas.

Aos pontos assim obtidos chamaremos e-construtiveis (o pre-
fixo e significa “na geometria euclidiana”). E diremos ainda

r
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Compasso euclidiano e compasso “moderno”

De acordo com os postulados dos Elementos, a accio permitida ao compas-
s0 € o tracado de uma circunferéncia, dados o centro e um ponto por onde
passe. O transporte de segmentos, titil em tantas construcdes geométricas,
ndo ¢ permitido. No entanto, Euclides ultrapassa esta limitacgio ( que tinha i
imposto a si préprio!) com as suas duas primeiras proposighes: a primeira
(Prop. 1.1) diz respeito & construgio do tringulo equildtero e a segunda
(Prop. 1.2) é uma demonstracio maravilhosa de que, afinal, com o seu com-
passo e a sua régua ndo graduada, € capaz de transportar segmentos:

Prop. 1.2. Construir um segmento igual a um segmento dado e com uma
=} .
das extremidades num ponto dado.

Sejam BC'e A o segmento e ponto dados.

Construgdo: segmento AB [Post. [; tridngulo equildtero ABD sobre seg-
mento AB [Prop. [.1]; semirectas DB e DA [Post. 11]; circunferéncia B
[Post. I1I], e ponto de intersecco F circunferéncia Dpg [Post. I11], e ponto
de interseciio F; AF'é o segmento pedido na Prop. 1.2.

Demonstragio: uma das extremidades de AF ¢ A; BC igua l a BE [raios de
Bel; DE igual a DF [raios de Dgl; DA igual a DB [ABD é um tridingulo
equildtero]; mas entdo AF = DF — ABe BE = DE — AB siio iguais, e

portanto AF = BC.

que uma circunferéncia é e-construtivel se o seu centro e o
ponto por onde passa sfio e-construtiveis, e que uma recta é
e-construtivel se passa por dois pontos e-construtiveis.

George Martin, no livro Geometric Constructions, com-
para as construgbes geomeétricas a um jogo. Na realidade,
as acgbes permitidas que enuncidmos sio as regras do jogo das
construgdes geométricas euclidianas, tal como os movimen-
tos permitidos aos diferentes tipos de pecas do xadrez cons-
tituem as regras do xadrez.

Note-se que existem diferentes modos de exprimir as re-
gras no jogo das construgdes geométricas. No caso da geo-
metria euclidiana, dizemos muitas vezes que € a geometria
da régua ndo graduada e do compasso euclidiano, ou seja,
as regras sao dadas em termos dos instrumentos que permi-
* tem realizar as ac¢Bes permitidas. Mas é Sbvio que néo basta
apresentar os instrumentos, teremos também que esclarecer
com precisio o que € permitido fazer com esses instrumentos
(veja caixa Compasso euclidianc e compasso “moderno”).

1.1. Mudando as regras do jogo

O “jogo” das construgdes geométricas permite analisar bons
exemplos de um dos modos como se processa o desenvolvi-
mento da geometria (de resto, o da matemdtica em geral).
Em termos dos instrumentos que podemos utilizar, podem
por exemplo existir problemas que resistem as nossas tenta-
tivas de resolugiio com os instrumentos permitidos, e, sere-
mos assim levados a inventar ou descobrir — se preferirem
— outros instrumentos/processos para os resolver. Por outro
lado, a nossa curiosidade intelectual pode levar-nos a colo-

car questdes do tipo seguinte: perderemos muitas possibili-
dades, se usarmos apenas o compasso e abdicarmos de utili-
zar a régua nfo graduada!

Vemos assim aparecer naturalmente duas direcooes de
desenvolvimento que também tém expressio em outros do-
minios da matemdtica, e que no caso das construcdes ge-
ométricas foram percorridas com resultados ricos e muitas
vezes surpreendentes. Vamos exemplificar brevemente es-
tes dois caminhos, esperando abrir a curiosidade dos leitores
para outras leituras mais completas.

1.2. Invenfando instrumentos ou novos processos

Deve ter sido com alguma surpresa que os gregos, depois de
verem como era ficil a bissecgio de um dngulo com régua
ndo graduada e compasso (como explicado por Euclides na
Prop. 1.9 que acabamos de ver), depararam com grandes di-
ficuldades ao querer trissectar um éngulo utilizando os mes-
mos instrumentos. H4 aré quem especule que os gregos tal-
vez tivessem jd a convicgio da impossibilidade da trissecciio
nestas condigbes, e fosse por isso que recorreram 2 utilizacio
de outros processos, em particular de curvas especiais para
a resolver.

Hippias de Elis (segunda metade do séc V a.C.) inven-
tou a quadratriz para resolver a trissecciio do ngulo. O nome
quadratriz deriva do facto da curva’poder ser também urili-
zada na resolugio de outro problema cldssico da geometria
grega, a quadratura do circulo (dado um circulo de raio 7,
determinar um segmento a tal que o quadrado de lado a re-
nha a drea igual a do circulo).
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A quadratriz admite a seguinte definicio (ver figura
ZA):

e (OAC é um quarto de circunferéncia; D é um ponto do
segmento OC e B um ponto do arco de circunferéncia
AC; v é uma semirecta com origem em D e paralela a
OA;

e D e B partem simultaneamente de C' e movem-se com
movimentos uniformes sobre o segmento CO e o arco
CA, atingindo simultaneamente O e A;

® g quadratriz € a curva descrita pelo ponto P, intersecciio
da semirecta r e do segmento OB.

Vé-se imediatamente como a quadratriz resolve o problema
da trissecciio do angulo (e mesmo a divisido de um dngulo em
qualquer niimero de partes iguais).

Seja AOB o angulo a trissectar (figura 2B).

Pelo teorema de Tales, trissecta-se o segmento OD, ob-
tendo-se assim os pontos Dy e Do Obtém-se o ponto P
como intersecgdo da quadratriz com a semirecta passando
por Dy e paralela a OA. E depois o ponto E como intersec-
¢io da semirecta QP com a arco de circunferéncia CA. O
dngulo AOFE tem uma amplitude igual a 1/3 da de AOB.

Note-se um processo de trabalho muito caracteristico
em geometria, que foi utilizado nesta solucio da trisseccio,
e que retomaremos mais tarde na parte deste artigo relativa
as transformagBes geométricas:

Em termos breves, o que fizemos foi o seguinte:

e sabemos dividir um segmento de recta em trés partes

iguais, mas nfo sabemos fazer essa construciio para um
angulo;

® a quadratriz estabelece uma correspondéncia biunivoca
entre um segmento e um arco de circunferéncia;

e aproveitando esta correspondéncia, transferimos o pro-
blema do arco de circunferéncia para o segmento, resol-
vemos o problema no segmento, e depois transferimos a
solugiio para o arco de circunferéncia.

A invengiio da quadratriz ¢ um exemplo tipico da primei-
ra direcgio de desenvolvimento da geometria que aponta-
mos: a criagiio de novos instrumentos/processos para resol-
ver problemas insoldveis com os instrumentos da geometria
euclidiana.

QOutros curvas que resolvem a trissec¢io sdo por exem-
plo a concéide de Nicomedes (e. 200 a.C.), a hipérbole,
utilizada por Papo de Alexandria (c. 290-350 a.C.), o ca-
racol de Etienne Pascal (c. 1650), a pardbola (intersecgio
com uma circunferéncia), solugio de Descartes no livro La
Géométrie (1637), e a cycloidum anomalarum de Tommaso
Ceva (1648-1737).7

No mesmo sentido, e relativamente 2 trissec¢io e aos
outros problemas cldssicos, a duplicacio do cubo e a qua-
dratura do circulo, outras curvas foram inventadas efou uti-
lizadas, como por exemplo na duplicagio do cubo duas pa-
rdbolas ou uma pardbola e uma hipérbole, por Menecmo (c.
375-325 a.C.) e a ciss6ide de Diocles (c. 240—c. 180 a.C.).
Na quadratura do circulo talvez o exemplo mais notdvel seja
a espiral de Arquimedes (280-212 a.C.).

Ainda no sentido de alargar os processos para resolver
problemas que resistem ao compasso e A régua ndo graduada,
podemos referir a invenciio de novos instrumentos, como
por exemplo a régua graduada (uma régua com duas marcas
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Figura 3

num dos bordos). Naturalmente, é preciso especificar — tal
como Euclides fez para o compasso e a régua nio graduada
—, que construgdes sdo admissiveis com o novo instrumen-
to. De maneira intuitiva®, podemos dizer que a ac¢do permi-
tida com a régua graduada consiste em tracar uma recta, de
modo que as duas marcas estejam sobre dois pontos em duas
rectas jd construidas e a recta passe por um ponto também
j4 construido. Na figura 3 mostramos como Papo, o tltimo
grande matemético grego da antiguidade, resolveu a trissec-
¢do com a régua graduada.’

Sendo dado o Angulo AODB a trissectar, e sendo Re Sas
duas marcas na régua, marca-se a partir de O e no lado OB
do angulo o segmento OC, de comprimento igual a metade
do segmento RS. Tragam-se a perpendicular e a paralela a
OA passando por C' (representadas na figura pelo segmen-
to p e pela semirecta g, respectivamente). Ajusta-se a régua
de modo a que os pontos R e S fiquem sobre p e g e que R,
S e O sejam colineares (utilizando a ac¢iio permitida com a
régua graduada). Como o leitor concluird facilmente, os tri-
dngulos OMC e CMS, em que o ponta M é o ponto médio
do segmento RS, sio isésceles, e daf concluird que o dngu-
lo SOC tem uma amplitude dupla da do dngulo OSC, que é
igual a AOS (alternos-internos).

Portanto, a semirecta OS trissecta o angulo AOB.

No livro de Yates referido na nota 7 encontrard nume-
rosos instrumentos e mecanismos para a trissecgio (um ins-
trumento de trés hastes usado por Etienne Pascal para tragar o
seu caracol, o pantégrafo de Tommaso Ceva, o esquadro do
carpinteiro, o trissector de Kempe, e muitos outros). Alguns
destes instrumentos utilizam, de formas diversas, o mesmo
principio da inser¢io'” da régua graduada.

Assim, observdmos neste ponto, e relativamente as
construgdes geométricas, uma linha de desenvolvimento
da geometria que consiste em responder a desafios e pro-
blemas criando novos objectos, instrumentos e processos,
expandindo assim a geometria. Historicamente, esta linha
de desenvolvimento enriqueceu a geometria com numero-
sos novos objectos, cujo interesse e importincia ultrapassou
depois, em muitos casos, a razdo inicial da sua consideraciio.
O melhor e mais claro exemplo disto € a invengio das céni-
cas por Menecmo, utilizadas inicialmente “apenas” para re-
solver o problema da duplicacdo do cubo.

1.3. Restringindo as acgoes permitidas

Esta é uma segunda linha de desenvolvimento da geome-
tria, no dmbito das construgbes geométricas. Iremos apenas
estudar dois exemplos mais significativos, embora o leitor
que fique interessado possa encontrar outros, no livro de
George Martin ja referido.

. 50 com o compasso
Imagine o leitor que se apresenta numa sessdo de formacio
continua em geometria apenas Com 0 seu COMpasso. pois
se esquece de levar a régua (ndo graduada). Estava previsto
que nessa sessfio o formador iria propdr problemas de cons-
trugBes geométricas extrafdos dos Elementos de Euclides. O
formador resolve aproveitar o seu esquecimento pata propdt
a todos que abdiquem da régua e utilizem apenas o compas-
so. No entanto, o formador enuncia o que é, nas novas con-
dighes, uma construgio geométrica permitida: ;

Utna construgiio geométrica — na geometria do compasso
— consiste em partir de um conjunto de pontos base (sejam
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Figura 4

por exemplo A e B) e formar uma sequéncia finita de pontos
ABP PPy ..., P, em que cada um dos pontos

® ou pertence ao conjunto base

e ou é um ponto de interseccio de duas circunferéncias,
cada uma das quais tem como centro um ponto ante-
rior da sequéncia e passa por um ponto anterior da
sequéncia.

Aos pontos da sequéncia chamaremos c—construtiveis (o pre-

fixo ¢ significa “na geometria do compasso”). Uma circun-

feréncia serd c—construtivel se tiver como centro um pon-
to c—construtivel e passar por um ponto c-construtivel,

Uma recta serd c—construtivel se passar por dois pontos

c—construtiveis.

O leitor deve ter neste momento uma divida... Se nfo
tenho régua, como posso desenhar rectas? O que acontece
€ que, segundo estas regras do jogo, eu ndo tenho que dese-
nhar as rectas, tenho apenas que construi-las, e isso significa
encontrar para cada uma 2 pontos c—construtiveis por onde
ela passe (em imaginagfo, estd claro, mas nio estamos nés
em matemdtical!).

Como muito provavelmente o leitor nunca teve opor-
tunidade de abordar este assunto, irei apresentar breve-
mente duas construces geométricas nesta “geometria do
compasso’:

I. A imagem de um pontd c-construtivel por meio de
uma reflexfio, cujo eixo é c-construtivel, é um ponto
c-construtivel. y

Il. Se A, B, C'e D sido pontos c-construtiveis, e a recta AB
intersecta a circunferéncia C'p mas ndo passa por C, en-

e

Figura §

tdo os pontos de intersec¢iio da recta AB com a circun-
feréncia C'p sio c-construtiveis.

Construgdo 1.

Sejam A, B e P os trés pontos base (por defini¢io c-cons-
trutiveis), e seja AB o eixo da reflexdo (ver figura 4; a recta
AB estd a tracejado porque é apenas uma recta imaginada,
do ponto de vista do desenho). Se Ppertencer A recta AB, a
sua imagem P’ coincide com Pe portanto é c-construtivel.
Se Pnio pertence a AB, consideremos as circunferéncias c-
construtiveis Ap e Bp. Designemos por P’ a sua interseccio
diferente de P. O ponto P’ € a reflexiio de P por meio da re-
flexdo de eixo AB, porque A e B sio equidistantes de Pe de
P'. Por outro lado, P’ é c-construtivel porque é interseccio
de Ap com Bp.

Construgdo I1.

Ver figura 5. Sejam €’ e D' as imagens dos pontos C'e D por
meio da reflexdo de eixo AB. De acordo com a construgiio
anterior, C’ e D' s3o pontos c-construtiveis e portanto a cir-
cunferéncia C,, € c-construtivel, do que resulta que F e F'
sd0 c-construtiveis.

E possivel demonstrar que todos os pontos e-construti-
veis sd0 c-construtiveis, e que portanto todas as construgdes
da geometria euclidiana podem ser feitas apenas com o com-
passo (excepto no facto de ndo podermos “desenhar” as rec-
tas...). E o chamado teorema de Mohr-Mascheroni.

O matemitico George Mohr (1640-1697) nasceu na
Dinamarca mas viveu a maior parte da sua vida na Holanda.
Publicou em 1672 o livro Euclides Danicus que contém o re-
sultado que acabdmos de referir.

L
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Figura &

O livro ficou ignorado até ser descoberto por acaso e re-
publicado em 1928. Entretanto Lorenzo Mascheroni (1750—
1800), professor na Universidade de Padua, demonstrou o
mesmo resultado, independentemente de Mohr, e publicou-
o no livro Geometria del Compasso, em 1797 (125 anos de-
pois de Mohr).

Portanto, como acabdmos de ver, se deixar a régua em
casa e levar apenas o compasso para a sessio de formaciio
continua, pode divertir-se a fazer todas as construgoes clssi-
cas da geometria euclidiana apenas com o compasso. Se qui-
ser mesmo tragar os segmentos e as rectas, siga o conselho de
George Martin: pegue numa folha de papel e faga uma do-
bragem bem vincada— fica imediatamente com uma régua
nio graduada.

Ocorre perguntar: e se levar apenas a régua, esquecendo-
se do compasso? E 0 que vamos ver no ponto B.

B. 50 com a régua .

Que construges podemos levar a cabo, na geometria eucli-
diana, se dispomos apenas da régua nfio graduada? E natural
Lermos poucas expectativas, mas note-se que temos tido al-
gumas surpresas. .. )

Um teorema do gedmetra Jacob Steiner (1795-1863)
afirma que nfo € possivel constuir o centro de uma circun-
feréncia dada utilizando apenas a régua nio graduada. A
ideia de David Hilbert (1862-1943) para demonstrar este
teorema ¢ um exemplo de um processo interessantissimo
de demonstragiio em geometria, e por isso tem interesse re-
feri-lo aqui. Mas vamos fazé-lo numa situacio ainda mais
simples.!

Mesmo algo tdo elementar como a construgdo do ponto
médio de um segmento dado A B ndo pode ser realizada ape-
nas com a régua nfio graduada. Como provaria Hilbert esta
afirmacdo? Sigamos o seu método:

e Sio dados os pontos A e B (pontos base da constru-
¢do) e daf o segmento AB [Post. I]. Suponhamos (por
absurdo) que existia um processo de construcéo do pon-
to médio do segmento AB, seja M. De acordo com a
ideia que vimos de construciio geométrica, isso significa-
va que existia uma sequéncia finita de pontos My, M,
..., M, que terminava no ponto M e em que cada ponto
ou pertencia ao conjunto dos pontos base (neste caso A
e B) ou podia ser obtido a partir dos pontos anteriores
por meio de construgdes permitidas pelos postulados [ e
II (os que dizem respeito apenas a régua). Trata-se por-
tanto de um conjunto finito C' de rectas (ou segmentos
de recta) e das suas intersec¢des (terminando no ponto
M). A ideia genial de Hilbert surge agora:

® [maginemos um ponto O, exterior ao plano (seja )
onde fizemos esta construgio do ponto M, e um outro
plano (seja ), ndo passando por O, e efectuemos uma
projeccio central, de centro O, de a sobre 3.

® As rectas ¢ pontos do conjunto €' tém por imagem um
conjunto C" de rectas e pontos (em particular A', B’ e
M), que descrevem exactamente o mesmo processo de
construciio do ponto médio de A’ B’, a saber M’. Mas,
nas condigdes indicadas, M’ pode nio ser o ponto médio
de A’'B’ (figura 6). Portanto ndo existe um processo de
constru¢io do ponto médio de um segmento dado, utili-
zando apenas a régua nio graduada.

De acordo com Howard Eves, o matemdtico drabe Abt'l-
Wefa (940-998) considerou construcdes feitas com régua
nio graduada e um compasso enferrujado, ou seja, um com-
passo com uma tnica abertura (mas que se podia especifi-
car para cada construcdo). Matemdticos italianos, no séc.
XVI, consideraram uma hipétese mais restrita, em que a
abertura do compasso enferrujado era dada uma vez por to-
das, e mostraram que todas as construgées dos Elementos de
Euclides podiam ser realizadas nessas condigdes. Mas o re-
sultado definitivo foi alcangado pelos dois gedmetras mais
famosos do séc. XIX, J. V. Poncelet (1788-1867) e Steiner.
Poncelet enunciou o teorema (agora designado por teore-
ma de Poncelet-Steiner) e indicou um processo de demons-
tragio e Steiner demonstrou-o completamente. O resultado
€ 0 seguinte:

Todas as construgdes da Geometria Euclidiana podem ser rea-
lizadas com régua ndo graduada, se for dada uma circunferéncia
e 0 seu centro.”?

1.4. Rigebrizando, para demonstrar impossibilidades

Temos vindo a referir, neste artigo, por diversas vezes, os trés
famosos problemas de construgdes geométricas da antigui-
dade cldssica. Naturalmente, os problemas eram propostos
para serem resolvidos no dmbito da geomerria euclidiana.
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Mas, como é conhecido e foi referido, (muito provavelmen-
te) a convicgio de que eram insoldveis utilizando apenas
os instrumentos e regras euclidianas levou & procura de so-
lugdes por assim dizer ndio ortodoxas, que resultaram num
enorme enriquecimento da geometria.

Uma outra direcciio de desenvolvimento e enriqueci-
mento da geometria e da matemdtica em geral foi a procu-
ra da demonstracio daquela impossibilidade. Como afirmou

Felix Klein (1849-1925)"

Que construgdes geométricas 30, ou ndo, teoricamente possi-
veis! [...] Um aspecto singular relativo a esta questio é o facto
da geometria elementar ndo fornecer qualquer resposta a esta
questdo. Temos que recorrer A dlgebra [...]. Este novo mérodo
de ataque tornou-se necessdrio devido ao facto da geometria
elementar ndo possuir um método geral, um algoritmo, [como
é o caso da dlgebral.

Nio podemos descrever, mesmo sucintamente, por absolu-
ta falta de espago, em que consistiu esta linha de desenvol-
vimento da matemadtica e que processos de raciocinio foram
assim criados e utilizados com éxito. Remetemos por isso

para um artigo anterior (ver nota 4) que faz uma introducio,

com profusa indicacio de leituras, para o processo de alge-
brizacdo das construgdes geométricas e para a sua aplica¢io
com inteiro éxito nas demonstragdes de impossibilidade.

Notas
' a) Dedico este texto aos colegas do Grupo de Trabalho de Ge-
ometria da APM (GTG), dado que é também o resultado de
muitos projectos em comum e de numerosas discussdes. O
GTG niio € um grupo “perfeito” e temos muita dificuldade em
levar rapidamente até ao fim todos ou mesmo a maior parte
dos projectos que nascem da nossa imagina¢io. Mas é um am-
biente de trabalho muito agradavel, e é sempre com prazer que
antevemos os sibados de manha das nossas reunides mensais.
b) Este artigo serd publicado em duas partes (em nidmeros su-
cessivos da revista), sendo a presente referente s construgbes
geométricas e a segunda as transformacgtes geométricas.

¢ No ProfMar 2008, em Elvas, 0o GTG, representado por trés dos
seus elementos, fez uma conferéncia, intitulada Dez ideias para
0 ensino da geometria, que consistiu essencialmente na deserigio
e exemplificacio da experiéncia geomérrica que o GTG enten-
de dever ser a base da aprendizagem da geometria nos ensinos
bésico e secunddrio. Um documento PDF com as projecgbes
feitas durante a conferéncia pode ser solicitado ao autor.

¥ O leitor interessado em conhecer (muito) melhor a historia
dos métodos em geometria, e ndo apenas na geometria elemen-
tar, poderd ler com proveito o livro de Coolidge indicado na
bibliografia deste artigo.

4 Ja urilizei esta mesma proposigio num artigo anterior, (E&M
n°85, Nov-Dez 2005, O triunfo da Algebra) e assim poderei
referir alguns desenvolvimentos remetendo o leitor para esse
artigo.

Prop. I.1. Construir um trifingulo equilatero sobre um segmen-
to dado. Elementos de Euclides na web:

http://aleph®.clarku.edu/~djoyce/javal/elements/
elements.html

& Prop. 1.8. Se em dois tridingulos dois lados de um deles sdo
iguais a dois lados do outro, e se as bases [isto €, os terceiros
lados] sdo iguais, entdo os dngulos relativos aos pares de lados
iguais sdo iguais.

" Para a rrissec¢iio do Angulo, o livro a consultar é um detalhado
trabalho de Robert Yates, The Trisection Problem. Sobre os pro-
blemas cldssicos, consultar Geometrigt: temas actuais. No que se
refere a curvas especiais, além da obra de Gomes Teixeira (ver
bibliografia), consultar o livro muito completo A Book of Cur-

ves, de Lockwood.

Ver Martin, Geometric Constructions, cap. 9 (The marked ru-
ler) para uma apresentaciio rigorosa deste ponto. O livro de
George Martin — minha principal fonte de informactes sobre
este assunto —, € o livro a utilizar por quem queira estudar com
alguma profundidade o tema das constru¢des geométricas.

Note-se que o instrumento da régua graduada é usado em con-
junto com o compasso. Deverfamos sempre dizer compasso e
régua graduada, o que inclui portanto o compasso e a régua ndo
graduada de Buclides.

Sobre este tipo de construcio, denominado neusis (verging em
inglés), serd proveitoso completar estas informacoes demasiado
breves com uma consulta da Histdria da Matemdtica da Univer-
sidade Aberta (pdgs. 280 a 283, ver bibliografia).

1 Exemplo dado por Howard Eves, no livro College Geometry,
pag. 180.

! Demonstra¢iio na obra citada de Howard Eves, pag. 181-185
ou George Martin, obra citada, cap. V1.

? No livro Famous Problems of Elementary Geometry.
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Raciocinio e fecnologia

Os Principios e Normas para a Matemdtica Escolar, publicacao
traduzida e editada pela APM em 2007, contém, para além
das Normas de Contelido, ou seja, os contetidos a aprender,
como a Geometria ou a Algebra, as Normas de Processo, que
indicam as formas de adquirir e utilizar os conhecimentos, de
que sdo exemplos a Comunicagao e o Raciochio que aqui
surge associado com a Deémonstracao,

Tendo em conta a temdtica desta Revista, vamos deter-
nos um pouco sobre o raciocinio procurando a sua relacio
com o uso da tecnologia.

Desde o pré-escolar e os primeiros anos de escolaridade,
que se reconhece a importancia de estimular os alunos a es-
tabelecer conjecturas, procurando provas, o que € favorecido
pela criagio e descricio de padrdes geométricos e numéri-
cos, num ambiente de trabalho que aponta para uma mate-
madtica que se compreende.

Nos anos 3°-5°, sugere-se que o raciocinio se desenvolve
quando os alunos s3o encorajados a exporem as suas ideias e
em que formular conjecturas e tentar justificd-las € uma parte
integrante da actividade matemdtica dos alunos, abordagem
que ¢ desenvolvida e aprofundada nos anos seguintes. Neste
sentido, nos niveis 6°—8° & medida que, por exemplo, anali-
sam padrdes e estruturas para a identificagdo de regularida-
des e que formulam generalizacdes, devem ser convidados a
argumentar, analisando a plausibilidade das suas conjecturas e
apresentando aos outros as linhas do raciocinio que seguiram,
de modo a poderem ser avaliadas.

Ao longo dos anos e até ao final do ensino secunddrio, o
trabalho de questionamento (o porqué?) constante, as opor
tunidades de comunicar e partilhar estratégias e resultados,
argumentar e ouvir os argumentos dos outros, conduzem a
um progressivo dominio de vdrias formas de raciocinar numa
grande variedade de contextos mateméticos ou de aplica-
cio e ao uso de processos demonstrativos, progressivamente
mais apurados,

Até que ponto a tecnologia vem estimular o desenvolvi-
mento do raciociio? Ou, pelo contrério, como alguns afir-
mam, torna os alunos mais mandries, mais dependentes das
mdquinas e menos criticos?

Vamos partir do exemplo referido na pdgina 31| dos Prin-
cipios e Normas, em que a professora, apds explicar o concei-
to de nimero triangular, pede acs alunos de um 7° ano de
escolaridade que representem os primeiros cinca ndmeros
triangulares, desenvolvendo uma estrutura de pontos que os
ajude a ver o que acontece, quando se passa de um numero
triangular ao seguinte.

A partir dai, pedem-se vdrios “niimeros seguintes” e ...
porque ndo, o centésimo termo, o que obriga a reflectir sobre
o processo seguido até ai, eminentemente recursivo e desa-
justado para responder & pergunta, uma vez que obriga a sa-
ber o 99°.
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2l | =z 253
24 23 276
Figura 1

Que vantagem podemos tirar aqui do uso da tecnologia?

Com uma folha de célculo podemos simular a situacdo
que estd a acontecer (ver figura |). Os alunos podem ser con-
vidados a escrever numa coluna (B) o conjunto dos ndmeros
naturais (o ndmero de ordem de cada nimero triangular) e
os primeiros quatro nimeros triangulares na coluna ao lado
(C). Deve-lhes ser dado tempo para observarem os dados
e tentarem perceber o que estd a acontecer, cada vez que €
gerado um novo ndmero triangular; constituindo os desenhos
dos tridngulos (representados, na figura |, através de cruzes)
uma visualizacZo que pode auxiliar a encontrar uma resposta.
Na imagern, pode observar-se que o desenho de cada trian-
gulo se obtém do anterior; acrescentando uma linha de pon-
tos igual ao nimero de ordem do tridngulo. Por exemplo,
para calcular o termo de ordem n=4, ao tridngulo anteriot,
com 6 pontos, acrescenta-se 4, para obter o novo triangulo
com |0 pontos e assim sucessivamente.

Nio serd dificil, apds alguns momentos de discussdo, en-
tender que o processo recursivo se resume a juntar & soma
acumulada nos nimeros anteriores, o nimero corresponden-
te & ordem. E isso que observamos na imagem, no célculo
do 59 nimero triangular: na célula D6 (=D5+B6), o conted-
do calculado € 15, ou seja, (1+2+3+4)+5 = 10+5, que tem
uma visualizacio geométrica na figura triangular mais a direita,
na folha de cdlculo representada na figura |. Copiando ago-
ra esta férmula ao longo da coluna D e tdo longe quanto se
queira, obtemos a resposta para o termo dé ordem 100 ou
superior, até que a capacidade mdxima de representagao nu-
mérica do programa seja ultrapassada.

‘
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1+2+3+..+N=NN+1)22

N LHT _:lf“ Greeks ¢ Gauss (% Mo animation

Buy this applet
What if applet does not run?

The applet attempts to represent in a dynamic form probably two most famous proofs without words of the
formula for triangular numbers. One was vet known to the ancient Greeks, the other was an invention of
precocious Gauss. As a story goes. when Gauss was about ten years old. a teacher in the arithmetic class asked
his pupils to write down and then add up the mumbers from 1 through 100. No sooner the teacher finished stating
the exercise when young Gauss placed his slate on the teacher's desk. Later on he explained how he managed to
get the result so fast. He came up with the method we used elsewhers in a discussion on all kinds of numbers.

Gauss' method is applicable to computing the sum of any arithmeric progression (or series):

ﬂ=a+d.a+3d,.._,a+nd(ak=a+kd)_

Figura 2

Claro que aqui jd reconhecemos algum valor & tecnolo-
gia, nomeadamente 2 folha de cdlculo, quer porque facilmen-
te gera recursivamente centenas ou milhares de termos, quer
porque ao fazé-lo permite que os alunos observem as rela-
¢des entre os nimeros, discutam e cologuem mais conjectu-
ras, o que sé acontece no contexto de questdes e desafios
apropriados lancados pelo professor e de uma discussio por
ele bem conduzida. Na folha de cdlculo, substituir uma férmu-
la (normalmente, uma combinagdo de enderecos de células)
por outra e copiar ao longo de uma coluna “por arrasto” para
ver o que sucede, € um processo instantdneo que pode fazer
parte do processo de generalizacdo, mas também do de veri-
ficagio e prova.

No entanto, até agora continua por encontrar um pro-
cesso explicito, uma expressdo geradora de qualquer termo
da sequéncia, sem que para o efeito seja necessario conhecer
o termo anterior. Provavelmente, poucos alunos serdo capa-

“zes de reconhecer; através da tabela, que cada termo pode
ser encontrado através da semi-soma do produto da ordem
desse termo pela ordem seguinte (o 5° termo, |5, pode ser

calculado multiplicando a ordem, 5, por 6 e dividindo, em se-
guida por 2).

Assim, fomos procurar recursos na Internet e nas referén-
cias finais do novo Programa de Matemdtica do Ensino Bdsi-
co, em Recursos; sitios e materiais na Internet, encontramos o
site http://www.cut-the-knot.org que disponibiliza algu-
mas centenas de actividades interactivas, uma das quais nos
chamou a atencdo porque se intitulava, Sum of consecutive in-
tegers is triangular, Por curiosidade, fomos ver e encontrdmos
uma actividade que oferece um modelo geométrico dinami-
co e uma explicagdo e prova analttica para a relacio entre a
soma dos inteiros consecutivos e os nimeros triangulares, de
certo modo, aquilo que procurdvamos,

O método de Gauss para encontrar rapidamente a soma
de qualquer nimero de inteiros consecutivos encontra-se af
bem ilustrado. Na figura 2, selecciondmos n=7, para calcular
| +2+3+4+5+6+7, que pode ser visto eventualmente como
o conjunto das bolas de cor que crescem, do lado esquerdo,
de baixo (I) para cima (7). O método apoia-se no facto de
podermos adicionar a estes elementos os da sequéncia in-
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Construa um quadrilatero qualquer, una os seus pontos médias

Pode conjecturar que tipo de quadrilatero interior obtém?
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Figura 3

versa (por exemplo, | +7; 2+6; 3+5; 4+4), sendo que cada
linha tem sempre o mesmo nimero de elementos (8) tio
bem ilustrado no rectangulo de 7x8 da figura. Claro que o
resultado sdo 56 pontos, produto relativamente ao qual te-
remos agora de calcular a metade, uma vez que adiciondmos
os termos de duas sequéncias (em ordem ascendente e des-
cendente) e ndo de uma, que nos conduz ao valor 28, que
corresponde ao 7° ndmero triangular (ver também a folha de
célculo, na figura 1).

Torna-se aqui evidente que a soma dos 7 inteiros con-
secutivos € igual a (7x8)/2-e que, para n termos, teremos
uma expressdo geral nx(n+1)/2, expressdo tdo bem conheci-
da dos alunos do ensino secundério e que traduz a soma dos
n termos de uma progressio aritmética de razio | e para a
qual encontramos uma prova analitica no referido site.

Um problema que se poderia ter iniciado com umas fi-
chas de cor nos primeiros anos de escolaridade, exploran-
do apenas padrbes geométricos, pode progressivamente ser
conduzido a niveis mais elevados de exploracio de natureza
numérica e algébrica e a tecnologia pode ser uma mais-valia
no processo de gerar nimeros, evidenciar relagBes, permi-
tir mdltiplas representacdes e disponibilizar infermacio per-
tinente e modelos visuais facilitadores da apropriacio dos
conceitos.

wllo %! Comando ...

Num Ambiente de Geometria Dindmica (AGD) como o
Geogebra, o Geometer's Sketchpad ou o Cabri, averiguar o
que se passa com a figura que resulta de unir os pontos mé-
dios de lados consecutivos de um quadrildtero qualquer, pode
ser um desafio que estimula também o desenvolvimento do
raciocinio e convida a procura de justificagbes e a prova (ver
figura 3).

A figura, por mais que se “arrastem” os vértices do qua-
drildtero inicial, parece manter-se sempre um paralelogramo,
o que se pode confirmar em cada momento, medindo lados,
angulos e averiguando quanto ao paralelismo entre dois la-
dos opostos. Mas isto ndo constitui ainda uma prova, no sen-
tido matemdtico do termo. No entanto, as caracteristicas do
programa, permitindo a construcdo instantidnea de uma gran-
de diversidade de quadrildteros dos mais 'convencionais” acs
mais “enviesados”, através da propriedade do “arrasto”, for-
necem evidéncia suficiente que suporta a conjectura que se
trata de um paralelogramo. A figura obtida, embora assuma
vérias formas, mantém invariantes o paralelismo entre os la-
dos opostos e as dimensdes dos lados e amplitudes dos an-
gsulos opostos. )

Para o demonstrarmos, precisamos de nos apoiar na se-
melhanga de tridngulos, através da igualdade das amplitudes
dos dngulos e da proporcionalidade entre os lados homdlo-
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gos. Suporte e apoio a esta prova estdo disponiveis nas pagi-
nas 34 e 35 da publicacdo A Matemdtica na Educacdo Bdsica,
editada pelo DEB, em 1999. Aos alunos poderio ser dadas
"pistas” no préprio AGD (ver figura 4).

N3o seria suficiente, o espago desta e doutra revista, para
dar exemplos de'programas computacionais que podem pro-
mover o desenvolvimento do raciocinio, seja ele de nature-
za mais numérica, geométrica ou algébrica. A folha de cdlculo,
applets ou um AGD, pedem desempenhar esse papel. Podem,
porque t&m caracterfsticas que favorecem o confronto dos
alunos com a surpresa da regularidade que surgiu da “cépia”
ao longo da coluna da folha de cédlculo ou do “arrasto” da fi-
gura no AGD. Podem, porque permitem visualizar de imedia-
to o impacto de pequenas mudangas numa varidvel, num va-

1
1. Consegue obter rectingulos e quadrados (caso especial)? Em que situagbes?
2. Trace uma diagonal do quadrildtero exterior e com a ajuda dos tridngulos obtidos e do que sabe
sobre proporcionalidade, talvez consiga perceber a raziio do quadrilatero interior encontrado (n3o se
esquega que os pontos E e F sdo, respectivamente, pontos médios dos segmentos [AB] e [BC]).

Nota: As medidas abaixo
podem ajudi-io a estabelecer
uma conjectura

mEF=53¢m

mAC = 10,6 cm

Figura 4

lor numérico ou numa figura, em diferentes representacdes,
sejam elas geométricas, uma tabela ou um gréfico. Podem,
porque fornecem modelos e informam sobre o seu maior ou
menor ajuste a um conjunto de dados. Mas estas caracteristi-
cas constituem apenas um potencial que se revela e se apro-
funda de acordo com a forma como o professor for colocan-
do as questdes, dando tempos para observagio individual das
tabelas de valores e dos gréficos, na procura de relac@es, para
a discussdo em pequeno grupo e para a partilha de estraté-
gias, reflexdo e confronto de argumentos com toda a turma.
Em resumo: sé o professor pode promover o desenvolvimen-
to do raciocinio, mas nunca como agora a tecnologia lhe ofe-
receu tantas e tdo diversificadas oportunidades de ir até onde
nunca imaginou poder i

José Duarte




0 Problema do ProfMar 2008

O concurso apresentado aos participantes no ProfMat 2008
de Elvas consistiu na resolugdo do problema 2008 Caixas de
Rebucados:

Temos 2008 caixas, cada uma delas contendo respectiva-
mente [, 2, 3,4, .., 2007 e 2008 rebucados. Uma operacéo
consiste em escolher um conjunto de caixas e retirar de cada
caixa o mesmo numero de rebucados. Qual é o nimero mihi-
mo de operagdes necessdri@s para esvaziar todas as caixas?

Dos quinze concorrentes, doze indicaram correctamente o
ndmero minimo de operagdes: | | (um ndmero bastante bai-
X0, para surpresa de alguns).

Houve abordagens distintas. A Lénia, o Daniel, o Eduardo,
a lva & Angelino, a Jonita e o Raul comecaram por analisar o
problema para casos mais simples, com poucas caixas, para
daf tentar generalizar. Os resultados obtidos encontram-se re-
presentados na tabela |.

Analisando a tabela, vemos que o nimero de operagées
n aumenta de uma unidade sempre que o nimero de cai-
xas C' chega a uma poténcia de 2. Assim, € de prever que
n seja a solucio da condicio 27! < 2 No nosso proble-
ma, C' = 2008 e 2'0 < 2008 < 2!, Logo, seriam precisas | |
operacoes.

O Eduardo apresentou este resultado de forma diferente:
n = int (log2C) + 1

Para levar a cabo estas | | operagGes é preciso definir, em
cada uma delas, que caixas escolher e quantos rebucados ti-
rar. Ha muitas possibilidades, embora parecidas entre si ou até
equivalentes (mesmas operaces mas por ordem diferente).
Algumas respostas apresentam a sucessdo de operacdes, sem
indicacdo explicita da estratégia seguida, mas outras indicam-
na. Gostdmos da que a Jonita e o Avelino indicaram. Ei-la, por
palavras ligeiramente diferentes:

Nimero r de rebucados a retirar: metade des que estdo na cai-
xa mais cheia (se ela tiver um ndmero impar, r é metade arre-
dondado por excesso).

Caixas a escolher: todas as que tiverem T ou mais rebucados.

Teremos entdo a seguinte evolugdo da situacdo expressa na
tabela 2. .

Mas, como salientam lva & Nuno Angelino, o ndmero de
rebugados a retirar ndo tem de ser sempre o indicado. Com
efeito, na primeira operacdo, poderiamos retirar entre 985 e
1024 rebucados.

Parabéns ao Raul e ao Nelson que acrescentaram de-
monstracdes (muito parecidas) de que o valor minimo do nu-
mero de operagdes € | |. Nao sdo ficeis e ocupam bastante
espaco. ,;

Uma curiosidade: as respostas da Sara e do Francisco fo-
ram entregues numa bela caixa, a caixa 2009, cheia de rebu-
¢ados! Bela ideia, que a organizacio agradeceu...

Terminamos com a frase com que a Sara concluia a sua
resolucao:

Como podemos observar, ne final todas as caixas estdo va-
zias (e quem comeu os rebugados estd muito, muito cheio. .. ).

Lista de participantes

Individuais: Avelina Sousa; Claudia Vieira; Daniel Castanho; Eduardo
Cunha; Fausto da Silva; Francisco Estorninho; Jonita Ralha; Lénia Mes-
tre; Nelson Sousa; Patricia Sampaio; Raul Aparicio Gongalves; Sara
Gil.

Em equipa: lva & Nune Angeling; jodo Oliveira & Berta Alves; Ricardo
Pogas & Margarida Abreu.

Premiados e Premios

1. Raul Aparicio Gongalves (Unidade Ti-nSpire, oferta Texas Instru-
ments)

2% Jonita Ralha (Calculadora Grdfica Casio CEX9750, oferta Beltrio
Coetho)

3% Nelson Sousa (Jogo Timberr, oferta AFR)

4%, Avelino Sousa (Livro "O Assassino das meigs verdes”, oferta
Gradiva)

5%  Jodo Oliveira & Berta Alves (Livro "Desafios | 0", oferta Afronta-
mento)

Atencdo: Os prémios devem ser levantados até 30 de Julho de
2009. Por favor, contactar a sede da APM em Lisboa.

Tabela 1
N® de caixas C' LlZ] 3 4| 5|4 O 11 {12113 14| I5[16]| 17|18
N° de operagdes n Ll Z1 2| 3] 3 4 4 5
Tahela 2
Operacio [ & 3 L 5 6 7 8 [0 |
Rebucadds na caixa mais cheia 2008 [ 1004 | 502 | 251 125 62 31 |5 7 3 |
Rebucados a retirar 1004 | 502 | 251 | 126 | 63 31 |6 8 4 2 |
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Representagdes dos alunos. Que raciocinios revelam?

flice Carvalho
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Uma componente essencial do trabalho do professor pren-
de-se com as experiéncias de aprendizagem que quer pro-
porcionar aos seus alunos, tendo em conta os contetidos ou
tépicos matemdticos visados.

Esta faceta do seu trabalho concretiza-se muitas vezes na
escolha de uma tarefa e toda a reflexfio feita em torno dela.

Uma professora do 3° ano de escolaridade queria tra-
balhar problemas que envolvessem a multiplicagdo. O pro-
blema adaptado da prova de afericao de matemsdtica 2002
(fhgura 1) parecia-lhe ser interessante, mas envolvia a mul-
tiplicacdo com nimeros decimais, conteddo que ainda ndo
tinha abordado. Alterar os nimeros do problema, para que
$6 estivessem envolvidos ndnferos inteiros, mudando o pre-
co de cada almogo de 1,50€ para 2€, era uma hipdtese, mas
o facto de os alunos nio saberem ainda o algoritmo da mul-
tiplicacio envolvendo ntimeros decimais poderia ser um
desafio impulsionador de estratégias alternativas seria in-
teressante observar como € que os alunos lidavam com o
problema, que sentido dariam a 1,50€, que justificagbes mo-
bilizariam. A dindmica criada no esfor¢o para chegar a so-
luciio do problema e o confronto de estratégias poderia pro-
porcionar um momento rico de aprendizagem matemdtica.

A segunda hipétese era de facto mais desafiante e esta
professora empenhou-se completamente em dar espago aos
seus alunos para resolver o problema através da mobilizacio
de processos que fossem para eles relevantes, mesmo que lhe
parecessem um pouco longos. A partida pensou que a multi-
plicaciio era o processo mais ripido. Estava curiosa para ver
se algum aluno a mobilizava espontaneamente, como lida-

« tabela indica o nimero de almocos servidos, na 2* semana de
bril de 2008, na escola do Paulo.

Dias da semana Numero de almogos servidos

Segunda-feira 100
Terga-feira 75
Quarta-feira 50
Quinta-feira 100
Sexta-feira 125

. Cada almoco custa 1,5 euros. Quanto é que a esu:)la recebeu
pelos almogos de quarta-feira?
Regista todos os teus calculos.

ria com o factor. decimal e que interpretacio faria do niime-
ro obtido no produto. E que outras estratégias iriam surgir
mais?! Serd que os seus alunos a iriam surpreender?

Feita a escolha da tarefa, consideradas estas questdes e
ponderada a forma de a levar para a sala de aula, é altura de
ver o que realmente acontece. Neste artigo analisaremos a
forma como os alunos desta professora mobilizaram os seus
conhecimentos para resolver estes problemas para os quais
foram desafiados (figura 1).

Paralelamente trazemos a experiéncia de uma outra tur-
ma do 37 ano cujo professor optou por levar esta tarefa para
a sala de aula por a considerar consistente com a sua op¢iio
metodoldgica de adiar a introdugiio dos algoritmos formais,
neste caso a multiplicagio com niimeros decimais.

Os nomes dos alunos nfo correspondern aos verdadeiros.

Turma A

Passada a primeira fase de interpretagio do problema no
grande grupo, os alunos langaram-se ao trabalho, podiam
trocar impressdes com os colegas perto de si. Muitos alu-
nos comecaram por adicionar sucessivamente 1,50€, desco-
brindo quase de imediato que 1,50€ + 1,50€ eram 3€. Mas
o processo de escrever 50 parcelas de 1,50€ e contar sucessi-
vamente de 3 em 3 fez com que algumas criangas mudassem
de estratégia e optassem por outra mais eficaz, uma vez que a
forma como fizeram o registo levava a enganos, como mos-
tra a resolucio da Isabel (figura 2).

E o raciocinio comegou a mobilizar-se para a resoluciio
do problema.

— Eu podia fazer primeiro dez almocos, que é mais facil! De-
pois € s6 contar de dez em dez até chegar a 50 almogos — disse
a Isabel, ao debater-se com a confusio que emergia do facto de
ter escrito tudo muito apertado.

Esta mudanga de estratégia fez com que evitasse um erro que
estava a cometer logo na primeira linha dos seus registos (fi-
gura 2), uma vez que associou duas vezes a mesma parcela

Figura 2. Primeira resolucdo da Isabel
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Partindo deste valor, calcula quanto € que a escola fez nessa
semana em almogos. 5

Regista todos os teus cilculos.
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Figura 3. Segunda resolugdo da Isabel.

Na resolugio apresentada na figura 3, podemos observar
que a Isabel percebeu que este problema podia ser resolvi-
do através de uma multiplicagio, pois regista este procedi-
mento logo em primeiro lugar, talvez os primeiros registos
com as 50 parcelas (figura 2) a fizessem evoluir na compre-
ensdo do problema, mobilizando, de seguida, uma estratégia
conceptualmente mais evoluida, mas como ainda ndo do-
minava o cdlculo através da multiplicacio, raciocinou por
etapas. Primeiro calculou o preco de 10 almogos e partiu
deste dado para chegar ao preco de 50, decompondo-o em
10 + 10 + 20 + 10. A estratégia aditiva prevalece, mas esta
resolugfio, feita com compreensio, permite-lhe criar a pou-
co e pouco estruturas sélidas para a apropriagio da multipli-
cacfio com niimeros decimais. Desmontar a sua estratégia e
colocar a discussio sobre outra forma de representar a adi-
¢do de 10 parcelas de 1,5€ poder4 ajudd-la a dar o salto para
a multiplicacio por 10. Proporcionar a anilise do produto
obtido, 15€, em comparagiio com o factor 1,5€, também me
parece relevante para fazer compreender a transformacio
dos nidmeros quando os multiplicamos por dez. Numa etapa
seguinte poder-se-4 direccionar a discussdo na turma para
que percepcione o 50 como 5 % 10 e que, por isso, possa apli-
car esta relagio multiplicativa ao cilculo do preco de 50 al-
mogos: 10 almogos sfo 15€, entdo 50 almogos sdo 5 x 15€.

O Pedro resolveu o problema construindo uma tabela
(figura 4). Como muitos partiu do preco de 2 almocgos, fa-
zendo 1,5 + 1,5 = 3€.

No preenchimento da tabela, o Pedro foi fazendo em si-
multineo contagens de 2 em 2 e de 3 em 3. A raziio da esco-
lha desta estratégia estd explicita na sua justificacio escrita.

O recurso a construgdo de uma tabela foi uma estratégia
muito Gtil para si e para os colegas que tiveram a oportuni-
dade de confrontar os seus modos de resolugiio com este que
tdo bem estruturou todo o processo de pensamento. Muitos
reconheceram que esta estratégia permite calcular de forma
mais organizada, evitando-se os enganos que surgiram nas
resolugdes através da adicio de 50 parcelas de 1,5.

Embora o modo de preenchimento da tabela rivesse sido
através de adigBes sucessivas, esta forma de representacio

Figura 4. Resolugdo do Pedro

permite desenvolver as bases para o raciocinio proporcional,
uma vez que a crianga teve de lidar simultaneamente com

"o ndmero de almocos e o respectivo prego, mantendo sem-

pre uma relaciio constante nas replicagdes necessdrias para
chegar ao prego de 50 almocos, que neste caso foi de 2 al-
mogos/3€. O préximo desafio seria verificar se tendo de cal-
cular um niimero muito superior de almo¢os usaria a mesma
estratégia de construgdo da tabela.

O Renato da turma B, usou a tabela representada na fi-
gura 5 para caleular o preco de 10 almogos.

Este modo de construir uma tabela dd-nos mais evidén-
cia da mobilizacio de relagdes multiplicativas, uma vez que
s6 sdo preenchidas algumas colunas. Sao muitas as questdes
que o professor pode levantar neste ponto: como serd que
o aluno preencheu o preco de 5 almogos? E natural que te-
nha calculado primeiro o prego de 10 almocos e que depois
encontrasse a sua metade. E como preencheria 50 almogos?
Serd que encarava o 50 como sendo 5 vezes maior que 10 e
aplicava esta relagdo criando apenas mais uma coluna, assi-
nalando com setas a relacio multiplicativa envolvida, ou ti-
nha de fazer mais 5 colunas, contando de 10 em 10 e de 15
em 157

A exploragio das tabuadas, através do preenchimento
de tabelas por saltos ao estabelecer relagdes de dobro e de
metade, em vez de as completarem seguidamente por adi-
¢Oes sucessivas, talvez seja um método mais poderoso no
desenvolvimento do raciocinio multiplicativo. Serd inte-
ressante observar se esta abordagem na aprendizagem das
tabuadas ajuda os alunos a aplicar estas relagBes e processos
de representagio a problemas com a mesma estrutura, como
seja, usar tabelas de raziio para resolver problemas que en-
volvem relagBes proporcionais.
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Figura 5. Tabela do Renato.
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Figura 6. A resolucdo do Pedro [2° problema].

No segundo problema (ver figura 1), um dos objectivos
era que os alunos estabelecessem relages numéricas entre
0 50 e 0 450. Como jd sabiam quanto custavam 50 almogos
era interessante verificar se utilizaram este facto para mais
rapidamente calcular o preco de 450 almogos, fazendo-o ou
através de adigdes sucessivas ou mobilizando o raciocinio
multiplicativo. :

Analisemos a resolugiio que o Pedro fez para este caso
(figura 6). Depois de calcular o total de almogos da semana,
observamos que parte do prego de 50 almogos, calcula quan-
tos grupos de 50 hd em 450, adicionando sucessivamente 50
até encontrar este valor, escreve que em 450 hd 9 cinquen-
tas e fez novamente uma tabela com 9 colunas e duas linhas.
Podemos reparar pela justificaciio escrita que apresenta que
o preenchimento da segunda linha da tabela foi feito através
de contagens de 75 em 75. Na apresentacio aos colegas fé-lo
do seguinte modo: “50 almogos custam 75€, 100 almogos é
75 + 15 que dd 50 + 50 + 50, 150 euros ...” e assim sucessi-
vamente até chegar ao célculo de 450 almogos. Foi interes-
sante verificar que ao ter de mostrar oralmente como contou
de 75 em 75, estruturou o 75 em saltos de 50 e 25, para lhe
facilitar o cdlculo, aspecto que nio revela no registo escri-
“to. Foi ainda necessdrio discutir se o que a tabela mostrava
correspondia & explicagfio que estava a expressar oralmente.
A pergunta “Entio 50 almocos custam 450€!" e a respectiva
resposta “Nio, isso € este cinquenta,” (apontou para a co-
luna 6) foram suficientes para poder verificar que em cada
coluna, junto do 50, teria de escrever o nimero de grupos
de 50 correspondente, para que a tabela representasse com
rigor o seu pensamento (ver figura 6).

Na resolucio do segundo problema surgiu nesta turma
um processo diferente (figura 7). E de notar como o Fabio
contou o nimero total de almogos da semana. Enquanto no
trabalho do Pedro (figura 6) observamos o uso do algoritmo
da adicdo, nesta estratégia o célculo foi feito horizontalmen-
te, estando subjacente a estrutura do 100 (juntou o 25 do
125 com o 75 para obter um novo grupo de 100)! Através
da sua justificagiio escrita sabemos porque é que multiplicou
por 9, mas ndo estd explicito como sabe que em 450 hd 9

wwkhﬁvaaqmma%mxﬂ%AMma:wwmmﬁws?%

Figura 7. A resolugdo do Fabio [2° problema].

grupos de cinquenta. Oralmente, a sua explicacio foi mui-
to rdpida, o Fibio apontou para o seu esquema e disse: “Em
300 h4 6 e em 150 hd 3.” “Mas porqué! Como provas que
em 300 hd 6 grupos de 507" insistiu a professora. “E facil, o
300 & 100, 100, 100 e cada cem tem 2 cinquentas... 2,4, 6”.
Uma nova questio direccionada para o estabelecimento de
relacoes “Se em 300 hd 6 vezes 0 50, em 150 hd 3 vezes 0 50
porqué?” obteve resposta imediata de outro colega: “Metade
de 300 sdo 150.".

Desenvolver a capacidade de argumentaciio é um aspec-
to importante do raciocinio, mas muitas vezes os alunos ndo
sentem a necessidade de justificar através da escrita proces-
s0s que utilizaram, para eles é mais do que evidente o porqué
dos procedimentos usados. A discussio oral permite que este
processo se aperfeicoe e gradualmente se reflicta na escrita.
As perguntas dos colegas e do professor ajudam a criar um
sentido de audiéncia para aquilo que escrevem e dizem, por
isso, vale a pena mostrar como se pensou porque isso € tam-
bém importante para os outros.

Turma B

Este problema também foi resolvido numa outra turma do
3° ano de escolaridade. O professor desta turma optou por
ensinar os algoritmos verticais s6 depois de sentir que os
seus alunos tinham alguma flexibilidade no calculo, mobi-
lizando processos alternativos. Isto ndo quer dizer que nio
tenha ensinado processos estruturantes de cdlculo, mas es-
tes focalizaram-se primeiro, e durante um perfodo longo de
tempo, na utilizacio de estratégias de contagens por saltos,
por compensacio, decomposicio e estabelecimento de rela-
¢oes numéricas. Simplificar os cdlculos para imprimir maior
velocidade ao processo de resoluciio e encontrar estratégias
novas para contar aos colegas e professor tornou-se um de-
safio permanente. No dominio da multiplicaciio e divisdo,
as relacies de dobro, de metade e a multiplicaciio por 10 e
por 100 sfo as estratégias a que mais recorrem espontanea-
mente e que tém permitido o desenvolvimento do racioci-
nio multiplicativo.
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Figura 8. Resoluc@o da Diana [1° problema). Figura 9. Resolucdo do Bernardo [1° problema].
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Figura 11. A resolucdo do Gil [2° probiema].

Nos exemplos seguintes, podemos constatar na diver-
sidade de resolugdes que surgiram que estas estratégias sio
usadas para simplificar os célculos, mas o sentido de niime-
ro e a capacidade de percepgiio sobre os efeitos que as ope-
ragdes neles exercem ndo se perdem, ao contrdrio do que
acontece muitas vezes no cdlculo vertical, uma vez que se-
parar o nimero por ordens compromete o raciocinio sobre
os nimeros envolvidos. Se as criancas nio tiverem desen-
volvido o habito de criticar e verificar os resultados, estes
podem ser completamente desadequados a solugio do pro-
blema sem que a erianga o note de forma auténoma.

Na resolucfio apresentada na figura 8, constatamos que a
Diana tem uma percepciio clara de que 1,5€ corresponde a 1
euro mais metade de 1 euro e mobiliza a multiplicacio e di-
visio de forma inter-relacionada. Tem ainda a preocupacio
de apresentar uma explicagio, escrita sobre a razdo do recur-
so 4 metade.

As resolucdes representadas nas figuras 9 e 10 diferem
da anterior na medida em'que o processo escolhido nio par-
tiu da decomposicio de 1,5€, mas também aqui se ohserva

como a sucessiva aplicacio de relacdes multiplicativas, mul-
tiplicar por 100, por 10, o dobto e a metade, imprimem uma
grande flexibilidade no cdlculo. Na estratégia da figura 9, o
Bernardo, para caleular o prego de 50 almogos, parte de cem
vezes 1,5€ e depois calcula a metade deste valor, representa-
da simbolicamente por 1/2. Na da figura 10, o Gil parte de
10 vezes 1,5€ e aplica sucessivamente o dobro até ao cédlculo
do preco de 40 almogos. Ao verificar que s6 lhe faltava saber
o prego de 10 em vez de multiplicar adiciona o valor de 10
almogos. Nio apresenta nenhuma explicagio escrita, mas a
representagio simbdlica mostra com clareza o encadeamen-
to do seu raciocinio.

No segundo problema (ver figura 1) foram também bas-
tante diversificados os processos utilizados pelos alunos des-
ta turma, sendo a primazia dada & multiplicacio.

Foram poucos os alunos que optaram por calcular o di-
nheiro obtido nos almogos de cada dia da semana e adicio-
nar, de seguida, os 5 totais obtidos para obter o dinheiro que
a escola realizou nos almogos da semana. Na figura 11 temos
um exemplo dessa estratégia. E de realcar que pertence ao
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Figura 12. Resolucdo do Mario [2° problemal.

Gil (figura 10}, mas aqui nfo estd explicito como é que che-
gou aos valores apresentados em cada um dos dias da sema-
na. E natural que também tenha estabelecido uma série de
relagdes, recorrendo ao que j4 sabia do problema anterior,
mas nio o expressou através de operagdes ou da escrita. O
incentivo para clarificar o seu registo, evidenciando os mo-
dos de pensar para chegar aos varios cilculos intermédios,
seria uma boa estratégia para continuar a desenvolver a sua
capacidade de argumentacio e de representagio. O algorit-
mo da adi(;ﬁo com niimeros decimais é utilizado correcta-
mente e ¢ pertinente a sua mobilizagio, uma vez que estio
envolvidos ndmeros para os quais o cdlculo mental se torna
mais dificil. No entanto, podia ser incentivada a associa-
¢io das parcelas para as quais o cdlculo mental nio oferece
dificuldade.

Qutros alunos resolveram o 2° problema, partindo do
preco de 50 almogos. Para isso, apds terem calculado que o
nimero total de almogos da semana era 450, encontraram o
nimero de vezes que o 50 integrava esse ntimero, tal como
nos processos apresentados nas figuras 6 e 7 pelos alunos da
outra turma do 3° ano.

,u?m-it‘i Lt £5€ gue me oba G¥sE

Destaco a resolugiio representada na figura 12 por con-
ter vdrias estratégias de resolugio para a mesma solucio. A
capacidade de representacio é um ponto critico no desen-
volvimento do raciocinio, aqui podemos observar a destreza
com que o Mirio lida com a construcio de tabelas e como
passa dum modo de resolugiio para outro. Sabendo que em
450 hi 9 grupos de 50, calculou primeiro o preco de 10 gru-
pos de 50 almogos e depois retirou 75€, chegando a 675€.
Este parece ter sido o seu primeiro passo. Resolve ainda
apresentar outra estratégia: faz uma tabela comecando no
preco de 50 almogos e, através de dobros sucessivos, chega
ao de 400. Na coluna do 450 adiciona 75. A adi¢iio foi mo-
bilizada porque o raciocinio multiplicativo usado antes ndo
funcionava neste caso. Podemos constatar que ainda apre-
senta uma outra forma para resolver o problema: para che-
gar ao produto de 9 x 75, comega em 1 x 75 e prossegue com
sucessivos dobros, tendo o cuidado de registar esse procedi-
mento através de setas. Este € o processo que esta turma uti-
liza para estudar as rabuadas e que este aluno teve a capaci-
dade de transpor para esta situagfio.
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Nas duas turmas do 3° ano de escolaridade verificamos que
as criangas lidaram com a resolugio deste problema com re-
curso a processos diversificados, nomeadamente a constru-
¢fo de tabelas, o cdleulo por etapas, a contagem por saltos,
a aplicacfio de relagdes numéricas e explicacdo por palavras
de procedimentos usados. Estes processos reflectem um bom
dominio e flexibilidade no cdlculo, mesmo quando estio en-
volvidos niimeros decimais.

As vdrias representagdes apresentadas por estes alunos
evidenciam uma forte compreensio de procedimentos sim-
bélicos, mas todos eles sio alternativos aos algoritmos for-
mais. A aposta € que quando estes forem ensinados, os alu-
nos j4 tenham desenvolvido as ferramentas necessdrias que
os torne criticos para optarem por eles se forem mais vanta-
josos, porque reduzem o tempo gasto a calcular no caso de
haverem nimeros grandes envolvidos, mas que ndo os mo-
bilizem se forem irrelevantes numa dada situacio.

A op¢io por uma estratégia consistente com o0s nimeros
envolvidos no problema serd um bom indicador do nivel de
conhecimento matemético dos alunos, mas a sensibilidade
para ver os nimeros ¢ as suas relagdes de inclusio, e encon-
trar regularidades numéricas que imprimam rapidez e flexi-
bilidade no calculo, s6 terd possibilidade de crescer se os alu-
nos tiverem tido.a oportunidade de ao longo da escolaridade
desenvolverem estratégias diversificadas de contagem e de
célculo. A experiéncia no uso de estratégias, a sua discussio
e confronto comparativo em termos de maior ou menor efi-
cdcia virdo a constituir a competéncia de calculo do aluno.

Este é um percurso demorado e exigente porque é preciso
dar tempo aos alunos para pensarem nas suas proprias estra-
tégias, incentivar a justificaciio escrita e proporcionar espa-
¢os de discussdo colectiva de ideias. A colocacio de ques-
toes mobilizadoras do raciocinio, que permitam desmontar

mal-entendidos, completar ideias, provar afirmagdes, pro-
gredir na compreensio dos conceitos é uma tarefa que exige
do professor uma constante interac¢io e uma consciéncia
muito clara do que deseja que os seus alunos aprendam e do
que estd em causa em cada situagio.

Assim, a resolucio de bons problemas, aqueles que tém
subjacente conceitos e capacidades que os alunos devem de-
senvolver, passiveis de serem resolvidos de modos diversi-
ficados, torna-se um recurso privilegiado para promover a
aprendizagem da matemdtica com profundidade.

Desenvolver a capacidade de resolugiio de problemas ¢
o raciocinio faz-se em articulagdo, mas para isso, tanto para
o professor como para os alunos, a atengiio nio estard ape-
nas na resposta ao problema, mas no modo como se pen-
sa, nas estratégias que se usam, nos conceitos e capacida-
des que se mobilizam e na maneira como sio apresentados e
discutidos.

Esta é uma abordagem em que o ambiente da turma e a
visdo que se tem da aprendizagem da matemstica desempe-
nham um factor crucial.

A capacidade para explicar e justificar processos de re-
solugfio terd mais possibilidades de crescer se o fizer mui-
tas vezes e se aqueles que me ouvem e léem também forem
intervenientes: os seus pedidos de esclarecimento, as ques-
tOes e outras opinides tornar-me-Ao mais atento, reflexivo e
aberto a criticas, mas o que espero dos outros também exi-
ge um procedimento igual da minha parte. E este ambiente
que tem de ser construido gradualmente, através de uma di-
nimica de interac¢fio impressa pelo professor e que ird fazer
parte da cultura da turma.

Alice Carvalho
EB1 1J1 Orlando Gongalves — Agrupamento de Alfornelos

Formadora na equipa de Formacdo Confinua de Matematica para professores do
1" ciclo na ESE de Lisboa




Para este nDmero seleccionamos

Construindo argumentacdes matemaicas nus unmeuus anos
fl importdncia de explicar e jusfificar ideias

Este niimero da revista centra-se no fema Raciocinar em Matematica. Em salas de aula em que & valorizado o raciocinio,
a explicacdo e @ jusfificacdo sdo aspectos chave da actividade dos alunos, o que fraz para primeiro plano a necessidade
te se dedicar uma atencdo especial ds acfividades de argumentacao matematica em fodes os niveis de escolaridade.

Parfindo desfe pressupogfo. selecciondmos para este nimero um arfigo da avforia de Joy Whitenack e Erna Yackel. dois
aufores de referBncia no campo da argumentagdo no ensine da Matematica. Este arfigo, intitulado Making Mathematical
Rrguments in the Primary Grades: The Importance of Explaining and Justifying Ideias, foi publicado na revista Teaching
Children Mathematics em Maio de 2002 e. como o proprio fifulo indica. foca-se nos primeiros anos de escolaridade. R
publicacdo da fraduc@o que agui apresenfamos foi autorizada pelo HCTM. & quem agradecemos.

Neste fexto, os aufores, parfindo da descrigao e andlise de um episddio que ocorreu numa furma do 2° ano, sublinham a
importancia. para a aprendizagem, dos alunos apresentarem e discutirem argumentos mafematicos e analisam o papel
do professer na consfifuicao e manutencdo de ambienfes que promovem a argumentacdo. Globalmente, a sua leitura
pode confribuir para iluminar a dindmica da argumentacdo na avla de Matematica e para evidenciar desafios com que
0 professor se confronfa quande orienta o seu frabalho no sentido de ajudar os alunos a construirem argumentos sobre

05 Seus processos de resolucdo e @ analisarem crificamente ideias apresentadas por colegas.

Os alunos do 2° ano da professora Jones acabaram de voltar
a reunir-se depois de trabalharem em diversos problemas. As-
sim que os alunos se sentaram na frente da sala, a professora
Jones pede a Casey para explicar a sua resposta de |6 para o
seguinte problema."A tia Mary tinha 31 rebucados no balcio
e o tio Johnny come |5 rebucados. Mostra quantos rebuca-
dos a tia Mary tem no balcdo agora!” Casey vai ao quadro e
escreve: 30-15=15; |5+ 1=16. E entdo explica:

“Fu tirei este | de 31.E 30 menos |15 éigual a |5.E mais | & igual
a |6.5e pegarmos neste | e o adicionarmos ao 30 para fazer 3|
& o mesmo que guando fazemos menos, sé que temos um nu-
mero maior em |, e se tirarmos o | do 30 e adicionarmos ao |5,
ficamos com |6, E foi assim que fiquei com 16"

Quando a professora Jones pede comentdrios ou perguntas,
uma outra aluna, Shari, imediatamente diz que a abordagem
de Casey "foi muito fixe™ Explica, entdo, porque é que Casey
resolveu o problema da forma como o fez “Porque, s vezes,
as pessoas sabem que |5 mais 15 é igual a 30, Entdo se sa-
bemos isso, € capaz de ser mais facil' Quando a professora
Jones'pergunta a Casey se usou os dobros, |5+15=30, ele
diz que sim.

Os Principles and Standards for School Mathematics afir-
mam que "os programas educacionais devem permitir ac alu-
no desenvolver e avaliar argumentos matemdticos e provas?"
(NCTM 2000, p. 56). O exemplo anterior ilustra este tipo
de raciocinio matemdtico nos primeiros anos. Quando Ca-
sey explica o seu pensamento a turma, a sua argumentacdo
matemdtica torna-se parte da discussdo seguinte. Depois de
apresentar a sua a-gumentagao, a turma é capaz de encon-
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trar sentido na sua estratégia e ndo apenas na sua resposta.
De maneira significativa, a sua explicagio torna-se o ponto de
partida para os seus colegas desenvolverem argumentacdes
matematicas que apoiam, melhoram, ou, eventualmente refu-
tam as suas ideias. Shari, por exemplo, explicou porque é que
Casey resolveu o problema da forma como o fez, isto &, ten-
tou clarificar a explicacio do seu pensamento, quando afir
mou que a abordagem de Casey era uma maneira “mais fAcil”
ou mais eficiente de encontrar a resposta. Além de tornar o
pensamento de Casey mais claro para outros, Shari e Casey
abriram caminho para os outros alunos desenvolverem ar-
gumentos que apoiassem ou, eventualmente, contrariassem
o pensamento de Casey enquanto a discussdo continuava.
Como este exemplo ilustra, explicar as préprias ideias, € uma
parte essencial do desenvolvimento de argumentacdes mate-
maticas. Por outras palavras, raciocinar envolve construir argu-
mentacGes matemdticas, nomeadamente explicar as préprias
ideias para as tornar claras para outros.

Construir argumentagdes matematicas também pode en-
volver justificar as ideias préprias aos outros. Na justificacio
matemdtica, um aluno apresenta explicaces para lidar com
um desafio s suas ideias colocado por um colega. Para ilus-
trar a diferenca entre explicacdo e justificacio regressamos a
discussdo que acorreu apds Casey e Shari terem explicado as
suas ideias. A medida que a discussio continua a professora,
pergunta aos alunos se tém perguntas ou comentdrios e Teri
responde. .

Professora jones: Entdo aquilo era algo que Casey jd sabia e ele co-
mecou por ai, Mais alguém tem algum comentdrio ou pergunta?

Li
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Teri: Porque € que o juntaste [0 1] ao 30 e o puseste no 16! O =
| parao €& A
Casey; Eu adicionei-o ao |5 para obter |6,

Teri: Ha?

Professora fones: Faz sentido, Teri?

Teri: Mas porque € gque o adicionaste ac 30 primeiro e depois
ao |57

Professora fones: Podes mostrar-nos o teu primeiro pensamento?
O que € que pensaste primeiro! Acho que isto pode ajuda-la a
perceber o que fizeste.

Quando, da primeira vez, Teri perguntou a Casey porque €
que ele adicionou o | ao |5 para obter |6, podemos inferir
que queria que Casey clarificasse o seu pensamento, isto é,
pediu-lhe uma explicagdo. Ao fazer a pergunta seguinte, po-
rém, parecia estar a desafiar o raciociio de Casey. Quando
este aluno respondeu a primeira pergunta com “eu adicio-
nei-o a |5 para ter 16" a sua explicacdo ndo foi convincente,
Consequentemente, quando Teri coloca a sua segunda per-
sunta, “Mas porque é que o adicionaste ao 30 primeiro e
depois ao |5?" estava a pedir a Casey para justificar o seu
raciocinio.

Determinar se um aluno estd a explicar ou a justificar
0 seu pensamento, exige que consideremos as razdes pelas
quais o aluno estd a apresentar um argumento. Em algumas
alturas, o aluno pode explicar uma ideia para clarificar o seu
pensamento para outros. Noutras alturas, o aluno apresenta
um argumento para validar o seu pensamento ou para justi-
ficar a sua actividade. Fazer estas distingdes subtis durante o
ensino € dificil e, ndo necessariamente vantajoso. Aqui esta-
belecermo-las para detalhar os papéis complexos e importan-
tes que tanto a explicacdo como a justificagdo desempenham
enguanto os alunos desenvolvem argumentacdes durante as
discussdes.

Em suma, quando os alunos argumentam matematica-
mente, ndo partilham simplesmente as suas respostas; em vez
disso, explicam e justificam as ideias que tiveram enquanto
pensavam e resolviam o problema. Explicar e justificar sdo
aspectos importantes do raciocinio sobre ideias matemdti-
cas, isto &, de construir argumentagdes para a resolucdo de
problemas.

fl import@ncia de construir argumentacoes matemaficas

Um professor pode encorajar os alunos a explicar e a justi-
ficar as suas ideias durante as discussbes, por muitas razoes.
Todos os alunos podem beneficiar com estas discussGes, in-
cluindo o aluno que estd a explicar e os outros que estdo a
participar na discussdo. Quando lhes pede para explicar e jus-
tificar o seu pensamento, os alunos podem revisitar as suas
ideias matemadticas. Por exemplo, 2 medida que a aluna ex-
plica a sua resposta, pode construir uma argumentacao ma-
temadtica mais forte, ou pode encontrar uma nova forma de
olhar o problema. A aluna ndo sé desenvolve uma compre-

“ ensdo mais aprofundada das ideias sobre as quais se estd a

debrucar, mas também pode construir novas compreensées.
Além destes beneficios, os seus colegas tém oportunidades
de reflectirem sobre novas ideias. Por exemplo, depois de

S

Casey e Shari terem explicado o método de resolucdo de
Casey, um outro aluno, George, disse que ndo tinha compre-
endido o pensamento de Casey. Referiu, “E dificil para mim
compreender isto porgue ninguém fez um problema como
este antes.” Porque Casey apresentou uma nova maneira de
pensar; George e os outros alunos foram incentivados a re-
flectir para compreenderem as ideias de Casey. Estas situa-
¢Bes sdo oportunidades de aprendizagem para todos os alu-
nos. Por fim, estas discussdes dio a cada aluno a possibilidade
de desenvolverem argumentos matemdticos e podem fazer
avancar as ideias matemadticas que sdo partilhadas por todos
os participantes (NCTM 2000).

Desenvolvendo a argumentacao durante o ensino da Matemalica

O documento Principles and Standards for School Mathema-
tics refere:

Se os alunos tém de aprender a formular conjecturas, a experi-
mentar diversas abordagens de resolucao de problemas, a cons-
truir argumentacBes matemdticas e a responder a argumenta-
¢Bes de outros, entdo é essencial criar um ambiente que fomente
este tipo de actividades. (NCTM 2000, p. 18)

Comeo esta citagao sugere, fomentar um ambiente em que os
alunos explicam e justificam as suas ideias € importante, mas
como criar ambientes que promovem a argumentacdo mate-
mdtica! Para responder a esta pergunta, precisamos de com-
preender o papel dos professores e alunos nas salas de aula
em que a explicacdo e a justificagdo s3o aspectos importantes
no ensino da Matemdtica.

O documento Principles and Standards for School Mathe-
matics sugere que quando os professores encorajam os alu-
nos a apresentar as suas ideias de forma a que outros as
possam avaliar, proporcionam oportunidades para que de-
senvolvam argumentacdes matemdticas (NCTM 2000). Aju-
dar os alunos a compreender como e quando argumentar
matematicamente € uma parte importante deste processo.
Na verdade, a professora Jones e os seus alunos estabele-
ceram, em conjunto, normas para a explicacdo e justificacdo
de ideias matemadticas. Com o tempo, os alunos aprendem a
ouvirse uns aos outros, a colocarem questdes quando ndo
entendem a contribuicdo de um colega e a explicarem e jus-
tificarem as ideias uns dos outros. O papel do professor é aju-
déd-los a compreenderem as suas responsabilidades durante
as discussoes.

O professor ndo so facilita discussGes em que os alunos
falam acerca das suas ideias matemdticas, mas também, quan-
do necessdrio, inicia discussdes em que a turma "fala sobre fa-
lar sobre a matemdtica” (Cobb, Wood e Yackel, 1993). Neste
tipo de comunicagdo matemdtica, o professor e os alunos po-
dem discutir; por exemplo, como e quando os alunos podem
explicar as suas ideias. Por um lado, ambos os tipos de discus-
sdo sdo essenciais para ajudar os alunos a aprender a comu-
nicar as suas ideias e, por outro, a ouvir e a valorizar as ideias
dos seus colegas. Ao desenvolverem estas capacidades, o pro-
fessor e os alunos estabelecermn e "mantém um ambiente que
respeita, fortalece e encoraja os alunos” a construir sentido
para a Matemdtica (NCTM 2000, p. 122).
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Figura 1

O raciocinio independente de cada aluno contribui para as discussGes com toda a turma.

Raciocinar por si proprio ——— Estabelecer significados partilhados

Figura 2

Formas partilhadas de comunicar e de raciocinar contribuem para o raciocinio individual de cada aluno.

Raciocinar por si préprio <«———— Estabelecer significados partilhados

Figura 3

A relacio entre o raciociio individual e o raciocinio colectivo € dindmica.

Raciocinar por si préprio <e——— Estabelecer significados partilhados

Os professores podem usar diversas estratégias para aju-
dar os alunos a explicarem as suas ideias. Para ilustrar algumas
destas estratégias, regressamos ao didlogo entre a professora
Jones e os seus alunos, enquanto discutem o método de re-
solugdo de Casey. £ de recordar que depois de Casey e Sha-
ri falarem sobre o método de resolucdo deste aluno, a dis-
cussdo continuou pois a Professora Jones encorajou outros
alunos a pensarem sobre a abordagem de Casey. No nosso
exemnplo, a professora encorajou os seus alunos a levantarem
questdes e a fazerem comentdrios. Depois da primeira ques-
tdo de Teri “Porque € que o juntaste [o |] ao 30 e o puseste
no |6!" a professora fez uma pergunta importante: 'Faz sen-
tido, Teri?”" Ao formular esta pergunta a professora permitiu a
Teri continuar a discutir as ideias de Casey com ele. Por outras
palavras, incentivou Teri a colocar mais uma questdo a Casey.
Ao mesmo tempo, a professora Jones ajudou Casey a ter
em conta a pergunta de Teri e sugeriu como poderia o aluno
aprofundar a sua explicagdo sobre o porqué de ter adiciona-
do | ao |5. Desta forma, a professora facilitou uma discussdo
em que os alunos tiveram oportunidades tanto de explicar as
suas ideias como de responder a questdes dos colegas. Estes
também contribuiram para a discussdo ao colocarem pergun-
tas de esclarecimento, ao apresentarem desafios ou ao expli-
carem e justificarem as ideias de outros.

A importéancia do papel da professora Jones durante es-
tas discussdes ndo pode ser exagerada. Focou-se em diver-
s0s aspectos do raciociio dos alunos e continuou as conver-
sacbes com diferentes alunos de formas diferentes (NCTM
2000, p. 125). Em particular;, reconheceu pontos que os alunos
ndo perceberam e tornou as suas questdes e comentarios o
centro da discussao, Também permitiu que os alunos colocas-
sem perguntas no seguimento de intervencdes de colegas e
deu a estes alunos a oportunidade de responderem. Incenti-
vou os alunos a continuarem a raciocinar, 2 medida que dis-
cutiam as ideias uns dos outros. Além disso, ao encoraja-los a
partilharem as suas ideias, comunicou aos seus alunos que as
suas ideias sdo importantes. Os alunos contribuiram explican-
do as suas ideias; por isso, também eles ajudaram a conversa-
¢do a progredir Neste sentido, a professora Jones e os seus
alunos estabeleceram conjuntamente como e quando comu-
nicar ideias (Yackel e Cobb 1996; Hiebert et al. 1996).

Envolvimento na argumentacdo matematica: algumas reflexaes
fingis

Uma questdo mais geral € a relagdo entre o raciociio em
que os alunos se envolvem enquanto trabalham individual-

mente e o raciociio que acontece durante as discussdes na
turma. As criangas devem ter oportunidades para raciocinar
individualmente sobre problemas, isto &, para se convence-
rem a eles préprios enquanto resolvem problemas, Devem
ter tempo para desenvolver argumentagdes em que explicam
e justificam os seus métodos de resolugio. A medida que re-
solvem problemas, podem fazer perguntas a si proprios, tais
como "“Porque € gue eu posso usar esta abordagem e ndo
outra! Que informacdo posso usar para me ajudar a resol-
ver este problema? Posso resolver o problema de mais de
uma maneiral Hé abordagens ‘mais féceis' ou mais eficientes?”
Permitir que os alunos raciocinem individualmente, ajuda-os
a compreender como partilhar, explicar e justificar as suas
ideias durante as discussdes na turma. A medida que contri-
buem para estas discussées, contribuemn em parte para fazer
avancar as ideias matemdticas que sdo conjuntamente parti-
lhadas por todos os participantes. Esta relagdo € ilustrada na
figura |. A seta mostra como € que o pensamento e o racio-
cinio individual de cada aluno contribui, em parte, para ajudar
todos os alunos a desenvolverem formas partilhadas de co-
municar e de raciocinar matematicamente.

Além disso, & medida, que os alunos acordam formas de
comunicar e de raciocinar matematicamente durante discus-
sbes com toda a turma, também motivam os seus colegas a
considerar as suas idefas, isto € a convencerem-se a si pro-
prios relativamente a ideias de outros. Quando tal acontece,
podem comegar a usar estas ideias quando trabalham indivi-
dualmente. Assim, enquanto os alunos desenvolvern formas
partilhadas para raciocinar como uma turma, também se
auto-ajudam a raciocinar autonomarmente sobre novas ideias.
Esta relacio € ilustrada na figura 2 pela seta invertida.

Claro que estas relagbes s3o dindmicas; acontecem simul-
taneamente durante o ensino. Esta relacio dindmica é ilustra-
da pelas setas que apontam em ambos os sentidos (ver figura
3). Regressando a discuss3o anterior sobre a importancia de
raciocinar ou de se convencer a si préoprio, e de desenvolver
significados partilhados, a seta representa as oportunidades
de aprendizagem que podem ocorrer durante este proces-
so. A relacio entre o raciocinar individualmente e estabele-
cer significados partilhados com os outros € verdadeiramente
essencial. 4

Observacaes finais

Ajudar os alunos a explicarem e a justificarem as suas ideias,
isto €, a argumentarem sobre os seus métodos de resolucdo,
pode tornar o trabalho do professor, por vezes, estimulante e
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exigente. Em algumas situagdes, os alunos podem ndo saber..

apresentar argumentos ma’tematlcos aos colegas. Por exem-

plo, os alunos nem sempre sabem que palavras usar; espe-
cialmente se as suas ideias sio novas ou ndo estdo comple-
tamente desenvolvidas. Além disso, podem ndo saber como
lidar com desafios, nem como colocar perguntas que reque-
rem um esclarecimento, O professor deve monitorizar con-
tinuamente a discussdo, enquanto dd aos alunos oportunida-
des para desenvolverem formas de raciocinarem uns com os
outros.

Os alunos colhem muitos beneficios de raciocinar mate-
maticamente, Frequentemente desenvolvern ou melhoraram
as suas idefas, enquanto explicam e-justificam o seu pensa-
mento. De uma forma mais geral, ao permitirem que os alu-
nos expliquem e justifiquem as suas ideias, os professores aju-
dam-nos a desenvolver predisposicdes para a matemtica, Os
alunos comegam a ver a actividade matematica nao sé como
a obtencio de respostas correctas ou a utilizacio e descricio
de procedimentos rotineiros, mas também como a explora-
¢do de ideias matemdticas. Com o apelo para delinear novas
abordagens educativas que apoiem a construcdo de sentido
matemdtico pelos alunos, ajudd-los a verem-se a si proprios e
a outros como pensadores materndticos, parece ser um im-
portante ponto de partida.

.

Notas

! Por nos parecer que é mais simples compreender o racioci-
nio da crianca a partir das suas palavras, apresentamos o texto
original correspondente a "Se pegarmos neste | e o adicio-
narmos ao 30 para fazer 31, € o mesmo gque quando fazemos
menos, s& que temos um ndmero maior em | "If you take
that | and add it onto the 30 to make 31, it's just when you mi-
nus you just have | higher number”.

’ A palavra proof foi traduzida por prova.
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0 simbolismo e o desenvolvimento do pensamento alg@brico dos alunos

Jodo Pedro da Ponfe Newsa Branco fina Mafos

Raciocinar envolve sobretudo encadear assergdes de forma
I6gica e justificar esse encadeamento. Em Algebra, isso faz-se
em grande medida usando simbolos, nomeadamente sinais e
letras do nosso e de outros alfabetos, j4 que a sua utilizacio
¢ central neste campo da Matemitica. Os simbolos permi-
tem expressar ideias matematicas de forma rigorosa e con-
densada e sdo muito dteis para a resolucdio de problemas. No
entanto, os simbolos podem ter significados diversos, con-
forme o contexto em que s3o usados, ¢ uma boa parte das di-
ficuldades dos alunos estd precisamente nesta intetpretacio.
Neste artigo referimos alguns problemas que podem ocorrer
na aprendizagem deste tema devido a utilizacgio dos simbo-

los, em especial nas expressoes algébricas que intervém no
trabalho com equagBes e fungdes. Na nossa perspectiva, o
raciocinio em Algebra requer a compreensao da linguagem
algébrica, sendo por isso de grande importancia compreen-
der a natureza e origem das dificuldades dos alunos. Assim,
analisamos os erros ¢ as dificuldades mais comuns dos alu-
nos no trabalho com expressdes algébricas e na resolucgio de
equactes do primeiro grau. Terminamos com diversas suges-
toes para situar o trabalho em Algebra, ndo apenasna mani-
pulagio simbélica, mas, de um modo mais geral, no desen-
volvimento do pensamento algébrico.

.
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0 simbolismo e o pensamento algébrico
L]

A Algebra surge na Antiguidade com a resoluciio de pro-
blemas, nomeadamente de Aritmética e Geometria. Inicial-
mente, esses problemas eram expressos em linguagem natu-
ral, mas com o contributo de matemdticos como Diofanto,
comegaram a usar-se pequenas abreviacoes. No século XVI,
com Frangois Viete, deu-se uma transformaciio fundamen-
tal — a construciio de uma Algebra simbélica. Nio pode-
mos minimizar a importincia dos stmbolos que € reconheci-
da. Por exemplo, pelo matemdtico americano Keith Devlin
quando defende que “sem os simbolos algébricos, uma gran-
de parte da Matematica simplesmente néo existiria”.

A linguagem algébrica cria a possibilidade de distancia-
mento em relagio aos elementos seméinticos que os simbo-
los representam. Deste modo, a simbologia algébrica e a res-
pectiva sintaxe ganham vida prépria e tornam-se poderosas
ferramentas para a resolucio de problemas. No entanto, esta
grande potencialidade do simbolismo é também a sua grande
fraqueza. Esta vida prépria tem tendéncia a desligar-se dos
referentes concretos iniciais e corre o sério risco de perder
todo o sentido. E 0 que acontece quando se utiliza simbolo-
gia de modo abstracto, sem referentes significativos, trans-
formando a Matemdtica num jogo de manipulaciio, pautado
pela prdtica repetitiva de exercicios envolvendo expressoes
algébricas, ou quando se evidenciam apenas as propriedades
das estruturas algébricas, nos mais diversos dominios, como
sucedeu no movimento da Matemdtica moderna.

Este movimento foi fortemente criticado por Hans Freu-
denthal, fundador da corrente da Educaciio Matemadtica Re-
alista. Na sua perspectiva, na escola, os simbolos literais de-
vem ter algum significado, pelo menos numa fase inicial,
por analogia ao que sucedeu no desenvolvimento histérico
da Algebra. Além disso, Freudenthal interpreta a linguagem
algébrica como um sistema regido por um vasto conjunto
de regras sintdcticas que permitem desenvolver alguma ac-
cdo. Compara a linguagem corrente com a linguagem al-
gébrica e sublinha a complexidade desta e a quantidade de
interpretagfes incorrectas que podem surgir na sua apren-
dizagem. Com esta énfase na linguagem algébrica e nos sim-
bolos, numa fase inicial associados a referentes, continua a
dar uma importincia primordial ao simbolismo e & progres-
siva formalizacio, mas representa uma outra concepciio da
Algebra. -

Mais recentemente, principalmente desde a década de
80 do século passado, tém sido discutidas diferentes visGes
da Algebra. Muitas dessas discussdes procuram delimitar o
que deve ser incluido, ou ndo, neste campo e, em particular,
na Algebra que se ensina nas escolas bésicas e secunddrias.
Nessas discussdes emergiu igualmente o interesse pela ca-
racterizacio do pensamento algébrico. Um dos autores que
mais escreveu sobre esta ideia foi o americano James Ka-
put. Para ele, o pensamento algébrico manifesta-se quan-
do, através de conjecturas e argumentos, se estabelecem ge-
neralizagBes sobre dados e relagdes matemdticas, expressas
através de linguagens cada vez mais formais. Este processo
de generalizacio pode ocorrer com base na Aritmética, na

.

Geometria, em situagoes de modelagio matemdtica e, em
altima instdncia, em qualquer conceito matemdtico leccio-
nado desde os primeiros anos de escolaridade. Kaput iden-
tifica cinco facetas do pensamento algébrico, estreitamente
relacionadas entre si: (i) a generalizaciio e formalizagio de
padrdes e restrigdes; (ii) a manipulagio de formalismos guia-
da sintacticamente; (iii) o estudo de estruturas abstractas;
(iv) o estudo de funcdes, relagdes e de variacio conjunta; e
(v) a utilizacio de maltiplas linguagens na modelagio mate-
mdtica e no controlo de fendmenos.

Esta perspectiva sobre a Algebra e o pensamento algé-
brico reforca a ideia de que este tema ndo se reduz ao tra-
balho com o simbolismo formal. Pelo contrério, aprender
Algebra implica ser capaz de pensar algebricamente numa
diversidade de situacdes. Resumir a actividade algébrica a
manipulacio simbdlica, repetitiva e rotineira, equivale a re-
duzir a riqueza da Algebra a apenas um dos cinco aspectos
mencionados.

Diferentes interpretacoes para os simbolos

“J4 nos anos 70, num estudo feito no Reino Unido, Dietmar

Kiichemann indicava diversas acepgdes para as letras usadas
em Algebra. Para além de vérias nogdes rudimentares (letra
avaliada, letra ndo considerada e letra como objecto) apon-
tava trés acepgdes fundamentais usadas correntemente em
Matemitica:

1. Letra como incdgnita, representando um nimero especi-
fico mas desconhecido, com o qual é possivel operar di-
rectamente. Esta interpretacio estd intimamente rela-
cionada com a resoluciio de equagdes como z + 3 = 6,
por exemplo.

2. Letra como nitmero generalizado, situacio em que o aluno
a v& como representante de vdrios niimeros ou, pelo me-
nos, como podendo ser substituida por mais do que um
valor.

3. Letra como varidvel, caso em que esta é vista como re-
presentante de um conjunto de valores e pode ser usada
para descrever relagdes entre dois conjuntos de valores.

E de notar que muitas das expressdes algébricas e equagdes
usadas frequentemente nas aulas de Matemadtica variam na
sua natureza e podem e ser interpretadas de modos distintos.
Zalman Usiskin (1988), um outro autor norte-americano,
apresenta como exemplo as equacdes seguintes:

A=LW;

40 = bax;

sin(z) = cos(z) - tg(z);
1

1=mn—
n

y = kx.

Segundo Usiskin (1988), a primeira expressio apresentada,
A = LW, é uma férmula, na qual as letras A, L e W re-
presentam trés quantidades — drea, comprimento e largura
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— que sdo entendidas como se fossem niimeros conhecidos.
Na equacio 40 = bz, a letra o € usualmente vista como in-
cdgnita, ou seja, como representante de um certo nimero
desconhecido. A expressdo sin(z) = cos(x) - tg(x) é uma
identidade, sendo a letra x vista como o argumento de uma
fungio. A expressio n = n - (1/n) representa a proprieda-
de da existéncia de inverso e pode surgir da generalizacio de
uma regularidade, em que n é uma das suas instancias. Por
dltimo, y = kx pode ser interpretada como a expressio al-
gébrica de uma fungfio de proporcionalidade directa em que
as trés letras utilizadas assumem papéis distintos: z € o argu-
mento da fungio (varidvel independente), y € o valor que
a fungio toma para cada argumento (varidvel dependente)
e k pode ser visto como a constante de proporcionalidade
directa ou como um parimetro, se considerarmos a familia
de fungBes respectiva. Por outro lado, esta expressio pode
ainda ser encarada como a equacfio reduzida das rectas nio
verticais que contém a origem do referencial e tém declive
k. Podemos discordar destas interpretacdes num ou noutro
ponto, mas os exemplos apresentados mostram que a utiliza-
Ao das letras é multifacetada, envolvendo uma diversidade
de significados, de acordo com as situactes em causa.

Dificuldades na compreensdo de expressdes alg@bricas e
equacoes do 1.° grau

Muitas das dificuldades dos alunos na resoluciio de equaces
surgem devido aos erros que estes cometem no trabalho com
expressoes algébricas, por ndo compreenderem o significado
destas expressdes ou as condigdes da sua equivaléncia. Boa
parte destas dificuldades tem a ver com o facto de os alunos
continuarem a usar em Algebra os conceitos e convengoes
aprendidos anteriormente em Aritmética. Verificam-se,
também, dificuldades de natureza pré-algébrica, tais como
a separacdo de um nimero do sinal “menos” que o precede.
Vejamos algumas das dificuldades mais comuns.

1. Adic@o incorrecta de termos semelhantes. Diversos estudos
tém identificado dificuldades sentidas pelos alunos na reso-
lugdo de equagdes do 1.° grau. Carolyn Kieran, do Canadd,
¢ uma autora que se tem destacado neste campo. Uma das
situagdes que identifica refere-se ao facto de muitos alunos
adicionarem incorrectamente os coeficientes de dois ter-
mos, afirmando, por exemplo, que —2z + 5z = § ¢ equiva-
lentea—7z = 8. :

Sara (7.° ano)!, nio revela qualquer dificuldade em in-
terpretar a notacio algébrica e em seguir procedimentos
correctos para iniciar a resoluciio da equacio

(z—T7)+10=22 -3
Esta aluna usa correctamente a propriedade distributiva, mas
depois ndo adiciona correctamente os termos semelhantes
no primeiro membro (=21 4 10 = —11 e ela faz —31). De-
monstra, aqui, uma dificuldade na execugio das operactes
com niimeros inteiros relativos (ver figura 1) .

2. Adigdo incorrecta de termos ndo semelhantes e interpretacdo
incorrecta do sinal “=". Perante a equacio 2z + 3 = 4z — 1,
Afonso (8.° ano) exprime a sua surpresa pelo facto de 4z ser

2%k —3XF +10=2%-3

(‘)_2‘1_24 ¥ 1o = =32

E3d - > =ax -2
B) 3N-A% =+B A3
)= 373

= X = 28

Figura 1.

um termo do segundo membro da equagio, quando esperava
que a soma de 2z com 3 tivesse dado origem a 5z:

Afonso — Aqui, como € que ¢ isto? 4z...2 Se tem 2z + 1]
vai dar igual...

Professora— Nao pode dar ali 47
Afonso — Nio, é a maneira... Nio percebo como vai dar.

Professora — O que ¢ que tu esperavas que desse? Expli-
ca ld.

Afonso — Nio, porque... Nio sei... Também o 3 o que é
que podia estar aqui a fazer, se estd aqui o 427 Mas se isto
€ a somar e depois vai dar igual a 4 menos 1 ... (...) Se
eu somasse ficaria 5, nfo &, storal

O aluno considera o binémio 2z + 3 como uma expressio
que ndo estd terminada e que pode, ainda, ser alvo de sim-
plificacio. Deste modo, niio interpreta o sinal “=” como ex-
primindo uma relagiio de equivaléncia. Além disso, influen-
ciado pela sua experiéncia anterior em Aritmética, encara
o sinal “+” como um indicador da necessidade de proceder
auma adigdo e obter um resultado, que deve surgir a direita
do “=". Esta interpretaciio da expressdo algébrica do primei-
ro membro e dos sinais “+” e “=" impede-o de conseguir re-
solver a equagiio de forma correcta. A interpretaciio do sinal
“+” como indicador de uma adicdio algébrica e a compreen-
sdo do sinal “=" como indicador de uma relaggio de equiva-
léncia sio aspectos necessrios a compreensio da Algebra,
que ndo surgem nos alunos de forma imediata.

3. Interpretagdo incorrecta de mondmios do 1.° grau. Tere-
sa (7.° ano) mostra dificuldades na compreensdo de mo-
ndémios do tipo ax, com a diferente de zero. Na equacio
22 4 3 = 15, entende a letra z como representante do alga-
rismo das unidades de um nimero com duas dezenas. Deste
modo, argumenta que esta equacio é impossivel, uma vez
que ao adicionar 3 a esse niimero nio pode obter 15:

Professora— O que tu entendes por isso que af est4?

.
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s+ 18

2x+3=15

%/ MWL&V‘BQQ dast 45.

Figura 2.

Teresa — Acho que nfo dd porque estd aqui um 2, temos
que acrescentar mais qualquer coisa, mais 3 ndo pode
dar 15.

Professora — Portanto, o que tu entendes é que estd um
s
Teresa — Sim, e estd o z, por isso significa, que tem de ser
20 e qualquer coisa mais os 3, é impossivel dar 15 (ver

figura 2).

4. Separacdo entve parte literal e a parte numérica numa expres-

sdo algébrica. Sara (7. ano) mostra dificuldade em simplifi-

car a expressdo algébrica P = A+ (A + 3) + (A4 x 2) por

considerar que deve separar totalmente a parte literal e a

parte numérica dessa expressio:

Sara — Se calhar posso somar os 3 mais 3 vezes 2.

Professora — Como € que tu j4 chegaste a esse resultado?

Sara — Somei os A's porque sdo figuras.

Professora — Sim. E depois?

Sara — E depois é s6 0s niimeros.

Professora— Ah... E porque é que colocaste 3 vezes 27 Por-
que € que € 3 vezes 27

Sara — Porque € os 3 centimetros, mais o dobro do primei-
ro lado.

Professora — Continuo sem perceber porque é que juntaste
o0s 3 centimetros com o dobro do primeiro lado.

Sara — Porque sdo os dois niimeros.

Professora — Entfo, juntas sempre os nimeros com os
nimeros!

Sara — Sim, os nidmeros com ndmeros e as letras com
letras. )

A aluna adiciona a parte literal, considerando que todos os

monémios do primeiro grau tém coeficiente 1, obtendo 34

e, em seguida, multiplica 3 por 2:

3 A+ 3x2

Figura 3.

5. Resolucdo incorrecta de uma equagdo do tipo ax=b. A re-
soluciio deste tipo de equacdes levanta grandes dificuldades
para muitos alunos para certos valores de a e b. Isso é des-
crito num estudo da investigadora belga Joélle Vlassis, de-
senvolvido com alunos entre os 13 e os 14 anos que j4 antes
tinham comecado a estudar Algebra. Este estudo descreve a
dificuldade sentida por alguns alunos na resoluciio de equa-
¢des como, por considerarem que apés o sinal “~” deve estar
um nimero positivo. Pensando deste modo ndo compreen-
dem como pode —z ser igual a 4.

A determinacio da solugio de uma equagio deste tipo
constitui também uma dificuldade para muitos alunos portu-
gueses, Na resolugio da equagio —z = 3, Juliana (7.° ano)
divide ambos os membros por —1, mas indica que a solucio
da equacio € 3 em vez de -3 (ver figura 3).

Noutros casos, 0s alunos resolvem este tipo de equagdes
de forma correcta, embora ndo sejam capazes de explicar os
procedimentos que efectuam. E o que acontece com Afonso
(8.7 ano), quando procura explicar como resolveu a equacio
=20 =—4
Afonso — E depois aqui é  igual a... —4 sobre 2.
Professora — Porqué?

Afonso — Entdo, temos aqui um niimero, Ficaz = —4 e de-
pois passa 0 —2 cd para baixo.

Professora — C4 para baixo?? E que eu nio estou a perceber
... Mas porqué?

Afonso — Porque eu acho que é assim.

Os erros e dificuldades mais comuns no trabalho com ex-
pressoes algébricas e equagdbes encontram-se sistematizados
no Quadro 1. Note-se, porém, que alguns alunos nio che-
gam propriamente a cometer erros. A sua dificuldade é de
tal ordem que nem sequer percebem muito bem o que re-
presenta uma equacio e muito menos o que estd envolvido
na respectiva resolucio. A lista indicada ndo pretende ser
exaustiva mas apenas indicativa. Importa, sobretudo, que o
professor esteja alerta para a possibilidade da ocorréncia des-
tas e de outras dificuldades dos alunos, tendo em conta que
elas podem estar relacionadas com as experiéncias vividas
nas suas aulas.
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Quadro 1 — Erros e dificuldades dos alunos na resolucdo de equacdes do 1.° rau

Erro/Bificuldade Exemplo Autor

Adicio de termos que ndo sio semelhantes 34+4n="Tn Booth, 1984, 1988

e 2a + 5b = Tab Kieran, 1981, 1992

Interpretagiio dos sinais “£” e “=” como ' Kiichemann, 1981

indicadores de uma accio MacGregor e Stacey,
1997

Interpretagio incorrecta de mondmios do Interpretacao de 4y como: Booth, 1984

1.° grau — quatro “y's";

— um nimero com quatro dezenas e um
niimero desconhecido de unidades;

% 1 =
— 4 4y por analogia com 35 =3 4 L.

Uso de paréntesis r+2)=Te & 8x+2="Tzx Kieran, 1992
Socas, Machado,

Palarea e Hernadez,

1996

Nao saber como comecar a resolver uma Kieran, 1985
equacio
Nio respeitar a convencio de que virias Kieran, 1985
ocorréncias da mesma incdgnita representam
0 Mesmo numero
Adicio incorrecta de termos semelhantes —2rd-dr=8+ —Tr—§ Kieran, 2006
Adicdo incorrecta de termos nio 20 +5=24+8&T=9 Kieran, 1985
semelhantes
Transposi¢io incorrecta de termos 162 — 215 = 265 & 162 = 265 — 215 Kieran, 1985, 1992

N=24+7<30+7=2

+o=2r&3x=2x+5

Tz=x+8&7—8=z+=z
Redistribuicio (Redistribution) —2x4+5=8& -2 +5-5=8+5 Kieran, 1992
Eliminacio - - 3z—-3=2cr-4& r=2r—4 Kieran, 1992
Conclusdo incorrecta da resoluciio da br=24<6+a=24 Kieran, 1985, 1992
equagio [l —0p 1L Lima e Tall, 2008

: H Vlassis, 2001

2ip-=d

e=4-—2;

il = =5;

i) z = 2;

—p =077

—r=4&77
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3. AAna e o Miguel sio irmilos e decidiram contar o disheiro que cada um tem no seu
mealheiro, O Miguel tem mais 5 euros que a Ana. Se a Ana tiver x euros o que
podes dizer acerca do dinheiro que tem Miguel? © l-\\gge\ em
oL o e~ann aue G Bedy

Figura 4.

Origem das dificuldades

Estudos realizados nos anos 80 siugerem que o modo como
as criancas pensam em Algebra estd estreitamente relacio-
nado com o seu desenvolvimento cognitivo, estabelecendo
um paralelismo entre o seu desempenho e o estddio de Pia-
get em que se encontram. A ideia de que as dificuldades dos
alunos em Algebra tém a sua principal origem no atraso do
seu desenvolvimento cognitivo implica que qualquer accio
do professor para as minorar serd necessariamente infrutife-
ra. No entanto, as autoras australianas Mollie MacGregor e
Kaye Stacey argumentam que esta interpretacio nio expli-
ca o facto de alunos num mesmo estddio de desenvolvimen-
to lidarem por vezes com a simbologia algébrica de formas
muito dispares. Defendem, por isso, que as diferentes inter-
pretacdes dos alunos podem ter outra origem, salientando os
seguintes pontos:

1) Uso de pressupostos intuitivos e raciocinio pragmdtico sobre
um sistema de notagdes ndo familiar. No inicio do estudo da
Algebra os alunos, ndo familiarizados com a linguagem que a
caracteriza, podem recorrer a estratégias que lhes permitam
responder a determinadas questdes, do modo que lhes pare-
ce mais adequado. E o que sucede com Raquel (7.° ano), que
escreve algo relacionado com os restantes dados do proble-
ma, ignorando a letra que é usada no enunciado para repre-
sentar o nimero de euros que a Ana tem (figura 4).

Relativamente 4 mesma situagio, Teresa (7.° ano) opta
por atribuir um valor especifico 4 letra, por si escolhido:
“Entéo, aqui por exemplo, se a Ana tiver vinte euros, o Mi-
guel tem vinte e cinco, porque o Miguel tem mais cinco eu-
ros que a Ana”.

2) Estabelecimento de analogias com sistemas simbélicos usados

no quotidiano, noutras dreas da Matemdtica ou noutras discipli-

nas. Alguns alunos, por exemplo, atribuem valores as letras

de acordo com a ordem em que estas surgem no alfabeto:
=1, b = 2, e assim sucessivamente.

3) Interferéncia de outras aprendizagens em Matemdtica. Al-
guns alunos consideram que, em qualquer mondémio com
coeficiente igual a um, a letra envolvida representa o valor
1. A interferéncia de outras aprendizagens é também notd-
ria em Maria (8.° ano). Depois'de resolver correctamente
uma equaciio do 1.° grau, obtendo o valor 2, procura verifi-
car, desnecessariamente, se ~2 também ¢é solugio, tal como

Figura §,

sucede em alguns tipos de equagdes do 2.° grau que jd estu-
dou (figura 5).
Maria — Acho que nio h4 outra hipétese, sem ser o 2.

Professora — Quer dizer, se houvesse outra hipétese, para ti
era 0 —2, era!

Maria — Hum, hum.
Professora — E porqué?

Maria — Nio sei, lembrei-me daquilo... Da solucdo, que is
vezesdd —2 e 2.

4) Influéncia de materiais e estratégias de ensino pouco adapta-
dos. Por exemplo, os alunos podem manifestar dificuldades
na interpretagio das letras utilizadas, nomeadamente, quan-
do estas sdo usadas como abreviagtes de palavras ou como
designacbes de objectos. Este erro pode ser induzido pelo
modo como as tarefas sdo construidas e como o préprio pro-
fessor gere as discussdes na aula. Lesley Booth sublinha que
é importante que o professor compreenda as dificuldades dos
alunos e a sua origem, uma vez que esta compreensio lhe
permite propor tarefas capazes de promover aprendizagens
mais significativas e minorar as dificuldades dos alunos.

A concluir

Alan Schoenfeld e Abraham Arcavi criticam o facto dos
programas de Matemdtica encararem a utilizacio de vari-
dveis como algo que, apds alguma prética, os alunos com-
preendem de modo uniforme e sem qualquer ambiguidade.
Com base num pequeno estudo realizado com matematicos,
educadores matemadticos, cientistas, linguistas e ldgicos,
ilustram a diversidade de formas como a notagio matema-
tica pode ser entendida. Estes autores argumentam que, no
cendrio escolar, a construciio do conceito de varidvel € um
processo complexo que merece atengio particular, conside-
rando-o mesmo como um tépico central no ensino-apren-
dizagem da Matemdtica. A utilizacio, com significado, da
nogdo de varidvel facilita a transicio entre a Aritméti-
ca e a Algebra e propicia a construciio de novos concei-
tos mateméticos de cardcter mais avangado, noutros anos
de escolaridade.

No que diz respeito aos significados dos simbolos, parece
aconselhdvel introduzir desde cedo as suas diversas utiliza-
¢des, nomeadamente como incdgnita, nimero generaliza-
do e varidvel. Essa é a perspectiva, por exemplo, dos Prin-
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cipios e Normas do NCTM, onde se defende, de um modo
abrangente, que os alunos devem compreender os diver-
sos significados e usos das letras, através da representacio
de quantidades, nomeadamente na resolucio de situacoes
problemdticas. Também o novo Programa de Matemdtica do
Ensino Bdsico indica que a aprendizagem da linguagem al-
gébrica se deve iniciar no 2.° ciclo. Para 0 3.° ciclo, este pro-
grama defende que:

A aprendizagem das operagies com monémios e polinémios,
e [d]a simplificacio de expressdes algébricas, deve ser progres-
siva e recorrer a situagbes que permitam aos alunos compre-
ender a manipulagio simbéliga envolvida, por exemplo, efec-
tuando cdleulos a partir de expressdes algébricas substituindo
as letras por valores numéricos. E conveniente usar expressoes
algébricas para representar problemas, usando letras para de-
signar incdgnitas ou varidveis, e introduzir expressdes com va-
ridveis ligadas a um contexto. O conceito de varidvel, pela sua
complexidade, justifica que os alunos explorem situacoes varia-
das em que surjam letras (nomeadamente, em equacdes e fér-
mulas) e discutam os seus significados (p. 55).

O facto de se considerar uma fronteira mais alargada para
a Algebra do que a estabelecida tradicionalmente nio sig-
nifica que se menospreze o cilculo algébrico e o papel do
simbolismo. Note-se, contudo, o avanco tecnolégico e a
emergéncia de software de manipulacio simbélica levam a
questionar a necessidade de se insistir demasiado em proce-
dimentos morosos e desprovidos de significado.

Indo para além da simples manipulacio de simbolos e
expressoes algébricas, Arcavi defende que se deve procurar
o desenvolvimento do que designa por “sentido do simbolo”
(symbol sense). Na sua perspectiva, isso inclui a capacidade
de manipular e interpretar expressdes algébricas e a consci-
éncia de que os simbolos podem desempenhar papéis dis-
tintos consoante os contextos, intuindo a existéncia dessas
diferencas. Assim, o aluno deve criar uma sensibilidade e
intuigdo que lhe permita interpretar aspectos implicitos nos
simbolos e antecipar o que pode decorrer das acgdes que de-
sencadeia sobre eles. Este autor sustenta que isso est4 ao al-
cance de todos os alunos, mesmo daqueles que usualmente
sentem maiores dificuldades na disciplina de Matematica.

Na nossa perspectiva, continuando a valorizar o simbo-
lismo, mas promovendo a sua apropriaciio em contextos de
trabalho significativos, quer de cunho matemitico (estudo
de relagdes e regularidades), quer relativo a situagoes ex-
tra-matemdticas (modelagio e variaciio), a aprendizagem da
Algebra deve visar a compreensio dos seus conceitos funda-
mentais. Para isso deve dar-se atencfio ao desenvolvimen-
to do pensamento algébrico, nas suas diversas vertentes,
permitindo aos alunos a elaboracio de raciocinios cada vez
mais abstractos e complexos.

Nota

1 Os exemplos que apresentamos referem-se a alunos portugue-
ses que participaram em estudos realizados por Ana Matos e
Neusa Branco. Desses alunos, Teresa e Raquel (ambas do 7.°

ano), ndo tinham estudado anteriormente qualquer tépico
de Alg,ebra Em contrapartida, Sara e Juliana (rambém do 7.°
ano) e Afonso e Maria (ambos do 8.° ano) j4 tinham iniciado
anteriormente o estudo da linguagem algébrica.
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Histdria de um ProfMat a duas vozes . .

Joana Latas
Aui Goncalo Espadeiro

Terminado o periodo de férias, Setembro é o més de regresso
as escolas e as habituais rotinas de preparacio de um novo
ano lectivo, Porém, o inicio de Setembro deste ano arran-
cou de maneira diferente, abrindo um precedente ao que es-
tdvamos acostumados. ° '

Evora, terca-feira, dia 2 de Setembro. Tocou o desperta-
dor & hora certa. Vi de levantar que sdo horas de ir para o
Minerva. Espera ai! Hoje nfio é para ir para o Minerva. Hoje
comega o ProfMat em Elvas. Bom, tenho que me despachar
na mesma para chegar a Elvas a tempo e horas de assistir a
sessdo de abertura. Vamos embora ...

Estremoz, terca-feira, dia 2 de Setembro. Oculos, com-
putador, Bad. Acho que estd tudo! Vamos ver se consigo
chegar a tempo de assistir & sessdo de abertura!

Rigum fempo depois...
—Gongalo, que tal?
—C4 estou eu todo animado para mais um encontro. Vamos
entrando no Coliseu porque a sessdo de abertura deve estar
a comegar e eu ainda quero rever o pessoal conhecido.
—Estd certo. Combinamos aqui a entrada no final da
manha.

(e
—A conferéncia terminou bem depois do previsto... Jd ndo
temos muito tempo! As sessdes priticas comegam as 14h15
e ainda temos de ir aprumar os Bads... Também temos de re-
servar um tempo para os dltimos retoques da comunicacio
sobre Quadros Interactivos que ¢ amanhi de manhi e nio
vou poder ficar para a Assembleia-geral.

0 segundo dia
(6]

—Achei que a discussao das comunicagdes sobre Quadros
Interactivos foi pouco participada, mas a organizacio fez
muito bem em adoptar este formato de simpdsio de comuni-
cacio. Assim jd ndo corremos-o risco de estarem a decorrer
2 comunicagBes sobre 0 mesmo tema em simultdneo. Além
disso, podem sempre ser cruzados dados dos diferentes con-
tributos na discussdo final.

J4 reparaste bem na diversidade de temadticas das co-
municagdes! E muitas delas comecam a ter um lugar cativo
nestes encontros: Matemdtica para a Vida, Novas Oportu-
nidades, Educagiio e Formacio adultos, Matemdtica e So-
ciedade... ainda bem que assim é. Quanto mais debatidas
forem estas questdes, mais facilmente conseguiremos dar
resposta a multiplicidade de papéis que actualmente se exi-
ge do professor de Matemdtica. :

—E verdade. Também gostei muito da forma como as co-
municagdes estavam organizadas: o formato simpdsio de co-

municacio. J4 tinha experimentado este formato noutros
encontros (SIEM e EIEM) e achei que se ajusta bem ao Pro-
fMat. Tem a vantagem de as comunicagbes estarem agrupa-
das por dreas de interesse, enriquecendo a discussio e o de-
bate em torno dessas temdticas.

O Cine-teatro ontem 4 tarde é que também esteve pou-
co participado.... Para ndo variar, estavam poucos sécios.
Por vezes, acho que nos esquecemos que a Assembleia-ge-
ral ¢ o momento, por exceléncia, em que cada um poderd
dar voz & sua opinido, tendo um papel mais interventivo
na vida da Associagio. De seguida fomos jantar. Aproveita-
ram o resto da arena do Coliseu e preparam 14 o banquete.
A sensacio de janfar numa arena de uma praca de touros
€ agraddvel (sem touros). A tnica coisa que correu menos
bem foi o bacalhau. Estava muito salgado. Mas para com-
pensar a salada estava com pouco sal. De resto foi a anima-
¢do propria dos jantares do ProfMat.

—Hoje temos de ir mais cedo para mais uma sessio de Bats
da Matemdtica... Serd que ainda temos tempo de dar uma
vista de olhos pela parte histérica da cidade? Gostava de ver
as montras das lojas amigas da Matemdtica. Ouvi dizer que
estavam muito interessantes. Por acaso foi uma éptima ma-
neira de envolver a comunidade no espirito do ProfMat!
—Agrada-me esse programa pelo centro histérico. Alids,
acho que a cidade de Elvas soube muito bem acolher e ¢
de louvar o trabalho realizado pela Comissdo Organizadora.
Em ano de mudanca e com o encontro a realizar-se no inicio
de Setembro € de valorizar o esforco de todas as pessoas en-
volvidas na organizagio do encontro. Muitos devem ter sido
os colegas que ndo tiveram férias como deve ser.

()

—Na sessdo do Bai de 1.° ciclo tivemos menos “fregueses”
que ontem.... 5S4 se inscreveram 35 pessoas, .. Por acaso con-
tava com mais professores do 1.° ciclo, mas j4 sei que a ses-
sdo do secunddrio esteve bem composta!

Ontem, na sessio de Bads do 3.° ciclo, também se fi-
zeram explorages muito interessantes das tarefas que
apresentamos.

Tanta sessio com Bats! Vamos ver se agora os professo-
res aproveitam este projecto do Nicleo de Evora e exploram
estes materiais nas salas de aula.

—Os professores aqui na regido até podem requisitar os
materiais, no caso de nfio os terem disponiveis na escola!
Bem, vou indo. Vemo-nos depois da sessio especial.

(i) )
—A sessdo da revista foi muito animada e estava a sala
cheia. Nio sei se tinha a ver com o facto de ser fim de tarde
e normalmente haver acepipes nesta sessdo, mas o que € cer-
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e alla

to é que estava repleta de pessoal. E desta vez até ndo houve
nada para trincar.

O tema desta sessdo foi a apresentacio do livro, recen-
temente editado, sobre os 20 anos da revista: 20 anos de Te-
mas na Educagdo e Matemdtica. Logo i chegada fui brinda-
do com a oferta de um exemplar do livro assim como outros
19 assistentes. Foi af que percebi que momentos antes tinha
ajudado a carregar para a sala uma caixa com os livros que
iriam servir este propdsito.

—Ha4 gente com sorte... Eu comprei-o ainda ha pouco, mas
56 o folheei. Reparei que estava dividido em secgdes, cada
uma escrita por uma pessoa diferente.

—Pois é. Na sessio, cada um dos autores foi convidado a
intervir durante 4 a 5 minutos, langando um desafio dentro
da temdtica que abordou e ao jeito do Pense nisto, rubrica
muitas vezes presente na Educacdo e Matemdtica. Foi muito
interessante.

—A sessdo especial a que assisti foi diferente do que espe-
rava. Duas investigadoras do Instituto Gulbenkian de Ci-
éncia apresentaram um projecto. Em linhas gerais, preten-
dem criar médulos de Biologia, que possam ser utilizados
em sala de aula, envolvendo processos matemadticos para se-
rem resolvidos. O projecto estd agora em fase embriondria,
mas achei importante terem vindo até ¢4 para apresentarem
as ideias e discutir, com os professores de Matemadtica que
estdo no terreno, a viabilidade de um projecto deste géne-
ro. Acabou por surgir uma partilha interessante: os concei-
tos mateméticos que se podem explorar, em que anos, e ou-
tras questdes mais priticas. Deixaram contacto para quem se
quisesse voluntariar para colaborar ou interagir no projecto.
Acho que vdo ter muitos adeptos!

—O meu estdmago j estd a dar sinal. O almogo foi bom,
mas jd 14 vAo umas horas! Talvez seja melhor procurar um
sitio para jantar.

—Estds a brincar comigo. Olha que eu nem sequer lanchei.
Temos que encontrar um restaurante bom e depressa. De-
pois logo se vé se vamos ao concerto do Rui Veloso.

Depois de tantas voltas & procura de um restaurante com
uma mesinha livre que fosse para jantar, 14 encontrdmos
um na estrada para Estremoz. Nada mau. Tinha muitas me-
sas disponfveis e a agorda de marisco estava uma delicia.
Quando o jantar terminou ja nfio houve coragem para ir ao
concerto.

—H4 que regressar a casa. Amanhi esperam-nos um painel
e uma conferéncia que prometem.

Terceiro dia. . .

—Tinhas razdo. Foi uma excelente despedida do Profmat.
Serd que para préximo ano é novamente no arranque do
ano lectivo? Onde vai ser?

—Para 0 ano serd em Viana do Castelo.

Que maravilha, uma semana no Alto Minho. Ainda
bem que assim & ... ProfMat ao pé de casa ndo é bem a mes-
ma coisa.

—Entretanto temos um ano para digerir toda a (in)formacio
deste encontro!

Nem sempre temos oportunidade de assistir a interven-
cdes com este nivel de qualidade. Esta manha, por exemplo,
foi com agrado que partilhei do clima envolvente que se ge-
rou no auditério. Estou plenamente de acordo com a Ma-
nuela quando afirma que estamos no momento de “agitar as
dguas”. E bom sabermos que nfo estamos sozinhos nisto. E
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das melhores mensagens que podemos levar daqui. No fundo
¢ o oxigénio necessdrio para mergulhar no ano lectivo.. .
—Na conferéncia do Kilpatrick foi dita uma coisa, que me
deixou a pensar, sobre o papel de cada um de nds na mudan-
¢a. Ja ontem a Paula Canavarro, no final da sessio da revis-
ta, deixou no ar uma interrogagiio que nos obriga a pensar
sobre qual tem sido o contributo de cada um para a educa-
¢Ao matemdtica.

—Ha que encorajar os professores a mudar.

Se o curriculo é mesmo como um oceano, temos mais &
que vestir os nossos fatos de mergulho e nadar em direccio
as profundezas. . .

Por falar nisso, Gongalo, com quantas palavras jd contri-

buiste para a Educacio e Matemética?
—Nao me fagas perguntas dificeis. Daqui a dois meses j4 te-
rei uma melhor resposta para te dar. Nifia, es buena hora de
ir a comer unas tapas y tomar unas cafias en Badajoz!! Hasta
la vista Elvas. Pronto nos volveremos a ver en Viana.

Joana Latas, £BI Padre Benta Pereira, Borba
Rui Gongalo Espadeiro, Cenfro de Competéncia da Universidade de Evora

Raciocinar em Medicina é partir de aspectos parciais para o que é mais provavel entre o possivel e por vezes partir de premissas
razoavelmente seguras para conclusdes individuais teoricamente certas ou muito provaveis. Partindo dos sintomas e sinais referentes a
varios orgéos e sistemas, colhidos pela anamnese e pela observacdo, numa relagdo empatica com 0 doente, o médico formula hipéteses

de diagndstico, comparando um quadro clinico concreto com padrdes pré-estabelecidos que j4 possui nos seus esquemas mentais. 0

diagndstico € o elemento chave ¢ o mais complexo do raciocinio clinico, consfituindo a condigao fundamental para aplicar terapéuticas

correctas e formular progndsticos crediveis. \

Helena Estrada [Médica Especialista em Medicina Interna]
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XIX EIEMD3

Vai realizar-se a 16 e 17 de Maio de 2009, em Vila Real, o
Encontro de Investigagio em Educagio Matemdtica, pro-
movido pela Secciio de Educagio Matemsdtica da Socieda-
de Portuguesa de Ciéncias da Educacdo. Este préximo XIX
EIEMQ9, Niimeros e Estatistica: reflectindo no presente,
perspectivando o future, tem como propdsito reflectir sobre
trabalhos de pesquisa em dois grandes temas do curriculo
da Matematica, os Niimeros e a Estatistica, bem como pro-
mover, discutir e perspectivar o desenvolvimento da inves-
tigacio nas vdrias vertentes com eles relacionadas, nome-
adamente, no seu ensino e aprendizagem, na formacio de
professores, na utilizagio de tecnologias e nas orientagGes
actuais e desenvolvimento curriculares.
A inscriciio deve ser feita online, em

http://www.home. utad.pt/~eiemd9

até 14 de Marco de 2009.

Se pretende apresentar uma comunicagio, deverd en-
viar o seu resumo para o endereco eiem2009@utad.pt, até
20 de Fevereiro de 2009.

Para mais informagdes consultar a pdgina do encontro

http://www.home.utad.pt/~eiem@9.

XIX Encontro de Investigagdo
em Educagdo Matemdtica

16 e 17 de Maio de 2009

Nidmeros e Estatistica

P

http:fiwww.home. utad. pti~eiem09
eiem2002@utad.pt

Vila Real

Hotel Miracorgo

Sociedade de Ciéncias da S
Wm&dewmm Eg

r
Educacdo e Matemdtica | nimero 100




iPM — 2009

Modalidades de associado, precos de guotas e dé assinafuras das revistas

A Associacio de Professores de Matematica (APM) é uma instituiciio de utilidade pablica, sem fins lucrativos, ligada ao ensino
da Matemdtica, de rodos os niveis de escolaridade. Um dos objectivos principais é contribuir para a melhoria e renovagio do
ensino da Matemdtica, promovendo actividades de dinamizacgio pedagégica, formagdio, investigagio e intervenciio na politica
educativa. A APM disponibiliza aos professores de Matemdtica e outros educadores uma grande diversidade de recursos, cuja
divulgagiio e utilizacio pretendemos alargar cada vez mais.

Modalidades de associado e seus direitos

Publicaces periddicas

Todos os associados téfh direito aos cinco nimeros anuais da revista Educacdo e Matemdtica e ao boletim informativo
APMinformagdo. Os @-sécios sé poderio aceder aos ficheiros em formato PDF destas publicagdes no nosso portal, todos os ou-
tros terdo direito também a receber pelo correio as edigies impressas. Todos os associados poderdo usufruir de preco especial na
assinatura da revista Quadrante.

Precos especiais na loja
Todos os associados usufruem de um desconto entre 15 e 25% na aquisi¢iio de artigos na loja, quer seja na sede ou on-line.

Requisicdn de materiais, exposicdes ou outros recursos
Todos os associados poderdo ainda requisitar materiais, publicagdes, exposigdes ou outros do Centro de Recursos.

Outros direitos dos associados individuais

Os associados individuais terdo ainda acesso aos contetidos privados do portal da APM na Internet, a beneficiar de descontos
em encontros da APM ou de outras instituicdes com as quais a APM tem protocolos (Sociedade Portuguesa de Ciéncias de
Educagdo, Associagdes da Federaciio Iberoamericana das Sociedades de Educagio Matemdtica, e outras) ou noutros eventos em
que a APM venha a colaborar, a participar da vida da associaciio através dos grupos de trabalho, dos niicleos regionais ou por
outras formas e a divulgar o seu trabalho através da APM.

fissociados insfifucianals
Os associados institucionais terdo ainda direito a um exemplar das actas do ProfMat.

Preco da quota anval em 2008

Modalidades de associado individual Modalidade de associado institucional
Professor 50,00 € Modalidade 1 [1 exemplar EeM] 55,00 €
Estudante s/vencimento 35,00 € Modalidade 2 [2 exemplares EeM] 77,00 €
Aposentado 38,50 € Modalidade 1 + Quadrante 71,00 €
@-socio 38,50 € Modalidade 2 + Quadrante 95,00 €
Residente no estrangeiro ) 53,50 €

Para efectuar a sua inscrigiio, ou da sua escola, como sécio da APM, faga download da ficha no enderego http: //www.apm. pt

Assinafuras das revistas para 2009

Educacdo e Matemdtica
(inclui actas ProfMart) Quadrante
Portugal 12,00 €
Sécio individual
Estrangeiro 15,00 €
Portugal 23,00 €
Instituigdes 42,00 €
Estrangeiro 27,00 €
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Raciocinar para aprender e aprender a racionar
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