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Sobre a nossa capa e o seu significado

O problema do trimestre

A resolucdo de problemas é o tema central deste nimero de Educagdo e Matemdtica. A nossa
capa ¢ significativa desse facto. Mas o enunciado escrito na ardGsia tem uma outra intencao: ser
uma iniciativa da redaccdo da revista, O problema do trimestre. Longe de nds a ideia de que a impor-
tancia da resolucdo de problemas em Educacdo Matemdtica se possa reduzir & apresentacdo casual
ou periédica (semestral ou trimestral) de problemas mais ou menos interessantes. Pensamos que o
contetido deste nimero da revista prova isso sobejamente. Mas, parafraseando o titulo de um dos
artigos, um problema também é isto... Por isso, a partir deste mimero serd proposto trimestralmente
a0s nossos leitores um problema. No nimero seguinte publicaremos as melhores respostas que rece-
bermos. Melhores, em qué? Bom, uma boa resposta a um problema, para além da solugao ou solu-
¢bes, pode envolver muita coisa, como por exemplo a andlise de estratégias interessantes e inovadoras,
as exploragdes em torno do enunciado e suas variantes, ou a indicacdo de outros problemas andlogos.

Aqui deixamos portanto o problema do remador, que esperamos seja desconhecido da maior parte
dos nossos leitores. Ao trabalho, pois, € boas descobertas.

Um remador subia o Tejo contra a corrente. Um quilometro depois de passar em frente
ao Terreiro do Paco, cruzou-se com um toro de madeira que ia rio abaixo. Continuou a remar
mais meia hora, voltou para trds e, sempre a remar, passou ao lado do mesmo toro, agora
em frente ao Terreiro do Pacgo.

Qual era a velocidade da corrente do Tejo?

Fotografia de Jorge Guerra
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Mudam-se os tempos, mudar-se-ao
as vontades?

Com alguma frequéncia ouvimos frases como: «Gostaria muito de resol-
ver problemas com os meus alunos mas ndo posso, nao tenho tempo,
preciso de cumprir o programal».

Mas ndo hd meméria de se ter ouvido dizer: «Gostaria de resolver mais
exercicios de operacdes com polinémios mas ndo posso, nio tenho tempo,
preciso de resolver problemas para cumprir o programal»...

Entretanto, se formos reler os programas — 08 NOSsos acfuais progra-
mas — encontramos, em quase todos, referéncias explicitas a resolugio
de problemas, ao nivel dos objectivos gerais. Por exemplo, no caso do
7.° ano de escolaridade, afirma-se que o aluno dever4:

...desenvolver a capacidade de matematizar problemas da vida corrente
ou de outras dreas de estudo;...iniciar-se na elaboracdo de estratégias para
resolver problemas novos;...

Que quer isto dizer? Que afinal os programas sdo bons mas os profes-
sores de Matemadtica preferem executar maus programas?

Certamente que ndo! Uma tal conclusdo seria absurda. Responsabili-
zar apenas 0s programas seria um equivoco; mas ilibar esses programas
e as orientagdes oficiais, e atribuir as culpas aos professores, seria um
erro e uma injustica enormes.

Os programas actuais, embora se refiram a resolugdo de problemas ao
nivel dos objectivos gerais, apresentam uma extensa e organizada lista
de conteiidos programdticos seguida de objectivos comportamentais mini-
mos para se obter aprovagio na disciplina. Estes objectivos minimos pouco
ou nada tém a ver com a resolucdo de problemas, limitada assim & apli-
cacdo de conhecimentos adquiridos nalguns capitulos — a um nivel de
desenvolvimento, para os melhores alunos.

Se acreditarmos que os objectivos gerais foram sentidamente escolhi-
dos, ndo restam muitas explicagces possiveis para justificar as op¢oes dos
programas:

(a) a convicgdo de que a acumulagdo de conhecimentos factuais e de
técnicas de cdlculo desenvolveria, a prazo, a capacidade de resolver pro-
blemas — esta capacidade seria a meta, aquela acumulagdo seria o0 meio
para a alcangar;

(b) a convicgdo de que a resolugdo de problemas seria algo apenas aces-
sivel a alguns alunos e, portanto, exterior a um conjunto de aptiddes basi-
cas para todos;

(c) a intengdo de que os conteudos programdticos fossem interpretados
como sugestdes ou exemplos, que poderiam ser rearranjados e orienta-
dos pelos professores da forma que estes considerassem mais adequada
para os seus alunos, face aos objectivos gerais da disciplina.

Haverd um pouco de verdade em todas estas possiveis explicagoes,
embora a tltima pareca pouco credivel (vejam-se os exames...). Néao
esquecamos que os programas terao sido influenciados pelas ideias domi-
nantes na época em que foram elaborados.

Hoje, porém, sabemos que as convicgdes expressas em (a) e (b) esta-
vam erradas tanto no que se refere 4 aprendizagem como do ponto de
vista das necessidades sociais e individuais; e que a intengdo expressa
em (c), mesmo que entendida da forma mais favordvel, é profundamente
irrealista.

Mudam-se os tempos. E as vontades?

/
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Se entendermos a palavra conterido no sentido mais
geral (o que estd contido, a substiincia, o sentido) e ndo
com a conotagdo que, no ensino, por vezes lhe damos
(factos, tépicos, assuntos) — entdo a resolucdo de pro-
blemas deve ser ndo s6 um objectivo geral e uma meto-
dologia privilegiada mas ainda um contetido essencial
do programa de Matematica.

Isto é: conhecer e ensaiar estratégias de resolucdo de
problemas, conjecturar, explorar situacdes, matematizar,
argumentar, etc. — devem ser elementos obrigatorios
do programa. Se nio se proporcionarem aos alunos acti-
vidades numerosas e diversificadas em que, claramente,
esses elementos constituam o fundamental, entdo nio se
estd a cumprir o programa. Mas pode cumprir-se o
essencial do programa mesmo que ndo haja tempo para
ensinar como se resolvem inequagdes do tipo...

Esta é uma visdo do programa muito diferente daquela
que tem sido dominante. Que implica uma revaloriza-
cdo dos objectivos ao nivel dos processos, e uma forte
interligacdo entre diferentes tipos de objectivos e atitu-
des, métodos, temas a explorar e formas de avaliacdo.
E que exige tempo — para que todos os alunos possam
realizar actividades de resolugdo de problemas nas aulas
de Matemadtica.

Se esta perspectiva ndo tiver expressao nos novos pro-
gramas, se a referida interligacdo ndo for af explicita,
as melhores intengdes de renovacgdo arriscam-se a nao
passar de um novo fracasso. Ndo adianta muito actua-
lizar os «contetidos programéticos» mantendo-os incé-
lumes & contaminagdo de umas quantas intengdes
preliminares ao nivel dos objectivos gerais, das indica-
¢oes metodolégicas ou das formas de avaliagdo.

Afinal, ndo foi isso o que sempre se fez?

Estdo a ser elaborados novos programas. A ideia de
que a resolucdo de problemas nao é apenas uma meta
longinqua, e que, decididamente, nao se reduz a um sub-
capitulo das equagdes ou dos sistemas de equacdes, terd
ganho entretanto novos adeptos. Ter-se-4 dado um passo
em frente. Mas serd esse passo suficiente?

As discussoes preliminares sobre 0s novos programas
mostram que a resolucdo de problemas poderd ocupar
um lugar importante ao nivel dos objectivos gerais e das
indicagdes metodoldgicas. No entanto, as perspectivas
sobre o que serdo os contetidos da nossa disciplina dei-
Xam no ar muitas interrogagoes. Admite-se com facili-
dade que a actualizagdo dos programas impde a entrada
de temas como a Estatistica ou de meios como o uso
das calculadoras; mas ndo se aceita com a mesma faci-
lidade que diversas matérias e metodologias terdo
(teriam) que ser postas de lado...

A resolucdo de problemas ndo ¢ algo que se possa
comparar com um tema ou com um meio. A Estatistica
pode entrar num programa centrado nos «contetidos»,
as calculadoras podem ser usadas num ensino dominado
por técnicas. Sem divida, ambos sdo elementos poten-
cialmente favordveis a um descentrar dos «contetidos»
para os processos, das técnicas de cdlculo para a explo-
ra¢do dos conceitos, da matéria para o aluno. Mas a ver-
dadeira mudanca estd neste descentrar e nao naquela
actualizacdo .

Paulo Abrantes

Publicacées APM

® Agenda para a Acgdo — recomendagdes para o ensino da Matemd-
tica nos anos 80
[J 4.® Edigdo, Fevereiro 1988: 58 pp.; preco: 180800 (sécios
150800)

e O Computador na Aula de Matemdtica — Eduardo Veloso
[ 1.2 Edigdo, Julho 1987: 73 pp.; preco: 300800 (sécios 250300)

® Jogos, Enigmas e Problemas — Odete Bernardes e Paula Teixeira
[J 1.2 Edigdo, Julho 1987: 48 pp.; preco: 240800 (sécios 200500)

o A Matemdtica na Vida das Abelhas — Ana Luisa Teles, Ana Vieira,
Aniss Ali e Fitima Tavares
[ 2.2 Edigao, Julho 1988: 80 pp.; preco: 300800 (sécios 250800)

e O Problema da Semana — Maria Jodo Costa
[ 4.* Edigao, Julho 1988: 86 pp.; preco: 240800 (sécios 200500)

e PROFMAT N.° 3
[l 1.* Edigao, Setembro 1987: 188 pp.; prego: 480300
(sécios 400800)

@ Renovagio do Curriculo de Matemdtica / doc s para Discussdo
[0 2.® Edicao, Novembro 1988: 89 pp.; preco: 240300
(sécios 200800)

® Cadernos de Educacdo e Matemdtica - n.° 1 / A Natureza da Mate-
mdtica
O 1.* Edigao, Setembro 1988: 75 pp.: preco: 420800
(sécios 350800)

Educagdo e Matemdtica N.° 8

e O Geoplano na Sala de Aula — Lurdes Serrazina e José Manuel
Matos
[J 1.* Edigdo, Agosto 1988: 276 pp.; prego: 600800 (sécios S00800)

e Viagem de Ida e Vola — Paulo Abrantes
[J 1. Edigdo, Agosto 1988: 63 pp.; preco: 300800 (sécios 250800)

e Educacdo e Matematica, disponiveis exemplares dos nimeros 2,
3,4, 6 e 7. Preco de cada mimero: 250800

Todos estes materiais podem ser pedidos pelo correio, uti-
lizando a ficha da pdgina 32.

Pidg. 2 1.9 trim. 1989




Aspectos metacognitivos na resolucao
de problemas de matematica

Domingos Fernandes, Escola Superior de Educacdo de Viana do Castelo

De acordo com recentes definigdes, a resolugio de
problemas em matematica envolve guatro aspectos dife-
rentes: 1) Conhecimento de factos, de algoritmos, e de
matemdtica em geral que um individuo possui; 2) Conhe-
cimento de estratégias de resolucdo de problemas, tam-
bém identificadas por muitos autores como estratégias
heuristicas; 3) Conhecimento de estratégias de verifica-
¢ao (ou de controlo), que tém a ver com a forma como
um individuo utiliza e gere a informacdo que estd ao
seu alcance; e 4) Pré-conceitos ou percepgdes (2 falta
de melhor palavra para o inglés «beliefs») que se rela-
cionam com a visdo que cada um tem de si proprio, da
matemdtica, dos problemas, e do mundo em geral
(Shoenfeld, 1985). Esta perspectiva implica que se qui-
sermos ensinar a resolver problemas ou se quisermos
explicar os resultados obtidos pelos alunos na sua resc-
lugdo, teremos que lidar com os quatro aspectos referi-
dos atrds. Além disso, confirma aquilo que jd todos
sabemos: a resoluc@o de problemas € um processo muito
complicado de se ensinar, de se estudar, e de se inves-
tigar.

Interessante na definicdo atrds apresentada € o facto
de das quatro dreas mencionadas, trés terem directa ou
indirectamente a ver com o que vulgarmente se designa
por metacognicdo: Heuristicas, Verificagio (controlo)
e Pré-Conceitos (percepgdes). Isto seria j4 uma razio
para nos preocuparmos com 0s aspectos metacognitivos
no ensino/aprendizagem da resolucio de problemas. Mas
hd algo mais para acrescentar. Na verdade, pode dizer-
-se que hd pelo menos duas questdes para as quais cien-
tistas da cogni¢do e investigadores da educacio
matemadtica continuam a procurar resposta. Uma ques-
tdo (ou conjunto de questdes) central é a de saber como
€ que as pessoas organizam, integram, e relacionam os
conhecimentos e capacidades que possuem quando estdo
envolvidas na resolucdo de problemas. Qutra questio é
mais ligada ao nosso simples quotidiano de professores
de matemadtica: Porque € que os alunos falham proble-
mas para a resolucdo dos quais possuem os conhecimen-
tos e as capacidades para o fazer?

Brown & Campione (1987) dizem que as respostas
para estas e outras questdoes sao agora investigadas no
territério das «meta-coisas»; concretamente, no campo
da metacognigao.

Agora que pelo menos jd suspeitamos que as «meta-
-coisas» s30 mesmo capazes de ser importantes,
interessa-nos encontrar respostas para trés questdes: 1)
O que € a metacognicdo?; 2) Porque € que os aspectos
metacognitivos sdo importantes para o ensino/aprendi-
zagem da resolucdo de problemas?; e 3) Que podemos
nés, professores de matemdtica, fazer no que respeita
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ao ensino dos aspectos metacognitivos? Investigadores
em educacdo matemadtica, cognitivistas e psicélogos da
educacdo tém dedicado a estas questes uma parte sig-
nificativa das suas actividades cientificas (Brown & Cam-
pione, 1987; Flavell, 1976, 1979; Garofalo, 1987;
Garofalo & Lester, 1985; Shoenfeld, 1985, 1987). E
fundamentalmente com base em trabalhos destes inves-
tigadores que aqui se procuram retirar ilacdes que pos-
sam constituir uma base para que os aspectos
metacognitivos sejam consciente e explicitamente inclui-
dos na prética pedagdgica do professor de matemdtica
que se interessa pelo ensino da resolugdo de problemas.

Definir Metacognicfio

De uma forma bastante simples poderemos dizer que
um fenémeno psicolégico € da esfera metacognitiva
quando o sujeito estd de algum modo envolvido em pro-
cessos de pensamento acerca da sua prépria maneira de
pensar. Assim, avaliar um plano que se elaborou para
resolver um problema, seleccionar uma estratégia de
resolugdo entre vdrias possiveis, ou gerir a aplicagdo de
um plano ou estratégia sdo actividades tipicamente meta-
cognitivas.

Lester & Garofalo (1985) identificam dois aspectos

distintos na metacogni¢cdo. Um, que podemos designar

por conhecimento dos conhecimentos, refere-se aos
conhecimentos do individuo acerca das suas capacida-
des cognitivas, dos processos que domina, e dos recur-
sos que pode utilizar para «enfrentar» os problemas a
resolver bem como as ideias ou pré-conceitos que ele
tem sobre a matemadtica, sobre si como utilizador de
conhecimentos matemdticos, ou sobre tudo o que o
rodeia. O outro, que podemos chamar de gestdo ou veri-
ficacdio de conheciinentos, refere-se a um aspecto que
tem vindo a ser reconhecido como tendo uma impor-
tancia decisiva no processo de resolucdo de problemas;
trata-se da forma como o individuo toma decisdes para
seleccionar e para gerir a aplicagdo de tdcticas e estra-
tégias que permitem resolvé-los. Abandonar uma certa
estratégia por se reconhecer que ela € ineficaz ou por
se pensar que hd outra que poderd ser mais facilitadora
€ um exemplo tipico deste aspecto da metacogni¢do. Em
suma, de forma muito simples poderemos dizer que a
metacognic¢do se refere ao que cada um sabe acerca dos
seus proprios conhecimentos e a forma como cada um
gere tais conhecimentos durante qualquer actividade cog-
nitiva.

Shoenfeld (1987) considera que a metacogni¢do se
baseia em trés aspectos distintos: (a) Conhecimento de
cada um acerca do seu préprio saber e dos processos

Pdg. 3 1.° trim. 1989




que o integram e organizam; (b) Verificacdo e auto-
-regulagdo dos conhecimentos ¢ dos processos que
podem ser iiteis na resolugdo de problemas; e (c) Pré-
-conceitos ou percepgdes acerca da matemdtica e, em
geral, acerca do mundo que nos rodeia. A definicdo de
Shoenfeld, embora nada de verdadeiramente novo acres-
centando ao que jd aqui se disse, destaca a importéincia
dos pré-conceitos, percepgdes, ou intui¢des acerca da
matemdtica e a influéncia que estes podem ter na apren-
dizagem dos problemas e da matemitica em geral. Esta
perspectiva, baseada na investigacdo em resolucao de
problemas que o prépric Shoenfeld conduz hd vdrios
anos, indica-nos que os alunos possuem estruturas men-
tais que utilizam de forma sistemdtica para interpretar
o que lhes ensinamos. Significa isto que o que se lhes
ensina e 0 que eles apreendem ndo sdo necessariamente
a mesma coisa; muito depende das tais estruturas men-
tais, dos tais pré-conceitos, ou percep¢des. Este &,
segundo aquele investigador, um dos aspectos que dd
mais dimensdo e importdncia & metacogni¢do e lhe con-
fere lugar de relevo em educagido matemdtica e, em par-
ticular, na resolugdo de problemas.

Importincia da Metacognicio

Parece nio ser polémica a ideia de que muita da mate-
madtica que se ensina nas nossas escolas ndo é compreen-
dida. Os alunos ndo compreendem o que fazem, ndo
utilizam os conhecimentos que possuem de uma forma
sistemdtica e «produtiva», ndo resolvem problemas para
0s quais possuem os conhecimentos e estratégias neces-
sdrios. Tudo isto tem a ver com a jd velha e dual ques-
tdo do fazer versus compreender. Questio que afinal
de contas se reduz ao problema de lidar ou ndo, no
ensino que praticamos, com 0s aspectos metacognitivos
e de lhes reconhecermos a devida importincia. Na ver-
dade, cada vez mais a comunidade de educadores liga-
dos 2 matemdtica vem acentuando a importincia de
orientar o ensino da matemdtica de forma a que os alu-
nos ndo se limitem a memorizar factos e procedimentos
mecénicos mas, pelo contrdrio, possam compreender
0s conceitos e os processos que lhes procuramos trans-
mitir. Que adiantard a um aluno do ensino basico conhe-
cer de cor os algoritmos das quatro operacles se,
colocado perante uma situagio problemdtica, € incapaz
de seleccionar a operagdo apropriada para a resolver?
Que vantagens terd um aluno que conhece de cor o teo-
rema de Pitdgoras se ndo tem consciéncia das potencia-
lidades de tal resultado para resolver problemas da vida
real envolvendo o cdlculo de distincias entre objectos?

InvestigagGes recentes acentuam que o ensino expli-
cito de aspectos metacognitivos a alunos de vérios niveis
etdrios poderd ter um impacto significativo e positivo
na compreensdo e utilizacio de conceitos matematicos
e na resolucdo de problemas (Charles & Lester, 1984;
Fernandes, 1988; Shoenfeld, 1979). Se aceitarmos os
resultados destas e doutras investigacoes como crediveis
poderemos inferir que tal impacto se verifica a trés
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niveis: 1) os alunos tornam-se mais conscientes acerca
dos seus conhecimentos e utilizam-nos de forma mais
sistemdtica e organizada; 2) os alunos revelam-se mais
capazes de utilizarem uma diversidade de estratégias de
uma forma mais flexivel e eficaz; e 3) os alunos podem
corrigir pré-conceitos e ideias erradas que muitas vezes
adquirem icerca da matemdtica e dos problemas. A titulo
de exemplo poderemos referir que é muito comum os
alunos desenvolverem a ideia de que todos os proble-
mas podem ser resolvidos em 10 minutos ou menos. Ora
tais ideias podem e devem ser corrigidas através de um
ensino que conscientemente reconheca a importancia da
metacognicdo e a influéncia que poderd ter no rendi-
mento dos alunos. Ideias erradas como aquela estdo cada
vez mais a ser consideradas as causas principais do fraco
rendimento dos alunos na resolucdo de problemas
(Shoenfeld, 1985, 1987). Na verdade, de acordo com
este investigador, o tipo de raciocinio ou meta-raciocfnio
que um individuo produz depende em larga medida do
seu sistema de pré-conceitos ou da «epistemologia ndo-
-matemdtica» por ele desenvolvida ao longo do tempo.

Em suma, os aspectos metacognitivos sdo importan-
tes e devem ser utilizados e ensinados abertamente na
sala de aula para que, entre outras coisas, possamos con-
tribuir para que os alunos 1) melhorem a qualidade das
decisdes que tomam quando estio a resolver problemas;
2) tomem consciéncia das estratégias, técnicas, concei-
tos e processos matemdticos que ajudam a resolvé-los;
e 3) desenvolvam capacidades que lhes permitam uma
utilizagfo eficaz de tais conhecimentos e estratégias.

Resta-nos agora esbogar algumas ideias que sugiram
concretamente o tipo de actividades que podemos desen-
volver na sala de aula para que o ensino dos aspectos
metacognitivos na resolugio de problemas possa ser
posto em prética.

O Ensino da Metacognicdo e a Resolucéio
de Problemas

A primeira questio que se poderd colocar € a de saber
se nds, professores de matemdtica, devemos, e pode-
mos, ensinar aspectos da metacogni¢do que possam de
facto contribuir para uma melhoria de rendimento dos
alunos na resolugdo de problemas. H4 duas ideias que
parecem ser geralmente aceites e que tém a ver com
estas questoes. A primeira € a de que se um individuo
ndo possuir capacidades desenvolvidas ao nivel da meta-
cognicio, tal poderd implicar falta de flexibilidade e des-
perdicio de ideias vdlidas e originais que s3o aspectos
muito importantes na resolugdo de problemas. Por con-
sequéncia, devemos fazer tudo o que esteja ao nosso
alcance para desenvolver tais capacidades. A segunda
é a de que parece ser possivel, embora bastante dificil,
desenvolver as tais capacidades metacognitivas dos alu-
nos; parece pois que podemos ter um importante papel
a desempenhar no ensino da resolugdo de problemas.

Vdrios autores tém sugerido um certo nimero de téc-
nicas ou estratégias que podem contribuir para conscien-
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cializar os alunos acerca das suas capacidades
metacognitivas. Referiremos aqui sugestdes feitas por
Garofalo (1987) e Shoenfeld (1987).

Garofalo (1987). identifica trés actividades que o pro-
fessor podera desenvolver: 1) Fazer perguntas que levem
os alunos a reflectir sobre os seus conhecimentos de
matematica e sobre os seus comportamentos e maneiras
de pensar, a analisd-los, e a utilizd-los; 2) Transmitir
aos alunos um conjunto de ideias, de factos, e concei-
tos inerentes ao ensino e a aprendizagem da matemd-
tica que parecem influenciar o rendimento nesta
disciplina de forma significativa; e 3) Ajudar os alunos
a avaliar e a regular os seus comportamentos e acgdes.
No primeiro caso o professor pode pdr, entre muitas
outras, questdes do tipo:

— Quais as estratégias que mais utilizas para resol-
ver este tipo de problemas?

— Qual o tipo de erros que usualmente fazes quando
resolves problemas?

— Que poderds fazer para os evitar?

— Que € que fazes quando tentas resolver um pro-
blema de um género diferente do habitual?

No segundo caso, trata-se de procurar corrigir ideias
incorrectas que os alunos possam ter. Ideias tais como
as que se seguem devem ser transmitidas aos alunos de
forma sistematica.

— Ha4 problemas que ndo podem ser resolvidos pela
simples aplicagdo de uma férmula, operacdo, ou outro
procedimento mecénico.

— Had problemas que se resolvem rapidamente, mas
outros demoram muito tempo.

— Ha4 problemas que podem ser resolvidos de vdrias
maneiras diferentes.

Finalmente, no terceiro caso, interessa que o profes-
sor em vez de apresentar a solugdo de um problema,
se empenhe na sua resolucfio. O que isto implica é que
o professor ao demonstrar como se resolve um dado pro-
blema, deve explicitar as decisdes que tomou e deve
explicitar como avaliou e controlou tais decisdes. Numa
palavra, o professor deve explicitar aos alunos a forma
como geriu e/ou organizou os seus conhecimentos na
resolucdo do problema. (Quem nao se recorda de pro-
fessores de reconhecida competéncia que resolviam os
mais complexos problemas no quadro sem que quase
ninguém percebesse 0 que se estava a passar? Baseado
no que hoje sabemos, podemos dizer que se tais pro-
fessores explicitassem as estratégias, técnicas, e deci-
sOes que utilizavam, muitos mais alunos poderiam ter
acompanhado as suas aulas.)

Shoenfeld (1987), refere quatro técnicas que poderdo
ser facilmente utilizadas na sala de aula e que facilitam
o desenvolvimento de capacidades cognitivas. A primeira
€ a utilizac@o da tecnologia video para mostrar aos alu-
nos gravacgdes de outros alunos a resolverem problemas.
Segundo Shoenfeld, esta actividade permite que os alu-
nos tomem consciéncia de forma mais eficaz acerca das
suas prdprias capacidades e recursos metacognitivos.

Educagdo ¢ Matemdtica N.° 8

Na segunda técnica o professor modela para os alu-
nos o comportamento metacognitivo ideal. Isto €, o pro-
fessor fala (pensa) alto enquanto apresenta a resolugio
dos problemas de forma a que os alunos se apercebam
e tomem consciéncia dos aspectos metacognitivos envol-
vidos. Por exemplo, o professor poderd referir-se a
vérias estratégias de resolugdo de um problema e dizer
porque € que optou por uma determinada estratégia em
vez de outra. Pode também, durante uma resolucéo,
referir-se a cada uma das fases do processo bem como
identificar quais as principais ac¢des a tomar em cada
uma delas.

Na terceira técnica os problemas sio discutidos por
toda a classe com o professor servindo de moderador
da actividade reguladora ou de controlo que deve sem-
pre ter lugar quando se resolvem problemas. Neste caso,
o foco da discussdo € nas decisdes a tomar, nos planos
a elaborar, nas estratégias a utilizar, e nas actividades
de gestio dos conhecimentos que se devem empreender.
A actividade do professor é minima; a sua preocupagio
deve ser a de contribuir para que os alunos aproveitem
a0 mdximo o que jd sabem. Este objectivo deve ser con-
seguido numa atmosfera em que os alunos se devem sen-
tir muito a vontade para fazerem sugestoes e em que,
por isso, o professor ndo deve julgd-las mas sim
estimuld-las.

Finalmente, Shoenfeld sugere a utilizacdo de peque-
nos grupos de trés ou quatro alunos que resolvem pro-
blemas enquanto o professor actua como um recurso
sempre disponivel para ajudar. Aqui o professor deve
fazer perguntas em vez de dar respostas. Trés pergun-
tas devem estar sempre presentes nesta actividade: 1)
O que estds a fazer?; 2) Porque estds a fazer isso?; e
3) Em que medida é que o que estds a fazer te ajuda
a resolver o problema?. Estas perguntas, segundo Shoen-
feld, asseguram o controlo da situacdo por parte dos alu-
nos e contribuem para modificar o seu comportamento
metacognitivo. Outros autores se tém referido s vanta-
gens da utilizagdo de pequenos grupos para resolver pro-
blemas. Do ponto de vista estritamente metacognitivo
tais vantagens sdo evidentes. Um aluno ao explicitar,
defender, ou discutir a sua linha de raciocinio junto dos
colegas tem uma oportunidade tinica para reflectir acerca
dos seus préprios processos de pensamento ¢ também,
evidentemente, para analisar criticamente 0s processos
utilizados por outros. Neste tipo de ambiente de traba-
lho o professor estd muito mais disponivel para apoiar
os alunos e para lhes dirigir as questdes mais apro-
priadas.

Notas Finais

As ideias aqui descritas ndo sdo totalmente novas,
apresentam ¢ talvez uma face pouco discutida da reso-
lugdo de problemas e procuram organizar e identificar
coisas que no fundo todos nés, professores de matem4-
tica, jd4 sabemos: é importante ensinar para a compreen-
sdo, é importante que os alunos participem activamente
nas aulas, é importante pensar e ensinar a pensar...
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Importa, porém, realcar os seguintes aspectos que estdo
inerentes a tudo o que aqui se disse.

1) Estd nas nossas médos, professores de matemadtica,
fazermos a diferenca no que respeita ao ensino da reso-
lucdo de problemas.

2) Através da metacognicdo podemos contribuir para
que os nossos alunos desenvolvam as suas capacidades
para resolver problemas. =

3) O ensino dos aspectos metacognitivos deve e pode
ser feito de forma sistemdtica, organizada, e explicita
- 6 assim contribuiremos de forma eficaz para que os
alunos possam tirar proveito maximo dos seus recursos
e para que os utilizem de forma consciente.

4) E possivel organizar uma sala de aula para que tal
aconteca.

Finalmente, numa altura de grande azdfama para que
se alterem os planos curriculares, as ideias aqui expos-
tas procuram contribuir para que a educacdo matemd-
tica dos nossos alunos seja planeada de forma a que se
atinjam os elevados niveis de qualidade que as socieda-
des modernas exigem. Na verdade, podemos constatar
com facilidade que nem a énfase excessiva no vocabu-
ldrio rigoroso e nos conceitos abstractos, que constitui-
ram a pedra de toque da chamada Matemaitica Moderna,
nem a reducdo da educacdo matemdtica ao mero ensino
de um conjunto de técnicas e processos de cilculo meca-
nicos, apandgio de algumas orientacGes inspiradas no
movimento norte-americano Back-to-Basics, produziram
os efeitos que seriam desejdveis. A presente énfase que
se procura dar aos problemas e, idealmente, a uma abor-
dagem da matemdtica que se ensina nas escolas através
da resolugdo de problemas, é no fundo, mais uma ten-
tativa para encontrar uma resposta para a crise que con-
tinua a afectar a educagcdo matemdtica em todo o mundo.
A metacognicdo ndo vai, por si s6, vencer a crise, mas
¢ um dos aspectos da resolucdo de problemas que ndo
devemos ignorar.

INTERVAC —PORTUGAL

FERIAS NO ESTRANGEIRO
e Troca de residéncias entre familias
ou aluguer
e Acolhimento de jovens
e Qutras modalidades

Contacte: Prof. Anténio St. Aubyn
& (01) 78 51 79

Educacio e Matemdtica N.? §

Referéncias

Brown, A. & Campione, J. (1987). On the importance
of Knowing what you are doing: Metacognition and
mathematics. Manuscrito nao publicado. Universidade
de Illinois, Urbana.

Charles, R. & Lester, F. (1984). An evaluation of a
process-oriented instructional program in mathematical
problem solving in grades 5 and 7. Journal for Research
in Mathematics Education, 15, 1, 15-34.

Flavell, J. (1976). Metacognitive aspects of problem sol-
ving. In L.B. Resnick (Ed.), The nature of intelligence
(pp. 231-237). Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum.

Flavell, J. (1979). Metacognition and cognitive moni-
toring: A new area of cognitive-development inquiry.
American Psychologist, 34, 10, 906-911.

Fernandes, D. (1988). Comparison of the effects of two
maodels of instruction on the problem-solving performance
of preservice elementary school teachers and on their
awareness of the problem-solving strategies they employ.
Tese de doutoramento ndo publicada. Texas A&M Uni-
versity. College Station, Texas.

Garofalo, J. (1987): Metacognition and school mathe-
matics. Arithmetic Teacher, 34, 9, 22-23.

Garofalo, J. & Lester, F. (1985). Metacognition, cog-
nitive monitoring, and mathematical performance. Jour-
nal for Research in Mathematics Education, 16, 3,
163-176.

Shoenfeld, A.H. (1987). What’s all the fuss about meta-
cognition? In A.H. Shoenfeld (Ed.), Cognitive science
and mathematics education (pp. 189-215). Hillsdale, NIJ:
Lawrence Erlbaum.

Shoenfeld, A.H. (1985). Mathematical problem solving.
New York, NY: Academic Press,

Shoenfeld, A.H. (1979). Explicit heuristic training as
a variable in problem-solving performance. Journal for
Research in Mathematics Education, 10, 3, 173-187.

Agradeco ao Pedro Palhares, 4 Lina Fonseca, e 4 Teresa
Cardoso, assistentes na Escola Superior de Educacfo de Viana
do Castelo, as sugestdes feitas a versdes anteriores deste tra-
balho.

Pdg. 6 1.° trim. 1989




Um (bom) problema (nao) é (so) ...

Paulo Abrantes, Faculdade de Ciéncias de Lisboa

A resolucdo de problemas deve estar no centro do
ensino e da aprendizagem da Matemdtica, em todos
os niveis escolares.

(APM, 1988, p.30)

Esta proposta, de colocar a resolucao de problemas
no primeiro plano da Matematica escolar, tem sido apre-
sentada com insisténcia desde hd alguns anos por algu-
mas das mais prestigiadas figuras e associacdes da
Educacdo Matemdtica — vejam-se por exemplo as reco-
mendacoes do NCTM, 1980.

O reconhecimento de que a resolucdo de problemas
¢ afinal o motor do desenvolvimento da Matemadtica e
da actividade matemdtica, e a perspectiva de que um
papel de relevo deve ser-lhe destinado na aprendizagem,
nio sdo ideias novas. O famoso livro de George Polya,
How To Solve It, considerado como um marco de refe-
réncia, foi publicado pela primeira vez em 19450, De
entdo para cd, centenas de obras dos mais diversos tipos
tém sido dedicadas & resolu¢do de problemas, para nao
falar dos clubes e dos concursos de problemas que, nal-
guns paises, tém uma tradicdo de quase um século.

A verdade, porém, é que a Matemdtica escolar parece
ter assumido sempre a resolugio de problemas como
uma actividade complementar, paralela, geralmente des-
tinada a estimular ou detectar alunos -particularmente
dotados, por vezes associada a propositos de populari-
zagdo da Matemadtica ou de motivacdo externa para o
seu estudo. A resolucdo de problemas nunca terd sido
assumida como o centro em volta do qual se processa-
ria a aprendizagem da Matemadtica, a ndo ser em pro-
jectos isolados ou em estudos experimentais de ponta.

Os actuais debates sobre a renovacio curricular tra-
zem de novo para o primeiro plano a necessidade de
questionar o lugar da resolugdo de problemas. Em Por-
tugal, apesar de referéncias em momentos diversos®,
tem sido essencialmente na presente década que artigos,
comunicagoes em Encontros, propostas de trabalho e
mesmo experiéncias concretas sobre a resolu¢do de pro-
blemas tém surgido a um ritmo crescente. Estamos longe
— e, afinal, rd@o perto... — das posi¢des defendidas no
inicio dos anos 80®). Hoje, podemos e devemos fazer
um ponto da situagfo, analisar aquilo que se progrediu
e aquilo que terd faltado.

Um pouco por todo o mundo, o relangamento de pro-
postas de valorizagdo do papel da resolucdo de proble-
mas nos curriculos de Matemadtica é acompanhado de
um esfor¢co no sentido de um alargamento de perspec-
tivas sobre o que € um problema e sobre o que € a reso-
lugdo de problemas (vejam-se, por exemplo, as propostas
mais recentes do NCTM, 1987; e os documentos sobre
a renovacdo do curriculo de Matematica — APM, 1988).
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Parece pois importante reflectirmos sobre aquilo que €
(e ndo €) um (bom) problema, a luz de critérios educa-
tivos. Discutamos esta questdo a partir de exemplos con-
cretos.

Alguns exemplos

® Exemplo 0 (um exercicio):

Calcular o valor de x? — 3x para x=2.

e Exemplo 1 (um problema «de palavras»):

Um cliente comprou num dia 2.3 metros de fazenda.
No dia seguinte, comprou mais 1.5 metros da mesma
fazenda. Quantos metros de fazenda comprou no total?

e Exemplo 2 (um problema «para equacionar»):

O Jodo tem metade da idade do pai. Sabendo-se que
a soma das duas idades é 72, quantos anos tem o
Joao?

e Exemplo 3 (um problema «para demonstrar»):
Usando os casos de semelhanca, mostre que a altura
relativa a hipotenusa divide um tridngulo rectingulo
em dois tridngulos semelhantes.

e Exemplo 4 (um problema «para descobrir»):
Usando apenas 6 fésforos, formar quatro tridngulos
equildteros geometricamente iguais.

e Exemplo 5 (um problema da vida real):

Construir uma planta de um estddio — um campo de
futebol e uma pista de atletismo.

e Exemplo 6 (uma situacdo problemdtica):

O produto de trés nimeros inteiros consecutivos €
sempre um nimero par miltiplo de 3. Comentar a
situacdo se substituirmos produto por soma.

e Exemplo 7 (uma situacdo):

Considera uma pdgina cheia de nimeros:

0 1 2 3

4 5 6 7

8 9 10 11

12 13 14 15
(APM, 1988, p. 47)
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Problema versus exercicio

O Exemplo (0) é uma questao idéntica a tantas outras
que se propdem aos alunos do 7.° ano apés o estudo
das operacdes em Z. Nio se trata de um problema mas
sim de um exercicio, se considerarmos que:

Um problema é uma situacdo que difere de um
exercicio pelo facto de o aluno ndo dispor de um
procedimento ou algoritmo que conduzird com cer-
teza a uma solucdo.

(Kantowski, 1981)

Esta defini¢io mostra desde logo o cardcter relativo
da nocdo de problema. Assim, por exemplo, calcular
a soma dos primeiros 100 nimeros naturais serd um
exercicio se o aluno conhece a férmula da soma de n
termos consecutivos de uma progressio aritmética mas
poderd constituir um problema no caso contrdrio (uma
situacdo idéntica costuma ser apresentada como revela-
dora da capacidade matemadtica evidenciada por Gauss
quando era ainda uma crianca).

O valor educativo dos exercicios ndo serd nulo mas
€ claramente limitado a pratica de utiliza¢gdo de uma ou
vdrias regras previamente conhecidas. Resolver muitos
exercicios ndo contribui para desenvolver capacidades
de raciocinio ou estratégias de resolugdo de problemas.

A tendéncia para ndo distinguir claramente um exer-
cicio de um problema corresponde a uma tradi¢do bas-
tante enraizada na Matemdtica escolar. Por vezes,
estabelece-se uma distingdo enganadora: no enunciado
de um exercicio haveria apenas nimeros e operacdes
enquanto o de um problema conteria alguma referéncia
a um contexto concreto.

Os problemas de palavras

Questdes como a do Exemplo (1) sdo muito frequen-
tes no ensino primdrio tendo alegadamente a vantagem
de atribuir um significado concreto as operacfes mate-
mdticas.

No entanto, a excessiva repeticio transforma rapida-
mente estes «word problems» (nome pelo qual sdo conhe-
cidos na literatura inglesa) em exercicios disfarcados nos
quais o «contexto» do enunciado acaba por ser irrele-
vante. O aluno procura munir-se de uns quantos frugues
que funcionam em vdrias situacdes — «este problema é
de somar ou de multiplicar?» ou «...€ de uma ou de duas
operacdes?» ou «...¢ de por a virgula debaixo da vir-
gula?» — ou entdo entrega-se simplesmente a fazer con-
tas com os dados numéricos até atingir um resultado
«satisfatério» mesmo que este ndo tenha uma relacao
l6gica com os dados (veja-se Moreira, 1987).

A resolucdo de problemas deve ser um processo que

envolva activamente os alunos na formulacdo de
conjecturas, na investigacdo e exploracdo de ideias,
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que os leve a discutir e por em questdo a sua pro-
pria maneira de pensar e também a dos outros, a
validar resultados e a construir argumentos con-
vincentes. Por isso mesmo, a resolu¢do de proble-
mas ndo acontece quando os alunos fazem uma
pdgina de cdlculos, quando seguem o exemplo do
cimo da pdgina ou quando todos os problemas se
destinam a prdtica do algoritmo apresentado nas
pdginas precedentes.

(NCTM, 1987)

De certo modo, o papel destes problemas de palavras
no ensino primdrio tem um correspondente noutros
niveis de escolaridade...

O capitulo dos problemas...

Nao € invulgar ouvirmos alunos fazerem afirmagdes
sobre os problemas revelando que estes nao sdo enca-
rados como algo inerente & prdpria natureza da Mate-
mdtica mas vistos como se constituissem apenas uma
secgdo especial de um dos capitulos de Algebra do pro-
grama — das equagdes ou dos sistemas de equagdes. O
grande peso habitualmente atribuido as equagdes e aos
problemas «para equacionar», como o do Exemplo (2)
atrds apresentado, contribui certamente para essa con-
cepcao. Escolher a incdgnita, designd-la por x, traduzir
o enunciado por uma equagio em x, resolver a equagao
— eis a estratégial

Mas esta estratégia € apenas uma de entre muitas que
se podem ensaiar para resolver problemas e nem sem-
pre serd a mais apropriada. Também aqui, a excessiva
repeticdo pouco ou nada acrescenta do ponto de vista
da aprendizagem, e parece contribuir para a formacdo
de ideias limitadas sobre o que € a resolucio de proble-
mas. Muitas vezes, ndo se varia mais do que o grau de
complexidade — «eu tenho o dobro da idade que tu
tinhas quando eu tinha a idade que tu tens...»

Uma vez mais, o «contexto» do enunciado acaba por
ndo desempenhar qualquer papel de relevo. Por isso é
frequente o recurso ao formato de problemas «de ida-
des» ou de «pensar em nimeros». A partir de certa
altura, propor aos alunos que inventem um problema que
possa traduzir-se por uma dada equacdo deixa de ser um
apelo a criatividade — «somando o dobro de um mimero
a..»

Este tipo de problemas terd, claro, algum valor edu-
cativo mas esse valor deve ser reduzido s suas devidas
proporgdes. '

Infelizmente, reduz-se muitas vezes a prdtica de
resolugdo de problemas a traducdo de enunciados
em equacdes numéricas com uma incognita ou em
sistemas de duas equacdes com duas incognitas. E,
no entanto, muitos problemas — incluindo proble-
mas algébricos — resolvem-se através de estraté-
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gias diferentes que envolvem actividades como:
listar, organizar e classificar dados; usar uma
tabela, um diagrama ou um modelo; trabalhar do
Jim para o principio; eliminar casos; experimentar
e verificar; procurar um padrdo; resolver um pro-
blema mais simples ou o mesmo problema para
casos particulares; generalizar uma solugdo; encon-
trar um contra-exemplo; resolver de vdrias manei-
ras diferentes; elc.

(Abrantes, 1988, pdg. 54)

Demonstraces e problemas

Uma demonstracio pode constituir uma excelente acti-
vidade de resolucdo de problemas. Descobrir um cami-
nho para provar uma conjectura Ou uma pProposi¢io
implica por vezes processos muito ricos que nem sem-
pre estardo presentes noutros tipos de problemas. Esta
perspectiva obriga-nos a fazer uma distingdo: uma coisa
€ a decoberta do caminho e a argumentagfo; outra € a
apresentagdo formal da demonstracio. Ndo se discute
aqui a importdncia relativa de uma e de outra mas
chama-se a atencdo para o facto de corresponderem a
aspectos diferentes da actividade matemadtica e da apren-
dizagem.

Diz-se por vezes que terd havido nas dltimas décadas
um decréscimo muito acentuado na importincia atribuida
as demonstragdes. Sem diivida, nos antigos programas,
a Geometria (entdo apresentada como um modelo de
construgio dedutiva) fornecia imimeros exemplos de
demonstracdes. No entanto, do ponto de vista da reso-
lugdo de problemas, aquela conjectura parece dificil de
provar... Aprendia-se essencialmente um formato de
demonstracdo que depois se repetia até i exaustdo —
e decorar ou reproduzir demonstracdes nio serd uma
actividade de resolucdo de problemas especialmente
rica...

Seja como for, no ensino actual, as actividades de tipo
demonstrativo estdo praticamente limitadas a questdes
do tipo «utilizando... mostre que...», de que o Exemplo
(3) comstitui uma ilustragdo. Com muita frequéncia,
caminhos inesperados para responder a questdes desse
tipo sdo desvalorizados, ou mesmo liminarmente rejei-
tados, 0 que mostra que a intengdo ndo era descobrir
um processo de provar uma proposicdo nova mas sim
treinar a utilizacdo de um dado teorema ou regra. A
repeticdo e a pouca variedade vao acentuando o cardc-
ter de exercicio do tipo «mostre que» que estas ques-
toes acabam por assumir.

Ao contririo, raramente se propdem aos alunos ques-
toes em aberto, conjecturas das quais no se sabe a par-
tida se sdo verdadeiras ou ndo. A luta entre a procura
de uma prova ou de um contra-exemplo € um aspecto
da actividade matemadtica quase ignorado na escola (um
exemplo de um problema deste tipo é discutido em Gui-
mar@es e Abrantes, 1988).

Na vida real, somos confrontados com problemas de
que nio podemos conhecer antecipadamente a solugdo,
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e muitas vezes ndo sabemos mesmo se essa solugdo
existe. Ora, este € um tipo de situacdo que deveria ins-
pirar actividades de aprendizagem no dmbito da Mate-
mdtica escolar.

Eureka!

Um tipo de problemas que sdo propostos em concur-
508 ou noutras iniciativas ndo curriculares, com o objec-
tivo de despertar a curiosidade e o gosto pela
Matemdtica, € sugerido pelo Exemplo (4). Estes «puzzle
problems» sdo apaixonantes para os enfusiastas (que ndo
se encontram obrigatoriamente entre 0s matematicos...).
A sua resolugdo requer quase sempre uma percepgio
sibita do caminho certo, uma ideia luminosa.

O seu interesse educativo parece 6bvio. Mas € pre-
ciso ndo esquecer que estes problemas tém geralmente
enunciados contendo toda a informacéo relevante (e nao
mais do que essa) e perante os quais o contexto rara-
mente precisa de ser explorado. Além disso, tém quase
sempre uma solucgo unica e bem determinada. Néo sio
por isso especialmente vocacionados para discussoes ou
exploragdes em grupo sobre estratégias de resolugdo ou
em torno da aplicacdo de modelos e métodos matemd-
ticos. s

Estes problemas sdo susceptiveis de interessar forte-
mente alguns alunos para os quais constituem um desa-
fio intelectual, mas ndo tém o mesmo efeifo sobre muitos
outros alunos. Este facto, aliado as suas caracteristicas
naturais atras apontadas, sugere que eles sejam encara-
dos como uma fonte de actividades interessantes mas nao
como uma alternativa global a orientacdo da disciplina
de Matematica.

Nos dltimos anos, as recomenda¢des para se dar
relevo a resolugdo de problemas tém-se traduzido em
iniciativas ndo curriculares, como «o problema da quin-
zena» e 0s concursos de 4mbito local ou nacional, mas
ndo parecem influenciar ¢ essencial — a forma como
se ensina e aprende Matematica, o trabalho na sala de
aula. Os problemas surgem assim como um factor de
motivacdo externa para o estudo da Matemdtica e ndo
como algo que € inerente ao trabalho em Matemitica.

Contrariamente ao que seria desejavel, sdo por vezes
os vicios do ensino da Matemadtica que parecem conta-
minar aquelas iniciativas. H4 pouco tempo, os critérios
de classificacdio para as respostas a um dos problemas
de um conhecido concurso de 4mbito nacional reserva-
vam uma grande parte da cotagio para a «correcta desig-
nagdo das incégnitas» quando se tratava de um problema
que se resolvia, de uma forma mais prdtica e mais inte-
ligente, sem o recurso explicito a equagdes. J4 ndo bas-
tava que os problemas «para equacionar» tivessem
exercido uma tdo grande influéncia na forma de pensar
em problemas de tantas geragdes, nas quais nos deve-
mos incluir nés préprios, os professores de Matema-
tica... (um exemplo de um problema em que estratégias
alternativas sdo mais simples do que a habitual resolu-
¢do algébrica é discutido em Veloso, 1987).

Pdg. 9 1.9 trim. 1989




Matematizar situacdes reais

A matematizacdo de situagdes constitui, em diversas
actividades profissionais, uma tarefa complexa para a
qual sdo muitas vezes requeridos variados conhecimen-
tos e alguma experiéncia. No entanto, é possivel encon-
trar sugestdes de trabalho desse tipo adequadas 2
Matemadtica escolar — como o mostra o Exemplo (5).
Abordar um problema como este implica: criar ou adap-
tar um modelo matemadtico da situagdo; aplicar diver-
sos métodos matemdticos a esse modelo; verificar a sua
validade perante a situagio concreta.

A maneira «imprecisa» como o problema é enunciado
niao deve ser vista como uma fraqueza mas, pelo con-
trdrio, ela constitui uma forma realista de o apresentar.
Aqui, ¢é indispensdvel explorar o contexto do problema
(incluindo os seus aspectos ndo matemdticos), obter
informacdes que nao sdo dadas a partida, formular com
precisdo novos problemas, proceder a algumas simpli-
ficagGes conscientes. Além disso, ndo existe uma solu-
¢do lnica e as varias solugdes aceitdveis nem sempre
serdo «rigorosas» mas sim aproximadas.

Classificar estes problemas como problemas da vida
real nio significa que eles tenham que abordar situa-
cOes que surgem obrigatoriamente no dia-a-dia ou nas
futuras profissdes dos alunos. Usa-se aqui um critério
ditado pela natureza do problema, das tarefas que se pro-
pdem aos alunos e das aptiddes que estes poderdo desen-
volver.

Situacoes problemadticas

Propositadamente, o Exemplo (6) apresenta uma situa-
¢do em que o contexto € a prépria Matemdtica. A impor-
tincia do contexto num problema nao estd dependente
do facto de ele se referir a alguma questdo prdtica.
Como vimos, sucede muitas vezes que exercicios dis-
farcados falem de questdes concretas.

O que se passa aqui € que o contexto, ndo s6 precisa
de ser explorado, como é em si mesmo problematico.
Um dos aspectos da abordagem deste tipo de situacdes
€ a necessidade de formular um ou vdrios problemas.
Nio existe uma solucdo vnica, e o enunciado vago —
«comentar a situacdo se...» — convida o aluno a gerar

questdes, fazer conjecturas e, eventualmente, prova-las.

De facto, formular problemas parece ser uma activi-
dade essencial numa situacdo problemdtica — mas que
€, temos que admiti-lo, bastante rara nas aulas de Mate-
madtica.

Ao discutir o que € uma situacio problemdtica, um
dos exemplos que Borasi (1986) apresenta (citando um
livro de J. Adams) € particularmente interessante: «Tens
trinta e muitos anos, as criancas vao bem na escola, o
teu marido progride na sua carreira profissional, e tu
estds aborrecida». O primeiro passo para uma solugio,
talvez o principal passo, consiste em definir correcta-
mente o problema, o que pode ser feito de vdrias
maneiras.

Situacdes (ainda) ndo problemiticas

Uma das formas de estimular actividades de resolu-
¢do de problemas na sala de aula consiste em criar con-
digdes favordveis, através de ambientes potencialmente
ricos. Em situagdes como a do Exemplo (7) ndo estd
formulado qualquer problema, nem mesmo implicita-
mente, mas ha um convite claro a exploragdo do con-
texto. E...

Explorar tem aqui exactamente o sentido normal da
palavra: entrar em terreno desconhecido, recolher
dados, detectar diferencas, ser sensivel as repeti-
¢des e as analogias, reconhecer regularidades e
padrées — ou porventura um sentido ainda mais
forte — investigar, procurar encontrar, procurar
descobrir. O espaco a explorar ndo é agora o
Atldntico, mas por exemplo uma pdgina cheia de
niimeros.

(APM, 1988, pdg. 47)

Observacdes finais

Um modelo apresentado por Borasi (1986) para clas-
sificar diferentes tipos de problemas propde a andlise de
quatro aspectos: (a) o contexto do problema; (b) a for-
mulagéo; (c) a solugdo; (d) o método de abordagem. A
tabela que se apresenta nesta pagina procura resumir a
aplicacao destes critérios aos oito exemplos atrds apre-
sentados:

EX. CONTEXTO FORMULACAO SOLUCAO METODO

(0) Inexistente Uso de
algoritmos

4] i previamente

@) “f;‘:pﬁ’;‘t‘;e explicita dnica conhecidos

G) enu;lgia 0 fecl?ada ex:cta

4) insight

(5) s6 em parte implicita exploracdo do contexto

© no e aberta varias criagdo de problemas

@ g inexistente
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Xeque Mate!

Leonor Moreira, Nicleo do Projecto Minerva do DEFCUL

Quantos gquadrados hd num tabuleiro de xadrez?

A resposta imediata (mas incorrecta) é sessenta e qua-
tro quadrados, uma vez que o tabuleiro de xadrez é habi-
tualmente visualizado como uma matriz de oito linhas
e de oito colunas de cujas intersecgbes resultam sessenta
e quatro quadrados, alternadamente brancos e pretos.
Mas um exame mais atento do tabuleiro revela que
outros quadrados de diferentes tamanhos se podem iden-
tificar.

Figura 1

Uma forma de resolver o problema consiste em,
pacientemente, contar todos os quadrados existentes no
tabuleiro. Talvez ndo seja mau organizar, em tabela, os
dados que formos obtendo. Comegando pelos ‘‘casos
limite’’, temos:

Tipo ‘Nimero

1x1 64

8x8 1
Tabela 1

A tabela 1 revela uma simetria curiosa: hd 64 qua-
drados de drea 1 e 1 quadrado de drea 64. A confirmar-
-se, esta simetria evitard a contagem exaustiva dos
quadrados. Mas continuemos.

Tipo Nimero
1Xx1 (drea 1) 64
2x%2 (drea 4) 49
TX7 (drea 49) 4
8x8 (drea 64) 1

Tabela 2

De facto, a Tabela 2 sugere a existéncia de 36 qua-
drados do tipo 3x3 (drea 9) e 9 quadrados do tipo 6x6
(drea 36). A correcco desta previsdo permite-nos con-
cluir:
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Tipo Niimero
I1X1 (drea 1) 64
2X2 (drea 4) 49
3x3 (drea 9) 36
4x4 (drea 16) Fo)
5X35 (drea 25) 16
6x6 (drea 36) 9
TX7 (drea 49) 4
88 (drea 64) 1

TOTAL 204

Tabela 3

Uma outra abordagem

Uma outra forma de abordar a questio consiste em
imaginar tabuleiros de xadrez de menores dimensdes.

O menor tabuleiro de xadrez € do tipo 1x1 e, obvia-
mente, contém um tinico quadrado. Num tabuleiro 2x2,
h4 quatro quadrados do tipo 1x1 e um quadrado do tipo
2x2, num total de cinco quadrados. Se o tabuleiro for
do tipo 3x3 hd que considerar: 9 quadrados do tipo 1x1,
1 quadrado do tipo 3x3 e quatro quadrados do tipo 2x2,
como se vé na Figura 2.

Figura 2

Na tabela 4, estdo registados os resultados do pro-
blema para os quatro tabuleiros menores:

Tipo de |N.®de Q.[N.°de Q.[N.°de Q.[N.®de Q.|N.°t. Q.

Tabuleiro | 1x1 2x2 3%3 4x4  |quadrados
1x1 1 1
2x2 4 1 5
3X3 9 4 1 14
4x4 16 D 4 1 30

Tabela 4
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Aqui chegados, € razodvel conjecturar:

1) o mimero de quadrados de um determinado tipo &,
sempre, um quadrado perfeito;

2) num tabuleiro de xadrez do tipo nxn o nimero de
quadrados é 12 + 22 + 32 ... + n?

Provando a conjectura

Resta, agora, provar esta tltima conjectura. Vamos
tentar fazé-lo, usando o método de indugdo matemadtica.

1.° passo. Seja n=1. Num tabuleiro do tipo 1x1, hd
apenas, como ja vimos, 1 quadrado. Como 1 = 12, a
conjectura € verdadeira para n=1.

2.° passo. Vamos admitir que a conjectura é verdadeira
quando n € substituido por qualquer inteiro positivo Kk,
isto €, vamos admitir que num tabuleiro do tipo kxk ha
12 + 22 + 32 + ... + k? quadrados.

3.° passo. Vamos provar que a conjectura se verifica,
ainda, para n = k+1, isto €, num tabuleiro do tipo
(k+1Dx(k+1) hd 12 + 22 + 32 + ... + k2 + (k+1)?
quadrados.

A Figura 3 representa um tabuleiro do tipo
(k+1)x(k+1). Este é formado por um tabuleiro do tipo
kxk a que se adicionaram uma linha e uma coluna com-
plementares, cujos quadrados aparecem, na figura,
numerados de 1 a 2k+1.

2K+1 F— | 2K . s . K+2 | K+1
K
K .
2
1
K
Figura 3

Os quadrados existentes neste tabuleiro podem ser
agrupados em quatro categorias:

Categoria 1. Trata-se dos quadrados existentes no tabu-
‘leiro original — do tipo kxk — e, pelo segundo passo,
o seu nimero € dado por:
P42+ P+ +E

Categoria 2. S3o os quadrados cujo topo estd na linha
adicional, sem que o lado direito ultrapasse o tabuleiro
inicial. H4:

1 quadrado do tipo kxk

2 quadrados do tipo (k-1)x(k-1)
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3 quadrados do tipo (k-2)x(k-2)

k quadrados do tipo 1x1

Nesta categoria, o nimero total de quadrados &, entdo,
1+2+3+..+Kk

Categoria 3. Trata-se, agora, dos quadrados cujo lado
direito estd no limite da coluna adicional, sem que o lado
superior ultrapasse os limites do tabuleiro original. Tal
como no caso anterior, o seu nimero € dado por:

2939l k

Categoria 4. Sdo os quadrados cujo vértice superior
direito coincide com o canto superior direito do tabu-
leiro. Hd, exactamente, k+1 quadrados nesta categoria
— um de cada um dos diferentes tipos, isto €, 1 do tipo
1x1, outro do tipo 2x2, ..., outro do tipo kxk e, final-
mente, outro do tipo (k+1)x(k+1).

O mimero total de quadrados do tabuleiro é, entdo:

12422432+ +k)+2(1 4243 +... +K) + (k+1)
=(12+22+32+...+|<2)+2ﬂ"zLIL +&+ D

=(12422+3+... +k)+ (k+ Dx(k+1)
=(12+224+ 3 +... +kH) + (k+1)%
= [12+ 22432 +...+K* + (k+ 17

Estd, assim, completo o passo 3 e, portanto, fica pro-
vada a conjectura.

Uma expressdo mais elegante
O mimero total de quadrados de um tabuleiro do tipo
nxn é, entdo:
N=12+22+3%+... + (n-1)2+n?
ou, sintetizando: 1
N=X i
i=1

Podemos, ainda, traduzir este mimero por um poli-
némio. Para isso vamos atender ao teorema:

Toda a sucessdo de niimeros, cujas diferencas de
ordem n+1 sejam nulas, é redutivel a um polinémio de
grau n:

f)=ax"+bx" ! +cx"2+... 42

Consideremos, entdo, os diferentes valores da funcao
e respectivas diferencas:

f(x) Aip Asp Asp Aqp
1
5 5 5 5
14 7 0
16 2
30 9 0
25 2
55 36 11
91

(continua na pdg. 14)
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O cao e o prisioneiro

Manuel Saraiva, Universidade da Beira Interior

H4 uns meses atras fui colocado perante o seguinte
problema: Um prisioneiro encontra-se no centro do pdtio
de uma prisdo e é guardado por um cdo que tem, em
todos os momentos, uma velocidade 7 vezes a sua. O
pdtio tem a forma de um quadrado com 200m de lado.
O cdo desloca-se sempre ao longo dos lados do pdtio,
podendo mudar a direccido e o sentido do seu movi-
mento. Inicialmente o homem estd no centro do pdtio,
podendo deslocar-se no seu interior em qualquer direc-
¢do e sentido; por seu lado, o cdo encontra-se num dos
Vvértices e, como bom guarda, estd atento a todos os
movimentos do prisioneiro, procurando sempre a melhor
trajectéria para o apanhar.

Nestas condigdes, terd o prisioneiro alguma hipétese
de fuga?

Confesso que, na altura, fiquei motivado e com von-
tade de chegar a alguma conclusio acerca do alcance,
ou ndo, da liberdade por parte do prisioneiro.

Como resolver a situacdo? Por onde comecar? Que
estratégia definir? Qual a Matemdtica necessdria?

Na realidade, € este conjunto de interrogacdes que
torna aliciante estas situacdes, que as torna mesmo num
desafio e num agucar do espirito criativo e de iniciativa
— € o ndo se saber, ao principio, o que fazer, € o pdr
a funcionar a nossa intuigdo, € o educar a nossa von-
tade e determinagdo em resolver as situagdes problem4-
ticas que se nos deparam no dia a dia.

Comegou-se por fixar o vértice onde se encontra o
cdo (ponto C da figura 1) — note-se que € indiferente
a escolha de tal vértice pois a resolucdo do problema
é independente desse facto; em seguida restringiu-se o
movimento do homem a um movimento rectilineo desde
o centro do pdtio (H) até cada um dos pontos dos lados
do mesmo (nada de fintas ao cdo!). Impostas estas con-
dicdes (um caso particular do problema), a questdo
reside em saber se existird algum «caminho», desde o
centro do pdtio até um determinado ponto de um dos
seus lados, que o homem possa percorrer em menos
tempo do que aquele que € gasto pelo cdo a chegar a
esse mesmo ponto, desde o seu vértice de partida.

Designando por:

Th — tempo gasto pelo homem em cada percurso

Tc — tempo gasto pelo cdo em cada percurso

Eh — espaco percorrido pelo homem em cada per-
curso

Ec — espaco percorrido pelo cio em cada percurso

Vh — velocidade do homem

Ve — velocidade do cdo
pretende-se saber se Th < Tc para algum «caminho».
Como o movimento € uniforme (segundo o enunciado)
pode-se escrever Th = Eh / Vh e Tc = Ec / Vc; logo,
para que Th < Tc, vird Eh / Vh < Ec / Vc. Fazendo
Vh = 1 vem Vc = =, chegando-se a relacdo Ec / Eh
> 7. Pode-se entdo dizer que o homem conseguird
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fugir ao cio (nas condigbes atrds indicadas) se a razio
entre o espago percorrido pelo ciio e o espacgo per-
corrido pelo homem (para cada caso, claro) for supe-
rior a .

Mas quando é que isso acontece? Serd que se pode
ter esperanca?

Como o cdo escolhe sempre o caminho Gptimo, basta
analisar o que se passa desde o ponto C até ao ponto
E, «via» ponto D, por exemplo (ver figura I).

l

Figura 1 ot & 5 o

Surge, talvez, a tentagcdo de ver o que se passa em
E — o ponto mais distante do cdo: Eh = 100 V2 m e
Ec = 400m vindo Ec / Eh = 2 V2 < 7. O cdo
chega primeiro do que o prisioneiro.

Perante este facto poder-se-d jd concluir que o cdo
apanha sempre o homem? Talvez ndo! Faga-se o estudo
para os restantes pontos.

Comege-se por analisar o que se passa em [CC’] (ver
fig. 1.

Considerando um referencial ortonormado com ori-
gem em C (fig. 1) pode-se dizer que:

1) CC’ = 100m (espaco percorrido pelo cdo de
C a C’) e o espago percorrido pelo homem ao dirigir-

-se para os pontos de [CC’] varia de 100m (em C’) a
vli%g + 10%5z m (em C);

2) o maior valor de Ec / Eh é 1 (100/100 correspon-
dente a situacdo em C’) que é menor que .

Coriclui-se entdo que o prisioneiro nio tem hipé-
teses de fuga quando se dirige para os pontos de
[CC’].

Um raciocinio idéntico leva a concluir que o homem
ndo tem possibilidades de fugir se o tentar fazer por
qualquer ponto de [C’D] ou de [DD’]. Note-se que em
D’, Ec / Eh = 3 < 7 sendo, no entanto, um valor ji
bastante préximo de w. Este dado leva a acreditar na
possibilidade de fuga do prisioneiro por pontos de [D’E].
Mas serd mesmo possivel o homem fugir? Nao se sabe
Ja que o cdo chega primeiro que o homem ao ponto E?

Faga-se entdo o estudo para o caso dos pontos com-
preendidos entre D’ e E.

Pretende-se saber se existe algum valor de x para o
qual Th < Tc (ver fig. 2). Neste caso Ec = (200 +
100) + x (m) e Eh = VxZ + 100 (m).
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Figura 2

Entdo, e de Th < Tc, vird Ec / Eh > =, ou seja, a
inequacdo [(300 + x) / VX + 1002 | > , cujo con-
junto solugdo € o conjunto S=] 21.032092, 46.61894 [.

Constata-se assim, com alguma surpresa, que o pri-
sioneiro tem as possibilidades de fuga indicadas a tra-
cejado ma figura 3.

(200,146.61894)
(200,121.032092)

Figura 3

Note-se que a abordagem do problema apenas con-
templou uma estratégia de fuga, talvez mesmo a mais
simples, a mais linear; outras estratégias poderiam ter
sido consideradas como, por exemplo, a hipétese do pri-
sioneiro poder alterar a sua trajectéria antes mesmo de
chegar ao seu destino, ao ver que o cdo ia chegar pri-
meiro do que ele.

Quanto a mim, este problema sé por si jd é um bom
problema a colocar aos alunos, ndo sé pelo desafio que
pode provocar quanto a procura de uma boa estratégia,
mas também pelo conjunto de conhecimentos de Geo-
metria e de Algebra necessdrios para a sua resolugéo;
porém, ele pode constituir ainda um belo exemplo da
litil e vantajosa utilizacdo do microcomputador na sala
de aula -- como simulador de situagdes problemadticas.
Creio mesmo que, se na simulacdo a apresentar aos alu-
nos limitarmos os caminhos do prisioneiro (ndo deixar-
mos que o homem tome os caminhos que o conduzem
a liberdade), ficaremos com um belissimo comeco de
aula, onde os ingredientes de uma boa motivacdo estdo
associados a um bom problema para resolver.

Um problema, normalmente, tem vdrias formas de

- resolucdo e levanta sempre novas questdes. Um pro-

blema dos problemas é mesmo tentar resolvé-los pelo
processo mais simples e mais econémico, bem como
resolver as novas questdes levantadas, porque mais com-
plicadas e mais problemiticas. Relativamente a este pro-

Educagdo e Matemdtica N.° 8§

blema do Cao e do Prisioneiro gostaria de deixar aqui
a seguinte questdo:

«Qual a velocidade que o co precisa ter para que
o homem, nas condicGes trabalhadas neste texto, ndo
tenha hipéteses de fuga?». :

Xeque Mate! (conclusao)

Pelo teorema anterior, conclui-se que:
N=an®+ bn® +cn + d

Atendendo a que f(0)=0, f(1)=1, f(2)=5 e f(3)=14,
temos o seguinte sistema de equacdes:

=10
a+b+e=1

8a + 4b + 2¢ = 5
27a + 9 + 3¢ = 14

que conduzird a:

a= 13
i =312
o i=rlb
g =40

E, portanto, o nimero de quadrados de um tabuleiro
do tipo nxn é:

173 + 120 + 1/6 n = 1/6 n m+1) 2n+1)

Uma extens3o do problema

Quantos cubos hd num cubo do tipo nxnxn?

Imagine-se, por exemplo, um cubo construido com
n3 cubos de madeira, desses que se oferecem as crian-
¢as para fazerem construgdes e puzzles. Quantos cubos,
de diferentes tamanhos, se podem identificar?

E quase irresistivel adequar a férmula anterior 2s trés
dimensdes e conjecturar que hd 13 + 23 + 3* + ... +
n® cubos. De facto, a conjectura é verdadeira, como se
pode-concluir utilizando qualquer uma das abordagens
anteriores ou provando-a pelo método de indugdo mate-
mdtica seguindo um percurso paralelo.

Novas extensdes do problema

No caso do tabuleiro de xadrez, contimos apenas os
quadrados que sdo rectingulos especiais. E se contdsse-
mos todos os rectingulos?

Também no segundo caso, contdmos apenas os cubos
que sdo paralelipipedos especiais. E se contdssemos
todos os paralelipipedos?

Temos, assim, dois novos problemas que se podem
considerar extensGes dos anteriores.

Quem quer quebrar a cabega? Ficamos a aguardar as
vossas descobertas.
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Travessia discreta do deserto
Eduardo Veloso, colaborador do Projecto Minerva

Antecedentes

Tudo comecou com o problema A Travessia do
Deserto:

Um homem tem de atravessar um deserto para entregar uma
mensagem. Atravessar o deserto demora 9 dias. Um homem
pode transportar consigo comida suficiente para 12 dias. No
local onde serd entregue a mensagem ndo existe hipitese de
obter alimentos. Dois homens estdo disponiveis para a missgo.

Poderd a mensagem ser entregue e ambos os homens regres-
sarem ao ponto de partida sem que lhes falte a comida? (H4
possibilidades da comida ser enterrada na ida e desenterrada
na volta). (in Bernardes, Odete e Teixeira, Paula. Jogos, Enig-
mas, Problemas. Associacio de Professores de Matemdtica;
Lisboa, 1987)

(Atencdo: vou dar a solucdo do problema; se quer
resolvé-lo, ndo leia jd o pardgrafo seguinte!)

A solugdo apresentada no fim do mesmo livro para
este problema € a seguinte: partem os dois homens com
12 dias de comida cada um; ao fim de trés dias, um
deles regressa ao ponto de partida, e portanto apenas
gasta ao todo seis dias de comida; dos restantes seis,
entrega trés ao companheiro ¢ enterra os outros trés;
entdo o companheiro fica com 12 dias de comida, seis
para ir até ao ponto onde tem de entregar a mensagem
e seis para regressar; depois desenterra os trés dias de
comida e pode assim voltar ao ponto de partida.

Nos nimeros 5 e 6 de Educagdo e Matematica apare-
ceram dois artigos que abordavam este problema.

No primeiro, a nossa colega Ana Baltazar tentava
generalizar o problema para um nimero de homens
maior do que dois, para responder 2 variante 1 proposta
no mesmo livro:

Qual poderd ser a extensdo do deserto se 3 homens (4
homens, 5 homens, etc.) estiverem disponiveis para entregar
a mensagem?

Ana Baltazar considerava que todos os homens vol-
tariam para trds ao mesmo tempo, ligava o problema
ao estudo das sucessdes e conclufa que, se o niimero
de homens tendesse para +co, a extensdo possivel do
deserto tendia para 12. A redaccdo de Educagdo e Mate-
mética langava, no fim do artigo, um desafio aos leito-
res: estudar o mesmo problema com outras estratégias
para a utilizacdo dos carregadores. As alunas do 12.°
ano da Esc. Secunddria de Benfica Cldudia Peca e Ana
Santos, sob sugestdo da professora Leonor Vieira, estu-
daram o problema, procuraram uma estratégia mais con-
veniente e, utilizando ainda as sucessdes, chegaram a
seguinte conclusdo, que expdem no seu artigo o deserto

pode ter qualquer extensdo desde que haja um niimero
suficiente (sempre finito) de homens. Por meio de um
programa em BASIC, apresentado no mesmo artigo, tor-
na-se possivel e prético calcular o mimero de acompa-
nhantes que o mensageiro deve ter para realizar uma
travessia de determinado nimero de dias.

Ficou assim completamente resolvido o problema e
a sua variante n.° 1 e note-se desde jd que, neste artigo,
nada de realmente novo se acrescenta & solugido encon-
trada.

Nova explora¢io do mesmo problema

De acordo com o principio de que um problema néo
se esgota quando apenas lhe encontramos a solugio, o
objectivo deste artigo € apresentar um modo de atacar
este problema que estd préximo dos métodos préprios
da Matemdtica Discreta, isto €, da Matematica do finito,
dos conjuntos finitos, por oposi¢do 2 Matematica do con-
tinuo, em que se torna necessario recorrer em geral aos
métodos poderosos da Andlise. Na realidade, o que este
problema nos poe € uma simples (?) questdo de organi-
zagdo de um mimero finito de operagdes (caminhar, tro-
car comida, enterrar comida), efectuadas por um mimero
finito de homens, de modo a optimizar a sua sequéncia
com o objectivo de que um dos homens possa caminhar
o maior nimero possivel de dias.

Simplificacdo do enunciado

A possibilidade de enterrar comida para o regresso
é, sem divida, uma condicdo essencial no enunciado do
problema. Mas serd possivel enunciar o problema de
outra forma equivalente mas sem essa complicagio adi-
cional? Em termos mais precisos, o que quero dizer é
o seguinte: serd possivel encontrar um ‘modelo mate-
mdtico® mais simples para a mesma situacdo concreta?

A minha proposta € que se substituam as trés condi-
coes:

(i) cada homem s6 pode carregar em cada momento
comida para doze dias

(ii) pode enterrar comida para a volta

(iii) tem que regressar ao ponto de partida, pelas duas
condicdes equivalentes:

(j) cada homem s6 pode carregar em cada momento
comida para seis dias

(jj) ndo tem que regressar ao ponto de partida

Mas serdo mesmo equivalentes? Equivalentes aqui sig-
nifica darem as mesmas possibilidades de percorrer dis-
tdncias no deserto. Note-se que, em cada miomento, tanto
d4 que um homem tenha comida para avangar um dia
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€ recuar outro ou para apenas avancar um dia, desde
que a comida para avancar um dia, no segundo caso,
seja igual, do ponto de vista das possibilidades de trans-
porte, a comida para andar dois dias no primeire caso.
Mas isto é precisamente o que implica a condicio (j),
ao permitir apenas o transporte de comida para seis dias
e ndo para doze, como (i). Por outro lado, quando um
homem, no primeiro conjunto de condi¢Ges, d4 dois dias
de comida a outro, um para caminhar para a frente,
outro para enterrar para a volta, isso € precisamente
equivalente a dar-lhe um dia de comida no segundo con-
junto de condicdes, que lhe permitirdo avancar um dia,
pois agora ele ndo tem que regressar. Note-se ainda que
a vantagem de, no primeiro conjunto de condicdes, a
comida estar mais desdobrada, em doze partes e nio ape-
nas em seis, € apenas aparente, pois no primeiro caso
o gasto de um dia de comida implica necessariamente
o gasto de outro para o regresso, pelo que a comida
é sempre gasta aos pares de dias.

hy
:g 6
s25
0,,‘
w“-_l'
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;T ws
'U'Uﬂ
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0 2_£ 4 5 6 8 9 10
dias de caminho
percorridos
hy
=
E w
3¢
S$E“
S 03
'U'U“ w
r4
T
0 N L - R e e T

dias de caminho
percorrides

estratégia o

Pois bem, sendo os dois conjuntos de condi¢Ges equi-
valentes (1), o segundo ¢é preferivel porque conduz a um
raciocinio bem mais simples e uniforme: se um dos
homens tem n (n<6) dias de comida em dado momento,
entdo poderd avancar n dias ou dar m (m<n) dias a
outro e avancar m-m dias.

No caso do problema posto inicialmente, uma solu-
cdo (estratégia «) pode ser apresentada de modo muito
claro: havendo dois homens (h; e hy), ao fim de trés
dias ambos tém trés dias de comida; hy d4 os seus trés
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dias a h; e pdra, enquanto h;, agora com seis dias de
comida, pode ainda andar mais seis dias, completando
0s nove necessdrios. Note-se que outra solucdo (estra-
tégia §) conduzindo ao mesmo resultado consiste em
hz, no fim de cada dia, dar sempre um dia de comida
a hy: nestas circunstincias, h; parte sempre em cada
dia com seis dias de comida, mas ao fim do terceiro
dia h; dé-lhe o seu dltimo dia de comida e é obrigado
a parar. Usaremos um esquema para facilitar a visuali-
zacdo destas duas estratégias.

Adoptaremos a estratégia 3, pois € aquela que € facil-
mente generalizdvel a mais do que dois homens. Desig-
naremos os homens por hy, by, hs, ..., h;, ... (sendo
em todos os casos hy aquele que entrega a mensagem).
Ao fim de cada dia sdo feitas todas as transferéncias
de comida possiveis. As transferéncias executam-se sem-
pre do carregador hy para o carregador hj; (com
i>1). Assim, como se pode constatar num dos esque-
mas seguintes, quando hd trés homens, ao fim do pri-

=

H N O

dias de comida
disponiveis
o

N

—
e e—

0 2 34 5 6 9 10
dias de caminho
percorridos

h2
ﬁ 6
Eug
Sy¢
ﬁ""4
%+
o
v o

2

1

0 2. 3 4 3 6. 7 7 210
dias de caminho
percorridos

estratégia 3

meiro dia de marcha existem 15 (3x(6-1)) dias de
comida disponiveis, e as transferéncias possiveis a fazer
sdo:
— bz d4 um dia de comida a h; (que fica com seis dias
de comida);
— ha d4 dois dias de comida a hz (que fica com seis
dias de comida);
— hs ficard entdo com dois dias de comida.

Visto de outro modo, o processo consiste simples-
mente em dividir, ao fim de cada dia, o niimero total
de dias de comida disponiveis por 6 (obtendo q por quo-
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ciente e r por resto), e distribuir seis dias de comida
a hy, hy, ..., by e r dias de comida a hg+1. Mais
nenhum homem tem comida para prosseguir a marcha,
€ mesmo so interessa que hy+1 prossiga se r for maior
do que um.

Nos esquemas seguintes estdo exemplificados os casos
referentes a trés e quatro homens.

Trés homens
hy
Cole .
§e5
i o
@ = A
- i e
283
= o
1
0 2 34 5 67 8 9 10 11
dias de caminho
percorridos
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A
U‘E 4
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- o
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L 4
0 27345 685910
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h 3 percorridos
.,'E 6
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© >
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S 03
-
2
' h 4
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Quatro homens
hy
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%"§4
203
v o
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i
0 234 N& ¢ 8 10 11 12

dias de caminhe
percorridos
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Vé-se imediatamente que com esta estratégia quatro
homens chegam para levar a mensagem a doze dias de
distincia — conclusdo de resto perfeitamente coincidente
com a das alunas da Escola Secunddria de Benfica.

Com paciéncia e perseveranca poderemos determinar,
através de esquemas ou calculos andlogos, a distincia,
em dias de marcha, a que um dado grupo de homens
poderd levar uma mensagem. Mas como muito bem
mostraram, perder a paciéncia e ndo ter perseve-
ranca sdo por vezes «virtudes» que levam a bons resul-
tados — naquele caso dois programas em BASIC. Como
ndo morro de amores pelo BASIC, fiz um programa em
LOGO a partir do algoritmo que descrevi para a reso-
lugdo do problema geral da travessia do deserto, Quem
estiver interessado, encontra-o na seccio LOGO.MAT
desta revista.

(1) Tudo leva a crer que os dois conjuntos de condicdes sao
equivalentes, mas ignoro como poderia ser feita uma demons-
tragdo mais convincente.
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Funcdo quadratica e movimento de projécteis
Margarida Cristina Silva, Escola Secundédria D. Pedro V

O presente artigo refere uma experiéncia de trabalho
extra-aula, realizada com um grupo de alunos do 9.°
ano de escolaridade.

Pretendia-se estudar o movimento de foguetdes no
campo gravitico terrestre e relacionar este estudo com
um assunto de natureza puramente matemdtica: a fun-
¢do quadritica.

Foi utilizado o computador com dois programas de
caracteristicas diferentes: uma simulagdo construida para
o efeito (““Nave’’) e um programa utilitdrio (folha de
cdlculo). Nio se pretendia dirigir as actividades dos alu-
nos para a aprendizagem de qualquer t6pico especifico,
mas sim criar situacOes abertas, com bastante «espaco
de manobra».

Descri¢io do programa «Nave»

O programa «Nave» simula graficamente o movimento
de um foguetdo no campo gravitico terrestre, sobre uma
zona de oito planaltos de altura gerada aleatoriamente.

O foguetdo tem de descolar do planalto onde se encon-
tra e aterrar noutro planalto sem provocar uma
«GRANDE CRATERA» no solo.

Possui dois retropropulsores (P1 e P2), inicialmente
desligados, e uma quantidade de combustivel inicial igual
a 600 litros, encontrando-se aleatoriamente num dos oito
planaltos. :

Com o objectivo de tornar a simulacdo do movimento
do foguete o mais real possivel, o programa pressupde
que os retropropulsores estdo sempre voltados para o
solo.

Inicialmente surge o seguinte ecra:

COMBUSTIVEL
608 1
umglm
PLANALTO
L]
2
pontos,
e e | (O
PROPULSOR 1 , PROPULSOR 2 = 7

Pretende-se que o aluno introduza o nivel de propul-
sdo (quantidade de gases expelida por unidade de tempo)
para o retropropulsor 1 e 2 respectivamente.

Os niveis de propulsdo variam entre 0 e 9 (para cada
um dos retropropulsores).
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O nivel 0 O corresponde a ter os propulsores desliga-
dos (queda livre) e 9 9 corresponde i poténcia mdxima
(méxima for¢a de langcamento ou de travagem, conforme
o foguetdo esteja a levantar voo ou a aterrar).

Assim, depois de experimentar varios valores de nivel
de propulsao, o aluno apercebe-se da trajectdria que a
nave estd a descrever sobre os planaltos (num plano X
Y correspondente ao ecrd). Esta trajectéria, constituida
por uma série de pontos corresponde, afinal, a uma
sobreposicdo de fotografias (instantineos) da nave, tira-
das de 10 em 10 segundos.

O gréfico seguinte representa a trajectéria do movi-
mento de uma nave que parte do planalto 4 e aterra no
planalto 5.

| B0R ATERRAGRN | ... nRGE=20 |

COMBUSTIVEL
el
VELOCIIADE

-4

P[AN%LIO

e = . 108
3 pontos

| L T

O valor da velocidade vertical é apresentado na
«janela» da direita, sendo positivo se a nave estd a subir
€ negativo se a nave estd a descer, tomando obviamente
o valor zero no «topo» das trajectdrias.

Depois de construida a trajectéria do movimento da
nave, o aluno pode visuvalizar, simultaneamente num
segundo ecrd, dois graficos, um respeitante & altura da
nave em funcdo do tempo e outro representando a velo-
cidade da nave (segundo y) em fungdo do tempo:

a ELEJC;P:?I
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O primeiro contacto com o programa «Nave»

Os alunos trabalharam em grupos de dois, tendo cada
um usado estratégias diferentes para levantar véo e
aterrar.

Bastante interessante foi o procedimento de uma aluna
que antes tinha feito a seguinte conjectura sobre a tra-
jectéria do movimento da nave:

«Se este pontinho for a nave, a sua trajectoria deve
ser assim:»

S i

O seu primeiro contacto com o programa foi exacta-
mente no sentido de averiguar se tal hipotese era ou ndo
vdlida. E apercebeu-se realmente que tudo se passava
como tinha imaginado: caso ndo desligasse os motores
entraria em Orbita.

Como o objectivo era aterrar, tornava-se necessario
desligar os motores apés se ter introduzido uma com-
ponente horizontal no movimento, o que era conseguido
atribuindo niveis de propulsdo diferentes & esquerda e
a direita.

Depois de diversas tentativas concluiu que para a nave
aterrar sem provocar a <GRANDE CRATERA» no solo
se devia manter uma baixa velocidade a par de uma
baixa altitude relativamente ao planalto de aterragem.
E o combustivel ndo podia acabar!...

Outro momento interessante surgiu quando os alunos
se aperceberam que se desligassem os propulsores (o que
correspondia a introduzir os niveis 0 0), a nave conti-
nuava a subir com decréscimo de velocidade. '

Este facto provocou algum espanto:

«Entdo se introduzirmos 0 0 a nave ndo desce?»

Depois de experimentarem outros valores, concluiram
que isso se devia ao facto da nave «levar» uma grande
velocidade.

Foi nesta altura que os alunos tiveram oportunidade
de reconhecer a trajectdria parabdlica da nave.

O encontro seguinte...

Os alunos tentaram sistematizar tudo o que tinham
conseguido apreender do trabalho realizado com o pro-
grama.,

Elaboraram, para isso, um relatorio de todas as acti-
vidades desenvolvidas.

Tal relatério foi escrito com o auxilio de um programa
de processamento de texto, o que constituiu uma agra-
ddvel surpresa para os alunos.

Os alunos escreveram e imprimiram textos da sua
autoria, relacionados com o programa «Nave»,
aperfeigoando-os e modificando-os sem restricdes numa
fase posterior.
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O segundo contacto com o programa «Nave»

Os alunos tentaram novamente aterrar nos planaltos
com éxito. Em seguida foi-lhes proposto a visualizacao
dos dois grificos, altura em relagdo ao planalto em fun-
¢do do tempo, velocidade vertical em funcdo do tempo.

Foi sugerida a interpretacdo isolada de cada um dos
gréficos, ao que os alunos reagiram da melhor forma,
na medida em que tiraram informagGes dos préprios gra-
ficos para melhorarem estratégias de aterragem.

Contudo, o que se mostrou mais significativo foi a
interpretagdo conjunta dos graficos. Alguns dos alunos
aperceberam-se quase instantaneamente que, por exem-
plo, a altura € mixima quando a velocidade se anula.

Apés a anterior constatag@o surgiu a ideia de tentar
relacionar a curvatura do primeiro gréfico com o anda-
mento do gréafico da velocidade. Ndo foram imediatas
as conclusdes dos alunos, mas apds algumas tentativas
estes aperceberam-se que, quando o sentido da conca-
vidade do primeiro grifico se invertia a velocidade pas-
sava de crescente a decrescente ou vice-versa.

A folha de cdlculo

Ap6s o estudo do movimento de uma nave no campo
gravitico terrestre, através do conjunto de actividades
com o programa «Nave» (e nao so) anteriormente refe-
ridas, passou-se a um estudo generalizado do movimento
de projécteis com o apoio de um programa elaborado
na folha de cédlculo (SC4).

1. Consideragées tedricas

O movimento de um projéctil (no plano X-Y) pode
ser substituido por dois movimentos independentes.

Y

Vos .7 Vi

Vv ¥,
Vo po=esgt - O
{i | Ty Vi

ty

X
Estes sdo facilmente visualizados se tomarmos como
exemplo o movimento da nave a partir do momento M
em que se desligam os motores.

_[ PUUKM !,., GRANDE CRATERA ! B0 |
|| COMBUSTIVEL
280 1
M & VELOCIDATE
¥ : -181
FLHH%LN
A
.’.-’
il
- ¥ B |
—>—'—|_— pontos|
| MR
| T
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A coordenada x da nave € igual, em qualquer instante,
a distdncia percorrida na horizontal, enquanto a coor-
denada y pode ser obtida como se a nave se deslocasse
ao longo de uma linha vertical.

Movimento horizontal - uniforme

x” = 0 (aceleracdo nula)
x’ = Vy, (velocidade constante)
X = V)‘o-t + XO

Movimento vertical — uniformemente acelerado
y”’ = —g (aceleracdo da gravidade)

y’ = _gJ + \GO

y = -172g2 + Vy. t + Y,

O modelo matemdtico atrds referido, dado que des-
creve um dos fenémenos fisicos mais conhecidos (a
queda de objectos € uma constante do dia a dia...) é sem
divida uma boa escolha para sensibilizar os alunos para
a estreita ligagdo entre o mundo fisico e a Matemitica
e simultaneamente explicar como foi elaborado o pro-
grama «Nave»,

No entanto, tornava-se necessdrio arranjar uma forma
de analisar este modelo sem os alunos se sentirem «esma-
gados» pela sua dificuldade.

A folha de cilculo electrénica oferece ao utilizador
a possibilidade de participar na construgio do modelo
matematico. Por isso se optou pela sua utilizacdo.

2. Matriz programada

O ponto de partida consiste em colocar os alunos face
a uma matriz construida do seguinte modo:

B ot D Y E LEE: 3 o8 L - S 5 S I | e K
MOVIMENTO DE UM PROJECTIL

Vxo.t + Xo =1/2.&.£°2 + Vyo.t + Yo

1N G
wn

e
oo
i

13 b=
14 e=

o=
[=R=R-F-F-F-T-F-1 §

com oo oo
Soooo000

Ao contririo do que acontecia com o programa
«Nave», € necessdrio introduzir a velocidade segundo o
eixo dos XX — Vy e a velocidade segundo o eixo dos
YY — Vy, (estes valores sdo calculados no programa
«Nave» ap6s a introducdo de Pl e P2).

E necessdrio também introduzir xo € yo que represen-
tam as coordenadas do ponto donde é langado o projéc-
til (no caso do programa «Nave» — o planalto de
partida). i

Em seguida visualizam-se trés tipos de graficos:

1) X - Y (trajectdria no espago)

2) X -t (espago percorrido na horizontal/tempo)
3) Y - t (espago percorrido na vertical/tempo)

Educagdo e Matemdtica N.° §

Repare-se na influéncia dos valores atribuidos a Vi,
e Vy, na forma final da pardbola:

A) Vi, € «muito superior» a Vy,

— A pardbola tem a concavidade pouco acentuada

TRAJECTORIA NO ESPACO

S Y = AN 24BX+C
el
180+
120
a3
L 50 120 180 240 300

B) Vy, é «muito superior» a Vy,

— A pardbola tem a concavidade muito acentuada

TRAJECTORIA NO ESPACO
Y = AX"2+BX+C

o 80 120 180 240 300

3. Utilizagdo da matriz

No primeiro contacto que os alunos tiveram com a
matriz, comegou-se por discutir o significado fisico e
matemdtico das expressdes envolvidas.

Os alunos repararam nas férmulas

Vi, + X0 (a)
-12g2 + Vit + yo (b)

interrogando-se acerca do seu significado.

Ap6s algumas consideragdes tedricas, os alunos com-
preenderam que o movimento parabélico no plano X-Y
se decompde em dois movimentos independentes, um
segundo X (férmula (a)) e outro segundo Y (férmula

®).
f
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Analisando mais detalhadamente a f6rmula (b) os alu-
nos concluiram que, visto g ser uma constante igual a
9,8 (aceleragdo da gravidade em ms™2) entio a refe-
rida férmula assemelha-se ao primeiro membro de uma
equagdo do segundo grau at’+bt+c em que

a=-—49 b=V, :6= ¥

A propésito do valor de g, gerou-se uma discussdo
bastante viva em que os alunos mostraram admiracdo
pelo facto de todos os corpos independentemente da sua
massa cairem com a mesma aceleracdo. Ficaram con-
vencidos quando se falou na célebre experiéncia de Gali-
leu gue deixou cair do alto da Torre de Pisa duas esferas
com o mesmo volume (para sofrerem igual atrito) e mas-
sas diferentes tendo verificado que atingiram o solo exac-
tamente no mesmo instante.

Finalmente os alunos comegaram a introduzir valo-
res (diferentes) para Vx, e Vy,, visualizando em
seguida o grdfico 1 (X-Y).

As expectativas confirmaram-se.

Surgiu uma pardbola de concavidade voltada para
baixo.

Nesta fase os alunos estabeleceram de imediato um
paralelo com o programa «Nave» exclamando:

«Puml... Grande crateral»

Um aluno observou inesperadamente que, caso g =
0, entdo o grafico X-Y seria uma recta.

Na realidade ele estava a fazer uso exclusivamente da
sua intui¢do para o fenémeno fisico do movimento em
campos graviticos de planetas ou satélites (Lua) com
menor massa que a Terra. Inclusivamente o aluno tinha
a nogdo de que a aceleragdo da gravidade na Lua era
aproximadamente metade da terrestre. Sem demora
experimentou a sua convicta «teoria» fazendo na matriz
a = 0, visualizando o gréfico.

A recta 14 estava!

TRAJECTORIA NGO ESPACO
Y = AXKT2+BX+C

120

m/

a 40 &0 120 180 200

Torndmos a fazer a = -4,9 para continuar no
campo gravitico terrestre.

Os alunos demonstraram grande convicgdo quando
previam o tipo de gréfico que iria surgir para cada um
dos novos pares de valores (Xo, Yo), (Vx, Vy,) que
iam introduzindo.
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Os graficos X(t) — linear (2) e Y(t) — parabélico (3)
ndo suscitaram quaisquer diividas e tornou-se 6bvio para
os alunos que a composicdo vectorial dos movimentos
que estes grificos representavam (segundo duas direc-
¢Oes perpendiculares) correspondia de facto ao movi-
mento real de um projéctil.

Balanco final

Em todas as actividades desenvolvidas, o aspecto mais
relevante foi o elevado grau de interesse e motivagio
que os alunos sempre demonstraram.

Comegando com um problema cldssico da Fisica —
movimento de foguetdes — os alunos formularam hip6-
teses sobre a trajectdria descrita por um foguetdo no
campo gravitico terrestre e testaram tais hipéteses atra-
vés da utilizagdo do programa «Nave».

Experimentaram valores, analisaram os resultados des-
sas experimentacdes e tentaram de novo.

Esta actuacdo, tentativa — erro, tem em si mesmo um
alto valor educativo. Além disso, na situagdo em estudo,
o aluno ndo era «obrigado» a encontrar uma tnica solu-
¢do para um determinado problema, uma vez que vdrias
solugdes eram admissiveis.

Um outro aspecto que se mostrou relevante no decor-
rer do trabalho foi a iniciativa que os alunos tomaram
em determinadas situagdes, nomeadamente quando con-
sideraram importante redigir um relatério sobre o pro-
grama «Nave» e sobre a melhor estratégia de aterrar com
sucesso. Passaram entdo a utilizar o processamento de
texto por sua livre vontade e no momento considerado
por eles como o mais apropriado (quando ndo tinham
aulas, ou quando safam mais cedo ou até mesmo nos
intervalos).

Por outro lado, a utilizagdo da folha de célculo elec-
trénica (SC4) possibilitou o estudo comparativo do
modelo matemdtico de um fenémeno fisico e de um tema
matemdtico (movimento de projécteis e funcdo quadri-
tica).

Esta fase do trabalho foi talvez uma das mais ricas,
na medida em que os alunos viveram uma experiéncia
matemadtica, num ambiente estimulante (a utilizacdo de
um programa profissional como a folha de célculo cons-
titui por si s6 um estimulo...).

Tiveram oportunidade de percepcionar a Matematica
como uma ciéncia que se constrdi ao alterarem deter-
minados pardmetros e observarem de imediato os resul-
tados dessas alteragdes.

Os alunos tomaram contacto com problemas reais.
Investigaram e descobriram. Discutiram ideias. Formu-
laram e testaram hipéteses. Elaboraram textos e relato-
rios sobre o assunto. Colaboraram na construcdo de
. modelos matematicos.

Em suma, o processo de aprendizagem desenvolveu-
-se numa atmosfera estimulante e socialmente sauddvel
despertando nos alunos o sentido de responsabilidade e
auto-confianca.

Segundo a opinifo dos préprios alunos a Escola deve-
ria proporcionar actividades deste tipo frequentemente.
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Quisemos saber...

Da Matemadtica nos novos programas

A Dra. Brigite Tudichum € a respons4vel pela coordenacio dos novos programas de Matematica, do 5.° ao 12.°
de escolaridade, a convite do Grupo de Trabalho (Professor Fratisto da Silva, Dr. Marcal Grilo e Dr. Tavares Emi-
dio). A transcricdo seguinte resultou de uma conversa acerca dos programas de Matemdtica futuros e presentes. A

compilacdo é de Fernando Nunes.

Da equipa fazem parte sete elementos, além de mim propria: dois estdo responsdveis pela elaboragio dos progra-
mas do 2.° ciclo (actual preparatério), trés do futuro 3.° ciclo (actual unificado) e dois do futuro ensino secunddrio
(actual complementar). A equipa foi constituida em Margo de 1988 mas s6 comegdmos a funcionar em Maio com
trabalhos preliminares: acertar estratégias, encontrar linhas de trabalho e arranjar grupos de consulta.

FN — Elaborar programas é com certeza uma tarefa
que depara com vdrias dificuldades. Como partiu para
esse processo e quais as principais dificuldades que tem
encontrado?

BT — A minha anterior experiéncia na Direcgéio Geral
do Ensino Secundério, onde fui durante quatro anos
coordenadora dos programas, facilitou-me um bocado
permitindo-me um conhecimento razodvel do que se pas-
sava quanto a aplicagdo dos programas e de professo-
res interessados e experientes espalhados pelo pafs. J4
tinha feito duas avaliacdes sobre a aplicagdo dos pro-
gramas durante dois anos e recebi, nessa altura, através
do inquérito enviado a todas as escolas, a opinido de
todos os professores de Matemitica que se quiseram
exprimir. Tinha portanto uma recolha acerca das difi-
culdades de aplicagdo do programa, das opinides sobre
ele e sugestdes para novos programas. Na sequéncia
desta avaliagdo foi iniciada uma reformulagio dos pro-
gramas do ensino unificado, que foi interrompida quando
da criagdo do grupo para fazer a Reforma Educativa.
Achdmos que ndo valia a pena reformular programas que
iriam ser estruturados de rafz.

Em relacdo ao que tenho encontrado posso afirmar
que tenho tido liberdade de trabalho. A principal difi-
culdade que temos sentido é devida a uma indefini¢éio
dos planos curriculares e da avaliagio. Apesar de até
agora néo ter sido obstdculo, j4 que havia muita coisa
a resolver dentro da propria disciplina. A partir deste
momento vai ser com certeza uma dificuldade séria a
ndo aprovagdo dos planos curriculares. Enquanto a Mate-
mdtica no futuro ensino bdsico, nesta perspectiva, se
apresenta pacffica, no ensino secundério depende da pro-
posta de planos curriculares que ird ser aprovada.

FN — Como estd constituida a equipa responsdvel
pela elaboragdo dos programas e qual a metodologia
de trabalho utilizada?

BT — Dado que o tempo era curto ¢ ndo havendo
estudos conhecidos feitos a nivel de elaboragdo de pro-
gramas em Portugal, tive que me socorrer da experién-
cia de pessoas que a tinham, que j4 tinham trabalhado
em programas, com grande experiéncia de ensino e de
formagéo de professores.

Educacdo e Matemdtica N.¢ 8

FN — Falou de consultas a grupos de professores.
Como se processam?

BT — Desencadedmos o trabalho para a elaboragéo
dos programas com quatro consultas alargadas, feitas a
professores do Sul, de Lisbpa, do Porto e de Coimbra.
A primeira efectuou-se em Evora no més de Maio apro-
veitando uma ac¢o de formacdo. As trés tltimas decor-
reram durante o més de Julho e tiveram um segundo
momento em Setembro.

Estive presente no Semindrio de Vila Nova de Mil-
fontes, organizado pela APM, que foi um espago impor-
tante de reflexdo feita com professores empenhados no
ensino da Matemdtica. Foram levantados e discutidos
problemas pertinentes num curriculo que se pretende
renovado.

Tem havido encontros com professores de Matema-
tica do ensino superior, alguns dos quais ligados a for-
macdo de professores.

FN — Nota-se, nos actuais programas, uma falta de
articulacdo entre os diversos graus de ensino assim como
um alheamento relativamente ds outras disciplinas. Tem
sido feita uma articulacdo entre os diversos ciclos de
ensino ou mesmo com outras disciplinas?

BT — Em relagdo 2 articulagio vertical, pela qual sou
directamente responsdvel, hd uma forte interac¢do entre
os ciclos. A definicdo dos objectivos para os ensinos
bésico e secunddrio foi feita por toda a equipa, sob pro-
posta dos subgrupos que trabalham os diferentes ciclos.
Esta articulacdo serd continuada a nivel dos contetidos,
metodologias e avaliacéo.

Estamos agora numa fase em que os elementos da
equipa se dividiram para escrever a sequéncia de ensino-
-aprendizagem, mas as propostas serdo discutidas por
todos.

Em relacdo ao 1.° ciclo € diferente porque eu néo
tenho que coordenar a Matemética nesse nivel. H4 uma
equipa para isso. Tem havido encontros onde temos ten-
tado fazer ajustamentos.

A articulagdo horizontal também estd a ser tentada.
H4 trés coordenadores de ciclo (um deles acumula o 3.°
ciclo do ensino bdsico com o ensino secunddrio) que tém
f
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por missdo proceder a essa articulagdo. Jd houve reu-
nies com os coordenadores das disciplinas, onde se pro-
curou encontrar uma organiza¢do comum para 0s Varios
programas e uma formulagdo semelhante dos objectivos
gerais. Pela primeira vez, os objectivos por disciplina
deverdo contemplar o nivel das atitudes, o nivel das apti-
does e o nivel dos conhecimentos. Umas disciplinas
explicitam estes trés niveis separados enquanto outras
os integrardo. Na Matemadtica separdmos os niveis para
facilitar a articulacdo vertical e para evidenciar a ver-
tente formativa.

Dado que a Lingua Materna e a Matemdtica tém um
papel preponderante na estruturagio do individuo, uma
no campo da palavra outra no do pensamento, tém pro-
curado os coordenadores destas disciplinas proceder a
uma articulacio mais estreita.

FN — Como caracteriza as diferencas fundamentais
entre os programas em vigor e o0s que irdo ser pro-
postos?

BT — E nosso objectivo que os futuros programas
valorizem a educacido matemdtica, no que diz respeito
a processos, métodos e habitos de trabalho que € o que
permanece num mundo em mudanga.

Outra diferenca fundamental é que os programas do
ensino bdsico serdo apresentados por ciclo, revelando
coeréncia neste nivel de ensino. As finalidades do ensino
bésico sdo para todo o ensino basico, do 1° ao 9° ano
de escolaridade.

FN — Entre um programa que apresenta grandes
temas, concedendo maior liberdade de escolha das acti-
vidades ou mesmo dos contelidos por parte do profes-
sor e um outro com conteiidos especificos, apontando
para actividades obrigatérias, existem vdrias gradagoes.
Onde situaria, nesta perspectiva, a concepgdo que infor-
mou os futuros programas?

BT — Em relagdo aos dois extremos que definiu,
procura-se 0 meio termo. S6 grandes temas orientado-
res parece-me utdpico. Era necessdrio haver um acom-
panhamento de professores, belissimas escolas e alunos
sem problemas. Os programas tém que ser adequados
a nossa realidade. Neste sentido os programas integra-
rdo conteddos e objectivos especificos obrigatérios e
sugestdes de metodologias e de estratégias. A parte obri-
gatéria ndo constitui um programa minimo.

FN — Haverd também a inclusdo de instrumentos de
avaliacdo?

BT — Se a t6nica € mudar os processos tem que se
mudar a avaliacdo, jd que esta pode ter efeitos perver-
sos sobre a pedagogia e € capaz de subverter uma nova
proposta pedagégica. Esta € a razdo da existéncia de
sugestdes quanto a avaliacdo.

FN — Hd objectivos minimos indicados no programa?

BT — Esse é um problema que tem a ver com a ava-
liagdo, questdo que como referi ndo estd ainda resolvida.

f
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Penso no entanto que ndo terdo objectivos minimos mas
tém que definir conhecimentos e aptiddes bdsicas.

Em relagio & Matemadtica, penso que hd metas a defi-
nir rigorosamente, embora tentemos uma abordagem
diferente do que tem sido feito até agora, porque € uma
disciplina sequencial. E necessdrio haver metas a atin-
gir no fim de cada ciclo, que sdo os pré-requisitos para
o ciclo seguinte.

FN — Actualmente, quando se fala de Educacdo
Matemdtica, hd um tema que desperta grande interesse
que é a resolucdo de problemas (problem solving). Acha
que os programas irdo reflectir esse interesse?

BT — Penso que o interesse tem obviamente reflexo.
Selecciondamos trés capacidades a desenvolver, que atra-
vessam o curriculo de Matemitica do 1° ao 12° ano,
que sdo as capacidades de resolver problemas, de racio-
cionar e de comunicar. Portanto para nés € extrema-
mente importante desenvolver a capacidade de resolver
problemas. De qualquer maneira o programa nao € cen-
trado na resolugdo de problemas, até porque seriam
necessdrios estudos e experiéncias que nao foram fei-
tos, mas é preocupacdo fundamental do programa a reso-
lugdo de problemas. A Matemdtica deve aparecer e ser
explorada a partir de problemas.

FN — Os defensores da introducdo da resolugdo de
problemas nos curriculos acham-na mais uma atitude
que os deve atravessar que um contelido especifico a
tocar durante algumas aulas. Como pensa conseguir,
de facto, essa introducdo?

BT — A resolugdo de problemas € um processo decor-
rente de uma teoria de aprendizagem e também uma
capacidade. Como processo de aprendizagem vai ter
implicagdes, pois tem como pressuposto que o aluno €
agente de aprendizagem e o professor serd orientador
e facilitador. A aprendizagem escolar deverd ser um pro-
cesso de resolugdo de problemas, a partir de principios
e técnicas que pdem em acgdo esse Processo.

FN — Qual o papel das calculadoras e dos computa-
dores ou, generalizando, das novas tecnologias de infor-
magdo?

BT — Quanto ao papel das calculadoras, parece-nos
que é pacifico, nesta altura. Nao faz sentido que ndo
sejam generalizadas nas escolas. As calculadoras hao-
-de aparecer j4 no final do 1° ciclo, para serem utiliza-
das no desenvolvimento do cdlculo mental, nos célculos
morosos € na comprovacdo de resultados. Para nés, nos
2° e 3° ciclos, elas fazem j4 parte do curriculo propria-
mente dito, alids h4 itens e objectivos que apontam para
o uso de calculadoras. Elas jd foram determinantes na
seleccdo de objectivos e de contetidos.

Quanto aos computadores a situagdo ¢ diferente.
Deverido ser deixadas sugestdes de utilizacdo e «espa-
¢os» no programa para que essa utilizacdo seja crescente.
Enquanto todas as escolas ndo estiverem equipadas nao
se poderdo ter programas de ensino dependentes desse
meio auxiliar. No entanto terdo de ter flexibilidade que
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permita a sua utilizacdo e mais, que a incentive como
ja disse.

FEN — Hd temas que, em comparacdo com outros, 1ém
sido pouco explorados ou mesmo ndo incluidos nos pro-
gramas. Estou-me a lembrar, respectivamente, da Geo-
metria e da Estatistica. Haverd um maior reconheci-
mento da sua importincia?

BT — A Geometria tem sido a grande preocupagéo
desta equipa. Por esse motivo tem sido um tema pre-
sente para reflexdo nas reunides que temos feito com
professores de todos os graus de ensino, inclusive o uni-
versitdrio. Efectivamente, nos Wltimos anos, os alunos
saiem do ensino secunddrio com uma débil preparacio
em Geometria.

A Geometria ¢ um dominio de estudo que atravessa
uma crise, tanto no nosso pais como além fronteiras.
Nao hd internacionalmente consensos quanto ao seu
ensino. No entanto as teorias da aprendizagem ligadas
a teorias do desenvolvimento curricular auxiliam-nos a
esbogar alguns caminhos, a nivel do ensino bdsico: um
estudo intuitivo da Geometria precedendo um estudo
racional da mesma, com uma fase de transi¢do que vai
dando lugar progressivamente a dedugdo. Tendo estes
pressupostos o ensino da Geometria na escolaridade
bdsica terd de estar eminentemente voltado para as apli-
cagdes praticas.

Por outro lado, nos iiltimos anos, a extensdo e orga-
nizacdo dos programas fazia relegar a Geometria siste-
maticamente para segundo plano, dado encontrar-se
quase sempre na ultima parte dos programas que sdo
extensos. Ndo era leccionada ou era tratada «a correr»
com recurso a aula centrada no professor e ndo na acti-
vidade do aluno. Por este motivo a nossa proposta ird
ser para a interligacio entre temas de cdlculo e da Geo-
metria.

A Estatistica ndo tem nos nossos programas uma tra-
dicdo de ensino, até porque eles j4 tém bastantes anos.
Aparece apenas no 11.° ano e no final do programa e
como tal ndo € leccionada na generalidade das escolas.
Considerando que, presentemente, a escolaridade bdsica
coincide praticamente com a escolaridade obrigatéria e
o cidaddo comum terd de saber interpretar informagoes
veiculadas nomeadamente pelos meios de comunicagao
social, vdo ser introduzidas no¢oes elementares de Esta-
tistica no ensino bdsico que permitam interpretar as
informacdes estatisticas que aparecem no dia a dia.

FN — Hd com certeza uma preocupagdo da equipa
que dirige, quanto a fase inicial de funcionamento dos
novos programas, bem como quanto ao seu futuro. Estd
prevista uma fase experimental? Generalizada ou limi-
tada a turmas/escolas?

BT — Estd prevista uma fase experimental limitada
a dois anos de escolaridade, 0 1.° ¢ 0 5.°. Se essa expe-
riéncia depois de avaliada vai ser alargada a um con-
junto de escolas maior ou se € imediatamente
generalizada ndo € do meu conhecimento.
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FN — Como ird ser integrada qualquer reformula-
¢do proveniente da fase experimental?

BT — Se a fase experimental nio conduzir a refor-
mulagées do programa de pouco servird. Como serdo
integradas as alteracOes é uma questdo a definir.

FEN — Quando pensa que os programas estardo gene-
ralizados a todo o pais?

BT — Naio sei. Se os programas dos 1.° e 5.° ano
estiverem em experiéncia apenas um ano, serdo gene-
ralizados em 90/91. Se a experiéncia for em duas fases,
estardo generalizados em 91/92.

FN — Deduzo, pelas iltimas respostas, que prova-
velmente ndo sabe se haverd ou ndo fases periédicas
de avaliacdo/reformulacdo, depois de ultrapassada a
Jase inicial. Pode dar-nos a sua opinido acerca da exis-
téncia destas avaliacoes?

BT — Acho-as indispensdveis. Permitem fazer ajus-
tamentos de forma a evitar situagdes de ruptura como
as que existem actualmente. Estd prevista uma perioci-
dade para a revisao e aprovagao dos manuais, o que abre
a possibilidade de fazer revisdes periddicas dos pro-
gramas.

FN — Ja referiu a contribuicdo de professores de
Matemdtica ao longo de todo o processo. Acho que os
programas novos $6 estardo realmente implantados
quando os professores os fizerem seus. E necessdria a
sua adesdo. Qual a contribuicdo que os professores
ainda poderdo ter?

BT — Na realidade tentdmos criar uma estrutura o
mais participada possivel. Hd limitacdes de tempo com
consequentes dificuldades nas consultas e tratamento da
informagao.

Além do grupo de oito pessoas responsivel pela ela-
boragdo dos programas hd um grupo consultor restrito,
formado por professores experientes dos varios niveis
de ensino e um grupo de consulta mais alargado, for-
mado pelos professores de Lisboa, Porto e Coimbra, que
ouvimos em primeiro lugar. Foi a partir da auscultagio
a este grupo, que definimos as grandes linhas para a
renovagdo dos programas. Estes professores serdo con-
sultados mais vezes e esperamos que alguns deles pos-
sam experimentar os programas, além de serem
chamados a dar pareceres e sugestdes sobre os nossos
trabalhos em diversas fases. Este grupo foi alargado a
outros professores de modo que em todos os distritos
haja professores que possam dar parecer sobre os tra-
balhos.

Igualmente serdo consultados os Departamentos de
Educagao e Cientificos das Faculdades, as Escolas Supe-
riores de Educagdo, Associacdo de Professores de Mate-
midtica e Sociedade Portuguesa de Matemadtica.

Neste momento estio prontos os objectivos dos 2.°
e 3.° ciclos e os contetidos e competéncias do 5.° ano.

/
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2.2 feira 3.2 feira 4.2 feira 5.2 feira 6.2 feira Sdbado

2 13 4 5 l6 7

O rectingulo da figura estd dividido em onze qua- | Quanto ¢ metade de | [ABCD] é um rectingulo. Qual € a razdo entre as | Para que valores den o
drados de vérios tama- 249 dreas das regides 1 e II? nimero
nhos. O quadrado mais
pequeno tem 9 cm de c My Py
lado. I

Quais sio as dimensdes ! ¢ um quadrado perfeito?
do rectingulo? :

i : :

9 10 11 12 13 14

Na sucessdo 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47,... qualquer | Calcule Existe algum termo | As dreas dos lados de uma caixa rectangular sdo

termo, a partir do terceiro, é a soma dos dois termos
anteriores.

120434452604

pitagdrico (a, b, ¢ inteiros
tais que a’+b'=c’) em

24, 32 ¢ 48 cm.
Qual € o volume da

Quantos elementos tem
o conjunto A?

Prove que nenhum dos termos da sucessdo é divisi- | ...+199 que os nimeros sejam | caixa?
vel por 5. todos fmpares?
16 17 18 19 20 21
De quantas maneiras € | Descubra todos 0s qua- | - Como poderd o quadrilitero da figura ser utilizado | Descubra os quatro | Como se poderd achar
possivel trocar uma nota | drados menores que 1000 | para demonstrar o teo- menores niimeros inteiros | o centro de uma circunfe-
de 1008007 que sdo palindromos, isto | rema de Pitdgoras? diferentes a, b, c, d, tais | réncia utilizando apenas
€, que se léem da mesma que um esquadro? '
maneira, quer seja da
esquerda para a direita, & a| ad+b+d=d
quer da direita para a
esquerda. . i
a b
23 24 25 26 27 28
Na circunferéncia de centro O, 0A = 4¢ OC = 5. | O nimero de subcon- | Qual € o tnico par de | Qual dos tridngulos tem maior drea?
Determine CD. juntos de um conjunto A | RUmeros inteiros que veri-
excede em 24 o nimero | fica a igualdade
de subconjuntos de um i
: a’ =
5 conjunto B.

/\ /\
6 8

30 131

0 Jodo € 25 cm mais alto que o Carlos, que ndo
€ 0 mais baixo do grupo. O Carlos € 16 cm mais baixo
que 0 Manuel. A Alexandra é 56 cm mais alta que
o Luis, que é o mais baixo de todos. Se o Luis tem
1,46 m de altura e menos 38 cm que o Jodo, que altura
tem o Manuel?
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2.2 feira 3.2 feira 4.2 feira 5.2 feira 6.7 feira Sdbado
1 2 3 4
Qual € o comprimento | Dez bolas de pinguepongue sdo numeradas de 1 a | Qual é 0 117.° nimero
do segmento [AG]? 10. natural fmpar?
G Se duas bolas forem
: escolhidas a0 acaso, qual
1F é a soma mais provavel
A i de obter a partir dos
2 1 nimeros nelas escritos?
D
B1C'
6 7 8 9 10 11
Quantas almondegas de | Que fracgdo do recténgulo maior estd sombreada?
raio 2 se podem cozinhar
a partir de uma almon- 12
CARNAVAL  [as
6
. 18
13 14 15 16 17 18
Decubrar o menor | Descubra como se deve & 3 Uma caixa com 12 pos- |  As medidas dos com-
inteiro positivo cujo cubo | preencher os oito quadra- tais custa 250800, uma | primentos dos lados de
termina em 888. dos com os oitos primei- 7 2 embalagem com 3, | um tridngulo sio 10, 9 e
1os naturais de tal forma L [ 125$00 e cada postal | 6.
que nunca dois nimeros Sl 50800. Qual € a amplitude do
consecutivos fiquem em S el el Qual € o maior niimero | menor Angulo?
quadrados adjacentes. de postais que se pode
By 4 2 comprar com 14908007
20 21 22 23 24 25
Uma piscina de forma rectangular tem 25 m de com- | Serd possivel preencher os espagos vazios do qua- | Cada face do cubo maior ¢ a sua oposta estdo
primento e 15 m de largura. O fundo da piscina € | drado com inteiros positi- sombreadas da mesma
inclinado sendo 2 m a profundidade junto aos blocos | vos de modo que os mangira.
de partida ¢ 4 m no extremo oposto. mimeros em cada coluna 74 Qual € o nimero total
Quantos litros de dgua sdo necessérios para a | e linha formem progres- P de cubos mais pequenos
encher? soes aritméticas? = que tm pelo menos uma
- ; face sombreada?

27

Qual é o menor niimero
divisivel pelos primeiros
nove niimeros naturais?

28

Determine as dreas dos
rectdngulos [ABCD] e
[AFGH].

A D
283 §
F
B c

G

o

DIA-A-DIA COM A MATEMATICA ¢ DIA-A-DIA

Educagdo e Matemdtica N.° 8

Pig. 27

1.9 trim. 1989




2.2 feira

3.2 feira

4.2 feira 5.2 feira

6.2 feira

Sabado

MARCO

1 12

Trés tubos com 10 cm de didmetro estao empilhados
como mostra a figura.
Qual é a altura da

3

Cinco gatos apanham
cinco ratos em cinco
minutos.

4

Use nove palitos para
formar cinco tridngulos
equildteros.

pilha? Quantos gatos sdo pre-
cisos para apanhar 100
ratos em 100 minutos?
h?
410
6 7 8 9 10 11
Preencha os nove cfrculos do tridngulo com os nove | Desenhe 3 rectas de | Com oito fosforos [ 1x1!42x2!43x3!4 | Descubra um quadrado

Os perfmetros das cir-
cunferéncias sdo Cy=8x,
Cy=8r e Cp=127. Qual
éadreado A = [ABD]?

c

Escolha cinco termos
consecutivos da sucessao
de Fibonacci.

Qual ¢ a relago que
existe entre o quadrado
do termo médio e o pro-
duto do primeiro pelo
tiltimo termo?

Que poligonos podem ser obtidos seccionando um
cubo?

A figura mostra um
corte que produziu um
tridngulo isdsceles.

primeiros naturais de modo que cada ponto | podem construir-se vdrios | 4X4!+...+nxn!=? em que os (ltimos dois
modo que a soma de cada fique numa regido dife- | poligonos. algarismos sdo a sua raiz
lado seja 20. rente do rectingulo. Qual ¢ a figura com quadrada.
Preencha o mesmo drea mdxima?
tridngulo com 0s mesmos
niimeros, mas de forma GE
que a soma de cada lado =
seja 17. g e
13 14 15 16 17 18

Preencha os circulos com os doze primeiros naturais

de modo que a soma dos
quatro nimeros de cada
lado dos tridngulos seja
26.

20 21 22 123 24 |25
y 4
PASCOA
27 |28 |29 30 31
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LOGO . MAT

Programa para resolver o problema da travessia
do deserto

Segue-se a listagem do programa anunciado no artigo
«Travessia Discreta do Deserto» (ver noutro local desta
revista): ;

to lista.6 :m
op listal.6 1 :m
end

to listal.6 :p :m

if equalp :p :m+1 [op [ ] ]
op fput 6 listal.6 :p+1 :m
end

to soma :lista

if emptyp :lista [op 0]

op sum first :lista soma bf :lista
end

to dia.deserto :lista

if emptyp :lista [op [ ] ]

if equalp O first :lista [op fput O dia.deserto bf :lista]
op fput difference first :lista 1 dia.deserto bf :lista
end

to ajustar :lista
op ajustar] soma :lista :lista
end

to ajustarl :n :lista

if emptyp :lista [op [ ] ]

if equalp O :n [op fput O ajustarl :n bf :lista]
if or :n<6 :n=6 [op fput :n ajustarl O bf :lista]
op fput 6 ajustar] :n—6 bf :lista

end

to lista.final? :lista

if equalp count :lista 1 [op equalp 6 first :lista]

op and equalp 6 first :lista or equalp 1 first bf :lista
equalp O first bf :lista

end

to distancia :n.homens
pr distancia 1 0 lista.6 :n.homens
end

to distancial :n :lista-
if lista.final? : lista [op :n+6]

distancia 1 :n+1 ajustar dia.deserto :lista
end

to distancias :nl :n2

if equalp :nl :n2 [stop]

distancia :nl distancias :nl+1 :n2
end

Notas sobre os procedimentos:

lista.6 :m — este procedimento constréi uma lista de
:m digitos, todos iguais a 6; serve-se da recursio
listal.6 :p :m. A lista construida serd depois transfor-
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mada dia a dia, representando no inicio de cada dia a
quantidade de comida que cada um dos :m homens trans-
porta.
soma :lista — este procedimento auxiliar dd como resul-
tado a soma dos elementos (supostos nimeros) de uma
lista.
dia.deserto :lista — subtrai 1 a cada elemento da lista
(significa o consumo didrio em cada dia de marcha).
ajustar :lista — este procedimento corresponde as tro-
cas de comida que os carregadores fazem ao fim de cada
dia, na estratégia utilizada na resolucdo do problema;
através da recursdo auxiliar ajustarl :n :lista, trans-
forma por exemplo a lista [5 5 5] na lista [3 6 6].
lista.final? :lista — este procedimento verifica se, a par-
tir daqui, o mensageiro tem que contar apenas consigo;
isto dd-se nas seguintes condi¢des: ou o mensageiro estd
sozinho e tem 6 dias de comida, ou estd acompanhado
por um carregador que tem quando muito um dia de
comida.
distancia :n.homens — este é o procedimento princi-
pal. A partir da lista inicial (produzida por lista.6), vai-a
transformando até chegar 2 lista final, e conta o mimero
de dias necessdrio para isso; depois, basta somar 6, isto
¢, o niimero de dias que 0 mensageiro pode andar sozi-
nho se partiu, como € o caso, com seis dias de comida.
Quanto a saber se o programa funciona bem, nio hd
como experimentar. Até agora nao descobri nenhum bug
e os resultados coincidem com os de Cldudia e Ana e
dio solugdes inteiras, como € préprio de um problema
da Matemdtica Discreta (forgando um pouco, podia-se
ainda dizer que o LOGO nio corta os carregadores as
décimas e centésimas, como o BASIC). Quanto 2 razio
porque funciona, € pensar um bocadinho...

Eduardo Veloso

Um procedimento de cada vez

Thing, esse desconhecido!

Thing ¢ um procedimento que existe em todos os
LOGOS... até prova em contrdrio... Mas quando alguém
fala nele, € certo e sabido que se levantam algumas caras
espantadas e se ouve uma exclamagdo do tipo: «nunca
ouvi falar, isso existe?!»

Bom, néo € preciso mais para compreender que € pos-
sivel viver muito tempo a programar em LOGO sem
nunca recorrer ao thing. Mas chega um dia em que é
preciso, e possivelmente o que tem acontecido é que
muitos projectos interessantes ja foram abandonados por
desconhecimento do thing.

Para compreender o funcionamento de thing, criemos
uma varidvel com o procedimento make:

/ make ““poligono ‘‘pentdgono
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Entdo, se teclarmos
pr thing ‘“poligono
o computador responde
pentdgono

Isto é, o procedimento thing é uma operagdo que apli-
cada ao nome de uma varidvel d4 como resultado o seu
valor. Como sabemos, obteriamos a mesma resposta do
computador se tivéssemos teclado

pr :poligono

Pode assim dizer-se que o prefixo : é uma abrevia-
tura de thing. Porque nao usar entdo sempre o prefixo
: em vez de thing? Para o compreendermos, criemos
outra varidvel com o nome ‘‘pentigono

make ‘‘pentdgono ‘‘pental

Assim, a varidvel de nome ‘‘poligono tem como valor
a palavra ‘‘pentdgono, que é por sua vez 0 nome de uma
varidvel de valor ‘‘pental. Se quisermos saber directa-
mente qual é o valor da varidvel cujo nome é o valor
da varidvel de nome ‘‘poligono (leia outra vez mais
devagar...), nio poderemos teclar pr ::poligono pois
obteremos uma mensagem de erro. Mas podemos teclar
pr thing :poligono e o computador responde pental.

Entdio afinal para que serve o procedimento thing?
Para podermos usar varidveis que tenham como valores
nomes de varidveis. E por sua vez para que pode ser
isso 1itil? Por exemplo, para fazermos um programa que
calcule a derivada de uma funcdo (derivadas com o
LOGO!!!?). Um exemplo pessoal e mais comezinho:
sem o thing o LOGO GEOMETRIA teria sido muito
dificil, sendo impossivel, de programar...

Eduardo Veloso

Materiais paré a aula de Matematica

Todas as méquinas de calcular, mesmo as mais sim-
ples, tém uma tecla M, a tecla de memoria.

A func¢io da memoéria € conhecida de todos, ela per-
mite guardar niimeros para posterior utilizacdo. Mas serd
esta a sua tnica potencialidade? Como os guarda ela?

Exploremos 2 memoria da nossa méquina de calcular!

Teclas
MRC| — Traz ao visor o mimero guardado na memdria.

—  Subtrai o nimero indicado no visor ao nimero
guardado na memdria

i —  Adiciona o nimero indicado no visor ao niimero
guardado na memoria.

EERENE

— Indica que um ndmero estd guardado na
meméria. Quando nio assinalado, a memd-
ria encontra-se a zero.

Estas sdo fungdes fundamentais das teclas de memo-
ria que interessa conhecer em cada méquina porque a
sua apresentacdo varia de modelo para modelo.

O pior é, quase sempre, descobrir como «apagar» a
memoria, isto é, como pd-la de novo a zero. Nalguns
modelos hd uma tecla prépria para essa fungdo mas nou-
tros ndo h4. Que fazer neste caso?

Néo ... desligar a méquina ndo «apaga» a memdria!

Num modelo em que aparecam as 3 teclas de memo-
ria aqui indicadas (MRC, M-, M +) € um pequeno pro-
blema descobrir uma forma de «apagar» a memdria, sem
recorrer s instrugdes da méquina, € claro!

Agora, que j4 explordmos um pouco da memoria da

nossa maquina, utilizemo-la. ;
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O cédlculo de somatdrios ou a estimagdo de valores
de somatérios com um niimero infinito de termos pode
ser um campo com virias possibilidades.

Estimemos 1+1/2+1/4+1/8+ ...

Utilizando a memoria podemos ir acumulando os ter-
mos, & medida que s3o calculados, com a possibilidade
de, em qualquer momento, conhecer o valor do soma-
torio.

Serd que ndo poderfamos ter simplesmente somado
1+1/2+1/4 utilizando a tecla da adi¢do?

1+1/2+1/4+ ...... +1/1024 = 1,9990233

1+172+1/4+ ...... +1/16384 = 1,9999386

Destes célculos podemos inferir que

14124 ... #1271+ .. = 2.

Este tipo de inferéncias, facilitadas pela mdquina de
calcular, permitem resolver exercicios e problemas inte-
ressantes.

Mas uma pergunta se apresenta. Serd que 1+1/2+

. + 1/214+ ... é mesmo igual a 2? Nio ultrapas-
sard 27

H4 niveis em que esta diivida permanecerd, hd niveis
em que poderdo ser dividas destas que conduzam a
necessidade de demonstracdes e generalizacdes. E quan-
tas vezes ndo hd maneiras de esclarecer algumas destas
diividas sem utilizar todo o formalismo matematico dos
anos terminais do ensino secunddrio.

Mas mesmo quando a divida tem de permanecer serd
razdo para banir situagdes deste tipo? N@o serdo elas
suficientemente ricas dos pontos de vista matemdtico e
pedagdgico para surgirem bastante cedo?

Cristina Loureiro
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EXERCICIOS E PROBLEMAS SEM FALTA DE MEMORIA

A. Se cada uma destas somas continuar indefinidamente, qual poderd ser o valor de:

12 + 1/4 +1/8 + 1/16 + ...

U gl g b e e e b e

1 —-12 4+ 1/4 —1/8 + 1/16 + ...

1/4 + 1/16 + 1/64 + 1/256 + ...
$ U5 '+ TEBHI125 4 "BIGES 4.

B. Em cada uma das sequéncias de figuras a lei de formacdo vai repetir-se indefinida-

mente, obtendo-se, em cada caso, figuras cada vez mais pequenas.
Calcula:

1. A soma das dreas de todos os quadrados.

2. A soma das dreas de todos os tridngulos.

3. A soma das dreas de todos os circulos.
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SEMINARIO
As Calculadoras na Escola

Na tarde de 17 de Novembro de 1988, numa sala do
Forum Picoas, a APM dinamizou uma sessdo sobre Cal-
culadoras na Escola e no Ensino da Matemdtica, a con-
vite da empresa, patrocinadora do semindrio, Beltrdo
Coelho, Lda., representante em Portugal das calculado-
ras Casio.

Este semindrio contou com a presenca de uma cen-
tena de alunos e dos respectivos professores de diferen-
tes escolas secunddrias da zona de Lisboa.

Evidenciar a calculadora como um poderoso instru-
mento de cdlculo na exploragdo de diferentes situagdes
matemdticas e problematizar o seu papel na Educagao
Matemdtica, foram os nossos objectivos neste semindrio.

A primeira parte da sessdo foi preenchida com trés
intervencgdes, precedidas de um pequeno filme.

—«Histdria e relevincia da Matematica e dos instru-
mentos de cdlculo»;

— «Exploracdo de um problema», reflectindo a impor-
tdncia da Calculadora em diferentes fases da sua reso-
lugdo;

— «Uma perspectiva do papel da Calculadora num
ensino de Matemdtica mais formativo».

Na segunda parte, que se seguiu a um curto lanche,
os alunos (e professores) presentes exploraram algumas
actividades de um caderno fornecido, «Actividades com

SEMNRRID

A CALCULATORA
NR ESCOLA ==

Calculadoras». As situagGes estavam organizadas em 5
grupos — regularidades, poténcias, descoberta de niime-
ros, problemas de optimizagdo e somatérios — havendo
para cada grupo instrucdes titeis para utilizacdo dos dife-
rentes modelos de calculadoras distribuidas.

Nesta fase do trabalho, os alunos de diferentes anos
de escolaridade (do 9.° ao 12.°) arregacaram as man-
gas na resolucfo das actividades que eles préprios esco-
lheram, numa situagdo diferente do contexto habitual da
aula, trabalhando livremente com colegas e professores
e utilizando um poderoso instrumento de cilculo como
auxiliar.

Os resultados de problemas e actividades ndo foram
0 mais importante, mas o processo deixou claro que é
possivel os alunos construirem a sua prépria experién-
cia matemdtica envolvendo-se nela com entusiasmo.

Uma tarde de Matemadtica diferente! Uma sensacéo
de optimismo em todos os Alunos e Professores que con-
nosco construiram a sessdo! Uma convicgdo de que alu-
nos ¢ professores tém um papel importante e decisivo
na renovacao do ensino da Matemadtica.

Uma iiltima palavra para a cooperagdo entre profes-
sores e empresas cujo ramo de actividades se liga a pro-
dugdo e distribuicdo de material diddctico. Uma
colaboragdo possivel e benéfica e uma certeza de muito
trabalho conjunto a fazer!

Dinamizaram este Semindrio: Paulo Abrantes, Gra-
ciosa Veloso, Cristina Loureiro e Albano Silva.

Educagdo e Matemadtica N.° 8
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Imiciativas Regionais em 1989

(promovidas ou apoiadas pela APM)

Funchal. I Encontro Regional de Professores de Mate-
matica — Madeira 89. De 8 a 11 de Fevereiro, na
Escola Superior de Educagao de Funchal.

Evora. Conferéncia-debate sobre a Renovagdo do Cur-
riculo de Matemadtica. 1 de Margo, 11 horas, na Escola
Secunddria Gabriel Pereira.

Torres Vedras. Sessdo sobre Geometrias Nao-
-Euclideanas. 1 de Margo, 15 horas, na Escola Secun-
ddria Madeira Torres.

Lisboa. Conjunto de sessoes:

— Clubes de Matemé4tica. 24 de Janeiro, 15 horas, na
Escola Secunddria Camdoes;

— Matemadtica na Animagfo Escolar. 18 de Fevereiro,
10 horas, na Escola Preparatéria Marquesa de Alorna;
— Calculadoras na Educacdo Matematica. 22 de Feve-
reiro, 15 horas, na Escola Secunddria Marqués de
Pombal;

— Puzzles, Jogos e Quebra-cabecas. 8 de Abril, 10
horas, na Escola Secunddria da Amadora;

E ainda, com datas a confirmar, sessdes sobre:

— O uso do Geoplano — Escola Secunddria Seomara
da Costa Primo (Venteira-Amadora), 27 de Abril, 15
horas;

— A folha de cédlculo — Escola Secundéria Veiga Bei-
rao, Maio;

— Resolugdo de problemas — Escola Secunddria da
Falagueira (Amadora), Maio.

Faro. I Encontro Regional de Professores de Matemd-
tica — Algarmat 89. Dias 7 e 8 de Abril.

Porto. Com datas a confirmar:

— Debate sobre a Renovagio do Curriculo de Matema-
tica — 4 de Maio, 15 horas, na Escola Secundéria Rodri-
gues de Freitas.

— Feira de Ideias e Materiais. De 4 a 6 de Maio. Expo-
si¢do relativa ao ensino e aprendizagem da Matematica,
incluindo sessdes especiais sobre: a linguagem LOGO;
as calculadoras; os jogos. Em principio, na Escola Supe-
rior de Educacio.

PROFMAT 89

Conforme anuncidmos no dltimo mimero da Revista,
o proximo Encontro Anual dos Professores de Matemd-
tica - PROFMAT 89 - decorrerd em Viana do Castelo.
A data fixada para o Encontro € de 10 a 14 de Outubro
- recepgdo no dia 10, ter¢a-feira i noite e encerramento
ao fim da manhi do dia 14, sdbado. O Encontro serd
precedido, como habitualmente, por dois dias (segunda

e ter¢a) de cursos, versando temas variados e corres-
/
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pondentes a diferentes niveis de ensino, e nos quais se
poderao inscrever os professores de Matematica interes-
sados.

O PROFMAT 89 vai realizar-se numa época de
grande importéncia para a Educagdo Matemdtica em Por-
tugal. Na realidade, no ano lectivo 89/90 comegardo a
funcionar as primeiras turmas experimentais relativas aos
novos programas, actualmente em elaboragdo. De acordo
com as suas responsabilidades, a APM tem procurado
intervir e desenvolver acgdes com o objectivo de que
o novo curriculo de Matemética corresponda as exigén-
cias de uma renovacao profunda e real, sentidas pela
generalidade dos professores. O Semindrio de Vila Nova
de Milfontes sobre a Renovagdo do Curriculo de Mate-
madtica e os textos para discussio que daf resultaram —
e de que foi necessdrio fazer uma segunda edigdo, jd
disponivel — sdo uma referéncia importante dessa ac¢ao
da APM. Os Encontros regionais em preparacdo e o
PROFMAT 89 serdo ocasides privilegiadas para uma
renovagdo do curriculo em ac¢do, para citar a férmula
feliz encontrada pelos colegas do micleo de Lisboa para
os seus Encontros.

E desde j4 que o PROFMAT 89 deve comegar a ser
preparado. Nao apenas pela comissao organizadora, no
que diz respeito ao programa, aos alojamentos € a outros
problemas organizativos. Mas sobretudo por todos os
professores que tencionam participar, e cujo trabalho,
experiéncia, preocupagoes e reflexdes deverao estar pre-
sentes no Encontro, sob a forma de comunicagdes orais
ou em cartazes, sessOes praticas, participagdo em gru-
pos de trabalho e/ou na feira de ideias e materiais.

Nio perca tempo: assim que receber o primeiro
aviso do PROFMAT 89, preencha a ficha de inscri-
¢io e devolva-a imediatamente.

A APM na Guarda

No passado més de Dezembro realizaram-se na cidade
da Guarda duas reunides de informagdo sobre a APM.
As reunides foram orientadas por um membro da direc-
¢iio da APM e nelas participaram respectivamente pro-
fessores de Matemdtica da Escola Secunddria Afonso de
Albuquerque e da Escola Secunddria da S¢. Nesta tltima
reunido esteve também presente uma socia da APM, no
momento presente destacada na Escola Superior de Edu-
cacdo da Guarda. Além de uma troca de impressoes
sobre 0s objectivos e actividades correntes e futuras da
APM, foram também abordadas questdes relativas ao
desenvolvimento da APM nesta regido e dos apoios que
poderiam ser prestados pelos orgdos centrais da APM
3s actividades que serdo organizadas localmente. Foram
apresentados exemplares da «Educacdo e Matemdtica»
e de outras publicagdes da APM.
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Encontros sobre o Ensino da Matematica em 1989

ICTMA 4 — Roskilde, 3 a 7 de Julho

Fourth International Conference on the Teaching of
Mathematical Modelling and Applications (ICTMA).
Realiza-se na Universidade de Roskilde, Dinamarca, de
3 a 7 de Julho de 1989. Esta Conferéncia ¢ essencial-
mente dedicada aos niveis secunddrio (incluindo a for-
magao vocacional) e tercidrio (Universidades e Institutos
Politécnicos, incluindo a formagdo de professores).

* Morada da Comissdo Organizadora: Mogens Niss.

IMFUFA, Roskilde University Centre, P.O. Box 260,
DK 4000 — Roskilde, Denmark.

Jornadas da APMEP — Paris, 28 a 31 de Outubro

As Jornadas Anuais da Association des Professeurs
de Mathématiques de l’Enseignement Public (APMEP)
realizam-se em Paris, de 28 a 31 de Qutubro de 1989.
O tema central serd «Matemdtica em Revolucdo».

* Morada: APMEP, 26 rue Duméril, 75013 Paris,
France.

Um bom problema... (conclusio)

Nas aulas de Matemadtica, predominam claramente
questdes idénticas as dos Exemplos (0), (1), (2) e (3).
Nos concursos de problemas, encontram-se com alguma
frequéncia questées do tipo do Exemplo (4).

Problemas e situagbes como aqueles que sao ilustra-
dos pelos Exemplos (5), (6) e (7) sdo praticamente igno-
rados no Ensino da Matemdtica. No entanto, eles tém
caracterfsticas tinicas que ndo se encontram nos ante-
riores e a sua auséncia torna a experiéncia matemdtica
dos alunos consideravelmente limitada e pouco signifi-
cativa.

A defini¢ao de «bom problema» é uma nogdo relativa
ndo s6 porque depende, como vimos, dos conhecimen-
tos prévios de que o aluno dispde mas também por outras
razoes de natureza educativa. Por um lado, € preciso
que o aluno tenha interesse em resolvé-lo — como diz
Polya (1981), sé hd um problema quando hd uma difi-
culdade que se deseja vencer ou contornar. Por outro
lado, hd que ter em conta a variedade das experiéncias
de aprendizagem proporcionadas ao aluno.

A resolucdo de problemas consiste numa larga varie-
dade de processos, actividades e experiéncias, e o Ensino
da Matemdtica deveria reflectir essa diversidade. Por
alguma razdo, um documento recente do NCTM (1987)
define problema como «uma sifuacdo na qual, para o
individuo ou grupo a que se refere, uma ou mais estra-
tégias tém ainda que ser desenvolvidas».

O alargamento de perspectivas sobre o que é um pro-
blema e a clarificacdo de ideias sobre o que é a resolu-
cao de problemas no contexto escolar sdo aspectos
decisivos de uma imperiosa renovagdo do Ensino da
Matemdtica. Proporcionar oportunidades aos alunos para
resolverem, explorarem, investigarem e discutirem pro-
blemas, numa larga variedade de situagées, é uma ideia-
-chave para que a aprendizagem da Matematica constitua
uma experiéncia positiva significativa.

Educagdo e Matemdtica N.® 8

Notas:

(1) A primeira edigdo de How To Solve It, datada de 1945,
€ da Princeton University. Existe uma tradugdo em portugués,
de 1977, intitulada A arte de resolver problemas, da Editora
Interciéncia (Rio de Janeiro).

(2) Por exemplo, o Compéndio de Algebra para os antigos
6.° e 7.° anos do liceu, da autoria de Sebastifio e Silva e de
Silva Paulo, na sua edi¢do de 1958, incluia o livro cldssico
de Polya na bibliografia recomendada, o que curiosamente dei-
xou de suceder em edigles posteriores.

(3) Vejam-se, por exemplo: a proposta de realizagio de umas
Olimpiadas da Matemdtica em Portugal (Duarte, Silva e Queiré
— Inflexdo n.® 2, 1981); uma comunicagiio sobre resolucio
de problemas (Ponte e Abrantes — Actas do Encontro «O
Ensino da Matemdtica nos Anos 80», 1982); uma comunica-
¢do sobre uma experiéncia concreta de resolugdo de proble-
mas (Lopes, Matos e Mestre — idem).
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Publicacdes e Programas Educacionais do Projecto Minerva, Nicleo da FCUL

1. Materiais de Formagdo

e Actas do Semindrio Sobre o Computador no Ensino: Relatério do
1.9 Ano de Actividade do Projecto Minerva, Niicleo DEFCUL —
Organizado por Jodo Ponte
[ 2.3 Edigio, Fevereiro 1988: 112 pp.; pre¢o 300300

e Vamos Trabalhar com a Folha de Cdlculo — Eduarda Fonseca
I 2.® Edigdo, Junho 1987: 112 pp.; preco: 100800

e Sistemas Operativos para Microcomputadores — Jodo Ponte
O 1.% Edigao, Fevereiro 1987: 18 pp.; preco 100800

e LOGO Portugués: Manual de Utilizacdo e Sugestoes de Activida-
des — Jodo Filipe Matos e Jodo Ponte
[ Versdo 5, Feverciro 1988: 110 pp.; preco: 300800

e Actas da Semana do LOGO, Portalegre 87 — Organizado por Jodo
Ponte
O 1.* Edicdio, Abril 1987: 48 pp.; preco: 200800

e A Misica e o LOGO — Joao filipe Matos
[ 1.* Edigdo, Abril 1987: 24 pp.; prego 100300

e O Computador e o Trabalho de Projecto — Jodo Ponte
[J 2.® Edigdo, Fevereiro 1988: 32 pp.; preco: 200800

e O Computador como Instrumento de Mudanca Educativa. Intervencdo
na Sessdo de Encerramento do Dia do Computador na Escola Sec.
Josefa de Obidos — Jodo Ponte
[ 1.* Edigdo, Setembro 1988: 13 pp.; preco: 100800

o Consulta e Classificacdo como Actividades Educativas. Ultilizagdo
de Bases de Dados — Maria de Lurdes Serrazina
[J 1.* Edicdo, Marco 1988: 23 pp.; preco: 200300

® Relatorio do 2.° Ano de Actividade do Projecto Minerva, Nicleo
DEFCUL — Organizado por Jodo Ponte
[0 1.® Edigdo, Abril 1988: 88 pp.; preco: 300800

® Processamento de Texto. Para desenvolver o gosto pela escrita —
Joao Ponte
[J 4.® Edigdo, Fevereiro 1988: 26 pp.; prego: 100800

e Actas do Encontro LOGO 88, Castelo Branco — organizado por
Joao Filipe Matos
[ 1.* Edigdio, Julho 1988: 113 pp.; prego: 300800

2. Investigacdo

e A Natureza do Ambiente de Aprendizagem Criado com a Utilizagdo
da Linguagem LOGO no ensino Primdrio e as suas Implicagbes na
construgdo do Conceito de Varidvel — Jodo Filipe Matos
[ 1. Edigdo, Junho 1987: 219 pp.; prego: 500300

3. Programas Educacionais

® LOGO.GEOMETRIA — Eduardo Veloso
[ Versdo 2,0, Setembro 1988; 1 diskette, manual de utilizagdo e
cartdo com os comandos principais, para IBM PC compativeis com
placa compativel CGA; preco: 1300800 (ref. 51, diskette 5%; ref.
52 diskette 3%)

o LOGO.GEOMETRIA — Problemas e Actividades; preco: 200500

o TRINCA-ESPINHAS — Jodo Ponte e Jaime Sacadura
[ Marco 1988; 1 diskette 5% e manual, para IBM PC compativeis
com placa compativell CGA; preco: 500800 (ref. 53)

o ESTIMATEMP — Paulo Abrantes e Jaime Sacadura
[ Margo 1988; 1 diskette 5% ¢ manual para IBM PC compativeis
com placa compativel CGA; preco: 500800 (ref. 54)

© TRINCA-ESPINHAS e ESTIMATEMP
[ 1 diskette 3% e dois manuais; preco: 800800 (ref. 55)

Todos estes materiais podem ser pedidos pelo correio, utilizando
a ficha da pdgina 32.

Centro de recursos — APM

Correspondendo a um interesse manifestado frequen-
temente pelos sécios, a direcgdo da APM decidiu come-
car a organizar um centro de recursos, que retina
materiais titeis aos professores de Matemdtica dos vérios
niveis de ensino.

Esses materiais podem ir desde uma simples ficha de
trabalho para ser utilizada na aula, até filmes, jogos,
materiais manipulativos ou mesmo livros e revistas.

Pretende-se assim criar na sede da APM uma feira
de ideias permanente, onde os sécios possam permutar,
consultar e requisitar materiais.

Para que esta iniciativa se concretize, € importante que
cada sécio envie tudo o que lhe possa parecer ftil.
Poderd enviar apenas uma descricio de material que
conhega, para que possamos apreciar o seu interesse e
adquiri-lo ou reproduzi-lo.

/
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Adoptar um bom manual é combater o insucesso escolar

PUBLICACOES PARA A DISCIPLINA DE MATEMATICA-88/89

5.° e 6.° ANOS
MATEMATICANDO
PROBLEMAS

Isabel Moura

Cristina Loureiro

M. * José Correia de Oliveira
Maria José Delgado

5.° ANO
MATEMATICA 5

Leonor Filipe
Leonor Moreira

6.° ANO
MATEMATICA 6

Leonor Filipe
Leonor Moreira

518 i
s Wate e

7.°, 8.° e 9.° ANOS
M7, M8eMS9

Paulo Abrantes
Raul Fernando de Carvalho

EXERCICIOS
M7 M8eM?9

Paulo Abrantes
Raul Fernando de Carvalho

10.°/11.° ANOS

M 10 e M 11

Paulo Abrantes

Raul Fernando de Carvalho
12.° ANO

M 12

Armando Machado

Paulo Abrantes

Raul Fernando de Carvalho

EXERCIcIOS

M10, M11eM 12
Inés dos Santos

Judite Barros
Paulo Abrantes
Raul Fernando de Carvalho

P i
b S Careeme

MATERIAL DIDACTICO PARA A DISCIPLINA
DE MATEMATICA

Coleccdes de transparéncias — 7.°, B.° e 9.° anos
Software — Equagdes/Num. int. relatives — 7.° ano
Utilidades | — 7.° ano :

Geometria Analitica — 10.° ano
Graficos de funcdes — 10.°/11.° anos

Esteja atento ao promotor Texto.
Em breve ele estara na sua escola com as novas publicacdes.
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