Tridngulos dourados
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Dois tridngulos que tenham entre si cinco
elementos iguais* — trés lados e dois dngu-
los, ou trés dngulos e dois lados — serdo
necessariamente iguais?

Esta questdo constitui um excelente exemplo de um
problema. Nao h4 dificuldade com os assuntos matema-
ticos envolvidos: lida-se com coisas simples e bem
conhecidas, nomeadamente com a igualdade de tridngu-
los. No entanto, como veremos, ndo se trata de uma
questdo trivial, e, muito menos, de um exercicio de mera
aplicacdo de qualquer propriedade, conceito ou teorema,
acabados de estudar.

Explorando o problema

Discutamos a questdo. Sao bem conhecidos os casos
de igualdade de tridngulos que constituem condi¢des sufi-
cientes para que dois tridngulos sejam iguais e que mne-
monicamente se representam: LLL, LAL e ALA. Em
qualquer deles intervém trés elementos — trés lados, dois
lados e um angulo, e dois 4ngulos € um lado. No
entanto, nos dois tltimos casos tem que verificar-se uma
condicionante que, de alguma forma, relaciona os trés
elementos em jogo: no primeiro desses casos (LAL) os
dois lados sdo os que «formam» o adngulo referido; no
segundo (ALA) os dois angulos sdo adjacentes ao lado
que € dado.

No nosso problema hd cinco elementos iguais (todos
menos um, repare-se) e, a primeira vista, é-se talvez ten-
tado a acreditar que os tridngulos acabario por ser neces-
sariamente iguais. Mas vejamos, podemos considerar
duas hipdteses quanto a esses cinco elementos iguais:

a) ou sdo trés lados e dois dngulos — neste caso €
evidente que os tridngulos tém que ser iguais (caso de
igualdade LLL);

b) ou sido trés angulos e dois lados — neste caso...
(ainda ndo se sabe).

Para respondermos & pergunta formulada no enunciado
do problema, como tantas vezes sucede em Matemdtica,
temos que apresentar uma prova de que os tridngulos
sd0 necessariamente iguais ou, alternativamente, cons-
truir um contra-exemplo, isto €, determinar dois tridn-
gulos diferentes que tenham, entre si, cinco elementos
iguais.

Optamos pela segunda via, explorando as possibilida-
des de encontrar dois tridngulos diferentes obedecendo
as condi¢des do nosso problema. Como vimos, a dnica

* Neste artigo, usa-se «iguais» no sentido de «congruentes»
ou «geometricamente iguais» :
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esperanca estd no caso em que os cinco elementos iguais
entre os dois tridngulos s@o os trés dngulos e dois dos
lados. Ora, com os trés angulos respectivamente iguais,
os dois tridngulos serdo semelhantes. Isto obriga-nes,
para que os tridngulos ndo sejam iguais, a desencontrar
os lados que sabemos serem iguais, na correspondéncia
respectiva. Isto €, designando as medidas dos lados por
letras, terd que haver, entre elas uma correspondéncia
do tipo: ;

a b c
1 i )
b c d em que a/b = b/lc = c/d

(assim ndo corremos o perigo de cair num dos outros
casos de igualdade LAL ou ALA).

Nestas circunstancias, repare-se, os trés lados, em
cada tridngulo, estdo numa propor¢io em que um dos
lados € meio proporcional dessa relagdo (a/b = b/c e
b/c = c/d). Quer dizer: um dos lados, em qualquer dos
tridngulos, tem que ser a média geométrica dos outros
dois:

b2 = ac
e também
c2 =bd

Basta agora encontrarmos medidas para os lados dos
tridngulos que satisfacam estas relagdes. Depressa des-
cobriremos que hd umas que ndo servem por nio veri-
ficarem a desigualdade triangular (o maior lado de um
tridngulo € menor que a soma dos outros dois) por exem-
plo: a =12, b = 6 e ¢ = 3. Mas hd outras que ser-
vem, por exemplo: a =9, b=6 ¢ ¢ = 4. Como
d = c2/b terfamos ainda neste caso particular d = 8/3.

E pronto! Dois tridngulos cujas medidas dos lados
sejam 9, 6, 4 ¢ 6, 4, 8/3 constituem o contra-exemplo
procurado. Na verdade:

Tém, entre si, os trés angulos iguais pois sao tridn-
gulos semelhantes uma vez que tém os lados correspon-
dentes proporcionais;

Tém, entre si, dois lados iguais (os de medidas 6 e 4);

E, no entanto, os tridngulos ndo sdo. iguais..

Concretizando

Mas serd que é mesmo possivel desenhar dois tridn-
gulos como os anteriores? H4d qualquer coisa que nos
deixa pouco satisfeitos com este final para o problema.

/
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Talvez ajude vermos com os nossos préprios olhos.
Comecemos por desenhar um tridngulo de lados 9, 6
e 4 e prolonguemos os dois lados maiores como se mos-
tra na figura seguinte:

C

& 9 B\
Fig. 1
Sobre o prolongamento de [CB] e [AB] marquemos

dois segmentos de medidas 4 e 6, respectivamente. Deste
modo obteremos o segundo tridngulo:

Fig. 2

Estes dois tridngulos sdo semelhantes (e até homoté-
ticos) visto que os dngulos de vértices em B — B’ sdo
verticalmente opostos e os lados que os formam sdo pro-
porcionais (9/6 = 6/4). Nestas circunstincias os angu-
los homélogos sdo iguais: XA = A’; B = XB’e
¥C = £C’. Como, por construgio, AB = B’C’
e BC = B’C’ os dois tridngulos tém, entre si, cinco
elementos iguais e ndo sdo iguais. O nosso contra-
-exemplo estd, pois, agora desenhado.

Uma rotagdo do tridngulo [A’B’C’] em torno de
B’ = B permitird mesmo ver dois tridngulos com cinco
elementos iguais e que estdo um dentro do outro:

Generalizando

Encontrado um (contra-)exemplo, hd evidentemente
uma infinidade deles. Alguns resultam de sucessivas
ampliacdes (ou redugdes) a partir daquele que se encon-
trou. Outros correspondem a diferentes familias de tridn-
gulos semelhantes. O passo seguinte poderd ser uma
tentativa de generalizagdo.

Sabemos, por conseguinte, que dois tridngulos com
cinco elementos iguais sdo, pelo menos, semelhantes.

Educagdo e Matemidtica N.° 6

Suponhamos que a sua razio de semelhanca é k. Terd
entdo que se verificar:

A JADS
a =k
ka — Kk a

K¥a —kKa comk>0ek#1

Ou seja, a um lado do tridngulo 1, de medida a, cor-
responderd um lado ka no tridngulo 2. Este valor, ka
terd que ser a medida de um dos outros lados do tridn-
gulo 1 a que corresponderd, no tridingulo 2, um lado de
medida k?a. Por sua vez, k?a terd que ser a medida do
ultimo lado do primeiro tridngulo a que correspondera
um lado de medida k3a no segundo tridngulo. Tudo isto
para garantir dois lados iguais entre os dois tridngulos.

Como € forgoso verificar-se a desigualdade triangu-
lar, terd que ser para o tridngulo 1, por exemplo:

() kKa<ka + a
ou

(i) a < ka + k% (considerando k < 1)

A resolucdo destas condigdes considerando ainda que
k € um mimero positivo, conduz-nos a:

G 1<k<d+V5)/2
() (-1+V5)2<k<1

Podemos pois concluir que dois tridngulos com cinco
elementos iguais serdo diferentes se as medidas dos lados
de um deles forem a, ka e k2a e as do outro ka, k2a
e k%a, com k pertencendo a:

=1 5 5)/2, 11U] 1, (1 + V-5)/2[

(considerando k > 1)

Um nimero especial

Até aqui, desempenharam um papel importante dois
nimeros: (1 +V5)/2 e (-1 + 5)/2. Estes
Estes nimeros tém particularidades curiosas. Pegando
numa calculadora verificaremos que

1 + V5)/2 = 1.6180339... e,
(-1 + V5)/2 = 0.6180339...

Efectivamente, a diferenca entre esses dois nimeros
é um:

A +vV5)y2— (-1+v5)2=1

~Além disso, o seu produto é também a unidade:

A+vV5)2 (-1+V5)2=1

isto é, tanto o produto dos referidos nimeros como a
sua diferenca sdo iguais a um. Por outras palavras: o
inverso do nmimero (1 + V' 5)/2 difere dele em uma
unidade! Esta particularidade, muito provavelmente, e
o facto de em muitas e diversas situagdes da Matem4-
tica e da Natureza, este niimero — ou o seu inverso —
aparecer com alguma frequéncia, as vezes inesperada-
mente, tornou-o famoso. E, inclusivamente, conhecido
por Niimero de ouro.
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Consideremos um segmento de recta [AC] (fig. 4.).

B

fig. 4

Se B for um ponto entre A e C de tal modo que:
(i) AB/BC = BC/AC

(ou seja, de forma que a razdo entre a menor das par-
tes € a maior delas seja a mesma que a razdo entre esta
€ 0 fodo) diz-se, nestas circunstincias, que os trés pon-
tos A, B e C constituem uma seccdo de ouro. Este
«modo de dividir» um segmento, esta secgdo é também
chamada de divina propor¢cao (Warusfel, 1961).

Na verdade a sec¢@o de ouro esté relacionada com o
nimero de ouro que atrds referimos. Se fizermos, por
simplicidade, a medida de AB = 1 e designarmos a de
BC por x a proporgio (i) ficar4:

1/x = x/(x + 1) (pois, AC = x + 1)

ou
XX=x4+1 <=> x2—x =1 =0
O valor de x que nos interessa €, pois, uma das rai-
zes desta equacdo do segundo grau, que é:

xi=0+V5)/2

ou seja, precisamente, o nimero de ouro (a outra raiz,
que ndo consideramos por ser negativa, x; = (1 —
—V'5)/2, é, com sinal contririo, o inverso daquele
nimero). :

A seccdo de ouro obtida deste modo tem sido, desde
os Gregos, «muitas vezes citada como a mais harmo-
niosa» (o.c., p. 99).

Igualmente considerado como o rectingulo mais har-
monioso ou equilibrado, é todo o rectingulo em que as
dimensdes dos seus lados séo tais que: o menor lado estd
para o maior, assim como este estd para a soma dos dois
(ou seja para o semiperimetro do rectangulo). Que rela-
¢d0 haverd entre as dimensdes deste rectdngulo?

Facamos, por simplicidade, o menor lado de medida
1 e designemos por x a medida do outro lado (fig. 5).

Fig. 5
Ter-se-4, assim:
I/'x = x/x + 1)

ou
X2 -x-1=0
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equacdo do segundo grau j4 nossa conhecida cuja solu-
¢do ttil (a positiva) € precisamente (1 +V 5 )/2, ou seja,
o nimero de ouro. Um rectingulo cujos lados estdo nesta
proporg¢do € também conhecido por rectdngulo de ouro.

Se retirarmos a este rectingulo um quadrado de lado
1 obteremos um novo rectingulo de dimensGes 1 e
(1 +V5)/2 —1 que é ainda um rectdngulo de ouro
(fig. 6). De facto:

(FBVS5/2 —1 =4S1485)/3

Assim as dimensGes deste rectangulo estio na razdo

1/(-=1 +V5)/2

de onde se obtém, por racionalizagdo, (1 + V' 5)/2 o
nimero de ouro.

Se, repetindo a operagio, retirarmos a este segundo
rectdngulo um quadrado (agora de lado (-1 + V' 5) /2)
obteremos um terceiro rectdngulo de ouro. E assim
sucessivamente... (fig. 6)

— V52 —

B0
[ i
1-Vs)2
) 4 osl
J Ossor
O1 O4
Fig. 6

Os pontos O;, Oy, O3, O4, Os, Og, O7, Og. .. estdo -

situados numa curva: a espiral logaritmica (fig. 7). Esta
curva aparece frequentemente, na natureza, em conchas
de certos animais (fig. 8), nas sementes de algumas flo-
res e em determinados cortes do médrmore (Northrop,
s.d.).

Pig. 13 2.° trim. 1988




Escolha, agora, dois mimeros ao acaso, por exemplo,
3 e 4. A sua soma, 7, adicione o maior deles; obtém
11. A 11 adicione 7, e assim sucessivamente. O quo-
ciente entre os nimeros sucessivos assim obtidos tende
para o nimero de ouro:

FRed = 77 4 =175

4+ 7= 11 11/ 7 = 1.5714285

7+ 11 =18 18/ 11 = 1.6363636
11 + 18= 29 29/ 18 = 1.6111111
18 + 29 = 47 47/ 29 = 1.6206896
29 + 47 = 176 76/ 47 = 1.6170212
47 + 76 = 123 123/ 76 = 1.61842
76 + 123 = 199 199/123 = 1.6178861
123 + 199 = 322 322/199 = 1.6180904
199 + 322 = 521 521/322 = 1.6180124
322 + 521 = 843 843/521 = 1.6180422

3
Algo de semelhante ocorre com a chamada sucessiao
dos nimeros de Fibonacci:

1, 1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233...

que pode ser definida por

Up=Up—1 +Upcomn>2 ey =u =1

Consideremos agora, a sucessdo Up/Up—1

1, 2, 1.5, 1.66..., 1.6, 1.625, 1.6153846...,
1.6190476..., 1.617647, 1.6181818..., 1.6179775...,
1.6180555...

Vemos que os termos de ordem impar tendem para
o niimero de ouro por valores inferiores, enquanto que
os de ordem par o fazem por valores sempre superio-
“res. Esta sequéncia de nimeros aproxima-se pois cada
vez mais do nimero de ouro.

Regressando aos tridngulos

Imaginemos, agora, uma restricdo ao problema ini-
cial: poderd haver dois tridngulos rectingulos diferen-
tes que tenham entre si cinco elementos iguais?

O problema ja estd consideravelmente desbravado.
Trata-se, apenas, de impor uma nova condi¢do, a veri-
ficagdo do teorema de Pitdgoras. Sendo as medidas dos
lados a, ka e k?a, e supondo k > 1, terd que
verificar-se:

k* a% = k%a? + a?
ou
K=kK+1

Trata-se de uma equagdo biquadrada que se resolve
facilmente utilizando uma varidvel auxiliar b = k2.
Ent3o, como nos interessam apenas as raizes positivas,
teremos:

b=0+V5)/2
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e, portanto,

k=V{1 +V5)/2

valor ‘com o qual o tridngulo em questio serd rectin-
gulo. Fazendo, por simplicidade, a = 1 as medidas dos
lados desse tridngulo serao:

15 &6l sl 52k e

No caso de ser k< 1 a equagdo biquadrada seria:

1 +vV5)/2

lv= ikt
b=(-1+V5)/2

k=V(E=1+V5)/2

e as correspondentes medidas dos lados, também com
a = 1, do tridngulo rectidngulo, viriam:

PR ) e TR L e e W )

Todavia, estas medidas, reduzem-se as anteriores
dividindo-as precisamente por (—1 + V' 5)/2 que,
como j4 se viu, é o inverso do nimero de ouro.

Conclui-se assim que, para tridngulos rectingulos a
solugdo € tinica, isto é, hd uma unica familia de tridn-
gulos rectangulos que preenche as condi¢oes do nosso
problema: a menos de um produto por uma constante
as medidas dos lados terdo pois que ser 1, k e k? em
que a hipotenusa, k2, é o mimero de ouro (fig. 9).

V)2

Ve Vaws)e

Fig. 9

E assim sucessivamente. . .

Desde que este problema nos despertou interesse até
hoje passaram ji vérios anos. De vez em quando, por
uma razdo ou por outra — geralmente a partir da dis-
cussdo do problema com colegas ou com alunos — des-
cobrimos mais alguma coisa acerca dele.

O que aqui deixamos € o nosso actual ponto da situa-

. ¢do. Estimado colega: agora é (também) a sua vez de

continuar...
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