Trés problemas do
mesmo tipo que, nestas
versdes ou noutras
parecidas, aparecem
regularmente e levantam
quase sempre muitas
interrogacgoes e
hesitagbes sobre como
chegar a solugéo.
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Cartas, Chapéus

& Prendas de Natal

e Escrevi quatro cartas para quatro
amigos e fiz os respectivos envelo-
pes. Depois distrai-me e enfiei as
cartas ao acaso nos envelopes.
Qual é a probabilidade de nenhuma
carta ter ido para o enderego certo?

e Cinco homens de chapéu foram a
uma festa. Quando chegaram,
colocaram os chapéus num arma-
rio. Durante a festa alguém gritou
“Fogo!” e os cinco homens foram
a correr ao armério, tiraram os
chapéus ao acaso e sairam. Qual é
a probabilidade de todos terem
pegado em chapéus errados?

e Na minha escola ha 100 professo-
res e no Natal ha sempre um
almogo em que cada um leva uma
prenda. As prendas séo depois
sorteadas entre os professores.
Qual é a probabilidade de ninguém
receber de volta a prenda que
levou?

Aqui estéo trés problemas do mesmo
tipo que, nestas versdes ou noutras
parecidas, aparecem regularmente e
levantam quase sempre muitas
interrogacdes e hesitagdes sobre
como chegar & solugéo.

Por isso, talvez valha a pena tentar
desfazer as ddvidas e resolvé-los
aqui.

As Cartas

Vamos comegar pelo primeiro, o das
cartas. O nimero de casos possiveis,
isto é, o total de maneiras diferentes
que eu tenho de enfiar as quatro
cartas nos quatro envelopes é 24.
Para isto, basta pensar que, para o
primeiro envelope, hé 4 cartas que la
posso meter. Feito isto, restam 3
cartas para o segundo envelope, e
depois 2 cartas para o terceiro e uma
Unica carta para o ultimo envelope.
Entdo tenho:

4x3%x2%x1=24

José Paulo Viana

Este é o nimero de “permutagdes de
4", ou seja, o total de maneiras que
existem de ordenar quatro objectos.
O ndmero obtém-se multiplicando os
naturais de 4 até 1 e a isto chama-se
“factorial de 4", que se representa
por 4!.

A=4x3x2x1

Vamos agora contar o nimero de
maneiras que h& de nenhum envelo-
pe ter a carta que devia. Para isso,
um bom método é fazer uma lista-
gem dos casos ou, visualmente
melhor, um diagrama em arvore.
Como se vé na figura 1, o envelope
1 pode ter a carta 2, 3 ou 4. Se tiver
a carta 2, o envelope 2 pode ter a
carta 1, 3 ou 4. E assim sucessiva-
mente.

Envelope
1 2 3 4
/1 4 3
2 3 4 1
\4 1 3
/1 4 2
3\4/1 2
= oy 1

figura 1

Obtemos entéo 9 casos favoraveis.
Favoraveis para aquilo que estamos
a investigar, isto é, em que nenhum
envelope tem a carta certa (na
realidade, estes casos nédo séo
nada favoraveis para mim, que
assim envio as cartas todas erra-
das...).

A probabilidade procurada é entéo:

pL2iugs7s
24
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Note-se que, se tivéssemos feito uma
lista, teriamos:

Hag Sy

Cada um destes casos chama-se um
“desarranjo” porque nenhum nimero
(ou objecto) esta na sua posigéo
natural.

Os Chapéus

Passemos aos cinco amigos com
chapéu. O ndmero de casos possiveis
quando eles vao buscar os chapéus a
correr € o nimero de permutagdes de 5:

Ex4x3x2x1=120

Os casos favoraveis vao ser os
desarranjos de 5 elementos e é de
prever que sejam bastantes. Vamos
fazer um diagrama apenas dos casos
em que o primeiro homem tira o
chapéu nimero 2, conforme se
mostra na figura 2.

Homem

2 5——1——4
\ - 1—5——3
4\5/1—3

B ]
/1—3*4
5\4/1 =0

.y pety

figura 2

Ha 11 casos. No entanto, se pensar-
mos um bocadinho, rapidamente
concluimos que também teréo de ser
11 casos se ele tirar o chapéu 3,
outros 11 para o chapéu 4, e mais 11
para o 5.
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Ou seja, o nimero total de desarran-
jos é:

4x11=44

Entéo, a probabilidade procurada é:

P= ﬁ ~(0,3667
120
As Prendas

Bem, agora a situagéo complica-se. O
nimero de casos possiveis, isto é, o
nimero de maneiras diferentes de
distribuir 100 prendas a 100 professo-
res é o factorial de 100. Ora este
nimero & enorme e ultrapassa a
capacidade de uma calculadora
cientifica ou gréfica habitual. Uma
calculadora mais avangada, como a TI-
89 ou a Tl-92, j& nos da o nimero
(exacto!) com 158 algarismos. Temos
entéo:

Casos possiveis = 9,33x10"

Mas, e o nimero de casos favoréa-
veis? Queremos saber quantos séo os
desarranjos de 100 objectos mas ndo
existe qualquer hipdtese de fazer um
diagrama em arvore ou uma listagem.

Tentemos uma outra abordagem:
comegar pelos casos mais simples e
tentar descobrir o que se passa.

Com 1 prenda, ha 1 caso possivel e 0
favoraveis.

Com 2 prendas, ha 2! = 2 casos
possiveis e 1 favoravel.

Com 3 prendas, ha 3! = 6 casos
possiveis e 2 favoraveis.

Com 4 prendas, estamos na situagéo
das cartas nos envelopes e ha 4! = 24
casos possiveis e 9 favoraveis.

Com 5 prendas, estamos na situagéo
dos chapéus e ha 5! = 120 casos
possiveis e 44 favoraveis.

Com 6 prendas ha 6! = 720 casos
possiveis e fazer um diagrama ou uma
listagem dos casos favoraveis ja vai
dar uma grande trabalheira.

A lista de casos favoraveis €, até as 5
prendas, esta:

01 2 9 44

Estava eu aqui, sem descobrir nenhu-
ma lei de formagéo destes nimeros,
quando, ao ir & Internet ver uma das
minhas péginas preferidas, a do
MathForum (http://
forum.swarthmore.edu/), encontro por

acaso uma formula para o nimero de
desarranjos de n objectos:

eyl
n!

E um grande passo em frente! Embora
néo seja uma férmula simples de
calcular quando o n cresce, ja pode-
mos determinar os valores seguintes.

Objectos | C. Favoraveis
n D(n)
1 0
2 1
3 2
4 9
5 44
6 265
7 1 854
8 14 833
9 133 496
10 1 334 961

figura 3

Organizemos entdo uma tabela.

Ao analisar estes nimeros, reparei
que o valor para n=10 era 10 vezes
maior que o anterior mais 1 unidade.
Seria isto uma coincidéncia ou
aconteceria sempre?

Bem, quase. Ora veja-se:
1=0x2+1

2=1x3-1

9=2x4+1

44=9x5-1
265=44x6+1

1854 =265x7-1

14833 =1854x8+1

133496 =14833x9 -1

Temos entdo uma regra simples de
formagéo destes nimeros: o nimero
de ordem n é igual a nvezes o
anterior com, alternadamente, mais ou
menos uma unidade.

Ou seja, € possivel definir a sucesséo
D(n) por recorréncia:

D()=0
D(n) =D(n—1) xn+(=1)"

Agora, usando por exemplo uma
calculadora TI-83 a trabalhar em modo
Seq (sequéncia), é facil construir a
sucessao D(n) e fazer uma tabela.
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figura 4

Relembremos que n representa o
numero de professores (ou de
prendas) e D(n) os desarranjos, isto &,
as diferentes maneiras de ninguém
receber de volta a prenda que levou.

Jé sabemos calcular os desarranjos
para qualquer nimero de objectos
(dentro das capacidades da calculado-
ra). Podemos aproveitar e determinar,
para os diferentes valores de n, as
probabilidades de nenhum professor
receber a sua prenda. O nimero de
casos favoréaveis estd em uln) e o
nimero de casos possiveis € nl.

Flotl Fletz Flots
nin=1
“tndBEun—1 1kt
"1 g

Wi nfin 288
L Busn
uinMinasBL{ax
=

) Uiwmd] winl
P 0 ]

z i E

3 z ZzaIE
i g P

5 iy ZBEGT
& 2G5 ZGENE
7 168y | .367BA
n=1

) Uuiwd] wima
] 14823 | .z67EB
g >67BE
in *67HE
ii 1.47E7 | :367BE
iz 1i.76ER | *67EE
1z #.29E9 | 367EE
iy Z.2E10 | .367B8
uCna=1334961 figura 5

Basta entdo criar uma nova sucesséo
v(n) = E(-nl

n -’
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Observemos as probabilidades. A
partir de n=8 o valor parece estabili-
zar. Mas na tabela s6 temos cinco
casas decimais. Passemos ao ecra
principal para podermos ver os niime-
ros com melhores aproximagdes.

« JETETI4392

. SEFETI4413
wil3n

L SEFEFY94412
wildn

. SEFETI4412

figura 6

A partir de n=13, com 10 casas
decimais, j& néo ha alteragbes na
probabilidade. A sucess&o v(n) das
probabilidades converge rapidamente
para 0,3678794412.

Esta resolvido o nosso problema. A
probabilidade de, nos 100 professo-
res, ninguém receber de volta a sua
prenda é aproximadamente 0,36788.

Logo, a probabilidade de haver pelo
menos um professor que receba a sua
prenda de volta & 0,63212.

Ha duas curiosidades que vale a pena
realcar.

A primeira é que a probabilidade de
ninguém receber a prenda de volta é
praticamente a mesma quer haja 8
professores ou 100 ou 1000 ou um
milhao. O valor da probabilidade
estabiliza rapidamente.

A segunda curiosidade é este valor
que encontrdmos: 0,3678794412...

A partida néo suspeitariamos que
fosse um nimero especial. Mas,
afinal, trata-se nada mais nada menos
que do inverso do nimero e de
Nepper...

Quem diria que a solugdo deste tipo
de problemas estava afinal tdo
intimamente ligada a um dos mais

2.718281328
«3EFETO4412

figura 7
famosos nimeros irracionais?

, José Paulo Viana
E.S. Vergilio Ferreira - Lisboa

A Matematicae a
Internet no Pavilhao

do Conhecimento

Decorrera de 20 a 24 de Novembro,
no Pavilhdo do Conhecimento, em
Lisboa, a semana “A Matemética e a
Internet”. Esta semana, organizada
pelo Grupo de Trabalho da Internet em
colaboragéo com o Programa Internet
na Escola — Ministério da Ciéncia e
Tecnologia, inclui varias realizagdes,
com a finalidade de promover a
utilizagéo da Intemet no ensino e
aprendizagem da matematica.

Na segunda-feira, dia 20 de Novem-
bro, realiza-se uma videodifuséo que
inclui um painel, dinamizado pela
Branca Silveira, sobre tecnologias e
educacdo matemaética e uma confe-
réncia do José Paulo Viana sobre
paradoxos. Para assistir
presencialmente a esta realizagéo, a
partir das 10 horas da manha no
Auditério do Pavilhdo do Conheci-
mento, contacte a APM. Se a quiser
ver via Internet, consulte a pagina da
APM no enderego www.apm.pt/
semana/index.html. Se quiser
participar durante a videodifuséo
com comentarios ou questoes,
utilize o canal de IRC #matematica,
da rede RCTS (irc.rcts.pt). Neste
mesmo canal nas manhéas desta
semana, das 10 as 11 horas, os
alunos podem participar no debate
subordinado ao tema “O que é que
pensas da Matemética?”

Nas manhés de terca a sexta-feira, a
partir das 10 horas, decorrera no
Cibarc@fé uma aula de duas horas.
Cada dia sera dedicado a um ciclo
de escolaridade. Se pretender que
seja uma turma sua a participar,
contacte a APM.

Como o acesso é totalmente livre, esta
disponivel nesta semana um menu de
propostas interactivas realizaveis na
Intemet. A Mediateca do Pavilhdo do
Conhecimento seréutilizada para a
construgéo de paginas www de alunos,
com temas matematicos.

Para completar todas estas informa-
cbes consulte www.apm.pt/semana/
index.html.

GT da Internet
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