A computagéo grafica &
um instrumento
importantissimo, tanto no
campo cientifico como
artistico; um novo e
poderoso instrumento
que nao elimina, no
entanto, os demais
instrumentos a disposi¢éo
dos cientistas e dos
artistas. O primado
continua a pertencer a
capacidade criativa do
Homem. Nenhuma
maquina conseguira
alguma vez substituir esta
capacidade singular.
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Matemadtica visual

Os teoremas visuais

Nos nossos dias seria impossivel
tratar certos sectores da matematica
contemporénea — dos fractais &
teoria do caos, passando pelos
sistemas dindmicos — sem recorrer a
eficacia dos computadores para
produzir gréficos apropriados. O
aparecimento desta nova tecnologia
modificou em parte o modo como se
faz a Matematica. Em parte, porque o
fenémeno apenas diz respeito a
certos sectores da Matemética e néo
se pode obviamente generalizar. O
computador tornou-se um instrumento
que permite experiéncias matematicas
que abrem perspectivas completa-
mente novas.

Em 1993, foi publicado na revista
Scientific American um artigo intitula-
do The Death of Proof (A Morte da
Demonstragdo”), onde o autor a certo
passo dizia: “O computador esta a
obrigar os matematicos a reconsiderar
a propria natureza da demonstragéo, e
consequentemente da verdade. Nos
Ultimos anos, para conseguir certas
demonstragdes foi necessério execu-
tar uma enorme massa de célculos, e
assim nenhum ser humano pode
verificar essas pretensas demonstra-
¢bes feitas com computador; apenas
outros computadores o podem fazer.
Recentemente, alguns investigadores
propuseram uma demonstragdo com
computador que fornece apenas a
probabilidade e ndo a certeza da
verdade, o que para alguns matemati-
cos é uma verdadeira incongruéncia.
Outros ainda preparam a ‘video-
demonstragdo’ na esperanga de que
seja mais convincente do que paginas
e paginas de férmulas”. Havera que
precisar de imediato que o autor do
artigo estava a pensar apenas em
determinados problemas matematicos
e em certos sectores onde a “video-
demonstragéo” po;jeria ser util.

Michele Emmer

Um exemplo famoso: as
superficies minimais

No artigo do Scientific American
citava-se, entre outros, David
Hoffman, hoje no MSRI
(Mathematical Science Research
Institute, de Berkeley), que juntamen-
te com William Meeks llI, e utilizando
as equagdes descobertas por um
matematico brasileiro, C. Costa,
demonstrou a existéncia de uma
categoria de superficies minimais de
tipo topoldgico bastante elevado,
superficies minimais com buracos, e
portanto impossiveis de obter por
meio de peliculas de sab&do. O
método usado por aqueles investiga-
dores consistiu em estudar visual-
mente, num terminal video, as
superficies construidas a partir das
equagdes de Costa para tentar
compreender a sua estrutura. Atra-
vés da analise das imagens os dois
matematicos conseguiram estabele-
cer algumas simetrias entre as
figuras vistas e gracas a tal observa-
¢éo ficaram aptos a demonstrar
analiticamente a existéncia das
solugdes.

figura 1
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Foi este um dos primeiros, se ndo o
primeiro resultado no qual a computa-
¢éo grafica desempenhou um papel
importante na demonstragdo de um
problema matematico n&o trivial, pois
o problema resolvido estava em
aberto ha 200 anos.

Desde o seu surgimento, a teoria das
superficies minimais baseou-se de
maneira preponderante em imagens.
Antoine Ferdinand Plateau (1808-
1883) publicou em 1873 o resultado
de quinze anos de investigago:
Statique expérimentale et théorique
des liquides soumis aux seules forces
moléculaires.

figura 2

Nessa obra, séo expostos varios
problemas relativos as |aminas e as
bolas de sab&o. Naturalmente, esta
cheio de desenhos que ilustram os
diferentes problemas. Nasce assim a
teoria das superficies minimais, ou
seja as superficies que minimizam a
area da superficie em relagéo a
determinada propriedade; no caso de
uma bola de sabéo, em relagéo ao
volume de ar que contém.

No livro de Plateau observava-se,
entre varios problemas, a configura-
¢&o que assumem duas bolas de
sabdo quando se tocam.
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No caso de duas bolas de volume
igual obtém-se uma configuragéo
perfeitamente simétrica com uma
l&amina plana dividindo as duas bolas.

A demonstracéo, obtida utilizando
essencialmente o computador, foi
anunciada por Joel Hass e Roger
Schlafly em 16 de Agosto de 1995
durante o Math Festival de Burlington
(nos EUA).

Foram obtidas imagens muito interes-
santes das duplas bolas por John
Sullivan no Geometry Center da
Universidade do Minnesota em
Minneapolis, um centro encerrado em
1998.

Faltava uma demonstragéo da configu-
ragdo de duas bolas de volume de ar
diferente. O problema consiste em
provar que duas bolas de sabdo que
se tocam, formardo uma configuragéo
do tipo da imagem computorizada
realizada por Sullivan. As equagdes
que permitem modelar as superficies
minimais e as bolas de sab&o s&o de
tipo néo linear, ou seja complicadas.
Né&o séo faceis de tratar e essa é a
razéo pela qual alguns matematicos
ganharam a medalha Fields (equivalen-
te ao Nobel) trabalhando com superfi-
cies minimais.

Ha poucos meses, Michael Hutchings,
Frank Morgan, Manuel Ritoré e Antonio
Ros anunciaram ter demonstrado que a
configuragéo de duas bolas (a chamada
“dupla bola™) tal como aparece nas
imagens de Sullivan é efectivamente a
que tem a propriedade de minimo. No
sentido de que se se formam dois
volumes de ar em duas duas bolas de
sab&o que se tocam, elas assumirdo
uma configuragéo que consiste em trés
superficies: as duas bolas iniciais
truncadas pela parte comum e a
superficie que as separa. Esta superfi-
cie é curva excepto no caso em que 0s
dois volumes de ar sejam iguais.

figura 3

Neste caso, a parede que separa as
duas bolas sera plana.

Esta configuragao ¢é a Unica configura-
¢&o que tem a drea minima superficial
global em relagéo a qualquer outra
configuragéo formada pelas duas
bolas (do tipo da bola “néo standard”
de Sullivan). ="

O artigo “Proof of the Double Conjec-
ture” esté na Internet desde 15 de
Margo de 2000.

Pode consultar-se no sitio: http://
www.williams.edu/Mathematics/
fmorgan/ann.html.

£

Ano Mundial da Matematica 24



As imagens de Sullivan encontram-se
em: http://www.math.uiuc.edu/~jms/
Images. Outras imagens encontram-
se em: http://www.msri.org/
publications/sgp/jim/geom/cmc/
library/double/index.html.
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As primeiras tentativas para utilizar a
computagéo grafica na geometria e na
matemaética foram levadas a cabo em
fins dos anos Sessenta quando um
especialista em informéatica, Michael
Noll, concebeu um programa de
animagéo de um hipercubo. Tratava-
se de recorrer as vérias possibilidades
de projecgéo de um cubo a quatro
dimensdes num espago a trés dimen-
sbes e de com um plotter imprimir em
papel e em sequéncia as diferentes
imagens: a técnica dos desenhos
animados (fig. 4).

A ideia foi mais tarde retomada por
Thomas Banchoff e Charles Strauss,
da Brown University, em Providence,
nos Estados Unidos. Foram entéo
realizados os primeiros filmes de
superficies geométricas em evolugao
no espago utilizando a técnica da
animag&o computorizada. Em particu-
lar o filme Hypercube: projecting and
slicing, de1976, mostrava uma
sequéncia continua das diversas
projecgdes do hipercubo. Era possi-
vel assim ver o hipercubo mover-se
no espaco. O filme provocou uma
grande impresséo ao ser projectado
no congresso mundial de matematica
de Toquio, em 1978. Se ja se conhe-
cia muita coisa do objecto geométrico
hipercubo, a possibilidade de ver no
ecré de um computador esse objecto
em movimento permitia pela primeira
vez investigar as suas propriedades,
por meio de uma experimentagéo em
tudo semelhante & das outras ciénci-
as. Um poderoso meio de investiga-
géo, capaz por outro lado de fornecer
imagens muito sugestivas. Poucos .
anos depois, 0 mesmo Thomas
Banchoff, com outros colegas da
Brown University, realizou a animagéo
em computador da esfera a quatro
dimensoes (fig. 5).

Tornava-se realidade o sonho de
Quadrado, o protagonista do romance
Flatland (*O Mundo Plano”), escrito
por A. Abbot em 1884, de ver os
objectos do espago a quatro dimen-
sbes.
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Surfaces Beyond the Third Dimension:

ey
Qawmm 0 &

Gallery View

To get a closer look, click on a wall that you would like to view.
(The materials available for the items outlines in gold are more extensive.)

To get a closer look, click on a picture that you would like to view. Click on the floor to
get the floor plan again, and click on the left or right to view an adjacent wall,

/

figura 5
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Abbot conta as desventuras de um
ser bidimensional, o Quadrado, que a
determinada altura descobre a terceira
dimenséo, transformando-se num
cubo e que chega a por a hipétese de
objectos a quatro dimensdes.

Sé poucos anos antes tinham surgido
em trabalhos de matematicos imagens
de sdlidos quadridimensionais.

Not Knot:

Visual Mathematics

Depois dos primeiros ensaios dos
anos Setenta verificou-se um notavel
incremento na utilizagdo da computa-
¢éo grafica em matematica; o que
determinou o desenvolvimento de um
sector especifico da matematica que
podemos designar por Visual
Mathematics.

Not Knot is a guided tour into computer-animated hyperbolic space. It proceeds from the world
of knots to their complementary spaces -- what’s not a knot. Profound theorems of recent
mathematics show that most known complements carry the structure of hyperbolic geometry, a
geometry in which the sum of three angles of a triangle always is less than 180 degrees.

Audience: Mathematics students, particularly advanced undergraduates and

graduate students.
Distributed by: A. K. Peters.

A number of still images from Not Knot are available from the Geometry Center Graphics

Archive,

Up: Video Productions

Eﬁ! The Geometry Center Home Page
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figura 6

Sphere turning inside out (overhead view)

This image is the centerfold of Making Waves, a full-color 48-page book that accompanies

Outside In.

Next: Movie Clips and Interactive Graphics
Up: Introduction

E‘;K" 8| The Geometry Center Home Page
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N&o se trata apenas, como se poderia
pensar, em tornar visiveis, ou seja
visualizar, fenémenos bem conhecidos
por meio de instrumentos gréficos,
mas antes de utilizar instrumentos
visuais para conseguir formar uma
ideia de problemas ainda em aberto na
investigagdo matematica. Thomas
Banchoff e Charles Strauss tiveram a
ideia de recorrer a animag&o de
gréficos em computador para investi-
gar visualmente as propriedades
geomeétricas e topolégicas de superfi-
cies tri e tetra-dimensionais. Esta
utilizagdo do computador em matema-
tica era nova. Tornava possivel
construir uma superficie num terminal
video e assim imprimir-lhe movimento
e transformé-la para estudar melhor
as suas propriedades. Mais do que
funcionarem como um apoio & intui-
¢&o, os computadores tornam-se
instrumentos essenciais para a
construgao de modelos. A medida
que instrumentos e programas de
computador se tornavam mais sofisti-
cados, iam também aumentando a
profundidade e a importancia das
aplicagdes da computagéo gréfica aos
problemas matematicos.

Em Outubro de 1992, realizou-se,
também no MSRI de Berkeley, um
congresso. O tema era A
Visualizagédo das Estruturas Geométri-
cas. Em todas as conferéncias se
utilizava uma workstation que permitia
mostrar em tempo real os resultados
gréficos obtidos no estudo de deter-
minados problemas geométricos.
Naturalmente, ndo era possivel
fornecer um demonstragao analitica
de todas as solugbes gréficas conse-
guidas.

Alguns anos antes, em 1987, nascia
na Universidade do Minnesota, em
Minneapolis, o Geometry
Supercomputer Project destinado a
por a disposigéo dos melhores
matematicos do mundo grandes
computadores com elevadas capaci-
dades gréficas para resolver proble-
mas de interesse relevante.

No &mbito do Geometry Project foram
realizados, entre outros, trés filmes de
animag&o computorizada: Not Knot,
no qual séo estudados os espagos
complementares de um nd; Inside
Out, que vira do avesso uma esfera;
The Shape of Space, sobre a forma
do espago onde julgamos viver.
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Os filmes foram realizados por um
grupo de matematicos e de informati-
cos. Em Agosto de 1999, o
Geometry Center foi encerrado por os
financiadores né&o se sentirem satisfei-
tos com os resultados econdmicos
conseguidos!

Muitos daqueles que contribuiram
para a sua realizagdo mudaram-se
para outros sitios, desde o MSRI de
Berkeley, ao NCSA em Urbana e &
Universidade Técnica de Berlim.

Em 1995, tinha-se realizado em Berlim
um workshop internacional sobre
Visualization and Mathematics, cujas
actas foram publicadas em 1997.
Neste mesmo ano, realizou-se um
novo workshop, também em Berlim e
também sobre o mesmo tema. E é
esta a razéo de escolha de Berlim
para a organizacgéo do VideoMath
Festival de 1998, o primeiro em
absoluto do género: Berlim tornou-se
na nova capital da matematica anima-
da em computador.

Filmes de Matemadtica

O congresso mundial de matematica
que se realiza de quatro em quatro
anos serve de palco ao mais alto e
ambicionado reconhecimento manifes-
tado aos mateméticos que se distin-
guiram na investigagéo. O dltimo
congresso teve lugar em Berlim de 18
a 27 de Agosto de 1998. Além das
variadissimas conferéncias plenarias e
das dezenas de conferéncias dos
oradores convidados, nas quais 0s
matematicos tentaram n&o so fazer o
ponto sobre as investigagdes efectua-
das, mas sobretudo delinear as
orientag6es da investigagéo para o
futuro, havia uma novidade: um
festival de cinema matematico, o
VideoMath Festival, organizado por
Konrad Polthier, da Universidade
Técnica de Berlim, sede do congresso
mundial, e Hans-Christian Hege,
especialista em computagéo gréfica.

Quatro noites de projecgdes num
grande cinema do centro da cidade —
iniciando-se cada uma delas com um
genérico realizado para a ocasiéo,
como convém a um verdadeiro
festival. A ideia tinha nascido um ano
antes quando foi langado um concurso
a nivel mundial destinado a reunir vi-
deos matematicos para uma selecgéo.

£
Ano Mundial da Matematica

figura 8

Foram enviados mais de cem traba-
lhos, dos quais foram seleccionados
vinte e quatro. Os videos selecciona-
dos foram reunidos numa cassete
video distribuida pela Springer. O
sucesso conseguido por esta cassete
foi tal que esta editora alema decidiu
criar uma colecgéo de cassetes video
de matemaética, tendo os primeiros
titulos aparecido durante 2000. Uma
iniciativa analoga decorre no congres-
so europeu de matemética em
Barcelona e realizar-se-&4 no proximo
congresso mundial de matemética, em
Pequim, no ano 2002.

Os videos seleccionados incluiam,
além do jé referido Inside Out (que
além disso foi o vencedor do prémio
do Festival), videos realizados em
diversos paises do mundo utilizando
técnicas de computagéo grafica mas
também técnicas tradicionais. Dedi-
cou-se um vasto espago a simulagéo,
desde ver como se fazem os testes
de aderéncia ao piso de um automével
(o famoso teste de slalom que o novo
modelo da Mercedes néo tinha
superado) até como se constrdi um
oito-voador fantéstico no qual os
passageiros viajam de cabeca para
baixo. O famosissimo matematico
alemao que forneceu o modelo para a
curva do oito-voador explicou que
para evitar danos indesejéveis aos
passageiros a curva devia ser suave
(regular, dizem os matematicos) e por
isso utilizava uma clirva do (tipo de

um polinébmio de) terceiro grau. E
ainda se diz que a algebra néo serve
para nada! Alguns videos eram de
imagens matematicas sublinhadas
apenas por um comentério musical,
tipo Mandelbloom, rosas fractais que
se reproduziam até ao infinito. Havia
também lugar para as bolas de sab&o,
quer realizadas em computador, quer
reais. No fim de cada projecgéo, o
publico que tinha pago bilhete para
entrar podia votar no seu video
preferido; foi este o processo de
nomeagéo do vencedor.

Matemdtica e arte

Naturalmente, os artistas também néo
podiam ficar indiferentes as novas
imagens e formas que os mateméti-
cos estavam a criar. O proprio facto
de cada vez mais se realizarem em
todo o mundo novos encontros sobre
“Matemética e Arte” é prova disso.
S6 em 2000, havera encontros de
matematica e arte nos EUA, em
Portugal, em Franga e em ltalia.

Jéa em 1993, no proprio.ano da
publicagéo do artigo da Scientific
American, a MIT Press publicava um
volume intitulado The Visual Mind: Art
and Mathematics dedicado as rela-
¢Oes que se estabeleceram entre
artistas e as novas imagens criadas
pelos mateméticos. Nesse volume
incluiam-se artigos escritos por
matematicos e também por artistas e
historiadores de arte.
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Dado o grande interesse despertado
por esta obra, quer nos meios cientifi-
cos quer entre os artistas, encontra-
se ja em preparagéo na editora MIT
Press um segundo volume que saira
no ano 2002. Na capa do livro da MIT
Press de 1993 via-se uma obra do
famoso artista suico Max Bill, desapa-
recido em 1996. O primeiro artigo era
constituido pela reimpresséo de um
artigo seu de 1949 dedicado a
abordagem matematica da arte.
Escrevia Bill:

[...] a mateméatica ndo é apenas um
dos meios de pensamento prima-
rio, e portanto, um dos recursos
necessarios para o conhecimento
da realidade circundante, mas tam-
bém, nos seus elementos funda-
mentais, uma ciéncia das propor-
¢oes, do comportamento objecto a
objecto, grupo a grupo, movimento
amovimento. E j& que esta ciéncia
possui em si tais elementos funda-
mentais e estabelece entre eles
relagdes significativas, é natural que
factos semelhantes possam ser
representados, transformados em
imagens.L...]

Além disso, estas representagdes
matematicas, estes casos limite em
que a matematica se manifesta
plasticamente, possuem indiscutivel-
mente um efeito estético, acrescenta
Bill.

Vale a pena lembrar estas palavras
para ndo dar a impresséo que a arte,
assim como a matematica, esteja
reduzida a meras operagdes mais ou
menos sofisticadas com a computa-
céo gréfica. A computagéo grafica é
um instrumento importantissimo, tanto
no campo cientifico como artistico; um
novo e poderoso instrumento que néo
elimina no entanto os demais instru-
mentos & disposicédo dos cientistas e
dos artistas. O primado continua a
pertencer a capacidade criativa do*
Homem. Nenhuma méquina conse-
guiré alguma vez substituir esta
capacidade singular.
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género topoldgico 1", computagéo grafi-
ca a partir das equacdes de C. Costa,
1985. © Hoffman, Meeks, Hoffman.
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em Urbana Champaign, 1995 © J.
Sullivan.
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do que a configuragéo standard. Simula-
¢éo no computador de John Sullivan,
Universidade de lllinois em Urbana
Champaign, 1995 © J. Sullivan.

(4) Quatro das projecgdes possiveis de um
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de 1998, foi incluido no video VideoMath
Festival at ICM'98, Springer, 1999.

(9) Capado livro: M. Emmer, ed., The Visual
Mind: art and mathematics, MIT Press,
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Enderegos relativos a Thomas Banchoff

home page:

http://www.math.brown.edu/~banchoff

ver também:

http://www.geom.umn.edu/~banchoff/

e ainda:

http://www.geom.umn.edu/~banchoff/
projects.html

Enderego relativo a D. Hoffman

http://www.msri.org/publications/sgp/SGP/
indexc.html

Enderegos relativos ao Geometry Center:

principal:

http://www.geom.umn.edu/

videos disponiveis:

http://www.geom.umn.edu/video

download do Geomview, programa de
visualizagéo 3D para Linux
http://www.geomview.org/

Enderecos relativos a Konrad Polthier

home page:

http://www-sfb288.math.tu-berlin.de/
~konrad/

videos:

http://www-sfb288.math.tu-berlin.de/
~konrad/video.html

Enderego relativo ao VideoMath festival

http://www-sfb288.math.tu-berlin.de/
VideoMath/
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Nota da redacgo: as imagens de John

Sullivan foram obtidas por download da
web com autorizagéo do autor.
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