Cinco problemas

Cinco problemas da histéria da matematica no séc. XX

No final de 1999, a redaccéo da Educagéo e Matematica decidiu dedicar as capas dos cinco nimeros da revista, a publicar no
ano 2000, Ano Mundial da Matematica, a cinco problemas ou teoremas importantes que tivessem sido resolvidos ou
demonstrados durante o dltimo século. Os problemas escolhidos foram: a conjectura de Kepler sobre os empilhamentos de
esferas, o (ltimo teorema de Fermat, a conjectura do fole, o teorema das quatro cores e o 3° problema de Hilbert. Seguem-
se artigos curtos relativos aos cinco resultados. Agradecemos aos colegas que aceitaram o desafio de comprimir em poucas
palavras histdrias que duraram séculos...

A conjectura de Kepler

Introduzindo a conjectura

Foi no ano de 1611 que Kepler

enunciou uma famosa conjectura que
¢ hoje denominada por conjectura de
Kepler. O famoso enunciado resistiu
durante séculos as inimeras tentati-
vas para o estabelecer pela via
demonstrativa. A conjectura estabele-
ce um facto que desde muito cedo se
considerou mais ou menos evidente,
designadamente: se se pretender
empilhar esferas no espago (todas de

raio igual a uma unidade) néo é

possivel fazé-lo e desperdigar menos
espaco que quando se distribuem
essas esferas como no empilhamento

cuibico de faces centradas (fig. 1.

figura1. Empilhamento cubico
de faces centradas.

Embora Kepler tenha formulado a sua
conjectura, néo foi ele quem inicial-
mente se dedicou ao estudo deste
problema. Os primeiros de tais
estudos devem-se a T. Harriot.
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Harriot, enquanto assistente de Sir
Tomas Raleigh, foi incumbido por este
de determinar formulas que permitis-
sem determinar o nimero de balas de
canh&o que se podiam arrumar em
empilhamentos regulares de diferen-
tes tipos. Ele estudou exaustivamente
o problema e, curiosamente, na
sequéncia dos seus estudos foi
conduzido a um tridngulo, conhecido
como tridngulo de Harriot (fig. 2), que
é uma vers&o do famoso teorema de
Pascal, s6 que obtido muito antes do
de Pascal.

O modo como estes resultados de
Harriot chegaram ao conhecimento de
Kepler é também curioso. Nem Kepler
estava interessado inicialmente no
estudo matematico do problema, nem
Harriot procurou dar a conhecer-lhe
esses resultados pelo seu valor
matematico intrinseco.

Nos primeiros anos do séc. XVII,
Harriot e Kepler trocavam correspon-
déncia acerca da natureza da matéria.
Kepler era um partidério de que os
fendmenos naturais resultavam de
conflitos de contrérios, por exemplo,
Kepler explicava os fenémenos de
reflexéo e refracgao da luz como uma
consequéncia da competigéo entre as
propriedades de transparéncia e
opacidade. Harriot ndo partilhava nem
de perto esta convicgao, alids e a
propésito, tera escrito numa das suas
cartas para Kepler o seguinte:

figura 2. O triangulo de Harriot

[...] se essas assumpgdes e expli-
cagbes o satisfazem, bem... fico
surpreendido.

As explicagdes de Harriot, relativa-
mente aos fenémenos naturais,
assentavam na teoria atomista de
Democrito. A matéria € composta por
atomos arranjados no espago e é o
modo como esses atomos se dis-
pdem que determina as propriedades
de cada substéancia. Foram os seus
estudos sobre a reflexdo e refracgéo
da luz, que apresentaram a Kepler a
problemética da disposicdo de esferas
no espacgo (os 4tomos eram supostos
indivisiveis e com a forma de peque-
nas esferas).

Kepler foi certamente sensivel as
explicagdes de Harriot.
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O facto é que em 1611, publicou um
ensaio onde explorava diversas
consequéncias de uma teoria da
matéria composta por pequenas
esferas. Foi precisamente nesse
ensaio que Kepler, pela primeira vez,
formulou a sua conjectura.

Interltadio

O problema foi conhecendo ao longo
do tempo algumas versdes, muitas
delas constituindo problemas aparen-
temente mais simples, pelos quais os
matematicos se foram interessando,
na esperanga de que a sua solucéo,
trouxesse alguma intuicdo sobre o
modo como demonstrar a conjectura
de Kepler. Um desses problemas foi
objecto de debate entre Isaac Newton
e David Gregory. O problema consis-
tia em determinar qual o nimero
méaximo de esferas que se podem
agrupar de modo a todas tocarem
uma esfera previamente dada.
Newton defendia que esse nimero
era de 12, enquanto que Gregory
defendia que em certos casos podiam
ser 13.

Newton estava correcto mas a
primeira demonstracéo deste facto sé
surgiu em 1953 por B. L. van der
Waerden e por Schiite. Aparentemen-
te a resolugéo do problema de
Newton/Gregory néo tem relagéo
evidente com a conjectura de Kepler,
no entanto, em 1953, L. Fejes Toth,
concebeu uma estratégia para de-
monstrar a conjectura de Kepler em
que um dos passos & inspirado na
demonstrag@o de van der Waerden e
Schite.

O anélogo a conjectura de Kepler para
duas dimensdes, estabelecendo que a
forma mais eficiente de arrumar
discos no plano corresponde a
disposicéo em rede hexagonal, foi
demonstrada por Thue, em 1892.
Depois desta demonstragao outras
surgiram, uma delas chegando a
estabelecer uma generalizagéo da

" conjectura a espagos ndo euclidianos.

A demonstragéo da conjectura de
Kepler pareceu de tal modo um
problema fascinante que levou Hilbert
a inclui-lo na sua famosa lista de
problemas apresentada em 1900.
Tratava-se do 18° problema dessa
lista. Milnor, num comentario ao 18°
problema de Hilbert, chegou a escre-
ver:

Isto (o facto de ndo se conseguir
demonstrar a conjectura de Kepler)
é uma situacdo escandalosa, uma
vez que aresposta(presumivelmen-
te) correcta é conhecida desde o
tempo de Gauss.

A solugao

A demonstragédo da conjectura de
Kepler parece ter sido finalmente
obtida por Thomas Hales em 1998. A
estratégia é fortemente apoiada numa
redugédo da complexidade do proble-
ma sugerida por L. Fejes Toth, atrés
referida, e que relaciona a resolugéo
deste problema com o problema de
Gregory/Newton. A demonstragéo de
Hales faz uso intensivo do computa-
dor. A razéo pela qual a conjectura
resistiu durante tanto tempo a sua
demonstragéo é porque inicialmente
se tratava de um problema de optimi-

zagdo num numero finito de variaveis.
Apesar de ser uma simplificagéo, a
reducéo de Téth, ainda obriga a
resolver um problema de optimizagéo
em 150 variaveis, facto este que
torna o problema exasperante do
ponto de vista combinatério. Sé para
se ter uma ideia, a resolugéo deste
problema simplificado envolve a
anélise de 5000 mapas planos. A
classificagéo destes 5000 casos foi
feita com recurso a rotinas computa-
cionais.

Pode agora compreender-se melhor a
expressdo: a demonstracdo da
conjectura de Kepler parece finalmen-
te ter sido obtida. E de facto muito
dificil convencer alguém, que se
encontre perante gigabytes de
codigo, que esses gigabytes consti-
tuem uma demonstragéo de uma
conjectura.

Resta-nos esperar que esta demons-
tragéo combinatério/computacional
envolvendo a consideragéo de 5000
subcasos, descritos por um algoritmo
computacional como sendo os
relevantes para a resolugéo do
problema, possa ser no futuro
substituida por uma outra que possa
realmente tocar o espirito humano.
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O altimo teorema de Fermat

A capa da revista da APM de Julho
apresenta uma superficie que nos
dizem estar relacionada com o
teorema de Fermat. Afinal o que é o
teorema de Fermat? E a afirmagéo:
Para todo o n>3 néo existem
ndmeros naturais a, b, c tais que

a +b"=c".

Esta afirmagéo foi escrita por Fermat
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(1601-1665) na sua copia do tratado
de aritmética de Diofanto.

Ao lado da passagem que apresenta-
va as solugbes naturais da equagéo

x? +y? = 7 (ou seja a forma geral de
todos os ternos pitagéricos) Fermat
escreveu que para n= 3 ndo existiam
tais solugdes e acrescentou (em latim)
"Tenho uma demonstragdo admiravel

mas esta margem é demasiado
pequena para a conter".

No entanto Fermat néo apresentou
nunca a demonstracédo desta afirma-
¢&o que ficou conhecida como o
ultimo teorema de Fermat. Em rigor
dever-se-ia chamar a conjectura de
Fermat dado que s6 em 1994 foi
demonstrada.
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Este problema capturou a o
imaginagado de muitos e as
tentativas de demonstragéo
levaram a grandes avangos no
conhecimento da Matemética.
Para saber os detalhes (por
vezes quase romanescos) da
longa histdria desta conjectura
aconselha-se a leitura do i
belissimo livro de Simon Singh'.

Ainda hoje se discute se Fermat
teria de facto uma demonstra-
¢éo. O que é indiscutivel é que
Fermat ndo podia ter feito a
demonstragao apresentada por —
Andrew Wiles durante os anos
90. De facto o que Wiles
demonstrou (parcialmente) foi a
conjectura de Taniyama-

Shimura formulada sé nos anos
50, da qual decorre o teorema -1
de Fermat.

Andrew Wiles é um matemético
inglés estabelecido nos Estados
Unidos e especialista em
Geometria Aritmética, o ramo
da matemética que aborda a
teoria de numeros usando
técnicas geométricas. Mais
concretamente Wiles € um
especialista em curvas elipticas.
As curvas elipticas s&o todas as
curvas definidas no plano por uma
equagao polinomial do 3° grau a duas
incognitas e uma curva eliptica diz-se
racional se os coeficientes desta
equagéo forem nimeros racionais.
Uma classe importante destas curvas
é a formada pelas curvas definidas por
y2': ax® + bx® +cx+d com a#0, a,
b c e d nimeros racionais e onde o
polinémio ax® + bx® +cx +d tem trés
raizes distintas (reais ou n&o).

]

A conjectura de Taniyama-Shimura
diz que cada curva eliptica racional
esté associada a uma forma modular
(abreviadamente, é modulan. As
formas modulares sdo objectos -
analiticos que aparentemente nada
tém a ver com geometria. Muito
imprecisamente as formas modulares
s&o fungdes complexas definidas por
séries de poténcias e que tém muitas
simetrias. A conjectura foi formulada
pelo matemético japonés Taniyama,
depois de ter conseguido associar a
algumas curvas elipticas uma forma
modular. Mais tarde o seu amigo
Goto Shimura mostrou que a cada
forma modular estava associada uma
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y2 = x(x + Dx* -4

curva eliptica racional. No
entanto o problema de saber
se cada curva eliptica racional
era modular permaneceu em
aberto.

\\

Nos anos 80 o matemético
aleméo G. Frey, estudando
curvas elipticas com coeficien-
tes inteiros, considerou as
curvas (chamadas posterior-
mente curvas de Frey) defini-
das por y? = x(x—a")x+b")
obtidas a partir de uma
hipotética solugéo inteira de
a'+b"=c", paran>2. 56
existiria uma destas curvas se
a conjectura de Fermat néo
fosse verdade. Frey verificou
que estas curvas, se existis-
sem, teriam propriedades
estranhas, diferentes de
outras curvas elipticas. Em
1984, num congresso em
Oberwolfach, apresentando os
seus resultados, conjecturou
que estas curvas ndo eram
modulares. O americano Ken
Ribet, que estava na audién-
cia, comegou a trabalhar nesta
conjectura tendo-a finalmente
demonstrado em 1986.

O sonho de infancia de Wiles
tinha sido demonstrar o teorema de
Fermat. Crescendo tinha abandonado
esse sonho e tinha-se dedicado as
curvas elipticas. Quando Wiles ouviu
falar do resultado de Ribet viu uma
estrada para realizar o seu sonho.
Abandonando todos os outros
projectos, durante sete anos dedica-
se a conjectura de Taniyama-Shimura
e finalmente em Junho de 1993, em
Cambridge, apresenta a demonstra-
¢ao da conjectura para uma grande
classe de curvas elipticas racionais,
que incluia as curvas de Frey se
existissem. Como Ribet tinha mostra-
do que as curvas de Frey, se existis-
sem, ndo eram modulares, concluia-se
que as curvas de Frey néo existiam e
portanto também nédo existiam
solugbes inteiras das equacdes
a"+b"=c", paran> 2, tal como
Fermat tinha afirmado.

Durante os meses seguintes a
demonstragéo foi verificada por vérios
especialistas, mas foi descoberta uma
falha. A demonstragéo continuava
vélida para uma,grande classe de
curvas elipticas que, no entanto, nao

incluia as curvas de Frey. Portanto o
resultado de Wiles, embora continuan-
do a ser importante, ndo demonstrava
o teorema de Fermat.

Wiles tornou a concentrar-se no
problema. Com o auxilio do seu antigo
aluno Richard Taylor conseguiu
demonstrar em Setembro de 1994 o
resultado para a classe de curvas
elipticas que incluiria a curva de Frey,
fechando assim finalmente a saga do
Teorema de Fermat.

A demonstrag&o é muito longa tendo
sido publicada em dois artigos?. Utiliza
técnicas sofisticadas de vérias éreas
da Matematica e, dada a sua comple-
xidade, possivelmente s6 ha 20 ou 30
matematicos no mundo capazes de a
entender completamente.

A demonstragéo de Wiles encerrou
um capitulo na Histéria da Matemética
mas talvez seja ainda mais importante
por ser o comego de um novo e
excitante capitulo. Deu um novo
animo ao estudo da conjectura de
Taniyama-Shimura, que foi finalmente
demonstrada em 1999 para todas as
curvas elipticas por C. Breuil, F.
Diamond, B. Conrad e R. Taylor. Por
seu lado a conjectura (agora teorema)
de Taniyama-Shimura é a primeira
pedra solida de uma vasta teoria,
conhecida como o programa de
Langlands, proposta nos anos 60 pelo
matematico canadiano Robert
Langlands. Essencialmente o progra-
ma de Langlands é a procura de
unificagéo de varias teorias matemati-
cas, nao muito diferente da procura de
teorias unificadoras em Fisica.

S6 nos resta esperar que este novo
capitulo ndo leve tanto tempo a ser
concluido como o anterior.
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A conjectura do fole

Se considerarmos poligonos construi-
dos de tal modo que os lados sejam
feitos de um material rigido, mas tais
que os vértices sejam articulados
entdo, nao é dificil verificar que todos
os poligonos se podem deformar
(mantendo os lados inalterados) com
uma Unica excepgéo: a do triangulo.
Este facto simples ajudou a suportar
durante muitos anos a convicgdo de
que qualquer poliedro, possuindo
faces triangulares, seria rigido.

Embora a problemética da indeforma-
bilidade de sdélidos no espago remonte
a 1813, data em que Cauchy demons-
trou que todo o poliedro convexo é
indeformavel, foi ja no século XX, que
se provou a existéncia de sélidos de
faces triangulares flexiveis e se
provou a denominada conjectura do
fole (bellows conjecture), estabelecen-
do que o volume de um poliedro
flexivel de faces triangulares permane-
ce inalterado durante qualquer defor-
magéo. (De facto é por esta razéo
que a conjectura recebe a designagéo
de conjectura do fole: de acordo com
este resultado n&o existem foles
exactos, no sentido em que, se nos
foles verdadeiros as faces néo
sofressem elas préprias deformagoes,
ent&o eles ndo conseguiriam bombear
ar — a sua funcéo).

Antes de continuarmos, importa
precisar o que se entende por defor-
magéo, neste contexto. De facto no
tipo de deformagéo que estamos a
considerar, as faces do poliedro
devem permanecer rigidas. O movi-
mento produz-se apenas ao nivel das
arestas, alterando-se apenas os
angulos entre as faces. Esta exigéncia
coloca de parte muitos exemplos que
podem vir imediatamente & ideia,
como sejam certas construgdes de
origami ou o j& referido exemplo do
fole. Em todos estes casos a forma
das faces ¢ alterada, embora ligeira-
mente, durante as deformagoes.

A primeira pessoa a ter um vislumbre
da possibilidade da existéncia de
solidos flexiveis, foi um engenheiro
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francés de nome Raoul Bricard.

. Falamos de um vislumbre na medida

em que o seu exemplo consistia de
uma figura imaginaria com faces que
se intersectavam mutuamente e que
néo podia ter correspondéncia em
nenhum objecto real. Apesar disso, o
exemplo de Bricard néo se tratou de
um mero vislumbre. Em 1970, Robert
Connelly produziu uma modificagéo do
poliedro néo convexo, imaginério, de
Bricard, construindo deste modo o
primeiro exemplo de um sélido flexivel
de faces triangulares. Esta construgéo
seria simplificada por Klaus Steffen,
produzindo o exemplo cuja planifica-
¢&o se pode ver na figura abaixo.

dobra tipo vale
dobra tipo montanha

A andlise destes exemplos sugeriu
que durante a deformagéo o volume
dos sélidos permanecia constante. De
resto esta hipotese foi testada de
modo engenhoso por Dennis Sullivan
que, depois de construir o sélido de
Steffen, introduziu fumo no seu
interior através de um pequeno
orificio, vindo a verificar que durante a
deformagéo do sélido, o fumo perma-
necia no seu interior.

Estava formulada a conjectura do fole
(uma conjectura, de resto, cujo
anélogo para duas dimensdes ¢é falso.
E bem conhecido que deformando um
rectangulo por exemplo, a respectiva
area se altera).

Finalmente, num artigo publicado na
revista Contributions to algebra and
geometry, trés matematicos: R.
Connelly, |. Sabitov e A. Walltz,
demonstraram a veracidade da
conjectura do fole.

A ideia central da demonstragéo
consistiu em relacionar o volume do
solido com o comprimento das
respectivas arestas (uma vez que
esse valor permanece inalterado, o
mesmo sucederia com o volume). A
prova de Connelly, Sabitov e Waltz, é
essencialmente algébrica. Eles

demonstraram que se d,,d,,...,d, séo

os comprimentos das arestas de um
poliedro S de faces triangulares,
entéo o volume de S, denotado

volS) é algébrico sobre ZId?,..d71, o
que em termos simples, significa que
existe um polindmio com coeficientes
que s8o combinagbes algébricas de

d?,..d? e de nimeros inteiros, de que
volS) é uma raiz.

Claro que, do ponto de vista tedrico,
um polinémio pode ter vérias solugbes
mas, como as raizes séo pontos
isolados, o volume na deformagéo néo
pode saltar de um valor para outro, ja
que a deformacgéo, sendo continua, a
alterar o volume do sdlido teria que
produzir uma alteragéo igualmente
continua.

Nas palavras de lan Stewart, é
interessante que mais um teorema
matemaético tenha nascido a partir da
manipulagéo de alguns modelos de
cartéo.
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O Teorema das Quatro Cores (T4C)

Em 23 de Outubro de 1852 De
Morgan, professor do University
College, em Londres, recebia de um
aluno, Frederick Guthrie, o enunciado
do Problema (ou Conjectura) das
Quatro Cores. O autor da questéo
tinha sido o irm&o do aluno, Francis, a
quem o problema ocorrera quando
coloria um mapa de Inglaterra. Quatro
cores bastam para pintar um mapa
plano de forma a que dois paises

vizinhos néo partilhem a mesma cor.
Paises que sé se tocam num ponto

n&o séo considerados vizinhos. Por
exemplo, se num tabuleiro de xadrez
cada casa representar uma nagéo, a
coloragéo habitual alternada preto/
branco mostra que duas cores bastam
neste caso. Mas a figura abaixo prova
que, as vezes, quatro cores s&o
mesmo necessarias ja que a zona 1
tem trés vizinhos.

No lugar de areas planas, revelou-se

mais proveitoso usar grafos, de cuja

teoria relembramos os conceitos mais
basicos antes de avancgar®.

Um grafo é um par G = (V,A) onde V
(vértices de G) é um conjunto finito e
A (arestas de G) é uma familia finita
de pares néo ordenados de elementos
de V. Numa aresta a = {u,v} diz-se que

u e vsao as extremidades de a. Uma

aresta {u,v} em que u = vchama-se

lacete. Se um grafo contém duas

arestas com 0s mesmos elementos,
estas dizem-se arestas paralelas. Um
grafo que ndo contenha lacetes nem
arestas paralelas diz-se simples. Ha
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grafo a um mapa. A cada regido
corresponde um vértice, e dois
vértices séo adjacentes, isto &,
definem uma aresta, exactamente
quando as respectivas regides séo
vizinhas. Por exemplo, ao mapa
ilustrado acima corresponde o grafo

2 3

4

Grau de um vértice é o nimero de
arestas incidentes nele.

Seja G = (V, A) um grafo e V' um
subconjunto de V. Chama-se subgrafo
de G gerado por V' ao grafo (V’, A)
onde A’ é subfamilia das arestas de G
cujas extremidades estdo em V'. Uma
cadeia num grafo é uma sequéncia de
arestas, (a,b,c,...,2), tal que cada uma
tem uma extremidade comum com a
seguinte e com a anterior, excepto a
primeira, que tem uma extremidade
comum com a segunda, e a Ultima,
gue tem uma extremidade comum
com a pentltima. Um grafo diz-se
conexo se, quaisquer que sejam os
seus vértices u e v, existe uma cadeia
em G que liga u a v. Grafos planares
s8o o0s que se podem representar no
plano sem que as suas arestas se
intersectem para la dos vértices. Um
resultado que usaremos fica aqui
realgado: se G é um grafo planar
simples conexo entdo G tem um
vértice de grau no maximo 5.

O numero cromético de um grafo G é
0 menor nimero de cores necessarias
para pintar os vértices de forma a que
nenhuma aresta incida em vértices da
mesma cor. O T4C equivale entéo a
dizer que o nimero cromético de um
grafo planar (sem lacetes) &, no
méaximo, 4.

/
Em 1879 o jurista e matematico

amador inglés Alfred Kempe publicou
uma pretensa prova do T4C. O
interesse neste problema baixou, ao
pensé-lo resolvido, até que, em 1890,
Percy Heawood, matemético inglés,
mostrou que o argumento de Kempe
n&o era satisfatorio. Contudo, no
mesmo trabalho, Heawood mostrou
como o método das cadeias de
Kempe podia ser utilizado na prova do
T5C. E essa demonstragéo que
apresentaremos, na linguagem da
teoria dos grafos. Vamos usar
Indugéo Matematica em v, o nimero
de vértices do grafo. Se v é menor ou
igual a 5, o resultado é ébvio. Supo-
nhamos que vale também para v=n e
seja G=(V, A) um grafo planar com
n+1 vértices. Como realgdmos atrés,
G tem um vértice de grau no maximo
5, seja u um tal vértice.

Seja G' o subgrafo de G gerado por
V-{u}. Tem-se que G’ é um grafo
planar com n vértices, logo, por
hipétese de inducéo, o seu nimero
cromatico é no maximo 5.

Caso 1. A coloragéo dos vizinhos de u
em G usa menos do que cinco cores.
Neste caso sobra pelo menos uma
cor para pintar u. E assim temos uma
coloragdo de G com cinco cores.

Caso 2. A coloragéo dos vizinhos de u
em G usa cinco cores. Neste caso o
grau de uem G é cinco.

Sejam os vizinhos de u em G repre-
sentados por v, x, y, z, w, e as
respectivas cores numeradas de um a
cinco.

w,5

24

Podemos colorir todos os vértices de
G com cinco cores da forma seguinte.
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Consideremos todas as cadeias que
partem de ve alternam as cores 1 e
3y

Caso 2.1. Nenhuma destas cadeias
termina em y.

w,5

2,4

Nesta situagéo podemos trocar entre

si as cores 1 e 3 nas cadeias conside-
radas, ficando a cor 3 disponivel para

colorir u.

Caso 2.2. Uma destas cadeias
termina em y.

3

v,1

Agora, como o grafo é planar, nenhu-
ma cadeia que nasga em x e que
alterne as cores 2 e 4 pode cruzar a
cadeia marcada na figura acima.
Portanto podemos, a semelhanca do
que fizemos no Caso 2.1, trocar entre

si as cores 2 e 4 em todas as cadeias
que partam de x e alternem as cores 2
e 4, libertando assim a cor 2 para u.

A demonstragéo esta terminada.

Método semelhante foi utilizado por
Kempe na sua tentativa de demons-
tragéo do T4C. Pegar num grafo G e
mostrar que qualquer grafo que o

* contenha, se for colorido com cinco

cores, sendo uma cor usada num
dnico vértice, que também esta em G,
pode ser recolorido com quatro cores,
como Kempe tentou, pode aplicar-se
a algumas configuragdes, ditas
reductiveis, mas nado funciona com
todas, por exemplo néo se pode
aplicar as duas seguintes:

Prova-se que qualquer contra-exem-
plo minimal para o T4C, isto é,
qualquer grafo com ndmero cromético
igual a cinco, que seja minimal no
nimero de vértices, contém uma das
formas acima como subgrafos. Trata-
se de uma familia inevitavel (com dois
elementos). Em geral uma familia de
grafos diz-se inevitavel se qualquer
contra-exemplo minimal do T4C
contiver necessariamente um elemen-

to da familia. Para demonstrar o T4C
precisamos entéo de arranjar uma
familia inevitavel composta por grafos
reductiveis. Foi exactamente isto que
Appel, matematico americano, e
Haken, matemaético alemao, trabalhan-
do em Urbana, nos EUA, consegui-
ram, com a ajuda de um computador
IBM 360. A familia inevitavel utilizada
tinha perto de 2000 elementos, a
prova nao pode ser inspeccionada por
um ser humano, é demasiado longa.
Trata-se do primeiro exemplo de uma
demonstragéo cuja validade néo pode
ser aferida pelos colegas dos autores.
Em 1994 uma prova simplificada da
autoria dos matematicos americanos
Paul Seymour, Neil Robertson, Daniel
Sanders e Robin Thomas foi anuncia-
da®. A respectiva familia inevitavel
contém somente 633 elementos, e os
algoritmos utilizados s&o mais eficien-
tes. Contudo, a colaboragéo do
computador € ainda necessaria.
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O terceiro problema de Hilbert

Eduardo Veloso

Fez 100 anos em 8 de Agosto passa-
do que David Hilbert proferiu a confe-
réncia famosa em que enunciou 23
problemas que iriam influenciar, na
sua perspectiva, a histéria da matema-
tica no séc. XX. Disse Hilbert aos
seus colegas mateméticos:

Qual de nds ndo gostaria de levan-
tar o véu atrés do qual o futuro esté
escondido, de langar um olhar so-

8
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bre os avangos da nossa ciéncia e
sobre os segredos do seu desen-
volvimento nos séculos futuros?
Quais serdo os objectivos especifi-
cos que procurargo atingir os mais
agudos espiritos matematicos das
futuras geragbes? Que novos mé-
todos e factos serdo desvendados,
no amplo e rico dgminio da matema-
tica, nos préximos séculos?

David Hilbert, 1900

7
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Dos 23 problemas, o terceiro é
considerado o mais elementar e foi
logo resolvido no mesmo ano de
1900. A sua solugéo revela uma
diferenca essencial de comportamen-
to relativamente a certas propriedades
dos objectos geométricos — érea e
volume - quando passamos da
segunda para a terceira dimenséo.
Devido a falta de espaco, aceitaremos
sem andlise as nogdes intuitivas de
area e volume que cada um de nos
tem ao ler este texto, mas promete-
mos noutra altura voltar a este
assunto importantissimo e habitual-
mente muito mal tratado no nosso
ensino basico. Comecemos pela
dimenséo dois.

O teorema de Bolyai-Gerwien

Todos nés passamos na escola bésica
pela “descoberta” da formula da area
do paralelogramo pelo método da
dissecgéo:

e ey e

v
T N~
et D¢

v
hl | <« | 5]

a

Ou seja, cortamos o paralelogramo
num numero finito de pecgas (neste
caso, em duas), juntamos as pegas
(sem ligar as suas fronteiras) de modo
a formar uma figura de area conhecida
(neste caso um rectangulo) e ficamos
assim a conhecer a area do paralelo-
gramo. Até ficamos com uma férmu-
lalll

Pelo menos desde os gregos € essa a
ideia fundamental para calcular areas
de poligonos (e apenas essas figuras
nos interessam neste texto). Diremos
que dois poligonos séo equidecom-
poniveis se é possivel cortar um deles
num ndmero finito de pegas e rear-
ranjé-las, por meio das isometrias do
plano, e sem ligar as fronteiras, de
modo a formar o outro.

Dois poligonos equidecomponiveis
tém naturalmente a mesma &rea. Sera
a reciproca verdadeira?

8
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F. Bolyai (pai de Janos Bolyai, um dos
inventores da geometria hiperbolica) e
P. Gerwien demonstraram que sim,
independentemente, nos anos trinta
do século XIX. Isto &,

Dois poligonos sdo equidecomponi-
veis se e s6 se tém a mesma drea
(teorema deBolyai-Gerwien).

Uma demonstragéo simples pode
encontrar-se no livro de Stan Wagon
referido na bibliografia.

O terceiro problema

Essencialmente, o terceiro problema
de Hilbert consiste em colocar a
questdo: existird um teorema analogo
ao de Bolyai-Gerwien para a terceira
dimens&o?

O teorema de Bolyai-Gerwien assegu-
ra-nos que dados um poligono e um
quadrado com a mesma area, posso
decompor o poligono num niimero
finito de poligonos e junta-los de
forma a obter o quadrado. Dai o
célculo das areas de poligonos poder
fazer-se, depois de aceite que sabe-
mos o que é a area de um recténgulo,
por disseccéo.

Por exemplo, esta figura mostra como
posso dissectar um tridngulo em trés
partes e junta-las de modo a formar
um recténgulo.

Se existisse um anélogo do teorema
de Bolyai-Gerwien para o espaco, isso

A escada do diabo

significaria que poderiamos encontrar
processos semelhantes de calcular
volumes de poliedros, por exemplo de
uma piramide. Ora, desde Euclides
que o célculo do volume de uma
pirdmide tinha sido sempre sido
abordado com recurso a algum tipo de
passagem ao limite, e ndo por proces-
sos finitos como aqueles que o
teorema de Bolyai-Gerwien podia
assegurar para o caso bidimensional.
Na edigéo dos Elementos de Euclides
de Heath podemos encontrar, na
proposi¢éo 5 do vol. Xll, a “escada do
diabo™, uma figura caracteristica
indicando esse processo de passa-
gem ao limite. No enunciado do
terceiro problema Hilbert refere-se
precisamente a esta demonstragéo de
Euclides e prevé que na terceira
dimenséo, para poliedros, a equivalén-
cia entre equidecomponibilidade e
igualdade de volumes néo seja
demonstravel no caso geral.

Hilbert tinha raz&o. Logo no mesmo
ano de 1900, um seu discipulo, Max
Dehn, provou que um cubo e um
tetraedro regular com o mesmo
volume néo sdo equidecomponiveis.

O plano e o espago e as correspon-
dentes nogdes de area e volume
comportam-se de modo muito diferen-
te. Essas diferengas séo por vezes
surpreendentes. O mérito de Hilbert

foi colocar claramente uma questéo e
prever correctamente a sua resposta. _
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