Em matematica, a
designagéo crescimento
de populagbes nao se
restringe a evolugéo de
conjuntos de pessoas ou
animais; pode ser
aplicada a evolucéo de
um capital, a difusdo de
boatos ou doencas, as
vendas de carros ou
outros bens, a
concentragao de uma
droga (em sentido lato)
no.sanguie ele: .

O crescima

. Francisco Silva, Gongalo Marcalo,
Marco Paulo Jesus

O termo crescimento também néo
quer dizer, necessariamente, aumen-
to; tanto pode ser utilizado como um
aumento da populagao (crescimento
positivo) ou diminuigdo da populagéo
(crescimento negativo).

Populagoes financeiras

Comegaremos por estudar o cresci-
mento de populagdes financeiras e de
entre os véarios modelos, analisaremos
0s mais importantes, isto é, os que
s&o habitualmente utilizados nas
instituicées bancarias.

Teoricamente, uma populagéo finan-
ceira pode crescer infinitamente; este
crescimento € positivo quando temos
o dinheiro no banco a render a uma
determinada taxa e é negativo quan-
do, por exemplo, pedimos um emprés-
timo bancério e neste caso o capital
esta a render negativamente. Como é
6bvio, o dinheiro sé rende até ao
momento em que ou levantamos o
dinheiro ou saldamos a divida.

Vamos comegar o nosso estudo a
partir de um capital inicial de 1000
contos, com um crescimento anual de
10%. Existem duas maneiras de
calcular o crescimento desta popula-
¢éo: o método dos juros simples e o
método dos juros compostos.

O crescimento através do juro simples
€ sempre constante, isto &, o juro é
sempre calculado a partir do capital
inicial, que no nosso exemplo é 1000
contos. Por isso, o seu crescimento
seré constante ao longo de todo o
periodo em que o dinheiro estiver
depositado, que neste caso sera de
100 contos.

A formula geral para esta situagéo é:
N=C+kCt & N=CU+kt)

em que C é o capital inicial, t & o
numero de anos e k € a taxa anual de
juros.

A férmula particular para este caso
concreto € a seguinte:

N =100001+0,10)

No caso dos juros compostos, o
crescimento é proporcional ao capital
actual. O que quer dizer que quanto
maior for a populagao inicial maior
sera o seu crescimento. Assim, no
primeiro ano, o crescimento € 100
contos, porque é 10% de 1000
contos; no segundo ano o capital
inicial & de 1100 contos e o seu
crescimento sera na mesma de 10%,
sO que neste ano o capital vai crescer
110 contos, porque é 10% de 1100
contos. O que significa que no segun-
do ano a populagéo vai crescer mais
10 contos do que no primeiro ano.

No caso geral, teremos, entéo:

N,= N+kN =N, (1+k)

N,= N+kN =N, (1+k)
=N, A+k(1+k)

N,= NAkN=N, (1+k)
=N, A+ +K+k)

N,= N, (1+k>

onde t € o tempo em anos, N, é o
capital, ao fim de tanos, N, ¢ o capital
inicial e k é a taxa de juro.

* Este texto € um dos trabalhos desenvolvidos pelos alunos da Escola Superior de Gestéo
Hoteleira e Turismo da Universiade do Algarve, na disciplina de Matemética leccionada por
Leonor Moreira, e que esta professora refere no seu artigo publicado no nimero anterior da
revista, com o titulo ,f\/gumas reflexes sobre a democracia a propésito de curriculos e vice-

versa.
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No nosso caso particular, temos:
N, =100001+0,10)"

Para melhor compararmos estes
modelos, elaborémos um quadro que
mostra a diferenca de saldos entre os
dois modelos (quadro 1). Verifica-se
que, ao fim de 10 anos, o método dos
juros compostos tem claramente um
saldo superior ao método dos juros
simples; esta diferenca aumentaria ainda
mais se o tempo fosse aumentado.

quadro 1
Capital ao fim de f anos
{em contos)
Anos J. Simples J. Compostos

0 1000 1000
1 1100 1100
2 1200 1210
3 1300 1331
4 1400 14641
5 1500 1610,51
6 1600 1771561
7 1700 1948,717
8 1800 2143,589
9 1900 2357,948
10 2000 2593,742

Ainda com os 1000 contos na conta
bancaria, a uma taxa de juro de 10%
ao ano, podemos considerar que o
juro vence duas vezes por ano, ou
trimestralmente, ou mensalmente ou
diariamente.

Se considerarmos, por exemplo, o
juro composto semestralmente,
teremos o ano dividido em duas
partes iguais. Neste caso, teremos
que dividir os 10% (agora designados
por taxa nominal) em duas partes, ou
seja, 5%. Assim, a cada semestre, o
capital aumenta de um factor

(1+%—g]:1,05
2

Ao fim de 10 anos, havera 20 (10x2)
composigdes e, portanto, o capital
final seré dado por

20
1ooo(1+ 9;—0] =1000x105%° =

=2653,298

Se considerarmos, agora, o juro
composto trimestralmente, teremos o
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ano dividido em quatro partes iguais.
Neste caso, teremos que dividir os
10% em 4 partes, ou seja, 2,5%.
Assim, a cada trimestre, o capital
aumenta de um factor

(1+O—'19)=1,O25
4

Ao fim de 10 anos, havera 40 (10x4)
composigdes e, portanto, o capital
final sera dado por

40
1 000(1 + %J =1000x%1025% =

= 2685,064

Contudo este valor poderia ser ainda
superior se os juros fossem calcula-
dos em periodos de tempo ainda mais
pequenos — dias, horas ou minutos.
Como podemos verificar no quadro 2.
Para o célculo dos valores inscritos no
quadro, usémos a férmula geral

Cn = 00(1 e KJ
T

em que C, é o capital inicial, k € a taxa
nominal e T o nimero de vezes que o
capital € composto, anualmente.

Hoje em dia e devido a diminuigao
frequente das taxas de juro, os
depositos a prazo deixaram de ter
expressao na actividade bancaria. As
poupangas séo investidas noutros
produtos que oferecem taxas de
rendimento mais atraentes. Mas os
empresarios continuam a recorrer a
empréstimos, por periodos de tempo
curtos, cujos juros compostos séo,
muitos vezes, calculados mensal ou
mesmo diariamente.

Nos modelos de crescimento anterio-
res, as fungdes eram todas desconti-
nuas, uma vez que os seus dominios
eram conjuntos discretos de pontos.
Em seguida, vamos apresentar um
modelo de crescimento ilimitado em
que a fungdo também néo & continua,
mas pode admitir-se que seja (gran-
des populagbes).

Vamos considerar o caso em que o
crescimento da populagéo é proporci-
onal ao tamanho actual, o que é
expresso matematicamente por:

dN _ive N ko
dt N
Integrando ambos os membros da

equagéo, vem:

| ﬂ:j kdt <
N

S InN=kt+C &

<___}I\/:ekt+c<:>

oN=eMC o

& N=Ce" & N=Nye

em que N é a populagéo actual, N, € a
populagéo inicial, k € uma constante e
t é o tempo decorrido.

A este modelo, chama-se modelo de
crescimento exponencial. Se aplicés-
semos este modelo ao nosso capital
de 1000 contos, com k= 10%, e to
numero de anos, o capital cresceria
segundo a funcéo

N =1000e°"

obtendo-se valores tanto mais
préximos dos valores calculados
anteriormente, quanto maior for o
nimero de periodos em que o ano é
dividido (1105,171 para 1 ano,
1648,721 para 5 anos e 2718,282
para 10 anos).

O crescimento com
constrangimentos

Nas populagdes de seres vivos, o
modelo exponencial tem limitagoes.
Se no inicio de vida de uma popula-
céo, a taxa de crescimento pode ser
proporcional ao tamanho da popula-
¢éo, a partir de certa altura, a taxa de
crescimento comega a abrandar, quer
por falta de comida, ‘quer por falta de
espago.

quadro 2

Capital, ao fim de t anos, com juros compostos,
a taxa nominal de 10%

Anos Anual Semestral Trimestral Mensal Diario
1000 1102,5 1103,812891 1104,713067 1105,156
5 1610,51 1628,895 1638,61644 1645,308935 1648,608
10 2593,742/ 2653,298 2685,063838 2707,041491 2717,91




Um exemplo mais razoével para
explicar o crescimento de uma
populagéo biolégica, a longo prazo,,
passa, entéo, por admitir que existe
uma populagéo méxima viavel, a
populagdo méxima sustentada.
Admite-se que, para estas popula-
¢Oes, a taxa de crescimento é propor-
cional & diferenga entre esse maximo

M e a populagéo actual, isto &,

g kM —-N)

adt
em que N é a populagao actual, M a
populagdo méxima sustentada e t o
tempo decorrido a partir do momento
em que se fez a primeira contagem.
A equagéo anterior é equivalente a
_dN_ = kdt

M-N

Integrando ambos os membros da

j ket

Para calcular o integral do lado
esquerdo, podemos fazer a substitui-
¢do u=M-N que diferenciando
conduz a du =—dN.

equagéo, vem: J

J = [l
M-N "~ u
=Inlu[+C; =-InM-N)+ C,

Por outro lado, J.kdt =kt+C,

Entao,

-InM-N)+C, =kt +C,

o -InM-N=kt+C, -C, &
—-InM-N)=kt+C &

SInM-N)=-kt-C

SM-N=erC o

SM-N=ere* o

& N=M2ge®

Fazendo t = 0 e admitindo que a
populagao inicial é zero, vem

M-e€=0aM=e°

Entdo, N=M(1—-e )

Este modelo de crescimento, tal como
o modelo logistico que analisaremos
em seguida, descrevem a aceitagéo
de um bem ou servi¢co no mercado, a
partir do seu langamento. A fungéo

da-nos o nimero de pessoas, neste
caso os consumidores, que ao longo
do tempo véo adquirindo o bem.

Neste caso, o langcamento do bem &
acompanhado de .uma campanha
publicitéria através dos media, o que
faz com que seja logo conhecido (e
comprado) por muita gente. A partir
desse impacto inicial, o ritmo de
crescimento abranda e, é claro, tende
a aproximar-se do tal maximo que,
neste caso, se chama capacidade de
mercado.

O gréfico seguinte é um gréfico tipico
da evolugao da populagéo de
consumidores.

Populacio
M

Tempo

Crescimento logistico

Quando o langamento de um bem,
néo é acompanhado de uma campa-
nha publicitéria, a sua divulgagéo é
feita pelos préprios consumidores. As
vendas crescem com a divulgacéo
dos proprios consumidores que
inicialmente sdo poucos. Estes
poucos & que depois véo falar a
outros consumidores deste bem que,
por sua vez, irdo compra-lo e, se
gostarem dele, divulgéa-lo a outros
consumidores. Inicialmente o cresci-
mento é lento, depois o ritmo de
crescimento aumenta, para voltar a
diminuir quando o nimero de consu-
midores se aproximar do potencial
méaximo de vendas, ou seja, a capaci-
dade de mercado.

Admite-se que a populagdo de
consumidores cresce segundo o
modelo logistico que é aquele em que
a taxa de variagéo € proporcional,
quer a da populagéo actual, quer &
diferenca entre a capacidade de
mercado e a populagéo actual, isto &,

o =kNM-N) =,

dN

& ———— =kdt
NM -N)

Integrando ambos os membros da

J kdt

Para integrarmos o termo esquerdo,
faremos agora a substituicdo u=1/N

~ d —_—
equagéo, vem: JN(M~N) =

com dN = ——12—du. Teremos, entéo:
u
aN
NM-N)

__J‘ 1/ u e
R T T

1V u
= —J—Z—du:
1/ u"Mu-"
du
Mu -1

Fazendo, agora, Mu—1=v, vem
Mdu = dv € teremos:

s d_v__iJ‘d_v_
Mv M) v

:—ilnlv|+C1 =—i|n[Mu—1l+C1
M M

A integragéo do segundo membro é
idéntica a que se fez anteriormente,
ficando, portanto,

—MlnlMu—1|+C1 kt+Cy &

<:>—iln|/\/lu—1!=kt+02—C1 o
M

<:>—iln M—1 =kt+C; &
M AN

@1{%—1)}/\/1“-/\403 =

M Mkt —
®N_1=e Mkt =MCs

M — Mkt
& —=1+Ce =
N

M

SN=———
REGE "

Fazendo t = 0, chega-se a

8= Loty
No
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O gréfico seguinte ilustra uma situa-
¢éo deste tipo.

Populacao

M

Tempo

Como ja vimos, este crescimento
diferencia-se do anterior, na medida
em que, no primeiro caso, o langa-
mento de um produto é apoiado por

um meio de uma campanha publicitaria
para divulgar o bem ou servigo no
mercado e, nesta Ultima situagéo, a
divulgagéo faz- se pelos proprios
consumidores. E evidente que um
empresério s6 pode confiar nesta
forma de divulgagéo se o produto for
realmente bom e também ndo pode
esperar lucros répidos — tem de
esperar que a marca se consolide no
mercado. Enquanto aqui é a qualidade
que vende, no outro caso quem vende
¢ a publicidade que cria no consumi-
dor apeténcia pelo produto. Vale mais
a fama do que a qualidade, é mais ou
menos este o lema utilizado no
primeiro caso.

Nota

" M/N>1 Por ser M a capacidade de merca-
do. Logo, o modulo é dispenséavel.
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Nota da professora

Este trabalho foi realizado por alunos
de um primeiro ano do Curso de
Gestéo, no ambito da cadeira de
Matematica, de que, em tragos largos,
apresentei as linhas de forga, em
artigo publicado no nimero anterior
de Educacdo e Matemadtica.

Nao tem, porém, o tema deste
trabalho as caracteristicas que
favorecem uma reflexao critica sobre
a realidade, nem suscita da parte dos
alunos, um posicionamento, uma
conscientizagéo do que séo e de
como estéo no mundo. Na verdade, o
tema surge de improviso para remedi-
ar a escolha simultanea de um outro,
a SIDA, por grupos diferentes.

Na altura, os alunos haviam j& estuda-
do a evolugéo de populagcdes biologi-
cas reais e ficticias e tinham-se
confrontado com uma situagéo
artificial de difuséo de boatos —
estava aberto o caminho para abordar
o crescimento de populagdes de um
outro género. Saliente-se que os
alunos estudar&o, em anos subse-
quentes, os varios aspectos da

promogao de um produto — em
cadeiras de Marketing — sem,
contudo, ai, se preocuparem com o
aspecto matematico da questdo. Por
outro lado, terdo uma cadeira de
Matemaética Financeira em que lhes
séo fornecidas as ferramentas
acabadas para tratarem situagées da
banca, dos seguros, etc., em que o
objectivo é mais escolher a(s)
técnica(s) adequada(s) ao tratamento
de uma situagéo realista particular, do
que, propriamente, compreenderem
os modelos matematicos subjacentes.

O trabalho foi, totalmente, realizado
fora da sala de aula. Em dois momen-
tos, apenas, os alunos trocaram
comigo opinides sobre o esquema do
trabalho ou esclareceram duvidas.

Note-se que: 1) Os alunos deduzem a
formula que permite calcular o capital,
ao fim de um certo tempo, quando se
trata de juros compostos, mas nao o
fazem no caso de juros simples
porque acharam, nas suas palavras,
“demasiado simples”; 2) tratam as
constantes de integragéo, com
critérios diferentes. Assim, fazem
e“=C, porque “se trata ainda de uma
constante; tanto faz escrever C como
D”. Isto, quando, se trata de calcular
o capital com juros compostos
tratando a fungdo como continua.
Mas, quando tratam o crescimento
com constrangimentos ou o cresci-
mento logistico fazem questdo de
utilizar C,, C, e C,, porque “& mais
dificil”.

Leonor Moreira

Educagc’io\e/ Matematica

Numero Temdtico/ Ano 2000 — Apelo a colaboragao dos nossos leitores

Neste Ano Mundial da Matematica, o nimero tematico da nossa revista sera dedicado @ Matematica. O
conteldo desse niimero, como & habitual, sera constituido em grande parte por artigos pedidos expressa-
mente para esse efeito. No entanto, como sempre, a colaboragéo dos nossos leitores € essencial para
assegurar que a revista se afirma como orgao da APM e dos seus membros, sendo um veiculo de toda a
sua rica experiéncia de professores. Apelamos por isso aos nossos leitores no sentido de nos enviarem
pequenos relatos, episodios, etc., significativos da relagéo que os seus alunos tém com a Matematica, e
dos factores que podem contribuir positiva (ou negativamente) para essa relagdo. O nimero sera publicado
no préximo més de Novembro, pelo que necessitamos de ter todas as propostas de contribuigdes até fins

do préxmo més de Junho.

44

Educagédo e Matematica n® 56 © Janeiro/Fevereiro de 2000

/



