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O elemento de
humilhacéo do artista era
a propor¢ao de um caché

em relagdo a outros. O
que estava na base da
sua insatifacdo era a
proporcionalidade, idéia
importantissima que
contrariamente a um bom
numero de nog¢des da
matematica, estende seu
campo de abrangéncia
muito além desta ciéncia.
A proporcionalidade €
uma nogado matematica
que se incorporou &
cultura humana, sendo
muito bem compreendida
e utilizada por um numero
imenso de pessoas, inde-
pendentemente do nivel
de formagéo matematica
que elas tenham.

A divisao e seus “dividendos”

Um grande caché de pequena
proporcao

Iniciaremos citando um fato ampla-
mente divulgado pela imprensa do Rio
de Janeiro, nos primeiros dias de 1996:

Nos festejos de ano novo promovi-
dos pela Prefeitura, um artista conse-
guiu se sentir humilhado ao receber
um caché de aproximadamente
36.000 ddlares poralgumas horas de
apresentagao.
Como a quantia é vultuosa, sendo
incapaz, por si s6, de desmerecer
guem quer que a tenha recebido, o
proprio artista se incumbiu de explicar
0 que o havia incomodado: outros
artistas haviam ganho mais ou menos
o triplo para participar no mesmo show.

Assim, o que humilhou o artista, néo
foi o valor do caché, que era grande,
mas sim o fato dele ter sido cérca de
trés vezes menor que o de outros
artistas. Surge assim como elemento
de humilhag&o, a proporgéo de um
caché em relagéo a outros.

Este fato mostra de forma muito clara
que o artista raciocinou em termos
proporcionais para se sentir ofendido.
Isto é, o que estava na base da sua
insatisfagéo era a proporcionalidade,
idéia importantissima que contraria-
mente a um bom ndmero de nogdes
da matemética, estende seu campo de
abrangéncia muito além desta ciéncia.
Isto é, a proporcionalidade & uma
nog&o matematica que se incorporou
a cultura humana, sendo muito bem
compreendida e utilizada por um
numero imenso de pessoas, indepen-
dentemente do nivel de formagéo
matematica que elas tenham.

“Dividendos”

A nogéo de proporcionalidade, téo
bem evidenciada no episédio acima e
corrente em tantas atitudes humanas
é, sem ddvida nenhuma, decorrente
da idéia de divisao,/que independente-
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mente da grandeza do dividendo e do
divisor, d4 o quociente como uma

razéo entre estes nimeros, estabele-
cendo assim uma proporcéo entre eles.

Dando sequéncia a este tipo de
pensamento, se observarmos a
divisdo com um pouco de atengéo,
vemos que ela é uma operagéo
riquissima, que além da
proporcionalidade, tem um sem
nimero de desdobramentos da maior
relevéncia para a matematica e para a
ciéncia em geral.

Assim, neste artigo falaremos sobre
alguns pontos importantes da mate-
matica que podem ser vistos como
desdobramentos da diviséo. Como
estes desdobramentos representam
significativos ganhos cientificos, nao
resistimos & tentacéo de fazer um
jogo de palavras e, por isso,
adotamos para eles a denominagéo
“dividendos”, corrente no mundo das
financas para significar certos ganhos.

Nesta linha de idéias, a
proporcionalidade é o primeiro
“dividendo” que surge. Para falarmos
de outros, enunciaremos trés proble-
mas e um fato que nos conduzirdo de
forma natural a eles.

£ Trés problemas e um fato\

Problema 1 - Um agrimensor dividiu
uma gleba de 36428m2 em cinco
lotes iguais. Deseja-se saber a area
de cada lote.

Problema 2 - Um portugués chegou
ao Brasil numa quinta-feira ha 26324
dias. Deseja-se saber o dia da sema-
na em que esta afirmagéo foi formu-
lada.

Problema 3 - Uma senhora nasceu hé
23431 dias. Sabendo-se que esta
afrmagéo foi formulada em Janeiro
de 1996, deseja-se saber 0 ano em
que esta senhora nasceu.

@to - E impossivel dividir por zeroy
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As solucoes

O primeiro problema é muito simples.
A area de cada lote sera dada pelo
quociente da divisdo 36428/5, que é
7285,6. Isto é, cada lote terd 7285,6 m?.

_Convém observar que embora a
divisdo acima nao seja exata, a
natureza do problema imp&s que ela
se estendesse, levando a um resulta-
do fracionario. Mesmo que se tivesse
chegado a uma dizima periédica,
como teria sido o caso da divisdo em
6 lotes, onde o quociente seria
6071,33..., o agrimensor, cometendo
um erro desprezivel, que certamente
nem se daria o trabalho de mencionar,
diria que cada lote ficou em 6071,33 m?.

Fica entdo muito claro que o resto da
divisdo néo ajuda em nada a resolucédo
do primeiro problema, sendo em
verdade quase um estorvo do qual
qguem resolve o problema procura se
livrar, estendendo os célculos e
chegando a um quociente fracionario
que elimina o resto ou o reduz a
proporgbes despreziveis.

Ja no segundo problema, o que
importa é justamente o resto da
divisdo, como veremos na sequéncia.

Dividindo o nimero de dias que o
portugués esté no Brasil (26324) pelo
nuimero de dias da semana (7), o
btemos o resto 4. Assim, a diferenca
26324 — 4 € um multiplo de 7, o que
mostra que 4 dias antes da afirmagéo
ser feita, era 0 mesmo dia da semana
em que o homem chegou; isto €, uma
quinta-feira. Como o dia da semana
que se obtém somando 4 dias a uma
quinta-feira, € uma segunda-feira,
concluimos que este foi o dia em que
a afirmacao foi feita.

E interessante notar que se problema
2 fosse modificado, dizendo que a
afirmacao foi feita em uma segunda-
feira e pedindo o dia de chegada, o
raciocinio teria de ser invertido,
subtraindo-se (em vez de somar) &
segunda-feira os 4 dias que aparece-
ram no resto da divisédo. Concluia-se,
evidentemente, que a chegada se deu
em uma quinta.

O mesmo resultado seria obtido se
em vez de subtrair 4, tivéssemos
somado 3 dias a segunda-feira. Nao é
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dificil observar que este fato esta
estreitamente relacionado a igualdade
3=7-4.

Finalmente, a solugéo do terceiro
problema depende tanto do quociente
quanto do resto da divisdo, como
veremos a seguir.

Como a maior parte dos anos tem
365 dias, iniciemos efectuando a
divisdo 23431/365, obtendo o
quociente 64 que da o nimero de
periodos de 365 dias e um resto de
71 dias que ndo séo suficentes para
formar um destes periodos. Como
n&o foram considerados os anos
bissextos, é claro que esta conta néo
reflete a realidade dos factos, com
exatidao.

Nao obstante, ela deixa claro que em
numeros redondos de anos, 64 era a
idade méxima desta senhora em
Janeiro de 96, tendo ela, portanto,
vivido 16 ou 17 anos bissextos, o que
mostra que voltando ao resto da divi-
sé&o, pode-se concluir que 54 (=71-17)
era, em Janeiro de 96, o nimero
minimo de dias em que a idade dela
ultrapassava os 64 anos (o nimero
méximo era 55). Como estes 54 dias
n&o podem ser absorivdos pelos 31
de Janeiro, segue-se que seu 64°
aniversario ocorreu em 1995, o que
permite concluir que ela nasceu em
1931.

Se a afirmagéo tivesse sido formulada
em Fevereiro de 96, os dados nao
seriam suficientes para decidir se o
nascimento ocorreu em 1931 ou em
1932, pois como Janeiro e Fevereiro
juntos tém 59 ou 60 dias, a absorgao
por estes meses, dos 54 ou 55 dias
restantes poderia ou ndo ocorrer,
dependendo do dia de Fevereiro em
que a afirmagéo tivesse sido formula-
da.

Jé se a afirmagéo tivesse sido feita
em Marco, é facil ver que o nascimen-
to teria ocorrido em 1932.

“Dividendos” mostrados pelos
problemas

A atitude adotada na resolugdo do

primeiro problema conduz ao célculo
fraccionario, as dizimas periddicas e
em Ultima anélise, a construgdo dos
nlmeros racionais, que é o conjunto
numérico ideal pdra as divisbes sem

resto, nem sempre possiveis no
conjunto dos nimeros inteiros.

Assim, o conjunto dos niimeros
racionais pode ser visto como um
“dividendo” da divisdo dado pela
impossibilidade de efetuar, no conjun-
to dos niimeros inteiros, algumas
divisbes necessarias ao bom
equacionamento de certos problemas.

Dentro da mesma linha de raciocinio,
a (célebre) verificagéo da
incomensurabilidade de raiz de 2 se
traduz na impossibilidade de encontrar
uma unidade de comprimento que
divida em nimero inteiros de partes, o
lado e a diagonal de um mesmo
quadrado. Como esta impossibilidade
€ muito comummente usada como
disparador da construgéo do conjunto
dos numeros reais, podemos conside-
rar este conjunto como também
sendo um “dividendo” da diviséo, que
sem a menor dlvida, é um dos mais
importantes.

O segundo problema usou o resto da
diviséo, somando ou subtraindo-o aos
dias da semana para chegar a solu-
¢do. Assim, surgem como “dividen-
dos” da diviséo evidenciados por este
problema, as teorias das congruéncias
e das classes residuais, importantes
no estudo das estruturas algébricas
tdo adequadas a compreenséo dos
fendbmenos ciclicos ou periddicos,
como a contagem do tempo pelo
relogio ou pelo calendério, as marés,
as estagdes do ano, trigonometria,
diversos topicos da astronomia, dos
sistemas mecanicos e elétricos, etc.

Se tivesse sido usada a regra da
divisibilidade por 7 (que existe,
embora pouco difundida) a determina-
¢éo do resto acima fica bem
simplificada. Surgem assim através
deste problema, a divisibilidade e suas
regras como “dividendos” da divis&o.

Cabe, aqui, observar que embora a
determinagéo do quociente da diviséo
26324/7 nao tenha sido necessario
na resolugéo do problema 2, o seu
conhecimento & de grande utilidade
para resolvé-lo com auxilio de uma
calculadora, pois efetuando esta conta
na maquina, obtém-se um quociente
fracionério cuja parte inteira € 3760.
Aplicando a igualdade fundamental da
divisdo, D =dq +r,onde D é o
(continua na pédg. 40)
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tinha como titulo “Uma matricula
quadrada”.
Perguntei ao meu pai o que era um
numero quadrado perfeito.
Ele disse-me que era o resultado de
uma multiplicagdo de um mesmo
ndmero duas vezes.
Li novamente o problema.
Para comegarescrevitodos os qua-
drados perfeitos inferiores a 100 e
superiores a 16.
Somei um nimero quadrado perfei-
to com outro, por exemplo
16+25=41.
Se desse um niimero superior a 81
ia ver a maquina de calcular a raiz
quadrada desse nimero e se o re-
sultado fosse um nimero sem vir-
gula, esse nimero eraum quadrado
perfeito, mas se o resultado tivesse
virgula ndo era.

Depois escrevi o alfabeto e nume-

rei-o com os nimeros ordinais por

baixo.

Quando acabei, peguei na maquina

de calcular e comecei a multiplicar

um mesmo nimero duas vezes. O

numero tinha de acabarem 3664 ou

em 6436.

Achei o nimero 153664. (...)
Pensédmos que valia a pena partilhar
com os leitores de Educagéo e
Matematica a belissima descrigdo que

o Tiago Martins faz do processo que
seguiu para resolver o problema.
Repare-se que deu uma interpretacéo
diferente ao enunciado do problema:
admitiu que “juntar dois nimeros num
s6” era somar os nimeros, quando o
que tinhamos em mente era formar
um Unico numero de quatro algaris-
mos.

Os outros leitores seguiram esta
segunda interpretagéo e, para resolver
o problema, usaram varios processos,
desde a folha de célculo ou um
pequeno programa de computador até
a utilizagdo das congruéncias (Anténio
Lozano).

Mas a maioria comegou por pdr os
quadrados perfeitos de dois algaris-
mos:

16, 25, 36, 49, 64, 81

e agrupé-los dois a dois. Ha 36
possibilidades, desde 1616 até 8181,
que facilmente se testam com uma
calculadora. O Gnico quadrado
perfeito é 1681.

Estéo descobertos os algarismos.
Faltam as letras. Para isso temos de
descobrir um novo quadrado perfeito
terminado precisamente em 1681.

Agora pode ajudar uma pequena
pesquisa sobre as terminagdes dos
quadrados perfeitos e o respectivo
numero base.

Para terminar em 1, os nimeros base
tém de terminar em 1 ou 9 e apare-
cem em duas séries, espagados de
10 em 10:
1,11,21,31,... e 9,19, 29, 39, ...
Para terminar em 81, os nimeros
base aparecem de 50 em 50:
41,91, 141, ... e 9,59, 109, ...
Para terminar em 681, aparecem de
250 em 250:
41, 291, 541, ... e 209, 459, 709, ...
Experimentando os quadrados destes
nUumeros encontramos:
12092 = 1461681
37912 = 14371681
49592 = 24591681
50412 = 25411681
A Unica hipdtese que serve é a
primeira: 1461681.
146 corresponde as letras e s6 ha
uma possibilidade: 14-6.
A 6°letra é o F mas qual é a 14%?
Jodo Barata esclarece todas as
duavidas:
Como antigamente a letra K ndo era
incluida nas matriculas, a 14? letra
correspondia ao O.
A matricula do velho carro é:
OF - 16 - 81
José Paulo Viana
Esc. Sec. Vergilio Ferreira
Lisboa

A divisdo e seus “dividendos” (continuagdo da pag. 38)

dividendo (agora sem aspas), d o
divisor, g o quociente e r o resto,
vemos que este Ultimo seréa dado por
r=D-dq=26324 -7 x 3760 = 4.
Contrariamente ao problema 2, onde
a igualdade fundamental da divisdo
embora Util, é dispenséavel, a resolu-
¢éo do problema 3 depende
diretamente dela. Surgem assim, *
como “dividendos” através deste
problema, os dominios euclidianos,
que séo as estruturas algébricas onde
é possivel falar nesta igualdade e nas
suas consequéncias, tais como
divisibilidade, MMC, MDC, elementos
primos e primos entre si, etc. Os
anéis mais gerais, onde esta igualdade
nao seja valida, também néo deixam
de ser “dividendos” que sdo mostra-
dos por este problema.
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O “dividendo” da
impossibilidade do divisor nulo

Finalmente, a impossibilidade de
dividir por zero, ndo obstante o fato
de imp6r uma enorme limitagdo a esta
operagéo, termina por dar origem a
um dos mais promissores de seus
“dividendos”, como veremos a
sequir.

Um dos desdobramentos da
proporcionalidade e, portanto, outro
“dividendo” da diviséo, que é a
variagdo média de certos fendmenos
precisa, em algumas situagdes, ser
calculada com denominadores muito
pequenos, tendentes a zero. E ai que
entra o recurso do limite e contorna a
impossibilidade aritmética da diviséo
por zero, criando a derivada, que com
todos os seus désdobramentos surge

como um “dividendo” da divisdo que
dé uma dimenséo quase infinita a
matematica. :

Estes exemplos evidenciam bem
como a operagao diviséo e os seus
muitos desdobramentos séo ricos em
dividendos da maior relevéancia em
importantes campos da Matematica.
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