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Este texto relata uma
experiéncia conduzida
numa turma do 11° ano
em que uma sequéncia
de aulas foi dedicada &
resolugdo de problemas
de programacéo linear.
Dirigidos & compreenséo
de situagdes reais, estes
problemas de optimizacéo
proporcionam o
estabelecimento de
conexdes entre o estudo
analitico e o estudo
gréfico de fungdes.

O balango destas aulas,
principlamente das duas
em que os alunos
trabalharam em grupos,
foi muito positivo.

Programacio Linear:

relato de uma experiéncia

A experiéncia decorreu no ano lectivo
de 95/96, numa turma do 11° ano da
Escola Secundéria da Cidade Univer-
sitéria.

O objectivo era o de, retomando o
capitulo Geometria Il iniciado mas néo
concluido no 10° ano, explorar
assuntos como intersecgéo de rectas,
resolucéo de sistemas de equagées
lineares e dominios planos definidos
por rectas.

Ocorreu-me a ideia de explorar
problemas que tém uma fungao
objectivo a optimizar. Estes problemas
séo geralmente muito interessantes
pela ligagdo que tém a vida corrente.
Permitem, por exemplo, estudar o
plano de produgéo éptimo de uma
fabrica de modo a maximizar o lucro
e/ou minimizar a despesa ou ainda
calcular a quantidade méaxima de
determinado produto que se pode
produzir com certas quantidades
existentes dos seus componentes.

Sebastido e Silva (1975) considerava
que a inclusdo de problemas de
optimizag&o no ensino liceal “esta a
tornar-se cada vez mais imperiosa”
pois “é um dos tipos de problemas
que se apresentam hoje com maior
frequéncia em Investigagao
Operacional, no dominio da Econo-
mia” (p. 75) .

O tema aparece oficialmente, pela
primeira vez, no programa do entdo
criado Ano Propedéutico (1978-1980).
Com a sua substituicao pelo 12° ano,
o tema é suprimido. Actualmente faz
parte do programa do ensino secun-
dario como tema facultativo.

O aspecto mais inovador destes
problemas prende-se com o facto de
poderem ser resolvidos por via
geomeétrica & custa do tragado de
rectas. A fase inicial da escolha das
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variaveis e definigdo das condigdes ou
restrigbes é porventura aquela onde o
aluno podera sentir mais dificuldades,
como alids acontece em qualquer
outro tipo de problemas. No entanto,
estes problemas permitem, por um
lado, desenvolver capacidades como
a criatividade, o espirito de pesquisa e
a abstracgéo, bem como as capacida-
des de formular e validar conjecturas
e de argumentar com base no
raciocinio matemaético. Por outro lado,
sé&o problemas dirigidos & compreen-
s&o de situages reais no dominio da
matemaética e proporcionam o estabe-
lecimento de conexdes entre o estudo
analitico e o estudo gréfico de fungées.

Relativamente aos objectivos especifi-
cos, sdo problemas que envolvem
multiplos conhecimentos sobre
fungGes lineares e rectas:

® interpretar e equacionar problemas

® representar rectas em referenciais
cartesianos do plano

® identificar regiées do plano limita-
das por rectas

® identificar a posigéo relativa de
rectas e determinar pontos de
intersecgéo de rectas

* identificar geometricamente pontos
do plano como solugéo éptima dum
problema

® verificar analiticamente que determi-
nados pontos séo solugdo éptima
dum problema ;

® escolher, analisar e validar a
solugéo de um problema.

Metodologia de trabalho

Nas duas primeiras aulas pensei expdr
um problema de maximizagao e outro
de minimizag&o. Colocaria uma
variante deste segundo problema
mudando apenas uma condig&o (uma
recta). Esta variante teria vérias
solugdes.
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Para facilitar que os alunos se empe-
nhassem apenas na interpretagéo e
resolugdo do problema sem estarem
preocupados em escrever e em
desenhar rectas (que so resultam se
forem tracadas com todo o rigor),
achei oportuno fornecer-lhes uma
ficha com a explicagéo e resolugéo do
problema A encomenda do comercian-
te (ver abaixo). A medida que ia
fazendo a explicagéo no quadro,
jamos também seguindo a ficha.
Posteriormente propus outros proble-
mas que elaborei, entre os quais As
caixas de balées e A papa do bebé
(ver abaixo). Em duas das aulas
considerei interessante organizar os
alunos em trabalho de grupo.

Pensei também em pedir-lhes que
fizessem um balango ou comentério
sobre este projecto, referindo-se,
nomeadamente, aos seguintes itens:
interesse do tema, aspectos mais
relevantes e dificuldades encontradas.

Problema A encomenda do
comerciante

Um comerciante pretende adquirir
uma quantidade n&o superior a 5
toneladas de certo producto que pode
encomendar a duas fabricas. A fabrica
A garante ao comerciante um lucro de
4 contos por tonelada mas ndo pode
fornecer mais de 3 toneladas do
produto. A fébrica B pode fornecer
toda a quantidade pretendida mas
apenas garante um lucro de 2 contos
por tonelada.

Investigar qual a melhor maneira de o
comerciante fazer as encomendas de
modo a obter o lucro maximo.

Resolucio do problema
fornecida aos alunos

A finalidade do problema é determinar
quais as quantidades, em toneladas, a
encomendar a cada uma das duas
fabricas, nas condigdes dadas, de
modo a que o lucro obtido na venda
da totalidade da mercadoria encomen-
dada pelo comerciante, seja maximo.

Vamos entéo designar:
x - toneladas a encomendar a fabrica A
y - toneladas a encomendar a fabrica B

sendo portanto o par (x,y) a solugéo
do problema.
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Ha duas questdes distintas no enunci-
ado do problema: uma em que se
estabelecem restrigdes acerca das
encomendas a fazer; outra que se
dirige ao lucro a obter.

Vamos comegar por analisar as
restrigoes.

Como o comerciante pretende uma
quantidade de produto néo superior a

5 toneladas, entéo sera x+y<5 a
primeira restri¢éo.

A fabrica A n&o pode fornecer mais de
3 toneladas, logo y<3 é outra restri-
¢do.

Uma vez que as quantidades x e y se
referem a valores em toneladas, tera
de ser x=0 e y>0.

/

Restrigées ao problema:

x+y<5
x<3
x20
y20

Conjunto das solugées admissiveis:

b
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Passemos & questdo do lucro —a
fungédo objectivo.

Quatro contos por tonelada encomen-
dada & fébrica A e dois contos a
fabrica B da o lucro Z definido pela
fungéo linear Z=4x+2y que, geometri-
camente, representa uma familia de
rectas paralelas entre si e que se
designam por rectas de nivel.

Pretende-se entdo tornar maximo o
valor de Z, sujeito as restricdes
estabelecidas. Assim, a solugéo
oOptima sera um ponto que pertenca
simultaneamente a uma das rectas de
nivel e ao poligono que representa o
conjunto P.

Fazendo por exemplo Z=0 (que n&o
sera certamente o maximo de Z pois
assim o lucro seria nulo), vem

Z=0=4x+2y=0&y=-2X

(12 recta de nivel, passando pela
origem do referencial: solugéo (0,0)).

Deslocando-a paralelamente a si
prépria sobre o poligono, vamos
encontrando solugdes cada vez
“melhores” até chegarmos a “ultima
recta” que definird a solugéo optima.

Graficamente é facil, neste caso,
concluirmos que se trata do ponto
A=(3,2) — ponto de intersecgéo das
rectas x=3 e x+y =5.

L s
=0 Ao zmax | | 1 L L

B

5 : \
\4(3,2) sol. éptima
DNIIC 50 A eIt o

Poderiamos ter duvidas acerca do
ponto que representa a solugéo
éptima. Pode demonstrar-se que esta
se encontra em um; pelo menos, dos
vértices do poligono que representa o
conjunto de solugdes admissiveis. A
via analitica vai permitir tirar as
duavidas:

Para a solugéo A(3,2) vem o lucro
Z=4x3+2x2=16

Para a solugéo B(0,5) vem o lucro
Z=4x0+5x2=10
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Temos portanto a resposta a dar ao
problema. O comerciante deve
encomendar 3 toneladas a fabrica A e
2 toneladas & fabrica B, garantindo um
lucro de 16 contos.

Problema As caixas de baldes

A Mimi precisa de enfeitar uma sala
com pelo menos 80 balées grandes
(G) e 120 baldes pequenos (P). Num
supermercado encontra dois tipos de
caixas contendo baldes:

Caixa A - contém 6 baldes G e 8
baldes P - 100S00 cada caixa.

Caixa B - contém 2 baldes G e 4
baldes P - 40500 cada caixa

Quantas caixas de cada tipo devera
comprar de modo a fazer a despesa
minima?

Variantes no prego dos baldes

Como devera ser feita a compra,
supondo as seguintes variantes de
precos:

a) Caixa A -
60$00 cada

b) Caixa A - 90S00 cada ; Caixa B -
30S00 cada

100$00 cada ; Caixa B -

Problema A papa do bebé

Uma mae tem & sua disposi¢éo duas
marcas diferentes de farinha lactea, A
e B, para preparar o pequeno almogo
do seu bebé e deseja obter as
seguintes quantidades minimas de
nutrientes:

ferro - 600 mg; sédio - 400 mg; célcio
- 600 mg
As quantidades destes nutrientes

existentes em 1 gr de cada tipo de
farinha sdo dados pela tabela:

Farinha A Farinha B
Ferro 30 mg 10 mg
Sédio 10 mg 10 mg
Caélcio 10 mg 30 mg

Os pregos s&o os seguintes: farinha A
- 20800 por grama; farinha B - 10300
por grama.

Ajuda esta mée a planear o pequeno
almogo do seu bebé, de modo a que a
despesa seja minima.

Como decorreram as aulas

Na primeira aula fiz uma abordagem
do problema A encomenda do comer-
ciante.

A resolugéo correu bem, os alunos
estavam interessadissimos e o facto
de néo terem de escrever ajudou
muito. E de referir que o problema tem
uma solugao ébvia da qual os alunos
se aperceberam (compra-se o maximo
possivel na fabrica que da mais lucro
e o restante na outra). Este valor foi
registado no quadro. Os alunos foram
informados de que o método analitico
e gréfico que se seguia para a resolu-
¢éo do problema era aplicavel a outras
situagdes, pelo que ndo perderam o
interesse.

O mais dificil ou onde eles mostraram
alguma “desconfianga”,
rar-se na fungéo objectivo, a recta
Z=0, e depois a familia de rectas
paralelas que se imaginou para se
chegar a solugéo optima. Com a
resolugéo do problema As caixas de
balbes, ainda distribuido na primeira
aula, esta dificuldade foi superada. Na
segunda aula (hora seguinte) ja este
problema foi mais rapidamente
resolvido, desta vez j& com a ajuda
dos alunos. Passou-se, depois, as
questdes relacionadas com Variantes
no prego dos balées. Os alunos
resolveram facilmente a alinea a).
Comegaram também a resolver a
alinea b) e quando concluiram da

foi o conside-

(continua na pégina 32)
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Figyra 1 — Resolug&o do problema A papa do bebé,
apresentada por um grupo de'alunos
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Maio de 1940 e o final da Segunda
Guerra Mundial (1939-1945) terem
sido destruidas pelos servigos secre-
tos ingleses, ha noticia que algumas
deveriam dispor de um quantitativo
superior a doze rotores Enigma.

fig. 3 - the Bombe

Turing aplicou o processo classico de
"redugéo ao absurdo" para testar qual
a sequéncia correcta para um determi-
nado crib. Os rotores, na the Bombe,
eram posicionados segundo uma
sequéncia assumindo que era a
correcta para cifrar o crib. A maquina
comegava a trabalhar e tentava provar
que ndo era aquela a sequéncia
correcta. No caso de néo ser a
sequéncia correcta a maquina passa-
va automaticamente a segunda
sequéncia que deveria ser testada e
tentava provar que esta néo era a
sequéncia correcta. Se a maquina nao
conseguisse provar que a sequéncia
era incorrecta, a sequéncia era
anotada como boa, mas a maquina
continuava a trabalhar pesquisando
outras sequéncias correctas possiveis.

A maquina utilizava um sistema binario
que podia realizar os testes l6gicos
muito rapidamente.

Deste modo os decifradores ingleses
utilizaram a maquina para determinar
qual o conjunto reduzido de combina-
¢bes possivel para um determinado
crib. Se o crib era bom a mensagem
era rapidamente decifrada, se néo,
também rapidamente, seriam encon-
tradas contradi¢des.

No entanto, neste processo ndo era
considerada a utilizagéo do "Stecker"
que equipava as Enigma e permitia
trocar pares de letras. Welchman
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concebeu entéo um dispositivo
denominado "diagonal board" que
fisicamente era construido segundo
uma matriz quadrada de 26 x 26
terminais. Cada linha da matriz
correspondia aos 26 conectores A a Z
do "Stecker". Utilizando as 26 colunas
era possivel realizar fisicamente,
através de conexdes eléctricas, todas
as trocas de pares de letras. Este
aperfeigoamento eliminava falsas
sequéncias "verdadeiras" e reduzia a
pesquisa das sequéncias de rotores a
26 x 26 x 26 = 17.576.

Com a utilizagéo da the Bombe, em
finais de 1940 as mensagens de
rotina da Luftwaffe eram descriptadas
pelos ingleses. A decifragem regular
das mensagens dos U-Boat comegou
a ser realizada nos meados de 1941,
mas em 1 de Fevereiro de 1942 as
Enigma que equipavam os U-boat
foram modificadas e perdeu-se a
capacidade de decifragem que s¢ foi
recuperada no inicio de 1943.

Em Novembro de 1942 Turing regres-
sa aos EUA, oficialmente como
membro de ligagdo com os aliados,
mas efectivamente foi construir, em
colaboragdo com os Bell Laboratories,
um sistema electronico para cifragem
das comunicagdes telefénicas entre
Roosevelt e Churchill. Regressa a
Inglaterra em Marco de 1943 e
dedica-se a um projecto de constru-
¢ao de uma méaquina para cifrar
comunicagdes telefénicas.

Alan Turing faleceu no dia 7 de Junho
de 1954 em Manchester, Inglaterra, e
presumivelmente cometeu suicidio.

Uma vida dominada pelo segredo o
ultimo dos quais, as suas realizagdes
préticas, sé foi revelado apés a NSA
— The National Seccurity Agency —
dos EUA ter desclassificado os
documentos referentes & maquina
Enigma e processos de cifragem e
decifragem utilizados durante a
Segunda Guerra Mundial em 2 de
Abril de 1996.

José Maria/Fernandes de Aln)eida
Univ. Evora

Programacio linear (conclusio)

existéncia de rectas paralelas, expli-
quei que isso conduzia a que o
problema tivesse varias solugoes.

No final da aula fiquei com a sensagéo
de que os alunos tinham percebido
bastante bem o método de resolugéo.
Aguardei com expectativa as proximas
aulas.

Nas duas aulas seguintes trabalharam
em grupo com bastante entusiasmo.
Levei para estas aulas uma calculado-
ra gréfica TI82, para o caso de
quererem comparar gréficos. Entreti-
dos que estavam nos seus trabalhos,
ninguém recorreu & maquina.

Pedi-lhes que entregassem os
trabalhos feitos e que escrevessem
um comentario exprimindo a sua
opinido quanto a este tema. A fig. 1
representa a resolugéo do problema A
papa do bebé apresentada por um
grupo de alunos.

Balanco

Fazendo um balango destas quatro
aulas e principalmente das duas em
que trabalharam em grupo, depois de
analisar os trabalhos que apresenta-
ram e 0s comentarios que escreve-
ram, acho que este projecto foi
inteiramente positivo. Os alunos
trabalharam em bom ritmo, trés
grupos resolveram todos os proble-
mas propostos, dois grupos resolve-
ram trés problemas e um grupo
apenas resolveu um problema. Todos
0s grupos expressaram uma opiniao
positiva sobre estas aulas, considera-
ram os problemas muito interessantes
e motivadores e gostaram sobretudo
do facto de terem trabalhado em gru-
po. Embora em dois grupos a opiniéo
fosse a de que os problemas eram
dificeis, nos restantes grupos foram
considerados simples e acessiveis.
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