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Tecnologias na

educacdo matemadtica

Conjectura de Kepler demonstrada

com amplo recurso aos computadores!

Certamente que o leitor ja encontrou num mercado pilhas de laranjas ou de outros frutos esféricos. Existem muitos
modos de construir esses empilhamentos de esferas. Um dos mais caracteristicos é o que era usado, na época de
Kepler, e certamente antes dela, para “arrumar” as balas de canhéo (fig. 1).

Fig. 1. Trés fases do empilhamento tipo “balas de canhéo”.

Um pouco de historia

Kepler, em 1611, descreveu este tipo
de empilhamento e acrescentou:

Este empilhamento é o mais com-
pacto possivel, de tal modo que em
nenhum outro arranjo pode um mai-
or nimero de esferas ser metido no
mesmo recipiente.

Esta é a chamada conjectura de
Kepler sobre empilhamentos de
esferas. No Congresso Internacional
de 1900, Hilbert incluiu esta conjectu-
ra de Kepler no n° 18 da sua famosa
lista de problemas em aberto, que iria
dominar grande parte da matematica
do séc. XX. A formulagéo de Hilbert é
naturalmente mais precisa:

Como podemos arranjar, de modo a
obter a maior densidade no espaco,
um ndmero infinito de solidos iguais,
da mesma forma, por exemplo,
esferas com um raio dado..., isto &,
como podemos “empilha-las” de
modo que a raz&o do espago ocupado
para o espago por ocupar seja a maior
possivel?
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Existem infinitos empilhamentos
diferentes de esferas, mas no entanto
equivalentes, do ponto de vista da
densidade, ao empilhamento da figura
1A

A razéo referida por Hilbert é, para
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Ja neste século, alguns resultados
foram sendo obtidos. Assim, diversos
mateméticos determinaram
majorantes da densidade dos
empilhamentos no espago tridimensio-
nal. O limite superior foi reduzido
sucessivamente de 0.828 para
0.7731.

Em 1953 L. Fejes Toth reduziu a
demonstragéo da conjectura de
Kepler a um célculo finito mas impos-
sivel (na época) devido a sua dimen-
séo. Segundo refere Thomas Hales
(que acaba de apresentar finalmente
uma demonstragéo), Fejes Toth
imaginou que os computadores viriam
mais tarde a ser usados para finalizar
a demonstragéo:

estes empilhamentos,

Assim, parece que o problema [a
conjectura de Keplerl pode ser re-
duzido a determinagéo do minimo
de uma fungéo de um namero finito
devariaveis... Dado o rapido desen-
volvimento dos computadores, é
imaginavel que o minimo possa ser
determinado com grande exactidéo.

O anuncio da solucio e reaccdes

Hales seguiu precisamente a suges-
tdo de Fejes Téth, recorrendo ao
poder dos computadores actuais. Em
1994, prop6s um verdadeiro plano de
batalha em cinco passos para de-
monstrar a conjectura. Resultados
parciais foram obtidos por Hales e
pelo seu discipulo Sam Ferguson
desde entdo. Finalmente, em Agosto
passado, Hales enviou um e-mail,
anunciando a solugéo, a varios
matematicos e instituigdes (ver parte
na caixa na pagina seguinte).

No dia 26 de Agosto, Lee Rudolph
envia uma mensagem para a lista de
discussao do Math Forum chamada
geometry-research, perguntando:
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O que é que Thomas Hales acaba
de demonstrar acerca de
empilhamentos? E impossivel per-
ceber, a partir das noticias dos jor-
nais, o que foi demonstrado. Al-
guém tem uma informag&o garanti-
da? E acrescenta: aqui estdo os
primeiros paragrafos de um telegra-
ma da Associated Press:

“ Matematico resolve um pro-
blema com 400 anos

Ann Harbor, Michigan — Um mate-
mético de Michigan gastou 10 anos
e trés gigabites de espago em com-
putador para demonstrar aquilo que
qualquer margano de uma mercea-
ria ja sabe: a melhor maneira de
empilhar fruta é numa piramide.

‘O problema parecia-me simples —
disse Hales — mas quanto mais o
estudava, mais via as suas comple-
xidades.’

Mas testar todas as diferentes pos-
sibilidades de empilhamentos ultra-
passou as possibilidades dos méto-
dos de papel e lapis.”

Uma hora depois, John Conway, o
célebre gedmetra de Princeton,
responde a esta mensagem explican-
do a todos os participantes da lista o
que era a conjectura de Kepler que
Hales dizia ter demonstrado.

Uns dias depois, nova mensagem
para a lista de um outro assinante:

From hales@math.lsa.umich.edu Wed Aug 19 02:43:02 1998

Date: Sun, 9 Aug 1998 09:54:56 -0400 (EDT)
From: Tom Hales <hales@math.lsa.umich.edu>
To:

Subject: Kepler conjecture

Dear colleagues,

@ﬁcanﬂy to this project. [...]

Ihave started to distribute copies of a series of papers giving a solution to the Kepler conjecture, the oldest problem in discrete
geometry. These results are still preliminary in the sense that they have not been refereed and have not even been submitted
for publication, but the proofs are to the best of my knowledge correct and complete.

Nearly four hundred years ago, Kepler asserted that no packing of congruent spheres can have a density greater than the
density of the face-centered cubic packing. This assertion has come to be known as the Kepler conjecture.

In 1900, Hilbert included the Kepler conjecture in his famous list of mathematical problems.

In a paper published last year in the journal “Discrete and Computational Geometry,"” (DCG), | published a detailed plan
describing how the Kepler conjecture might be proved. This approach differs significantly from earlier approaches to this
problem by making extensive use of computers. L. Fejes T'oth was the first to suggest the use of computers.) The proof relies
extensively on methods from the theory of global optimization, linear programming, and interval arithmetic.

The full proof appears in a series of papers totaling well over 250 pages. The computer files containing the computer code
and data files for combinatorics, interval arithmetic, and linear programs require over 3 gigabytes of space for storage.
Samuel P. Ferguson, who finished his Ph.D. lastyear at the University of Michigan last year under my direction, has contributed/
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Sim, mas alguém vai verificar a
demonstragéo? Sera que a comu-
nidade matematica vai aceitar esta
demonstragéo como valida? Pen-
SO que vamos ver muitas demons-
tragdes deste tipo no futuro.

A resposta de John Conway é
significativa. Por um lado, diz que

Existe um grande interesse em
verificar esta demonstragdo [e
acrescenta quel, uma reunido vai
ser convocada, de véarias sema-
nas, exactamente paraisso, [e quel
quando a demonstragéo tiver sido
verificada [e corrigida de eventuais
gralhasl, estou convencido que vai
ser aceite.

Mas quanto a haver muitas demons-
tragGes deste tipo no futuro, diz que

“infelizmente, acho que sim.” (italico
meu). E interessante ver que este tipo
de demonstragdes — envolvendo
intensamente computadores — ainda
sé&o olhadas de lado por muitos
matematicos, mesmo por John
Conway, n&o por desconfiarem da sua
validade, mas certamente por estarem
a compreender que um certo estilo de
fazer matematica est4 lentamente a
ser substituido por outro, em que
parte do trabalho, mas n&o certamen-
te o principal, acrescentamos nés, é
feito “por maquinas”.

Eduardo Veloso

Para mais informagées sobre a
conjectura de Kepler e a sua demons-
tragéo, visite o site:
http://www.math.lsa.umich.edu/
~hales/countdown/

Matemaitica na Internet para o 7° ano

Um exemplo positivo quanto ao apoio
aos professores de Matemética na
utilizagéo dos computadores — e em
particular da Internet — ¢é a distribui-
¢éo de um “livro do professor” para o
7° ano contendo, entre outros recur-
s0s, numerosas indicagbes de locais
na rede onde é possivel encontrar
propostas e informagéo matematica
adequadas ao ensino basico'. A
presencga entre os autores de Jaime
Carvalho e Silva, autor da melhor
pagina pessoal portuguesa sobre
matematica, é desde logo uma
garantia de qualidade. Entre as
paginas recomendadas escolhemos
as seguintes:

® http://www.eseset.pt/ip/ — uma
pagina do Forum Pedro Nunes, da
APM, com propostas de
actividadades de investigagéo;

® http://www.ies.co.jp/math/java/
panta.html — uma pégina japonesa
(em inglés!!) com um pantégrafo
interactivo; faz parte de um conjunto
muito interessante sobre geometria
elementar (&ngulos e rectas paralelas,
figuras congruentes, semelhanca,
quadrilateros, etc.).

e http://athena.mat.ufrgs.br/
~portosil/consulta.html — uma péagina
brasileira onde se podem colocar
perguntas de matendatica ao Dr.
Consultdo (com arquivo de perguntas

anteriores). Contém também outras
informagdes e referéncias.

e http://softciéncias.ccg. pt/mocho/
matematica/index.html — uma pagina
com inimeros links para outros
recursos na Internet: em lingua
portuguesa, noutros idiomas, lista de
paginas seleccionadas, etc.

Embora os recursos nas escolas ainda
precisem naturalmente de melhorar,
muitos professores dispdem ja hoje
de informagéo e meios que urge
comecgar a aproveitar.

1. Autores: Domingos Fernandes, Isabel
Vale, Lina Fonseca, Jaime Carvalho e Silva,
Teresa Pimentel. Areal Editores.
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