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“Habitos de pensamento”:
um principio organizador para o curriculo (IT)

E. Paul Goldenberg

Publicamos a segunda parte do artigo de Paul Goldenberg*, de que puderam ler a parte inicial no dltimo nimero da revista.

Enquanto na primeira parte o autor descreve o que pode serum curriculo em que o eixo central sGo os “hébitos de pensamento”

no presente texto séo descritos e exemplificados alguns deles.

Alguns “habitos de pensamento
matematico” apropriados para o
desenvolvimento curricular
antecedente a especializacio
em matematica.

Os modos de pensar em matematica
descritos a seguir, e os respectivos
exemplos ilustrativos, s&o todos
extraidos da colecgdo Connected
Geometry.

A tendéncia para visualizar

Existe um grande conjunto de capaci-
dades, relacionadas com este habito
de pensamento, e que ndo sdo
ensinadas. Os tipos de visualizagéo
que os alunos precisam, tanto em
contextos mateméticos como noutros,
dizem respeito a capacidade de: criar,
manipular e “ler” imagens mentais de
aspectos comuns da realidade;
visualizar informagéo espacial e
quantitativa, e interpretar visualmente
informagéo: que lhe seja apresentada;
rever e analisar passos anteriormente
dados com objectos que podiam tocar
e desenhar; e interpretar ou fazer
aparecer,.como por magia imagens de
objectos ou ideias que nunca foram
vistos. Vem a propésito dizer que a
habilidade para imaginar o que nunca
foi visto é importante néo apenas para
abstragées matematicas como
pontos. N&do podemos cortar o tecido
para coser uma manga, ou desenhar

os planos de uma estante, sem “ver”
primeiro, na nossa cabega, o que
ainda ndo pode ser visto com os
préprios olhos.

Tal como todas as destrezas, estas
exigem aprendizagem, e devem ser
sistematicamente construidas e
exercitadas se se pretende que sejam
adquiridas. As tarefas que contribuem
para essa aprendizagem incluem
propostas “nao-matematicas” como
criar e ler imagens mentais para
responder a perguntas do tipo
“quantas portas tem a propria casa”
(ou “de que cor estava vestido o
companheiro do pequeno almogo™),
ou analisar aspectos visuais (por
exemplo, uma face ou uma “figura
geométrica impossivel") de modo que
se torne possivel desenhé-las.
Também incluem tarefas reconhecida-
mente mais matematicas como
imaginar a sombra de um cubo
iluminado obliquamente ou os tama-
nhos e disposigéo de quadrados (ou
cubos) que utilizam dois pontos
especificos do espago como vértices,
ou os sdlidos que se obtém quando
se empilham camadas finas de
material ou quando se rodam figuras
planas. Estas destrezas tém larga
aplicagéo. Para desenhar uma cena a
partir da nossa imaginagéo, devemos
ser capazes de imaginar as sombras
correctamente; para fazer o design de
uma pega de roupa, devemos ser
capazes de imaginar o resultado final,

e inferir correctamente a forma plana
de partida e as transformagdes para a
tornar na forma correcta tridimensio-
nal; para analisar um sélido em calculo
infinitesimal, ajuda a possuir algum
sentido da natureza e caracter do
solido.

A visualizagéo, talvez especialmente a
componente da revisdo, é também um
instrumento valioso para apoiar os
tipos de experiéncias mentais que
orientam os alunos nas investigagdes
matematicas e os ajudam a construir
conexdes légicas e demonstragdes.
As destrezas que apoiam a visualizagdo
tém um preco: o seu desenvolvimento
deve constituir uma parte explicita da
aprendizagem do estudante.

Interpretacio de diagramas

Para utilizar bem a visualizacdo em
matematica, devemos respeitar o seu
poder, reconhecer as suas limitagbes
e conhecer as suas formas e aplica-
¢des. A comunicagéo corrente em
assuntos como comparagdes quanti-
tativas ou diagramas de estruturas
empresariais, faz uso intensivo de
representagdes visuais de informagéo
que & basicamente n&o-visual. O
mesmo acontece em matematica.
Para um matematico, um diagrama
como o da fig. 1, € uma “demonstra-
G&o visual” da relagéo algébrica que o
acompanha.

* Este artigo é traduzido e publicado com autorizagéo do autor. Foi puﬁlicado em 1996, com o titulo “'Habits of mind' as an organizer
for the curriculum” no Journal of Education 178 (1):13-34, da Boston University.
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Mas isto ndo é, e ndo deve ser de
todo, uma demonstragdo para quem
tenha falta de preparagéo e perspecti-
va para saber (1) que aspectos do
desenho s&o especificos demais e
devem ser ignorados (o desenho
mostra tanto os tamanhos absolutos
como relativos de a e b, que séo
irrelevantes), e também (2) que
aspectos do desenho néo estéo
suficientemente especificos e devem
ser assumidos (enquanto os tama-
nhos s&o arbitréarios e podem ser
ignorados, os angulos ndo sdo
arbitrarios e devem ser tomados
como rectos mesmo se, num desenho
executado sem muito cuidado, eles
n&o o sejam). Por outro lado, os que
estdo mais maduros em matematica
compreenderédo (mesmo que possam
n&o detectar a “falha™ por si proprios)
que o diagrama apenas é uma abrevia-
tura de uma demonstragéo vélida da
identidade descrita pela equagéo
quando a e b séo ambos nimeros
reais positivos. Muitos curriculos
usam diagramas como este, mas néo
fornecem suficientes oportunidades
explicitas aos alunos para aprender
melhor como produzir ou transformar
estes diagramas, ou para compreen-
der o seu conteudo e limitagdes. Uma
vez mais, estas capacidades n&o s&o
naturais e necessitam ser aprendidas.

A tendéncia para descrever,
formal e informalmente,
relacdes e processos

Para fazer matemética, deve-se ter
tendéncia para detectar e ter em
atencgao relagbes (quantitativas,
espaciais, hierarquicas ou de incluséo,
estruturais, etc), processos e cone-

xdes logicas entre ideias, e deve-se
ter capacidades para as descrever.
Deve-se ser capaz de dizer com
clareza o que estas coisas significam.
A linguagem natural (informal) é boa
para esta Ultima tarefa: exprimir o
significado geral de uma situacéo, as
linhas mestras de uma argumentagéo,
ou dizer “do que se trata”. Para
exprimir o restante significado mate-
matico, precisamos de diversas
linguagens formais — sistemas
simbdlicos como a notagéo algébrica
para exprimir relagdes quantitativas,
entre outras, linguagens de computa-
dor como o Logo, para exprimir
algoritmos e processos, e os vocabu-
larios e estilos especificos que se
usam no discurso matematico para
argumentar com clareza. Embora os
detalhes e a necessidade de rigor
possam ser especificos da comunica-
¢éo matematica, as mesmas capacida-
des de expresséo séo importantes na
comunicagdo, num sentido amplo:
devemos ser capazes de exprimir o
sentido geral do que queremos dizer
de modo nao-técnico, e devemos ser
capazes de acrescentar preciséo de
modos variados, incluindo quantitati-
vos, relativos a procedimentos, e
outros. Um curriculo, ao mesmo
tempo que comunica uma selecgao de
contetidos matematicos, deve estar
organizado de modo a ajudar os
alunos a desenvolver estas capacida-
des essenciais da comunicagéo
matematica.

Podemos notar, a propésito deste
ponto, que temos aqui um outro caso
em que as capacidades e a tendéncia
para as utilizar estdo
interrelacionadas. Uma pessoa pode
reparar em coisas que esta mal
preparado para descrever, mas esta
em melhor posig¢éo para tornar mais
acutilante a sua percepgéo se for
capaz de falar sobre ela. Do mesmo
modo, uma pessoa pode aprender um
vocabulario, sem ter muito que dizer
com ele, mas, tendo alguma coisa de
valor sobre a qual falar, torna a tarefa
mais facil. Uma das coisas néo
compensa a outra, neste caso. Um
curriculo atingird certamente melhor
cada um dos objectivos se tiver os
dois em conta.

O papel das deﬁr{igées na linguagem
matematica merece mengéo especial.

Um aspecto importante do bom uso
da linguagem matematica € o cuidado
que se tem com as definigbes. No uso
corrente, a maior parte das palavras
tem muitas definicbes diferentes.
Definir os termos que se usam tem
um papel extremamente importante no
pensamento matematico, mas uma tal
sensibilidade as nuances ou
ambiguidades é também importante
em direito, e para falar e escrever.
Para desenvolver este tipo de preocu-
pagdo em matematica, os alunos
devem ter oportunidade ndo apenas
para usar definicdes, mas também
para as analisar e para criar as suas
préprias definigdes. Para comunicar
com clareza — e mesmo, em certas
circunstancias, para pensar com
clareza — os alunos necessitam de
ter ocasido para dar conta e reflectir
sobre aquilo que querem dizer com os
termos matematicos que usam, e ver
como o contexto afecta o significado.

Por exemplo, consideremos a defini-
¢éo de circunferéncia. Esta é habitual-
mente definida como lugar geométrico
dos pontos (do plano) equidistantes
de um dado ponto, mas raramente
temos tendéncia para pensar muito
sobre o que queremos dizer com
distancia. Se somos obrigados a
deslocarmo-nos apenas em duas
direcgbes perpendiculares (no
reticulado de rectas perpendiculares
caracteristico da “geometria do
motorista de téxi”, usando a “métrica
de Manhattan”), entdo um conjunto
de pontos que estdo todos a mesma
distancia de um dado ponto (ou seja,
uma circunferéncia, pela nossa
definigéo), tem, na geometria do
motorista de taxi (e ndo do corvo
voador) a forma de um quadrado com
uma diagonal horizontal.

Na fig. 2, cada um dos pontos da
“circunferéncia” dista do centro, para
o motorista de taxi, trés quarteirdes.
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Outras definigdes de circunferéncia —
por exemplo, “uma curva de curvatura
constante” — conduz a diferentes
conjuntos generalizados. Mesmo no
plano euclidiano, este conjunto inclui
tanto circunferéncias como rectas;
n&o é dbvio o que curvatura possa
significar no plano da geometria do
motorista de téxi.

Em alternativa, e com uma mensagem
em parte diferente, imagine o que
seria uma lista de cilindros pouco
vulgares. A imagem de-cilindro esta
tao ligada a forma e tamanho de uma
lata de refrigerante que as pessoas
tém que fazer um esforgo para pensar
em casos extremos: cilindros quase
planos como numa moeda ou estrei-
tos como um pedago rigido de
esparguete.

Um tal exercicio tem muito mais
consequéncias do que estender a
nossa imagem de cilindro. E um dos
primeiros exercicios para nos tornar-
mos conscientemente atentos a
independéncia dos atributos que
definem a forma: neste caso, reconhe-
cer que o didmetro da base e a altura
séo distintos, e que podem ser
manipulados independentemente.

A tendéncia para traduzir
informacio apresentada verbal-
mente em informacio visual (e
vice-versa)

Em geometria, é muitas vezes pedido
aos alunos que déem sentido visual a
descrigdes verbais (por exemplo,
“Seja o ponto M a intersecgéo de
duas medianas do tridangulo ABC
inscrito na circunferéncia k..."), e
reciprocamente.

A capacidade de efectuar tais tradu-
¢oes tem muito valor também fora da
matematica, ndo apenas para dar
indicagdes claras ao viajante, mas
também para descrever verbalmente
uma bonita paisagem. De novo,
situagbes matematicas e outras que o
n&o sao tanto diferem, mas mais no
pormenor do que em esséncia.

A tendéncia para fazer
experiéncias (Finker)

Tal como ficamos a conhecer melhor
os cilindros ao reparar nos seus
atributos independentes e fazendo

ensaios com eles, também ficamos a
conhecer melhor um problema quando
procuramos os seus atributos inde-
pendentes, os mudamos e observa-
mos os resultados. Os alunos devem

aprender a fazer experiéncias e

exploragdes. Um problema que é
colocado a duas dimensées pode ser
reexaminado a uma ou a trés. Um
problema que diz respeito a rectas
pode ser reexaminado com linhas
curvas. Um problema que ¢ proposto
no plano pode ser reexaminado numa
esfera, num cilindro ou num toro. Um
problema de nimeros inteiros pode
ser reexaminado com nlimeros reais.
Um problema proposto em geometria
euclidiana pode ser reexaminado na
geometria do motorista de taxi.
Quando os alunos fazem os seus
préprios ensaios, ficam a reconhecer
os factores independentes de uma
situagdo problematica. Quando o
curriculo promove tais experiéncias,
esté a fornecer o contraponto neces-
sério para que as ideias importantes
se distingam nitidamente.

A tendéncia para procurar
invariantes

Esta aqui, em conjunto com a predis-
posigéo para encontrar argumentos
l6gicos (demonstragéo), o coragéo da
matemética. Portanto esta procura de
invariantes deve estar no centro do
curso de matemética. Na medida em
gue a matematica é a ciéncia dos
padroes, ela trata da procura da
estrutura comum subjacente a coisas
que em tudo o resto parecem comple-
tamente diferentes: coisas absolutas
ou relativas que permanecem fixas
enquanto o que as rodeia ou partes
delas variam. Arranjos visuais “mos-
tram um padréo” quando alguma
coisa (por exemplo, relages locais)
permanece constante apesar da
mudanga numa outra coisa (por
exemplo, a regido particular onde
estamos a focar a nossa atencéo); os
esquemas de classificacéo e as
definicbes exprimem o que ha de
comum ou de equivalente entre
elementos que ndo sdo idénticos; as
fungdes sdo relagdes invariantes entre
objectos matematicos. O facto da
invariancia estar ng centro da mate-
matica significa que qualquer conted-
do pode ser usado para ajudar os

alunos a criar este habito de pensa-
mento: e no entanto o contetido pode
ser ensinado de um modo que ndo
torna visivel para os alunos este
aspecto globalizante .

Para vermos o que pode significar a
procura de invariantes, consideremos
este exemplo da geometria. No
interior de uma circunferéncia dada,
colocar um ponto P. Por esse ponto P
fazer passar uma corda a partir de um
ponto A sobre a circunferéncia.
Proceder agora a experiéncia mental
de mover o ponto A sobre a circunfe-
réncia, fazendo-o dar uma volta
completa.

A

figura 3

Quando A se move, a outra extremi-
dade da corda move-se também, e
variam o comprimento (a ndo ser que
P seja o centro da circunferéncia) e o
declive da corda. As duas areas em
que a corda dividem o circulo também
variam. Tudo parece variar, excepto
aquilo que fixdmos de principio —
uma circunferéncia e um ponto P
fixos. Mas uma mente matematica
sente-se infeliz se ficar por aqui. E
uma caracteristica da predisposigéo
para a matemética perguntar se
havera alguma coisa nesta situagéo
que ndo varie. De facto, ha: uma
relagéo funcional simples existe entre
as duas partes da corda — o seu
produto é constante —, sendo a
distancia entre P e o centro da
circunferéncia um pardmetro desta
fungéo.

Até que tornemos este facto “ébvio”,
pela descoberta da razéo porque tal
acontece (por meio de uma boa
demonstragao), ele permanece
inesperado.
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Até termos encontrado essa demons-
tragéo, ainda néo fizemos tudo o que
um matematico faz, mas o acto de
procurar invariantes é o inicio da
matematica.’

N&o esquegamos de salientar que a
nogéo de invaridncia é também
essencial fora da matematica. N&o
podemos falar com inteligéncia sobre
a histéria de uma lingua, de um pais
ou de uma pessoa, sem identificar o
que foi preservado e o que mudou.
(Apenas posso falar sobre o meu
proéprio crescimento se assumir a
existéncia de um Eu, através de
mudancas em, virtualmente, todas as
células do meu corpo e todos os
pensamentos da minha mente). As
categorias séo também afirmagdes do
que & invariante e o resultado da
procura de invariantes. O dialecto
“cockney” é uma abstracgéo das
caracteristicas comuns linguisticas de
numerosas pessoas que tém vozes
diferentes, falam sobre coisas diferen-
tes, gaguejam ou n&o, e assim por
diante. A lingua inglesa é ainda uma
abstracg@o maior — um conjunto
invariante de propriedades de uma
amostra muito maior de exemplos de
modos-de falar — e a familia de
linguas “germénicas” ou a reconstru-
¢éo “indo-europeia” dizem respeito a
invariantes ainda mais abstractos.

A tendéncia para misturar
experimentacio e deducio

A descoberta de padrées nao é
matematica (a matematica néo é
descoberta com base em dados), mas
esta ndo é também feita apenas pela
l6gica. Mesmo antes da invasao dos
computadores, os matematicos
sempre fizeram experiéncias. Muitas
vezes estas experiéncias forneciam
n&o apenas a conjectura, mas também
alguma indicagéo sobre como poderia-
ser alcangada uma demonstracéo, ou
alguma estrutura que mais tarde podia
ser aperfeicoada de modo a constituir
uma demonstracéo. De modo seme-
lhante, a procura logica de uma
demonstragdo sugere muitas vezes
novas experiéncias. Para adquirir a
compreenséo da matematica tal como
é feita, os alunos devem poder
experimentar ambos os tipos de
actividade, e ver como interagem. Um
centro sério de incidéncia sobre a
demonstragéo e sobre as suas partes

constituintes (por exemplo, construir,
e n&o apenas utilizar, definigdes) deve
existir no curriculo de Matematica e
ser sistematicamente desenvolvido.
Uma possivel estratégia é ajudar os
alunos a ver como podem (cuidadosa-
mente) traduzir uma experiéncia em
palavras, de modo a construir uma
demonstragdo. (Para um exemplo, ver
o ponto relativo aos algoritmos, mais
a frente).

A tendéncia para construir
explicacdes sistematicas e
demonstracdes para invariantes
observados

Um curriculo razoavel de matematica
deve ter demonstragéo (adaptada &
maturidade dos alunos) em todos os
niveis e em todos os temas matemati-
cos, ndo apenas no curso de geome-
tria do secundario. O que interessa
n&o é a forma de uma demonstragao,
mas o acto de construir demonstra-
¢Oes e o conhecimento da estrutura
de boa demonstragéo s&o essenciais
em matematica.

Ao mesmo tempo que a demonstra-
¢ao e caracteristica Unica da matema-
tica, por causa dos critérios cuidado-
sos e do elevado nivel que a matema-
tica impbe ao seu raciocinio, o
subjacento héabito de pensamento —
mostrar como uma ideia deriva de
outras — € uma disciplina central na
literatura, na argumentagao juridica, na
ciéncia e em geral, quando se pensa
com clareza. Todos os alunos neces-
sitam ter esta ideia basica. Os alunos
n&o devem, certamente, confundir a
indicagdo que ddo das suas fontes e
do seu raciocinio num trabalho de
inglés com a apresentagéo dos dados
e dos teoremas numa demonstragéo
matematica e, por isso, para serem
matematicamente “letrados”, os
alunos precisam mais do que a ideia
basica. Mas é bom ser salientada a
ideia de que podemos encadear os
nossos pensamentos coerentemente,
em qualquer disciplina, quando
apresentamos e analisamos uma
demonstragdo em matematica.

A tendéncia para construir
algoritmos e raciocinar acerca
deles (uma das muitas conexoes
com a algebra)

/
Um principio inicial no planeamento de
Connected Geometry — de onde

deriva mesmo o seu nome — era
ajudar os alunos a construirem para si
proprios uma imagem mais unificada
da matemética. Em consequéncia, os
problemas, o estilo, a estrutura e os
contetidos que seleccionamos
deveriam, ao longo do curriculo, fazer
conexdes entre a incidéncia central
geométrica do curso e as ideias mais
importantes da élgebra (o estudo de
algoritmos, estrutura, célculos,
contagem, ...) ou da anélise (o estudo
da mudanga continua...).

A matematica analisa frequentemente
algoritmos. Contrastando com isto, a
experiéncia tipica dos alunos é
aprender algoritmos mas raramente
inventa-los ou mesmo analisa-los. Um
exemplo flagrante é a aritmética da
escola elementar. A proficiéncia na
execucéo do algoritmo da divisdo com
ndmeros grandes pode ter relativa-
mente pouca importancia nesta era da
calculadora, mas compreender como
funciona o algoritmo (e ndo meramen-
te como obter na calculadora o
resultado) explica, por um lado,
porque se obtém um padrdo de

repeticéo na expresséo decimal de 1/

7, e porque se obtém o mesmo
padrdo de repeti¢do (embora “deslo-
cado”) na expresséo de 4/7. A
andlise do algoritmo esta bem dentro
das capacidades dos alunos da escola
elementar — enquanto alcangar
proficiéncia na sua execugéo pode
requerer trabalho compulsivo enfado-
nho — e mesmo assim fornece certos
conhecimentos que sdo a base para
estudos em algebra e em teoria dos
ndmeros. O mesmo se pode dizer em
relagdo a compreenséo do algoritmo
da multiplicagéo.

Os alunos que seguem o curriculo
Connected Geometry aprendem muito
sobre a construgéo e anélise de
algoritmos num contexto geométrico.
Alguns exercicios pedem aos alunos
que escrevam algoritmos em Logo e
que os comparem para descobrir
invariantes geométricos; e depois, a
partir da andlise dos algoritmos, para
construir demonstragdes para esses
invariantes. Outros requerem apenas
a “tecnologia pobre” do papel e das
tesouras.

E bem instrutivo estudar um exemplo
com algum detalhe.
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Veremos como a andlise de um
algoritmo conduz a anélise da de-
monstragdo. A proposta inicial feita
aos alunos pede-lhes que resolvam o
problema de encontrar um processo
seguro de transformar, por dissecgéo
(dividir em partes e reuni-las de novo
noutra figura), um triangulo num
paralelogramo. Depois é-lhes pedido
que transformem, do mesmo modo,
um trapézio num rectangulo. Normal-
mente os alunos descobrem rapida-
mente solugdes para o primeiro
problema (por exemplo, cortar segun-
do uma mediana e rearranjar as duas
partes), mas é um desafio maior para
eles mostrar porque razéo funciona o
processo — isto é, demonstrar que as
duas partes se podem unir de forma a
obter um quadrilatero, ndo um
pentagono, e que todas as outras
propriedades dos paralelogramos se
verificam.

Quando mais tarde transformam
trapézios em rectangulos, de novo
encontram rapidamente um algoritmo,
mas tipicamente este algoritmo exige
que se veja o trapézio.como um
rectangulo “ensandwichado” entre
dois triangulos (fig. 4), da seguinte
forma:

figura 4

Construa os pontos médios dos lados
n&o paralelos do trapézio. A partir
destes pontos, trace perpendiculares
aos lados paralelos, cortanto dois
pequenos tridngulos do trapézio.
Rode os triangulos 180° em torno dos
pontos médios criando um rectangulo.

Quando se pede aos alunos para
justificar este procedimento como um
algoritmo geral — para transformar
qualquer trapézio num rectangulo —
eles recorrem frequentemente aos
algoritmos que construiram e prova-
ram para os tridngulos.

Esta solugéo tem elegéncia, no
sentido em que se apoia em trabalho
anterior ja demonstrado. O facto de
conduzir também a uma férmula
correcta para a érea do trapézio
parece confirmar que este processo é
um algoritmo seguro para fazer a
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dissecgéo de um trapézio de modo a
transforma-lo num rectangulo.

Resolve-se para os dois tridngulos; a
forma exacta do rectangulo intermé-
dio ndo interessa.

figura 5

No entanto, tem uma falha importante.
Nada garante que um trapézio geral
possa ser decomposto em dois
triangulos ladeando um recténgulo
central.

Se se faz a dissecgéo do trapézio da
figura 6

i e

figura 6

de acordo com o algoritmo apresenta-
do, o resultado ¢ esta baralhada:

figura 7

E facil ver que cortes adicionais
deveriam ser feitos para resolver a
situagéo, mas o algoritmo, tal como foi
apresentado, falha. Este problema
ilustra vérios principios, mas o foco
aqui é a andlise do algoritmo — que é
equivalente a andlise da demonstragéo.

A tendéncia para raciocinar por
continuidade (uma das muitas
conexoes com a analise)

Tal como o Logo é uma tecnologia
que centra a atengdo na estrutura
algoritmica, instrumentos para geome-
tria dindmica como o Geometer's
Sketchpad, Cabri ou o Geometry
Inventor ajudam a ampliar a ideia de
fungdes num dominio continuo e a
construir conexdés entre a geometria
e a matematica da mudanga continua.

Com estes instrumentos dindmicos,
os alunos criam construgbes, e
arrastam um ponto sobre o ecrd ao
mesmo tempo que observam o efeito
que isso tem num outro objecto
(ponto, segmento, medigéo, ...) ou
relagéo entre objectos. Isto é a
imagem de uma fungdo num dominio
continuo em que a variavel indepen-
dente n&o é um nimero, o valor da
fungdo nao é necessariamente um
niimero e a definicdo é expressa nao
em notagao algébrica mas geométri-
ca. O livro Optimization: A Geometric
Approach (EDC, 1996) desenvolve e
usa muitas ideias do calculo (por
exemplo o teorema do valor intermé-
dio, mas também ideias sobre curvas
de nivel e condi¢bes de tangéncia
para encontrar extremos, e outras
ainda) sem utilizar a maquinaria
algébrica. Além de construir ligagbes
conceptuais entre estes dois ramos
da matematica, esta abordagem ajuda
os alunos a desenvolver ideias que
depois a linguagem algébrica pode
exprimir e ampliar, em contraste com
a abordagem tradicional de estudar
uma linguagem sem ter ideias para
exprimir com ela e depois, mais tarde,
basear essas ideias numa linguagem
ainda mal dominada.

Repensar a organizacio
curricular de modo mais amplo

Argumentei a favor de que os modos
de pensar, e néo os produtos desses
modos de pensar, devem orientar a
organizagao do curriculo de matemati-
ca. As razbes que adiantei eram
basicamente uma argumentacéo a
favor da igualdade de oportunidades
(equity), ou seja que esta era uma
forma de servir todos os alunos e nao
apenas uma parte.

O conceito de procura de invariantes
& um primeiro exemplo de uma ideia
matemética, central e de nivel eleva-
do, que pode ser considerada de uma
forma que permite a aprendizagem de
bons principios de pensamento que
transcendem as disciplinas. A
literatura sobre a “transferéncia”
esponténea ndo é encorajadora, mas
porque razdo deviamos esperar que a
transferéncia ocorra quando os temas
séo pensados de modo completamen-
te isolado?
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Quando a incidéncia central é o
contetdo matematico e ficam na
rectaguarda os modos de pensar —
as ideias que na realidade estdo mais
livres para ser transferidas —, estes
podem perder-se. Quando o foco é
nos modos de pensar, e especialmen-
te quando os exemplos salientam a
possibilidade de transferéncia, existe
uma maior probabilidade de que sejam
feitas as conexdes correctas —
conexdes que servem a matemética
de modo admiravel, mas s&o Uteis a
todos os alunos independentemente
dos seus interesses especificos.

De facto, existe um outro conjunto de
razbes que torna esta causa ainda
mais defensavel. Pode argumentar-se
que utilizar factos e procedimentos na
organizagdo do curriculo em lugar dos
modos como as pessoas descobrem
os factos e inventam os procedimen-
tos ndo serve nenhum aluno adequa-
damente. A verdade é que pensar no
futuro é simplesmente um negécio
arriscado. A experiéncia ensina-nos
que quando os alunos da primeira
classe de hoje sairem da escola
secundaria, vao encontrar muito
provavelmente problemas que ainda
ndo existem. Dada a incerteza sobre
as necessidades da proxima geracéo
de jovens adultos, ndo podemos
decidir que matemética ensinar
baseados nos problemas actuais ou
mesmo na nossa melhor previséo dos
problemas de amanha. Questdes
como “Devemos ensinar teoria dos
grafos ou geometria no espago? fazer
modelagdo com éalgebra ou com folha
de célculo? O teorema do bindmio é
parte do nucleo central do curriculo ou
€ apenas para alguns alunos?” séo as
perguntas erradas a fazer, e, planear
novos curriculos em torno das
respostas a estas questdes é uma méa
ideia.

Durante geragoes, os alunos do
ensino secundério estudaram na
escola qualquer coisa a que se
chamava matemética mas que tinha
pouco a ver com 0 modo como a
matematica é criada ou aplicada fora
da escola. Uma razéo para este facto
tem sido uma viséo do curriculo em
que os cursos de matematica séo

apenas vistos como mecanismos para
comunicar resultados e métodos. Os
alunos aprendem a resolver equa-
¢Oes, a calcular areas e a determinar
os juros de um empréstimo. Nesta

' perspectiva da matematica, a reforma

do curriculo significa simplesmente
substituir um conjunto de resultados ja
estabelecidos por outro (talvez mais
novo ou mais na moda). Assim, em
vez de andlise, os alunos estudam
matematica discreta; em vez de
geometria euclidiana, estudam
geometria fractal; em vez de probabili-
dades, estudam anélise de dados.
Mas o que fazem com éarvores
binarias, com curvas flocos de neve e
com diagramas de disperséo é a
mesma coisa que faziam com
hipérboles, triangulos e distribuigbes
binomiais: aprendem algumas proprie-
dades, resolvem alguns problemas
aplicando as propriedades, e passam
a frente. Os contextos em que
trabalham podem ser mais modernos,
mas os métodos que utilizam estéo
tdo longe da matematica como ha
vinte anos.

Um modo alternativo de pensar o
curriculo volta as avessas as priorida-
des. Muito mais importantes que
resultados especificos da matematica
séo os hébitos de pensamento que
foram utilizados pelas pessoas que
criaram esses resultados. Mas esta
maneira de ver o curriculo tem uma
aplicagdo muito mais ampla do que
apenas na matematica. O problema da
transferéncia, que parece sempre
escapar as nossas abordagens,
estaria mais perto de ser resolvido se
todos os curriculos comegassem por
perguntar “Que 'habitos de pensa-
mento’ precisamos para viver em
seguranga, com saude, com emprego
e produtivos, socialmente
conexos...?" e, especialmente, “Que
habitos de pensamento precisamos
de modo que nos saibamos adaptar a
obstéculos imprevistos e novos
problemas que tenhamos que enfren-
tar para viver seguros, com saude,
produtivos, etc.?"? (Esperem! Deve-
mos também perguntar que capacida-
des secundarias e gonhecimentos
precisamos, mas deixemos isso para
um pouco mais tarde). As categorias

de que nos lembramos sdo um pouco
mais amplas do que as que listdmos
acima, mas ndo essencialmente
diferentes. Para matemética, poesia,
politica ou direito, ou a gestéo da
propria saude, precisamos de ser
capazes de comunicar com clareza;
para a gestdo financeira pessoal,
questdes juridicas, ecologia, gestéo
dos negdcios ou matematica, necessi-
tamos ter capacidade para raciocinar
sob um conjunto de condigdes
restritivas; para tudo o que requeira
diagnostico, desde detectar os males
de um carro até detectar os males de
uma pessoa, precisamos de saber
como testar e experimentar, como
procurar relagbes de dependéncia e
como raciocinar logicamente. E assim
por diante. Nenhum item deste tipo
de lista pertence exclusivamente a
uma disciplina actual. A Matematica
pode ajudar a ensinar estes itens,
mas o mesmo podem fazer outras
disciplinas.

A segunda questao deveria, provavel-
mente, ser a seguinte: “Que contribui-
¢Oes especiais para tal habito de
pensamento pode dar a minha discipli-
na?” Dado que o nosso mundo é cada
vez mais interdisciplinar e dada a
minha preferéncia para pensar em
ideias que atravessam as disciplinas,
poder-se-ia perguntar porque razéo
continuo a pensar em termos de
disciplinas. Existem duas razées. De
um ponto de vista pratico, as pessoas
especializam-se, seja por interesse
seja por limitagdes de tempo e
oportunidade. Por isso, néo é razoavel
esperar que muitas pessoas sejam ao
mesmo tempo amplamente
interdisciplinares e sejam profundas
em varias areas. A segunda razéo é
que ndo apenas as pessoas mas 0s
proprios dominios especializados
dependem de uma atengéo sustenta-
da e centrada. A distingao biologia-
quimica-fisica dos meus anos no
secundario deu lugar a bioquimica,
biologia-molecular, quimica fisica,
biofisica e muitas outras areas que
atravessam aquela distingdo, mas nao
séo tanto areas interdisciplinares
como disciplinas novas e ainda mais
especializadas. Para fazerem progres-
sos, elas ndo podem estar isoladas,
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mas também ndo podem ser difusas
ou diluidas. Para ser mais especifico,
se a matematica deve permanecer
uma disciplina, entdo ndo pode ser
dissolvida até ao desaparecimento.

Assim, pode ainda fazer sentido as
escolas terem departamentos de
Matemética, Arte, Ciéncia, Historia,
Musica, Linguas Estrangeiras, e
Inglés, apesar de lhes ser pedida uma
organizagao do curriculo que ndo
consista nos contetidos que as
distinguem. Além disso, cursos
nestes departamentos devem também
ser fieis a natureza, aos métodos e
aos conteldos referentes a cada
caso, tal como afirmei que os cursos
de matematica devem ser. Mas a
razéo de tal fidelidade néo é que se
pretenda formar historiadores,
investigadores matematicos ou
artistas, nem é sequer a organizagdo
por assuntos justificavel por “largueza
de vistas”. Se qualquer destas razdes
fosse verdadeira, deviamos entéo
perguntar por que n&o existem
departamentos de linguistica, psicolo-
gia, ciéncia politica ou economia nas
escolas publicas. Existem demasiados
assuntos para aprender — muito que
vale a pena aprender — que possa
caber na educagao geral.

Por um lado, desenvolver com mais
profundidade algumas é&reas faz-se a
custa das outras; mas, por outro, a
tentativa de expor os alunos a demasi-
ada matéria torna impossivel alcangar
profundidade em qualquer delas, o
que, pode argumentar-se, prejudica
todas as areas, dado que os alunos
nao chegam a experimentar o que é
pensar continuadamente ou prestar
mais do que uma atengao superficial a
determinado tema. Uma parte da *
aprendizagem para enfrentar um
futuro que apenas pode ser fracamen-
te previsto requer saber que é
possivel adquirir proficiéncia num
dominio, seja de uma disciplina
intelectual, seja uma capacidade
manual ou mesmo um passatempo
(hobby). Isto quer dizer, num certo
sentido, que escolher departamentos
da forma tradicional ndo prejudica
disciplina alternativas. Pode ser que
se venha a perguntar, na base de
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outras considera¢des independentes,
se a organizag&o tradicional nos
departamentos habituais é a melhor,
mas a perspectiva dos habitos de
pensamento n&o fornece, por si
mesma, base para isso.

S6 depois de termos perguntado, em
primeiro lugar, quais s&o os héabitos de
pensamento que precisamos e qual é
a melhor contribui¢éo que a nossa
disciplina pode dar para o seu desen-
volvimento, chega o0 momento de
colocar questdes sobre conhecimen-
tos e capacidades. “Que conhecimen-
tos e capacidades, na minha discipli-
na, ajudam melhor a transmitir a
mensagem sobre o pensamento (que
o curriculo comportal)?”, e, conside-
rando a lista que obtemos como
resposta a primeira questao, “Quais
podem transmitir da melhor forma o
gosto (flavour) da minha disciplina?”
e, no fim de tudo, “Quais podem ser
mais amplamente Uteis aos alunos?”.
Haverad muitos contetidos na lista final,

como afirmei anteriormente, dado que”

néo é possivel fazer um curso para
“ensinar a pensar” sem ter qualquer
coisa sobre a qual valha a pena
pensar — mas a perspectiva é
diferente.

Vem a proposito dizer que esta
mudanga de perspectiva deve condu-
zir-nos a uma situagéo confortavel.
Todos costumamos divertir-nos
acerca daquelas coisas que
costumavamos saber, que esquece-
mos e sem as quais passamos
perfeitamente. Como as pessoas
esquecem coisas como gue ao acaso
— mesmo aquelas que precisam
realmente de saber e tém um dia que
aprender outra vez porque ndo podem
passar sem elas — a incidéncia
central nos habitos de pensamento
fornece alguma coisa mais dificil de
esquecer. Porque razao é mais dificil
de esquecer? Porque, se os habitos
de pensamento seleccionados sgo
verdadeiramente tdo amplamente
Uteis como afirmei, entdo estardo a
ser experimentados, exercitados e
usados constantemente, contraria-
mente aos nomes das capitais dos
estados, que pod%mos aprender na
escola priméria e realmente necessitar

para o nosso trabalho muitos anos
mais tarde, mas néo tiveram que ser
recordados no periodo intermédio. E
existe ainda outro facto reconfortante.
A nossa experiéncia, quando testa-
mos os materiais da Connected
Geometry, revelou que quando as
ideias mateméaticas se tornaram os
veiculos pelos quais os alunos
compreenderam que podiam pensar
bem, e podiam reinventar as ideias
sempre que precisavam delas, mesmo
os contelidos eram provavelmente
menos esquecidos. Parece razoavel
supor que o mesmo ¢ verdadeiro
também noutras &reas.

Notas

1. Uma mensagem adicional deste exemplo é
gue a matematica ndo diz respeito a
situagdes arbitrérias! Substituir a circunferén-
cia por um quadrado ou uma elipse pode ser
interessante, ou ndo. Podemos sempre
encontrar alguma coisa que néo varie, mas s6
raramente é alguma coisa que valha o tempo
de ser comunicada ou o papel para ser
escrita. Como reconhecemos os resultados

“importantes? Em parte, vendo se o resultado

conecta bem com outras ideias matematicas.
A demonstragédo estabelece estas conexdes,
e esta é uma razé@o porque os matematicos
por vezes procuram mais do que uma
demonstragéo para o0 mesmo resultado.

2. Pessoalmente, acredito que aquilo que nds
apelidamos “inteligéncia” é, em circunstanci-
as normais, mais uma questdo de oportunida-
de e aprendizagem que de nascimento. Por
isso, também pergunto “Que hébitos de
pensamento distribuirdo melhor a inteligén-
cia?” ou mais simplesmente “ Como
podemos ajudar as pessoas a ser mais
espertas?” mas isto deve esperar até ser o
assunto de outro artigo.
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