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E provavel que num futuro
proximo a aplicagéo ou a
utilizagéo do Cabri e de
outras tecnologias
modernas venham a
modificar a didactica das
demonstragdes, ou a
introduzir uma nova
didactica neste dominio. E
provavel que os
processos de aplicagéo
destas potencialidades
venham a transformar-se
no equivalente das
demonstracdes, nessa
didactica futura. Mas por
enquanto, este dominio
ainda se encontra muito
impermeavel a tais
modificagbes, resistindo
fortemente a infiltragéo
de processos cuja
natureza ndo €
intrinsecamente
matemética.

O Cabri na demonstracao do

Teorema de Pitagoras

No artigo “A minha experiéncia com o
Cabri” publicado na revista de Educa-
¢éo e Matemdtica, n° 37, 1° trimestre
de 1996, (pp. 9-13), ficou a promessa
de um novo trabalho com o intuito de
clarificar melhor algumas questées
que surgem a propodsito das demons-
tragdes e da sua necessidade,
aquando da utilizagéo das tecnologias
avangadas, ja que estas, como o
Cabri e outras cada vez mais podero-
sas, evidenciam quase instantanea-
mente, aquilo que a demonstrar é de
um modo geral, dificil e moroso.

Aqui estou eu, passado algum tempo,
a tentar cumprir a promessa.

Desta vez, com uma outra figura
construida no Cabri, e que foi utilizada
para apresentar uma das muitas
demonstragdes do Teorema de
Pitagoras. E uma figura dindmica, que
se pode modificar constantemente,
por manipulagéo directa, dentro dos
limites do écran, mantendo sempre a
invariancia das suas propriedades,
como por exemplo a forma e as
relages entre as suas diferentes
areas.

Por estas razdes a figura transforma-
se num campo adequado para nele
observar e identificar algumas ques-
toes relacionadas com o uso das
novas tecnologias, com a aplicagéo
das suas potencialidades, com a
tradicéo, e para ver como € que estas
questdes interagem entre si. Para néo
ir muito longe, faremos alguma
reflexdo apenas sobre as evidéncias
instanténeas que as novas tecnologias
nos proporcionam, as demonstragoes
matematicas e os resultados destas
demonstragdes.

N&o se pode, ou ndo se deve confun-
dir evidéncia tecnologica com de-
monstragdo matematica. A evidéncia
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tecnoldgica apenas é comparavel com
o resultado da demonstracéo e nao
com a demonstragéo.

Este ponto de reflexdo, bem como
outros pontos com ele relacionados,
tém como base a figura ja anunciada
para o teorema de Pitagoras, que
descrevemos e apresentamos a
seguir, e uma outra figura suplementar
que apresentaremos mais adiante,
sobre o fim do artigo.

12 figura:

Sobre um triéingulo rectangulo
qualquer [ABCI, fig. 1, construiram-se
os 3 quadrados [AFPB]I, [BHJC] e
[AGICI, correspondentes aos 3 lados
do triéngulo.

Para fazer a demonstragdo do
teorema héa necessidade de utilizar
como auxiliares, os dois segmentos
de recta [PGI e [GQ], este ultimo,
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paralelo ao segmento de recta [FAL

A demonstracgéo é concretizada numa
sequéncia de figuras onde se mostra
ordenadamente o processo de
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cobertura de toda a superficie do
quadrado da hipotenusa, quadrado
[AGIC], com a totalidade das porgdes
integrantes das superficies dos
quadrados dos catetos [AFPBI e
[BHJCI, convenientemente
deslocadas de um sitio para o outro,
da figura anterior para a figura seguin-
te. (fig.s 2, 3, 4, 5 e 6.

Esta sequéncia de figuras pode ser
obtida quase de imediato, pela
aplicagcdo de uma “Macro” conveni-
ente sobre dois segmentos de recta,
tragcados em angulo recto, como
elementos iniciais de qualquer uma
das figuras. (fig.s 7 e 8)

Até aqui ndo se usou nunca a proprie-
dade dindmica da figura, mas o
teorema ficou demonstrado, ja que o
tridngulo inicial foi escolhido de modo
arbitrario. Nao se trata de nenhum

- tridngulo especial em particular, o que
confere generalidade & demonstragéo.

Na grande exposigéo de Matematica
aberta a populagéo que tem acompa-
nhado os ultimos ProfMat, encontra-
se um outro exemplo de demonstra-
Gao geométrica do mesmo tecrema.
Este exemplo mostra um outro
enquadramento das éreas dos
guadrados dos catetos, na area do
quadrado da hipotenusa, a partir de

uma figura de madeira, em que os
seus elementos integrantes, tridngulo
e quadrados respectivos permanecem
sempre iguais a si mesmos. E uma
figura estatica. Contudo ninguém
duvidaré que esté ali uma de-
monstragéo generalizada, porque a
escolha do tridngulo que serve de
base neste exemplo ndo obedeceu a
nenhum critério especial em particular.
Foi uma escolha arbitraria. Escolheu-
se aquele tridngulo como se poderia
ter escolhido outro qualquer.

Numa sessédo do Cabri no ProfMat de
Evora, em 1996, referi este exemplo
de demonstragdo geométrica, numa

figura 2

figura 3 — A[lJC] = A[ABC]

figura 5 — A[IHN] = A[GPM] /

5

figura 4 — A[ABM] = A[GON]

figura 6 — A[AFG] = A[AQG]
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figura7 — Elementos inicias

figura 8 — Resultado final
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altura em que acabava de apresentar
uma figura bastante semelhante,
construida no Cabri para 0 mesmo
fim. Dizia eu que “aquilo” era uma
demonstragdo. Alguém comentou
logo de imediato: “para aquele caso”.
Comentério que me deixou alguma
perplexidade, porque a meu ver,
“aquele caso”, pelas razdes ja
apontadas acima, é na verdade, uma
demonstragéo auténtica.

A demonstragédo de Pitagoras foi com
certeza uma demonstragéo do
género, dado que a geometria era
relevante no meio de todos os outros
ramos da matemética da época.

E facil de imaginar Pitdgoras extrema-
mente satisfeito quando descobriu a
verdade do seu teorema, a propodsito
de um tridngulo recténgulo qualquer,
isto &, quando descobriu um processo
engenhoso de comparar as areas dos
trés quadrados do tridngulo recténgulo
e precisou com rigor a relagéo entre
eles. N&o havia duvida. Estava diante
de um trigngulo particular, mas tinha
descoberto uma lei geral. Um pensar
diferente, o de Pitagoras ! E no
entanto, apesar da sua certeza ndo
tera deixado de multiplicar a experién-
cia com outros triangulos, para
concluir sempre a mesma coisa. O
Cabri teria facilitado imenso esta
tarefa a Pitdgoras, mas ao tempo, o
Cabri néo existia e a tecnologia mais
avangada da época estava na régua e
no compasso.

Mesmo assim, Pitagoras deve ter andado

entretido durante alguns dias, para gozo
da sua curiosidade, a experimentar mais
alguns tridngulos. Poucos com certeza,
uma meia duzia se tanto!

Hoje com o Cabri nds podemos
multiplicar as experiéncias de Pitago-
ras, por dezenas, centenas, milhares,
por uma infinidade de tridngulos
rectangulos em escassos centésimos
de segundo.

A figura com que iniciamos este
trabalho é uma figura dindmica
construida pelo Cabri. Sendo dinami-
ca, leva algumas vantagens sobre as
outras, as estéticas.

Podemos fazer observar a demonstra-
¢ao para outros tridngulos rectangu-
los, para muitos outros, mesmo para
uma infinidade deles, e tudo isto,
dentro de um instante. Basta para
isso, arrastar um qualquer dos
vértices do tridngulo, A, B ou C, para
ver passar no écran, uma infinidade de
triangulos recténgulos, onde a relagéo
entre as areas do quadrado da
hipotenusa e as areas dos quadrados
dos catetos se mantém invariante,
dentro da férmula algébrica que traduz
o teorema:

AC’ =AB +BC

A possibilidade de modificar uma
figura por manipulagéo directa,
mantendo invariantes a forma e as
relagdes entre os seus elementos, é
uma virtualidade do Cabri, cuja
importancia é de elevado alcance no
ensino e na aprendizagem e geometria.

Assim, sobre a mesma figura, pode-
mos fazer observar de imediato a
validade do teorema nalguns casos
particulares e até em casos limite,
como aqueles em que se pode levar
qualquer um dos lados do tridngulo
até ao anulamento.

A figura 9 obtida por arrastamento de
um dos vértices do tridngulo, mostra
claramente a relacéo do teorema, no
caso do tridngulo rectangulo ser um
triangulo isésceles.

Do mesmo modo se pode ainda
exemplificar a mesma relagao, verifi-
cando o que acontece quando se
procede ao anulamento de um dos
lados do triéngulo, o que se consegue
facilmente com o Cabri. Claro que
esta relagé@o se podia intuir racional-
mente, mas poder vé-la, podé-la
observar, é melhor.

d e

figura 9
- i

E facil de ver que, ao anular por
exemplo, um dos catetos, a area do
quadrado do outro cateto assume por
si 80, a area do quadrado da
hipotenusa. Com efeito, o Cabri pode
simular faciimente o comprimento de
um dos catetos a tender para zero, e
nés podemos observar perfeitamente
a érea deste cateto a anular-se
igualmente, e a do outro a tender
precisamente para a area do quadrado
da hipotenusa, o que ainda confirma a
relagdo do teorema de Pitagoras,
neste caso-limite. (fig. 10 e11).

Com o Cabri, estas figuras podem ser
construidas e apresentadas directa-
mente aos alunos na propria aula.
Sem o Cabri, era obrigatério construir
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figura 10
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A G F

figura 11 — A——C2 =Ez F0F
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a figura antes, com o méaximo de rigor,
utilizando a régua e o compasso e
sobretudo muito tempo, para lhe
estudar as propriedades que levam a
demonstragédo com éxito.

Nao conhecendo a figura de anteméo
e tentando construi-la de improviso no
quadro, iriam surgir inevitavelmente
erros de construgdo que acabariam
por tornar a demonstracgéo inviavel.

Na verdade, ndo era ponto assente,
que o vértice | viesse a ser localizado
exactamente no lado [HJ] e que o
vértice G caisse exactamente no
prolongamento rectilineo do segmento
de recta [FP], isto é, que os pontos F,
P e G ficassem alinhados.

Estas condigdes cumprem-se pela
natureza da figura, séo dbvias, mas
néo se descortinam de imediato,
numa construcéo improvisada.
Usando o Cabri ndo ha desvios de
construgdo e ndo sdo necessarias
correcgdes. A figura fica imediatamen-
te pronta a utilizar com um vasto
conjunto de possibilidades de trans-
formagéo, de medigéo, de verificagéo,
de repeticdo e de alteragbes, que
muito facilitam o desenvolvimento da
demonstragdo.

Na demonstragdo aqui apresentada
utilizamos alguns destes recursos
possibilitados pela tecnologia do
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Cabri. Todos os passos do seu
desenvolvimento constituem uma
sequéncia légica, e aparentemente, a
demonstragéo esta correcta. Mas se
reflectirmos um pouco sobre o modo
como a figura foi preparada para dar
inicio & demonstragdo, encontraremos
nos tragos auxiliares, nomeadamente
no segmento de recta.[PG], um
pequeno pormenor que pode dar
origem a alguns reparos.

Efectivamente, o passo da demonstra-
¢éo em que se substitui o A[AFGI]
pelo ATAQGI assenta a sua validade
no facto de se considerar que o
quadrilatero [AFGQI é um rectangulo
de diagonal [AGI. Este quadrilatero é
um recténgulo se [FGIIILAQ] e estes
dois segmentos de recta séo parale-
los se for garantido que os segmentos
de recta [FP] e [PGI séo colineares.
Esta colinearidade néo ficou garantida
quando se tragou o segmento de
recta [PG], unindo simplesmente os
seus-extremos. No entanto partimos
para a demonstragdo, seguros de que
os pontos F, P e G estavam alinhados
e que o poligono [AFPGI era um
triangulo e ndo um quadrilatero. Esta
certeza assenta numa evidéncia
fornecida pela tecnologia do Cabri, ou
se quisermos, num resultado facil de
observar e de verificar manualmente
utilizando uma simples régua. Se

tragarmos o segmento de recta [FGI
com o Cabri, verificamos que P € [FGl e
se unirmos os pontos P e G com uma
régua, verificamos que F € PG, o que
mostra a colinearidade dos trés
pontos F, Pe G.

E claro que ndo vem grande mal &
demonstracao por termos utilizado no
seu caminho uma evidéncia tecnoldgi-
ca fornecida pelo Cabri ou um resulta-
do fornecido por uma técnica mais
rudimentar como a da régua. Todos
sabemos como em matematica os
conjuntos axiomaticos que fundamen-
tam as diferentes teorias sdo constitu-
idos por principios evidentes, por
resultados que se “véem” e ndo se
demonstram, por coisas simples e
primitivas cuja verdade se aceita sem
demonstracéo. E ndo se demonstram,
porque é dificil demonstrar o que é
evidente, o que é simples, basico e
elementar como séo os axiomas.

Mas demonstrar que [FP] e [PG] sédo
colineares é possivel, e por conse-
guinte, a demonstragéo deve ser feita.
Para que a demonstragéo do teorema
de Pitagoras por este processo fique
completamente escorreita penso que
€ mesmo necessaria esta demonstra-
¢ao prévia.

Visto que ha com certeza mais do que
uma demonstragéo e nado querendo
nos influenciar os leitores, deixamos
este trabalho ao seu cuidado.

Para relevar ainda mais estas ques-
tdes que foram sendo reflectidas ao
longo destas linhas, permitam-me os
leitores um pequenino problema,
exclusivamente seleccionado para
evidenciar melhor a diferenga entre a
verificagdo imediata de um resultado
pelo Cabri e a demonstragdo mateméa-
tica do mesmo resultado pelas
propriedades matematicas da figura.

O problema baseia-se numa figura
dindmica, a 22 figura, construida
também pelo Cabri, e foi recolhido do
livro “Mathématiques, 2de , Nouveau
Fractale”, BORDAS, PARIS, 1994,
pag. 43.

No A[ABCI da figura 12, | é o ponto
médio de [AB], D e E os pontos
definidos por:

AD =AB+2AC e AE=-2AC
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Demonstre que os pontos D, | e E
estdo alinhados.

Se utilizarmos a tecnologia avancada
do Cabiri, basta tragar o segmento de
recta [ED] e verificar que | e [EDI;
utilizando a técnica rudimentar da
régua e seguindo uma estratégia
idéntica, obtém-se o mesmo resulta-
do. Contudo o Cabri leva uma peque-
na vantagem sobre a régua que é
esta: como a figura construida com o
Cabri é dindmica, podemos verificar o
alinhamento dos trés pontos para
cada um dos infinitos tridngulos que
se obtém deslocando qualquer dos
vértices do tridngulo [ABCI, para
qualquer outro ponto do plano.
Podemos até realizar esta operagéo
levando, por exemplo, o vértice B até
ao vértice C e verificar o alinhamento
dos pontos E, | e D, para todos os
tridngulos [ABClcom o vértice B em
cada um dos pontos do lado [BCI,
gue s&o em numero infinito como
sabemos. Teremos assim uma
demonstragdo por meio de uma
verificagéo exaustiva da propriedade
em questéo para todos os elementos
do conjunto de tridngulos possiveis,
ou seja, para todos os triangulos. E
esta capacidade de levar as verifica-
¢bes de uma propriedade até ao
ultimo elemento de um conjunto, ainda
que infinito, que n&o est4 ao alcance
da régua. No entanto, neste caso,
traduzi esta capacidade do Cabri
numa pequena vantagem sobre as
possibilidades da régua, pelo facto de
que a Unica verificagdo feita com a
régua sobre uma figura estética, com
um triangulo [ABCI rigido, ndo nos
deixaria muitas duvidas sobre a
colinearidade dos trés pontos para

qualquer outro tridngulo, visto que o
triangulo escolhido, foi escolhido
arbitrariamente. Ficariamos numa
posicéo de certeza igual a de Pitago-
ras com o seu teorema, e sé por mera
curiosidade irflamos repetir a experién-
cia, com outros tridngulos. Para
tranquilizar a consciéncia.

Em matematica a escolha arbitraria de
um elemento ou de um conjunto de
elementos para verificar propriedades
fundamenta a estratégia de muitas
demonstragbes.

Penso porém, que aquelas demons-
tragbes em cujo processo as compo-
nentes técnica ou tecnolégica séo
predominantes em relagéo aos
processos exclusivamente matemati-
cos s&o de certo modo demonstra-
¢Oes estranhas a natureza da mate-
mética. Demonstragdes bastardas. A
demonstragdo matematica é algo para
além da simples verificagéo de um
resultado e consiste em provar a
verdade desse resultado por meios
exclusivamente matematicos. So esta
demonstragédo é verdadeiramente
superior.

Relativamente ao problema enuncia-
do, a observacéo da figura sugere que
se utilize o método seguinte: trés
pontos estédo alinhados se um deles é
o ponto médio do segmento definido
pelos outros dois. Aqui demonstrare-
mos que | é o ponto médio do seg-
mento [DEI.

Uma solucgéao:

Pela definicéo de adigéo de vectores:
AE+EB=AB, donde: __ i,
EB=AB-AE. Sendo AE=-2AC,
vem EB=AB+2A

Entdo EB=AD.

Daqui se deduz que o quadrilatero
[AEBD] é um paralelogramo, e por
conseguinte, as suas diagonais [AB] e
[DEI] tém o mesmo ponto médio.

O ponto médio de [AB] ¢ |, e porisso
é também o ponto médio de [DEL

Em consequéncia, os pontos D, E e |
estdo alinhados como se queria
demonstrar.

O Cabri ajuda de uma forma extraordi-
naria a descobrir os resultados, a p6-
los em evidéncia, mesmo antes de os
demonstrar. Mas se ao Cabri cabe
descobrir resultados, cabe depois ao
matemético demonstré-los. O Cabri
néo dispensa as demonstra¢des. As
evidéncias que surgem como conse-
quéncia da aplicagéo das potencialida-
des do Cabri sé podem ser comparadas
aos resultados das demonstragoes.

E provavel que num futuro proximo a
aplicagéo ou a utilizagéo do Cabri e de
outras tecnologias modernas venham
a modificar a didéctica das demonstra-
¢Oes, ou a introduzir uma nova
didactica neste dominio. E provavel
que os processos de aplicagdo destas
potencialidades venham a transfor-
mar-se no equivalente das demonstra-
¢Oes, nessa didactica futura. Mas por
enquanto, este dominio ainda se
encontra muito impermeavel a tais
modificagbes, resistindo fortemente
infiltragdo de processos cuja natureza
n&o é intrinsecamente matematica.

Notas para uma demonstragéo da
colinearidade de dos trés pontos F, P e
G, da figura do teorema de Pitagoras.

1. FA=ABe AG=AC
2. FAG = BAC
3. AIABCI = AIAFG]
4. FAG + FGA=90°e

FAG + GAQ = 90°
5.FGA = GAQ
6. FG Il AQ

c.q.d.

Vidal Augusto Minga
Esc. EB 2+3
Paco de Arcos
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