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A astréide foi descoberta
por Roemer, em 1674,
durante a sua pesquisa

acerca das rodas
dentadas.

Jean Bernoulli (1667-
1748) estudou a mesma
curva, tendo obtido uma

equacdo, a sua forma e o

seu comprimento.

Ao longo dos tempos,
esta curva tem sido
conhecida por varias
designagdes, como por
exemplo cubocicléide,
paraciclo, curva de quatro
reversdes, etc. Em 1838
adquiriu o presente
nome, que lhe foi
atribuido por Littrow.

A astroéide!

Anabela Torres, Jodo Paulo Afonso e Sandra Afonso

Descricido e métodos de
construcio da curva

1. A astrdide como envolvente de
segmentos de recta

A astréide é a envolvente (ver Glossa-
rio no fim do artigo) de uma familia de
segmentos de recta de comprimento
constante (PQ, P,Q,,...) com extremi-
dades sobre os lados OA e OB de um
angulo recto (fig. 1).

Um mecanismo que nos permite obter
esta construgéo da curva é o Trammel
de Archimedes, que pode também

ser utilizado para gerar elipses (fig. 2).

2. A astréide como hipocicldide

A astroide é uma roulette que se
obtém marcando a trajectéria de um
ponto fixo numa circunferéncia que
rola sem deslizar no interior de uma
circunferéncia base. Assim, a astréide
€ uma hipocicldide.

A circunferéncia base tem raio re a
circunferéncia que rola sem escorre-
gar no seu interior pode ter raio
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A astroide tem quatro pontos de
reversao.
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3. Astréide como envolvente de
elipses

Se no mesmo sistema de eixos do
caso 1, tragarmos elipses com os
eixos sobre as rectas OA e OB e com
a soma dos semi-eixos igual a OA, a
mesma astroide é também a
envolvente dessas elipses (fig. 4).

4. Astréide como envolvente de
semirectas

Pode também obter-se uma astréide
considerando uma circunferéncia de
centro na origem de um referencial,
que intersecta o eixo das abcissas em
De D', sobre a qual se marcam
pontos em intervalos de 5°, com inicio
em D. De forma arfaloga marcam-se
pontos com inicio em D’ em intervalos

de 15° (fig. 5). O procedimento
prolonga-se para os outros
quadrantes.

Em seguida unem-se, por semirectas
com origem nos pontos espagados
de 15°, os pontos de igual referéncia.
A astroide surge como envolvente
destas semirectas (fig. 6).

5. Astréide como lugar geométrico —
(um outro modo de obter a
hipocicldide)

Seja dada uma circunferéncia de raio
a, seja | um ponto sobre ela, e [OQRI
o rectangulo construido a partir do
ponto / e indicado na figura 7. Seja M
o ponto de intersecgéo das diagonais
deste rectangulo e consideremos a
circunferéncia de didmetro [MI.

Esta circunferéncia tem dois pontos
de intersecgéo com [QRIl, Me um
outro ponto P. Como a circunferéncia
de didmetro [M/l tem um raio igual a
a/4, P descreve a astréide quando /
percorre a circunferéncia inicial.

Equacoes da astréide e outros
resultados da analise

A partir da primeira definigdo que
demos de astrdide, como envolvente
de segmentos,é possivel deduzir a
equagao cartesiana da astréide (ver
por exemplo a obra de Gomes
Teixeira indicada na bibliografia). Para
obter a equagéo tomamos as rectas
OA e OB como eixos coordenados e /
como comprimento do segmento
[PQl. Chegamos & equacgéo

20, pEZone
& Y31
A express&o da area da astrdide, que
como dissemos foi determinada por
Bernoulli (tal como a do comprimento,
que referiremos em seguida), é
3
2

8
O comprimento de um arco de
astréide, compreendido entre os
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Fig. 1. A curva completa aparece como envolvente quando os pontos P e Q podem
deslocar-se liviemente sobre as rectas OA e OB.

pontos de abcissa 0 e Xq, é dado por

1
g(lxg)3 :
Resulta facilmente que o comprimen-
to do arco compreendido entre dois
pontos de reversao é 3//2.

Para obtermos as equagdes
paramétricas da astroide partimos da
fig. 7. No rectangulo [OQIR],

Ol = a?za,ﬁlzacost,
RP = Ricost = acos?t e
ﬁ’cost =acos’ t.

Da mesma forma, QPsent = asen’t.

As equagdes paramétricas s&o entéo
x=acos’ t
y= asen’t.

Rela¢Ges com outras curvas

Existem muitas relacdes entre as cur-
vas planas especiais, de que a astrdi-
de é apenas um dos exemplos. Algu-
mas das relagdes da astréide com-ou-
tras curvas, mostram-se na pagina 27.

Para isso recorreremos ao Sketchpad
(fig. 8 e 10) e a Internet (fig. 9), onde
existem locais onde pode ser encon-
trada informacéo sobre a astroide (por
exemplo, os sites cujos enderegos
s&o indicados na bibliografia).

Nesses locais podemos encontrar,
relativamente a cada curva, os varios
tipos de definigéo, e figuras com as
diferentes curvas e as suas relagdes.
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Fig. 2. Os pivots A e B deslizam nas
ranhuras. P traga uma elipse.
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Fig. 3
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Fig. 8. A evoluta da astréide ¢ uma nova astréide, aqui visionada
como envolvente de (semirectas) normais & astréide.
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Nota

1. Sintese de um trabalho realizado em

Dezembro de 1997 no &mbito da acgao de

formagéo “Inovagéo no Ensino da Geome-

tria” (DE/FCUL).
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Fig. 9. Curva inversa da astréide em

relagéo a circunferéncia c, de centro O.
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Fig. 10. Quadrifélio, curva pedal da
astroide em relagéo ao centro.

6entro de curvatura - Se s for uma curva,
Pe Q dois pontos de S, p e g as normais
asem Pe Q, e Ta sua intersecgéo, o
ponto limite C para que tende T quando
Q tende para P diz-se centro de curvatura
de s no ponto P.

Curvas céusticas - Quando raios de luz
séo reflectidos por uma curva a
envolvente dos raios reflectidos é uma
caustica por reflexdo ou catacéustica.
Quando raios de luz s&o refractados por
uma curva a envolvente dos raios
refractados é uma céustica por refracgéo
ou diacaustica.

Curva inversa - Dada uma circunferéncia
cde centro O e raio r, e um ponto P20, o
ponto P’ diz-se inverso de P relativamen-
te a ¢ se pertencer a semi-recta OP e se

OP.OP' = r?. Quando P descreve uma
curva s, P'descreve s’, curva inversa de
s relativamente a c.

Curva pedal - Sejam dados uma curva s e
um ponto fixo O (chamado ponto pedal.
Para cada tangente t a curva s, conside-
\Qmos o ponto P, intersecg&o de t com a

perpendicular a t passando por O. O lugar
geométrico dos pontos P diz-se curva
pedal de s relativamente ao ponto O.

Envolvente - Dada uma familia de curvas
F. uma curva tangente a todas as curvas
s € F diz-se envolvente de F,

Evoluta - Evoluta de uma curva s é a curva
envolvente das normais a s. E também o
lugar geométrico dos centros de curvatura
de s.

Hipocicldide- Dadas uma circunferéncia ¢
e outra circunferéncia d tangente interior a
¢, a trajectoria de um ponto P de d quando
esta rola sem escorregar sobre ¢ é uma
hipocicloéide (epicicloide se d for exterior a
o).

Involuta - Se s é uma curva e s’ a sua
evoluta, entéo s é uma involuta de s’.
Quaisquer curvas paralelas a s séo
também involutas de s’. Assim uma curva
tem uma Unica evoluta mas infinitas
involutas. Alternativamente uma involuta
de uma dada curva pode ser considerada
como sendo uma curya ortogonal a todas
as suas tangentes.

Normal - Dada uma curva s e um ponto \
P € s em que admita tangente t, a
normal a s no ponto P ¢ a perpendicular a
t no ponto P.

Pedal negativa - Sejam dados uma curva
s e um ponto fixo O . Se para cada ponto
P da curva considerarmos a perpendicular
p ao segmento OP passando por P, a
envolvente das rectas p diz-se pedal
negativa de s relativamente ao ponto O.
Ponto de reverséo (cusp,
rebroussement) - Se imaginarmos que
uma curva é descrita por um ponto em
movimento, um ponto de revers&do é um
ponto da curva em que o ponto mével
“inverte” a direcgéo do seu movimento.
Se considerarmos as tangentes & curva
nesse ponto que esta a descrever a
curva, num ponto de reverséo a variagdo
do declive da tangente muda de sentido
(se estava a crescer, passa a decrescer,
e vice-versa).

Roullette - Diz-se roulette qualquer curva
que se obtém tragcando a trajectéria de
um ponto de uma curva quando esta rola
sem escorregar sobre outra curva.
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