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Facilitando o ensino de volume através de

Através dos jogos, a
crianga tem oportunidade
de entrar em contacto
com aspectos da
Matematica que irdo
contribuir para a formagéo
de seu pensamento
abstracto.

A actividade ludica cria a
motivagdo para outras
actividades

matematicas.

quebra-cabecas geométricos

Apresentacao

Em nosso artigo Incentivando a
visualizagdo espacial através de
propriedades geométricas de
tetraedros duais, publicado na Educa-
¢do e Matematica n° 38, menciona-
mos dificuldades apresentadas por
estudantes secundérios, universitarios
e professores de Matematica na
visualizagdo e interpretacéo de
propriedades relativas aos conceitos
de forma e de volume de um sélido
geometrico. Dando continuidade &
busca de recursos didacticos que
tratem dessas dificuldades, elabora-
mos as actividades apresentadas a
seguir, as quais podem ser aplicadas
como introdutdrias, alternativas ou
intercaladas aquelas relatadas no
artigo anterior.

Os jogos geométricos do tipo quebra-
-cabegas espaciais, aqui tratados, tém
por objectivo fornecer ao aluno
recursos que o levem a reconhecer,
comparar, diferenciar, visualizar e
relacionar algumas formas geométri-
cas elementares e suas propriedades,
facilitando o estudo de volume. Esses
jogos sédo baseados nos cortes do
cubo, do tetraedro e do octaedro
regulares, podendo ser faciimente
construidos com papel-cartio colorido
ou com placas de acetato do tipo
usado em chapas de raio-X.

Esses jogos tém sido aplicados em
oficinas de Matematica realizadas
com estudantes de 1° e 2° graus;
alunos de graduacéo e professores
de Matematica de 1° e 2° graus, em
cursos de treinamento e de especiali-
zagao.

Para utilizarmos esses quebra-
cabegas com criangas pequenas, com
cerca de oito anos de idade, confecci-
onamos previaménte os jogos e, além
desses, utilizando madeira, papel-
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cartdo, pléstico ou bloco de sab3o,
construimos modelos de um tetraedro
e um octaedro regulares, de um cubo
e de uma pirdmide regular de base
quadrada. Entdo, mostrando a crianga
o modelo de um dos sélidos, pedimos
que o reproduza fazendo uso das
pecas do jogo correspondente.

Observamos que as criancas
constroem com facilidade os sélidos
através da observagao dos modelos;
todavia, constatamos que, nesta faixa
etéria, elas tém grande dificuldade
para interpretar desenhos e, portanto,
evitamos apresentar-lhes planifica-
¢des ou desenhos em perspectiva.
Por outro lado, apesar dos jogos
apresentarem diferentes niveis de
complexidade, pois variam tanto em
relagdo ao nimero, quanto em relagéo
a forma das pegas que os compdem,
observamos que mesmo as criangas
pequenas se divertem com essas
construgoes.

Consideramos a vivéncia desse tipo
de actividade, aparentemente ludica,
muito importante para a crianga, que
desde tenra idade vai formando, em
sua mente, as imagens dos solidos
em questéo e tomando consciéncia de
suas formas. Todavia, nesta faixa
etéria (cerca dos oito anos), conside-
ramos ndo ser muito importante que a
crianca saiba os nomes das figuras
geométricas envolvidas, mas sim que
estabelega a identificagéo das suas
formas. Por outro lado, como os jogos
auxiliam o aluno a discriminar as
partes nas quais os sélidos se
constituem, favorecem o entendimen-
to do conceito de fracgéo, possibili-
tando a avaliagdo das fracgdes
correspondentes as partes do sdlido.
Os jogos ainda permitem que a
crianga inicie um processo de re-
conhecimento das relagbes entre as
medidas das diferentes partes de um
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solido, com vista ao estabelecimento
do seu volume. Além disso, atraves
dos jogos, a crianga tem oportunidade
de entrar em contacto com aspectos
da Matemética que irdo colaborar para
a formagéo de seu pensamento
abstracto, por meio de uma actividade
ludica que cria a motivagéo para
outras actividades matematicas.

Para os alunos mais velhos, com
cerca de onze anos de idade, a
confecgéo das pegas dos quebra-
cabecas tem mostrado ser um
interessante exercicio que lhes
proporciona oportunidade de desen-
volver, ndo somente a habilidade
manual, mas também a habilidade
para interpretar os desenhos das
planificagdes dessas pegas. Para tal
confecgéo solicitamos ao aluno que
copie, sobre cartolina, papel-cartéo ou
acetato, as planificagbes necessarias
para cada um dos jogos; em seguida,
dobre as linhas, formando as faces da
pega planificada e cole as abas
desenhadas. Temos sempre lembrado
ao aluno que as abas nao fazem parte
da planificagéo da pega, mas s&o
partes importantes, as quais nos
possibilitam obter a pega desejada
com o material utilizado.

E importante notarmos que na
construcéo de cada pega dos jogos, 0
aluno é levado a observar as formas
geométricas desenhadas na planifica-
¢éo e a forma da peca construida;
sendo, portanto, confrontado com
uma representagéo plana e com uma
representacéo espacial de uma
mesma figura geométrica. Observa-
¢des como estas ajudam a evitar que
o aluno confunda o desenho de uma
figura espacial com o de uma figura
plana; como por exemplo, nos casos
do tetraedro regular ser confundido
com um tridngulo e do octaedro
regular ser confundido com um
losango. Por outro lado, como as
secgdes planas que déo origem as
pegas que compdem 0s jogos, s&o
facilmente visualizadas, temos
oportunidade de iniciar o aluno na
visualizagdo de cortes e de secgdes
planas de uma maneira prazerosa,
numa idade bem inferior (cerca de
onze anos) a que habitualmente séo
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introduzidos esses contelidos na sala
de aula (cerca de dezasseis anos).
Além disso, a visualizagéo dos cortes
e a criatividade da crianga podem ser
conjuntamente incentivadas se a
orientarmos para que crie e explore
outros tipos de quebra-cabecas
baseando-se nos solidos conhecidos.

Alguns professores que trabalharam
com esses jogos, constataram que
alunos mais velhos e desinteressados
pelas aulas de Matematica, séo mo-
tivados para outras actividades mate-
maticas através dessas construgoes
quando intercaladas com tarefas que
envolvem construgdes dos esqueletos
dos sélidos pela representacéo de
suas arestas, como as que apresenta-
mos na Educagéao e Matematica n° 38.
No entanto, acreditamos que estudan-
tes habeis na visualizagéo das figuras
espaciais podem vir a ser desestimu-
lados se forem obrigados a vivenciar
muitas actividades de caracter mani-
pulativo, cabendo ao professor a ava-
liagéo critica da situacéo dos alunos e
a elaboragéo de actividades desafia-
doras alternativas para os mais habi-
lidosos. De uma forma geral, é neces-
sério que nos lembremos que, apesar
da riqueza didactica das actividades
de caréacter manipulativo-experimental
indicadas para criangas e jovens, elas
necessitam ser complementadas, em
algum estagio da escolaridade, por
actividades de caracter légico-
dedutivo, nas quais as propriedades
geométricas, as relagdes algébricas e
as correspondentes férmulas geome-
tricas serdo desenvolvidas.

Por outro lado, nos cursos de treina-

mento que temos ministrado, consta-
tamos que muitos universitéarios,
futuros professores e até mesmo
professores de Matemética de 1° e 2°
graus apresentam um cepticismo
alarmante quanto a utilidade do uso
desse tipo de material concreto como
ferramenta no processo do desenvol-
vimento da visualizagdo (Kaleff, Garcia
e Rei, 1996). Pois, apesar de um
grande numero de universitarios e
profissionais desconhecerem tais
recursos para o ensino de volume e
apresentarem dificuldades, tanto na
manipulagéo desses materiais, quanto
na elaboragdo dos conceitos geome-
tricos envolvidos, alguns professores
consideram esses meios didacticos
como recursos infantis (p.137).

No que se segue, relacionamos al-
guns desses quebra-cabecas, indican-
do os seus objectivos e as pegas que
os compdem e acrescentando algu-
mas observagdes de ordem prética
sobre a sua confecgao. Além disso,
buscando motivar os colegas profes-
sores a se interessarem pela aplica-
¢éo desses jogos em um nivel de
maior complexidade do que o das acti-
vidades mencionadas anteriormente,
apresentamos dois problemas que
envolvem poliedros duais. Considera-
mos dois poliedros como duais quan-
do um esté inscrito no outro, de tal
forma que os vértices do poliedro ins-
crito sdo os baricentros das faces do
poliedro circunscrito. A figura 1a) indi-
ca o caso do cubo e de seu dual, o
octaedro; enquanto que na 1b) estéo
representados dois tetraedros duais
(veja Educagéo e Matematica n ° 38).

e

\
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\ Figura 1 /
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Caracterizacio dos quebra-
cabecas

Objectivos e composicio

QUEBRA-CABECA N° 1

Objectivo - Construgéo de uma pira-
mide regular de base quadrada a par-
tir de dois tetraedros n&o regulares.

Composigao - Este jogo é formado
por duas pecas da mesma cor e

confeccionadas a partir da planifica-
¢éo desenhada na figura 2.

-

=

Figura 2
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QUEBRA-CABECA N° 2

Objectivo - Construgéo de um octa-
edro regular a partir de duas pirami-
des regulares de base quadrada.

Composigéo - Este jogo ¢ formado
por duas pegas da mesma cor,
confeccionadas a partir da planifica-
¢do desenhada na figura 3.

T

Figura 4

Lo 4k

das anteriores, conforme a planifica-
¢édo desenhada na figura 5. |

QUEBRA-CABECA N° 5

Objectivo - Construcéo de um cubo
constituido por doze tetraedros néo
regulares e por uma estrela de oito
pontas.

Composigéo - Este jogo é formado
por oito pegas de mesma cor, confec-
cionadas a partir da planificagéo
desenhada na figura 4; por uma pega
de outra cor conforme a figura 5 e por

QUEBRA-CABECA A
N° 3

Objectivo - Constru-
¢éo de um tetraedro
regular a partir de
quatro tetraedros

~

DA

regulares e de um
octaedro.
Composigao - Este
jogo é formado por

quatro pegas da
mesma cor, confecci-
onadas a partir da
planificacéo desenha-
da na figura 4 e por
uma, de outra cor,

Y.

Figura 5

conforme a figura 5.

QUEBRA-CABECA N° 4

Objectivo - Construgdo de um bloco
poliédrico formado pela interseccéo
de dois tetraedros regulares, o qual,
para facilitar a compreenséo dos
alunos, temos chamado de estrela de
oito pontas (ver figura 6). Essa estrela

#

Figura 3

\ ¢ construida a partir de oito

tetraedros regulares e de
um octaedro, cujos lados
medem a metade do
comprimento do lado dos
tetraedros que se intercep-
tam para forma-la.

Composigéo - Este jogo é
formado por nove pecas,
sendo quatro em uma cor e
outras quatro em cor
diferente, confeccionadas a
partir da planificagao
desenbada na figura 4 e
J por uma pega de outra cor

doze pegas de cor diferente das
anteriores, cuja planificagdo esta
desenhada na figura 2.

QUEBRA-CABECA N° 6

Objectivo - Construgéo de um
tetraedro regular a partir de onze
tetraedros regulares e de quatro
octaedros.

Composigéo - Este jogo ¢ formado
por onze pegas de mesma cor,
confeccionadas a partir da planificagéo
desenhada na figura 4 e por quatro
pecas de uma outra cor e conforme a
figura 5.

Observacdes sobre a confeccio

Julgamos que algumas observagoes
de ordem prética possam ser Uteis
aos leitores, a fim de que as pecas
dos quebra-cabegas possam ser mais
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facilmente confeccionadas, ficando
mais bonitas, mais representativas
das ideias geométricas e que tenham
maior durabilidade:

F

¢ O ideal para o manuseio das pegas
com forma de pirdmide, de tetraedro e
de octaedro regular é que a medida
do comprimento das arestas seja

4,5 cm, devendo ser esta também a
medida dos lados do tridngulo equilé-
tero que compde a pega em forma de
tetraedro nao regular.

e Copias ou ampliagdes das planifica-
¢Oes devem ser desenhadas no
avesso do papel-cartdo ou da cartolina
e marcadas com a ponta de uma
agulha ou estilete de metal, para que
as arestas, quando dobradas, fiquem
bem marcadas sem apresentarem
arredondamentos. As abas devem ser
coladas com cola ou fita gomada sob
as faces.

® Pecas de cartolina ou de papel-
cartdo tém maior durabilidade, quando
recobertas por uma camada de cola
plastica ou por uma camada de
plastico adesivo.

e Nas épocas mais quentes do ano,
n&o é aconselhavel o uso da fita
gomada na confecgao das pegas, pois
a sua cola pode se desfazer com o
calor. Porém, nas primeiras tentativas
de confecgéo, permitimos aos alunos
fazerem uso da fita devido a facilidade
de manuseio.

e O acetato pode ser obtido de
chapas usadas em raio-X, as quais

deverao ser colocadas numa solugéo
de partes iguais de agua e cloro
liquido comercial, para que seja
retirada a imagem impressa no
processo com raio-X. Com este
procedimento o acetato readquire sua
cor azul original e pode ser pintado
com tinta aderente a plastico, do tipo
utilizado na preparagéo de transpa-
réncias para retroprojetor. As planifi-
cagbes também devem ser tracadas
com esta mesma tinta sobre o
acetato.

e As planificag6es, desenhadas sobre
acetato, devem ter as faces recorta-
das e coladas, uma a uma, sobre a
lamina de plastico adesivo, enquanto
que as abas devem ser cortadas
somente no pléastico. Assim se
procedendo, as arestas seréo forma-
das pelo adesivo sendo facilmente
dobraveis, ndo apresentando
arredondamentos e as abas, que
deveréo ser coladas sobre as faces,
ficardo invisiveis. As pegas confeccio-
nadas em acetato s&o mais resisten-
tes e duréveis do que as obtidas com
outros materiais.

Problemas motivadores
envolvendo poliedros duais

Estabelecimento dos problemas

Os problemas seguintes, envolvendo
poliedros duais, tém se mostrado
desafiadores para muitos professores
com os quais temos trabalhado.

1° - Determinar a relagéo entre o
volume de um cubo e o de seu
octaedro dual.

2° - Determinar a relagéo entre o
volume de um tetraedro regular e o de
seu dual.

Todavia, através da manipulagdo de
quebra-cabecas, tais problemas
podem ser propostos a alunos, com
cerca de treze anos de idade, que ja
vivenciaram a confecgao das pegas e
as experiéncias triviais de construgéo
dos solidos, como as anteriormente
descritas. Porém, é necessério que os
'enunciados desses problemas
também sejam relacionados aos
quebra-cabegas, como, por exemplo,
na forma que se segue:

1° - Qual é a relagdo entre o volume
da peca em forma de octaedro que faz
parte do Quebra-cabegcan®5 e o do
cubo construido com todas as pegas
desse jogo?

2° - Qual é a relagédo entre o volume
da peca em forma de tetraedro regular
que faz parte do Quebra-cabega n° 6 e
o volume do tetraedro construido com
todas as pegas desse jogo?

A resolugéo de cada um desses
problemas pode ser visualizada
através de actividades com os quebra-
cabecas, nas quais, para facilitar a
manipulagdo dos soélidos construidos,
aconselhamos aos alunos a formarem
um Unico bloco com as pegas, fixan-
do-as, uma as outras, por meio de um
pequeno cilindro de fita gomada.

Resolucio dos problemas propostos:
exemplos de actividades

Actividade 1

a) Vocé é capaz de dizer qual é a
relagdo entre o volume da pirdmide
(pega do Quebra-cabega n®2) e o
volume do tetraedro néo regular (pega
do Quebra-cabega n°® 1)?

b) Vocé é capaz de dizer qual é a
relagéo entre o volume de cada um
dos tetraedros néo regulares que
formam o octaedro e o volume desse
octaedro?

Vocé deve ter notado, pela constru-
¢&o, que o volume do octaedro é
quatro vezes o volume do tetraedro
nao regular.

¢) Vocé é capaz de dizer qual é a
relagao entre o volume de cada uma
das pegas em forma de tetraedro nédo
regular que formam o octaedro e o
volume da pega com forma de um
tetraedro regular pertencente ao
Quebra-cabeca n° 4? Discuta com
seus colegas a sua resposta.

Vocé deve observar que as pegas
com formas de tetraedro regular e
n&o regular, possuem ao menos uma
face igual e com forma de tridangulo
equilatero, a qual, se considerarmos
como base de cada um dos
tetraedros, observaremos que as
alturas medidas a partir do vértice
oposto a base, em cada um deles,



Educagéo e Matematica n° 47

Margo/Abril de 1998

tém a mesma medida. Desta forma as
pegas tém o mesmo volume.

Actividade 2

a) Construa um tetraedro regular com
as pecas do Quebra-cabecga n° 3.

b) Observe como s&o as faces do
octaedro em relagéo as faces do
tetraedro construido.

Vocé deve ter notado que cada face
poderia ter sido formada pelo corte de
um plano que passa por trés arestas
do tetraedro e que é paralelo a uma
de suas faces.

c) Agora, substitua o octaedro pelas
pirdmides do Quebra-cabega n° 2.
Descreva a posigéo do plano que
corta o tetraedro, formando a secgéo
quadrada que dé& origem as duas
piréamides.

Vocé deve ter notado que o plano
passa pélos pontos médios de quatro
arestas do tetraedro e que este plano
¢ paralelo a outras duas de suas
arestas.

d) Observando esse corte que divide
o octaedro em duas piramides, vocé é
capaz de construir um outro quebra-
cabeca para o tetraedro e que seja
formado por somente duas pecas? E
por quatro pecas? E por seis?

Vocé deve ter notado que podera
construir o tetraedro com duas pegas
com a forma apresentada na figura 7;
se dividi-las ao meio obtera quatro
pecas; por outro lado, cada uma
dessas pegas pode ser formada por
uma pirdmide e por dois tetraedros
regulares.

4 e

Figura 7

e) Vocé é capaz de dizer qual ¢ a
relagdo entre o volume de cada uma
das pegas em forma de tetraedro que
compdem o tetraedro construido e o
volume deste?

Vocé deve ter notado, pelas activida-
des anteriores, que o volume do
tetraedro construido é oito vezes o
volume de cada uma das pegas em
forma de tetraedro regular.

Actividade 3

a) Usando acetato, construa uma
caixa em forma de cubo com 7 cm de
lado, conforme a planificacdo indicada
na figura 8 e de maneira que fique
com uma tampa aberta.

das pegas em forma de tetraedro que
compdem o tetraedro colocado dentro
do cubo e o volume deste? Se vocé
ainda ndo consegue responder a esta
quest&o, realize a actividade a seguir.

Actividade 4

a) Construa um cubo como na
actividade anterior.

b) Construa uma estrela de oito
pontas com as pegas do Quebra-
cabega n® 4, fixando as pecgas através
de fita adesiva.

c) Vocé é capaz de dizer qual ¢ a
relacdo entre o volume de cada uma
das pegas em forma de tetraedro que
compdem a estrela e o seu volume?

Vo

\ Pela construgéo, vocé
deve ter observado
que a estrela é
formada por um
octaedro e oito
tetraedros regulares e,

pelas actividades
anteriores, vocé pode
concluir que a estrela
tem um volume doze
vezes maior do que a

Figura 8

S

peca em forma de
tetraedro regular.

) Coloque a estrela
dentro do cubo de
acetato, de forma a
que seus vértices se
encontrem com os
vértices do cubo.

b) Construa um tetraedro regular com
as pecas do Quebra-cabega n° 3,
fixando-as por meio de fita adesiva.

¢) Coloque o tetraedro formado
dentro do cubo de acetato, de
maneira que seus quatro vértices se
encontrem com quatro vértices do
cubo.

d) Observe como séo as faces do
tetraedro em relagéo as faces do
cubo.

Note que as faces poderiam ter sido
formadas pelo corte de um plano que
passa por um dos vértices do cubo e
pela diagonal de uma das faces.

e) Vocé é capaz de dizer qual é a
relagdo entre o volume de cada uma

Vocé é capaz de dizer
que forma de pegas deveriamos ter
para completar a estrela e obtermos
o cubo?

d) Qual é a relagéo entre o volume de
cada um dos tetraedros n&o regulares
que formam o octaedro colocado no
centro da estrela e o volume de cada
um dos tetraedros que formam a
estrela?

e) Qual é a relacéo entre o volume da
peca em forma de octaedro que faz
parte desse jogo e o volume do cubo
construido com todas as suas pegas?

) Qual é a relagao entre o volume do
octaedro dual e o volume do cubo?

Vocé deve ter observado que, para
completar a estrela e obtermos o
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cubo, sdo necessérias doze pegas
iguais ao tetraedro nao regular do
Quebra-cabega n° 1, cujo volume é
igual ao do tetraedro regular. Assim, o
volume do cubo é igual ao volume de
vinte tetraedros regulares, mais o
volume do octaedro, o qual, por sua
vez, é igual a quatro volumes do
tetraedro ndo regular. Desta forma, o
volume do cubo é vinte e quatro
vezes o volume do tetraedro e,
portanto, a relagéo entre o volume do
octaedro dual e o volume do cubo é
4/24 = 1/86.

Actividade 5

a) Considere as pegas do Quebra-
cabega n° 6.

b) Construa um tetraedro regular
utilizando um octaedro e mais quatro
tetraedros. Observe que essas pegas
s&o as mesmas que formam o Que-
bra-cabeca n° 3.

¢) Utilizando fita gomada, cole um dos
tetraedros sobre uma das faces do
octaedro, na qual no esteja justapos-
to nenhum outro tetraedro. Ao redor

deste tetraedro, justaponha as demais
pegas restantes de maneira a formar
um tetraedro regular cujo lado seja
trés vezes maior do que o lado da
pega em forma de tetraedro regular,

.que vocé colou numa das faces do

octaedro.

d) Qual é a relagdo entre o volume da
peca em forma de tetraedro regular e
o volume do tetraedro construido com
todas as pegas desse jogo?

e) Analisando as relagdes entre os
volumes das pecas que compdem o
tetraedro construido, vocé consegue
determinar as relagdes entre os
volumes dos dois tetraedros duais?
Se vocé néo consegue responder a
esta questdo refaga a actividade
anterior.

Vocé deve ter observado em c) que
construiu dois tetraedros duais, pois o
tetraedro ao redor do qual vocé
dispds as pegas restantes é o dual do
tetraedro construido com todas as
pegas do jogo; além disso, vocé deve
ter chegado a concluséo de que o

volume do tetraedro dual € 1/27 do
volume do tetraedro construido com
todas as pegas.
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Quebra-cabecas geométricos e
formas planas, de Ana Maria Kaleff,
Dulce Monteiro Rei e Simone dos
Santos Garcia, é o primeiro volume
sobre geometria da série Conversan-
do com o Professor, editada recente-
mente (1997) pela Universidade
KFederaI Fluminense - Brasil.

Dirigida a professores dos 1°, 2° e 3°
ciclos, esta € uma obra cuidada que
defende a construgéo e utilizagéo de
materiais didacticos como meio
privilegiado para atingir alguns dos
objectivos do ensino da geometria,
apelando a relagéo entre as formas
geométricas e o mundo, e assente
numa forte componente ludica.

O livro é constituido por trés capitu-
los. O primeiro tem por objectivo
mostrar de que forma a utilizagéo de
quebra-cabegas planos, de facil
construgéo, pode ter um importante
papel na aprendizagem da geometria,
nomeadamente, na identificagéo,
reconhecimento e comparagéo de
formas e distéancias, na visualizagdo e
andlise de figuras, na formulagéo de
conjecturas sobre relagdes entre
figuras planas, partindo da observacéo
de movimentos realizados no plano e,
ainda, na compreenséo do conceito
de area de uma figura plana.

No segundo capitujo as autoras
defendem uma abordagem intuitiva do

2

Teorema de Pitagoras, também
através da utilizagéo de quebra-
cabecas, de modo a que, partindo
da exploragéo de propriedades e
relagbes geométricas em figuras va-
riadas, os alunos possam estabele-
cer a féormula relacionada com o re-
ferido teorema. Numa fase posterior
s&o apresentadas actividades que
permitem acompanhar uma demons-
tracdo do Teorema de Pitagoras e
sdo sugeridas algumas actividades
de aplicagéo no geoplano.

Por fim no terceiro capitulo, sédo
apresentadas sugestbes de activida-
des envolvendo propriedades e
relagdes do tridngulo equilatero, uma
vez mais através do uso de quebra-
cabegas simples, cuja construgéo é
detalhadamente explicada.

De fécil leitura e de grande utilidade
prética, este é um livro cuja consulta

se recomenda.

Fernanda Perez
Esc. Sec. de Amory

20



