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Observando
representacdes gréficas
de vérias fungdes de uma
classe, podemos
conjecturar propriedades
da classe a que
pertencem essas
fungdes. Considerando
outros elementos da
classe, estamos em
condicbes de avaliar e
refinar as conjecturas
antes estabelecidas.

Ao longo deste processo
de representagéo grafica
de varios elementos da
classe, que é muito
facilitado pela utilizagéo
de tecnologia gréfica,
ficamos cada vez mais
convictos acerca da
plausibilidade das
nossas conjecturas.

Tecnologia grafica no estudo
de classes de funcoes

A utilizacéo de tecnologia gréfica nas
aulas de Matemética, particularmente
computadores e calculadoras gréficas,
permite um estudo mais completo de
classes de fungdes. Para Harvey,
Waits e Demana (1995), o estudo de
classes de fungdes serd mais profun-
do no futuro e dependeré tanto das
representagdes gréficas das fungdes
como das suas representacoes
simbdlicas.

Observando representacgoes gréaficas
de varias fungdes de uma classe,
podemos conjecturar propriedades da
classe a que pertencem essas
fungdes. Considerando outros
elementos da classe, estamos em
condi¢bes de avaliar e refinar as
conjecturas antes estabelecidas. Ao
longo deste processo de representa-
¢éo gréfica de varios elementos da
classe, que é muito facilitado pela
utilizagéo de tecnologia gréfica,
ficamos cada vez mais convictos
acerca da plausibilidade das nossas
conjecturas.’

Para Zbiek (1995), a evidéncia
proporcionada nesta abordagem
indutiva e empirica tem implicagdes ao
nivel do raciocinio e da demonstragao
em matemética. E claro que uma tal
evidéncia, baseada na observacéo e
andlise de exemplos, tem consequén-
cias diferentes conforme contraria ou
confirma uma conjectura.

No caso de encontrarmos um exem-
plo que contrarie uma conjectura, tal é
suficiente para refuta-la. Estamos,
aqui, a recorrer a uma demonstragéo
por contra-exemplo.

Ja no caso de todos os exemplos
estudados confirmérem uma conjectu-
ra, tal ndo é suficiente, em geral, para
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afirmar a conjectura como uma
propriedade matematica. Sé no caso
do estudo de todos os exemplos
possiveis confirmarem a conjectura é
que ela pode ser considerada como
propriedade mateméatica. Mas, quase
sempre, em mateméatica é impossivel
estudar todos as concretizagbes
possiveis de uma propriedade, pois
geralmente elas sdo em nimero
infinito. Nesta situagéo, a evidéncia
proporcionada pelos exemplos néo
pode substituir a demonstragéo.

A evidéncia fornecida pelos exemplos

que confirmam a conjectura desempe-

nha um papel preponderante ao nivel
da convicgéo e da crenga na sua
validade, sendo, por isso, fundamen-
talmente subjectiva. Diferentemente,
a demonstragéo, na medida em que
se baseia em leis universais da ldgica,
é fundamentalmente objectiva.
Recorrendo aos diferentes tipos de
raciocinio distinguidos em matematica
por Fischbein (1990), podemos situar
a evidéncia no raciocinio intuitivo e a
demonstragéo no raciocinio formal.

E de destacar que em termos de
ensino, especialmente nos primeiros
anos de escolaridade, os alunos
abordam a mateméatica a partir de um
raciocinio preponderantemente
intuitivo. Um dos muitos exemplos de
uma abordagem indutiva e empirica
acontece, frequentemente, no estudo
das propriedades das operagdes
aritméticas elementares.

Seguindo um processo de exploragéo
de exemplos usando uma calculadora
gréfica TI-83, podemos sugerir aos
alunos que procurem estabelecer
propriedades relativas a diferentes
classes de fungdes envolvendo
funcdes afins e fungdes quadraticas.
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Funcoes afins

A classe das fungdes afins tem a
forma y=ax+bcom a, b e K.

Atribuindo aos paréametros a e b
diferentes valores reais, obtemos
diferentes funcdes afins. Estudemos
os exemplos que se obtém fixando um
dos parémetros e fazendo variar o
outro.

® Variar o valor de b

Considerando a=1, tem-se a classe
de fungdes y=x+b.

Atribuindo ao pardmetro b os valores
do conjunto {-2,-1,0,1,2}, obtém-se
cinco fungdes cujas representacdes
gréficas podem ser observadas na
fig.1.
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Representagéo grafica da classe de fungbes
y,=x+{-2,-1,0,1,2tem[-4.7,4.71x[-3.1, 3.1 i

\_ 4
figura 1

Conclui-se que todos os gréficos das
fungoes sdo rectas com a mesma
inclinagdo. Portanto, o pardmetro a
define o declive da recta que constitui
o gréfico da fungéo afim.

e Variar o valor de a

Considerando b=—1, tem-se a classe
de fungdes y=ax—1. £

Atribuindo ao paréametro a os valores
do conjunto {-2,-1,0,1,2}, obtém-se
cinco fungdes cujas representagdes
graficas podem ser observadas na
fig.2.

Verifica-se que todos os gréficos das
funcdes séo rectas que passam pelo
ponto de coordenadas (0,-1). Portan-
to, o pardmetro b define a ordenada
na origem da recta que constitui o
grafico da funcgéo afim.
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Representacéo gréfica da classe de fungdes
={-2,-1,0,1,2}x-1em [-4.7,4.7Ix[-3.1 Sl
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Representagéo gréfica da classe de fun-
goes y, =x?+ 2x + {-3,-2,-1,0,1,2,3} e da

& -

recta x=-1 em [-5,5] x[-4,4].
L 7

figura 2

Funcoes quadraticas
A classe das fungdes quadréticas tem

a forma y=ax*+bx+c, com a, b,c € Re
(o167

Atribuindo aos parémetros, a, be ¢
diferentes valores reais (¢ =0) obtém-
-se diferentes fungdes quadréticas.
Estudemos, seguidamente, os exem-
plos que se obtém fixando dois dos
parémetros e fazendo variar o terceiro.

e Variar o valor de c

considerando a=1 e b=2, tem-se a
classe de fungbes y=x?+2x+c.

Atribuindo ao parametro c os valores
do conjunto {-3,-2,-1,0,1,2,3} obtém-
se seis fungdes, cujas representagbes
gréficas podem ser observadas na
fig.3.
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Representagéo gréfica da classe de fun-
cdesy, = x?+ 2x +{-3,-2,-1,0,1,2,3} em
[-5,5] x [-4,41.

J

figura 3

Parece plausivel concluir que os veérti-
ces das pardbolas, que constituem os
gréaficos das fungdes quadraticas, es-
t3o sobre a recta vertical de equagéo
x =-1.(ver fig. 4).

figura 4

Em termos algébricos, verificando que
a equagdo y=x’+2x+c é equivalente a
y=(x+1)%+c-1, conclui-se que o par
ordenado (-1, ¢-1) define as coordena-
das dos vértices das parabolas. Em
consequéncia, qualquer dos vértices
das parébolas esté sobre a recta
vertical de equagéao x=-1.

e Variar o valor de b

Considerando a=c=1, tem-se a classe
de fungbes y=x?+bx+1.

Atribuindo ao parédmetro b os valores
do conjunto {-3,-2,-1,0,1,2,3} obtém-
se sete fungbes, cujas representa-
¢Bes graficas podem ser observadas
na fig.5.
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Representacéo grafica da classe de fun-
¢bes y,= x*+1{-3,-2,-1,0,1,2,3} x +1 em
[[47.4 7 x[3138 11

. J

figura ‘5

Representemos, agora, apenas 0s
pontos correspondentes aos vértices
das parabolas consideradas.
Observando o lugar geométrico dos
pontos, parece que eles se situam
sobre uma outra parabola. Ajustando
uma parabola aos pontos, recorrendo
a uma regresséo quadratica, verifica-
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se que a parabola de equagéo y=-x*+1
constitui um ajuste perfeito ao conjun-
to de pontos considerados, conforme
se mostra na fig. 6.
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Representacao graficados vértices das para-
bolas dadas e da pardbolay, = -x*+ 1em
[-4.7,4.71x[-3.1,3.11.
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figura 6

Em termos algébricos, verificando que
a equagdo y=x’+bx+1 é equivalente a
2
b

b2
equacao y=|x+—| +1-—,
gy ] 1128

conclui-se que o par ordenado

4

dos vértices das parédbolas. Em con-
sequéncia, qualquer dos vértices das
pardbolas esté sobre a parabola de
equagéo y=-x*+1.

2
1- %—J define as coordenadas

e Variar o valor de a

Considerando b=1 e ¢c=-1, tem-se a
classe de fungbes y=ax®+x-1.

Atribuindo ao parametro a os valores
do conjunto {-3,-2,-1,1,2,3} obtém-se
seis fungdes, cujas representagdes
gréficas podem ser observadas na
fig.7.
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Representagao gréfica da classe de
fungdes y, = {-3,-2,-1,1,2,3} xX* + x - 1
em [-1,11x[-1.5,-.5].

. J

figura 7

Representemos, agora, apenas os
pontos correspondentes aos vértices
das parébolas consideradas. Obser-
vando o lugar geométrico dos pontos,
parece que eles se situam sobre uma
recta. Ajustando uma recta aos
pontos, recorrendo a uma regresséo
linear, verifica-se que a recta de
equagao y=0.5x-1 constitui um ajuste
perfeito ao conjunto de pontos
considerados, conforme se mostra na
fig. 8.
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Y=-1.z

Representagdo gréfica dos vértices das
parébolas dadas e da recta y, = 0.5x- Tem
[-1,11x[-1.5,-.51.

\ J
figura 8

Em termos algébricos, verificando que

B
a equagéo y :a[x+—] -1-— é
2a
equivalente & equagdo y=ax®+x-1,
conclui-se que o par ordenado

[—i e - ij define as coordenadas
2a 4a

dos vértices das pardbolas. Em con-
sequéncia, qualquer dos vértices das
parabolas esté sobre a recta de equa-
céo y=0.5x-1.

e Variar o valor de a de modo a tender
para zero

Considerando b=c=1, tem-se a classe
de fungbes y=ax?+x+1.

Atribuindo ao pardmetro a os valores
do conjunto {1,0.5,0.2,0.1,0.05},
obtém-se cinco fungdes cujas repre-
sentagbes gréficas podem ser obser-
vadas na fig.9.

Constata-se que a medida que o valor
de a se aproxima de zero a parébola
correspondente a fungéo, no rectan-
gulo de visualizagao definido, aproxi-
ma-se da recta de equagéo y=x+1.
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Representagéo gréfica da classe de fun-
coesy,=1{1,5,2,.1,.05} X + x+ 1 e darecta
Vo= x+1eml[-4.7 471 X[3.1, 3.11.
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figura 9

No caso da fungéo y=0.001x%+x+1, a
parébola que constitui o seu gréfico
ndo se distingue do gréfico da recta
y=x+1, conforme se observa na
fig.10.
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Representagao gréafica da fungéo
y,=-001x*+ x + 1 e darecta y,= x + 1
em [-4.7,4.71 x [-3.1,3.1].

g v
figura 10

A conclus@o a que chegédmos quando
a tende para zero por valores positi-
vos mantém-se quando a tende para
zero por valores negativos.

e Variar o valor de a de modo a tender
para infinito

Considerando b=1 e ¢c=2, tem-se a
classe de fungdes y=ax+x-2.

Atribuindo ao pardmetro a os valores
do conjunto {1,10,50,1000}, obtém-se
quatro fungbes cujas representagbes
gréficas podem ser observadas na
fig.11.

Seria razoavel conjecturar que quando
a tende para infinito por valores
positivos, as parabolas que constitu-
em os graficos das fungdes tendem
para uma semi-recta vertical. Contudo,
a representagéo gréfica da fungao
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Representacéo gréfica da classe de fungdes
y,=1{1,10,50,1000} x* + x-2 em [-3,31x[-3,31.
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figura 11
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H=0 Y=~z
Representagdo gréafica da fungéo
¥,=1000x%+x-2 em [-2,2]1 x [-200,1000].

N S
figura 12

y=1000x*+x-2, que se mostra na
fig.12, permite concluir que tal conjec-
tura néo é valida.

O facto do gréfico da fungdo quadrati-
ca constituir ainda uma parabola
quando a tende para infinito por
valores positivos mantém-se também
para o caso em que a tende para
infinito por valores negativos.

Conclusio

Referimo-nos neste texto ao estudo
de propriedades de uma classe de
fungdes. Todavia, podemos definir
fungbes através da combinagéo de
elementos de diferentes classes e
que n&o pertencam a qualquer das
classes consideradas. Por exemplo, a

da vida real, pois muito frequentemen-
te as fungdes que modelam essas
situagdes pertencem a uma tal
categoria.?

Segundo Zbiek (1995), o facto de
incentivarmos os alunos a usar
tecnologia para estabelecer e avaliar
conjecturas, implica a consideragéo
de trés aspectos essenciais relaciona-
dos com a dualidade evidéncia versus
demonstragéo:

(1) os alunos devem distinguir entre a
informagéo fornecida pelos
contra—exemplos e aquela que é
proporcionada pelos exemplos;

(2) tanto os professores como os
alunos devem procurar um equili-
brio entre a indugéo e a dedugéo;

(3) compatibilizar a “imperfeicéo” da
tecnologia com a “perfeigéo” da
matematica.

Em relagéo ao terceiro aspecto, deve
ter-se presente que a limitagéo da

tecnologia pode produzir representa-
¢Oes inapropriadas que podem estar
na origem de generalizagdes erradas.

Finalmente, a representagéo grafica,
em algumas situagdes constitui a
Unica forma do estudante abordar um
problema. Mesmo nas situagbes em
que a representacéo algébrica ou
numérica pode ser usada, a represen-
tagdo gréfica desempenha ainda

assim um papel relevante, pois

constitui mais uma forma de represen-

tagdo matematica e pode ser usada

como uma possibilidade de confirmar

um resultado obtido por outros meios.

No caso das representagbes em

matematica, deve observar-se que o

recurso a varias representagbes de

um conceito contribui para uma sua

compreenséo mais profunda.

Notas:

' Ver Hirschhorn & Thompson (1996)

2Ver Harvey, Waits & Demana (1995)
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A Matematica e tudo a volta. \

Aceitamos sugestoes, reclamacoes, questoes...

A actividade matematica dos professores ndo se confina as paredes da salade |
aula ou mesmo aos muros da escola. Os ProfMats tém-nos ajudado a perceber
isso, conhecendo actividades (mais ligadas ou mais afastadas da profiss&o) que
alguns colegas desenvolvem e em que a presenga da Matematica pode surgir
de uma forma talvez ndo esperada mas nem por isso menos interessante.

No ProfMat 97, na Figueira da Foz, soubemos por exemplo que os colegas Paulo |
Saraiva e Fausto Silva séo responséveis por um programa de radio, na regiéo
centro do pais, e ficariam muito satisfeitos se lhe comunicassem criticas,
sugestbes, etc. Se esta interessado, tome note na sua agenda:

Histoérias com nimeros
todas as 4% feiras das 20h. as 21h.
na Rédio Universidade de Coimbra

107.9 FM

fungéo y = log (x*~1) obtém-se
combinando uma fungéo quadrética
com uma fung&o logaritmica. Esta
forma de construir fungdes, combinan-
do elementos de diferentes classes,
reveste-se de uma importancia
fundamental no estudo de situagdes

Pode escrever para a seguinte morada:
Historias com nlmeros, Apartado 1117, 3000 Coimbra
ou utilizar o correio electronico: psaraiva@condor.ci.uc.pt J
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