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Matematica Discreta: relacdes de recorréncia num

contexto de resolucdo de problemas

Os problemas que se
apresentam sao
problemas de contagem,
em que as relacoes de
recorréncia se revelam
uteis como meio de
compreensao ou como
modelo de resolugéo da
situagdo problematica.
Este é um possivel
contributo para a
fundamentagao de outras
metodologias e de outras
l6gicas de apresentacéo
e de prética do programa
de matematica.

Na experiéncia, recente, como

docente do departamento de Matema-

tica de uma Escola Superior de
Educagéo tenho tido responsabilida-
des na formacgéo cientifica e didactica
de alunos da variante de Matematica/
Ciéncias Naturais e de alunos de
outras variantes. Neste artigo preten-
do valorizar o papel formativo de
aspectos da Matemética Discreta que
foram utilizados em processos de

resolugéo de problemas de contagem.

O primeiro problema aqui apresenta-
do, “O jogo das torres de Hanoi” foi
proposto a alunos do 1° ano da
variante de Matematica/Ciéncias
Naturais, no &mbito da cadeira de
Anédlise Matematica, no capitulo das
sucessdes, com o proposito de
valorizar matematicamente as rela-
¢Oes de recorréncia em processos de
resolugéo de problemas. Este proble-
ma também foi proposto a alunos de
outros cursos no dmbito de uma
cadeira de resolugéo de problemas,
com o propdsito de trabalhar “boas”
estratégias de resolugéo de proble-
mas envolvendo poucos conhecimen-
tos de matematica formal.

O segundo problema, “Qual é o
nimero méaximo de regides defini-
das?” (NCTM, 1991), foi proposto ao
segundo grupo de alunos, inserido
num conjunto de problemas de
contagem, com dois objectivos: dar
importancia a aspectos experimentais
nos processos argumentativos e
compreender o processo gerador de
novas regides utilizando a relagéo de
recorréncia como um modelo adequa-
do.

Relacoes de recorréncia e
Matematica Discreta

Os métodos e conceitos préprios da
Matemética Discreta ndo s&o novos,
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mas ultimamente esta tem-se desen-
volvido muitissimo gragas a resolugéo
de problemas, as aplicagbes da
Matematica e a utilizagdo crescente
das Tecnologias de Informagdo. A
Matemética Discreta estuda e utiliza,
entre outras coisas, as relagdes de
recorréncia em processos de resolu-
¢éo de problemas de contagem.

Segundo Johnsonbaugh (1993) uma
relagéo de recorréncia para uma
sequéncia a,, a,, a,,... fica
estabelecida através de uma equagéo
que exprime o termo de ordemn, a,
em fungéo de termos de ordem
anterior, a,, a,, ....a_,. e do conheci-
mento de um ndmero finito de termos
da sequéncia, geralmente o primeiro
termo.

Os problemas que se apresentam s&o
problemas de contagem, em que as
relagdes de recorréncia se revelam
Uteis como meio de compreenséo da
situagdo ou como modelo de resolu-
¢do da situagéo problemética. As
relagdes de recorréncia surgiram
como modelos, naturalmente criados
pelos alunos, para responder a certas
situagdes, ou como argumentos para
explicarem conjecturas por eles
estabelecidas. Estas relagbes tém
exigido saberes acessiveis aos alunos
€ que muitas vezes néo séo novos
para eles. Do ponto de vista da
aprendizagem esta é uma razdo que
contribui para mostrar a pertinéncia do
tépico invocado. Concordando com
Stephen B. Maurer & Anthony
Ralston (1991) e Crisler & al. (1994) é
de salientar que a utilizagéo da
calculadora e do computador reque-
rem permanentemente a construcgéo e
a utilizagéo de relagdes de
recorréncia.

O primeiro problema esté formulado
sob a forma de jogo de estratégia e o

41




Educagéo e Matematica n® 43

Maio/Junho de 1997

segundo apela naturalmente ao
tracado de uma figura como meio de
interpretagéo e como auxiliar de
resolucéo.

Os problemas aqui apresentados
apelam a utilizagéo do raciocinio
recursivo. Este tipo de raciocinio &
particularmente importante, nomeada-
mente, porque esta na raiz das
operagdes de contagem e é aplicado
na utilizacdo do factor constante da
calculadora e em algoritmos de
computagéo, como por exemplo nas
folhas de célculo electrénicas.

Nos processos de resolugao destes
problemas utilizaram-se estratégias e
relagdes que integram topicos de
Matematica Discreta, habitualmente
ndo consideradas como tal e frequen-
temente pouco aprofundadas.
Referimo-nos concretamente a
relacdes de recorréncia que integram
este ramo recente da Matematica.

Dois problemas

Apresentam-se os aspectos mais
significativos da discussé&o com os
grupos de alunos no processo de
resolucéo dos dois problemas.

O jogo das torres de Hanai

Uma das versdes do jogo das Tor-
res de Hanoi consta de uma placa
de madeira, com trés hastes metéa-
licas e sete “discos” de didmetros
diferentes. O objectivo do jogo con-
siste em deslocar para a haste 3 a
torre de sete discos colocada na
haste 1, com o nimero minimo de
movimentos. Ha duas regras a sa-
ber: s pode ser deslocado um dis-
co de cada vez; ndo pode sobrepor-
se um disco de maior didmetroaum
disco de didmetro menor.

Apés uma fase inicial de experimenta-
¢éo, para compreender as regras do
jogo, passou-se a uma outra etapa em
que os grupos comegaram a estudar a
situagdo com 3 discos.

Depois de varias tentativas, de varias
confirmacdes do nimero de passa-
gens feitas, a organizagéo em tabela
das contagens dos movimentos dos
discos, modo de organizagéo ja
utilizado e valorizado em sessdes
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anteriores, revelou-se mais uma vez
estruturadora do trabalho:

N° de discos 1

o
w

nimero minmo de movimentos
para deslocar a torre

Um dos grupos, apds anélise desta
tabela, propds como generalizagéo a
seguinte férmula, que exprime o
ntmero de movimentos m_em fungéo
do numero de discos n:

mn:2”-1,n21

Quando alunos de um dos outros
grupos pediram aos colegas que Ihes
mostrassem como € que com 5
discos efectuavam 31 deslocagoes,
observou-se uma certa perplexidade
pois ja ndo conseguiam obter o que
ainda ha bem pouco tempo tinham
conseguido. Nesta fase fiz sugestdes
no sentido de apoiar a compreenséo
do processo de transferéncia dos
discos de uma haste para outra. E
este processo compreensivo que
passo a apresentar.

Para facilitar a discusséo que se vai
seguir, convém definir algumas
variaveis que se vao revelar importan-
tes. :

Considere-se que d, representa o
disco de digmetro menor, d, represen-
ta o disco de-didmetro imediatamente
superior ao de d, e assim sucessiva-
mente, re- presehtando d, o disco de
diametro maior, para uma torre de n
discos. Considere-se ainda que m_
representa o nimero de deslocagdes
efectuadas, para deslocar a torte de n
discos.

Os alunos foram convidados a
observar o processo de deslocagéo
da torre constituida por trés discos,
d,. d, e d, dahaste 1 para a haste 3:

1 2 3

Os esquemas seguintes representam
a primeira parte/do processo de
deslocacgéo da torre:

Como pode ser observado nas figuras
acima apresentadas, para deslocar a
torre com os trés discos, manteve-se,
sem lhe mexer, o disco d, na haste 1
e deslocou-se, em trés movimentos a
torre com os discos d, e d,, da haste
1 para a haste 2. A haste 3 esta agora
vazia e o disco d,continua na haste 1.
S6 entéo se deslocou o disco d, para
a haste 3.

Finalmente, repetiu-se o processo de
deslocacao da torre com os discos, d,
e d,, da haste 2 para a haste 3. A
expresséo 3+1+3 representa o total
de deslocagdes efectuadas para
transferir a torre com trés discos, d,,
d,ed.,. '

Para n = 4 seré de esperar 15 movi-
mentos, ou seja, 2 x7+1. Pode aqui
conjecturar-se a seguinte relagéo de
recorréncia:

m =2m_ +1, paran>1
Esta relagéo de recorréncia exprime a
deslocagéo de n discos em fungéo do
ndmero de movimentos para efectuar
a deslocacéo de n-1 discos. Esta
formalizagéo traduz o culminar do
seguinte processo: o disco d_deve
ficar isolado numa das hastes, para
que possa ser deslocado, a espera
que uma outra haste fique vaga para
poder receber esse disco. Entretanto
a torre constituida por n-1 discos deve
estar arrumada na terceira haste.
Resta agora repetir para n-1 discos o
que ja fora feito, para se obter a torre

com n discos na haste pretendida.
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A compreenséo do processo de
deslocagéo traduzido pela relacéo de
recorréncia anterior ndo foi imediata.
Verificou-se que os alunos, mesmo
quando j& tinham obtido o resultado
optimo, tinham dificuldades em
argumentar, nomeadamente repetin-
do, com dificuldades ou falhas de
memoria, as passagens efectuadas
anteriormente. A compreensao da
relagdo de recorréncia traduzida pela
equacao

m =2m  +1, paran>1, como
critério de contagem,é importante

como contributo para dominar critica e

eficazmente o processo do jogo.

Pode demonstrar-se que s&o equiva-
lentes as formulas m =2"-1,n>1e
m=2m_ +1,paran>1
(Johnsonbaugh, 1993, pag. 271).

E de sublinhar o significado que os
alunos atribuiram a cada uma destas
formulas: a primeira representou a lei
de formagéo da sequéncia numérica
cujos primeiros termos figuravam na
primeira tabela; a compreenséo da
relagdo de recorréncia permitiu
controlar a estratégia éptima do jogo
e dar-lhe significado real. Do ponto de
vista da capacidade de compreenséo
mateméatica esta relagéo de recor-
réncia revelou-se mais poderosa que
a primeira férmula.

Qual é o nimero maximo de regides
definidas?

Qual é o nimero méaximo de regiées
definidas no plano por n rectas, néo
paralelas duas a duas, e que se
intersectam em pontos diferentes?

Esta é uma daquelas situagdes em
que a vontade de experimentar deve
ser imediatamente satisfeita, porque
os esbogos ajudam a interpretar o
problema e a estabelecer algumas
relagbes:

® se se considerar uma recta, o plano
fica “dividido” em duas regibes,

e se se considerarem duas rectas, o

plano fica “dividido” em quatro

regioes,

e se se considerarem trés rectas, o
plano fica “dividido” em sete regides,

® se se pensar em zero rectas obtém-
se uma so regido.

Os alunos recorreram também a uma
tabela para registar as contagens ja
feitas com os esbogos anteriores:

n° de rectas 0

n° (méx.) de regides
defenidas por n rectas

1 2
AT AL
2 4

Seja r_ o nimero de regides definidas
por n rectas nas condi¢des do
problema.

Alguns alunos conjecturaram como
generalizacéo, a seguinte relagéo de
recorréncia: o nimero de regibes
obtidas com n rectas é igual a soma
de n com o nimero de regites
definidas com n-1 rectas. A tabela
seguinte mostra esta generalizagéo:

n° de rectas 0 1 2 3 i
n° (max.) de regides i 3 4 5 res
defenidas por n rectas n+r

Para haver garantia de que a generali-
zagao proposta era vélida foi feita uma
discussdo que no essencial consistiu
no seguinte: a compreenséo por
visualizagao de que éada nova recta

Fo.

induz n novas regides, relativamente

as regides definidas pelas n-1 rectas,
ajudara a dar consisténcia a conjectu-
ra estabelecida. No Ultimo desenho, a
recta r, induziu as novas regides 5,6
ef.

A férmula de recorréncia permite a
construgéo evolutiva e dindmica da
generalizagéo da situagdo, o que é de
valorizar pois é uma tarefa téo fre-
guente da actividade matematica. Os
alunos, apds terem feito esta generali-
zagéo, colocaram a questéo de como
poder saber quantas regides se
obtinham com n rectas, sem que
fosse necessario contar o nimero de
regides definidas por n-1 rectas.

Para responder a esta questéo
utilizou-se o método das diferencas
finitas. O teorema em que este se
baseia pode assim ser enunciado:

“Todaasucesséode nimeros cujas
diferengas de ordem n+1 sejam
nulas, é redutivel a um polindmio de
grau n.”

Este método, como ilustra este ‘
exemplo, consiste em ir calculando as ‘
diferengas entre termos consecutivos ‘
até se obter zero.

= o\ ™
= £ =
g 0§ 2 |
o o o} |
I
ro=1
1 i
rg=2 1 |
2 0
ro=4 1 }
3 0 |
rg=17 1 |
4
l'4=11

Como as diferengas de ordem 3 séo
nulas, o polinémio a construir é de

grau 2 e pode escrever-se na forma
r =an®*+bn+c. Ha que determinar os

valores dos parametros a, b e c. ‘
Substituindo n por 0 e como r,=1 ‘
vem r =ax0?+bx0+c=1e portanto c=1;
Como r,=2, e substituindo n por 1 na
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expresséo de r , obtém-se a+b+1=2 e
de modo anélogo para n=2, 4a+2b+1=4.
Resolvendo este sistema de duas
equagdes a duas incognitas, obtém-se
a=1/2eb=1/2.

A expresséo r =0,5 n*+0,5 n+1
representa assim, o nimero de
regides, r, definidas por n rectas nas
condicdes da situagéo apresentada.

No processo de resolugéo deste
problema, a interpretagéo foi facil e
naturalmente feita com os esbogos
apresentados. A organizagéo da
informagao pertinente, conseguida
com a construgdo da tabela da
contagem das regides, contribuiu para
o estabelecimento da relagdo de
recorréncia. Os requisitos matemati-
cos mobilizados foram simples. Os
alunos construiram autonomamente a
relagdo de recorréncia ja apresentada
e que responde satisfatoriamente ao
problema. Contudo, foram também os
alunos que evidenciaram uma possivel
limitacdo da férmula — a necessidade
de se recorrer ao termo anterior — ao
perguntarem se n&o havia possibilida-
de de encontrar uma expressao para
o termo geral r, que dependesse
apenas de n. Foi para dar resposta a
esta necessidade matematica dos
alunos que foi dada mais informagé&o,
ou seja, apresentei o método das
diferengas finitas. Os alunos envolve-

ram-se activamente no processo de
resolugéo e de critica do modelo de
recorréncia construido. Pode afirmar-
se que, num contexto de aplicagdes,
os alunos produziram matematica e
fizeram-no com satisfagdo e sucesso.

Conclusio

Em cada um dos problemas, a relagéo
de recorréncia trabalhada revelou-se
importante no processo de compreen-
s&o e constituiu a chave do dominio
critico da situagéo matematica
inerente. No primeiro problema o
contexto da compreenséo incluiu
material manipulavel; no segundo
lidou-se com uma situagéo possivel-
mente menos concreta, mas que
apela a uma representagéo visual
sugestiva e dinamica. Apesar destas
diferengas, ambos os problemas né&o
sdo de natureza (imediatamente)
formal, aspecto a valorizar na experi-
éncia e pensamento matematico.

Os dois problemas séo exemplo de
situagdes em que os alunos tém de
criar modelos eficazes de contagem
sistemética. Estes modelos requerem
raciocinio critico mas nao exigem
muitos conhecimentos de matematica
formal, o que, segundo Gardiner
(1991) é frequente em muitos proble-
mas que envolvem processos da
Matemética Discreta.

E de salientar que a valorizagéo das
relagdes de recorréncia nos proble-
mas apresentados é um possivel
contributo para a fundamentagéo de
metodologias (mais) adequadas a
renovagao curricular do ensino bésico.

Finalmente, fica a ideia de que mais
do que propdr “outros” contetdos
programaticos ha que continuar a
procurar outra(s) logica(s) de apresen-
tagdo e de prética do programa de
Matemética.
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devera estar

Yoone

“ou 2 como o mais proximo de 0,18”

Correccao

O artigo da autoria de Cecilia Monteiro e Cristolinda Costa, intitulado “Dificuldades na aprendizagem dos numeros
racionais”, foi publicado no n® 40 da “Educagéo e Matematica” com duas gralhas que a seguir se corrigem:

e Na pagina 62, 3° coluna, ponto 2, 7° linha, onde esta

“ou 0,2 como o mais proximo de 0,18"

e Na figura da pagina 63, 1° coluna, o 3° e 4° esquemas deverao conter
apenas um quadrado inteiro sombreado (em lugar de dois), como se
mostra nas figuras aqui reproduzidas.

As nossas desculpas as autoras do artigo e aos leitores da revista.

44

Py

” erro: 14,3

erro: 1,7

od




