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Euler — uma ferramenta para o estudo de

Este artigo procura
mostrar as
potencialidades de uma
aplicagéo do programa
Mathematica como apoio
ao estudo de fungdes de
duas variaveis reais.
Numa época em que
visualizar € a palavra-
chave do uso dos
computadores no sistema
educativo, a aplicagéo
Euler constitui mais uma
ferramenta util na
aprendizagem da Anélise
nos cursos do ensino
superior.

funcées de duas variaveis

E do conhecimento geral que as
disciplinas da area da Anélise dos
cursos de Engenharia e Ciéncias
estéo, nas nossas Universidades e
Institutos Superiores, entre as que
tém maior insucesso. As condigdes
em que geralmente sédo ministradas
n&o s&o favoraveis a melhoria da
situagéo e, por isso, é necessario
comegar a estruturar uma alteracéo
dos métodos de aprendizagem.

Ja em 1987, nas actas do coléquio
“Calculus for a New Century: A
Pump, Not a Filter”, que reuniu em
Washington mais de seiscentos

matematicos, cientistas e educadores,

podia ler-se o seguinte comentério de
um participante:

In this age of Velcro, digital watches,
and the HP28C, must one still learn
to tie shoes, read two-handed
clocks, and solve quadratic equa-
tions?

Mesmo néo sendo téo radical, ndo é
dificil aceitar que o uso de maquinas
no ensino pode e deve ser sistemati-
zado. Mas como? - é a primeira
questéo que se levanta. De acordo
com especialistas em varios paises
(EUA, Inglaterra, Franga, Alemanha,
Portugal), deve ser usado um novo
paradigma no ensino da Matematica -
a visualizagéo. E para o implementar,
os computadores sdo essenciais. Um
estudo de T. Eisenberg e T. Dreyfus,
publicado em 1991, mostra que,
desde a inféancia, os alunos tém
relutéancia em visualizar conceitos
matematicos. Uma das razdes
apontadas ¢é o facto de o “pensamen-
to visual” ser mais exigente do ponto
de vista cognitivo. Nestas circunstén-
cias, o uso de maquinas, tdo do
agrado dos mais novos, pode ser o
ponto de partida para ultrapassar esta
barreira. Visualizar é, pois, a palavra-
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chave do uso dos computadores no
sistema educativo.

O programa Mathematica é um
sistema algébrico computacional que,
efectuando de forma integrada célculo
numérico, simbdlico e visualizag&o,
convida a elaboragéo de aplicagbes. A
sua capacidade gréfica e a possibilida-
de de animagéo tornam-no excelente
na implementagao da visualizagdo em
Matematica.

O objectivo deste artigo é apresentar
a aplicagdo Euler, que se destina a
apoiar o estudo de fungdes de duas
variaveis reais usando o programa
Mathematica.

Apresentacio da aplicacio Euler

Existem ja numerosos livros e aplica-
¢bes baseados no Mathematica e
destinados a varias disciplinas. Muitos
séo destinados ao estudo do Célculo
de uma Variavel. Por isso mesmo
pareceu-nos util criar uma aplicagéo
para o estudo de Fungées de Duas
Variaveis Reais. Esta aplicagéo, a que
chamamos Euler, pretende ser um
tutorial de como usar o Mathematica
no estudo acima referido.

A aplicagdo Euler foi implementada
para Macintosh. Esté dividida em
capitulos que abrangem os assuntos
usualmente tratados em gréficos,
derivadas parciais e integrais multi-
plos, a saber:

® Apresentagio

e Gréficos de superficies

e Animagéo

e Derivadas parciais

e Gradiente

e Plano tangente e recta normal

e Pontos criticos

e Integrais duplos

® Integrais triplos
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figura 2

figura 3
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Contém ainda uma “Apresentacéo” e
uma “Introdugdo ao Mathematica”,
destinada aos utentes que pretendam
iniciar-se. Foi dada especial énfase a
construgéo de graficos, pelos motivos
atras apontados.

Nesse sentido, a aplicagéo foi cons-
truida intercalando “células”’ de
instrugdes necessérias a matéria atras
referida com “células” de texto
explicativo.

A aplicagéo pode ser usada por
pessoas com poucos conhecimentos
do uso de computadores, e quase
nenhuns do programa Mathematica.

Alguns exemplos do uso da
aplicacdo

1. Visualizagdo de uma superficie

O objectivo do capitulo 1 & mostrar
como a aplicagéo pode ajudar a
visualizar uma superficie, e em
consequéncia entender melhor a
fungéo, no que respeita ao seu
dominio, & continuidade, a existéncia
de zeros e ao seu comportamento
assimptoético. Nesse sentido, comega-
mos por estudar o gréfico de uma
fungéo muito simples, a funcéo
definida por f(x,y)= x?+y2, cuja cons-
trugéo é feita passo a passo, introdu-
zindo a expresséo da fungéo e os
intervalos de representagéo para o x e

oy:
Plot3DIxA2+yA2 {x,-3,3}{y,-3,3}1.

Outras instrugdes adicionais permitem
obter uma imagem mais completa e
fiel:

Apresentam-se mais
exemplos que ilustram
diferentes situagdes. Outra
funcéo proposta é a fungéo g
definida por glx,y) = 2x/G+yA),
cujo gréfico é aperfeicoado
até se obter a figura 3.

Neste dltimo caso, embora
saibamos que a fungéo g
néo estéa definida no ponto
(0,0), o programa néo
apresenta nenhuma mensa-
gem de erro. A figura dé
uma boe/a imagem do com-
portameénto da fungéo na

vizinhanga de (0,0), mas falseia o seu
comportamento nesse ponto.

Parece evidente que o professor deve
ter, sobretudo em casos como este,
um papel activo como descodificador
das imagens. As linhas da “grelha” da
segunda superficie mostram a parti-
céo feita (pelo préprio programa) no
conjunto [-5,5] x [-5,5]. O professor
podera aproveitar para ajudar os
alunos a visualizar as coordenadas
cartesianas em 3D.

A aplicacgéo foi construida de tal modo
que o utilizador pode facilmente
substituir de forma interactiva as
fungdes apresentadas por outras,
adaptando também os valores do
dominio das varidveis, o tamanho dos
eixos, o aspecto do gréfico ou os
célculos intermédios, convidando ao
Seu uso em outros casos, sem
grandes alteragdes. Por exemplo, no
subcapitulo “Como desenhar varios
elementos juntos”, e tendo sido
anteriormente construidos os graficos
dos dois paraboldides — f(x,y)=x?+3y?
e glx,y) = 8-x>y? — e o gréfico da
sua linha de intersecgdo — uma
“elipse” empenada — dada por um
conjunto de pontos.

Podem-se definir instrugdes que
ilustrem a construgéo, passo a passo,
da figura 4.

Deste modo, pretendeu-se tornar a
aplicagéo o mais interactiva possivel,
permitindo uma leitura acompanhada

figura 4
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figura 5

das instrucbes e, consequentemente,
a sua rapida adaptagéo pelo utilizador.

Sempre que as condigbes o permi-
tam, Euler devera ser usado nas aulas
tedricas e tedrico-préticas da discipli-
na. Nas primeiras, o professor podera
ilustrar com exemplos a matéria
exposta; nas segundas, os alunos
terdo um auxiliar de resolucéo de
problemas e uma ferramenta de
exploragao.

2. Nocio de gradiente

O conceito de gradiente &, em geral,
de dificil compreensé&o; optamos pois

por introduzi-lo através do seguinte
problema:

“A temperatura em cada
ponto de uma placa de
metal é dada pela fungéo

tx,y)= e*«cosy + e¥+cosx

Em que direcgéo a tempera-
tura cresce mais rapidamen-
te a partir do ponto (0,0)7"

Definida a fungéo t, o uso de
uma “package” elaborada
para o efeito permite obter o
resultado pretendido. A
resposta obtida é: “a
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temperatura cresce
mais rapidamente na
direcgédo do vector (1,1)".

Mais uma vez, a interpretagéo
gréfica pareceu aqui muito
adequada, quer através da
representagéo da superficie e
do vector gradiente (fig. 5,
quer usando curvas de nivel
(fig. 6).

Cremos que a utilizagdo de um
exemplo concreto relativamen-

figura 6

te simples vai facilitar a compreen-
2 v ¢
sdo do conceito de gradiente.

3. Calculo de volumes - vantagens
do uso do sistema de coordenadas
apropriado

O célculo de volumes usando integrais
triplos exige que os alunos visualizem
no espaco varias superficies e as suas
intersecgdes. Por isso, logo no
capitulo 1 apresentdmos o exemplo
da figura 4. Este exemplo é retomado
no capitulo 7- “Integrais triplos”

onde as mesmas superficies séo
também desenhadas em coordenadas
cilindricas (fig. 7).

Comparando as duas Ultimas figuras,
o professor poderé mais uma vez
explorar as “grelhas” das superficies
e mostrar aos alunos alguns casos
nos quais as coordenadas cartesianas
(sempre as preferidas) ndo sdo as
mais indicadas.

figura 7

Também o uso de coordenadas
esféricas é, nesta aplicacéo, explora-
do com um exemplo onde nenhum
outro tipo € indicado:

“Pretende-se calcular o volume

limitado pela superficie de equagéo:
OC4y?+22)2=22(x+y?) “.

E evidente, pelo aspecto da equagéo,

que n&o devem aqui ser usadas

coordenadas cartesianas. A equagéo
anterior é equivalente a seguinte, em
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coordenadas esféricas:
p = 2cospseny.

A aplicagéo guia o .
utilizador no célculo do
volume pretendido,
mas é extremamente
dificil imaginar o
aspecto da superficie,
que se apresenta na
figura 8, acompanhada
de um seu corte.

Esta dltima figura

podera servir para

chamar a atencéo dos

alunos para superficies fechadas, que
néo séo graficos de fungdes no
sentido usual do termo.

Conclusio

A aplicag&o Euler pretende levar o
utilizador a integrar o uso do computa-
dor com o do lapis e papel. Para
poder visualizar as caracteristicas de
uma superficie, fazendo ressaltar as
propriedades da fungéo que ela
representa, serd necessério escolher
adequadamente o dominio, o angulo
de vis&o, o intervalo de variagéo de z
(PlotRange), ou até a partigdo do
dominio, dada pelo nimero de pontos
(PlotPoints).

E se pretende obter superficies com
um aspecto elegante, o aluno tera que
realizar célculos para determinar os
dominios das variaveis x e y, como na
figura 4. Para reforgar esta ideia, o
capitulo 7 tem a seguinte introdugéo:

“Tal como no capitulo 6, também
aqui sera necessario que o utilizador
realize alguns célculos antes de in-
troduzir as instrugdes.”
A aplicagéo Euler contém ainda um
subcapitulo dedicado & Animagéo,
onde & possivel ver uma superficie rodar
em torno do eixo dos xx, dos yy ou
dos zz. Espera-se que, deste modo, o
utente possa construir uma imagem
mais perfeita do objecto em estudo.

A aplicagéo foi usada na preparagéo
de aulas, ndo sé para obter resultados
de célculos um pouco complicados,
mas sobretudo na elaboragéo de
figuras que foram passadas a acetato
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figura 8

para ilustrar os problemas das aulas
tedricas e teorico-préticas da discipli-
na de Andlise Matematica. Pretende-
mos que os utilizadores se sirvam dos
exemplos que escolhemos para tirar a
informagao necesséria (mas néo
suficiente) ao estudo que pretendem
fazer. Deste modo, o programa estara
sempre a ser modificado/adaptado a
cada situacgéo; néo é estético, esta em
constante mudanga. Por isso preconi-
zamos o seu uso como (mais) uma
nova ferramenta de trabalho.

Uma utilizaggo mais alargada (como
base de um curso, por exemplo) exige
alteracéo dos métodos de ensino e
das condigbes de trabalho. E o tempo
usado em aprender a trabalhar com
um programa desta complexidade né&o
é tempo gasto. Como destaca o
Professor Carvalho e Silva, “um
programa deste tipo ndo permite
ganhar tempo mas compreenséo” e
todos sabemos como o Ensino
Superior estéd bem necessitado de
uma mudanca.
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Nota

1 Todas as aplicacbes do Mathematica
estdo organizadas em “células”, que
contém texto, graficos, “input” ou
“output”, e sao indicadas por um
paréntesis recto a direita do écran.

Olga Vaz

Maria Raquel Valenca
Departamento de Matemética da
Universidade do Minho



